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Introduccion

La materia se compone del agrupamiento de una cantidad muy grande de particulas,
que interaccionan en un nivel cuantico. El tipo de interacciones entre las particulas
y su entorno determinan las propiedades macroscépicas de la misma, siendo éstas el
resultado de un comportamiento colectivo microscépico. La fisica de la materia con-
densada tiene como uno de sus objetivos explicar estas propiedades, de tal suerte,
que su entendimiento nos conduzca a aplicaciones tecnoldgicas que mejoren nuestras
vidas. Por lo anterior, contar con una descripcién adecuada del sistema que nos per-
mita caracterizarlo es fundamental. La descripcién de esta clase de sistemas en donde
se tiene una gran cantidad de grados de libertad es una tarea no trivial, identificar
el Hamiltoniano correspondiente es sélo el primer paso. La segunda dificultad reside
en resolver la ecuacion de Schrodinger con dicho Hamiltoniano. En el caso en que las
interacciones entre particulas sean débiles y los efectos de la temperatura sean pre-
dominantes, se puede considerar la interaccién como una perturbaciéon para eliminar
algunos grados de libertad, a la vez que se utilizan métodos numéricos es quiza la
mejor opcién. Este tipo de modelos son tratados en la teoria del gas de Fermi, en
donde electrones interactian débilmente de manera similar a un gas rarificado [1].
En esta teoria no se toma en cuenta la interaccién electrén-electrén. L. Landau for-
mul6 la teorfa del liquido de Fermi [2], en la cual se consideran las interacciones
electréon-electrén al modular dicha interaccion de manera adiabatica, lo que permite
que un electrén perturbe de manera lenta a los electrones en su vecindad formando
cuasiparticulas alrededor de la superficie de Fermi [3], de modo que dicho sistema
se puede tratar como un gas de cuasiparticulas. Durante mucho tiempo el liquido de
Fermi constituyd un pilar en el entendimiento de sistemas metélicos con interacciones.

Los sistemas unidimensionales tuvieron la categoria de modelos puramente teori-
cos hasta principios de los 70’s, época en la que se empezd a realizar en los laboratorios
polimeros y compuestos organicos con caracteristicas unidimensionales dandole nueva
vida a los fenémenos de interaccién a bajas dimensiones. Actualmente los avances en
la tecnologia y la ciencia de materiales han permitido la creacién de sistemas metdlicos
unidimensionales tales como: nanotubos de carbono, alambres cuanticos y materiales
en bulto con estructuras unidimensionales en su interior.En estos sistemas los elec-
trones se conducen en una direccién preferencial, porque son sistemas anisotrépicos.
Esta clase de sistemas no son bien representados por la teoria del liquido de Fermi. La
fisica en sistema 1D es drasticamente distinta de la fisica en 2D y 3D de particulas con
interacciones. En sistemas 1D, que intrinsecamente son fuertemente correlacionados,
la superficie de Fermi consiste de tan sélo dos puntos, haciendo imposible la formacién
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de cuasiparticulas y dando paso a excitaciones colectivas. La teoria que permite una
adecuada representacion de esta clase de sistemas metalicos de baja dimensionalidad
es conocida como el modelo del liquido de Tomonaga-Luttinger (TLL)! [4]. Con esta
teoria se encuentra que las funciones de correlacion, las cuales nos hablan del orden o
de la falta de este, decaen como una ley de potencias de la distancia entre particulas.
La baja dimensionalidad hace posible simplificar el modelo de interaccién permitien-
do obtener resultados haciendo uso de métodos especificos, tal es el caso del método
de bosonizacion [5], el cual permite hacer la descripcién de electrones con interaccién
en 1D, mostrando que en lugar de cuasiparticulas se obtienen excitaciones colectivas
en forma de ondas de densidad de carga y espin.

Maés alla de la nueva fisica introducida por el modelo de TLL, la necesidad de re-
sultados tedricos comparables a los obtenidos por la via experimental es apremiante.
Soluciones analiticas como las dadas por el Ansatz de Bethe [6] son poco comunes.
Por otro lado, la dificultad de aplicar el método de bosonizaciéon aun en sistemas
sencillos es considerable por lo que se recurre al uso de métodos numéricos.

En esta tesis investigamos las propiedades de sistemas metalicos unidimensionales
en el intervalo de bajas energias. En particular, se investiga el modelo de Ising con
campo longitudinal modulado espacialmente. La estructura de la tesis es la siguiente:
en el capitulo 1 se presenta la teoria del liquido de Fermi, mostrando los resultados
mas importantes de esta teoria y la fisica que este modelo introduce, a la vez que
se muestra como esta teoria es inadecuada para la descripcién de sistemas de baja
dimensionalidad. En el capitulo 2 se estudia el modelo de TLL el cual permite de-
scribir los fenémenos del comportamiento de las interacciones entre electrones en una
dimensiéon en el intervalo de bajas energias. Con lo anterior es posible realizar una
simplificacion del Hamiltoniano del sistema al realizar una linealizacién de la relacion
de dispersién del sistema, obteniendo asi un Hamiltoniano de muchos cuerpos simple.
En el capitulo 3 se desarrolla con detalle el método de bosonizacién. Este método per-
mite la obtencion analitica de las propiedades de sistemas de fermiones, al transformar
los operadores de fermiones en operadores de bosones, lo que tiene como resultado
que el Hamiltoniano fermidnico se transforme en un Hamiltoniano bosoénico el cual
es cuadratico en los operadores de bosones y por tanto puede resolverse de forma
simple mediante una transformacion de Bogoliubov [7]. En el capitulo 4 se estudia el
grupo de renormalizacidn con matrices de densidad (DMRG)? [8], método numérico
eficiente con el cual se puede realizar el calculo de las propiedades de esta clase de
sistemas. En el método se realiza una decimacién de los grados de libertad que re-
sulten irrelevantes, reduciendo asi el espacio de Hilbert del sistema, lo que permite
el calculo de propiedades tales como las funciones de correlacién, en sistemas cada
vez mas grandes. El método tiene sus origenes en el grupo de renormalizacion [9] y
el grupo de renormalizacion numérica [10], diferenciandose de este tltimo en que la
manera de decimar el sistema no se basa en retener los estados con menor energia,

'Por sus siglas en inglés, Tomonaga-Luttinger liquid.
2Por sus siglas en inglés, Density matriz renormalization group.
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sino aquellos mas probables del sistema. En el capitulo 5 se lleva a cabo un estudio,
utilizando DMRG, del modelo de Ising para cadenas de espin que interaccionan con
un campo magnético longitudinal externo, dicho campo es modulado de acuerdo a
las secuencias aperiddicas aleatoria y de Thue-Morse y la secuencia cuasiperiédica de
Fibonacci [11]. Estos sistemas son estudiados con la finalidad de investigar los efectos
que tiene el ordenamiento del campo externo en la formacion de dominios magnéticos
en el sistema, para lo cual se calcula la energia del estado fundamental del sistema y
el factor de estructura de espin estatico.
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Capitulo 1

Liquido de Fermi

El modelo del gas de Fermi [1], el cual describe un gas de electrones libres, da origen
al modelo del liquido de Fermi desarrollado por L. Landau', este tltimo describe el
comportamiento a bajas temperaturas de electrones que interaccionan en metales, por
ejemplo, describe el *He. La idea fundamental detras de esta teorfa es que, bajo ciertas
condiciones, se pueden obtener los estados excitados de baja energia de un sistema
fermidnico con interacciones a partir de un sistema ideal fermidnico sin interacciones,
esto se logra al tratar la interaccién entre particulas como un parametro ajustable
que parte de cero y que se incrementara de manera adiabatica. Esta interaccién da
lugar a que una particula perturbe sus alrededores, lo que hace que el sistema ya
no se describa en términos de particulas “desnudas” sino por particulas “vestidas”;
es decir, particulas que se mueven acompanadas por el resultado de la perturbacién.
A las particulas vestidas se les llama cuasiparticulas, y se mueven como entidades
independientes en el sistema. Lo anterior hace posible una descripcién de sistemas
con interacciones en términos de un gas ideal de cuasiparticulas. En este capitulo
revisaremos la teoria del liquido de Fermi la cual explica por qué algunas de las
propiedades de un sistema de fermiones que interactian son muy similares a las de
los gases de Fermi, explicando a su vez las diferencias entre estos sistemas [2, 3.

1.1. Excitaciones del gas de Fermi

Consideremos un sistema de N fermiones de masa m confinados en una region
de volumen V', que inicialmente no interaccionan entre si. Cada particula se puede
caracterizar por su momento k y su espin ¢ = £+1/2. En dicho sistema los estados
(propios) se describen por la funcién de Fermi-Dirac la cual es igual a 1 para k < kp,
con kr el momento de Fermi, y es igual a cero para k > kg, como se muestra en
la figura 1.1. De este modo un estado ¥ estd dado por los nimeros de ocupacion
Nk o1 Moo --- COMO SigUE:

U= |n1€1,017nk2,027~~->- (11)

IExisten varios tipos de liquidos de Fermi, en este trabajo nos restringimos a los llamados liqui-
dos de Fermi neutrales, en los que sus propiedades no cambian drasticamente por efecto de las
interacciones, sin importar que tan intensas sean.
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kr
k
Figura 1.1: La funcién de distribucién para el estado base de un sistema sin interac-
ciones muestra una discontinuidad en el nivel de Fermi.

, e s , 2 , .
La energia cinética de una particula es f—m por lo que la energia total del sistema
es:

]{72
k

donde n} es el nimero de ocupacién del estado fundamental. En la ecuacién (1.2)
hemos descartado el indice de espin ¢ por simplicidad, pero puede ser recuperado

en cualquier momento. La energia de un fermién en la superficie de Fermi (SF) es

k2 . . . .
5. Ahora bien, estamos interesados en los estados excitados de este sistema. Una

;Xcitaci(’)n fundamental se refiere a tomar una particula por debajo del nivel de Fermi
y colocarla en un estado con &’ > kr, dejando al mismo tiempo un hueco con k' < kp,
por lo que a esta excitacién se le conoce como “excitacién de particula-hueco”. Un
estado excitado se puede caracterizar por la cantidad de particulas que abandonan el

estado fundamental, es decir a partir de:
Sng = ng — ny, (1.3)

donde ny es el nimero de ocupacién del estado excitado. De este modo, para las
particulas de momento k' > kp se tiene que dny = dxir, mientras que para los huecos
de momento k' < kr tendremos que dny = —dx. Finalmente, la energia de un sistema
sin interacciones es: 12
E—FEy= 2}; S0 (1.4)
Vamos a trabajar con el ensamble gran canénico (dejar que el sistema esté en contacto
con un reservorio de particulas) y caracterizar al sistema por su potencial quimico,
que es igual a la energia de Fermi ep, y el ntimero total de particulas N. La energia
libre del sistema, F' es
F=F —e¢€pN, (1.5)

tomando en cuenta las excitaciones tendremos que:

k2
F—FO; <%—6F)5nk (16)
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De acuerdo a la ecuacién (1.6) la energia de una particula de momento k& para una

. . 2 . . .
excitaciéon fuera de la SF es Zk—m — €r, mientras que para las excitaciones de hueco
. k2 T
donde én, = —1 tenemos que la energfa sera ep — 5. En general, la energfa libre

. 1y . k2 /1:
de una excitacién elemental puede ser escrita como |5~ — ep| resultado que es valido
dentro y fuera de la SF.

1.2. Cuasiparticulas

Hasta ahora hemos estudiado las excitaciones de un gas de Fermi ignorando las
interacciones. Si consideramos las interacciones de un sistema de fermiones, la teoria
del gas de Fermi deja de ser vélida, ya que las interacciones entre particulas se vuel-
ven significativas, originando (a temperaturas suficientemente bajas) una transicién
de fase de primer orden [12], dando como resultado una fase liquida 2. Consideremos
el eigenestado de un sistema de fermiones sin interaccién caracterizado por nf. La
idea fundamental de la teoria del liquido de Fermi consiste en establecer una cor-
respondencia uno a uno de los eigenestados del sistema ideal sin interacciones con
los del sistema real con interacciones, lo cual se logra al hacer que la interaccion
entre particulas vaya aumentando de manera lenta, esperando que los eigenestados
del sistema sin interacciones evolucionen hacia los eigenestados del sistema con in-
teracciones. Si aniadimos una particula de momento %’ a la distribucién ideal ng, el
momento total del sistema K se conserva mientras se incrementa la interaccion entre
particulas. La particula adicional, de manera lenta, perturbara a las particulas en su
vecindad. Si esto sucede de manera suficientemente lenta, el sistema entero de N + 1
particulas se mantendra en equilibrio. Cuando la interaccién haya alcanzado su inten-
sidad final, encontraremos que la particula se mueve junto con la distorsién causada
por las interacciones entre la particula y sus alrededores (véase figura 1.2). Se dice
entonces que la particula se “viste” de una nube de auto-energia. A esta excitacion
L. Landau la denominé “cuasiparticula’”.

Una cuasiparticula es el resultado de la evolucién adiabética del fermién sin in-

teracciones en un entorno con interacciones, de manera que el estado excitado corre-
sponde al estado fundamental de N particulas mas una cuasiparticula.
Para establecer la correspondencia entre los estados del sistema libre y los del sis-
tema con interacciones debemos considerar cuidadosamente lo siguiente: primero, si
el tiempo en el que la interaccion es “encendida” es mayor que el tiempo de vida del
estado que queremos generar, dicho proceso deja de ser reversible, debido a que el
estado ha decaido mucho antes de que el valor fisico de la interaccién se haya alcanza-
do; segundo, si la interaccién se enciende muy rapido, el proceso no sera adiabatico y
no se generaran eigenestados del sistema con interaccién. Como vemos, pueden surgir
problemas debido a la incertidumbre asociada al tiempo de vida finito del estado bajo
consideracién.

2En general se observa un transicién de fase del estado liquido al estado sélido al llegar a temper-
aturas muy bajas (T ~ 0K). Las tinicas excepciones encontradas en la naturaleza son los isétopos
de 3He y *He [2], los cuales permanecen liquidos.
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Figura 1.2: (a) Una particula es anadida al sistema en su estado fundamental. (b)
La particula extra, de manera lenta, interacciona con las particulas en su vecindad
formando una cuasiparticula.

1.3. Energia de las cuasiparticulas

La energia del sistema con interacciones se puede expresar como un funcional
E[n]. Dicho funcional tiene, en general, una forma bastante complicada que dificil-
mente se puede conocer de manera explicita (aun en el caso de conocerlo de modo
explicito, debido a su complejidad, serd dificil resolver el problema de forma analitica).
Sin embargo podemos hacer una aproximacion si nos restringimos a sistemas en los
que ny esté lo suficientemente cerca de n). En este caso podemos hacer la siguiente
expansion en una serie de Taylor:

Eny] = Ey + Z exdng + O(0n3), (1.7)
3

donde ¢ es la energia de una cuasiparticula aislada que corresponde a la derivada
funcional de E evaluada en el estado fundamental:

() 1

Entonces, si anadimos una cuasiparticula de momento k al sistema de N particulas,
la energia del sistema con N + 1 particulas sera:

Como el estado fundamental para N + 1 particulas se obtiene al anadir una cuasi-
particula en la SF, ep serd simplemente el potencial quimico:

0F
€p=p= a_z\;’ (1.10)

el gradiente de ¢, juega un papel de velocidad de grupo esto es

Vg = Vkek. (111)



1.4 INTERACCION ENTRE CUASIPARTICULAS
(TEORfA DE LANDAU DEL LiQUIDO DE FERMI) 13

Como ¢, depende solamente de |k|, entonces vy es paralela a k, y podemos escribir

kp
Ukp = —2

PR

(1.12)

donde m* es la llamada “masa efectiva” de la cuasiparticula. Este concepto resulta
artificial para sistemas isotropicos donde vy varia en toda la SF. En estos sistemas es
mas conveniente introducir la densidad de estados de cuasiparticula teniendo energia

€p + €
:Z(S(ek—ep—e). (1.13)

A bajas temperaturas las propiedades fisicas del sistema dependeran solamente de la
densidad de estados en la SF, v(0).

1.4. Interaccién entre cuasiparticulas
(Teoria de Landau del liquido de Fermi)

En las secciones anteriores se ha mostrado la posibilidad de establecer una cor-
respondencia entre un gas de Fermi de electrones libres y un liquido de Fermi con
cuasiparticulas. Mas adelante veremos también que, en ambos casos, se tienen dis-
tribuciones semejantes de particulas (cuasiparticulas) en el espacio de momentos. La
principal diferencia, hasta ahora mostrada, esta en el cambio en la energia y en la
velocidad, diferencia que surge debido a la interaccién de las cuasiparticulas con el
medio que las rodea. Ademads de estas caracteristicas, las cuasiparticulas presentan
nuevas propiedades que no estan presentes en su contraparte sin interacciones, las
cuales discutiremos en lo que resta de este capitulo. Comencemos por analizar la
energia libre de excitacion a partir del estado fundamental, la cual esta dada por:

donde Ny es el nimero de particulas que se encuentran en el estado fundamental. En la
expresién anterior no estd presente la cantidad dny de manera explicita, pero se puede
relacionar con el factor (N — Ny) al notar que, el hecho de anadir una cuasiparticula
al estado fundamental corresponde a anadir una particula al sistema como un todo,
entonces el estado fundamental méas una cuasiparticula surge del estado ideal que
contiene N + 1 particulas, por lo que podemos expresar N — Ny de la forma

(N — Ny) = Zénk (1.15)

Utilizando las expresiones (1.7) y (1.15) podemos reescribir (1.14) como
F—F():E—EO—EF(N—N())
=FE—[F— Z exdng — O(6n2)] — e Zénk
k

k

Z €x — €p)ong + 0(6n3). (1.16)

k
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Las propiedades que estamos considerando involucran desplazamientos de la SF por
una cantidad 0 (véase figura 1.3). La diferencia (e, —er) es del orden de d, entonces la
ecuacién (1.4) es del orden de 6% y puede ser tratada como una expansién a segundo
orden en §. Lo que nos permite escribir:

1
F—Fy=Y (e —ep)ony + 3 > Frwdnpdng + O(0ng). (1.17)

k kK’

La importancia de la expansién (1.17) estd en el coeficiente fii/, ya que en él reside la
fenomenologia fisica de los liquidos de Fermi?. Dicho término es el resultado de las in-
teracciones presentes entre cuasiparticulas, las cuales modifican de manera sustancial
las propiedades fisicas del sistema. f; s corresponde a la segunda derivada funcional
de la energia F

PE
5nk(5nk/ '

Jew = (1.18)

Cada factor de f; i debe de ser proporcional al inverso del volumen para mantener
finita la energia en el limite termodinamico, lo cual esta justificado fisicamente ya que
fri es la energia de interaccion de las cuasiparticulas excitadas con momentos k y k'
y cada una de estas se dispersa sobre todo el volumen V. De esta manera la proba-
bilidad de que interaccionen una con otra es del orden “—;7 donde a es el intervalo de
interaccion. En lo que resta supondremos que fip es continua cuando k o k” atraviese
la SF.

La ec. (1.17) es una forma de expresar los primeros términos de una expansién de
I'— Fy en potencias del nimero relativo de cuasiparticulas excitadas, lo cual podemos
cuantificar a través de la cantidad «, que definiremos como:

= Ealon 1)

El coeficiente fr es invariante ante permutaciones de k y &/, ademés, en la ausen-
cia de un campo magnético también serd invariante bajo inversién temporal, esto es

fk:(r,k’a’ = f—k—a,—k’—a’- (120)
Si la SF es invariante bajo la reflexién k — —Fk entonces (1.20) se convierte en
fko,k’a = fk—a,k’—a" (121)

De (1.20) y (1.21) se concluye que fiy1or depende solamente de la orientacion relativa
entre espines, lo cual se restringe a los casos de espines paralelos o antiparalelos. Por
lo tanto, podemos escribir:

= Fow + Fw, (1.22)
= fiw — fi (1.23)

3Este término es muchas veces referido como la funcion de interaccion de Landau.
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Figura 1.3: Posibles procesos de decaimiento de una particula cerca de la SF. La
cuasiparticula hace una transicién de k a k' produciendo un par particula-hueco. La
conservaciéon de energia y momento restringe los procesos a las areas sombreadas.

En las ecuaciones (1.22) y (1.23) se incluyen la parte simétrica y asimétrica de la
interaccién. La importancia de estos parametros reside en que la mayoria de las
propiedades fisicas del liquido de Fermi estan dadas en términos de estos parametros.
Si el sistema es isotrépico, se tiene que para k y k' sobre la SF, f7,, y fi., dependeran
solamente del angulo entre las direcciones de k y &/, por lo que se puede realizar la
siguiente expansion en una serie de polinomios de Legendre:

,j,(ﬁ) = Z fls(a)Pl cos b, (1.24)
1=0

donde 6 es el angulo entre k y k’. A partir de lo anterior se pueden definir los coefi-
cientes adimensionales
(@) _ VIkE o) _ st

v(0) 7 = Wﬁ Y=Y, (1.25)
que miden la intensidad de la interaccién comparada con la energia cinética. A los
coeficientes Fls(a) se les conoce como pardametros de Landau. En la ecuacién (1.25)
V es el volumen, m* es la masa efectiva de la cuasiparticula y kr es el momento de
Fermi.

1.5. Segunda cuantizacion del liquido de Fermi

En las secciones anteriores se ha discutido el proceso adiabdtico mediante el cual
se tiene que encender la interaccién entre las particulas de manera que nos conduzca
a eigenestados del sistema con interaccién, pero poco se ha dicho acerca del oper-
ador que lleva a cabo dicho proceso y cudl es su efecto sobre el estado fundamental
del sistema |W¥y). En esta seccién discutiremos este operador y sus caracteristicas
principales, entre las cuales encontramos una manera de discernir cuando y cémo un
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sistema fermionico deja de ser un liquido de Fermi y se vuelve necesaria una nueva
descripcion para el sistema. De acuerdo a lo discutido en secciones previas, el proceso
de encendido adiabéatico de las interacciones puede ser entendido como si se tratase de
una transformacion unitaria U de los estados originales del sistema de fermiones sin
interaccién. De este modo el estado fundamental sin cuasiparticulas |¥y) y el estado
con una cuasiparticula |¢) estan dados por

[¢) = U|¥o), (1.26)

aqui |Wg) es el estado fundamental del sistema de fermiones sin interaccién (mar de
Fermi), dado por:

To) = [] b0 (1.27)

[k|<kp

donde |0) es el estado sin particulas y c,t » €s el operador de creacién de fermiones sin
interaccién. Podemos generar un estado |ko) al crear una particula con momento y
espin ko a partir de |¥y)

ko) = ¢} ,|Wo). (1.28)
De este modo un sistema de momento y espin |ko) se transforma en un estado \l;<;>

bajo el efecto de U: .
|ko) = Ulko). (1.29)

Por tanto U puede ser escrito como un operador exponencial ordenado en el tiempo

§ oo = [ v "

donde V es la interaccién, por lo que el estado |]/€\(;'> es:
(ko) = Ucl, o)
ko) = Ucl UT|¢). (1.31)
De esta manera que el operador de creacién de cuasiparticulas aLU estara dado por:
al, =Ucl U (1.32)

Vemos que este operador es el operador de creacion de particulas unitariamente evolu-
cionando en el tiempo. Una condiciéon importante para la existencia del liquido de Fer-
mi es que en el limite termodinamico, el estado resultante debera tener un traslape
con el estado que se forma a partir del estado base méas una particula, i.e

Zio = |(kale},|0)|* > 0, (1.33)

este traslape es conocido como renormalizacion de la funcion de onda y nos da un
criterio para la estabilidad del liquido de Fermi. Mientras que Zj, permanezca finito
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A(k,w)

m*

>

W

€. =0

Figura 1.4: En un liquido de Fermi se forma un pico infinitamente puntiagudo en
k = kr, correspondiente a una cuasiparticula. El peso de este pico es z;, ~ - donde
m* es la masa efectiva.

en la SF, nuestra descripcién serd correcta. Cerca del nivel de Fermi, el operador de

creacién cLo se puede expandir en una suma de estados que incluyen un ntimero impar

de estados de cuasiparticulas y huecos de la siguiente forma [3]:

CLU = \/Zka,Tw + Z A(kyo4, k3os, koo, ka)a2404a2303a2202a,10 +... . (L.34)
ka+ks=ka+k

Esta ecuacion nos permite extraer resultados muy importantes que discutiremos mas
adelante.

Como consecuencia de la adicién de una particula al estado fundamental, se tiene
que dicha particula excita a un conjunto de estados |A), con una distribucién de
energia dada por la funcién espectral [3]:

Ak, @) = S ImG(k, w — i0) = |My25(w — €3), (1.35)
T

en donde
|MAJ* = (Al |9) . (1.36)

De acuerdo a la ec. (1.34), el liquido de Fermi muestra un polo en el nivel de Fermi.
Dicho polo se debe a la cuasiparticula como se muestra en la figura 1.4.

La ecuacién (1.35) puede separarse de la siguiente manera:

1
Alk,w) = —TmG(k,w — i8) = Zyo0(w — ex) + D IMPo(w — €y), (1.37)
A#ko

en donde en el primer término de la derecha hemos separado la contribucion debido
al polo de la cuasiparticula de la contribucién del entorno, la cual es una contribucién
suave.
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Nko |
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Figura 1.5: En el sistema de fermiones con interacciones se encuentra que la funcién
de distribucién sufre una discontinuidad en el nivel de Fermi, la cual esta suavizada
con respecto de su contraparte sin interacciones.

1.6. Distribuciéon de momentos

Para el modelo sin interaccion hemos visto el comportamiento de la funcién de
distribucién de momentos (véase figura 1.1) donde tenemos que ny = O(ep — €).
Ahora nos interesa ver cudnto de este comportamiento sobrevive a la interacciones,
para lo cual escribimos la distribucién de momentos para el modelo con interaccién

o0

(Ngo) = <d>\c};ackg\d>> = / Ak, w)dw. (1.38)

—00

Si introducimos la ecuacién (1.37) en (1.38) tenemos que:

/Oo Ak, w)dw = /oo ZioO(w — €g)dw + ...
= Zio(—€x) + ... . (1.39)

Vemos que 7, se desvanece si €, > 0 y que da una contribucion distinta de cero si
€x < 0, por lo que obtendremos para la funcién de distribucion

(Nko) = Zro(—€r) + contribuciones de fondo. (1.40)

La ecuacién (1.40) es un resultado muy importante de la teoria, ya que nos muestra
que parte del salto en la funcién de distribucién sobrevive a las interacciones, tal y
como se muestra en la figura 1.5, dandonos una herramienta para distinguir entre
sistemas fermionicos con interaccion y sin interaccion.

El resultado (1.40) es el mas importante del capitulo para nosotros, ya que lo que se
quiere mostrar es el papel que juega la dimensionalidad en la descripcién de sistemas
fermidnicos. En sistemas de alta dimensionalidad (D > 1) las descripciones dadas
tanto por el modelo del gas de Fermi como por el liquido de Fermi son adecuadas
y continian siendo un pilar en el entendimiento de metales con interacciones. Sin
embargo, existen otros tipos de sistemas fermiénicos que no son descritos por estos
modelos y que requieren de nuevos modelos para su descripcion, tal es el caso del
liquido de Tomonaga-Luttinger que estudiaremos en el siguiente capitulo. El problema



1.6 DISTRIBUCION DE MOMENTOS 19

que surge en la teorfa del liquido de Fermi para describir sistemas unidimensionales
reside en los argumentos basados en la dimensién del espacio fase. En una dimensiéon
las interacciones se vuelven mucho maés significativas que en un gas (2D o 3D) de
cuasiparticulas. El mismo concepto de cuasiparticula del liquido de Fermi deja de ser
valido porque las interacciones se vuelven colectivas, lo cual se refleja en el hecho de
que la funciéon de distribucion es continua al atravesar el nivel de Fermi lo que se
vera mas adelante.
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Capitulo 2

Liquido de Tomonaga-Luttinger

En el capitulo anterior se discutieron las propiedades fundamentales de los sistemas
fermidnicos sin interaccion asi como el modelo para el estudio de estos sistemas,
senalando la importancia del papel que juega la dimensionalidad en la descripcién de
dichos sistemas. En este capitulo abordaremos la tarea de describir sistemas de elec-
trones restringidos a moverse en una dimensién. En este caso, el modelo del liquido de
Fermi resulta ser una descripcién insuficiente. En sistemas de baja dimensionalidad,
las interacciones entre particulas no pueden enmascararse para crear cuasiparticu-
las, como en el caso del liquido de Fermi. Cualquier electrén que intente propagarse
en un sistema uni-dimensional interaccionara invariablemente con sus vecinos. El
movimiento individual de una particula sera imposible, lo cual dara origen a excita-
ciones colectivas e invalidard una descripcion en términos del liquido de Fermi. El
modelo del liquido de Tomonaga-Luttinger® describe el comportamiento de fermiones
en una dimension, lo cual se hace al traducir el problema de fermiones a un problema
de bosones mediante el método de bosonizacion. Este método lo estudiaremos con de-
talle en el capitulo siguiente. En este capitulo veremos las generalidades de la teoria
del liquido de Tomonaga-Luttinger, describiremos los posibles procesos de interaccion
que suceden en sistemas de fermiones en una dimension y revisaremos los argumentos
que hacen posible la descripcién de sistemas de fermiones en términos de sistemas de
bosones [14, 15, 4].

2.1. El liquido de Fermi en 1D

En forma cualitativa es relativamente sencillo entender que la dimensionalidad
juega un papel en la fisica de los sistemas. En comparacién con sistemas de dimen-
siones mayores a 1D, la falta de espacio (real y espacio fase) para los procesos de
dispersién niegan la posibilidad de excitaciones de particula casi libre [16]. Como se
muestra en la figura 2.1, un electrén que trate de propagarse en 1D no tiene mas
opcién que empujar a sus vecinos mas cercanos, efecto que a su vez se extenderd a lo
largo de toda la cadena, formando asf excitaciones colectivas®. Esta imagen es analoga

'Duncan Haldane acufio el término “liquido de Luttinger” aunque la teoria de fermiones en 1D
se debe a J.M. Luttinger y a Sin-Itiro Tomonaga [13].

2Como se vera en el siguiente capitulo, estas excitaciones corresponden a ondas de densidad de
carga y espin, las cuales se propagan con distintas velocidades.

21
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Figura 2.1: (a) En D > 1 una particula es capaz de propagarse perturbando de manera
leve a las particulas vecinas. (b) En D = 1 un electrén no puede propagarse sin influir
en toda la cadena de electrones, es por esto que solo existen excitaciones colectivas.

a la de las excitaciones de baja energia de una red cristalina, es decir, a los fonones
acusticos [17].

Para ser mas rigurosos analicemos la funcién de renormalizacion dada por la
ecuaciéon (1.33). Imaginemos que colocamos un electrén extra en el estado funda-
mental de N electrones fuertemente correlacionados. La funcién de renormalizacion
de onda cuantifica el traslape entre el estado del sistema inmediatamente después
de la inyeccion del electrén adicional y del estado fundamental del sistema. Como el
nuevo electrén no tiene las correlaciones apropiadas con los electrones que existian
previamente, tendremos que el nuevo sistema de N + 1 particulas es bédsicamente
ortogonal al sistema de N particulas, esto debido a que en el limite termodinamico Z
se anula [14]. El desvanecimiento de Z en el nivel de Fermi tiene como consecuencia
que la discontinuidad de la funcion de distribucién desaparezca, dejando en su lugar
una funcién suave al cruzar el nivel de Fermi (véase figura 2.2), lo cual es una de las
caracteristicas mas importantes de un comportamiento fuera del régimen del liquido
de Fermi.

ng

I =

0 kp k

Figura 2.2: La falta de una discontinuidad en la funcién de distribucién para el liquido
de Tomonaga-Lutinger denota la falta de cuasiparticulas en el nivel de Fermi inval-
idando la descripcién dada por el liquido de Fermi. La linea punteada muestra la
discontinuidad en el caso de un gas de Fermi.
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2.2. Aproximacion de dispersion lineal

Consideremos el Hamiltoniano de muchas particulas para un sistema de fermiones
sin interaccién en una dimension. Dicho Hamiltoniano estd dado por:

1= [ [’W] e

h2k2
_ Z t 2.1
— 2%m, Ck,ackﬂ ( )

la segunda linea de la ecuacién (2.1) estd dada en el lenguaje de segunda cuantizacion,

donde cL Y Cro son los operadores de creacién y aniquilacion respectivamente de una

particula de momento k y espin . El factor h k es la relacion de dispersién, la cual

es cuadratica en el nimero de onda k (véase ﬁgura 2.3). Como estamos confinados
a una dimensién, el vector de onda k es solo un numero que puede ser positivo o
negativo. Por el momento consideraremos a las particulas como fermiones sin espin y
retomaremos el caso con espin en la siguiente seccién.

E

k

Figura 2.3: Relacién de dispersién cuadrética para un sistema de electrones libres.
En la figura se muestra el nivel de Fermi el cual separa el nivel mas alto ocupado del
nivel mas bajo desocupado.

Si nos restringimos a las propiedades del sistema en el intervalo de bajas en-
ergias, donde las excitaciones ocurren unicamente en una vecindad muy cercana al
nivel de Fermi, un vistazo a la figura 2.3 hace plausible la posibilidad de realizar una
aproximacién en el nivel de Fermi por dos lineas rectas tangentes a la parabola.Por
otro lado, como se muestra en la figura 2.4, la relacién de dispersién lineal describe
aproximadamente los estados del sistema cerca de la SF. Sin embargo es necesario
ser cuidadoso acerca de qué tan lejos podemos considerar esta aproximacién lineal
como valida ya que, en principio, incluye estados no fisicos de energia negativa. De
manera histérica, es importante mencionar que Tomonaga introdujo desde el princi-
pio un corte en las bandas del momento (véase figura 2.5a) para evitar los estados
de energia negativa. Asimismo introdujo el concepto de “propagadores derechos” y
“propagadores izquierdos” (“right” and “left” movers), los cuales hacen referencia a
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Figura 2.4: El modelo de Tomonaga-Luttinger se obtiene al linealizar la relacion de
dispersién en una region cercana al nivel de Fermi. Dicha regién corresponde a las
excitaciones de baja energia delimitada por las lineas punteadas.

la direccién de propagacion de los electrones, introduciendo de este modo las “ramas”
derecha e izquierda de movimiento. Luttinger después extendié la dispersion hasta
—oo (véase figura 2.5b ), lo cual, como ya se menciond introduce una infinidad de
estados extras que han de ser removidos en algiin punto en los célculos para evitar
el conteo de cantidades infinitas. La manera de solucionar el problema de los estados
de energia negativa arbitrariamente grande es haciendo uso de un artificio que fue
usado por primera vez por Dirac, el cual consiste en imaginar que el “estado vacio”
en realidad consiste de una cantidad infinita de fermiones que se encuentran por de-
bajo del nivel de Fermi (mar de Fermi), lo cual no representa ningin problema ya
que nos interesan las excitaciones del vacio y estas excitaciones solo involucran una
cantidad finita de particulas. De acuerdo a esta descripcion en términos de electrones
en las ramas derecha e izquierda, y haciendo uso de los operadores de creacion y
aniquilacion fermidnicos, se puede escribir el operador de fermiones propagandose a
la derecha Ci,k y el de electrones propagandose a la izquierda cT_yk como sigue:

c :cL, si k>0,
y=cl, si k<o (2.2)

Si introducimos los operadores (2.2) en el Hamiltoniano de la dispersién lineal
(2.1), obtendremos (como veremos con detalle en el siguiente capitulo)

Hy = va(rk — kp) : Ci,kcﬁk , (2.3)
rk

en donde el subindice r = &+ indica a que rama pertenece el electrén: 4+ para la rama
derecha y — para la rama izquierda.

Noétese que se ha empleado el ordenamiento normal de operadores : --- :, el cual
se define como
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Figura 2.5: (a) En el modelo de Tomonaga se introduce un corte en en las bandas
de momento. (b) En el modelo de Luttinger se extiende la relaciéon de dispersion
hasta —oo para facilitar los calculos, los estados no fisicos con energias negativas son
removidos al hacer uso de operadores ordenados normalmente.

: CI,ch,k D= CI,kcr,k — <wo!CI,kcr,k|?/)o>

= cl e — O(kp — 1), (2.4)

y que se introduce con el fin de extraer el promedio artificial generado por el vacio,
al momento de tomar la dispersion lineal del modelo de Luttinger.

2.3. Descripcién bosoénica

En las bases de la teoria del liquido de Luttinger se encuentra el uso de operadores
bosénicos para la solucién de un problema fisico de naturaleza fermiénica. Esta idea se
fundamenta en la equivalencia entre los niveles de energia de un sistema fermiénico
con los de un sistema bosénico a bajas energias, permitiendo que el Hamiltoniano
fermidnico (2.3) pueda ser reescrito en términos de una base bosénica. Para formalizar
esta idea empecemos por definir el operador de densidad en el sistema fermiénico para
la rama r de la siguiente manera,

prlx) =: Dl (2)dn(2) - (2.5)

en donde se ha introducido el operador de campo

N 1 ikx
Uilw) = % zk: ey . (2.6)
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A partir de este momento, omitiremos el sombrero circunflejo en los operadores por
simplicidad. Podemos tomar la transformada de Fourier para el operador de densidad

Prq = /d.’L’ efiqur(x)
{Zk ci’kﬂcnk siqg#0 2.7)

Zk(ci,kchk —0(kp —rk)) siq=0,
para el cual se cumple que

rLq

r—.
9,9 27T

[pr,qapr’rq’] = —0pp0 (2.8)
Del resultado anterior se observa que el operador de densidad obedece las reglas de
conmutacién de operadores bosénicos de creacién (a:;) y aniquilacién (a,), salvo por
una constante, dado que los operadores bosénicos tienen el siguiente conmutador

[ag, aj;,} = 0g,q'- (2.9)

El conmutador (2.8) es un indicio de la existencia de grados de libertad bosénicos, los
cuales estan relacionados con las fluctuaciones de densidad en el sistema. La equiv-
alencia entre la descripcién fermiénica y bosoénica del sistema se puede observar al
considerar los espectros de energias de sistemas bosonicos y fermionicos. Dichos espec-
tros son discretos con niveles energéticos equidistantes por una cantidad A. Definamos
entonces Np(E) y Np(E) como el nimero de estados con energia E para los sistemas
fermiénicos y bosénicos, respectivamente. De este modo, un estado con energia A = 1
puede ser tratado como un fermién justo por encima de la SF o bien como un bosén
en el nivel A = 1; entonces para este caso tendremos que Np = Np = 1 (véase
figura 2.6). Si consideramos los estados fermidnicos con energia A = 2 tendremos dos
posibles representaciones fermidénicas: ya sea un fermién con 2 niveles energéticos por
encima de la SF, o un fermién que ha pasado de estar dos niveles por debajo de la SF
a un nivel por encima de SF. Este mismo sistema se puede expresar como un bosén
en A = 2 o bien dos bosones en el nivel A = 1. En cualquiera de estos casos se tiene
que Nr = Np = 2. Este andlisis se puede extender para niveles energéticos de bajas
energias. Esta equivalencia se muestra en la figura 2.6.

2.4. Procesos de interaccion en el liquido de Lut-
tinger

Como hemos mencionado antes, la baja dimensionalidad del sistema juega un
papel crucial en las interacciones. En una dimension, el espacio fase que se encuentra
disponible para las interacciones esta muy limitado y las posibles interacciones en
1D se pueden clasificar en base a su transferencia de momento. Esto lo haremos de
acuerdo a la clasificacion desarrollada por Emery, la cual se conoce como g-ology
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Figura 2.6: Esquema de la equivalencia energética entre sistemas de fermiones y de
bosones. Los poligonos rellenos indican un estado ocupado mientras que los poligonos
vacios indican un estado desocupado.

[18] o “g-ologia”, en donde se identifican un conjunto de cuatro constantes g1, g, g3
y g4 correspondientes a las cuatro posibles formas de interacciéon que describimos a
continuacién?:

= Dispersion hacia adelante en diferentes ramas. Cuando una particula de la rama
izquierda se acopla a una de la rama derecha, pero manteniéndose en su rama de
origen. En este proceso tiene una transferencia de momento g ~ 0 y se identifica
con la constante g, (véase figura 2.7 (a)).

= Dispersién hacia adelante en la misma rama. Este ocurre cuando las dos particu-
las acopladas estan en la misma rama. Este proceso tiene una constante de
acoplamiento g4 y una transferencia de momento de ¢ ~ 0 (véase figura 2.7

(b))-

= Dispersién hacia atras. Cuando los dos electrones cambian su direccién de
movimiento es decir, cambian de ramas. Este proceso corresponde a la constante
de acoplamiento g; e involucra una transferencia de momento de ¢ ~ 2kp(véase
figura 2.8 a)).

= Proceso de Umklapp. Cuando dos particulas en la misma rama cambian su
direccién de movimiento. Corresponde a la constante g3 con una transferencia
de momento ¢ ~ 4kp (véase figura 2.8 b)). Este proceso se da solamente en
sistemas a medio llenado.

3Las constantes de acoplamiento se ordenan de acuerdo a la transferencia de momento involucra-
do.
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—kp

Figura 2.7: (a) Proceso de dispersién frontal en diferentes ramas. Este proceso se
identifica con la constante de acoplamiento gs. (b)Dispersion hacia adelante en la
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Figura 2.8: a) Dispersién hacia atrds con constante de acoplamiento g;. b) Proceso
de Umklapp identificado con la constante de acoplamiento gs.
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Hasta este punto no se ha tomado en cuenta el indice de espin, al introducirlo
se tiene que las constantes de acoplamiento pueden adquirir dos valores que corre-
sponden a espines paralelos y espines antiparalelos los cuales se denotan como g; y
g;1 respectivamente, con ¢ = 1,...,4. Para particulas sin espin tanto ¢g; como g, son
procesos equivalentes, una dispersiéon hacia adelante es en efecto idéntica a un proce-
so de dispersién hacia atras de manera efectiva. En el caso con espin, si los espines
son paralelos, se tendra que g;; = g7, equivalencia que no se cumple para el caso
de espines antiparalelos g1, # g2, . Con lo anterior podemos definir para el caso de
electrones con espin combinaciones de las constantes de acoplamiento que tomen en
cuenta la carga y el espin.

1
Gic = 5(91'” +gi1),

1
Gis = §(Qi|\ — Gil1), (2.10)

donde la ¢ denota la carga y la s el espin. En el modelo de Tomonaga-Luttinger
estamos interesados solamente en los procesos de bajas energias, i.e., en eventos de
una baja transferencia de momento por lo que el proceso con g3 queda descartado
tomando solamente en cuenta los procesos g1, g2 y g4 (con o sin espin). De este modo
tendremos que la parte del Hamiltoniano del modelo con interaccién y sin espin
depende solamente de la posicién:

Hip = / dadz’ {pq«(fv)gz(w —2")p-r(@') + pr(2)ga(zx — 2')pr(2') | (2.11)

En el primer término del Hamiltoniano (2.11) se toman en cuenta las interacciones
entre ramas distintas, mientras que en el segundo término se consideran las interac-
ciones en la misma rama. Ahora bien, podemos tomar la expansion de Fourier de las
interacciones

gaa(x) = % > e g24(q). (2.12)

Suponiendo que g24(q) = g2.4(—¢q), lo que es equivalente a que go4(x) = gaa(—2), y
después de realizar la integracion se obtiene el Hamiltoniano en el espacio de momen-
tos:

Hy=TY {gxq)pr(q)m(—q) T @ @pr(—0)|. (2.13)

El Hamiltoniano (2.13) tiene términos cudrticos de operadores fermiénicos. Nuestra
tarea, en el siguiente capitulo, serd llevar este Hamiltoniano a una representacion
bosénica, en donde este modelo es cuadratico en los operadores bosénicos, haciendo
facil su diagonalizacién por medio de una transformacion de Bogoliubov [7].
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Capitulo 3

Método de Bosonizacion

En el capitulo anterior se presenté el modelo de Tomonaga-Luttinger y se plantearon
los primeros argumentos que permiten una representacion del Hamiltoniano en un
lenguaje bosénico cuando consideramos las propiedades del sistema en el intervalo de
bajas energias. En este capitulo, nos dedicaremos a transformar los operadores in-
volucrados en la solucién del Hamiltoniano en términos de una nueva base bosénica,
llevando a cabo de este modo la bosonizacién de los sistemas libre y con interacciones.

3.1. Modelo de Luttinger sin interaccion

Recordemos que el Hamiltoninano para un sistema libre es:
Hy = Ze(k)clﬁckvg. (3.1)
k,o

Si nos concentramos en el intervalo de energias cercano a Ep, y aproximamos la
relacién de dispersion en esta region con una funcion lineal, podemos escribir los
operadores fermiénicos para electrones que se propagan a la derecha y a la izquierda
(ver ecuacion 2.2) como

=Y 0(rk)crs, (3.2)

en donde r = £+ y 6(z) es la funcién escalén

1 six>0
O(z) = = 3.3
(z) {0 siz <0 (33)

Los operadores en la ecuacién (3.1) satisfacen la relacion de anticonmutacién para
fermiones,

{CTJWC:[’,IC’} = 5rr’6kk’- (34)

El operador de campo de la ecuacién (2.6) en términos de los nuevos operadores de
particula se transforma en:

1 ikx
Y(z) = i3 TZ};H(rk)e Cr - (3.5)

31
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Para un sistema de electrones libres en una dimensién, el Hamiltoniano consta tnica-
mente de la parte cinética

Hy= / dz 1 ()02 (=), (3.6)

en el cual sustituimos ahora la expresion de los operadores de campo ¥ (z) de la
ecuacién (3.5)

—ikx T 2 zkx
Hy = %%/m(v_Ejem ><¢_§:0mw: )
_ 2 1
= %/dngﬁ(rk)k Cp kCrk
1
::5;;§:90%0k%iqu. (3.7)
rk

Si insertamos y sustraemos un factor de kp en la ecuacién anterior podemos ree-
scribirla como

Hy = j{:a (rk)(rk — kp + kp)*c] ycrp, (3.8)

en donde también se ha utilizado que r? = 1. Desarrollemos el término cuadratico en
la ec (3.8)

(rk — kp + kp)? = (rk — kp)® + 2(rk — kp)kp + k¥
k—kp\> k—k
SR () bR () g2
kp kp
k—kp\’ k—k
::k%[(i_%;_5> 4—<2T o F><+1}, (3.9)
sustituyendo (3.9) en (3.8) obtenemos
:_—W{zy C% M>1MM
k—k
+ 2 Z 9 (7" F) r kCT k
%-jz:e(rkﬁikcnk}. (3.10)
r.k

Como estamos interesados en el comportamiento de este Hamiltoniano en el contexto
de bajas energias, podemos hacer una aproximacién de la ecuacién (3.10). A bajas
energias solamente se permiten excitaciones muy cercanas a la SF, entonces el término
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(rk—kp/kr)? es un ntimero pequeino que podemos despreciar, de modo que se obtiene
la siguiente aproximacion

{ ZH <Tk kF) ch,nk—i-ZQ (rk) chrk}

r,k
1
= vp Z O(rk)(rk — k:F)c;kcnk + §UF]{?F Z G(rk)ci’kcr,k. (3.11)
rk rk

En la ultima linea de la ecuacién (3.11) hemos usado que kp = vpm. Ahora queremos
medir la energia con respecto al estado fundamental, el cual esta conformado por
las dos ramas, derecha e izquierda, ocupadas hasta el nivel de Fermi. Utilizaremos
la dispersién lineal extendida hasta +oo debido a que esta no tiene efecto a bajas
energias y porque sera necesario cuando se construya la base bosénica. Si restamos
la energia del estado fundamental, obtenemos

Hy— Eq = vp »_0(rk)(rk — kp) [c] crp — O(kp — 7k)]

r.k

1
+5vrkr > 0(rk) [cf yerp — O(kp — 1)) (3.12)

r.k

Si tomamos en cuenta que unicamente los términos con rk > 0 van a dar una con-
tribucién distinta de cero, entonces podemos escribir la ecuacién (3.12) como

Hy — Eg mvp Y _(rk — kp) [} yern — 0(kp — 1)
rk

1
+ §UFI€F Z [c:7kcr7k — H(kp — ’I“k)] . (313)

r.k

Nos gustaria hacer la siguiente observacion. En las ecuaciones (3.6) a (3.13) Ej, se
refiere al operador de energia del sistema con una relacién de dispersion cuadratica,
el cual se va a aproximar finalmente por Ey de la ecuacién (3.12) al introducir una
relaciéon de dispersion lineal. El tltimo término al lado derecho de la ecuacién (3.13)
involucra la diferencia entre el nimero total de fermiones del estado vacio, que corre-
sponde al nivel de Fermi. Si suponemos que este nimero es constante, el Hamiltoniano
libre del modelo de Luttinger estard dado finalmente por la expresién:

Hy=vp Y _(rk —kp)[c] yern — 0(kp — 1))

r.k

—ZUF ’I"k‘ k’F chrk (314)
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3.2. Operador de densidad

Vamos a probar la ecuacién (2.8) para el conmutador del operador de densidad.
Recordemos que

pra=pr(Q) =y, (3.15)
k

con el cual calcularemos el siguiente conmutador

_ E i i T T
[pr,q; pr’,—q’] - (Cr,k-l-qcﬁkcr’,k/fq’CT/JC/ - C’r’,k’fq'cr,aklcr,k—&-qc?"yk)' (316)
k,k'

Para reducir esta expresién hagamos uso de las relaciones de anticonmutacién que
obedecen los operadores fermidnicos de la ecuacién (3.4)

T _
{CT,kv Cr/,lc/} - 5rr’6kk’, (317)
por lo que podemos sustituir en la expresion (3.16) las siguientes igualdades
i _ i
CrikCpt o —q = 5’”/6]%/*11/ Gt g1 —q Criks
T _ T
C""/vklc’l",k+q = 57”7"/6klk+q — cr,k+qc7"lvk/’ (318)

con lo cual se obtiene que

[pr,qv pr',fq’] = Z (CI,kJ’»q(é'f‘T‘/ékk/*q, - Ci/k/,q/cr,k)Cr’,k’
kK’

T T
- Cr’,kuq/(ér?"‘sk’,k-s—q — Cr7k+qCT’,k’)cT,k)

— E T T
- (Cr,k+q5rr’6kk’—q’6r’,k’ - Cr/Jg/,q/5rr’5k’,k+qcr,k)+
kk'

E T T T T
(C'r’,k’fq’Cr,k+qc7"/7klc7"7k - Cr,k+qcr’,k’fq'crykcr,ak,) : (319)
kK’

Como la segunda suma de la ecuacion (3.19) se elimina, se tiene que

[pr,qa pT/,fq’] = Z (6rr’5kk’fq’617k+qcr’,k’ - 67"7"’5k’,k+qcll7k/,qlcr,k)- (320)
Kk’

Después de realizar la suma sobre el indice &’ se llega a

[Pras o] = 60 > (el Crra — €l s Crk)- (3.21)
k

Si hacemos el cambio en la ecuacién (3.21) k 4+ g — ¢ — k + ¢, el conmutador se
convierte en

[Pras Pr,—qt] = O 0gq Z (Ci,kJqu?‘/,kJrQ’ - CI/,kJrqcnk) : (3.22)
k
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Ahora bien, tenemos dos casos que analizar. Para el primer caso si ¢ # ¢/, el
conmutador es cero. En el segundo ¢ = ¢/, primero se debe de llevar a cabo el orde-
namiento normal de acuerdo a la definicién: c;[,kcr,k = ciykc,:k — 0(kr — rk). Entonces
expresamos el conmutador como

[Prgs Pr—q'] = Z ( : c;,ﬁqcn,ﬁq s +0(kp—r(k+q))—: c;kcnk : —Q(k‘p—rk;)). (3.23)
k

Si en la ecuacién (3.23) hacemos el cambio de variable k& — k + ¢ los operadores
ordenados normalmente se cancelan dejando inicamente

Z (e(kF —r(k+q)) — 0(kr — Tk;))
_ JOkr = (k+q) —0(kr — k) si 7=+
C\Okr+ (k+q) — 0(kp + k) si 7 =—.
_Lg st r =
- { g ' (3.24)

5= st r=-—.
2T

La ultima linea se obtiene al evaluar la suma de las funciones escalén para los difer-
entes signos de 7 y ¢*. De este modo obtenemos finalmente.

[Pr,q,ﬂw,—q/] = —Opp/Ogq’ (325)

QQ2

3.3. Representacién bosénica

Como acabamos de ver en la seccién anterior los operadores de densidad conmutan
de manera muy similar a la manera en la que lo hacen los operadores bosonicos. Lleve-
mos a cabo la construccién de operadores bosénicos construyendo sus eigenestados
para llevar a cabo la bosonizacién de los operadores de campo. Para esto empecemos
por definir nuevos operadores bosénicos cuando g # 0, de la siguiente manera

2m
T = —_—
CLq ]q|L ET :9<Tq)p7ﬁq (326)

0(rq)pr—q 3.27

I'Recordemos que estamos trabajando en la primera zona de Brillouin en donde los vectores
reciprocos corresponden a k = L Zp para n = 0,+1,+2 ... [19].
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Calculemos el conmutador de estos operadores

2m
lag, a:;/] = I [ Z 0(ra)0(r'a") pr—gpr g — Z e(rqw(rlq,)pr’,q’pn—q]

L@{Zerq pr a Pr'q ]}

rr!

= \/W Z 0(rq)0(rq")o4erd, (3.28)

donde hemos utilizado la relacién (3.25). De aqui vemos como solamente tendremos
contribuciones distintas de cero para rq > 0 de manera que al final la ecuacién (3.28)
es equivalente a

[ag, ab,] = dgq- (3.29)

Ahora calculemos otra importante relacién

laf, al)) = L\/— (D000 ) prapr g — Y 000 ) pr g prg)

rr! rr!

Lmzﬁm (r'q) [oras o]

rr!

= _29 (rq)0(r'q")ordq—grq

= \/_ Z rq0(rq)0(rq' )0, —y

__ j]_q(qe( o(q) —0<—q>0<—q'>)6q,_qf. (3.30)

En la ecuacién notamos que no existe un caso para el que sea distinta de cero, de
modo que

[af,al,] = 0. (3.31)

Del mismo modo calculemos ahora

2 ,
[aqa aq’] = L—\/W ; H(TQ)Q(T q ) [pv",—qv pr’,—q']

- _\/% > 0(rq)0(rq)o_gqy = 0. (3.32)

En resumen tenemos que

T
fal]=o0. (3.33)

B
2
]
Q\
=
S)

Hasta este punto hemos mostrado que se pueden escribir operadores bosénicos a partir
de los operadores de densidad. Ahora nos interesa escribir el operador de densidad en
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términos de los operadores bosénicos. Para esto, procedamos a invertir las relaciones
(3.26) y (3.27), aqui es conveniente reescribir los operadores a, de la siguiente forma

0(rq)al, = \/%H(rq)pw (3.34)
2
0(—rq)a, = A /WH(—rq)pw, (3.35)

de modo que, para el caso de g # 0, el operador de densidad es:

prg = (0(rq) + 0(—rq))prq
= [9(7"(])@;(&;)_1 + 9(—rq)a,q(a,q)_1}pm. (3.36)

Si sustituimos las siguientes expresiones

-1 _
(aj]) - 27T pr’q (337)
-1 _ ]q]L ~1
(a_g)™ = o Prq (3.38)

en (3.36), obtenemos finalmente

Pra = @ <e(rq)aj1 + 0(—Tq)aq>. (3.39)

Si ¢ = 0, el modo correspondiente es representado por el operador de niimero

Ne = neg = (o, (3.40)
k

el cual resulta del ordenamiento normal, de manera que

Llq|

Prq = Npdrgo + S <9(7’q)a:§ + 9(—rq)aq). (3.41)

Con esto el operador de densidad ha sido reformulado en términos de variables
bosénicas.

3.3.1. Eigenestados bosonicos

En esta seccion construiremos un conjunto de estados bosénicos del sistema. Para
esto analizaremos las propiedades de conmutacién del Hamiltoniano (3.14) asi como
los efectos de éste al ser aplicado a estados de las ramas derecha e izquierda. Iniciemos
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calculando el conmutador entre el Hamiltoniano Hy y el operador de nimero de
particula N,

[Hy, N, _UFZZ[ el oo — 0(kp — 1'K)) ('K — kp)(cl ern — 0(kp — 7K)) (rk — kp)

!k

— (cl yerw — O(kp — k) (rk — kp)(c], sl — Okp — 1K) ('K — k)

=UF Z Z [Cllyk/C,ﬂgkaI’kC,«,k(le‘/ - kF)(Tk — Iﬁp>

r’ k' k
- CI"kCT,kCi/’k/CT’yk’(r/k/ - kF)('rkf — kf)j|,

lo que resulta ser

[Ho, Ny = vp Y Y ('K = kp)(rk — kp)[c], joew g, f ]

r k" k
= Uf Z Z(T/k/ — kF)(Tk — kp)(ékkrérr/ci,k,cr,k — 6kk/6r,ﬂ/ci,kcrf7k/), (342)
r k' k

finalmente después de realizar la suma sobre los indices 'k’ obtenemos
[Hy, N,,] = 0. (3.43)

Hemos encontrado que el Hamiltoniano Hy y el operador de niimero /N, tienen eigen-
estados comunes. Ahora nuestra tarea serd identificar dichos eigenestados. Reflexio-
nando un poco sobre el sistema en cuestion notamos que podemos construir estados
a partir del estado base al anadir N, fermiones por encima del nivel de Fermi y qui-
tando N_, fermiones por debajo del nivel de Fermi. Escribamos estos estados como el
conjunto {|N,N_,)}. Este conjunto corresponde a los eigenestados del operador N,,
teniendo un llenado de 6(kp + N,27/L — rq). El efecto de aplicar el Hamiltoniano
(3.14) en estos estados nos dice que el conjunto {|N,N_,)} son eigenestados de H
con energias dadas por:

27N, /L 9 N,
™
ENTN_ = VU E k=— I E n=— N +1) (344)
k=2r/L

resultado que al tomar el limite termodinamico se transforma en:

By, = o Z N?. (3.45)

Calculemos el conmutador del Hamiltoniano con el operador de densidad

§ E of T
HOaprq UF 'k — kF ( r’ k' Cr!, k’c k+qcrk T7k+qcr7kcr/7klc7",k’)7 (346)

r Kk
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haciendo uso de las relaciones (3.18) obtenemos

[Ho, prg] = Zvak — ) (817 Okq o € g Cre — OO Cl o gCorr), (3.47)

r’ Kk

que después de realizar el cambio de variables ' — r y k¥’ — k + ¢ se obtiene

H07p7°q ZZUF k_'_q rk+qc7"k) ((Tk kF) 'rk:—l—qC?“k))

r’ k!

- Z UF k + q kF)pr,q - (Tk - kF)pr,q)
,r./ k/

= Z VETqPr.q- (348)
r k!

En la dltima linea hemos usado la definicién del operador de densidad (2.7). Con los
resultados previos podemos calcular directamente el conmutador entre el Hamiltoni-
ano Hy y el operador de creacién a:;

[H07 a};] = [HO? ‘j% Z 9<TQ)pT¢1]
- é% S 0(ra) [Ho, pr)- (3.49)

Utilizando (3.48) obtenemos finalmente
[Ho, al] = vp|qlal. (3.50)
Por induccién podemos generalizar (3.50) para obtener que
[Ho, (a})™] = nqvrlal(al)™, (3.51)
asi como su conjugado Hermitico
[Ho, ay] = —nqvr|qlag®. (3.52)

De aqui podemos concluir que si tomamos un eigenestado del sistema digamos el
estado | E) al cual le corresponde una energia E, entonces (af)"|E) también serd un
eigenestado de Hy con energia E+vpn,|q| y del mismo modo aq?|E) es un eigenestado
con energia E — vpngy|q|. Por lo tanto todo conjunto de eigenestados de Hy se pueden
construir con aq y a} actuando como operadores de escalera. Denotemos los estados
que contiene n, bosones en el modo de vector de onda ¢ por:

(af)"
[Nps Ny {ng}) = g NG 10), (3.53)
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donde |0) denota el estado fundamental del sistema (mar de Fermi). Haciendo uso
de las ecuaciones (3.44) y (3.50), encontramos que los eigenvalores correspondientes
a estos estados estan dados por

VT
E(N,, N_ {ng}) = vpnglq| + %ZNE. (3.54)
q#0 r

Por lo cual el Hamiltoniano (3.12) puede ser reescrito utilizando los operadores
bosénicos a, y a:; para obtener la siguiente expresion

VpT 2
Ho—UF;|Q|agaq+TZNT. (355)
q r

Todos los eigenvalores de H estdn dados por la ecuacién (3.53). El problema que
surge en este punto se encuentra en probar que estos eigenvalores cuentan con la de-
generacién apropiada, de manera que el conjunto (3.53) sea equivalente a un estado
completo de eigenestados de Hy. La completez del conjunto (3.53) fue probada por F.
D. M. Haldane [14], quién mostré que el espacio de Hilbert de N particulas, generado
por todas las posibles excitaciones de particula-hueco de |0), también puede ser gen-
erado por la aplicacién repetida del operador a}; en el estado |0). Mds atin mostré que
los estados bosdnicos son estados ortonormales

(Nps NL o AngH Ny, N {ng}) = O, N0, N7 Oyl (3.56)

La idea detras de esta prueba es, sin incluir muchos detalles, calcular la funcién de
particién en las bases tanto fermiénica como bosénica. En ambos casos se tiene que

7= Dne ", (3.57)

donde la suma varia sobre todos los eigenestados de Hy. E,, es la energia del n-ésimo
estado y D,, es su degeneracién. Como Z consta de una suma de términos positivos,
cualquier diferencia entre las degeneraciones de los dos conjuntos base dard como
resultado diferentes valores de Z. Como los resultados que se obtienen para ambas
bases son idénticos, se concluye que los dos conjuntos tienen la misma degeneracién.

Para concluir en esta seccién definamos los operadores N y J, los cuales corre-

sponden al nimero total de particulas y a la corriente (dada por la diferencia entre
las particulas en la rama derecha e izquierda) respectivamente, por

N=Ny+> N, (3.58)

J=> rN,. (3.59)



3.3 REPRESENTACION BOSONICA 41

Elevando al cuadrado y sumando las expresiones anteriores obtenemos que

23 N = (N - No)* + J? (3.60)

2 N,N_, = (N = No)* = ], (3.61)

de modo que si remplazamos (3.60) en el Hamiltoniano (3.55) obtendremos
T

Hy = UFZ !q!alaq =+ 5L

a70

(vr(N — No)* + vpJ?). (3.62)

La ecuacién (3.62) es el Hamiltoniano sin interaccién bosonizado. Hasta ahora hemos
reescrito el operador de densidad y el Hamiltoniano en una base bosénica. En la
siguiente seccion llevaremos a cabo la bosonizacién de los operadores de campo.

3.3.2. Bosonizacion del operador de campo

En esta seccién mostraremos la representacién bosénica del operador de campo
(2.6). Para esto empecemos por demostrar que para dos operadores b y bf que cumplan
que [b,b'] = 1 entonces se tiene que

b, '] = A", (3.63)

Para demostrarlo primero definamos b = e 'peM’ | Si diferenciamos con respecto a
A obtenemos

% = —bb+bb' =[bbl] =1, (3.64)

lo que implica que b(\) = e MTper — p 4 X Si multiplicamos esta expresién por la

izquierda por un factor eM" obtenemos
b = b4 AN (3.65)
reordenando llegamos a
beN' — N = [, ] = AN, (3.66)

demostrando asf la relacién (3.63). Ahora definamos los siguientes términos

A= Z)\qa;

q#0

B=> (3.67)

q#0
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Entonces haciendo uso de la ecuacién (3.63) calculamos lo siguiente

lag, €7’

= ePla,, ] + [a,, 5e
= ePla,, Ale?

= A\ePe? (3.68)

[ag,e"e?] = €Pal, e] + [al, ePe?
= [al, BlePet
= —pgelet. (3.69)
Ahora, dado un operador fermidnico S que satisfaga las siguientes relaciones
[am S} = _)‘qs[agv S]
— S, (3.70)

y haciendo uso de las reglas de conmutacién anteriores, tendremos que

[ag, SePe?] = [a,, S]ePe? + S[a,, ePe’]
= -\, Sefet — )\, SePet
=0, (3.71)
ademas de
[a}, SePe?) = [af, S]ePe” + Sal, e®e?]
= pySePet — p SePet
=0. (3.72)

De esto se puede ver que el operador Sefe? conmuta tanto con @y COMo con a:fp
més ain se tiene que S ~ e 4e~%, con lo cual se relaciona este operador fermiénico
con exponenciales de campos bosonicos, de manera que si pudiéramos identificar
S ~ e 4e~ B entonces tendriamos un operador de campo fermiénico en términos de
variables bosénicas. Hagamos corresponder ¢} con S mediante una eleccién apropi-
ada de valores para A, y ,. Con este fin calculemos los conmutadores [a,, ] (z)] ¥

[af, ¥f(x)] de la siguiente forma

2m ,
lag, ¥i(x)] = L Zw q)[prr —q> 1 (2)]. (3.73)

Ahora calculemos el conmutador de la derecha en la ecuacién (3.73) haciendo uso de
la definicién del operador de campo dada por Haldane [4]:

e—0t

1 )
i = lim ﬁzezkwe*\%lcgr. (3.74)
k
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Entonces usando (3.74) y (2.6) obtenemos

[pT",*tb @/):(l')] = lim T Z €Zk,x _6‘ Ck+q rCh,rs CITc’ r’]

k,E

/ —
= lim — E ezkm 6‘ 2 ‘516 k’drr’ck-kl]rv

e—0t \/_ Y

_ lk‘.T e|
- (51" T/ 61‘13(% \/— E Ck+q,r)

1
= —=0, e e | (3.75)

VL

donde se ha hecho el cambio de variable k + ¢ — k y se ha tomado el limite ¢ — 0.
De la ecuacién (3.75) se ve de inmediato que

[ra 01 (2)] = 8, e 01 (). (3.76)

Con esto la ecuacion (3.73) queda como

i — 2_7r iqx ) §
[aqv wr(x)] - |q|L zr,: 57“,7"’6 ¢r($)

27 gia
= 0(r) | e v (o) (3.77)
e} 1) = Blar)y | e ) (3.75)

Entonces podemos elegir

y de manera analoga

2T
Ay = —0(rq)y | —=e"*® 3.79
y
2T _,
g = —0(rq)y | —=e %, 3.80
o= 000y [ (3.80)
Construimos el siguiente operador
O, (z) = i@’ (@) (3.81)

en donde

= —ZZQ rq 1/ TG, (3.82)
q#0
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El operador O,(x) conmuta con los operadores a, y a:;. Este operador estd univoca-
mente representado y determinado en la base bosénica. Podemos invertir la ecuacion
(3.81) para encontrar una expresién del operador v (z) en términos de operadores
bosénicos. Al invertir (3.81) obtenemos

(N;, Nirw;[(x) |Np, N_p) = <N7/? NLT|Or(x)6iwj‘(x)eiwr(w) |Np, Ny
= <N;,NI_T]OT(x)]NT,N_T>. (3.83)

Entonces usando (3.83) junto con la definicién del operador de campo (2.6) obtenemos
que

(N!,N",|0.(z)|N,, N_,) = \/_Z e (N] N el ([N, N_,). (3.84)

Como ya se ha dicho, el conjunto de estados |N,, N_,) es ortonormal, por lo tanto,
en la ultima ecuacion el producto interno en la suma se anula, excepto para el caso
en el que |N/,N' ) = |N,11, N_,) y con un momento correspondiente al mas bajo
disponible k = kg + 27(N, + 1)/L — w/L, de modo que

m  2m(N, +1)

1
O,|N,,N_,) = ﬁexp <zrx(kp - — 4+

SR LA

De aqui podemos concluir cual es el efecto de O, (z) en un eigenestado bosénico

Or(l‘ﬂNT?N*T’{nq} H |NT’N7T>
q;ﬁO V!
— H Lféeirx(kFi%)eiTIQTrNr/L|Nr+1) N—T>
a#0 V!
_ Lfgezmﬁ(kp7%)61'7“3:27rNr/L|]\[T_H7 N_m {nq}>’ (386)

en donde se han utilizado las relaciones de conmutacién entre O,.(z) y los operadores
aq y afl. Vamos a definir el operador U, como

Ur = Ll/QGirz(kaﬂ'/L)e*irzZﬂ'Nr/LOT(SE). (387)

U, es un operador de escalera que eleva el nimero de fermiones en la rama r = R, L
por uno de acuerdo a la ecuacién

Ur|Ny, Nr, {ng}) = (=1) "INy, Npi1, {ng})
UL|Np, Ng, {ng}) = (=1)"V#2|Np, Ng11, {n,}), (3.88)

ya que, U, es un operador unitario, es decir, U, U} = U, Ul = 1.
De acuerdo con la definicién de U, y al invertir la ecuacién (3.81) encontramos que

Wi = OT(a:)e‘i‘Pi(x)e‘W(I)
_ Lfl/Zeirz(kpfw/L)eierﬂ'NT/LUrefigoi(a:)eficpr(m). (389)
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Si definimos lo siguiente

or(z) = T(mp/L)N — ()

L)N, —1—129 rq)\/2m/Llgle " ay, (3.90)
q#0

podemos escribir el operador de campo fermiénico v como
1 . Lt .
T — —_eirhragitr @)y oitr(@), 3.91
v VL (3.91)

Finalmente en la ecuacién (3.91) hemos obtenido una expresién que relaciona los
grados de libertad de nuestro sistema fermiénico con grados de libertad bosénicos,
lo cual es un resultado importante. Siguiendo la linea de la ecuacién (3.58) podemos
definir de manera andloga los operadores de densidad y de campo?

pPJ = err(‘r)v (392)

r

donde Ny = % De igual manera,

0s(@) = " 43" 1, (a). (3.93)

On(z) = pn(x) + Qﬁv(fﬂ),
0,(x) = ¢s(z) + ¢ (), (3.94)

podemos calcular las siguientes relaciones utiles

Ouln () _81?<Z ?Nr + iZ@(Tq)\/Qﬂ/Hq eiiq””aq

r q#0

+ Ty, ZZG rq)\/27 [ L|q|e™® T)

q#0

_a, ( Z 27’295 Nr)

T

= 27p,(z)

2N se refiere a la carga y J a la corriente.
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En resumen ambas expresiones, son:

O0.0n(x) = 2mpy(x), (3.95)
y
0.0, (x) = 2mpn (), (3.96)
[on (), 0n(2")] = [ps(x), 0,(x —12(53:—36 +nlL),
[on (2),05(2")] = [ps(2), On(2")] = 0. (3.97)

Si expresamos py y Oy en términos de los operadores (3.26) y (3.27) obtenemos

(@) = N S VR 0 (39%)

q#0

== + > Vlal/2rL sgn(q)e’™ (a) + a_y), (3.99)

q7#0

on(z) = %ﬂ'l‘ +1 Z V21 /Llq| sgn(q)e " a, (3.100)

q#0

o) = %ﬂ'l’ +i Z V27 /L|q| sgn(q)e " a,. (3.101)

q7#0

De manera que el Hamiltoniano (3.58) se puede reescribir como

Hy = F / d]0,0n (2)]2 + 0,0, (2)]2. (3.102)

™

Asi hemos completado la representacién bosénica del sistema.
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3.4. Modelo de Luttinger con interaccién

Como ya habiamos mencionado en el capitulo anterior, las interacciones en 1D
estan clasificadas en base a su transferencia de momento de acuerdo a una g-ologia
[18] que identifica cada uno de los procesos de interaccién. En esta seccién tenemos
la finalidad de escribir el Hamiltoniano completo con interaccién para los casos con y
sin espin, haciendo uso de las herramientas que hemos construido hasta este punto,
con la finalidad de resolver el Hamiltoniano de Tomonaga-Luttinger.

3.4.1. Caso sin espin

De acuerdo con la ecuacién (2.13) el Hamiltoniano de interaccién sin espin esta
dado por

Hipy = % > (92(0)pr(@)p—r(—a) + 9a(@pr(@)pr () (3.103)

7,q

Haciendo uso de la ecuacién (3.41) podemos expandir el Hamiltoniano H;,; en térmi-
nos de los operadores a, y af]. El primer término se puede reescribir como:

Zgz Q) pr (@) p—r( Zgz [N 8q0 + 2|§| (6 (rq)ag + 9(—rq)aq)} X

[N_T(S_q,o + \/E (0(rq)al + 9(—7"q)aq)] . (3.104)

Realizando el producto y separando los casos para ¢ = 0y g # 0 obtenemos

> a(@)pr(@)p-r(—q) =

L
Z 920N N_, + Z % [9(7’61)9(7"(1) abal, + 9(rq)9(—rq)a2aq+

r q#0

0(—rq)0(rq)aqal + 0(—rq)0(—rq)agaq

— ZggoN N+ o Zgg gl(afal, + aga_,). (3.105)
q750

De manera analoga obtenemos para el segundo término

294 9)pr(@)pe(— —%ZN +—Zg4 al(ajaq + agal). (3.106)

q7#0
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Con esto el Hamiltoniano completo adquiere la siguiente forma

H=Hy+ Hjp;
=ur 3 el + TSN + [gm STNN
q#0 r
L
_WZQQ(Q) q *q+aq o)t
q7#0
w3 N + L3 0@lal(ela, + aga ﬂ (3.107)

q#0

Agrupando términos podemos simplificar un poco la ecuacién (3.107) para obtener

H =vp Z \q\a ag+ = Zgg )al(al fal g T qa—q))+

q7#0 q7£0
= 294 al(ajag + agal)+
q#O
m T )
7920 ZT: Ny N_; + 5(940 + vF) XT: Ny, (3.108)

usando las relaciones (3.58) y ( 3.60) podemos reescribir los dos tltimos términos del
Hamiltoniano como sigue

—QQOZN N, + g40+vp Zz\ﬂ (02 + oy (N = No)®),  (3.109)

2L
en donde también se han introducido las siguienetes cantidades

V; = Vp + G40 — G20,
UN = Uf + g0 + go20- (3110)

Por tltimo, manipulemos el primer término del Hamiltoniano (3.68) obteniendo

CLTCL GTCL
vpzwwzaq—wzrq'(%”"%)

q#0 q#0
Z!q| aag + aqal ZI E (3.111)
q#0 q#0

En la dltima linea de (3.62) hemos hecho uso de las relaciones de conmutacién (2.9).
Al final de este proceso podemos escribir el Hamiltoniano total como

=3 3" [a)agaly + aga-g) + (v + 3(0)) (alag +aya)]
q#0

1
v J? + vy (N — NO))—EZUFM (3.112)
q#0

.
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Una vez que hemos obtenido el Hamiltoniano (3.112) nos interesa diagonalizarlo, para
esto observamos que, dicho Hamiltoniano tiene términos de la forma a};aq, aJr Tq y
a4a_g4, lo cual nos indica que en principio deberia ser posible resolver el Hannltomano
mediante la introduccién de una combinacion lineal de los operadores bosonicos. Para
este efecto vamos a definir el siguiente operador

by = aga, — Bal, (3.113)

donde a y 3 son valores reales que solo dependen del valor absoluto de ¢, del mismo
modo que las constantes de acoplamiento g, 4. El siguiente paso es verificar que en
efecto el nuevo operador tenga las propiedades de conmutacién bosénicas, es decir,

que se cumpla que [b,, bq] = 04, - Calculemos dicho conmutador
[bg, b:;] [ovgay — Bqaiw O‘qa:; |+ [evgaq — Bq Le» —Bqaq]
= [ayg aq,aan] {_Bqafqvo‘qa;} [agaq, —Baag] + [_Bqaiqa —Bya-q]
= Ogq (0 — 7). (3.114)

De la ecuacién (3.114) se puede ver claramente que una condicién para lograr las
relaciones de conmutacion deseadas es que 042 — ﬁqQ =1, por lo que expresaremos a «
y [ usando las funciones sinh y cosh, de manera que el operador b puede ser escrito
como

b, = cosh,a, — sinh §qaiq, (3.115)

en donde se asume que &, es real y que depende solamente de |g|. La expresién (3.115)
es de hecho una transformacién de Bogoliubov [7]. Podemos invertir la ecuacién para
b, v escribir los operadores a, y af] como

a:; = cosh fqbg +sinh §,0_,
ag = cosh &b, +sinh b1 . (3.116)

Ahora bien coloquemos esta expresién en el primer término de nuestro Hamiltoniano

92(q)(a :; qu + aqga—q) + (vr + 94(61))(@:5% + aqag) = (O‘qﬁqth + 0‘2(9411 + UF))(@;bq + bqbg)
+ (O‘qﬁqg&z + ﬁq (9aq + UF)) (biqbfq +b_ bT )
+ (0 + B%)gaq + 2084 (94 + vr)) (BEDL, + byb_y), (3.117)

q7—q
en donde se ha definido & = cosh§, y 8 = sinh¢§,. Luego entonces la tltima linea de
(3.117) deberia anularse, lo que da lugar a la siguiente condicién

(cosh 53 + sinh 53)92(1 + cosh &, sinh §,(g4q + vr)] = 0. (3.118)

Mediante las propiedades de las funciones hiperbdlicas podemos reducir la ecuacion

(3.118) a la forma
92q

k2 = T g
q

(3.119)
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y con esto el primer término del Hamiltoniano (3.112) es

1 1
2 Z [QQ(Q) (ajlaT_q + aqa*q) + (v + 94(‘]))(6131% + aqag)] = 3 Z lq| [O‘qﬁqg%ﬁ'
q#0 q#0

O‘3<94q + UF)(th;bq + bqbl) + (05492 + 53 (9aq + UF))(bJqu—q + b—qbiq)}

1
5 2 10l CauBugeg + (02 + B)(vr + g10)) (V)b + b,b))
q7#0

1
= 52" laly/ (0r + 910) = (g20)* (Vb + bib). (3.120)
q7#0

Con este resultado escribimos la forma final del Hamiltoniano

™
H=FEo+ Y wblib,+ o7 (0307 +on(V = No)?),
q#0
1
Eo =3 > (wq — vrla)),
q#0
Wy = !q!\/(vp + 91q)* — (924)- (3.121)

3.4.2. Caso con espin

En esta seccién veremos el efecto que tiene incluir el grado de libertad de espin
dentro del modelo con interacciéon. Se podria pensar que el espin se puede incluir
de manera directa al anadir simplemente un indice o =1, a los operadores, lo que
funciona muy bien para la interaccion entre electrones de espines paralelos, pero
resulta que esta inclusién tiene importantes repercusiones en los acoplamientos ya que
estos ahora tendran dos distintos valores que corresponden a electrones con espines
paralelos g y antiparalelos g, . Consideremos el proceso de dispersion hacia atras de
un electrén con espin up que “salta” de la rama derecha a la rama izquierda, con un
electrén de espin down que “salta” de la rama izquierda a la derecha. Este proceso
se puede llevar a cabo para el caso de electrones con espines paralelos mediante
una interaccién de la forma g (p+.0(q)p+,0(—q) + p-o(0)p—-(—q)) lo que quiere
decir que la dispersién hacia atras se puede considerar de manera efectiva como una
dispersion hacia adelante, i.e. gy = gy)|. Ahora bien para el caso en que los espines sean
antiparalelos el proceso es de la forma g; (cl,ﬁq’icﬁmciﬁquﬁc,,,m), nétese como
este proceso no puede ser expresado usando los operadores de densidad ya que este
introduce operadores de “giro de espin” clk +q.1C+k 10 que indica que el proceso de
dispersién hacia atras ya no puede ser considerado como una dispersion hacia adelante
g11 # gou. La aparicién de procesos de “giro de espin” nos lleva a un Hamiltoniano
mucho mas complicado en el cual ahora hay que considerar las interacciones del tipo
g1. Dicho esto, el Hamiltoniano con interaccién adquiere la forma

Hine = Hy + Hy + Hy, (3.122)
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donde
H, = %M%;w/ 910L7k70617k/70/C+,k'+2kp+q,o/0—,k—2kp—q,o, (3.123)
o= [ do 3 [g21pso @)p-a@) + 922910 ()p-o ()] (3.124)
y
Hy= / ) [%pr,a(x)pr,a(x) + g%pr,a(x)pnfa(x)]- (3.125)

Este Hamiltoniano no es diagonal en el indice de espin, debido a la interaccién que
acopla los espines up con los espines down. Para diagonalizarlo introducimos defini-
ciones que incluyan el espin para los operadores y los campos. Para el caso del operador
de densidad tendremos que

pro =Vl . (3.126)

De manera andloga a las ecuaciones (3.92) y (3.93) tendremos que en el espacio real
las densidades de carga y espin seran

pela) = = () + (o).
p(w) = = (or(a) = 1)),
(3.127)
y del mismo modo los campos bosénicos,
0.e) = 5 (0n(2) + 0u(o).
6.(2) = = (01(a) — 04(0). (3.129)

También se tiene una relacién analoga para los campos 6(z). Luego entonces con estas
nuevas definiciones los términos Hy v H,4 se vuelven

Ha = - [ el + 001) (0.0 — (@.04(a)) +
g2y — gu]((axqﬁc(x)f - (8$95(x)2)), (3.129)

Hi= 4 [ dola + 901)(@0u(e))* + (@16.02)2) +
(941 — 9411 ((0:0(2))* + (0u0s(x)?)) (3.130)

H = /d:p(;:;)zcos(Qﬂz)qsg(x)). (3.131)
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Introduciendo las constantes

gox = (92|| + gu)7
gaxn = (g2 £ 9a1), (3.132)

con A = ¢, s denotando carga o espin, definimos las siguientes cantidades relacionadas
con las constantes de acoplamiento y velocidad

2
Gax Gg2x
= 1 — . 3.133
b UF\/( +27TUF> <27T1)F> ( )

2 _
K)\ — \/ TTUp + gax gox (3134)
27uE + gax + goa

Con estas definiciones podemos escribir el Hamiltoniano total como la suma H =
H.+ H,, con

1 1
H, = E/dx Uy [KS (83593)2 + Z((?Igbs)Q] + g;;wcos(Q\/igbs),

1 2 1 2
m:E/m%%wMg+K@@]. (3.135)

De este modo el Hamiltoniano fermiénico original, queda reescrito en términos de los
campos bosénicos ¢, y @, que representan oscilaciones de densidad de carga y espin,
que se propagan a diferentes velocidades. Esta es una caracteristica fundamental de
esta clase de modelos en una dimension: la separacion espin-carga.
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Capitulo 4

Grupo de renomalizacion con

matrices de densidad (DMRG)

En sistemas cuanticos de muchos cuerpos son pocas las soluciones analiticas cono-
cidas, por ejemplo, como las soluciones obtenidas con el Ansatz de Bethe [6] para los
modelos de Hubbard [20] y Heisenberg [21] y un enfoque numérico se vuelve funda-
mental en el estudio de esta clase de sistemas. El método de grupo de renormalizacién
con matrices de densidad, DMRG!, es una técnica numérica variacional que fue de-
sarrollada para obtener las propiedades fisicas de sistemas cuanticos en el intervalo de
bajas energias en una dimensién®. Este método ha demostrado ser una herramienta
muy eficiente para el cdlculo de propiedades en sistemas unidimensionales y cuasi-
unidimensionales al dar resultados de gran precisién®. Este método sigue la linea de
sus precursores: el grupo de renormalizacién RG [9] y el grupo de renormalizacién
numérica NRG [24], la idea de este tltimo es construir un sistema arbitrariamente
grande a partir de bloques sencillos, es decir, se toman por ejemplo, un par de sitios
vecinos y se establecen interacciones entre ellos, de modo que los sitios se unen y for-
man un nuevo bloque del doble de tamano. Si consideramos que el espacio de Hilbert
de un solo sitio es de tamano n, entonces al unir los dos bloques obtendremos un
espacio de Hilbert de tamaiio n?, por lo que dicho espacio se trunca manteniendo
unicamente los estados que corresponden a las energias més bajas, i.e., los mas cer-
canos al estado fundamental. NRG resulta 6ptimo para resolver sistemas tipo Kondo
[10] en donde la interaccién entre bloques es constante y no existe una separacion en
la escala energética, pero presenté grandes dificultades en sistemas con interacciones
constantes, estos sistemas carecen de una separacién en la escala de energias, y es
en este sentido que surge DMRG como una modificacion sustancial que permitio el
estudio de esta clase de sistemas.

IPor sus siglas en inglés, Density matriz renormalization group

2El método surge originalmente para resolver problemas en 1D, pero también es aplicable a
sistemas cuyo espacio de configuracién tenga una topologia del tipo érbol [22].

3Por ejemplo, el estado fundamental de una cadena de Heisenberg de S = 1 puede ser calculada
con una precisién del orden de 10710 sin mucho trabajo computacional [23].

55
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4.1. Fundamentos del método DMRG

El estudio de los materiales requiere de la comprensién y analisis de las estruc-
turas que los componen; estructuras que resultan ser demasiado complejas a pesar
de estar formadas por unidades que son relativamente sencillas (electrones, protones
y neutrones). La interaccién entre estas pequenas unidades es el origen de todas las
propiedades (6pticas, electrénicas, etc.) de los materiales. Describir estas propiedades
en términos de las unidades que componen al material se convierte en un problema
muy complejo esto debido a la enorme cantidad de grados de libertad que hay que
tomar en cuenta. Una forma de lidiar con este problema es construir nuevas unidades
constituidas de pequenos grupos de las unidades més elementales, que llamaremos
bloques. Estos bloques se eligen de modo que hereden de manera aproximada las
propiedades del conjunto de unidades que lo conforman, para que de este modo se
tenga una descripcion aproximada del sistema usando una cantidad menor de grados
de libertad. La idea basica detras del grupo de renormalizacién es aplicar una trans-
formacion al Hamiltoniano del sistema, la cual elimine grados de libertad irrelevantes
para la descripcion del sistema en un intervalo dado de energia, es decir, dado un
Hamiltoniano H de un sistema con N variables (electrones, espines, etc.) y una trans-
formacion del grupo de renormalizacién denotada por R,, se tendra que R, mapea el
Hamiltoniano original H a otro Hamiltoniano H’,

H' = Ru(H). (4.1)

Lo importante aqui es que el nuevo Hamiltoniano ahora cuenta con N’ variables,
donde N = N/a y a es la constante de la red del sistema, de modo que N’ < N,
obteniendo asi un sistema més manejable. En el trabajo de L. Kadanoff [9] se introduce
el concepto de bloque, en el cual se propone un sistema de espines bidimensional
(véase figura 4.1) que se secciona en bloques de tamano Aa con A > 1, cada uno de
los bloques representa una nueva variable de espin y el sistema se estudia bajo una
transformacion de escala:

a — Aa,

Ny = A% ¢l nimero de espines por bloque,
Ny
Sk =x Z S;..  nueva variable de espin,

ir=1

donde k numera cada bloque e i, numera cada espin en el k-ésimo bloque. Mediante
esta transformacion se conservan las propiedades a grandes escalas del sistema. L.
Kadanoff concluyd que las transformaciones preservan la forma del modelo haciendo
que el Hamiltoniano original se transforme en otro con una estructura idéntica. K.
Wilson emple6 el grupo de renormalizacién para resolver el problema de Kondo [24],
al transformar el problema de un metal con una impureza magnética, al de una cadena
lineal con la impureza en un extremo?. La manera en la que solucioné este problema

4E] grupo de renormalizacién también debe sus origenes a Widom [25] quien propuso en el &mbito
de las transiciones de fase, que un sistema cerca de un punto critico esta dominado por fluctuaciones
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Figura 4.1: Transformacién de una red de espines en bloques. La Transformacion se

lleva a cabo al remplazar al conjunto de espines dentro de un rectangulo delimitado
por las lineas punteadas, por un solo espin que toma el valor promedio de estos.
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es conocida como NRG. Este desarrollo hizo acreedor a K. Wilson del premio Nobel
en 1983.

Aunque NRG da buenos resultados para sistemas tipo Kondo, el método falla en
sistemas de interacciones constantes entre bloques generando grandes errores debidos
al truncamiento del espacio de Hilbert que se realiza en cada transformacién del
sistema. Por esta razon S. White desarrollé el método DMRG, dicho método difiere
de NRG en la seleccion de las condiciones de frontera y en la manera de truncar
el espacio de Hilbert, en donde la transformacién ahora se realiza en términos de
los estados mas probables, permitiendo realizar cdlculos de propiedades del estado
fundamental para sistemas fuertemente correlacionados.

4.2. El método DMRG

El grupo de renormalizaciéon con matrices de densidad fue desarrollado por Steven
R. White en 1992 [26]. La filosofia de este método, que la distingue de sus precursores
(RG y NRG), es que cuando un sistema es seccionado en bloques, éstos no deben de
estar aislados. El bloque debe de estar relacionado con sus alrededores si se quiere
escoger los estados que mejor lo representen. El método consiste de un par de algorit-
mos, los llamados algoritmos finito e infinito de DMRG. Ambos algoritmos comparten
dentro de su metodologia un tratamiento por bloques de una red de sitios, donde se
considera al sistema conectado a un reservorio de particulas, quien también se trata
como si fuese un segundo bloque. El conjunto de estos dos bloques es conocido como
un superbloque (véase figura 4.2).

con un alcance espacial £, llamado longitud de correlacién, por lo que detalles del sistema en escalas
menores que ¢ se pueden despreciar.
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Superbloque
9000000000

Sistema Reservorio

Figura 4.2: Superbloque compuesto de la unién de un sistema de 4 sitios con un
reservorio de 6 sitios.

La idea es estudiar la dindmica de un bloque pequeiio y encontrar su estado de
mas baja energia, y a partir de este estado obtener el “estado de bloque” que mejor se
ajuste, lo cual se logra al introducir la matriz de densidad, que contiene la informacién
requerida para realizar los calculos de cualquier propiedad del sistema. Con esto, el
estado del sistema puede ser representado de manera acertada por los m estados mas
probables de la matriz de densidad del sistema.

4.2.1. Matriz de densidad

Si etiquetamos las bases de los estados del sistema (el bloque izquierdo) con |i) y
la base del reservorio (bloque derecho o alrededores) con |j), entonces la funcién de
onda de un estado estard dada por

v) = Z biglt) ©15). (4.2)

Considerando el operador A de un observable que solamente actia sobre los estados
del sistema, podemos calcular su valor esperado como sigue:

(A) = (] Al)
= 3w GlAR ). (4.3)

/L‘7j1i,7j,
En la ecuacién (4.3) tenemos una suma de estados del tipo (j|’), los cuales cumplen
que (j|j") = d; . Con esto podemos reescribir (4.3) como:

D Uieg Al = (Al par, (4.4)

i il
en donde

Piit = ‘P‘Z Z ¢ ,]@Z}z’ NE (45)

p es el operador de densidad que tinicamente acttia sobre el sistema. El valor esperado
de una observable se puede escribir entonces como

(wlAl) = 2014 31k
—Z ilApli) = Tr(4p), (46)
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en esta ultima linea se ha utilizado la completez de los estados |i), i.e.,
PAIGESE (4.7)

De la definicién del operador de densidad (4.5) notamos que p; # = pj s, de modo que
el operador es Hermitico (la demostracién se encuentra en la ref. [27]), con esto es
posible diagonalizar el operador y asociarle un conjunto completo y ortonormal de
eigenvectores que denotaremos por |«;), cada uno de ellos con su respectivo eigenvalor
w;. En esta nueva base el operador de densidad se expresa como

p= Zwilaiﬂail, (4.8)

en donde

(4.9)

d wi=1 (4.10)

La ecuacién (4.8) es de crucial importancia para el método. Gracias a esta descom-
posicion que se puede discriminar cudles estados son mas probables que otros a través
de los valores de w;. Se mantienen solo aquellos estados que tengan un valor significa-
tivo de w; y se descarta el resto esperando obtener asi una buena representacién del
sistema. La decisién de cuantos estados |a;) se deben mantener es un tanto arbitraria
y se modifica de acuerdo a los resultados de convergencia (o la falta de ella) del estado
fundamental del sistema. Se dice que el sistema se encuentra en un estado puro si solo
uno de los eigenvalores w; es distinto de cero, de otra forma el sistema se encuentra
en un estado mixto, que tiene contribuciones de otros |o;).

Es posible que los eiegenestados més probables nos den una representacién ade-
cuada del sistema. Para esto supongamos que de alguna manera hemos diagonalizado
el superbloque y obtenido el estado fundamental |¥), entonces nos interesa generar
un conjunto de estados |u®) con a = 1,...,m (donde m es el nimero de estados més
probables) de modo que

u) = > ugli, (4.11)

sean 6ptimos para representar a |¥), ademds de que se cumpla con la condicién
! . . s

(u*|u®) = d4,or. Con estos estados queremos construir una expansién para |¥) de la

forma

W) =~ [T) =) aa,lu™)]), (4.12)

a,j
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lo que nos lleva a buscar el estado |¥) tal que minimice
—\ |2
||0) —[W)|". (4.13)

Sin pérdida de generalidad podemos escribir
¥) = Zaa|u°‘>|va>, (4.14)

en donde (j|v®) = Nyaq,;. Aqui se elige N, de modo que se normalice la proyeccién,
es decir, [v§> = 1. El término en (4.13) que queremos minimizar se transforma
entonces en

> <¢z‘,j - i:l aa<i!ua><jlva>)2~ (4.15)

1,J

La minimizacién la queremos realizar sobre todos los u®,v* y a, dado un valor de
m. Este problema se resuelve recurriendo al método del algebra lineal conocido como
descomposicién de una matriz en valores singulares (SVD)®, para esto, habremos de
descomponer a |¥) como sigue:

) = UDVT, (4.16)

en donde U es una matriz n x [ formada por [ vectores columna ortonormales y V' es
una matriz [ x [ formada por [ vectores también ortonormales. El método nos dice que
los u®, v* y a, que minimizan estan dados como sigue: los m elementos diagonales
mas grandes en magnitud de D son los a, y las columnas de U y V son los u® y v?,
respectivamente. Como ya habfamos mencionado, el operador de densidad para un
estado puro del sistema es:

p=[V) (Y|
=UDVT(VvDUT)
=UD?UT, (4.17)
de modo que U diagonaliza a p. Los eigenvalores de p son w; = a2 y representan la
probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado |u®), los cuales son eigenes-
tados de p. Si se consideran tinicamente los primeros m valores de p, que representan

los estados méas probables, el error que se comete al descartar n — m estados se puede
cuantificar como

Err=1-) w. (4.18)
=1

De esta forma se puede hacer una seleccién de estados mas representativos para un
sistema. También podemos considerar que el superbloque se encuentra en un estado

5Por sus siglas en inglés singular value decomposition.
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mixto, lo cual se espera de un sistema a temperatura finita. Construyamos el caso
mixto al asumir que el superbloque tiene una probabilidad Wi de estar en el estado
|W*). En este caso (4.15) queda como

2}; Wi Z < b — ia’é(ilua><jlv’““>>2. (4.19)

Nos interesa obtener un conjunto de estados u® éptimos, mientras que se tiene la
libertad de escoger diferentes v para cada estado k. Minimizando sobre u®, v*® y a*
encontramos que

plu®) = walu®), (4.20)

con

Piit = Z Wi Z wf,j Zkij (4.21)
k J

wo =Y Wi(ak)*. (4.22)

Concluimos que se obtiene el mismo resultado que en el caso del sistema puro. Los es-
tados éptimos que es importante retener son los eigenvalores de la matriz de densidad
mas grandes.

4.2.2. Algoritmo de sistema infinito

El algoritmo infinito, esta basado en el grupo de renormalizacién numérica de Wil-
son. Se inicia este procedimiento al considerar un sistema pequeno, de unos cuantos
sitios, para que sea sencillo de resolver de manera exacta. Este sistema crecerd cuan-
do le annadamos de manera iterativa sitios localizados entre el sistema y el reservorio
(véase figura 4.3). Los operadores del sistema deben ser transformados a cada pa-
so para expresarlos en la base dada por los estados mas probables de la matriz de
densidad. Este algoritmo corresponde a la fase inicial en la aproximacién del estado
fundamental del sistema e introduce varios de los pasos a seguir en el algoritmo finito
descrito mas adelante. El algoritmo infinito es el siguiente:

1. Se construye un superbloque pequeno S + R de L sitios. El espacio de Hilbert
serda pequeno permitiéndonos resolver de forma exacta la ecuacién de Schrodinger
para obtener la funcién de onda |¥) del estado base.

2. Utilizar |¥) para construir la matriz de densidad reducida y diagonalizarla.
Luego se ordenan los valores propios de esta matriz de manera descendente man-
teniendo unicamente los primeros m vectores propios correspondientes a los valores
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Figura 4.3: Esquema del algortimo infinito. En cada iteracién se anade un sitio al
sistema y luego se conecta con el reservorio. El sistema se puede crecer hasta una
longitud arbitrariamente grande.

propios mas grandes. Obteniendo asi la mejor representacion del sistema.

3. Expresar los operadores A del sistema en la nueva base truncada, dada por la
matriz de densidad reducida. La transformacion se realiza de acuerdo con la proyec-
cion

A=UAU", (4.23)

en donde U es la matriz de transformacion formada por los primeros m vectores
columna de la matriz de densidad.

4. Anadir un solo sitio a S para obtener un sistema nuevo S’ mas grande, pero
. . 2
con un espacio de Hilbert de m x n < n~ estados.

5. Se conecta S’ con un reservorio R, el cual usualmente es una reflexiéon de S’ o
bien consta de un bloque de unos pocos sitios que se puede resolver de forma exacta.
De este modo se construye nuevamente el superbloque.

6. Se calcula el estado fundamental del nuevo superbloque S’ + R, usando los
algoritmos de Davidson o de Lanczos (véase apéndice A) para obtener la funcién de
onda en el superbloque:

mxXn n

) = 3D Walii). (4.24)
i g
7. Repetir empezando desde el paso 2, esta vez sustituyendo S por S’
Antes de concluir esta secciéon debemos de hacer un par de consideraciones. Primero,

en los procesos indicados en los pasos 4 y 5, los operadores deben de ser reconstru-
idos de acuerdo al nuevo superbloque. Un operador en el sistema con elementos de
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Hs o 'Hy_p

Figura 4.4: Conexién del sistema S con el reservorio R mediante los sitios a y b.

matriz AS , actia solamente en los estados del sistema, del mismo modo un operador
del reservorio AR], actlia Unicamente en los estados del reservorio. Por lo que los
operadores se pueden escribir en la base del superbloque como:

Aiﬂjvilvj/ = A (S]] + A /62 i’ (425)

4,8/

En segundo lugar, hay que considerar términos extra en el Hamiltoniano, los cuales
surgen de las interacciones entre S y R (véase figura 4.4). El Hamiltoniano total
estd formado por:

H=H¢+H,+H,+Hg_o+ H, y + H_p+ Hp. (4.26)

De esta forma es posible construir el Hamiltoniano completo por medio de bloques.
Ademas, es conveniente explotar las simetrias, que en general dependen del modelo a
estudiar, algunos ejemplos son:

[H,S% = [H,S*] =[H,N] =0, (4.27)

en donde S es el operador total de espin y N es el operador de nimero. El algoritmo
infinito no resulta del todo adecuado para la descripcién de sistemas de longitud fija.
Como en cada iteracion se agrega una nueva particula, mientras que la densidad se
mantiene constante, no es posible observar efectos de termalizacién. En estos casos
la aproximacion haciendo uso del algoritmo finito que presentaremos en la siguiente
seccion resulta mas apropiada.

4.2.3. Algoritmo de sistema finito

En el algoritmo finito el reservorio se tiene que elegir de manera distinta, se elige
de modo que la longitud L del superbloque se mantenga fija a cada paso, es decir
Ls+ Lgr = L. El algoritmo finito consiste de los siguientes pasos:

1. Se construye un superbloque con la longitud deseada L usando el algoritmo
infinito, guardando en cada iteracién todos los operadores representados en las bases
truncadas. En la iltima iteracién se asignan nuevas etiquetas. Ahora identificamos al
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Figura 4.5: Esquema del algoritmo finito. El bloque derecho cede un sitio en cada
iteracion al bloque izquierdo, para mantener un sistema total de longitud finita.

sistema como bloque izquierdo y al reservorio como bloque derecho (véase figura 4.5),
ambos con longitudes [ y r, respectivamente.

2. Se anade un sitio al bloque derecho, por lo que 7 = r+ 1, asimismo se anade un
solo sitio al bloque izquierdo de longitud [ = L — 7' — 1 y se construye un superbloque
usando estos dos bloques.

3. Se diagonaliza el superbloque y se ejecutan los pasos 2 y 3 del algoritmo infinito.

4. Se etiqueta r = 1/, se regresa al paso 2 y se repite hasta alcanzar el extremo
izquierdo. Durante este proceso, el bloque derecho aumenta su longitud en la medida
que el bloque izquierdo disminuye su tamaifio. Este proceso se conoce como barrido
de derecha a izquierda.

5. Se anade un sitio al bloque izquierdo tal que I’ = [ + 1. Después se anade un
sitio al bloque derecho de tamafio r = L — I’ — 1, para construir un superbloque con
estos dos bloques.

6. Ejecutar el paso 3.

7. Etiquetar | = [I'. Regresar al paso 5 ejecutandolo hasta que se haya alcanzado
el extremo derecho. Este proceso se reconoce como barrido de izquierda a derecha.

8. Repetir los pasos del 2 al 7 hasta que se tenga la convergencia del estado
fundamental.

Para sistemas dados de una cierta longitud L, este algoritmo arroja resultados que
son sustancialmente mas precisos que aquellos dados por el algoritmo infinito, ya que
este emplea la informacién de bloques que estan en contacto todo el tiempo con un
universo del que se tiene mucha informacién, con lo que a cada barrido se encuentra
una mejor convergencia de la energia del sistema.
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4.2.4. Calculo de observables

Los observables se calculan a partir de la funcién de onda del superbloque |¥). Para
realizar estos calculos hay que tener claro las bases que se han de utilizar dependiendo
del operador, el cual puede actuar sobre los estados del bloque derecho o bien del
izquierdo. Las funciones de correlacion son un punto mas sutil, debido a que se trata
de productos de operadores que operan sobre distintos sitios (que pueden estar en
diferentes bloques), los cuales no necesariamente actiian sobre el mismo conjunto de
estados. Consideremos un operador A que actia sobre el sitio ¢ al cual corresponde
una base completa de estados |i). Si se anade el sitio ¢ a un bloque (pensemos en el
bloque izquierdo) de longitud [ — 1, al cual corresponde una base de estados |m;_1),
entonces los elementos de matriz de A en la nueva base |my;), en donde ya se ha
incluido el sitio 7, son:

(mul Almi) = > (i) (G ALY (g Jg). (4.28)

mp—q
.
1,8

De este modo se actualiza la representacién de los operadores en la base extendida
|mi—1) ®|7), proceso necesario al agregar un nuevo sitio. Una vez que el sistema ha con-
vergido, procedemos a calcular el valor esperado del operador A, el cual esta dado por
(A) = (V| A|¥). Para un superbloque, cuya base de estados es |mpn,nymg), en donde
|mp) y |mpg) son las bases truncadas para el sistema y el reservorio respectivamente
y |na) ¥ |ne) son las bases completas de los sitios a y b que sirven como conectores.
El valor esperado de un operador que actie unicamente en el bloque izquierdo es:

(U|A|T) = z (Ulmpngneymeg) (mp| Alm’ ) (m nanymg| V), (4.29)

Na,Np
mRpr

donde (mp|A|lm}) es la representacion del operador A en la base truncada del bloque.
Ahora calculemos los valores esperados de productos de dos operadores A y B. Co-
mo ya habiamos mencionado, pueden presentarse dos situaciones: ambos operadores
actian sobre el mismo bloque u operan en distintos bloques. Analicemos el caso en
que los dos operadores actian en distintos bloques. La representacion de cada oper-
ador en su base correspondiente estd dada por (mp|A|lm}) vy (mg|B|mY), de modo
que la funcion de correlacién es:

(V|AB|V) = E (Ulmpneneme)(mp|Alm7) (mg|Blm/y) (m) nanym’p|¥).  (4.30)
mr,m/,
na7nb/
mR,mR

Para funciones de correlacién en donde los operadores actiian en el mismo bloque se
construye el operador AB cuando se encuentran en distintos bloques, por ejemplo,
tomemos A actuando en el bloque de longitud [ — 1 y a B actuando en el sitio 7 que
serd unido al bloque, entonces las expresiones correctas para los elementos de matriz
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de estos operadores son (m;_1|A|m;_,) y (i|B|i'), por lo que en la nueva base reducida
del bloque de longitud [, los elementos de matriz de AB seran

(mi ABlmy) =Y~ (mulmyyi) (my_a Almi_ ) (i BIi') (my_asilmy). (4.31)

’
mp—1,m;_4
(R

4.2.5. Transformacién de la funcién de onda

Recordemos que en el algoritmo de DMRG es necesario diagonalizar el Hamiltoni-
ano del superbloque a cada paso, lo que representa un tiempo de computo significati-
vo. Esta diagonalizacién se lleva a cabo empleando el algoritmo de Lanczos (véase el
apéndice A) o el de Davidson, en ambos algoritmos se utiliza como punto de partida
un vector arbitrario, que en este caso se trata de una funcién de onda arbitraria. A
partir de dicha funcién de onda se llevan a cabo iteraciones y se detiene el algoritmo
una vez que se ha alcanzado la convergencia, lo que nos dard la funciéon de onda del
estado fundamental. Es por este motivo que se vuelve crucial la implementacién de
una funcién de onda, como vector de partida del algoritmo, que sea lo mas similar
posible a la funcién buscada, ya que con esto se reduce considerablemente el niimero
de iteraciones necesarias para la convergencia y con ello se minimiza el tiempo de
cémputo. Un buen candidato para ser nuestro vector arbitrario inicial, para el caso
del algoritmo finito de DMRG, es la funciéon de onda que resulta del paso previo en
el algoritmo. Esta funcién de onda proviene de un superbloque que tiene menos sitios
que el actual sistema y no es del todo apropiada; sin embargo, la funciéon de onda se
puede transformar y expresar en términos de la base que corresponde a la configu-
racién del superbloque actual. Si contamos con la funcién de onda del superbloque
previo |¥);, de longitud [ y queremos realizar el producto H;1|W¥);, primero debemos
de llevar a cabo la transformacion |¥), — |¥),, ;. Para esto, siguiendo la notacién de
la Ref. [23], en el paso [ un estado en la base del superbloque esta dado por

lusip1si42Bi4s) = |ou) @ [S141) @ |s142) @ |Biys), (4.32)

en donde |o;) es la base del sistema (bloque izquierdo) de [ sitios, |s;41) ¥ |Si42) son
las bases de los sitios que conectan al sistema y al reservorio y |f43) es la base del
reservorio (bloque derecho) que consiste de los sitios [ + 3,1+ 4, ..., L — 1, L. Aqui,
el sistema se ha construido de izquierda a derecha, entonces debemos de transformar
estos estados a la base del superbloque de longitud [ 4 1

|usip181426143) — |ur1514251438144)- (4.33)

La base del nuevo sistema esta dada por:

|aus) = Z Ll+1[81+1}al+1,al|@l> ® [s111), (4.34)

S14+1,%1

en donde la matriz de transformacién Ll“[slﬂ]al 1,oq €std formada por los eigenvec-
Qr+1

tores de la matriz de densidad s, o, con los valores propios mas representativos para
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el sistema. Del mismo modo, la base para la parte derecha del superbloque esta dada
por:

|ﬁl+3> = Z Rl+3[sl+3]5z+3ﬂz+4|Sl+3> & |Bl+4>‘ (4'35)

S14+3,81+4

Una funcién de onda se escribe en la iteracién ! como:

| V) = Z U(ausiy1Sie20i43) | QuSiv1Si428143)- (4.36)

a,Si4+1,51+281+3

Ahora bien, necesitamos escribir esta funcién en la base de la iteracion I+1, |ag41514251435144)-
Esta transformacion no puede ser exacta debido al proceso de truncamiento que se

hace al pasar de |a;s;41) a |a41). Sin embargo, se puede considerar como exacta
cometiendo un error muy pequeno de modo que

Z lags1) (] = 1. (4.37)

Ar41

Con esto se pueden escribir los coeficientes de la funcién de onda en la nueva base
como

I I
Y(0qsgSi42Si430144) Z L si1]ans o (usisrsiaBiea) R (51431 s
qs1+181+3

(4.38)

La transformacién (4.38) requiere menor tiempo de cémputo en relaciéon con otros
procesos del algoritmo DMRG. Esta transformacion se lleva a cabo cada vez que se
anade un sitio al bloque izquierdo y se realiza un proceso andlogo cuando se anade
un sitio al bloque derecho. De esta forma se mejora la eficiencia de DMRG. En la
implementacién de DMRG existen varios métodos que permiten hacerlo més éptimo

).
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Capitulo 5

Resultados

En este capitulo investigamos el efecto de campos magnéticos modulados espacial-
mente aplicados a un sistema lineal de espines. Consideraremos el modelo de Ising
en una dimensién con espines S = 1/2 bajo la influencia de un campo externo h(r),
donde h(r) toma la forma de funciones aleatoria, aperiddicas y periédicas. El es-
tudio de estos sistemas es interesante debido a que el orden afecta las propiedades
electrénicas del sistema, con lo cual se puede favorecer, por ejemplo, el apareamien-
to electrénico, entre otras propiedades [28]. En esta clase de sistemas se observa la
formacion de dominios magnéticos que resultan de la interaccién con el campo exter-
no. En este capitulo presentamos resultados, obtenidos con el método de DMRG, de
propiedades del estado fundamental de los sistemas, como por ejemplo, mediciones
del factor de estructura de espin, a través del cual se pueden distinguir distintos tipos
de estructuras magnéticas.

5.1. Modelo de Ising

El modelo de Ising, aunque es simple, es representativo para investigar las car-
acteristicas esenciales de fenémenos colectivos. Dichos fenémenos dependen de los
mecanismos de interacciéon entre particulas. El modelo fue presentado por primera
vez por E. Ising en 1925 !, quien queria representar sistemas fisico-quimicos medi-
ante una red de moléculas, las cuales interactiian con las particulas en su vecindad
inmediata. El modelo se enfoca a tratar la interaccién entre los momentos magnéticos
intrinsecos de cada particula es decir, la interaccién entre los espines (véase figura
5.1), esto con la finalidad de modelar sistemas magnéticos reales.

El caso mas sencillo en este modelo es el caso isotrépico en 1D donde no existe una
direccién preferencial en ausencia de un campo magnético externo, cuyo Hamiltoniano
es

N
H=-JY S8, (5.1)

1'Una revisién histérica del modelo es dada por S. G. Brush [29]
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Aqui las matrices de espin S* para un sélo sitio estan dadas por:

o g ((1) _01> . (5.2)

Este modelo se restringe a considerar tinicamente la proyeccién en el eje z del operador
total de espin S. En la ecuacién (5.1) se han considerado condiciones de frontera
periddicas, esto es S5, = ST, de modo que la topologia del sistema corresponde a
la de un anillo. En la ecuacién (5.1) el factor J es conocido como la constante de
acoplamiento, la cual modula la interaccién entre particulas. Se pueden distinguir dos
casos que dependen del valor de esta constante: para J < 0, la energia de interaccion
es mas pequena cuando los momentos magnéticos son antiparalelos, por lo que el
estado de minima energia corresponde a una fase antiferromagnética, de modo que
los espines de la cadena se alinean antiparalelamente como en los siguientes estados:

0) = [ 141 ) o @) =] 4.,

con un valor esperado de espin igual a:

(SZ>:{O si N es par

1 . L
+5 si N es impar,

siendo N el ntimero de espines del sistema. Para el caso en el que J > 0, el sistema se
encontrard en un estado ferromagnético, en donde todos los espines estaran alineados
paralelamente en uno de los siguientes estados degenerados

O) = [ 1) o @) =] 4.,

y el valor esperado de (S?) para sistemas de longitud par o impar ser4:

N

S*) =+—.

(5% =+

Con el método DMRG expuesto en el capitulo anterior calculamos la energia
del estado fundamental, Ej, para distintos valores de J y una cadena de N = 256
espines. Las energias obtenidas se muestran en la figura 5.2. Consideremos ahora
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un caso mas general para el modelo de Ising en donde se incluye la interaccién con
campos magnéticos externos, los cuales pueden ser longitudinales y/o transversales,
a este modelo corresponde el Hamiltoniano:

N

N N
H= —JZSf 1~ th(i)sf - th(i) T (5.3)
donde

5* — g (? é) | (5.4)

Aun en el caso en que los campos externos sean homogéneos, es decir, si h*(i) = h*
y h*(i) = h*, no se cuenta con una solucién analitica [30], sin embargo, un analisis
cualitativo puede ser hecho, por ejemplo en el caso en el que h* sea muy grande
en relacion con los otros parametros, los espines se alinearan en la direccién de h*
formando una fase ferromagnética. Si, por otra parte, el campo transversal h* es mas
intenso que los demés pardmetros del sistema (J y h*), los espines se alineardn de
forma antiparalela formando un sistema antiferromagnético. Por tltimo si los campos
transversales y longitudinales son muy débiles en comparaciéon con la constante de
acoplamiento se recupera el modelo (5.1). En este trabajo nos interesa estudiar el
modelo de Ising con un campo magnético longitudinal externo, h(i)?, el cual puede
variar en cada sitio de la cadena. El Hamiltoniano correspondiente es:

N-1 N
H=—J> SiSi,— Y h(i)S;. (5.5)

Pese a la simplicidad del Hamiltoniano (5.5), éste no puede resolverse de manera
exacta para campos inhomogéneos, por lo que debemos hacer uso de métodos numéri-
cos, en particular nos enfocaremos al estudio numérico de este modelo con DMRG, en
donde modularemos el campo magnético externo haciendo uso de distintas secuencias
espaciales. Debido a que los resultados con DMRG convergen maés rapidamente en
sistemas bajo condiciones abiertas de frontera, la interaccién en el Hamiltoniano (5.5)
se aplica a los sitios ¢ = 1, ..., N — 1. Usamos ademas, un nimero maximo de m = 256
estados de la matriz de densidad y se realizaron hasta 6 barridas del algoritmo finito,
con lo que se encontré que la energia del estado fundamental converge con 8 cifras y
el peso de los estados de la matriz de densidad descartados es del orden de 1075, Para
finalizar esta seccién mostramos en las figuras 5.2 y 5.3 los cdlculos que realizamos
para el caso mas sencillo de este modelo, en donde el campo magnético es homogéneo,
es decir, h(i)* = h,. En la figura 5.2 se grafica la energfa por sitio en funcién de la
constante de acoplamiento J para los casos ferromagnético y antiferromagnético. En
la figura 5.3 se muestra la energia por sitio en funcién del campo magnético externo
igualmente para los casos ferromagnético y antiferromagnético. En todos los casos se
utilizé un sistema de 256 sitios.



72 RESULTADOS

0.00 . . .

Ferrclamagneto
005 | a) ]
-0.10 | -
o
a1]
-0.15 -
-0.20 | L = 256 sitios b
_025 M 1 M 1 M 1 M 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
J
0.00 - T T T T —
Antiferromagneto ==--=--- T
005fpb)y T i
o0 F T g
s .-
T
015 T -
02 F e L = 256 sitios b
0.95 ke 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 0.2 0
J

Figura 5.2: Energia por sitio del estado fundamental como funcién de la constante de
acoplamiento. a) J > 0, caso ferromagnético. b) J < 0, caso antiferromagnético
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5.2. Factor de estructura de espin

Para discutir los aspectos relacionados con el magnetismo en nuestros sistemas,
investigamos el factor de estructura de espin como funcion del tamano del sistema y
de la constante de acoplamiento J. Consideremos la funcién de correlacién entre dos
espines en los sitios ¢ y j denotada por:

Si; = (S7S5). (5.6)

Se define como el factor de estructura de espin a la transformada de Fourier de esta
cantidad

1 —1iq(i—7) Qz 1 —iq(i—j Z Q2
Szz(q):NZe al J>sijzﬁze W=9)(57.57). (5.7)

ij ij

Calculamos el factor de estructura para una cadena de espines ferromagnética (J = 1)
de 256 sitios sin campo externo h,. Los resultados se muestran en la figura 5.4, en
donde se observa el patrén tipico en el factor de estructura para un sistema ferro-
magnético, el cual consiste de picos que aparecen en momentos de 0 y 27. Del mismo
modo calculamos el factor de estructura en el caso antiferromagético (J = —1), véase
figura 5.5, en este caso se observa la formacién de un pico centrado en 7.

T
a ) Ferromagneto
0.35 F ]

0.25

(SS%,¢)

0.15 | b

0.05 | L =256 sitios -

0 50 100 150 200 250

i
T —
b)
60.0 | _
B 40.0
@ .
20.0 E
00 L L L L
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Figura 5.4: a) Funcién de correlacién de espin. b) Factor de estructura de espin para
un sistema ferromagnético (J = 1) en ausencia de campo externo.
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Figura 5.5: a) Funcién de correlacién de espin. b) Factor de estructura de espin para
un sistema antiferromagnético (J = —1) en ausencia de campo externo.

5.3. Sistemas con campo magnético modulado

En esta seccién presentamos los métodos de generacién de las secuencias con
las que modulamos el campo magnético h*(i) del modelo (5.5), las caracteristicas
principales de éstas, y finalmente estudiaremos cémo afectan la estabilidad y el orden
magnético de los sistemas. Las secuencias espaciales usadas se basan en un sistema bi-
nario de valores { A, B}, cada uno de los cuales estara asociado a un sitio i del sistema
siguiendo las reglas de las distintas secuencias descritas en esta seccion. Las estruc-
turas aperiddicas y cuasiperiédicas son en principio de una naturaleza matematica,
pero resultan ser de gran interés en la fisica de materia condensada. Contrario a la
impresion que se tiene respecto a que los arreglos aperiddicos en una dimensién son
sistemas no reales, el desarrollo de nuevos materiales y tecnologias han permitido la
creacion de arreglos unidimensionales de atomos o sistemas cuyo comportamiento es
muy similar. Un ejemplo contundente de la creacién de estos sistemas en el labora-
torio es la cadena de Fibonacci de R. Merlin [31]. Es asi que los sistemas aperiédicos
han dejado de ser formas abstractas y se materializan en el laboratorio.
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5.3.1. Cadena aleatoria

Empecemos describiendo la secuencia de un campo magnético externo aleatorio en
el modelo (5.5). Para estudiar numéricamente este sistema hemos modelado el campo
magnético h*(i) haciendo uso de la funcién random del lenguaje computacional c++.
Con dicha funcién se genera una cadena de N nimeros reales aleatorios, el mismo
nimero de sitios de nuestro sistema. Los valores del campo externo h* se asocian
entonces de acuerdo a lo siguiente:

B (i) = A si el nimero aleatorio del sitio ¢ es negativo
B si el numero aleatorio del sitio i es positivo,

todos los resultados se obtuvieron usando una sola secuencia aleatoria.

5.3.2. Cadena de Fibonacci

Un método general para la construccién de cadenas (secuencias) consiste en rep-
resentar los elementos o bloques de construccion usando las letras A y B. La suma de
dos letras A+ B (o cadenas de letras) equivale a su concatenaciéon AB. De este modo
una cadena se forma al operar repetidamente una matriz .S, de 2 x 2, conocida como
matriz de sustitucion, la cual tiene entradas reales, enteras y opera sobre un vector
xr = (A, B). Es asi que la secuencia de Fibonacci se genera al aplicar la siguiente regla
de sustitucion

A— AB
B— A (5.8)

a los elementos {A, B}. Lo cual es equivalente a emplear la matriz de sustitucién S

11 A AB
(o) (5) = (%) 69)
La forma mds conocida de la formacién de la secuencia de Fibonacci es la concate-

nacion recursiva, la cual sigue la regla de que la generacién n-ésima de la secuencia,
I, estd dada por el producto de las dos generaciones anteriores, es decir

Fp=Fy_1Fy_s, (5.10)

con Fy = Ay Fy = B. En la figura 5.6 se muestran las cadenas obtenidas para las
primeras 6 generaciones.
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No. de generacién Fo=Fa1 F_2 Frecuencia de A Frecuencia do 3
0 A 1 0
1 AR 1 1
2 ABA 2 1
3 ABAAR 3 2
4 ABAABABA 3! i
5 ABAARBARAABAAR 8 ]
6 ARAABABAABAABABAABARA 13 B

Figura 5.6: Primeras 6 generaciones de la secuencia de Fibonacci.

La ecuacién (5.9) puede ser vista como un problema de eigenvalores. Las propiedades
de escalamiento de la secuencia se pueden derivar de los eigenvalores correspondientes
a la matriz de sustitucién S. Una caracteristica de los sistemas cuasiperiédicos es que
estos escalan con factores irracionales. Si calculamos los eigenvalores de la ecuacion
(5.7) obtenemos la siguiente ecuacién de eigenvalores:

M —A—1=0, (5.11)
cuyas soluciones estan dadas por:

C1+45

5 (5.12)

0+

el valor de o, = 1,618... es conocido como la razén dorada.

5.3.3. Cadena de Thue-Morse

La cadena de Thue-Morse nace de la idea de Prouhet de crear un lenguaje haciendo
uso Unicamente de dos letras, bajo la condicién de que ninguna palabra contenga la
misma letra més de tres veces, esta idea fue usada mas tarde por A. Thue [32] y M.
Morse [33], quienes la usaron en el &mbito de problemas de secuencias no periddicas
y problemas de topologia dinamica, respectivamente. La secuencia de Thue-Morse
surge de la aplicacién de la siguiente regla de sustitucién:

A— AB
B — BA

a los elementos {A, B}. Esta regla de sustitucién se puede escribir como
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(0 ()= () -

en donde la matriz con entradas iguales a 1 se conoce como la matriz S de sustitucién.
De modo que después de n aplicaciones de la regla se tiene una cadena de 2" sitios,
con una misma cantidad de elementos A y B. De manera andloga a la secuencia de
Fibonacci, Thue-Morse se puede generar por concatenacién:

F,=F, \F, (5.14)

con Fy = Ay Fy = B (véase la figura 5.7). Es asi que si hacemos corresponder a los
elementos A y B con los valores h* y —h* podemos estudiar numéricamente el modelo
(5.5) para un campo h*(i) que siga la secuencia de Thue-Morse.

No. de generacién Fo=F1Fr
0 A
1 AB
2 ABBA
3 ABBABAAB
4 ABBABAABBAABABBA
3 ABBABAABBAABABBABAABABBAABBABAAB

Figura 5.7: Primeras cinco generaciones de la secuencia de Thue-Morse.
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5.4. Energia del estado fundamental

En esta seccién presentamos los resultados de la energia del estado fundamental
Ejy, para los sistemas descritos en la seccién anterior. Se consideran distintos tamanos
del sistema, al igual que distintos valores del campo magnético h*, para sistemas
ferromagnéticos (J = —1) y para sistemas antiferromagnéticos (J = 1). Los resultados
se comparan con los de dos sistemas periédicos, el primero con h*(i) = h* = 0, y el
segundo con

. A si i es par,
(h7) = { B siiesimpar.

Recuérdese que los valores de h* estdn dados por los valores del conjunto {A, B}.
En las figuras 5.8 y 5.9 presentamos los resultados para el ferromagneto con h* €
{=0,2, 0,2} y h* € {-0,4, 0,4}, respectivamente. Los primeros resultados, es decir
para h* = |0,2|, muestran que Ej para todos los sistemas se concentra en un inter-
valo entre —1,5 y —2,5 conforme el tamano del sistema aumenta. Por el contrario,
los resultados con h* = |0,4| se separan en dos grupos: los resultados para los sis-
temas periddicos, es decir, para h* = 0 y para el arreglo binario; y los resultados para
los sistemas no periddicos, es decir, para las secuencias aleatoria, de Fibonacci y de
Thue-Morse. Este tultimo comportamiento se observa también en el caso del antifer-
romagneto, figuras 5.9 y 5.10, en el cual, las energias de los sistemas no periédicos
se distribuyen en un intervalo bien definido. Las diferencias se deben precisamente a
las caracteristicas de cada secuencia y al hecho de que, en cada una de ellas existe
un numero de valores A distinto del nimero de valores B para h*. En el caso del
antiferromagneto nos gustaria llamar la atencién a los resultados para las cadenas
binaria y de Thue-Morse. Ambas cadenas tienen el mismo nimero de valores A que
de valores B, sin embargo, las energias correspondientes son muy distintas. El origen
de esto se atribuye al arreglo de dichos valores.
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Figura 5.8: Energia del estado fundamental como funcién del tamano del sistema para
h* =10,2|. Sistema ferromagnético.
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Figura 5.9: Energia del estado fundamental como funcién del tamano del sistema para
h* =0,4]. Sistema ferromagnético
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Figura 5.10: Energia del estado fundamental como funcién del tamano del sistema
para h* = |0,2|. Sistema antiferromagnético
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Figura 5.11: Energia del estado fundamenta como funcién del tamano del sistema
para h* = |0,4|. Sistema antiferromagnético
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Figura 5.12: Funcién de correlaciéon de espin para sistemas ferromagnéticos con 234
sitios y un campo magnético aleatorio de intensidad a) h* =(0,2| y b) h* = |0,4]

5.5. Estructuras magnéticas - Ferromagneto

Para estudiar los efectos que tiene un campo magnético externo ordenado de acuer-
do a las secuencias presentadas en la seccién 5.3 en el modelo 5.5, hemos calculado el
factor de estructrura de espin estético (SSF) para cadenas de espines ferromagnéticas

(J = —1).

5.5.1. Secuencia aleatoria

En la figura 5.12 se presentan los resultados de la funcién de correlacién de espin
para un sistema ferromagnético de L = 234 sitios con una secuencia aleatoria del
campo magnético aplicado.

De acuerdo a los resultados de la seccién 5.2, el ferromagneto presenta dos picos
caracteristicos en el factor de estructura de espin en ¢/m = 0y ¢/m = 2. Nosotros
encontramos que este comportamiento se mantiene para h, € {—0,1, 0,1}. Para
h, € {—0,2, 0,2} y L = 34 tales picos pierden altura respecto a los casos anteriores y se
mueven de los extremos hacia adentro, colocandose cerca de ¢/m = 0,25y ¢/m = 1,75.
Surgen ademds seniales poco intensas alrededor de ¢/m =1y en ¢/m =~ 0,375,0,5,1,5
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y 1,625, ver figura 5.13 a). Al incrementar el niimero de sitios en el sistema, los picos
descritos anteriormente se dividen, ver por ejemplo las figuras 5.13 b) y ¢), o logran
una mejor definicién, ver por ejemplo los picos alrededor de ¢/ = 1 de la figura 5.13
d). La forma del factor de estructura de espin en la figura 5.13 d) indica la formacién
de distintas zonas magnéticas cuyo efecto total se anula, especialmente al aumentar
la intensidad de campo magnético, como se muestra en la secuencia de imagenes 5.14

a), b), ¢), y d).
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Figura 5.13: SSF para un sistema ferromagnético en un campo aleatorio de intensidad
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5.5.2. Secuencia de Fibonacci

En la figura 5.15 se presentan los resultados de la funcién de correlacién de espin
para un sistema ferromagnético de L = 234 sitios y un campo magnético siguiendo la
secuencia de Fibonacci.

: "'1"" W IIIIIII WAL
;;Zﬁii VLA AU AU VA O
s Hll HIH

Figura 5.15: Funcion de correlacion de espin para sistemas ferromagnéticos con 234
sitios y un campo magnético siguiendo una secuencia de Fibonacci de intensidad a)
=10,2| y b) h* = 0,4

La introduccién del campo magnético siguiendo la secuencia de Fibonacci con
h, € {=0,2, 0,2} genera 4 picos en valores inconmensurables del momento ¢, por
ejemplo, en la figura 5.16 a) se observan 4 picos en ¢/7 = 0,156 y /7 = 1,844, y para
q/m =044y q/m = 1,56. Al incrementarse el tamano del sistema, estos picos se van
a dividir generando zonas de estructuras magnéticas en los intervalos entre ¢/7 = 0
y ¢/m = 0,5, y entre ¢/ ~ 1,5y ¢/ = 2, dejando un gran intervalo alrededor de
q/m = 1 sin orden magnético. Es interesante observar que, para h, € {—0,4, 0,4}, aun
cuando hay picos en valores inconmensurables del momento, varios de los picos que se
generan estan muy cercanos a valores conmensurables de g, los cuales se definen mejor
al aumentar el tamano del sistema, ver figura 5.17. Estos picos no se dividen, como
en el caso anterior, y los encontramos ubicados en ¢/7 = 0,29 y 1,71; en ¢/m = 0,47
y q/m=153;yenq/m=0,765y q/7 = 1,235.
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Figura 5.16: SSF para sistemas ferromagnéticos con un campo magnético de intensi-
dad h* = |0,2| siguiendo la secuencia de Fibonacci
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Figura 5.17: SSF para sistemas ferromagnéticos con un campo magnético de intensi-
dad h* = |0,4| siguiendo la secuencia de Fibonacci
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5.5.3. Secuencia de Thue-Morse

En la figura 5.18 se presentan los resultados de la funcién de correlacién de espin
para un sistema ferromagnético de L = 256 sitios y un campo magnético siguiendo
una secuencia de Thue-Morse.

05 —m—m—m—v—p—+—+—-+———+—7rr—+—+r7rr——r—+—7—+
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Figura 5.18: Funcion de correlacion de espin para sistemas ferromagnéticos con 234
sitios y un campo magnético siguiendo la secuencia de Thue-Morse de intensidad
a)h?* =0,2| y b) h* = (04|

La secuencia de Thue-Morse permite un andlisis mas directo respecto a los resul-
tados de la subseccién anterior. En este caso se observa que, los picos que se forman
en sistemas pequenos, se desdoblan exactamente en dos nuevos picos al duplicar el
tamanio del sistema. Al mismo tiempo, los primeros picos originados en el sistema
mas pequeno, son los que sobresalen también para el sistema ma&s grande, al igual
que en el caso de la secuencia de Fibonacci. En la secuencia de las figuras 5.19, al-
gunos de los picos de mayor amplitud se encuentran en ¢/7 = 0,165 y ¢/m = 1,835;
en g/ = 0,334 y ¢/m = 1,665 (picos de maxima amplitud); en ¢/m = 0417 y
g/m = 1,583; y en ¢/m = 0,665 y ¢/m = 1,335, todos valores inconmensurables del
momento. Al incrementar la intensidad del campo externo, ver secuencia de figuras
5.20, se observa un comportamiento analogo al anterior, sélo que en este caso los
picos de maxima amplitud corresponden a ¢/m = 0,665 y ¢/m = 1,335; es decir, se
localizan en posiciones del momento que corresponden aproximadamente al doble de
los valores para h, € {—0,2, 0,2}.
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Figura 5.19: SSF para sistemas ferromagnéticos con un campo magnético de intensi-
dad h* = |0,2| siguiendo la secuencia de Thue-Morse.
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Figura 5.20: SSF para sistemas ferromagnéticos con un campo magnético de intensi-
dad h* = |0,4| siguiendo la secuencia de Thue-Morse.
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5.6. Estructuras magnéticas - Antiferromagneto

En esta seccién presentamos los resultados obtenidos al modular el campo externo
del mismo modo que se hizo en la seccién previa, con la diferencia de que se consideran
cadenas antiferromagnéticas (J = 1).

5.6.1. Secuencia aleatoria

En la figura 5.21 se presentan los resultados de la funcién de correlacién de espin
para un sistema antiferromagnético de L = 234 sitios con un campo magnético apli-
cado siguiendo una secuencia aleatoria.
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0.25 |
W 0.00 ‘ | )
L
-0.25 -
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Figura 5.21: Funcién de correlacién de espin para sistemas antiferromagnéticos con
234 sitios y un campo magnético siguiendo una secuencia de aleatoria de intensidad
a) h* =10,2] y b) h* = 0.4]

En la seccién 5.2 se describié que, para un antiferromagneto, el factor de estructura
de espin tiene un pico caracteristico en ¢/ = 1, que se pierde al introducir un campo
magnético aleatorio en sistemas de L = 34 sitios. Se generan ademads otros picos
de menor intensidad alrededor de g/m = 1, de entre los cuales sobresalen aquellos
ubicados en ¢/m = 0,923 y ¢/m = 1,077. Al aumentar el tamano del sistema, se
recupera el pico en ¢/m = 1, pero pierde amplitud al aumentar la intensidad del
campo magnético. Ver figuras 5.22 y 5.23.
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5.6.2. Secuencia de Fibonacci

En la figura 5.24 se presentan los resultados de la funcién de correlacién de espin
para un sistema antiferromagnético de L=234 sitios con un campo magnético aplicado
siguiendo una secuencia de Fibonacci.

Para sistemas pequefios, con h, € {—0,2, 0,2} y h, € {-0,4, 04}, se for-
man estructuras magnéticas para valores conmensurados del momento, es decir, para
g/m = 0,25 y 1,75; para ¢/m = 0,5 y 1,5; y para ¢/7 = 0,75 y 1,25, ademds de
otras estructuras inconmensurables. Al crecer el sistema, dichos picos se alejan sélo
ligeramente de estos valores ubicandose, para L = 234 en ¢/m = 0,235 y 1,765; para
q/m = 0,764 y 1,235; y para gq/7 = 0,943 y 1,057. Ademds se observan estructuras
débilmente polarizadas alrededor de ¢/7 = 0,5 y 1,5. Ver figuras 5.25 y 5.26. Notese
que para el antiferromagneto, y para sistemas grandes, la forma del factor de estruc-
tura de espin no se modifica significativamente al aumentar la intensidad de campo,
en contraste al caso del ferromagneto.
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Figura 5.24: Funcién de correlacién de espin para sistemas antiferromagnéticos con
234 sitios y un campo magnético siguiendo una secuencia de Fibonacci de a) h* = |0,2]
y b) h* =10,4].
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Figura 5.25: SSF para sistemas antiferromagnéticos con un campo magnético de in-
tensidad h* = |0,2| siguiendo la secuencia de Fibonacci.
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Figura 5.26: SSF para sistemas antiferromagnéticos con un campo magnético de in-
tensidad h* = |0,4| siguiendo la secuencia de Fibonacci.
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5.6.3. Secuencia de Thue-Morse

En la figura 5.27 se presentan los resultados de la funcién de correlacién de espin
para un sistema antiferromagnético de L = 256 sitios con un campo magnético apli-
cado siguiendo una secuencia de Thue-Morse .

El comportamiento del antiferromagneto sujeto a un campo magnético con la se-
cuencia de Thue-Morse es andlogo a aquel del ferromagneto, es decir, para campos
magnéticos de intensidad h, € {—0,2, 0,2}, se observa la formacién de picos de una
amplitud bien definida para sistemas grandes, ver figura 5.28 d), que se encuentran
en q/m = 0,667y 1,333 y en ¢/m = 0,834 y 1,166. Los picos de mayor intensidad se en-
cuentran més cerca de ¢/m = 1. Al aumentar la intensidad del campo magnético, atin
cuando dichos picos se conservan, sus amplitudes se modifican, ver figura 5.29 d). Es
importante notar que se encuentran estructuras magnéticas para valores conmensura-
dos del momento y que, para el ferromagneto, el movimiento de los picos de méxima
amplitud es de los extremos hacia adentro, mientras que para el antiferromagneto es
de dentro hacia los extremos, al aumentar la intensidad del campo externo.
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Figura 5.27: Funcién de correlacién de espin para sistemas antiferromagnéticos con
234 sitios y un campo magnético siguiendo una secuencia de Thue-Morse, de intensi-
dad a)h* = (0,2 y b) h* = |0,4].
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Figura 5.28: SSF para sistemas antiferromagnéticos con un campo magnético de in-
tensidad h* = |0,2| siguiendo la secuencia de Thue-Morse.
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Figura 5.29: SSF para sistemas antiferromagnéticos con un campo magnético de in-
tensidad h* = |0,4| siguiendo la secuencia de Thue-Morse.
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Conclusiones

En este trabajo investigamos numéricamente las propiedades magnéticas de sis-
temas lineales de espines bajo la influencia de campos magnéticos externos ordenados
espacialmente. Para llevar a cabo esta tarea, primero hemos discutido con detalle el
método de bosonizacion, con el que es posible dar una representacién bosénica simple
de un Hamiltoniano fermiénico. Después se ha presentado el grupo de renormalizacion
con matrices de densidad, método numérico variacional que se desarrollé para obten-
er propiedades fisicas de sistemas fermiénicos fuertemente correlacionados y de bajas
dimensiones. Con este tltimo se realizaron todos los cédlculos de este trabajo.

Para estudiar la interaccién de los espines con un campo magnético externo ordenado
hemos utilizado el modelo de Ising bajo la influencia de un campo externo ordenado
de forma periédica y cuasiperiédica. Encontramos que las energias del estado funda-
mental para sistemas con campo modulado de forma aperiddica, como es el caso de la
secuencia de Fibonacci, secuencia de Thue-Morse y un campo aleatorio, se mantienen
dentro de un intervalo pequeno conformando un grupo que se separa del intervalo
de energias obtenidas para el caso de sistemas periddicos con un campo modulado
de forma binaria y constante. Estos resultados se obtuvieron tanto para sistemas con
una interaccion ferromagnética como antiferromagnética.

Se realizaron calculos del factor de estructura de espin y los resultados que obtuvimos
tienen que analizarse por separado para cada caso considerado. Por una parte tenemos
el caso de sistemas con interacciones ferromagnéticas para los cuales encontramos que,
al aplicar un campo magnético externo aleatorio, surge la formacién de estructuras
magnéticas cuyos efectos se anulan entre si, mientras que para los sistemas cuyos cam-
pos externos se modularon de acuerdo a la secuencia de Fibonacci y de Thue-Morse se
encontro la formacion de regiones magnéticas para valores inconmensurables del mo-
mento. Por otra parte al estudiar los sistemas con interacciones antiferromagnéticas
encontramos que, si se aplica un campo magnético externo aleatorio, el factor de
estructura de espin mantiene algunas de las caracteristicas de los sistemas antiferro-
magnéticos sin influencia de un campo, al presentar un pico central pero que pierde
amplitud conforme se aumenta la intensidad del campo externo, mientras que para
campos externos que obedecen las secuencias de Fibonacci y de Thue-Morse se encon-
tré un factor de estructura con momentos en valores conmensurables del momento,
caso contrario al de sistemas con interacciones ferromagnéticas.

Por otro lado, en el apéndice B se investigd el modelo de Heisenberg con un cam-
po magnético externo constante. Para este modelo se llevo a cabo el proceso de
bosonizacién, obteniendo asi expresiones analiticas del Hamiltoniano y de las fun-
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ciones de correlacién de espin.

Calculamos numéricamente las funciones de correlacién de espin para este mode-
lo considerando diferentes valores en las interacciones. Los resultados obtenidos nos
permitieron relacionar las expresiones bosonizadas con los valores obtenidos mediante
DMRG, a través del parametro de Tomonaga-Luttinger para el sector de espin. Se
encontro que, en general, existe una buena correspondencia entre ambos métodos que
mejora al medir correlaciones entres sitios distantes.
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Apéndice A
Método de Lanczos

El algoritmo de Lanczos es un método eficiente para tridiagonalizar una matrices
simétricas y reales. En el algoritmo de DMRG se utiliza este método para facilitar
el proceso de diagonalizacion de matrices como la del Hamiltoniano y matriz de
densidad. Consideremos el caso de una matriz Hermitica H que actia sobre |zg)
nos interesa minimizar la distancia entre H|xg) y |zo) de manera que escribimos la
siguiente combinacién lineal

lz1) = H|zo) — ape™|zo) (A1)
donde ag es real y o es una fase. Como H es una matriz Hermitica se cumple que
(z1]21) = (wo| H?|m0) — ap(e™ + e™“)(wo|H|z0) + ai{xo|xo), (A.2)

la cual queremos minimizar respecto ag y a. Entonces

0= M = 2@0 sin a<{L‘O’H‘£E’0> (A3)
da
o{xq|x
0= %oﬁ = 2a0(xo| H|xo) + 2a¢(zo|x0). (A4)

La ecuacién (A.3) se cumple para a = 7,27, ..., nm con n entero, lo que se utiliza en
la ecuacién (A.4) de la cual se obtienen los pardmetros ag y |z1)

(zo| H|z0)
(zo|z0)
|71) = H|zo) — aolwo). (A.6)

Repitamos este proceso dejando ahora que H actie ahora sobre |z1) y encontremos
las condiciones que minimizan el nuevo vector

|9) = Hl|x1) — aq]a1) — b3]xo) (A7)

(A.5)

ag =

aquf los parametros variacionales son a; y b2. Calculemos la amplitud del vector |z)
y minimicemos con respecto a a; y b?

(walwa) = (1| H?|21) — 209 (1| H|x1) — 207 (21| H |2o) + aF (1] x1) 4 (b7)* (wolzo) (A.8)
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al minimizar respecto a a; y b? se obtiene

4 — <SIJ1‘H|.7I1> (A 9)
' (z]71) '
p2 = (il lzo) (A.10)
' (wo|wo) '
Ahora consideremos otro vector |z3) dado por
|23) = Hlwz) — as|za) — b3lar) — v|wo), (A.11)
que al minimizar este vector con respecto a v encontramos que
O(xs|
0= ﬁ = (xo|H|xa) + (xa| H|z0) — 27(x0|T0)- (A.12)

Al utilizar en la expresion (A.12) que los vectores |zg) y |x2) son ortogonales obten-
emos que v = 0, de este modo continuando con més procesos de minimizacion se
encuentra que la combinacion lineal mas éptima solo incluye tres términos,

|Tns1) = Hl|zn) = anlzn) = bylzn1) (A.13)

conn >0y |z—1)=0,siendo

a, = RENTAE (A.14)

conn=0,1,2..y
<xn—1‘H|xn> . <xn|xn>

by = = A.15
L PR S Sl A P (4.15)
con n = 1,2,... ,. De este modo se obtiene un conjunto base de vectores v =
{|zo), |z1),.....}, que se puede normalizar y emplear como base de la matriz H si

formamos una matriz ) con los vectores columna (normalizados) {|zo),|z1),....} al
realizar el producto matricial

QTHQ = H,, (A.16)

obtendremos como resultado la matriz de Lanczos H;, la cual se distingue por tener
una forma tridiagonal dada por

ap b - - 0
b1 a bQ

H, = by ay .- |- (A.17)
. . b,
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El algoritmo de Lanczos se puede resumir en las siguientes lineas al utilizar el vector
inicial |zg) = Aqltbo):

|l‘0> — AQ|¢0>
(o] A§Agltbo)
ay, = (x,|H|zy)
b = [[|zn)]|?
|zn) = (H — an)|zn) — bp—1]zn-1)
frnia) = 222

bn+1
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Apéndice B

Modelo de Heisenberg,
bosonizacion y DMRG

En este apartado se lleva a cabo el proceso de bosonizacién para el modelo de una
cadena de Heisenberg de espin S = 1/2, con la intencién de clarificar los aspectos
técnicos del método, ademas se presentan los resultados del cédlculo de las funciones
de correlacién de espin para este modelo empleando las herramientas de DMRG.
Mediante la bosonizacién se obtienen expresiones analiticas para las funciones de
correlacién que contienen parametros cuyo valor es desconocido, pero que pueden ser
ajustados a través de los resultados dados por DMRG. De esta manera, se muestra
como el empleo de estos dos métodos es una herramienta sélida para el estudio de
sistemas magnéticos a bajas dimensiones [34, 5, 35].

B.1. Bosonizacion del modelo de Heisenberg
El modelo unidimensional de Heisenberg de espin S = 1/2 describe una cadena de
espines en una dimensién que interactiian por medio de fuerzas de intercambio. Para

esta seccion vamos a considerar que la dichas interacciones ocurren solamente entre
los primeros vecinos. El Hamiltoniano correspondiente es:

1
H= = Y (55080 + S0850) + ASiS10 ) - h 08 (B

en donde A es un término de anisotropia y S*,57, 5% son los operadores de espin
definidos en el sitio n como sigue:

SE =87 445Y, (B.2)

() o-il 3) "

con
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Para llevar a cabo la bosonizacién del modelo (B.1) primero transformemos los oper-
adores de espin a operadores de campo fermidnicos mediante una transformacion de
Jordan-Wigner!

= gt(em Z;Z&(w}%)%

ST: — ( —Zﬂ'ZJ O(’lﬁ ;) )1/}“7
= Plap, — 1/2, (B.4)

en donde 1, son fermiones sin espin que obedecen la siguiente regla de anticon-
mutacion

{wnv 77[):;/} = 5n,n’- (B5)

Haciendo uso de las expresiones (B.4) podemos reescribir el Hamiltoniano (B.1) como:

H = Hy+ Hjpy,

N
Hy = —JZ %(ML%H + ¢L+1¢n)a

N
Hiy = —J Y AW, — 1/2) (0] 1901 — 1/2). (B.6)
n=1

Primero analicemos el término Hy, este término puede ser reescrito al tomar la trans-
formada de Fourier de 1,

\/L_ > etmay(k) (B.7)

=

que al sustituir en (B.6), obtenemos

JZ cos(ka)la,, (B.8)
k

donde a es la constante de red. Ahora bien, se puede simplificar méas el modelo al
considerar unicamente las propiedades del sistema en el intervalo de bajas energias
es decir, restringirnos al sector de momentos cercanos a la superficie de Fermi, que
en este caso consta de dos puntos +ky = £7-, de modo que se puede linealizar el
espectro de las particulas €(k) = Jcos(ka) en la vecindad de estos puntos como:

e(k) = Fv(k F ky) (B.9)

!Mediante esta transformacién se cambian los operadores de espin por operadores de creacién y
aniquilacién fermidnicos al transformar los espines “up” en sitios ocupados y los espines “down” en
sitios sin ocupar.
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donde v = Ja es la velocidad de los fermiones de Jordan-Wigner. Al tomar esta
restriccion estamos definiendo un limite continuo del modelo en el que se puede rem-
plazar ,, por un par de campos fermiénicos que varian lentamente en el espacio,
Yr(z) vy ¥r(x), los cuales describen particulas propagandose a la derecha y hacia la
izquierda, respectivamente. En términos de estos campos podemos escribir 1, como
sigue: 2

1 ikna
= s D @)

k<%

= V(i) + (7o) (8.10)

en donde
7va(:I:) - \/le§<<ﬁe '(b(k kf)a
_ L —ikx
Yr(x) = \/Nk|<g<we Yk +ky). (B.11)

Haciendo uso de las expresiones (B.10) y (B.11) obtenemos el Hamiltoniano Hy

Hy = iv / dz[p},0,0r — ) Buibr]. (B.12)

El término H;,; puede ser tratado de manera similar. Recordemos que el operador de
densidad para un sistema fermiénico en una dimensién esté dado por p, = >, 1/1;11/1k+q7
con g cercano a 0y a +£2kg, de este modo, en el limite continuo el operador de densidad
de espin S?(z) queda dado por:

S*(w) = p(x) + (=1)"M (x) (B.13)
en donde
p(x) = Phtor(w) + V] (@)gr(@) -, (B.14)
y
M(x) = haby + ¥ vr(@) -, (B.15)

de manera que en limite continuo se tiene que

Hipy = vA / da (p(x) + (—1)$M(x)) (p@ +a)+ (—1) Mz + a)) (B.16)

2Nétese que = = na.
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Expandiendo hasta primer orden en a y eliminando los términos que oscilan obten-
emos

Hipy = vA / dx <J§ + T2+ ATpdy — (YhYR)? — (z/);wL)Q), (B.17)

en donde se ha introducido las corrientes derecha e izquierda:
Jr = VkR (B.18)
Jp =l - (B.19)

Las expresiones (B.12) y (B.17) pueden ser bosonizadas [5] al reescribir los oper-
adores femidnicos en términos de los campos

1 .
Yr(x) = Nz  ¢VATOR(@) . (B.20)
y
1 )
wL(Z') = % : G_Zm(pL(x) 5 (B21)

en donde los ¢r 1 son las componentes derecha e izquierda del campo bosénico ¢ y
se definen como:

¢ =R+ br, ¢ =¢r— b1 (B.22)

Las corrientes de fermiones pueden ser bosonizadas como sigue [34]

Jr = —%333@53(95),

1
Jr = —
L= R

Con las ecuaciones (B.20), (B.21) y (B.23) las ecuaciones (B.12) y (B.17) se trans-
forman en

001 (). (B.23)

Hy = iv / dz[h0,0k — ¥l 0yt (B.24)
y
vA 5 5
Hz'nt - 7 dx[4az¢Lax¢R - (am¢R) - (8.17¢L) ]a (B25)

respectivamente. Con lo que finalmente al sumar estos dos términos se obtiene el
Hamiltoniano completo de Heisenberg en una base bosénica

=3 [as] 007+ k.07, (5.26)

en donde

K—1-22 (B.27)
s
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B.2. Funciones de correlacion para el modelo de
Heisenberg

Con los resultados de la seccién previa es posible obtener expresiones bosonizadas
de los operadores de espin S* y S*, para el modelo de Heisenberg. En particular nos
interesa la funcién de correlacion entre dos sitios de la cadena para el operador S?, y
cuya representaciéon bosénica es la siguiente [34]:

(M)? K1 écos(Zkf(i =)
T T gE e g

(S78%) ~ , (B.28)
donde K es conocido como el parametro de Tomonaga-Luttinger para el sector de
espin (véase ecuacion (3.132)). Dicho pardmetro surge de las interacciones del sistema
y determina el comportamiento asintdtico de las funciones de correlacién de espin,
permitiendo una caracterizacién de la fase el sistema. Con el método de DMRG
calculamos numéricamente las funciones de correlacion (S7.S%) de la expresién (B.28)
para cadenas de 256 sitios y diferentes valores de las interacciones J, A y h. En la
figura B.1 se presentan los resultados obtenidos para J =1, A =1217y h =0, y se
comparan con el modelo (B.28) al ajustar los pardmetros K y b.

0.15 | DMRG +
K=0.58, b =0.48
0.10 |
+
0.05

0.00

(S,(0) " S,(i))

-0.05

010

015

0 20 40 60 80 100 120
i

Figura B.1: Funcién de correlacién (S7S3) para J =1, A =1217y h = 0.

En este caso se obtiene un valor para K muy cercano a 1/2, este valor de K
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Figura B.2: Funcién de correlacion (S7S%) para J =1, A=1y h =0.
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Figura B.3: Funcién de correlacién de (S7S3) para J =1 A =25y h =35
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corresponde al de una fase en la frontera entre las fases ferromagnética y antiferro-
magnética. Aqui se observa una competencia entre el término oscilatorio y el término
que decae como el inverso del cuadrado de la distancia entre los sitios. Del mismo
modo en la figura B.2 se presentan los resultados obtenidos para J =1, A =10y
h = 0. Para este conjunto de valores encontramos un valor de K = 1,04. Este valor
del pardmetro de Tomonaga-Luttinger también corresponde al de una fase antiferro-
magnética. En este caso las funciones de correlaciéon muestran un patrén que oscila
con poca amplitud. Por 1iltimo se muestran en la figura B.3 los resultados obtenidos
para J = 1, A = 2,5 y h = 3,5. Para este caso se obtiene un valor de K = 2,06,
valor que es propio de sistemas ferromagnéticos. Aqui se observa un patrén que oscila
con gran amplitud para valores pequenos de la distancia entre sitios y que continua
oscilando con menor amplitud para distancias mayores. En general, se encuentra una
muy buena correspondencia entre los resultados obtenidos por medio de DMRG y los
predichos mediante la bosonizacién, resultados que mejoran al medir las funciones de
correlacion entre sitios a grandes distancias.
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