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Capitulo 1

Introduccion

Dentro de las diversas dreas de estudio de la fisica, la materia condensada es una de las
areas de investigacion de mayor importancia a nivel mundial. Su objetivo es estudiar las
propiedades estructurales y electrénicas de los materiales entendiendo el comportamiento
de las distintas fases de la materia y las configuraciones atémicas, usando las leyes de
la fisica, principalmente las de la mecénica cuantica, el electromagnetismo y la mecanica
estadistica. Debido a la naturaleza interdisciplinaria de su campo de estudio, el desa-
rrollo de la materia condensada requiere del trabajo y la colaboracién de investigadores
tanto tedricos como experimentales, conformados por fisicos, matematicos, quimicos e
ingenieros. Las técnicas de fabricacion y caracterizacion de materiales han permitido la
creacién de nuevas tecnologias que son de gran impacto en la sociedad, encontrando
aplicaciones y enormes adelantos en las areas de la medicina, la biologia, la quimica, las

telecomunicaciones y la tecnologia doméstica.

Los primeros estudios que se hicieron respecto a la conductividad eléctrica provie-
nen de G. Ohm en 1827 analizando metales. Mas tarde estos resultados y muchos otros
experimentos sobre las conductividades térmica y eléctrica fueron muy bien explicados uti-
lizando métodos de la teoria cinética clasica. En particular, el modelo de Lorentz-Drude
del electrén libre fue capaz de explicar la resistencia al flujo de electrones bajo condiciones
normales de temperatura y presion. Sin embargo, el modelo no pudo diferenciar el compor-
tamiento de la conductividad entre conductores, semiconductores y aislantes; igualmente
fallo en predecir los resultados experimentales de la conductividad de los metales como
funcién de la temperatura; y a bajas temperaturas le fue imposible predecir el efecto de la

desaparicion completa de la resistencia eléctrica en algunos sélidos. Este fenémeno cuanti-
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co de magnitud macroscépica conocido como superconductividad [1, 2] aparece cuando se

alcanza una determinada temperatura critica.

Debido a estos problemas de la mecénica clasica se tuvo que esperar el desarrollo
de la mecanica cuantica y la aparicion del concepto de la superficie de Fermi, lo cual
ocurrié hacia los anos 50, para lograr un mejor entendimiento del transporte electréonico en
metales [3, 4, 5, 6]. Con estas bases Bardeen, Cooper y Schrieffer desarrollaron la primera
teoria microscopica de la superconductividad conocida como la teoria BCS, con lo cual
obtuvieron el premio Nobel de la Fisica en 1972. A partir de 1986 con el descubrimiento
de un superconductor a 30°K por Berdnotz y Muller, comenz una carrera sin precedentes
por descubrir nuevos materiales superconductores de alta temperatura critica, lo que daria
lugar a impresionantes aplicaciones en las areas de la electrénica, la ingenieria eléctrica y

las comunicaciones.

La electronica convencional desde su origen ha usado la carga eléctrica para codificar
los datos informaticos basados en un sistema binario de unos y ceros (bits), dependiendo
de si los electrones circulan o no dentro del material. Actualmente, el transistor es el dis-
positivo encargado de conmutar esta corriente eléctrica, y ademas es el elemento principal
del que estan hechos los circuitos integrados. Desde su aparicion, los circuitos integrados
fueron aumentado sus capacidades duplicando el nimero de transistores empaquetados
en un mismo chip de silicio cada 24 meses, segin lo habia predicho Moore en 1975 (Ley
de Moore), volviéndose tan complejos y avanzados que las conexiones se han reducido a
escalas micrométricas. Aunque esta evoluciéon continia, se predice que para el ano 2016
esta reduccion ya no serd posible, por lo que los investigadores estan buscando nuevas

alternativas para mejorar las caracteristicas y propiedades del transporte electronico.

Una alternativa a esta limitante tecnolégica es poder explotar, dentro del mismo trans-
porte electrénico, los estados del espin como una representacion binaria, los llamados qu-
bits o bits cudnticos, por lo que se podra transmitir mucho mas informacién por cada
electron. Con esta idea nace una nueva rama dentro de la fisica de la materia condensada
denominada espintronica [7, 8]. El objetivo principal de la espintrénica es poder construir
dispositivos que dispongan de un sistema que pueda generar y mantener una corriente
de electrones con espines polarizados y de otro sistema que sea sensible a esa polariza-
cion. Un paso mas radical seria tener una unidad intermedia que realice algin tipo de

procesamiento en la corriente, de acuerdo con los estados de los espines. Esta rama puede
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dar lugar a una nueva generacién de computadoras y dispositivos electronicos con nuevas

funcionalidades, iniciando la era de la computacion cuantica.

Uno de los principales fendmenos en que se basan algunos dispositivos espintronicos es
la magnetorresistencia 9], descubierto por William Thomson en 1857. Este fenémeno es
una propiedad que presentan ciertos materiales de variar su resistencia eléctrica cuando
son sometidos a la presencia de un campo magnético. Aunque desde un principio la mayor
dificultad era que no se podia variar de manera significativa la resistencia eléctrica de un
material, incluso en presencia de un campo magnético fuerte, el fenémeno sufrié grandes
avances gracias a los descubrimientos hechos por parte de Peter Griinberg y Albert Fert
sobre la magnetorresistencia gigante GMR [10, 11, 12, 13, 14]. Este trabajo fue reconoci-
do con el Premio Nobel de la Fisica en 2007. Los efectos de la GMR son muy estudiados
en compuestos con estructura tipo perovskita [15, 16] a base de manganeso con valen-
cia mixta, conocidos como manganitas. La GMR adema&s de tener muchas aplicaciones
tecnoldgicas, como el funcionamiento de los discos duros actuales, sirvié de base para el
origen de algunas variantes del fenémeno como la magnetorresistencia colosal CMR y la

magnetorresistencia tinel TMR [17, 18, 10].

En anos recientes se ha tenido mucha actividad en el estudio de la propagacion, re-
fraccién, absorcion y dispersion de particulas subatomicas a través de medios cristalinos y
cuasicristalinos [19, 20, 21, 22, 23, 24]. Existe un amplio conocimiento acerca del espectro
de bandas de las particulas que se propagan en medios que son estrictamente puros o
relativamente simples, sin embargo, uno de los intereses actuales es estudiar y conocer la
influencia de imperfecciones aleatorias [25, 26, 27, 28, 19, 24| que estan presentes en las
muestras experimentales. Estas imperfecciones se originan, por ejemplo, de las variacio-
nes en los parametros del medio de propagacion tales como la constante dieléctrica, la

permeabilidad magnética, el indice de refraccion y las dimensiones geométricas.

En este trabajo modelamos el transporte de los electrones a través de un cristal a
escala nanométrica [29, 30, 31, 32|, haciendo un andlisis de la transmisién o propagacién
de las ondas asociadas a través de una secuencia periddica de potenciales rectangulares
(33, 34, 35, 36, 19] y tipos delta [37, 38, 19, 32]. Los potenciales rectangulares y los tipos
delta son frecuentemente utilizados para representar campos de fuerza con un determinado
alcance o para representar la interaccion entre los electrones méviles y los iones fijos dentro

de un conductor.
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La tesis esta estructurada de la siguiente forma: En el primer capitulo se introduce
la ecuacion la Schrodinger, que es la herramienta principal para tratar los fenémenos
cudnticos, seguido de una explicacién del método de la matriz de transferencia [39, 19, 34],
una técnica ampliamente utilizada para describir el proceso de transporte y de dispersion
de electrones a través de secuencias ordenas y desordenadas; luego se mostrara la manera
en que se clasifican los materiales respecto a su conductividad eléctrica a partir de la
estructura de bandas de energia [40, 41, 42, 43, 44, 45]; finalmente se expondra el teorema
de Bloch [34, 41, 42] utilizado por el Modelo de Kronig-Penney [19, 41, 45] para describir
los estados de energia en estructuras cristalinas.

En el segundo capitulo se resuelve la ecuacion de Schrodinger para potenciales rectan-
gulares en una dimensién, y hacemos uso de la matriz de transferencia para investigar las
propiedades de la transmision en este tipo de potencial. Este capitulo inicia con la obten-
cién de una expresion analitica del coeficiente de transmision para una barrera y para un
pozo de potencial, donde se observa el efecto tunel, un fenémeno fisico con importantes
aplicaciones en el drea de semiconductores [46, 47, 48, 41]; posteriormente se obtiene una
expresion para el calculo numérico de la transmisién en una secuencia finita de barreras
de potencial y se abordara el modelo de Kronig-Penney, donde se obtiene la relacion de
dispersién que muestra la estructura de bandas para una secuencia infinita de barreras de
potencial. Finalmente, se analizan y discuten los resultados obtenidos para el coeficiente
de transmision en potenciales tipo barrera variando el tamano, el niimero de potenciales
y la insercién de impurezas en alguna posicién de la secuencia.

En el tercer capitulo se investigan las propiedades de la transmisién en una secuen-
cia de potenciales tipo delta de Dirac, haciendo el mismo analisis desarrollado para los
potenciales rectangulares en el capitulo anterior. Este capitulo inicia con la obtencion
de una expresion analitica del coeficiente de transmisién para un simple potencial tipo
delta; luego se aborda el caso para una secuencia de muchos potenciales tipo delta y se
obtiene la relacion de dispersién en el modelo de Kronig-Penney; finalmente se analizan y
discuten los resultados obtenidos para el coeficiente de transmisién cuando se cambian las
dimensiones y el niimero de potenciales, ademés de la insercién de impurezas en alguna

posicion.



Capitulo 2

Preambulo Teorico

2.1. Ecuacién de Schrodinger

En 1924, Louis de Broglie propuso que la materia poseia propiedades de onda y de
particula. Mas tarde, en 1927, esta hipotesis fue corroborada con evidencias experimentales
que demostraron de manera contundente que las particulas (escala atémica y subatémica)
se mueven de acuerdo a las leyes de movimiento ondulatorio. Este principio de dualidad
sirvio de punto de partida para el exitoso desarrollo de la teoria de la mecdnica cudntica.

En la mecénica cuantica se asocia una funcién de onda al movimiento de las particulas
cuando se encuentran bajo la accién de fuerzas externas. Aunque esta funcién carece de
interpretacion fisica, su magnitud al cuadrado es proporcional a la probabilidad de en-
contrar a la particula en un punto y en un instante determinado. La forma de la funcion
de onda ¥ estd determinada por la ecuacion de Schrodinger, la cual se escribe matemati-

camente de la siguiente manera

2
N\
—:—mVQ\If(r,t) + V(r,t)¥(r,t) = ih—a 6(?? t , (2.1)
que en una dimensién se reduce a
n* 0%V (x,t) oV (z, 1)
_ 7 Y = h———= . 2.2
ST Vi, t)W(z,t) =i T (2.2)

La deduccién de esta ecuacion diferencial se hizo a partir de los postulados de la mecanica
cuantica. Es importante mencionar que esta ecuacion fue disenada para ser congruente
con la ecuacién de la energia clasica, por lo que no es valida para particulas que se mueven

a velocidades relativistas; en ese caso se usa la teoria desarrollada por Dirac en 1929.
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Una manera de resolver la ecuacién de Schrodinger (2.2) consiste en utilizar la técnica
de separacion de variables, debido a que de inmediato se reduce la ecuacion diferencial
parcial a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias. La técnica propone una so-
lucién en forma de un producto de funciones, cada una de las cuales contiene sélo una de

las variables independientes, por lo que la funcién de onda ¥, se escribe como

W(x,t) = ¢(x)o(t) - (2.3)

Esta solucién se puede proponer siempre y cuando la energia potencial V' (z,t) no dependa
explicitamente del tiempo, de modo que la funcién potencial se pueda escribir como V().
Puesto que en la mecanica cuantica, como en la mecanica clasica, casi todos los sistemas
tienen energias potenciales de esta forma, la condicién no es una restriccion muy seria.

La separacién de variables nos conduce al siguiente par de ecuaciones diferenciales

ordinarias:
) | Vw() = Bu) (2.4)
L dolt) _
i = Eot) (2.5)

La primera ecuacién es conocida como la ecuacion de Schrodinger independiente del tiem-
po, cuya solucién ¢ dependera del potencial V' (z). La solucién de la segunda ecuacién tiene

la forma

p(t) = e EYM = COS(%) - isin(%) , (2.6)

es decir, una funcién que oscila en el tiempo, con frecuencia v = E/h, donde la constante
de separacion o acoplamiento E concuerda exactamente con la energia total de la particula
segun los postulados de de Broglie-Enstein.

La funcién de onda que resulta es
W(x,t) = (x)e EVM (2.7)

La probabilidad de encontrar la particula en algiin punto e instante determinado, para

este tipo de potencial es

(2, t)* = [p(x)e” P = () (2.8)

de manera que no dependera del momento en el que se haga la medicién.



2.2. Matriz de transferencia

V(ZC)“
Aeikx f(l') Feik:x
Be—ikx Ge—ikx
0 T \/IB2 €T
Regién | Regién |l Region I

Figura 2.1: Potencial localizado V (x) = f(x) en la regién IL.
2.2. Matriz de transferencia

La técnica de la matriz de transferencia [19, 34, 39] resulta ser una excelente opcién
para analizar la propagacién de una particula a través de un sistema compuesto por una
secuencia de potenciales localizados en regiones adyacentes [21, 24, 33, 35, 36, 38]. En esta
técnica se resuelve la ecuacion de Schrodinger para cada potencial de manera individual,
cuyas soluciones seran acopladas aplicando las condiciones de frontera mediante el uso de
matrices, y por lo tanto poder calcular la probabilidad de que la particula sea transmitida.

Para entender este método consideremos el potencial mostrado en la Fig. 2.1

0 si x € Region [
V(z) =% f(z) siz eRegion Il (2.9)
0 si x € Regién 11T .
Debido a que en las regiones I y III el potencial es nulo (V(z) = 0), la ecuacién de

Schrodinger independiente del tiempo (Ec. 2.4) se escribe como

@) py (2.10)

2m  dz?

la cual corresponde al caso de la particula libre. Las soluciones seran entonces:

Y(z) = Ae™™ + Be™™  en la regién I, (2.11)
Y(z) = Fe™ + Ge ™ en la regién 111, (2.12)
donde
2mE
= Y20 (2.13)
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El término exp (ik1z) se le atribuye a una onda que se propaga en la direccién en la que
x crece y el término exp (—ikix) a una onda que se propaga en la direccién contraria,
mientras que las constantes A, B, F'y G representan sus amplitudes.

En la region II por supuesto no se puede obtener explicitamente la funciéon de onda 1,
hasta que se especifique la forma del potencial (V (z) = f(x)) en esta regién. Sin embargo,
recordemos que la ecuacién de Schrodinger es una ecuacién diferencial lineal de segundo

grado, de manera que la solucién tendra la forma
U(z) = Cyg(x) + Dh(x) , (2.14)

donde g(z) y h(x), son dos soluciones particulares linealmente independientes.
Si se aplica la condicién de continuidad de la funcién de onda () y su derivada (%) en

la frontera de las regiones (z = x; y = z3), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
Ae**1 4 Bem* — Cg(x1) 4+ Dh(x)
ikAe*™ — ikBe " = Cg'(x,) + DN (21)
Cg(xq) + Dh(zy) = Fe'*™ 4 Ge ke
Cq'(1y) + DN (1y) = ikFe*™ — ikGe "2 | (2.15)

el cual se puede expresar en forma matricial como

eikxl ez’kxl A B g(xl) h(l‘l) C
iketkrt Lotk B g’(xl) h’(xl) D
€ h(z C eikCEZ eikmg F
9( 2) ( 2) _ | | | (2.16)
q'(x2) N (x2) D iketke2 ike—tkz2 e
tomando
ezkx 6zkm
Mi(w) = . (2.17)
,l’kezkx Zke—zkx
y
r) h(x
o (9@ @) s
g (x) R(x)
podemos escribir
A C
Ml(xl) = Mg(xl)
B D
¢ F
My(x) = M (x2) (2.19)
D G
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Si las matrices M; y My son invertibles, es decir, sus determinantes son distintos de

cero, que en el caso particular de M; es cierto, se tendra

A B C
= My (21) - My, (21)

B D

C B F

D G

Las ecuaciones del sistema se combinan para relacionar las amplitudes de entrada en

términos de las amplitudes de salida, es decir,

A . . F
= My (1) - Ma(1) - My~ (w2) - My (z2)
B G
F M M F

donde M es una matriz 2 x 2 conocida como la matriz de transferencia.
La constante G se toma igual a cero, ya que no existe un obstaculo en la region III
que pueda originar una reflexion, por lo tanto las amplitudes de la onda reflejada B y la

onda transmitida F en términos de la amplitud de la onda de incidencia A se escriben

CcOomo
M21
B=="24 2.22
Mll ( )
1
F=—A, 2.23
M (2:23)

donde Mj; y My, son las entradas (1,1) y (2,1) respectivamente de la matriz de transfe-
rencia.

A partir de estos resultados se calcula el coeficiente de transmision T, el cual especifica
la probabilidad de que la particula sea trasmitida a través del potencial (V(z) = f(x))
desde la region I hasta la region II1. Tal coeficiente esta definido matematicamente como
el cociente de la magnitud al cuadrado de la amplitud de la onda transmitida entre la

magnitud al cuadrado de la amplitud de la onda de incidencia, es decir,
_FP 1
AP My

Analogamente se calcula la probabilidad de que la onda sea reflejada, la cual se define

T

(2.24)

como
_ B My ?
|A]Z My ?

R (2.25)
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Ambos coeficientes se pueden relacionar usando la expresion
T+R=1, (2.26)

la cual es consecuencia de la conservacién de la densidad de corriente [19].

2.3. Teoria de bandas de energia

En un atomo aislado los niveles de energia que los electrones pueden ocupar son niveles
discretos. Cada uno de estos niveles tendra una determinada degeneracion de las funciones
de onda (estados cudnticos) de acuerdo con el principio de exclusién de Pauli.

Los niveles de energia en un sélido de N atomos se traslapan desdobldndose en un
conjunto de N niveles con la misma degeneracién. Los niveles de méas baja energia no se
desdoblan con tanta facilidad debido a que pertenecen a las subcapas mas internas del
atomo (1s, 2s, 2p), por lo que se requerira de una distancia interatémica extremadamente
pequefia (1 o 2 A). Si en el sélido se considera un orden de 10%* dtomos, los niveles
estaran tan préximos entre si, que practicamente formaran bandas de energia continuas,
separadas por regiones donde no existen niveles de energia permitidos, conocidas como
bandas prohibidas (gap). La estructura de las bandas de energia dependera de la geometria
de la red y de la clase de dtomos que la constituyen [40, 41, 42, 43, 44, 45, 47, 48].

A una temperatura de T = 0°K, los electrones ocuparan las bandas de energfa desde
el nivel mas bajo hasta el nivel més alto, conocido como nivel de Fermi. Si se aumenta la
temperatura algunos electrones proximos al nivel de Fermi se excitardn térmicamente, de
manera que podran ocupar niveles de energia mas elevados. La tultima banda que contiene
electrones se conoce como banda de valencia, y la siguiente es conocida como banda de
conduccién.

Si la banda de valencia de un sélido se encuentra parcialmente ocupada, los electrones
pueden liberarse facilmente bajo la accién de un campo eléctrico externo, y entonces
ocupar estados de niveles de energia méas elevados dentro de la misma banda, produciendo
un flujo de corriente, por lo que el sélido se comportard como un conductor o metal.
También exhibird este comportamiento si la banda de valencia esta totalmente ocupada,
siempre y cuando esta banda esté superpuesta a la banda de conduccion.

En el caso de un sélido aislante la banda de valencia se encuentra completamente llena

y separada de la banda de conduccién por una banda prohibida muy ancha (de més de
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Electrones térmicamente
A .
excitados
Ec .
-
Eg>2T3 eV Eg<2-3 eV Ec
. E .. v0g S et ©
€F [ "...-.. .:.... C "-..:... .:.... $o o J
. I
\" EV o e
o BV
(@)
o
o
Estados
L Iectronlco
vaaos
0
Conductor Conductor Aislante Semiconductor

Figura 2.2: Ocupacién de las bandas por los electrones: donde E,, es la banda de valencia; E, la banda
de conduccién; Eg, el ancho de la banda prohibida; y € es la energia de Fermi.

2 0 3 eV). Por esta razon es practicamente imposible que los electrones puedan saltar a
la banda de conduccién bajo la accién de un campo eléctrico externo o por excitacion
térmica, por lo que no circulara corriente eléctrica. La diferencia entre un aislante y
un conductor es muy notable: la conductividad eléctrica de los metales oscila de 10* a
10Q~! . ecm™!, mientras que en los aislante es menor a 1071°Q~! . cm ™.

Los sélidos semiconductores se caracterizan por que la banda prohibida es muy estre-
cha (menor que 2 0 3 €V). A T = 0°K la banda de valencia estd completamente llena
comportandose como un aislante. Sin embargo, al aumentar la temperatura, un nimero
apreciable de electrones adquieran la suficiente energia térmica para saltar de la banda
de valencia a la banda de conduccion. Los electrones dentro de la banda de conduccion
podran moverse libremente bajo la acciéon de un campo eléctrico externo, generando una
corriente eléctrica y, ademds, los estados vacios que quedaron en la banda de valencia
contribuyen al flujo de la corriente a través del mecanismo de conducciéon por huecos. La

conductividad eléctrica de los semiconductores es menor que la de los metales debido a

que tiene una concentracion limitada de electrones libres y huecos.
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2.4. Funciones de Bloch

F. Bloch demostré un importante teorema que ayuda a comprender la formacion de
bandas de energia de los sélidos cristalinos en el modelo de Kronig-Penney. El teorema

de Bloch [34, 41, 42] enuncia lo siguiente:

Las funciones propias de la ecuacion de onda para un potencial periodico son el producto de

una onda plana por una funcion moduladora que posee la periodicidad de la red cristalina.

es decir, las soluciones de la ecuacién de Schrodinger para un potencial periddico deben

ser de la forma
Yk (r) = ug (r)e™"r (2.27)
donde K es el vector de onda y uk(r) tiene periodo igual al de la red cristalina

ug(r) = ug(r+R) , (2.28)

donde
R = nia + TLQb + nsc , (229)

a, b, ¢ son los vectores primitivos de la red y ny, ng, ng son niimeros enteros arbitrarios.

Si se la funcién de onda v se traslada en el vector R, se obtiene
P(r+R) = eFRy(r) (2.30)

la cual en una dimensién se escribird como

Uz + R) = T y(x) | (2.31)
donde
K =|K| = 27” (2.32)

es el numero de onda y su sentido fisico es el del ntimero de longitudes de onda A que

caben en el segmento 27.



Capitulo 3

Potenciales rectangulares

3.1. Barrera de potencial

En esta seccién se resolvera la ecuacion de Schrodinger para una barrera de potencial

rectangular que se muestra en la Fig. 3.1. El potencial se puede escribir como sigue

Vi b<ax<b+
Vig)={ " rerTme (3.1)

0 en otro caso
donde V{, es una constante positiva.

De acuerdo con la mécanica clasica, una particula de energia £/ < Vj en la regién z < b
que incide sobre una barrera en la direccién en la que x crece tendra una probabilidad de
ser reflejada igual a uno, y una probabilidad de ser transmitida a la regiéon x > b+ a igual
auno si £ > V.

Ninguna de estas afirmaciones describe de manera adecuada los resultados de la

mecanica cudntica. Si £ < V;, la teoria predice que existe cierta probabilidad de que

V(z)

0 b b+ a T

Figura 3.1: Barrera de potencial de altura Vj y ancho a.

13
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la particula sea transmitida a través de la barrera a la regién x > b + a, un fenémeno
conocido como efecto tunel. En el caso de que E > Vj, la teoria predice que habra algo
de reflexion.

Para este potencial, la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo (2.4) se
resuelve en forma separada para cada una de las tres regiones: en la izquierda de la
barrera (z < b), en el interior de la barrera (b < x < b+ a) y en la derecha de la barrera
(x>b+a).

En las regiones de la izquierda y de la derecha de la barrera, el potencial es cero

(Vo = 0), por lo tanto, las ecuacién corresponde a la ecuacién de una particula libre

B dy(a)
- - FE
2m  da? v(@)
con soluciones generales
Y(z, E) = Age™® + Bye *1® r<b (3.2)
Y(z, E) = Age™® 4 Bye~h1® r>b+a, (3.3)
donde
2mkE
ki (E) = - (3.4)

y Ao, By, As, By son constantes.
En la region interior de la barrera la ecuacion tomard la forma

7 ()

_QWW + Vo?/)(@ = E¢(w) ) (3'5)

cuya solucion general dependerd si £ < Vy osi B > V.

Analicemos el primer caso, es decir, cuando la energia de la particula es menor que la

altura de la barrera (E < Vj). La solucion de la ecuacién de Schrodinger (3.5) es

Y(z, B) = Aje?® + Bre ™ | (3.6)
donde
2m(Vo — F
ko(E) = (h ) ) (3.7)

Observe que la funciéon de onda contiene exponenciales reales, por lo que no representan

ondas.
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Usando las condiciones de continuidad de la funcién de onda (¢) y su derivada (42)
en el punto z = by en x = b+ a, se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones que relaciona
las constantes arbitrarias Ay, By, A1, Bi, Ay y By de la siguiente manera

Age™b + By~ — A ek2b 4 B ekeb
ik Age™ — iky Boe 1 = ky Ay eM?? — ko Bye k20
A, eh2ta) | Bl e—kalbta) 4 ciki(bta) | g oika(bta)

kQAlekQ(b“) — szleikZ(b+a) = iklAQGikl(b+a) — Z-le2€7ik1(b+a) s (38)

que en forma matricial se escribe como sigue

eiklb efiklb AO €k2b 67’621) Al
ikretit ikt | \ By | \kyelt ket | \ B,
eha(b+a) e kz2(b+a) Ay etk1(b+a) e~ tk1(b+a) A2
k26k2 (b+a) _k2€—k2 (b+a) B, - ik, etk (b+a) —ikle_ikl (b+a) By (39)

Renombrando las matrices

zklx —1k1x
(z, E) (3.10)

Zk,lezkl:r —Zk‘ e —iki1x

y
—kgm
(z,E) , (3.11)
kgek” —koe 2
las ecuaciones (3.9) se pueden reescribir como
A
Ml(ba E) M2
B,
Ay
My(b+a, E) =M (b+a,FE) . (3.12)
B, By

Dado que los determinantes de las matrices (3.10) y (3.11) son distintos de cero, M; y My

son invertibles, es decir,

_e R
Mz, E) = |4 2{“ (3.13)
_eiklaz eiklaz
2 2k
y
_e—kgsc e—kza:
MYz, E) = | 2 2k; 3.14
5 (7, E) lem _Lem ) ( )

2 2k,
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se tendrd

A

Ay

o

= M (b, E) - Ma(b, E) (3.15)
BO Bl
A » Ay

:M2 (b+a7E)M1(b+aaE) 5
Bl BQ

lo cual permite obtener las amplitudes de entrada en términos de las amplitudes de salida,

Ao » » Ay
:Ml (b7E)M2(baE)M2 (b+a,E)M1(b+CL,E)
By 0
As
— M(E) | (3.16)
0

la constante Bs es igual a cero, ya que en la region de la derecha sélo puede haber una
onda transmitida y no existe nada en esta region que produzca una reflexiéon. La matriz

de transferencia M estd dada por

D 6—2ik1(b+a)F
M(E) = ' (3.17)
62zk1(b+a)G H
donde
, (k2 — k2
D = ¢ke <cosh(k2a) - % sinh(k:m)) ,
12 g2
F =M <% sinh(k‘ga)) :
12 g2
G = —¢ ke (% sinh(kga)) :
y
(12 12
H = e ™ ( cosh(kqa) + ilhy = k) sinh(kqa) | . (3.18)
2k ko

Resolviendo la ecuacion (3.16) se pueden encontrar los valores de las amplitudes de la
onda reflejada By y de la onda transmitida A, en términos de la amplitud de la onda de

incidencia Ag, es decir,

(1.2 2
_ 2ikib (% sinh(kQa)) Ao
By = 172 (3.19)

122
cosh(kqa) — % sinh(ksa)
1k2
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Yy
e—iklaA
Ay = T 22) . (3.20)
cosh(kqa) — ;Tkz? sinh(ksa)
Por lo tanto, el coeficiente de transmision para una particula de energia £ < V| serd
| A | 1
T = = , (3.21)
| Aol (T + K3 o
1+ W sinh (kQ(Z)
el cual en términos de la energia se escribe como
1
T(E) = : (3.22)

V2 ) 2m(Vy — F)
10 G
TEV,-B™ ( 7 a

donde la constante a es el ancho de la barrera.

En el caso de una particula con E > Vj, la solucién general de la ecuacién (3.5) serd

U(z, E) = Ae*s® BT (3.23)
donde:
2m(E -V,
ky(E) = m(h ) | (3.24)

Observe que esta ecuaciéon contiene exponenciales complejas, representando ondas que se
mueven en direcciones contrarias.
Procediendo de la misma manera como se hizo en el caso anterior, se obtiene la si-

guiente expresion

A
“) = M7Yb, E) - My(b,E) - My (b +a,E) - My(b+ a, E)
By 0
Ay
= M(FE) . (3.25)
0
donde
eikgm e—ikgm
My(w,E)= | | (3.26)
ikgezkgm _Z'kge—zkgx
y su inversa .
_e—ikgx ¢ e—ikga:
My (z,E) = | % 2ks . (3.27)
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Por tanto, el coeficiente de transmisién para el caso de una particula con energia

E >V, resultara ser

1
T = . (3.28)
(/{32 _ k?2)2 ]
1+ w sin?(ksa)

Este resultado se puede obtener directamente partiendo de la ecuacién (3.21), haciendo

la sustitucién

La ecuacién (3.28) en términos de la energia se puede escribir como

1
T(E) = : (3.30)
e VB (Ve E—T)
———————sin a
4E(E —Vp) h
Note que para transmision perfecta (7' = 1) se cumple
n?m’h?

E, =V , 3.31
0t 2ma? (3:31)

donde n es un numero entero positivo.

3.2. Pozo de potencial

Considere una particula que incide desde la izquierda en direccién en la que x crece

sobre el pozo de potencial, que se muestra en la Fig. 3.2 y cuyo potencial esta dado por

Vir) = -V b<x<b+a | (3.32)
0 en otro caso
donde V; > 0.

De acuerdo con la mecanica clasica toda particula de energia £ > 0 que incide sobre
un pozo tendra una probabilidad igual a uno de ser transmitida. Pero dentro de la teoria
de la mecéanica cudntica esta afirmacion es incorrecta ya que existe cierta probabilidad de
que la particula sea reflejada.

Para este potencial también se resuelve la ecuaciéon de Shrodinger en tres regiones
diferentes: en la izquierda del pozo (x < b), en el interior del pozo (b <z < b+a) y en la

derecha del pozo (x > b+ a).
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V()
b b+ a

~Vy 1L

Figura 3.2: Pozo de potencial de profundidad Vj y ancho a.

En las regiones izquierda y derecha del pozo el potencial es nulo (Vy = 0), de manera

que la ecuacion de Schrodinger corresponde a la ecuacion de una particula libre

()
0 - E
con soluciones generales
U(z, E) = Age™® + Bye *1” x<b
U(z, E) = Age™* 4 Bye h1® r>b+a,
donde
2mkE
ki(E) = —

y Ao, By, As, By son constantes.

En la region interior del pozo la ecuacién de Schrodinger tomara la forma

R ()
2m  dz?

— Vou(x) = Exp(x) . (3.33)

Dado que estamos considerando el caso en el que £ > 0, la solucién general serd una

combinacion lineal de dos ondas que viajan en direcciones opuestas, es decir,
U(z, E) = Ajetts® 4 Bie~thar (3.34)

donde

ky(E) = Qm(;f’ +E) (3.35)
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A partir de esto podemos calcular el coeficiente de transmisiéon de la misma manera
como se hizo para la barrera de potencial, por lo que se obtendra la expresion andloga a

la ecuacién (3.16)

A
| = MU0, E) - My(b,E) - M7'(b+a,E)- My(b+a,E) |
By 0
Ay
= M(FE) , (3.36)
0
donde
eik4m e—ik4w
My(z, E) = | | (3.37)
ikgef1® ik etk
y su inversa
le—ik4a¢ Le—iqu
MYz, E)= |2 2k . (3.38)
_eik4l‘ _eik41‘
2 2k,

Calculando la matriz de transferencia en la ecuacién (3.36) se obtiene el siguiente

resultado
1
T(E) = PRy ; (3.39)
1+ (k= k)7 sin?(kya)
4k3k3
el cual se deduce directamente de la ecuacién (3.21), haciendo la sustitucion:
ko = iky . (3.40)

Por lo tanto el coeficiente de transmision para una particula que incide sobre un pozo,

como funcion de la energia sera

1

B Vi om(Vo+ E) \
1 0 ;2
+ 1EVe+ E) sin < 5 a

(3.41)

Nuevamente se puede notar que para tener transmision perfecta (7' = 1) se cumple que

n2n2h?
En= -V, (3.42)

donde n es un nimero entero positivo.



3.3. Transmisién en una secuencia de n barreras 21

0 b b+a 2b+a 2(b+a) n(b+a) T

Figura 3.3: Arreglo de n barreras de altura V;, ancho a y separacién b.

3.3. Transmision en una secuencia de n barreras

Ahora calculamos el coeficiente de transmisién para una secuencia periddica y finita
de n barreras de potencial (ver la Fig. 3.3), el cual como ya se ha mencionado, es un buen
modelo para explicar el transporte de un electrén a través de un cristal. El potencial se

puede escribir matematicamente de la siguiente forma

V(x) = Vo jb+(j—Da<x<jb+a) | (3.43)

0 en otro caso
donde Vo >0y j=1,2, 3, ---n.

Las ecuaciones de Schrodinger que se deben resolver para cada una de las regiones
del potencial son de dos tipos; como la ecuacién (2.10) de la particula libre y como la
ecuacion (3.5), cuyas soluciones dependeran de si la energia E es mayor o menor que la
altura del potencial Vj.

Para el caso en el que E < Vj, las soluciones generales para cada region seran:

Yoz, E) = Age™” 4+ Bye *1* x<b
Vi (2, E) = 41" 4+ Bie ™" b<x<b+a
Vo, E) = Ape™?® 4 Bye™h1* b+a<x<2b+a
Ys(z, B) = Aze?® + Bge ™" 2b+a<zx<20b+a)

VYon_1(z, B) = Agp_1€M" + By, _je7 2" nb+ (n—1)a <x <n(b+a)
Yon(x, E) = Agpe™? 4 By,e™h1® z>n(b+a), (3.44)

donde

() = 2mE v () = 2m(‘;o—E)’
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los coeficientes Ag, By, A1, B, ... As,, B, son constantes.
Aplicando la condicién de continuidad de la funcién de onda () y su derivada (%)
en las fronteras de cada region, obtenemos los siguientes sistemas de ecuaciones:

para la frontera en x = b
Aoeik’lb + Boe—ilﬁb — Alekgb + Ble—k‘gb
’ikl (A0€ik1b — B()e_iklb> = kg(Aleka — B1€_k2b> s

para la frontera en x = b+ a

Alekg(b+a) + Blesz(bJra) _ A2€ik1(b+a) + BQ€7ik1(b+a)

ko (Alekz(b—i-a) . Ble—kz(b—i-a)) = ik, (A2€ik1(b+a) . B26—ik1(b+a)) :

para la frontera en x = 2b + a

A2€ik1(2b+a) + B26—ik1(2b+a) _ A36k2(2b+a) 4 B36_k2(2b+a)

Z'kl(A2€ik1(2b+a) + Bze—ikl(zbm)) — k2(A36k2(2b+a) + B3efk2(2b+a)) :

y para la frontera en z = n(b+ a)

Ay, _ebenbta) L B o—hanlbta) — g pikin(bta) | B o=ikin(b+a)

ko (Agp_1€52m0%) 4 By, o700y = ik (Ag, e 0F) 4 By e ihin ey

Lo anterior se puede expresar en forma matricial como sigue

Ag Ay
Ml(va) :MQ(baE)
By B
Ay
M2(b+a7E) :Ml(b+a7E)
By By
A2 A3
M1(2b+a, E) = M2(2b—i—a, E)
BQ BS
AQn—l AZ”
My(n(b+a), E) = M(n(b+a), E) , (3.45)

B2n71 BQn
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donde M; y M, son las matrices (3.10) y (3.11) respectivamente. La constante By, es
igual a cero, debido a que corresponde a una reflexion en la region derecha de todos los
potenciales (z > n(b+ a)), lo cual no es posible.

Al combinar las ecuaciones del sistema (3.45) obtenemos el resultado

A
’ :Mf1<baE)M2(baE)Mgl(b—'_avE)Ml(b_FC%E)
By
1 A2n
My (n(b+a),E) - Mi(n(b+a), E)
0
A2n
— M(E) | (3.46)
0

donde

M(E) = [T M (b +a) = a, E) - Ma(j(b + a) — a, B) - My (j(b+ a), E) - My (j(b + a), E)

j=1
n D 672ik1j(b+a)F
=11 : (3.47)
ey eQik1j(b+a)G H

y las constantes D, F', G y H estan dadas por las ecuaciones (3.18).

Haciendo el célculo numérico de la matriz (3.47) podemos conocer el coeficiente de
transmisién para una particula con energia E < Vj que incide sobre una secuencia de n
barreras de potencial. Sin embargo, podemos obtener el coeficiente analiticamente si la

reescribimos como sigue

e—tk1j(b+a) 0 D F etk1i(b+a) 0

M(E) =
( ) jrzll 0 6ik:1j(b+a) G H 0 e—iklj(b+a)
Desarrollando el producto obtenemos

M(E) e*ikl(b+a)D 67ik1(b+a)F " 6ik1n(b+a) 0
N ke kGt g 0 o—ikin(b+a)

El determinante de la matriz izquierda es igual a uno, lo cual implica poder calcular su

potencia n usando la identidad de Chebyshev (ver apéndice A), por lo que

e~ #1(0+a) D sin nf — sin(n — 1) e~ 1(b+a) P gin ng an(via) 0
= _sind , sin 6 €
M(E) e’kl(H“])G sin nf e (b+a) [ sin nf — sin(n — 1)6 0 o—ikin(b+a) |
sin 0 sin

(3.48)
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donde
K2 — k2
2k ko

0 =cos! (cos(k‘lb) cosh(kqa) — sin(k1b) sinh(kga,)) : (3.49)

Calculamos el coeficiente de transmision a partir de la definicion

CAwr 1

T - - )
|Aol> My [?

(3.50)

donde M;; es la primer entrada de la matriz de transferencia, que de acuerdo con la
ecuacién (3.48) resulta ser

etkinl(bta) [e=ik1(b+a) D) 5in nf — sin(n — 1)0)]

M, =
1 sin 6

: (3.51)

o bien

(k? 4 k2)? sinh?(ka) sin® nd
4k2 k2 sin? 0 '

Por lo tanto, el coeficiente de transmision para una secuencia de n potenciales rectan-

My > =1+ (3.52)

gulares es

1
T(E) = , 3.53
(E) " (k? 4 k2)? sinh?(kqa) sin® nd (3.53)
4k3k3 sin? 0

donde 6 esta dada por la ecuacién (3.49). Note que para el caso de una barrera de poten-

cial, es decir, para n = 1, el resultado se reduce al obtenido previamente en la ecuacion

(3.21).

Para el caso en el que E > Vj, las soluciones generales para cada region seran:

Vo(z, E) = Age™* + Bye™™* x<b
U1 (z, E) = Ae™* + Brem"s* b<x<b+4a
Yo, E) = Ape™?® 4 Bye™ 17 b+a<x<2b+a
Ys(x, B) = Asze™s®  Bye~hs® 2b+a<zx<20b+a)

Von_1(z, B) = Agy_1€™3" + By, _je~ks® nb+ (n—1)a <x <n(b+a)

VYon(z, E) = Ay, 1T 4 By e 1@ z>n(b+a), (3.54)

donde

k() = 2mE v ks(E) = 2m(§—Vo)7
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y los coeficientes Agy, By, A1, Bs, ... As,, Bs, son constantes.

Siguiendo el mismo proceso, el sistema que corresponde a este caso es

Ao Ay
Ml(baE) :M?)(baE)
By By
Al AQ
M;3(b+a,E) =M (b+a, E)
By By
Agpq Aan
Ms(n(b+a), E) = M(n(b+a), F) , (3.55)
Ban—1 Ban,
donde Mj es las matriz (3.26).
Por lo tanto, la matriz de transferencia que resulta es
=[[M7'Gi(b+ a) — a, E) - Ms(j(b+ a) — a, E) - My ' (j(b+ a), E) - My (j(b+ a), E)
7j=1
n D 6—2z‘k1j(b+a) F
=1I{ ... , (3.56)
ey 622k1](b+a)G/ o’
donde
, (k2 + k2
D' = ¢he (Cos(kga) — Z(21]€+]€33) sin(kga)) :
, i(k? — k2) .
F' = ¢th1a <(2#/<3?) sm(kga)) :
, i(k? —k2) .
G/ — _eflkla (g#kigg) Sln(ksa))
Yy
, (k2 + k2
H' = e ™ ( cos(ksa) + ik + k) sin(kza) | , (3.57)
2k1ks

con la cual se puede calcular numéricamente el coeficiente de transmision para una particu-

la con energia F > V.

Nuevamente se puede calcular el coeficiente de manera analitica como se hizo para el

caso anterior, y obtener como resultado

1
(k% — k2)? sin®(kza) sin® nf
Ak3 k3 sin® @

T(E) =

(3.58)
1+
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con
k3 + k2

13

0 = cos ™ (Cos(k‘lb) cos(ksa) — sin(k1b) sin(k:ga)) . (3.59)

Para n = 1, es decir, para el caso de una barrera, el resultado se reduce al obtenido

previamente en la ecuacién (3.28).

3.4. Modelo de Kronig-Penney

En esta seccién explicamos el comportamiento del coeficiente de transmisién en una
secuencia periddica e infinita de barreras de potencial con la ayuda del modelo de Kronig-
Penney. El potencial se escribe matematicamente como

V(x) = Vo Jb+(—la<z<jlb+a) | (3.60)

0 en otro caso
donde Vo >0y j=1,2,3, -, 00.

Para esto solo nos concentramos en las soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger en
la region interior y las regiones vecinas de una de las barreras del arreglo periddico, por
simplicidad se hara el célculo sobre la primer barrera (j = 1).

En el caso en el que la energia de la particula incidente sea menor que la altura de la

barrera (E < V;) las soluciones son:

¢0(CL’, E) = Aoeikl$ + B()G_iklx O<zx<b
Uy(x, B) = Are?® + Bie 2" b<z<b+a
Uo(x, E) = Age™® 4 Bye h1® b+a<x<2b+a, (3.61)
donde
2mE 2m(Vp — F
() = Y2 y k() = V2R B)

y los coeficientes Agy, By, A1, By, Ay y By son constantes.

Aplicamos la condicién de continuidad de la funcién de onda () y su derivada (%)
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en z = by x = b+ a para obtener el siguiente sistema

wo(ba E) = wl(bv E)

dbo, . di
@Dl(b—l—a,E) :¢2(b+a7E)
oy diy
%(b—l—a, E) = o (b+a,FE). (3.62)

De acuerdo a la ecuacién (2.31) equivalente al teorema de Bloch en una dimensién,

las funciones de onda 15 y 7y se relacionan por medio de la expresion
Va(, B) = to(x — (b+ a), B)e™+) (3.63)

donde R = b+ a es la periodicidad de la red de barreras de potencial.
Haciendo uso de la relacién anterior y de las ecuaciones (3.61), el sistema (3.62) se

reescribe como

Age™? + Byem™? = A;et2® 4 BreM? (3.64)
ik‘l (Aoeiklb — Boe_iklb) = k,2(A1€k2b — Ble_kzb)
Alekg(b+a) + Ble—kz(b—l-a) _ (A2 + BQ>€z‘K(b+a)

k2(A1ek2(b+a) — Ble*kz(bJra)) = iky(Ay — BQ)eiK(b+a) .

Este sistema de ecuaciones tendrd una tnica solucién si el determinante de los coefi-

cientes Ay, By, A1 y By se anula, es decir, si se cumple

2 _ g2
cos(K (b+ a)) = cosh(ksa) cos(kib) + k;k :1 sinh(kqa) sin(k1b) . (3.65)
172

En caso de que la particula tenga energia E > V[, es necesario hacer en los calculos
anteriores el siguiente cambio

kg = iks |

donde
2m(E — V;
kg(E) _ (h 0) 7

de manera que la ecuacién (3.65) se escribe como

k2 + k2

cos(K (b + a)) = cos(ksa) cos(kib) — T
173

sin(ksa) sin(k1b) . (3.66)

Esta condicién también es conocida como la relacion de dispersion para los elementos que

se propagan en un cristal periddico.
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3.5. Resultados y discusion

En esta seccién se discuten los resultados obtenidos para el coeficiente de transmision
para secuencias de barreras de potencial variando el tamano, el nimero de potenciales y
la insercién de impurezas.

El transporte de una particula que incide sobre una barrera rectangular de altura finita
se ve afectado por el aumento del ancho de la barrera. En la Fig. 3.4, se puede observar
que para una particula de energia menor que la altura del potencial (F < 100meV) existe
cierta probabilidad de que penetre la barrera por efecto tunel, la cual disminuye conforme
el ancho de la barrera aumenta. Cuando la energia excede la altura de la barrera, aparecen
mas valores de la energia con transmision perfecta a medida que el ancho crece, tal efecto
se puede inferir de la ecuacién (3.31).

Analizamos una particula que incide sobre un arreglo de dos barreras de altura finita,
en las que fijamos un ancho para estudiar el transporte cuando hacemos variar la sepa-
raciéon de las barreras. En la Fig. 3.5, se puede observar que existen valores de energia
menores a la altura del potencial (100meV) en los que la particula puede transmitirse
perfectamente a través de las barreras, un efecto tunel que no era concebido clasicamente,
y que ademas el ntiimero de estos valores va aumentando conforme la separacion entre las
barreras crece.

Estudiemos el coeficiente de transmision de un particula que incide sobre una secuencia
de n barreras manteniendo la altura, el ancho y la separacion fijas, para analizar su
comportamiento mientras aumentamos el nimero de este tipo de potenciales. En la Fig.
3.6, notamos el efecto tinel que se observé en el caso de dos barreras, es decir, existen
valores energéticos menores a 100meV que permiten a la particula transmitirse. También
podemos notar que conforme el numero de barreras aumenta, las energias con transmision
perfecta se desdoblan en mas valores muy proximos entre si; ademas, notamos la aparicion
de regiones donde sera improbable que la particula pueda transmitirse, incluso para valores
que superan la altura de las barreras. Cuando la secuencia tiende a un ntimero infinito de
barreras, el coeficiente de transmision tenderd a un perfil de bandas de energia continua
tanto permitida como prohibida.

El modelo de Kronig-Penney es capaz de predecir la formacion de estas bandas de
energia para una secuencia periddica e infinita. En la Fig. 3.7, se grafica el coeficiente

de transmision en funcion de la energia para una secuencia de 100 barreras de altura
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100meV, un ancho de 10A y separados una distancia de 20A junto con la funcién

k2 — k2
cosh(kya) cos(kb) + ———2 sinh(kya) sin(k;b)  E <0
2k1 ks
1(E) = (3.67)
k3 + k3
cos(ksa) cos(k1b) — ———2 sin(ksa) sin(k.b) E>0,
\ 2k kg
donde
2mE 2m(Vo — B 2m(E — V¢
w(E)= 20 ey = VD) = VEME ST

En la Fig. 3.7, se observa como la formaciéon de bandas permitidas de energia coincide
con los valores donde las ecuaciones (3.65) y (3.66) tienen solucién, es decir, para valores
de la funcién f(F) en el intervalo [—1, 1], por lo que las fronteras entre energia permitida

y energia prohibida ocurren cuando
f(E)=cosK(b+a)==+1, (3.68)

es decir, para los valores de K dados por

o 27 3T
Cb+a ' b+a b+a

- (3.69)

donde b 4 a es la periodicidad de la red. Esto podria entenderse como consecuencia de
una reflexion de Bragg de la onda viajera que representa al electron propagandose por
la red. Si una onda que viaja hacia la derecha incide sobre un conjunto de potenciales
que representan regiones entre los iones de la red, espaciadas una distancia uniforme,
sera parcialmente reflejada por cada uno de los potenciales. Por lo general, las ondas
reflejadas que viajan hacia la izquierda no estardn exactamente en fase entre si y por lo
tanto no podran combinarse constructivamente para producir una onda reflejada neta de
amplitud grande. Sin embargo, estardn en fase si la longitud de onda A (de las ondas
incidente y reflejada) esta relacionada con el espaciamiento entre potenciales b + a de la
condicién de Bragg

2(b+a) =\, 2\, 3\, -+, (3.70)

2(b+ a) es la distancia extra que viaja la onda por la reflexién de potenciales sucesivos,
de modo que si es igual a un niimero entero de longitudes de onda )\, las ondas reflejadas
estaran exactamente en fase y habra una onda reflejada neta cuya amplitud sea igual a
la amplitud de la onda incidente. Como A esta dada por

_27r

A 7

(3.71)
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la condicion de Bragg sera

2(b+a):2%,2<2%),3<2%),--- , (3.72)

lo cual es equivalente a la ecuacion (3.69), es decir, los valores de K donde se encuentran
las fronteras de energia, son justamente aquellos valores del nimero de onda para los
cuales \ satisface la condicién de Bragg.

Finalmente consideramos la presencia de impurezas en las secuencias de potenciales
rectangulares. En primer lugar consideramos una particula que incide sobre una secuencia
de 10 barreras de potencial de altura 100meV, de ancho 10A y separados una distancia de
20A, donde tomaremos como una impureza a una barrera de mismo ancho pero de altura
diferente a la del resto. En la Fig. 3.8, se grafica el coeficiente de transmisiéon para el
caso de una sola impureza de altura menor a la del resto de la secuencia (75meV, 50meV
y 10meV), ademds del caso donde se incluye un pozo de profundidad 100meV. En esta
grafica se puede observar la aparicién de un valor energético en cada una de las regiones
prohibidas con el que la particula podra ser transmitida. Notese que este valor se adentra
cada vez mas en la region prohibida conforme la altura de la impureza disminuye. Es
importante hacer mencién que la impureza fue colocada a la mitad del arreglo debido a
que en esta posicion se hace evidente el efecto ya descrito. Para el caso de una impureza de
mayor altura a la del resto de la secuencia, no se observa la aparicion del valor energético,
como lo muestra la Fig. 3.9 para los valores de 200meV, 300meV, 400meV y 500meV. Sin
embargo, podemos notar una baja considerable en la transmision conforme la altura de
esta impureza se incrementa.

En segundo lugar consideramos una particula que incide sobre la misma secuencia de
barreras de potencial, pero ahora se tomara como impureza una longitud de separacion
diferente a la del resto. En la Fig. 3.10, se grafica el coeficiente de transmisién para los
casos de 1, 2, 3 y 10 impurezas de longitud 28A en la secuencia. En esta gréfica se observa
que el nimero de valores de energia que aparecen en cada una de las regiones prohibidas
es igual el niimero de impurezas presentes en la secuencia. Nétese que conforme el niimero
de impurezas aumenta la estructura de bandas desaparece, y a partir de 6 impurezas la
estructura se reconstruye. El caso de 10 impurezas corresponde a la transmisién para
una secuencia de 10 barreras de potencial con separacién 28A sin impurezas, por lo que

poseerd una estructura de bandas bien definida.
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Figura 3.8: Coeficiente de transmisién para una secuencia de 10 barreras de potencial de altura 100meV,
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Capitulo 4

Potencial tipo delta de Dirac

4.1. Potencial delta

La funcién delta de Dirac 6(z) se define como sigue

00 siz=0
i(z) = (4.1)
0 six#0,

con

/00 d(x)der=1. (4.2)

o
En esta seccion consideraremos una particula que incide por la izquierda de un poten-
cial tipo delta de Dirac en direccién hacia donde la x crece, el cual se escribe matemati-

camente de la siguiente manera
V(z)=ad(z—pB), (4.3)

donde « es una constante cualquiera distinta de cero, que en caso de ser positiva representa
la altura del potencial tipo delta que se muestra en la Fig. 4.1a o la profundidad si es
negativa y se muestra en la Fig. 4.1b. Asi, la ecuacién de Schrodinger tomara la forma

B ()
2m  dz?

+ ad(z — B)Y(z) = EY(x) . (4.4)

En este caso debemos resolver la ecuacion de Schrodinger en dos regiones: en la iz-
quierda del potencial (x < /3) y en la derecha del potencial (z > ), donde las ecuaciones

corresponden al caso de la particula libre (véase ecuacién (2.10)) ya que el potencial es

37
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V(z) V(z)

o+ @ T
0 I

5 )

Figura 4.1: Potencial tipo delta de Dirac: a) repulsivo (a > 0) y b) atractivo(a < 0).

nulo (Vy = 0). Las soluciones generales para cualquier energia E > 0 serén:

Y(z, E) = Age™™ + Bye ke r<f, (4.5)
Y(z, E) = A1 + Bie x>0,
donde
2mE
k(E) = ;” (4.6)

y los coeficientes Ag, By, A1, By son constantes. La condicién de continuidad de la funcién

de onda (¢)) en z = § implica tener
Age™P + Boe™™ = A 4 Bie P (4.7)

Recordemos que en el caso de los potenciales rectangulares también se requirié de la
condicién de continuidad de la derivada de la funcién de onda (%), lo cual no es valido
para el caso del potencial tipo delta, ya que existe una discrepancia entre los limites
derecho e izquierdo cuando esta derivada tiende a = = [, tal discrepancia se calcula

integrando la ecuacién de Schrodinger

) B+e h2 d2w<l’> ) B+e
iy | {—% - +a6<x—5>¢<x>}dw=gg% [ Ee 4y
o bien
h2 ) B+e de(x) ) B+e ) B+e
_%11—{%/5_ 03 dm—i—all_r}ré - 5(x—ﬁ)¢(x)dx—Elg% - Y(z)de .

En el miembro izquierdo de esta ecuacién la primer integral no es mas que la derivada de la

funcion de onda (%) evaluada en los limites de integracion, la segunda integral se calcula
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utilizando las propiedades de la funcion delta de Dirac y la integral del miembro derecho

es cero, ya que es el area de una funcion finita cuyo ancho disminuye infinitesimalmente,

i {22
eg% dx

Las derivadas y la funcién de onda evaluada en z = [ se calculan utilizando las ecuaciones

por lo tanto
dip
B+e dx

B 2mao

R } = () (4.9

(4.5) para las regiones izquierda (z < /) y derecha (z > ) del potencial. Asi llegamos a

la siguiente ecuacién

AgetP ( Z;O‘ + zk) + Boe ™ ( Z;a - @k;) = ik(A ™ — Bie ) . (4.10)

Se hace uso de la técnica de la matriz de transferencia para resolver el sistema de las

ecuaciones (4.7) y (4.10) en la forma matricial

ik o—ikB Ay oik ik A,
. 2ma . . 2ma . = A A )
elkﬂ (7 + Zk?) eflkﬁ (? - Zk?) BO ikemﬁ —ike_Zkﬁ B1
es decir,
A Ay
Ml(ﬂaE) :M2(67E) ) (411)
0 B,
donde
eikx e—ik:c
My(z, E)= | /2 /9 (4.12)
etk ( 77::”;04 + Zk) etk ( ;;a - zk)
y
eikm eflkx
My(z, E) = . (4.13)

Z-keik:z _ike—ikm

Dado que la matriz M es invertible podemos escribir las amplitudes de entrada en térmi-

nos de las de salida

— M{'(8,E) - M(B, E) (4.14)

— M(E) , (4.15)
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con .
imao Coirg [ MO
b eMB(khQ)
M(E) = ‘ . , (4.16)
_62ik5 rmao _ mao
Kh? k2

donde la constante B; se tomo igual a cero, ya que no hay reflexién en la region derecha
(x > ) del potencial.
Resolviendo el sistema podemos expresar las amplitudes de las ondas reflejada By y

transmitida A; en términos de la amplitud de la onda de incidencia Ay como sigue

1
1 2
kh
—imaet?k8
By= ——— 4.18
0 kh? 4+ ima ( )

Recordemos que el coeficiente de transmision especifica la probabilidad de que la
particula sea transmitida a través del potencial delta desde la region x < 3 a la region

x > [, el cual matematicamente se escibe

AR 1

T = Al » (@)2 ) (4.19)
kh?
Por lo tanto, el coeficiente de transmision como funcién de la energia es
T(E) = —— . (4.20)
14+
2h°E

Es importante notar que el signo de « es irrelevante, por lo que el coeficiente de transmision
es el mismo tanto para un potencial delta repulsivo (o > 0) como para uno atractivo

(a <0).

4.2. Transmision en una secuencia de n deltas

Ahora consideraremos una secuencia de n potenciales tipo delta de Dirac mostrado en

la Fig. 4.2; y se escribe matematicamente como

V(z) = Zaé(m —rf), (4.21)

donde la constante (3 representa la separacién entre potenciales y « la altura de los po-
tenciales delta, la cual si es positiva representa un potencial repulsivo, y si es negativa un

potencial atractivo.
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Figura 4.2: Secuencia de n deltas de altura o y una separacién de 3.

Para las regiones izquierda y derecha de cada delta se resuelve la ecuacién de Schrodin-
ger para una particula libre (véase ecuacién (2.10)). Las soluciones generales por cada

regién son:

Yo(z, E) = Age’™ + Bye ™ x<pf
(2, F) = Ae* 4 Beike B<x<28
Uo(x, E) = Age™™® 4 Bye™ ™ 28 <z < 3p
V3(x, E) = Aze’™® 4 Bge ™ 38 < x < 4p
Vp_1 (2, B) = A€M+ B, _qem (n—1)8<z<np
Un(z, E) = Ane™™ 4 Be e x>np, (4.22)
donde
2mE
k(E) =
(B) = ¥
y los coeficientes Agy, By, A1, By, ... A,, B, son constantes.

Igual como se hizo para el caso de un solo potencial delta, aplicamos la condicién de
continuidad de la funcién de onda () en la frontera de cada potencial, obteniendo el

siguiente grupo de ecuaciones:
Aj,leik(jﬁ) + Bj,lefik(jﬁ) — Ajeik(jﬁ) + Bje*ik(jﬁ) : (4'23)

con j=1,2 3, ---n.
Recordemos que la condicion de continuidad de la derivada de la funciéon de onda

(‘;—f) no es valida para los potenciales tipo delta. Existe una discrepancia entre los limites
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derecho e izquierdo de esta derivada en cada uno de los potenciales de la secuencia, la

cual puede ser calculada integrando la ecuacién de Schrodinger

iB+e 2 n
11’_1)% ];j {—;—mdzi(f) + ;aé(x - rﬁ)w(ac)} dr = lim Ey(z)dz |

o bien

2 iB+e J2 JB+e jB+e
I h’m/ d w(x)dx—i—ah'm Mz —gp)(z)dx = Elim/ Y(z)dr , (4.24)
J J

2
21m e—0 e dx =0 Ji5 e—0 e

ya que . "
/ Zaé(m —rB)(r)dr = a/ Sz — jp)(x)de . (4.25)

€ r=1 jB—e

La primer integral del miembro izquierdo de la ecuacién (4.24) es la derivada de la
funciéon de onda evaluada en los limites de integracion, la segunda integral se calcula
usando las propiedades de la funcién delta y la integral del miembro derecho es cero, ya
que se trata del area de una funcién finita cuyo ancho disminuye infinitesimalmente, es

decir,
_ W
dx

2ma;

} LW (4.26)
JjB—e

2
i+ h
Estas derivadas se evalian utilizando las ecuaciones (4.22) para las regiones derecha (z <
jB) e izquierda (x > jf) de cada uno de los potenciales; ademads, la funcién de onda
evaluada en z = j también hace uso de una de estas ecuaciones. Asi, podemos llegar al
siguiente grupo de ecuaciones:
_ 2moa . ik 2ma . . k(i k(i
Aj_lezk(Jﬂ) <7 +@k:) + Bj_e k(55) (7 — zk:) = ik(Aje k(iB) _ Bje k(JB)) ’
(4.27)
con j=1,2 3, ---n.

El sistema de las ecuaciones (4.23) y (4.27) se puede resolver de la manera matricial

. Aja . A;
Ml(]ﬁaE) :MQ(]ﬁaE) 5 (428)

Jj—1 J
donde M; y M, son las matrices (4.12) y (4.13) respectivamente. La matriz M;(z, E) es

una matriz invertible (su determinante es distinto de cero), entonces

Aj L . A;
ijl Bj
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Podemos combinar estas n ecuaciones para expresar las amplitudes de incidencia Ag y de

reflexion By en términos de la amplitud de salida A,,, es decir,

Ao
By

= Mf1(57 E) ) MQ(ﬁa E) ) Mfl(Qﬁv E) ) M2(2ﬁaE> T

n

Mfl(nﬁvE) ' M2(nﬁ7E)

— M(E) : (4.30)

donde

mao Tmao
1+ 5 —2ik(jB) ( > )
2| pzikGp) (P _ o
AT K12 S

a partir de la cual se puede calcular el coeficiente de transmisién 7' de forma numérica.
Sin embargo, es posible calcular el coeficiente analiticamente escribiendo la matriz de

transferencia de la siguiente manera

n [ o—ik(GB) 1+ @ mg e?k(P) 0
M(E) =] KD K
j=1 O 62k(]ﬁ) . (Zma) 1 . 1rmao 0 67”‘:(]6)
kh? kh?
Desarrollando el producto obtenemos

ks ima i [(ima S
M(E) e <1 + o2 ) e <_k7i2 eik(nB) 0 (4.32)

kB (img) s (1 im(;) 0 o—ik(ng) | .

kh kh

El determinante de la matriz izquierda es igual a uno, lo cual implica poder calcular su
potencia n usando la identidad de Chebyshev (ver apéndice A), y entonces poder escribir

la matriz de trasnferencia como

Dsinnf —sin(n — 1)0 Fsinnf ,
— sin 0 sin @ etkn?) 0
M(E) = G sinnb Hsinnf —sin(n — 1)0 0 o—ik(nB)
sin 0 sin @

(4.33)
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donde
D — o-ik8 1+ima) |
< kh?
A (z’ma)
N kh* )
a s (z’ma)
kn* )’
H = ¢ (1 - Z}:;;‘) (4.34)
Yy
0 =cos! |:COS kB + (%) sin kﬁ} . (4.35)

Calculamos el coeficiente de transmision a partir de su definicion

AL

T - - )
|Aol> My [?

(4.36)

donde M;; es la primer entrada de la matriz de transferencia, que de acuerdo con la

ecuacién (4.33) resulta ser

cik(nB) {eikﬁ <1 + Z]:;;) sinnf — sin(n — 1)0

My, = "y , (4.37)
o bien
ma\ 2 sin? nf
Ml =1+ (75) S (438)

Por lo tanto, el coeficiente de transmisién en terminos de la energia sera

1
T(F) = N g (4.39)
" mo sin®n
Oh’E ) sin’#@
donde
VomE ma VomE
0 =cos ! |cos——fF+ ( ) sin 4.40

Para n = 1, es decir, para el caso de una delta, el resultado se reduce al obtenido previa-

mente en la ecuacién (4.20).
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4.3. Modelo de Kronig-Penney

Consideramos el potencial periddico tipo delta de Dirac que matematicamente se es-

cribe de la siguiente forma
V(z) = Z ad(z —rp), (4.41)
r=1

los potenciales son repulsivos, por lo que « sera positivo.
Nos concentraremos solo en las soluciones a la ecuacién de Schrodinger en las regiones
anterior y posterior de alguno de los potenciales delta del arreglo periédico. Para el primer

delta las soluciones son

Yoz, E) = Age™ + Bye ™ O<z<p (4.42)
y(z, E) = A1e™ + Bre ™ g <x<2B, (4.43)
donde
2mE
k(F) =
(B) ==

y los coeficientes Ay, By, A1, By son constantes.

La condicién de continuidad de la funcion de onda ¢ en z = 3 implica que

De acuerdo al teorema de Bloch, las funciones de onda vy y 1, estan relacionadas por la

expresion

%(57 E) = wO(ﬁ - ﬁv E)elKﬁ
= (0, E)e'™7 (4.45)

asf la ecuacién (4.44) se reescribe como

bo(B, E) = (0, E)e™7 . (4.46)

La condicién de continuidad de la derivada de la funciéon de onda para potenciales

tipo delta no es véalida, existe una discrepancia entre los limites derecho e izquierdo en la

frontera de x = 3, que se calcula integrando la ecuacién de Schrodinger, de manera que
obtenemos la siguiente expresion

L
eli% dz

2m

d
i } = = uls (447)
B—e

C dx

B+e
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es decir,
di diy 2ma
-7 _ E) =
dZ dZ (/8? ) h2

donde la funciéon de onda v puede ser calculada usando cualquiera de las funciones 1)y

(8, E)

(B, E) (4.48)

0 1. La ecuacién (4.45), obtenida a partir del teorema de Bloch, puede ser usada para

reescribir la ecuacién (4.48) como

dio KB
— (0, E)e™" —
d$ (O’ )6

05, 5) = 2 (5, B) (4.49)

E) —

T (ﬁa ) h2

De las ecuaciones (4.46) y (4.49), con la ayuda de la ecuacién (4.42), obtenemos
Ag(e™B — KBy = By(—emikB 4 (KB

s 2ma . 9 . .
Ao <z'k;e“<ﬁ + Z;O‘ezkﬂ - ik;e”w) = B, <ik:e‘”“ﬂ - $€_M — ike’K6> . (4.50)

el cual tiene solucién tunica si el determinante de los coeficientes Ay y By es igual a cero,
es decir, se cumple la condicién
mao
cos(K3) = = sin(kf) + cos(kp) . (4.51)
Esta condicién también es conocida como la relacion de dispersion para los elementos que

se propagan en un cristal periddico.

4.4. Resultados y discusién

En esta seccién se realiza el mismo andlisis que se hizo para los potenciales rectan-
gulares en el capitulo anterior, con el fin de estudiar el coeficiente de transmisién como
funcién de la energia variando las dimensiones, el nimero de potenciales y la presencia
de impurezas.

En primer lugar nos damos cuenta que es muy importante elegir el valor de la cons-
tante «, ya que esta representa que tan alto es el potencial tipo delta, es decir, que tan
fuerte es la repulsiéon de una particula que incide sobre este potencial generado por una
atomo localizado. En la Fig. 4.3, notamos que cuando la altura del potencial delta es muy
pequena, la particula se transmite sin problema, mientras que cuando esta altura es cada
vez mas grande, la probabilidad de que la particula sea reflejada aumenta. Por lo tanto,
en nuestros cdlculos posteriores tomaremos a la constante o grande para poder estudiar

las propiedades de este tipo de potenciales.
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Consideramos una particula que incide sobre una secuencia de dos potenciales delta
idénticos, en los que mantenemos una altura fija («=2000meV), para analizar el com-
portamiento del transporte cuando variamos la separacion entre ellos. En la Fig. 4.4, se
observa que el nimero de valores de la energia en los que la particula tiene transmision
perfecta aumenta, conforme la separacion crece.

Analizamos ahora el comportamiento de la transmisién cuando aumentamos la canti-
dad de potenciales delta en la secuencia, manteniendo la altura y la separacién fijas. Para
este analisis partimos del estudio anterior para una secuencia de dos deltas separadas una
distancia de 20A, en la cual se observé que existen valores de la energia donde se hace
presente un efecto tunel. Como se muestra en la Fig. 4.5, cada uno de ellos se desdobla
en mas valores muy préximos conforme se aumenta el nimero de potenciales; ademas,
notamos la aparicion de regiones donde serda improbable la transmision de la particula.
Por lo tanto, podemos predecir que en el caso limite de una infinidad de potenciales se
formaran bandas continuas de energia permitida (donde la particula sera transmitida) y
bandas de energia prohibida (donde la particula sera reflejada).

El modelo de Kronig-Penney, como se mencioné en el capitulo anterior, explica la
aparicion de estas bandas de energia en un arreglo periédico infinito. En la Fig. 4.6, se
grafica el coeficiente de transmisién de un arreglo de 100 potenciales delta separados una

distancia de 20A junto con

F(E) = %sin(kﬁ) + cos(kp), (4.52)
con
2mE
k=

como funciones de la energia (en meV). En ella podemos observar que las bandas permi-
tidas de energfa coincide con los valores donde la ecuacién (4.51) tiene solucidn, es decir,
cuando el valor de la funcién f(FE) se encuentra en el intervalo [—1, 1], por lo que las

fronteras entre energia permitida y energia prohibida siempre ocurren cuando
f(E)=cosKf =+1, (4.53)

es decir, para los valores de K dados por

2 37

m
=B

(4.54)
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donde ( es la periodicidad de la red.

[gual que para el caso de barreras de potencial, esto podria entenderse como consecuen-
cia de una reflexién de Bragg. Las ondas reflejadas por los potenciales sucesivos estaran
en fase si la longitud de onda A (de las ondas incidente y reflejada) estd relacionada con

el espaciamiento () entre potenciales de la condicién de Bragg
28 =X, 2\, 3\, - (4.55)

En este caso 203 es la distancia extra que viaja la onda por la reflexion de potenciales
sucesivos, de modo que si es igual a un nimero entero de longitudes de onda A, las ondas
reflejadas estaran exactamente en fase y habra una onda reflejada neta cuya amplitud sea

igual a la amplitud de la onda incidente. Ya que A estd dada como
(4.56)

la condicion de Bragg nos da la relacion entre K y 3

25:%2(%),3(%), (4.57)

es decir, los valores de K para una reflexién constructiva.

Finalmente consideramos la presencia de impurezas en las secuencias de potenciales
tipo delta. En primer lugar consideramos una particula que incide sobre una secuencia
de 10 potenciales delta de altura 2000meV y separados una distancia de 20A, donde
tomaremos como una impureza a un delta de altura diferente a la del resto. En la Fig.
4.7, se grafica el coeficiente de transmision para el caso de una sola impureza de altura
menor a la del resto de la secuencia (1500meV, 1000meV y 500meV), ademds del caso
donde se incluye un pozo de profundidad 2000meV. En esta grafica se puede observar
la aparicion de un valor energético en cada una de las regiones prohibidas con el que la
particula tendra la posibilidad de ser transmitida. Notese que este valor se adentra cada
vez mas en la regién prohibida conforme la altura de la impureza disminuye. Es importante
hacer mencién que la impureza fue colocada a la mitad del arreglo debido a que en esta
posicién se hace mas evidente el efecto ya descrito. Para el caso de una impureza de mayor
altura a la del resto de la secuencia, no se observa la aparicién del valor energético, como
lo muestra la Fig. 4.8 para los valores de 3000meV, 4000meV, 5000meV y 10000meV. Sin
embargo, podemos notar una baja considerable en la transmision conforme la altura de

esta impureza se incrementa.
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En segundo lugar consideramos una particula que incide sobre la misma secuencia de
potenciales tipo delta, pero ahora se tomara como impureza una longitud de separacion
diferente a la del resto. En la Fig. 4.9, se grafica el coeficiente de transmisién para los
casos de 1, 2, 3y 10 impurezas de longitud 25A en la secuencia. En esta gréfica se observa
que el numero de valores de energia que aparecen en cada una de las regiones prohibidas
es igual el nimero de impurezas presentes en la secuencia. Nétese que conforme el niimero
de impurezas aumenta la estructura de bandas desaparece, y a partir de 6 impurezas la
estructura se reconstruye. El caso de 10 impurezas corresponde a la transmision para una
secuencia de 10 deltas de con una separacién 25A sin impurezas, por lo que poseera una

estructura de bandas bien definida.
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Figura 4.3: Coeficiente de transmisién para un potencial tipo delta de altura 1meV, 2000meV y
4000meV.
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y una separacién de 10A, 20A, 40A y 80A.
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Figura 4.5: Coeficiente de transmisién para una secuencia de 3, 5, 10 y 100 potenciales tipo delta de
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modelo de Kronig-Penney.
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Figura 4.7: Coeficiente de transmisién para una secuencia de 10 potenciales tipo delta repulsivos de
altura 2000meV separados una distancia de 20A, en el cual cambiamos la altura de uno de los delta por
los valores 1500meV, 1000meV, 500meV y -2000meV (atractivo) como impureza.



4.4. Resultados y discusion 53

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

- 1.0

(@) -
(93] o
' A |
|
o
93]

o'=2000meV k

0-0 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

o
o

o'=3000meV

o'=4000meV

o o -
o (6)] o
L1 1 I L1 I
(f
LELELL I LELELL I T
o o -
o (&)} o

-
o

(f
IIIIIIIIIII
o
(@)

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII O-O

o'=5000meV

Coeficiente de Transmision

o o =0 o = ¢ (
o (&) ] o O (@) ] o

. I . I . I . I [
p—

L I L I
=) =) =
o (&) ] o

1.0 5 - 1.0
] o'=10000meV X
0.5 - 0.5
0.0 0.0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Energia(meV)

Figura 4.8: Coeficiente de transmisién para una secuencia de 10 potenciales tipo delta repulsivos de
altura 2000meV separados una distancia de 20A, en el cual cambiamos la altura de uno de los delta por
los valores 3000meV, 4000meV, 5000meV y 10000meV como impureza.



54 4. Potencial tipo delta de Dirac

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

L 1 1 I L Ll I Ll 1 1 I Ll 1 1 I Ll L | I L 1l I Ll 1 1 I L 1 1 I L Ll I L 1 1
1.0 - 1.0
0.5 0.5
) n'=0 [
0-0 : Trni I LENLELEL I LI I I Trva I LEBLENLEL) II IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII : O-O
1.0 - 1.0
5 05- - 0.5
g i n'=1 [
2 0-0 _- I LINLIL I LI I I Trva I LEBLENLEL) I LEBLELEL) I LI I I Trni I LENLELEL I Trni B O-O
& 104 - 1.0
— X = [
3 051 n= L 0.5
o) ] [
c ) [
2 0.0+ - 0.0
= 1.0 L 1.0
Q ) [
S ] n'=3 r
0.5 - 0.5
0-0 : T Ill LI T I LIBLILJ I Trva I LEBLENLEL) LEBLELEL) I LI I I Trni I LENLELEL I Trni : O-O
1.0 - 1.0
0.5 - 0.5
. n'=10 C
0-0 ] Trni I LENLELEL I LI I I Trva I LEBLENLEL) I LEBLELEL) I LI I I Trni I LENLELEL I Trni X O-O

0O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Energia(meV)
Figura 4.9: Coeficiente de transmision para una secuencia de 10 potenciales tipo delta repulsivos de

altura 2000meV separados una distancia de 20A, en el cual se cambian 1, 2, 3 y 10 distancias de separacién
de longitud #’=25A como impurezas.



Conclusiones

Se estudia el coeficiente de transmisién para una particula que incide sobre un se-
cuencia de potenciales rectangulares y tipo delta variando el tamano y el ntmero de
potenciales, ademas de la insercién de impurezas en alguna posicién.

El aumento en el ancho de la barrera de potencial rectangular provoca una conside-
rable baja en la probabilidad de que una particula la atraviese por efecto tunel. Para
energias mayores que la altura del potencial, la probabilidad de que sea transmitida no
se vera afectada fuertemente. Ademads, se observan valores energéticos con los que la
particula se transmite perfectamente, los cuales aumentan en cantidad conforme el ancho
del la barrera crece.

El coeficiente de transmision para una particula que incide sobre un potencial tipo
delta disminuye al aumentar la altura (a) del potencial. Este resultado no depende si se
trata de un delta repulsivo (o > 0) o un delta atractivo (a < 0).

En secuencias de dos o més potenciales (rectangulares y tipos delta) aparecen valores
discretos de la energia en los que la particula se transmite perfectamente por efecto tunel.
El nimero de estos valores crece (desdoblamiento) conforme se aumenta la separacién
entre potenciales o si se aumenta el nimero de ellos. De la misma manera, aparecen
regiones de baja probabilidad en la transmision, tendiendo a formar bandas de energia
continua, tanto permita (hay transmisién) como prohibida (no hay transmisién), conforme
el arreglo tienda a un nidmero infinito de potenciales.

El modelo de Kronig-Penney explica muy bien la apariciéon de bandas de energia en
los arreglos periddicos con un nimero infinito de potenciales. La relaciéon de dispersion
obtenida a partir de este modelo muestra los intervalos exactos de las regiones de energia
tanto permitidas como prohibidas. En las fronteras de estos intervalos los valores de K
de la relacién de dispersion corresponden exactamente con aquellos valores del nimero de

onda para los cuales la longitud de onda (\) satisface la condicién de Bragg.
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La introduccién de impurezas en las secuencias de potenciales rectangulares y tipo
delta provoca la aparicion de valores energéticos en el interior de las regiones prohibidas;
el nimero de estos valores sera igual al nimero de impurezas presentes en la secuencia. En
el caso de impurezas como potenciales de altura mayor a la del resto, este valor energético

no aparece.



Apéndice A
Identidad de Chebyshev

La identidad de Chebyshev fue utilizada en los capitulos 3 y 4 para calcular los ele-
mentos de la matriz de transferencia; y asi poder obtener una expresion analitica del
coeficiente de transmisién en una secuencia de potenciales rectangulares y tipo delta. La
identidad de Chebyshev se formula como sigue:

Considere la matriz M

A B
M = , (A.1)
C D
tal que

det(M) =1 . (A.2)

Entonces la n-esima potencia de M esta dada por

n

A B
M" =
C D
Asinnf — sin(n — 1)6 Bsinnf
_ ind in
- C'sinnd D sinnf S—uéin(n -1 | (A.3)
sin ¢ sin ¢

donde
1 1
0 = cos ! (ETr(M)> =cos™ ! (5(14 + D)) . (A.4)
Para demostrar la identidad, primero definimos la funcién

u, = Sl (A5)

sin 6
de manera que ecuacién (A.3) se escribe como
AU, —U,_1 BU,
CUn DUn - Unfl

o7



58 A. Identidad de Chebyshev

Luego, asumimos que la identidad es valida para algin valor n > 1; por lo que mos-

traremos que también es valida para n 4 1. Para esto tendremos

A B AU, — U, BU,
O D CUn DUn - Un—l

M =M - M" =

(A2 + BC)U, — AU,_, B[(A+ D)U, — U,_4]
Cl(A+ DU, — U,_,] (D*+ BC)U, — DU,_,

ya que
BC=AD -1,

Al(A+D)U, — U,y = U,  B[(A+ D)U, — U,_]
Cl(A+ DU, —U,_y]  D[(A+ DU, — U,_4] — U,

M =

Usando identidades trigonométricas, es facil demostrar la siguiente expresion

Upi1=2cos0U, —U,_4
=(A+D)U, —-U,_1,

por lo tanto
AUn+1 - Un BUn+1

CUns1 DUpp1 — U,

M =

(A.10)

(A.11)

la cual es nuevamente la identidad de Chebyshev (A.3) para la potencia n+1 de la matriz

M.
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