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2.3. Teoŕıa de bandas de enerǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.4. Funciones de Bloch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3. Potenciales rectangulares 13

3.1. Barrera de potencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2. Pozo de potencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.3. Transmisión en una secuencia de n barreras . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.4. Modelo de Kronig-Penney . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.5. Resultados y discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4. Potencial tipo delta de Dirac 37

4.1. Potencial delta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2. Transmisión en una secuencia de n deltas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.3. Modelo de Kronig-Penney . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.4. Resultados y discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Conclusiones 55

A. Identidad de Chebyshev 57

i
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Caṕıtulo 1

Introducción

Dentro de las diversas áreas de estudio de la f́ısica, la materia condensada es una de las

áreas de investigación de mayor importancia a nivel mundial. Su objetivo es estudiar las

propiedades estructurales y electrónicas de los materiales entendiendo el comportamiento

de las distintas fases de la materia y las configuraciones atómicas, usando las leyes de

la f́ısica, principalmente las de la mecánica cuántica, el electromagnetismo y la mecánica

estad́ıstica. Debido a la naturaleza interdisciplinaria de su campo de estudio, el desa-

rrollo de la materia condensada requiere del trabajo y la colaboración de investigadores

tanto teóricos como experimentales, conformados por f́ısicos, matemáticos, qúımicos e

ingenieros. Las técnicas de fabricación y caracterización de materiales han permitido la

creación de nuevas tecnoloǵıas que son de gran impacto en la sociedad, encontrando

aplicaciones y enormes adelantos en las áreas de la medicina, la bioloǵıa, la qúımica, las

telecomunicaciones y la tecnoloǵıa doméstica.

Los primeros estudios que se hicieron respecto a la conductividad eléctrica provie-

nen de G. Ohm en 1827 analizando metales. Más tarde estos resultados y muchos otros

experimentos sobre las conductividades térmica y eléctrica fueron muy bien explicados uti-

lizando métodos de la teoŕıa cinética clásica. En particular, el modelo de Lorentz-Drude

del electrón libre fue capaz de explicar la resistencia al flujo de electrones bajo condiciones

normales de temperatura y presión. Sin embargo, el modelo no pudo diferenciar el compor-

tamiento de la conductividad entre conductores, semiconductores y aislantes; igualmente

falló en predecir los resultados experimentales de la conductividad de los metales como

función de la temperatura; y a bajas temperaturas le fue imposible predecir el efecto de la

desaparición completa de la resistencia eléctrica en algunos sólidos. Este fenómeno cuánti-
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2 1. Introducción

co de magnitud macroscópica conocido como superconductividad [1, 2] aparece cuando se

alcanza una determinada temperatura cŕıtica.

Debido a estos problemas de la mecánica clásica se tuvo que esperar el desarrollo

de la mecánica cuántica y la aparición del concepto de la superficie de Fermi, lo cual

ocurrió hacia los años 50, para lograr un mejor entendimiento del transporte electrónico en

metales [3, 4, 5, 6]. Con estas bases Bardeen, Cooper y Schrieffer desarrollaron la primera

teoŕıa microscópica de la superconductividad conocida como la teoŕıa BCS, con lo cual

obtuvieron el premio Nobel de la F́ısica en 1972. A partir de 1986 con el descubrimiento

de un superconductor a 300K por Berdnotz y Muller, comenzó una carrera sin precedentes

por descubrir nuevos materiales superconductores de alta temperatura cŕıtica, lo que daŕıa

lugar a impresionantes aplicaciones en las áreas de la electrónica, la ingenieŕıa eléctrica y

las comunicaciones.

La electrónica convencional desde su origen ha usado la carga eléctrica para codificar

los datos informáticos basados en un sistema binario de unos y ceros (bits), dependiendo

de si los electrones circulan o no dentro del material. Actualmente, el transistor es el dis-

positivo encargado de conmutar esta corriente eléctrica, y además es el elemento principal

del que están hechos los circuitos integrados. Desde su aparición, los circuitos integrados

fueron aumentado sus capacidades duplicando el número de transistores empaquetados

en un mismo chip de silicio cada 24 meses, según lo hab́ıa predicho Moore en 1975 (Ley

de Moore), volviéndose tan complejos y avanzados que las conexiones se han reducido a

escalas micrométricas. Aunque esta evolución continúa, se predice que para el año 2016

esta reducción ya no será posible, por lo que los investigadores están buscando nuevas

alternativas para mejorar las caracteŕısticas y propiedades del transporte electrónico.

Una alternativa a esta limitante tecnológica es poder explotar, dentro del mismo trans-

porte electrónico, los estados del esṕın como una representación binaria, los llamados qu-

bits o bits cuánticos, por lo que se podrá transmitir mucho más información por cada

electrón. Con esta idea nace una nueva rama dentro de la f́ısica de la materia condensada

denominada espintrónica [7, 8]. El objetivo principal de la espintrónica es poder construir

dispositivos que dispongan de un sistema que pueda generar y mantener una corriente

de electrones con esṕınes polarizados y de otro sistema que sea sensible a esa polariza-

ción. Un paso más radical seŕıa tener una unidad intermedia que realice algún tipo de

procesamiento en la corriente, de acuerdo con los estados de los espines. Esta rama puede
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dar lugar a una nueva generación de computadoras y dispositivos electrónicos con nuevas

funcionalidades, iniciando la era de la computación cuántica.

Uno de los principales fenómenos en que se basan algunos dispositivos espintrónicos es

la magnetorresistencia [9], descubierto por William Thomson en 1857. Este fenómeno es

una propiedad que presentan ciertos materiales de variar su resistencia eléctrica cuando

son sometidos a la presencia de un campo magnético. Aunque desde un principio la mayor

dificultad era que no se pod́ıa variar de manera significativa la resistencia eléctrica de un

material, incluso en presencia de un campo magnético fuerte, el fenómeno sufrió grandes

avances gracias a los descubrimientos hechos por parte de Peter Grünberg y Albert Fert

sobre la magnetorresistencia gigante GMR [10, 11, 12, 13, 14]. Este trabajo fue reconoci-

do con el Premio Nobel de la F́ısica en 2007. Los efectos de la GMR son muy estudiados

en compuestos con estructura tipo perovskita [15, 16] a base de manganeso con valen-

cia mixta, conocidos como manganitas. La GMR además de tener muchas aplicaciones

tecnológicas, como el funcionamiento de los discos duros actuales, sirvió de base para el

origen de algunas variantes del fenómeno como la magnetorresistencia colosal CMR y la

magnetorresistencia túnel TMR [17, 18, 10].

En años recientes se ha tenido mucha actividad en el estudio de la propagación, re-

fracción, absorción y dispersión de part́ıculas subatómicas a través de medios cristalinos y

cuasicristalinos [19, 20, 21, 22, 23, 24]. Existe un amplio conocimiento acerca del espectro

de bandas de las part́ıculas que se propagan en medios que son estrictamente puros o

relativamente simples, sin embargo, uno de los intereses actuales es estudiar y conocer la

influencia de imperfecciones aleatorias [25, 26, 27, 28, 19, 24] que están presentes en las

muestras experimentales. Estas imperfecciones se originan, por ejemplo, de las variacio-

nes en los parámetros del medio de propagación tales como la constante dieléctrica, la

permeabilidad magnética, el ı́ndice de refracción y las dimensiones geométricas.

En este trabajo modelamos el transporte de los electrones a través de un cristal a

escala nanométrica [29, 30, 31, 32], haciendo un análisis de la transmisión o propagación

de las ondas asociadas a través de una secuencia periódica de potenciales rectangulares

[33, 34, 35, 36, 19] y tipos delta [37, 38, 19, 32]. Los potenciales rectangulares y los tipos

delta son frecuentemente utilizados para representar campos de fuerza con un determinado

alcance o para representar la interacción entre los electrones móviles y los iones fijos dentro

de un conductor.



4 1. Introducción

La tesis está estructurada de la siguiente forma: En el primer caṕıtulo se introduce

la ecuación la Schrödinger, que es la herramienta principal para tratar los fenómenos

cuánticos, seguido de una explicación del método de la matriz de transferencia [39, 19, 34],

una técnica ampliamente utilizada para describir el proceso de transporte y de dispersión

de electrones a través de secuencias ordenas y desordenadas; luego se mostrará la manera

en que se clasifican los materiales respecto a su conductividad eléctrica a partir de la

estructura de bandas de enerǵıa [40, 41, 42, 43, 44, 45]; finalmente se expondrá el teorema

de Bloch [34, 41, 42] utilizado por el Modelo de Kronig-Penney [19, 41, 45] para describir

los estados de enerǵıa en estructuras cristalinas.

En el segundo caṕıtulo se resuelve la ecuación de Schrödinger para potenciales rectan-

gulares en una dimensión, y hacemos uso de la matriz de transferencia para investigar las

propiedades de la transmisión en este tipo de potencial. Este caṕıtulo inicia con la obten-

ción de una expresión anaĺıtica del coeficiente de transmisión para una barrera y para un

pozo de potencial, donde se observa el efecto túnel, un fenómeno f́ısico con importantes

aplicaciones en el área de semiconductores [46, 47, 48, 41]; posteriormente se obtiene una

expresión para el cálculo numérico de la transmisión en una secuencia finita de barreras

de potencial y se abordará el modelo de Kronig-Penney, donde se obtiene la relación de

dispersión que muestra la estructura de bandas para una secuencia infinita de barreras de

potencial. Finalmente, se analizan y discuten los resultados obtenidos para el coeficiente

de transmisión en potenciales tipo barrera variando el tamaño, el número de potenciales

y la inserción de impurezas en alguna posición de la secuencia.

En el tercer caṕıtulo se investigan las propiedades de la transmisión en una secuen-

cia de potenciales tipo delta de Dirac, haciendo el mismo análisis desarrollado para los

potenciales rectangulares en el capitulo anterior. Este caṕıtulo inicia con la obtención

de una expresión anaĺıtica del coeficiente de transmisión para un simple potencial tipo

delta; luego se aborda el caso para una secuencia de muchos potenciales tipo delta y se

obtiene la relación de dispersión en el modelo de Kronig-Penney; finalmente se analizan y

discuten los resultados obtenidos para el coeficiente de transmisión cuando se cambian las

dimensiones y el número de potenciales, además de la inserción de impurezas en alguna

posición.



Caṕıtulo 2

Preámbulo Teórico

2.1. Ecuación de Schrödinger

En 1924, Louis de Broglie propuso que la materia poséıa propiedades de onda y de

part́ıcula. Más tarde, en 1927, esta hipótesis fue corroborada con evidencias experimentales

que demostraron de manera contundente que las part́ıculas (escala atómica y subatómica)

se mueven de acuerdo a las leyes de movimiento ondulatorio. Este principio de dualidad

sirvió de punto de partida para el exitoso desarrollo de la teoŕıa de la mecánica cuántica.

En la mecánica cuántica se asocia una función de onda al movimiento de las part́ıculas

cuando se encuentran bajo la acción de fuerzas externas. Aunque esta función carece de

interpretación f́ısica, su magnitud al cuadrado es proporcional a la probabilidad de en-

contrar a la part́ıcula en un punto y en un instante determinado. La forma de la función

de onda Ψ está determinada por la ecuación de Schrödinger, la cual se escribe matemáti-

camente de la siguiente manera

− h̄2

2m
∇2Ψ(r, t) + V (r, t)Ψ(r, t) = ih̄

∂Ψ(r, t)

∂t
, (2.1)

que en una dimensión se reduce a

− h̄2

2m

∂2Ψ(x, t)

∂x2
+ V (x, t)Ψ(x, t) = ih̄

∂Ψ(x, t)

∂t
. (2.2)

La deducción de esta ecuación diferencial se hizo a partir de los postulados de la mecánica

cuántica. Es importante mencionar que esta ecuación fue diseñada para ser congruente

con la ecuación de la enerǵıa clásica, por lo que no es válida para part́ıculas que se mueven

a velocidades relativistas; en ese caso se usa la teoŕıa desarrollada por Dirac en 1929.

5



6 2. Preámbulo Teórico

Una manera de resolver la ecuación de Schrödinger (2.2) consiste en utilizar la técnica

de separación de variables, debido a que de inmediato se reduce la ecuación diferencial

parcial a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias. La técnica propone una so-

lución en forma de un producto de funciones, cada una de las cuales contiene sólo una de

las variables independientes, por lo que la función de onda Ψ, se escribe como

Ψ(x, t) = ψ(x)ϕ(t) . (2.3)

Esta solución se puede proponer siempre y cuando la enerǵıa potencial V (x, t) no dependa

expĺıcitamente del tiempo, de modo que la función potencial se pueda escribir como V (x).

Puesto que en la mecánica cuántica, como en la mecánica clásica, casi todos los sistemas

tienen enerǵıas potenciales de esta forma, la condición no es una restricción muy seria.

La separación de variables nos conduce al siguiente par de ecuaciones diferenciales

ordinarias:

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x) , (2.4)

ih
dϕ(t)

dt
= Eϕ(t) . (2.5)

La primera ecuación es conocida como la ecuación de Schrödinger independiente del tiem-

po, cuya solución ψ dependerá del potencial V (x). La solución de la segunda ecuación tiene

la forma

ϕ(t) = e−iEt/h̄ = cos(
Et

h̄
)− i sin(

Et

h̄
) , (2.6)

es decir, una función que oscila en el tiempo, con frecuencia ν = E/h, donde la constante

de separación o acoplamiento E concuerda exactamente con la enerǵıa total de la part́ıcula

según los postulados de de Broglie-Enstein.

La función de onda que resulta es

Ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/h̄ . (2.7)

La probabilidad de encontrar la part́ıcula en algún punto e instante determinado, para

este tipo de potencial es

|Ψ(x, t)|2 = |ψ(x)e−iEt/h̄|2 = |ψ(x)|2 , (2.8)

de manera que no dependerá del momento en el que se haga la medición.
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{ { {

Región I Región II Región III

Figura 2.1: Potencial localizado V (x) = f(x) en la región II.

2.2. Matriz de transferencia

La técnica de la matriz de transferencia [19, 34, 39] resulta ser una excelente opción

para analizar la propagación de una part́ıcula a través de un sistema compuesto por una

secuencia de potenciales localizados en regiones adyacentes [21, 24, 33, 35, 36, 38]. En esta

técnica se resuelve la ecuación de Schrödinger para cada potencial de manera individual,

cuyas soluciones serán acopladas aplicando las condiciones de frontera mediante el uso de

matrices, y por lo tanto poder calcular la probabilidad de que la part́ıcula sea transmitida.

Para entender este método consideremos el potencial mostrado en la Fig. 2.1

V (x) =


0 si x ϵ Región I

f(x) si x ϵ Región II

0 si x ϵ Región III .

(2.9)

Debido a que en las regiones I y III el potencial es nulo (V (x) = 0), la ecuación de

Schrödinger independiente del tiempo (Ec. 2.4) se escribe como

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x) , (2.10)

la cual corresponde al caso de la part́ıcula libre. Las soluciones serán entonces:

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx en la región I, (2.11)

ψ(x) = Feikx +Ge−ikx en la región III, (2.12)

donde

k =

√
2mE

h̄
. (2.13)
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El término exp (ik1x) se le atribuye a una onda que se propaga en la dirección en la que

x crece y el término exp (−ik1x) a una onda que se propaga en la dirección contraria,

mientras que las constantes A, B, F y G representan sus amplitudes.

En la región II por supuesto no se puede obtener expĺıcitamente la función de onda ψ,

hasta que se especifique la forma del potencial (V (x) = f(x)) en esta región. Sin embargo,

recordemos que la ecuación de Schrödinger es una ecuación diferencial lineal de segundo

grado, de manera que la solución tendrá la forma

ψ(x) = Cg(x) +Dh(x) , (2.14)

donde g(x) y h(x), son dos soluciones particulares linealmente independientes.

Si se aplica la condición de continuidad de la función de onda (ψ) y su derivada (dψ
dx
) en

la frontera de las regiones (x = x1 y x = x2), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

Aeikx1 +Be−ikx1 = Cg(x1) +Dh(x1)

ikAeikx1 − ikBe−ikx1 = Cg′(x1) +Dh′(x1)

Cg(x2) +Dh(x2) = Feikx2 +Ge−ikx2

Cg′(x2) +Dh′(x2) = ikFeikx2 − ikGe−ikx2 , (2.15)

el cual se puede expresar en forma matricial como eikx1 eikx1

ikeikx1 −ike−ikx1

A
B

 =

g(x1) h(x1)

g′(x1) h′(x1)

C
D


g(x2) h(x2)

g′(x2) h′(x2)

C
D

 =

 eikx2 eikx2

ikeikx2 −ike−ikx2

F
G

 , (2.16)

tomando

M1(x) =

 eikx eikx

ikeikx −ike−ikx

 (2.17)

y

M2(x) =

g(x) h(x)

g′(x) h′(x)

 , (2.18)

podemos escribir

M1(x1)

A
B

 =M2(x1)

C
D


M2(x2)

C
D

 =M1(x2)

F
G

 . (2.19)
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Si las matrices M1 y M2 son invertibles, es decir, sus determinantes son distintos de

cero, que en el caso particular de M1 es cierto, se tendráA
B

 =M−1
1 (x1) ·Mx1(x1)

C
D


C
D

 =M−1
2 (x2) ·M1(x2)

F
G

 . (2.20)

Las ecuaciones del sistema se combinan para relacionar las amplitudes de entrada en

términos de las amplitudes de salida, es decir,A
B

 =M−1
1 (x1) ·M2(x1) ·M−1

2 (x2) ·M1(x2)

F
G


= M

F
G

 =

M11 M12

M21 M22

F
0

 , (2.21)

donde M es una matriz 2× 2 conocida como la matriz de transferencia.

La constante G se toma igual a cero, ya que no existe un obstáculo en la región III

que pueda originar una reflexión, por lo tanto las amplitudes de la onda reflejada B y la

onda transmitida F en términos de la amplitud de la onda de incidencia A se escriben

como

B =
M21

M11

A (2.22)

F =
1

M11

A , (2.23)

donde M11 y M21 son las entradas (1,1) y (2,1) respectivamente de la matriz de transfe-

rencia.

A partir de estos resultados se calcula el coeficiente de transmisión T , el cual especifica

la probabilidad de que la part́ıcula sea trasmitida a través del potencial (V (x) = f(x))

desde la región I hasta la región III. Tal coeficiente está definido matemáticamente como

el cociente de la magnitud al cuadrado de la amplitud de la onda transmitida entre la

magnitud al cuadrado de la amplitud de la onda de incidencia, es decir,

T ≡ |F |2

|A|2
=

1

|M11|2
. (2.24)

Análogamente se calcula la probabilidad de que la onda sea reflejada, la cual se define

como

R ≡ |B|2

|A|2
=

|M21|2

|M11|2
. (2.25)
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Ambos coeficientes se pueden relacionar usando la expresión

T +R = 1 , (2.26)

la cual es consecuencia de la conservación de la densidad de corriente [19].

2.3. Teoŕıa de bandas de enerǵıa

En un átomo aislado los niveles de enerǵıa que los electrones pueden ocupar son niveles

discretos. Cada uno de estos niveles tendrá una determinada degeneración de las funciones

de onda (estados cuánticos) de acuerdo con el principio de exclusión de Pauli.

Los niveles de enerǵıa en un sólido de N átomos se traslapan desdoblándose en un

conjunto de N niveles con la misma degeneración. Los niveles de más baja enerǵıa no se

desdoblan con tanta facilidad debido a que pertenecen a las subcapas más internas del

átomo (1s, 2s, 2p), por lo que se requerirá de una distancia interatómica extremadamente

pequeña (1 o 2 Å). Si en el sólido se considera un orden de 1023 átomos, los niveles

estarán tan próximos entre śı, que prácticamente formaran bandas de enerǵıa continuas,

separadas por regiones donde no existen niveles de enerǵıa permitidos, conocidas como

bandas prohibidas (gap). La estructura de las bandas de enerǵıa dependerá de la geometŕıa

de la red y de la clase de átomos que la constituyen [40, 41, 42, 43, 44, 45, 47, 48].

A una temperatura de T = 00K, los electrones ocuparán las bandas de enerǵıa desde

el nivel más bajo hasta el nivel más alto, conocido como nivel de Fermi. Si se aumenta la

temperatura algunos electrones próximos al nivel de Fermi se excitarán térmicamente, de

manera que podrán ocupar niveles de enerǵıa más elevados. La última banda que contiene

electrones se conoce como banda de valencia, y la siguiente es conocida como banda de

conducción.

Si la banda de valencia de un sólido se encuentra parcialmente ocupada, los electrones

pueden liberarse fácilmente bajo la acción de un campo eléctrico externo, y entonces

ocupar estados de niveles de enerǵıa más elevados dentro de la misma banda, produciendo

un flujo de corriente, por lo que el sólido se comportará como un conductor o metal.

También exhibirá este comportamiento si la banda de valencia está totalmente ocupada,

siempre y cuando esta banda esté superpuesta a la banda de conducción.

En el caso de un sólido aislante la banda de valencia se encuentra completamente llena

y separada de la banda de conducción por una banda prohibida muy ancha (de más de
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Conductor SemiconductorConductor Aislante

E
n
e
rg

ía

Eg  >2-3 eV Eg  <2-3 eV

{
{

{
{

{ {
{

Ec  

Ev  

Ec  

Ec  

Ev  

Ev  

Ev  

Electrones térmicamente
excitados  

Estados 
electrónicos

vacíos 
(huecos)  

Figura 2.2: Ocupación de las bandas por los electrones: donde Ev, es la banda de valencia; Ec, la banda
de conducción; Eg, el ancho de la banda prohibida; y ϵF es la enerǵıa de Fermi.

2 o 3 eV). Por esta razón es prácticamente imposible que los electrones puedan saltar a

la banda de conducción bajo la acción de un campo eléctrico externo o por excitación

térmica, por lo que no circulará corriente eléctrica. La diferencia entre un aislante y

un conductor es muy notable: la conductividad eléctrica de los metales oscila de 104 a

106Ω−1 · cm−1, mientras que en los aislante es menor a 10−10Ω−1 · cm−1.

Los sólidos semiconductores se caracterizan por que la banda prohibida es muy estre-

cha (menor que 2 o 3 eV). A T = 00K la banda de valencia está completamente llena

comportándose como un aislante. Sin embargo, al aumentar la temperatura, un número

apreciable de electrones adquieran la suficiente enerǵıa térmica para saltar de la banda

de valencia a la banda de conducción. Los electrones dentro de la banda de conducción

podrán moverse libremente bajo la acción de un campo eléctrico externo, generando una

corriente eléctrica y, además, los estados vaćıos que quedaron en la banda de valencia

contribuyen al flujo de la corriente a través del mecanismo de conducción por huecos. La

conductividad eléctrica de los semiconductores es menor que la de los metales debido a

que tiene una concentración limitada de electrones libres y huecos.
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2.4. Funciones de Bloch

F. Bloch demostró un importante teorema que ayuda a comprender la formación de

bandas de enerǵıa de los sólidos cristalinos en el modelo de Kronig-Penney. El teorema

de Bloch [34, 41, 42] enuncia lo siguiente:

Las funciones propias de la ecuación de onda para un potencial periódico son el producto de

una onda plana por una función moduladora que posee la periodicidad de la red cristalina.

es decir, las soluciones de la ecuación de Schrödinger para un potencial periódico deben

ser de la forma

ψK(r) = uK(r)e
iK·r , (2.27)

donde K es el vector de onda y uK(r) tiene periodo igual al de la red cristalina

uK(r) = uK(r+R) , (2.28)

donde

R = n1a+ n2b+ n3c , (2.29)

a, b, c son los vectores primitivos de la red y n1, n2, n3 son números enteros arbitrarios.

Si se la función de onda ψ se traslada en el vector R, se obtiene

ψ(r+R) = eiK·Rψ(r) , (2.30)

la cual en una dimensión se escribirá como

ψ(x+R) = eiKRψ(x) , (2.31)

donde

K ≡ |K| = 2π

λ
(2.32)

es el número de onda y su sentido f́ısico es el del número de longitudes de onda λ que

caben en el segmento 2π.
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Potenciales rectangulares

3.1. Barrera de potencial

En esta sección se resolverá la ecuación de Schrödinger para una barrera de potencial

rectangular que se muestra en la Fig. 3.1. El potencial se puede escribir como sigue

V (x) =

 V0 b < x < b+ a

0 en otro caso
, (3.1)

donde V0 es una constante positiva.

De acuerdo con la mécanica clásica, una part́ıcula de enerǵıa E < V0 en la región x < b

que incide sobre una barrera en la dirección en la que x crece tendrá una probabilidad de

ser reflejada igual a uno, y una probabilidad de ser transmitida a la región x > b+a igual

a uno si E > V0.

Ninguna de estas afirmaciones describe de manera adecuada los resultados de la

mecánica cuántica. Si E < V0, la teoŕıa predice que existe cierta probabilidad de que

Figura 3.1: Barrera de potencial de altura V0 y ancho a.

13
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la part́ıcula sea transmitida a través de la barrera a la región x > b + a, un fenómeno

conocido como efecto túnel. En el caso de que E > V0, la teoŕıa predice que habrá algo

de reflexión.

Para este potencial, la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo (2.4) se

resuelve en forma separada para cada una de las tres regiones: en la izquierda de la

barrera (x < b), en el interior de la barrera (b < x < b+ a) y en la derecha de la barrera

(x > b+ a).

En las regiones de la izquierda y de la derecha de la barrera, el potencial es cero

(V0 = 0), por lo tanto, las ecuación corresponde a la ecuación de una part́ıcula libre

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x) ,

con soluciones generales

ψ(x,E) = A0e
ik1x +B0e

−ik1x x < b (3.2)

ψ(x,E) = A2e
ik1x +B2e

−ik1x x > b+ a , (3.3)

donde

k1(E) =

√
2mE

h̄
(3.4)

y A0, B0, A2, B2 son constantes.

En la región interior de la barrera la ecuación tomará la forma

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V0ψ(x) = Eψ(x) , (3.5)

cuya solución general dependerá si E < V0 o si E > V0.

Analicemos el primer caso, es decir, cuando la enerǵıa de la part́ıcula es menor que la

altura de la barrera (E < V0). La solución de la ecuación de Schrödinger (3.5) es

ψ(x,E) = A1e
k2x +B1e

−k2x , (3.6)

donde

k2(E) =

√
2m(V o− E)

h̄
. (3.7)

Observe que la función de onda contiene exponenciales reales, por lo que no representan

ondas.
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Usando las condiciones de continuidad de la función de onda (ψ) y su derivada (dψ
dx
)

en el punto x = b y en x = b+a, se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones que relaciona

las constantes arbitrarias A0, B0, A1, B1, A2 y B2 de la siguiente manera

A0e
ik1b +B0e

−ik1b = A1e
k2b +B1e

−k2b

ik1A0e
ik1b − ik1B0e

−ik1b = k2A1e
k2b − k2B1e

−k2b

A1e
k2(b+a) +B1e

−k2(b+a) = A2e
ik1(b+a) +B2e

−ik1(b+a)

k2A1e
k2(b+a) − k2B1e

−k2(b+a) = ik1A2e
ik1(b+a) − ik1B2e

−ik1(b+a) , (3.8)

que en forma matricial se escribe como sigue eik1b e−ik1b

ik1e
ik1b −ik1e−ik1b

A0

B0

 =

 ek2b e−k2b

k2e
k2b −k2e−k2b

A1

B1


 ek2(b+a) e−k2(b+a)

k2e
k2(b+a) −k2e−k2(b+a)

A1

B1

 =

 eik1(b+a) e−ik1(b+a)

ik1e
ik1(b+a) −ik1e−ik1(b+a)

A2

B2

 . (3.9)

Renombrando las matrices

M1(x,E) =

 eik1x e−ik1x

ik1e
ik1x −ik1e−ik1x

 (3.10)

y

M2(x,E) =

 ek2x e−k2x

k2e
k2x −k2e−k2x

 , (3.11)

las ecuaciones (3.9) se pueden reescribir como

M1(b, E)

A0

B0

 =M2(b, E)

A1

B1


M2(b+ a,E)

A1

B1

 =M1(b+ a,E)

A2

B2

 . (3.12)

Dado que los determinantes de las matrices (3.10) y (3.11) son distintos de cero,M1 yM2

son invertibles, es decir,

M−1
1 (x,E) =

1

2
e−ik1x − i

2k1
e−ik1x

1

2
eik1x

i

2k1
eik1x

 (3.13)

y

M−1
2 (x,E) =

1

2
e−k2x

1

2k2
e−k2x

1

2
ek2x − 1

2k2
ek2x

 , (3.14)
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se tendrá A0

B0

 =M−1
1 (b, E) ·M2(b, E)

A1

B1

 (3.15)

A1

B1

 =M−1
2 (b+ a,E) ·M1(b+ a,E)

A2

B2

 ,

lo cual permite obtener las amplitudes de entrada en términos de las amplitudes de salida,A0

B0

 =M−1
1 (b, E) ·M2(b, E) ·M−1

2 (b+ a,E) ·M1(b+ a,E)

A2

0


= M(E)

A2

0

 , (3.16)

la constante B2 es igual a cero, ya que en la región de la derecha sólo puede haber una

onda transmitida y no existe nada en esta región que produzca una reflexión. La matriz

de transferencia M está dada por

M(E) =

 D e−2ik1(b+a)F

e2ik1(b+a)G H

 (3.17)

donde

D = eik1a
(
cosh(k2a)−

i(k21 − k22)

2k1k2
sinh(k2a)

)
,

F = eik1a
(
i(k21 + k22)

2k1k2
sinh(k2a)

)
,

G = −e−ik1a
(
i(k21 + k22)

2k1k2
sinh(k2a)

)
,

y

H = e−ik1a
(
cosh(k2a) +

i(k21 − k22)

2k1k2
sinh(k2a)

)
. (3.18)

Resolviendo la ecuación (3.16) se pueden encontrar los valores de las amplitudes de la

onda reflejada B0 y de la onda transmitida A2 en términos de la amplitud de la onda de

incidencia A0, es decir,

B0 =

−e2ik1b
(
i(k21 + k22)

2k1k2
sinh(k2a)

)
A0

cosh(k2a)−
i(k21 − k22)

2k1k2
sinh(k2a)

(3.19)
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y

A2 =
e−ik1aA0

cosh(k2a)−
i(k21 − k22)

2k1k2
sinh(k2a)

. (3.20)

Por lo tanto, el coeficiente de transmisión para una part́ıcula de enerǵıa E < V0 será

T =
|A2|2

|A0|2
=

1

1 +
(k21 + k22)

2

4k21k
2
2

sinh2(k2a)

, (3.21)

el cual en términos de la enerǵıa se escribe como

T (E) =
1

1 +
V 2
0

4E(V0 − E)
sinh2

(√
2m(V0 − E)

h̄
a

) . (3.22)

donde la constante a es el ancho de la barrera.

En el caso de una part́ıcula con E > V0, la solución general de la ecuación (3.5) será

ψ(x,E) = A1e
ik3x +B1e

−ik3x , (3.23)

donde:

k3(E) =

√
2m(E − V0)

h̄
. (3.24)

Observe que esta ecuación contiene exponenciales complejas, representando ondas que se

mueven en direcciones contrarias.

Procediendo de la misma manera como se hizo en el caso anterior, se obtiene la si-

guiente expresiónA0

B0

 =M−1
1 (b, E) ·M3(b, E) ·M−1

3 (b+ a,E) ·M1(b+ a,E)

A2

0


= M(E)

A2

0

 . (3.25)

donde

M3(x,E) =

 eik3x e−ik3x

ik3e
ik3x −ik3e−ik3x

 (3.26)

y su inversa

M−1
3 (x,E) =

1

2
e−ik3x − i

2k3
e−ik3x

1

2
eik3x

i

2k3
eik3x

 . (3.27)
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Por tanto, el coeficiente de transmisión para el caso de una part́ıcula con enerǵıa

E > V0 resultará ser

T =
1

1 +
(k21 − k23)

2

4k21k
2
3

sin2(k3a)

. (3.28)

Este resultado se puede obtener directamente partiendo de la ecuación (3.21), haciendo

la sustitución

k2 = ik3 . (3.29)

La ecuación (3.28) en términos de la enerǵıa se puede escribir como

T (E) =
1

1 +
V 2
0

4E(E − V0)
sin2

(√
2m(E − V0)

h̄
a

) . (3.30)

Note que para transmisión perfecta (T = 1) se cumple

En = V0 +
n2π2h̄2

2ma2
, (3.31)

donde n es un número entero positivo.

3.2. Pozo de potencial

Considere una part́ıcula que incide desde la izquierda en dirección en la que x crece

sobre el pozo de potencial, que se muestra en la Fig. 3.2 y cuyo potencial esta dado por

V (x) =

 −V0 b < x < b+ a

0 en otro caso
, (3.32)

donde V0 > 0.

De acuerdo con la mecánica clásica toda part́ıcula de enerǵıa E > 0 que incide sobre

un pozo tendrá una probabilidad igual a uno de ser transmitida. Pero dentro de la teoŕıa

de la mecánica cuántica esta afirmación es incorrecta ya que existe cierta probabilidad de

que la part́ıcula sea reflejada.

Para este potencial también se resuelve la ecuación de Shrödinger en tres regiones

diferentes: en la izquierda del pozo (x < b), en el interior del pozo (b < x < b+ a) y en la

derecha del pozo (x > b+ a).
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Figura 3.2: Pozo de potencial de profundidad V0 y ancho a.

En las regiones izquierda y derecha del pozo el potencial es nulo (V0 = 0), de manera

que la ecuación de Schrödinger corresponde a la ecuación de una part́ıcula libre

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x) ,

con soluciones generales

ψ(x,E) = A0e
ik1x +B0e

−ik1x x < b

ψ(x,E) = A2e
ik1x +B2e

−ik1x x > b+ a ,

donde

k1(E) =

√
2mE

h̄

y A0, B0, A2, B2 son constantes.

En la región interior del pozo la ecuación de Schrödinger tomará la forma

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
− V0ψ(x) = Eψ(x) . (3.33)

Dado que estamos considerando el caso en el que E > 0, la solución general será una

combinación lineal de dos ondas que viajan en direcciones opuestas, es decir,

ψ(x,E) = A1e
ik4x +B1e

−ik4x , (3.34)

donde

k4(E) =

√
2m(V0 + E)

h̄
. (3.35)
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A partir de esto podemos calcular el coeficiente de transmisión de la misma manera

como se hizo para la barrera de potencial, por lo que se obtendrá la expresión análoga a

la ecuación (3.16)A0

B0

 =M−1
1 (b, E) ·M4(b, E) ·M−1

4 (b+ a,E) ·M1(b+ a,E)

A2

0


= M(E)

A2

0

 , (3.36)

donde

M4(x,E) =

 eik4x e−ik4x

ik4e
ik4x −ik4e−ik4x

 (3.37)

y su inversa

M−1
4 (x,E) =

1

2
e−ik4x − i

2k4
e−ik4x

1

2
eik4x

i

2k4
eik4x

 . (3.38)

Calculando la matriz de transferencia en la ecuación (3.36) se obtiene el siguiente

resultado

T (E) =
1

1 +
(k21 − k24)

2

4k21k
2
4

sin2(k4a)

, (3.39)

el cual se deduce directamente de la ecuación (3.21), haciendo la sustitución:

k2 = ik4 . (3.40)

Por lo tanto el coeficiente de transmisión para una part́ıcula que incide sobre un pozo,

como función de la enerǵıa será

T (E) =
1

1 +
V 2
0

4E(V0 + E)
sin2

(√
2m(V0 + E)

h̄
a

) . (3.41)

Nuevamente se puede notar que para tener transmisión perfecta (T = 1) se cumple que

En =
n2π2h̄2

2ma2
− V0 , (3.42)

donde n es un número entero positivo.
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Figura 3.3: Arreglo de n barreras de altura V0, ancho a y separación b.

3.3. Transmisión en una secuencia de n barreras

Ahora calculamos el coeficiente de transmisión para una secuencia periódica y finita

de n barreras de potencial (ver la Fig. 3.3), el cual como ya se ha mencionado, es un buen

modelo para explicar el transporte de un electrón a través de un cristal. El potencial se

puede escribir matemáticamente de la siguiente forma

V (x) =

 V0 jb+ (j − 1)a < x < j(b+ a)

0 en otro caso
, (3.43)

donde V0 > 0 y j =1, 2, 3, · · ·n.

Las ecuaciones de Schrödinger que se deben resolver para cada una de las regiones

del potencial son de dos tipos; como la ecuación (2.10) de la part́ıcula libre y como la

ecuación (3.5), cuyas soluciones dependerán de si la enerǵıa E es mayor o menor que la

altura del potencial V0.

Para el caso en el que E < V0, las soluciones generales para cada región serán:

ψ0(x,E) = A0e
ik1x +B0e

−ik1x x < b

ψ1(x,E) = A1e
k2x +B1e

−k2x b < x < b+ a

ψ2(x,E) = A2e
ik1x +B2e

−ik1x b+ a < x < 2b+ a

ψ3(x,E) = A3e
k2x +B3e

−k2x 2b+ a < x < 2(b+ a)

...
...

ψ2n−1(x,E) = A2n−1e
k2x +B2n−1e

−k2x nb+ (n− 1)a < x < n(b+ a)

ψ2n(x,E) = A2ne
ik1x +B2ne

−ik1x x > n(b+ a) , (3.44)

donde

k1(E) =

√
2mE

h̄
y k2(E) =

√
2m(V o− E)

h̄
,
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los coeficientes A0, B0, A1, B1, . . . A2n, B2n son constantes.

Aplicando la condición de continuidad de la función de onda (ψ) y su derivada (dψ
dx
)

en las fronteras de cada región, obtenemos los siguientes sistemas de ecuaciones:

para la frontera en x = b

A0e
ik1b +B0e

−ik1b = A1e
k2b +B1e

−k2b

ik1(A0e
ik1b −B0e

−ik1b) = k2(A1e
k2b −B1e

−k2b) ,

para la frontera en x = b+ a

A1e
k2(b+a) +B1e

−k2(b+a) = A2e
ik1(b+a) +B2e

−ik1(b+a)

k2(A1e
k2(b+a) −B1e

−k2(b+a)) = ik1(A2e
ik1(b+a) −B2e

−ik1(b+a)) ,

para la frontera en x = 2b+ a

A2e
ik1(2b+a) +B2e

−ik1(2b+a) = A3e
k2(2b+a) +B3e

−k2(2b+a)

ik1(A2e
ik1(2b+a) +B2e

−ik1(2b+a)) = k2(A3e
k2(2b+a) +B3e

−k2(2b+a)) ,

...

y para la frontera en x = n(b+ a)

A2n−1e
k2n(b+a) +B2n−1e

−k2n(b+a) = A2ne
ik1n(b+a) +B2ne

−ik1n(b+a)

k2(A2n−1e
k2n(b+a) +B2n−1e

−k2n(b+a)) = ik1(A2ne
ik1n(b+a) +B2ne

−ik1n(b+a)) .

Lo anterior se puede expresar en forma matricial como sigue

M1(b, E)

A0

B0

 =M2(b, E)

A1

B1


M2(b+ a,E)

A1

B1

 =M1(b+ a,E)

A2

B2


M1(2b+ a,E)

A2

B2

 =M2(2b+ a,E)

A3

B3


...

M2(n(b+ a), E)

A2n−1

B2n−1

 =M1(n(b+ a), E)

A2n

B2n

 , (3.45)



3.3. Transmisión en una secuencia de n barreras 23

donde M1 y M2 son las matrices (3.10) y (3.11) respectivamente. La constante B2n es

igual a cero, debido a que corresponde a una reflexión en la región derecha de todos los

potenciales (z > n(b+ a)), lo cual no es posible.

Al combinar las ecuaciones del sistema (3.45) obtenemos el resultadoA0

B0

 =M−1
1 (b, E) ·M2(b, E) ·M−1

2 (b+ a,E) ·M1(b+ a,E) · · ·

· · ·M−1
2 (n(b+ a), E) ·M1(n(b+ a), E)

A2n

0


= M(E)

A2n

0

 , (3.46)

donde

M(E) =
n∏
j=1

M−1
1 (j(b+ a)− a,E) ·M2(j(b+ a)− a,E) ·M−1

2 (j(b+ a), E) ·M1(j(b+ a), E)

=
n∏
j=1

 D e−2ik1j(b+a)F

e2ik1j(b+a)G H

 , (3.47)

y las constantes D, F , G y H estan dadas por las ecuaciones (3.18).

Haciendo el cálculo numérico de la matriz (3.47) podemos conocer el coeficiente de

transmisión para una part́ıcula con enerǵıa E < V0 que incide sobre una secuencia de n

barreras de potencial. Sin embargo, podemos obtener el coeficiente anaĺıticamente si la

reescribimos como sigue

M(E) =
n∏
j=1

e−ik1j(b+a) 0

0 eik1j(b+a)

D F

G H

eik1j(b+a) 0

0 e−ik1j(b+a)

 .

Desarrollando el producto obtenemos

M(E) =

e−ik1(b+a)D e−ik1(b+a)F

eik1(b+a)G eik1(b+a)H

neik1n(b+a) 0

0 e−ik1n(b+a)

 .

El determinante de la matriz izquierda es igual a uno, lo cual implica poder calcular su

potencia n usando la identidad de Chebyshev (ver apéndice A), por lo que

M(E) =

e
−ik1(b+a)D sinnθ − sin(n− 1)θ

sin θ

e−ik1(b+a)F sinnθ

sin θ
eik1(b+a)G sinnθ

sin θ

eik1(b+a)H sinnθ − sin(n− 1)θ

sin θ


eik1n(b+a) 0

0 e−ik1n(b+a)

 ,

(3.48)
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donde

θ = cos−1

(
cos(k1b) cosh(k2a)−

k21 − k22
2k1k2

sin(k1b) sinh(k2a)

)
, (3.49)

Calculamos el coeficiente de transmisión a partir de la definición

T =
|A2n|2

|A0|2
=

1

|M11|2
, (3.50)

donde M11 es la primer entrada de la matriz de transferencia, que de acuerdo con la

ecuación (3.48) resulta ser

M11 =
eik1n(b+a)[e−ik1(b+a)D sinnθ − sin(n− 1)θ)]

sin θ
, (3.51)

o bien

|M11|2 = 1 +
(k21 + k22)

2

4k21k
2
2

sinh2(k2a) sin
2 nθ

sin2 θ
. (3.52)

Por lo tanto, el coeficiente de transmisión para una secuencia de n potenciales rectan-

gulares es

T (E) =
1

1 +
(k21 + k22)

2

4k21k
2
2

sinh2(k2a) sin
2 nθ

sin2 θ

, (3.53)

donde θ está dada por la ecuación (3.49). Note que para el caso de una barrera de poten-

cial, es decir, para n = 1, el resultado se reduce al obtenido previamente en la ecuación

(3.21).

Para el caso en el que E > V0, las soluciones generales para cada región serán:

ψ0(x,E) = A0e
ik1x +B0e

−ik1x x < b

ψ1(x,E) = A1e
ik3x +B1e

−ik3x b < x < b+ a

ψ2(x,E) = A2e
ik1x +B2e

−ik1x b+ a < x < 2b+ a

ψ3(x,E) = A3e
ik3x +B3e

−ik3x 2b+ a < x < 2(b+ a)

...
...

ψ2n−1(x,E) = A2n−1e
ik3x +B2n−1e

−ik3x nb+ (n− 1)a < x < n(b+ a)

ψ2n(x,E) = A2ne
ik1x +B2ne

−ik1x x > n(b+ a) , (3.54)

donde

k1(E) =

√
2mE

h̄
y k3(E) =

√
2m(E − V o)

h̄
,
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y los coeficientes A0, B0, A1, B2, . . . A2n, B2n son constantes.

Siguiendo el mismo proceso, el sistema que corresponde a este caso es

M1(b, E)

A0

B0

 =M3(b, E)

A1

B1


M3(b+ a,E)

A1

B1

 =M1(b+ a,E)

A2

B2


...

M3(n(b+ a), E)

A2n−1

B2n−1

 =M1(n(b+ a), E)

A2n

B2n

 , (3.55)

donde M3 es las matriz (3.26).

Por lo tanto, la matriz de transferencia que resulta es

M(E) =
n∏
j=1

M−1
1 (j(b+ a)− a,E) ·M3(j(b+ a)− a,E) ·M−1

3 (j(b+ a), E) ·M1(j(b+ a), E)

=
n∏
j=1

 D′ e−2ik1j(b+a)F ′

e2ik1j(b+a)G′ H ′

 , (3.56)

donde

D′ = eik1a
(
cos(k3a)−

i(k21 + k23)

2k1k3
sin(k3a)

)
,

F ′ = eik1a
(
i(k21 − k23)

2k1k3
sin(k3a)

)
,

G′ = −e−ik1a
(
i(k21 − k23)

2k1k3
sin(k3a)

)
y

H ′ = e−ik1a
(
cos(k3a) +

i(k21 + k23)

2k1k3
sin(k3a)

)
, (3.57)

con la cual se puede calcular numéricamente el coeficiente de transmisión para una part́ıcu-

la con enerǵıa E > V0.

Nuevamente se puede calcular el coeficiente de manera anaĺıtica como se hizo para el

caso anterior, y obtener como resultado

T (E) =
1

1 +
(k21 − k23)

2

4k21k
2
3

sin2(k3a) sin
2 nθ

sin2 θ

, (3.58)
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con

θ = cos−1

(
cos(k1b) cos(k3a)−

k21 + k23
2k1k3

sin(k1b) sin(k3a)

)
. (3.59)

Para n = 1, es decir, para el caso de una barrera, el resultado se reduce al obtenido

previamente en la ecuación (3.28).

3.4. Modelo de Kronig-Penney

En esta sección explicamos el comportamiento del coeficiente de transmisión en una

secuencia periódica e infinita de barreras de potencial con la ayuda del modelo de Kronig-

Penney. El potencial se escribe matemáticamente como

V (x) =

 V0 jb+ (j − 1)a < x < j(b+ a)

0 en otro caso
, (3.60)

donde V0 > 0 y j =1, 2, 3, · · · ,∞.

Para esto solo nos concentramos en las soluciones de la ecuación de Schrödinger en

la región interior y las regiones vecinas de una de las barreras del arreglo periódico, por

simplicidad se hará el cálculo sobre la primer barrera (j = 1).

En el caso en el que la enerǵıa de la part́ıcula incidente sea menor que la altura de la

barrera (E < V0) las soluciones son:

ψ0(x,E) = A0e
ik1x +B0e

−ik1x 0 < x < b

ψ1(x,E) = A1e
k2x +B1e

−k2x b < x < b+ a

ψ2(x,E) = A2e
ik1x +B2e

−ik1x b+ a < x < 2b+ a , (3.61)

donde

k1(E) =

√
2mE

h̄
y k2(E) =

√
2m(V0 − E)

h̄
,

y los coeficientes A0, B0, A1, B1, A2 y B2 son constantes.

Aplicamos la condición de continuidad de la función de onda (ψ) y su derivada (dψ
dx
)
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en x = b y x = b+ a para obtener el siguiente sistema

ψ0(b, E) = ψ1(b, E)

dψ0

dx
(b, E) =

dψ1

dx
(b, E)

ψ1(b+ a,E) = ψ2(b+ a,E)

dψ1

dx
(b+ a,E) =

dψ2

dx
(b+ a,E) . (3.62)

De acuerdo a la ecuación (2.31) equivalente al teorema de Bloch en una dimensión,

las funciones de onda ψ2 y ψ0 se relacionan por medio de la expresión

ψ2(x,E) = ψ0(x− (b+ a), E)eiK(b+a) , (3.63)

donde R = b+ a es la periodicidad de la red de barreras de potencial.

Haciendo uso de la relación anterior y de las ecuaciones (3.61), el sistema (3.62) se

reescribe como

A0e
ik1b +B0e

−ik1b = A1e
k2b +B1e

−k1b (3.64)

ik1(A0e
ik1b −B0e

−ik1b) = k2(A1e
k2b −B1e

−k2b)

A1e
k2(b+a) +B1e

−k2(b+a) = (A2 +B2)e
iK(b+a)

k2(A1e
k2(b+a) −B1e

−k2(b+a)) = ik1(A2 −B2)e
iK(b+a) .

Este sistema de ecuaciones tendrá una única solución si el determinante de los coefi-

cientes A0, B0, A1 y B1 se anula, es decir, si se cumple

cos(K(b+ a)) = cosh(k2a) cos(k1b) +
k22 − k21
2k1k2

sinh(k2a) sin(k1b) . (3.65)

En caso de que la part́ıcula tenga enerǵıa E > V0, es necesario hacer en los cálculos

anteriores el siguiente cambio

k2 = ik3 ,

donde

k3(E) =

√
2m(E − V0)

h̄
,

de manera que la ecuación (3.65) se escribe como

cos(K(b+ a)) = cos(k3a) cos(k1b)−
k21 + k23
2k1k3

sin(k3a) sin(k1b) . (3.66)

Esta condición también es conocida como la relación de dispersión para los elementos que

se propagan en un cristal periódico.
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3.5. Resultados y discusión

En esta sección se discuten los resultados obtenidos para el coeficiente de transmisión

para secuencias de barreras de potencial variando el tamaño, el número de potenciales y

la inserción de impurezas.

El transporte de una part́ıcula que incide sobre una barrera rectangular de altura finita

se ve afectado por el aumento del ancho de la barrera. En la Fig. 3.4, se puede observar

que para una part́ıcula de enerǵıa menor que la altura del potencial (E < 100meV) existe

cierta probabilidad de que penetre la barrera por efecto túnel, la cual disminuye conforme

el ancho de la barrera aumenta. Cuando la enerǵıa excede la altura de la barrera, aparecen

más valores de la enerǵıa con transmisión perfecta a medida que el ancho crece, tal efecto

se puede inferir de la ecuación (3.31).

Analizamos una part́ıcula que incide sobre un arreglo de dos barreras de altura finita,

en las que fijamos un ancho para estudiar el transporte cuando hacemos variar la sepa-

ración de las barreras. En la Fig. 3.5, se puede observar que existen valores de enerǵıa

menores a la altura del potencial (100meV) en los que la part́ıcula puede transmitirse

perfectamente a través de las barreras, un efecto túnel que no era concebido clásicamente,

y que además el número de estos valores va aumentando conforme la separación entre las

barreras crece.

Estudiemos el coeficiente de transmisión de un part́ıcula que incide sobre una secuencia

de n barreras manteniendo la altura, el ancho y la separación fijas, para analizar su

comportamiento mientras aumentamos el número de este tipo de potenciales. En la Fig.

3.6, notamos el efecto túnel que se observó en el caso de dos barreras, es decir, existen

valores energéticos menores a 100meV que permiten a la part́ıcula transmitirse. También

podemos notar que conforme el numero de barreras aumenta, las enerǵıas con transmisión

perfecta se desdoblan en mas valores muy próximos entre si; además, notamos la aparición

de regiones donde será improbable que la part́ıcula pueda transmitirse, incluso para valores

que superan la altura de las barreras. Cuando la secuencia tiende a un número infinito de

barreras, el coeficiente de transmisión tenderá a un perfil de bandas de enerǵıa continua

tanto permitida como prohibida.

El modelo de Kronig-Penney es capaz de predecir la formación de estas bandas de

enerǵıa para una secuencia periódica e infinita. En la Fig. 3.7, se grafica el coeficiente

de transmisión en función de la enerǵıa para una secuencia de 100 barreras de altura
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100meV, un ancho de 10Å y separados una distancia de 20Å junto con la función

f(E) =


cosh(k2a) cos(k1b) +

k22 − k21
2k1k2

sinh(k2a) sin(k1b) E < 0

cos(k3a) cos(k1b)−
k21 + k23
2k1k3

sin(k3a) sin(k1b) E > 0 ,

(3.67)

donde

k1(E) =

√
2mE

h̄
, k2(E) =

√
2m(V0 − E)

h̄
y k3(E) =

√
2m(E − V0)

h̄
.

En la Fig. 3.7, se observa como la formación de bandas permitidas de enerǵıa coincide

con los valores donde las ecuaciones (3.65) y (3.66) tienen solución, es decir, para valores

de la función f(E) en el intervalo [−1, 1], por lo que las fronteras entre enerǵıa permitida

y enerǵıa prohibida ocurren cuando

f(E) = cosK(b+ a) = ±1 , (3.68)

es decir, para los valores de K dados por

K =
π

b+ a
,

2π

b+ a
,

3π

b+ a
, · · · , (3.69)

donde b + a es la periodicidad de la red. Esto podŕıa entenderse como consecuencia de

una reflexión de Bragg de la onda viajera que representa al electrón propagándose por

la red. Si una onda que viaja hacia la derecha incide sobre un conjunto de potenciales

que representan regiones entre los iones de la red, espaciadas una distancia uniforme,

será parcialmente reflejada por cada uno de los potenciales. Por lo general, las ondas

reflejadas que viajan hacia la izquierda no estarán exactamente en fase entre śı y por lo

tanto no podrán combinarse constructivamente para producir una onda reflejada neta de

amplitud grande. Sin embargo, estarán en fase si la longitud de onda λ (de las ondas

incidente y reflejada) está relacionada con el espaciamiento entre potenciales b + a de la

condición de Bragg

2(b+ a) = λ, 2λ, 3λ, · · · , (3.70)

2(b + a) es la distancia extra que viaja la onda por la reflexión de potenciales sucesivos,

de modo que si es igual a un número entero de longitudes de onda λ, las ondas reflejadas

estarán exactamente en fase y habrá una onda reflejada neta cuya amplitud sea igual a

la amplitud de la onda incidente. Como λ está dada por

λ =
2π

K
, (3.71)
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la condición de Bragg será

2(b+ a) =
2π

K
, 2

(
2π

K

)
, 3

(
2π

K

)
, · · · , (3.72)

lo cual es equivalente a la ecuación (3.69), es decir, los valores de K donde se encuentran

las fronteras de enerǵıa, son justamente aquellos valores del número de onda para los

cuales λ satisface la condición de Bragg.

Finalmente consideramos la presencia de impurezas en las secuencias de potenciales

rectangulares. En primer lugar consideramos una part́ıcula que incide sobre una secuencia

de 10 barreras de potencial de altura 100meV, de ancho 10Å y separados una distancia de

20Å, donde tomaremos como una impureza a una barrera de mismo ancho pero de altura

diferente a la del resto. En la Fig. 3.8, se grafica el coeficiente de transmisión para el

caso de una sola impureza de altura menor a la del resto de la secuencia (75meV, 50meV

y 10meV), además del caso donde se incluye un pozo de profundidad 100meV. En esta

gráfica se puede observar la aparición de un valor energético en cada una de las regiones

prohibidas con el que la part́ıcula podrá ser transmitida. Nótese que este valor se adentra

cada vez más en la región prohibida conforme la altura de la impureza disminuye. Es

importante hacer mención que la impureza fue colocada a la mitad del arreglo debido a

que en esta posición se hace evidente el efecto ya descrito. Para el caso de una impureza de

mayor altura a la del resto de la secuencia, no se observa la aparición del valor energético,

como lo muestra la Fig. 3.9 para los valores de 200meV, 300meV, 400meV y 500meV. Sin

embargo, podemos notar una baja considerable en la transmisión conforme la altura de

esta impureza se incrementa.

En segundo lugar consideramos una part́ıcula que incide sobre la misma secuencia de

barreras de potencial, pero ahora se tomará como impureza una longitud de separación

diferente a la del resto. En la Fig. 3.10, se grafica el coeficiente de transmisión para los

casos de 1, 2, 3 y 10 impurezas de longitud 28Å en la secuencia. En esta gráfica se observa

que el número de valores de enerǵıa que aparecen en cada una de las regiones prohibidas

es igual el número de impurezas presentes en la secuencia. Nótese que conforme el número

de impurezas aumenta la estructura de bandas desaparece, y a partir de 6 impurezas la

estructura se reconstruye. El caso de 10 impurezas corresponde a la transmisión para

una secuencia de 10 barreras de potencial con separación 28Å sin impurezas, por lo que

poseerá una estructura de bandas bien definida.
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Figura 3.4: Coeficiente de transmisión como función de la enerǵıa para una barrera con una altura de
100meV y diferentes anchos: 10Å, 20Å, 40Å y 80Å.
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Figura 3.5: Coeficiente de transmisión como función de la enerǵıa para una secuencia de dos barre-
ras de altura 100meV, un ancho de 10Å y una separación entre barreras de 10Å, 30Å, 50Å y 100Å
respectivamente.
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Figura 3.6: Coeficiente de transmisión como función de la enerǵıa para una secuencia de 3, 5, 10 y 100
barreras de altura 100meV, un ancho de 10Å y una separación entre barreras de 20Å.
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Figura 3.7: Coeficiente de transmisión para una secuencia de 100 barreras de potencial de altura
100meV, un ancho de 10Å y una separación de 20Å, donde se muestran las bandas de enerǵıa com-
patibles con el modelo de Kronig-Penney.
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Figura 3.8: Coeficiente de transmisión para una secuencia de 10 barreras de potencial de altura 100meV,
de ancho 10Å y separados una distancia de 20Å, en el cual se cambia la altura de una barrera por los
valores 75meV, 50meV, 10meV y -100meV (pozo) como impureza.
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Figura 3.9: Coeficiente de transmisión para una secuencia de 10 barreras de potencial de altura 100meV,
de ancho 10Å y separados una distancia de 20Å, en el cual se cambia la altura de una barrera por los
valores 200meV, 300meV, 400meV y 500meV como impureza.
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Figura 3.10: Coeficiente de transmisión para una secuencia de 10 barreras de potencial de altura
100meV, con un ancho de 10Å y una distancia de separación de 20Å, en el cual se cambian 1, 2, 3 y 10
distancias de separación de longitud b′=28Å como impurezas.
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Caṕıtulo 4

Potencial tipo delta de Dirac

4.1. Potencial delta

La función delta de Dirac δ(x) se define como sigue

δ(x) =

 ∞ si x = 0

0 si x ̸= 0 ,
(4.1)

con ∫ ∞

−∞
δ(x)dx = 1 . (4.2)

En esta sección consideraremos una part́ıcula que incide por la izquierda de un poten-

cial tipo delta de Dirac en dirección hacia donde la x crece, el cual se escribe matemáti-

camente de la siguiente manera

V (x) = αδ(x− β) , (4.3)

donde α es una constante cualquiera distinta de cero, que en caso de ser positiva representa

la altura del potencial tipo delta que se muestra en la Fig. 4.1a o la profundidad si es

negativa y se muestra en la Fig. 4.1b. Aśı, la ecuación de Schrödinger tomará la forma

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ αδ(x− β)ψ(x) = Eψ(x) . (4.4)

En este caso debemos resolver la ecuación de Schrödinger en dos regiones: en la iz-

quierda del potencial (x < β) y en la derecha del potencial (x > β), donde las ecuaciones

corresponden al caso de la part́ıcula libre (véase ecuación (2.10)) ya que el potencial es

37
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a) b)

Figura 4.1: Potencial tipo delta de Dirac: a) repulsivo (α > 0) y b) atractivo(α < 0).

nulo (V0 = 0). Las soluciones generales para cualquier enerǵıa E > 0 serán:

ψ(x,E) = A0e
ikx +B0e

−ikx x < β , (4.5)

ψ(x,E) = A1e
ikx +B1e

−ikx x > β ,

donde

k(E) =

√
2mE

h̄
(4.6)

y los coeficientes A0, B0, A1, B1 son constantes. La condición de continuidad de la función

de onda (ψ) en x = β implica tener

A0e
ikβ +B0e

−ikβ = A1e
ikβ +B1e

−ikβ . (4.7)

Recordemos que en el caso de los potenciales rectangulares también se requirió de la

condición de continuidad de la derivada de la función de onda (dψ
dx
), lo cual no es válido

para el caso del potencial tipo delta, ya que existe una discrepancia entre los ĺımites

derecho e izquierdo cuando esta derivada tiende a x = β, tal discrepancia se calcula

integrando la ecuación de Schrödinger

ĺım
ϵ→0

∫ β+ϵ

β−ϵ

{
− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ αδ(x− β)ψ(x)

}
dx = ĺım

ϵ→0

∫ β+ϵ

β−ϵ
Eψ(x)dx , (4.8)

o bien

− h̄2

2m
ĺım
ϵ→0

∫ β+ϵ

β−ϵ

d2ψ(x)

dx2
dx+ α ĺım

ϵ→0

∫ β+ϵ

β−ϵ
δ(x− β)ψ(x)dx = E ĺım

ϵ→0

∫ β+ϵ

β−ϵ
ψ(x)dx .

En el miembro izquierdo de esta ecuación la primer integral no es más que la derivada de la

función de onda (dψ
dx
) evaluada en los ĺımites de integración, la segunda integral se calcula
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utilizando las propiedades de la función delta de Dirac y la integral del miembro derecho

es cero, ya que es el área de una función finita cuyo ancho disminuye infinitesimalmente,

por lo tanto

ĺım
ϵ→0

{
dψ

dx

∣∣∣∣
β+ϵ

− dψ

dx

∣∣∣∣
β−ϵ

}
=

2mα

h̄2
ψ(β) . (4.9)

Las derivadas y la función de onda evaluada en x = β se calculan utilizando las ecuaciones

(4.5) para las regiones izquierda (x < β) y derecha (x > β) del potencial. Aśı llegamos a

la siguiente ecuación

A0e
ikβ

(
2mα

h̄2
+ ik

)
+B0e

−ikβ
(
2mα

h̄2
− ik

)
= ik(A1e

ikβ −B1e
−ikβ) . (4.10)

Se hace uso de la técnica de la matriz de transferencia para resolver el sistema de las

ecuaciones (4.7) y (4.10) en la forma matricial eikβ e−ikβ

eikβ
(
2mα

h̄2
+ ik

)
e−ikβ

(
2mα

h̄2
− ik

)
A0

B0

 =

 eikβ e−ikβ

ikeikβ −ike−ikβ

A1

B1

 ,

es decir,

M1(β,E)

A0

B0

 =M2(β,E)

A1

B1

 , (4.11)

donde

M1(x,E) =

 eikx e−ikx

eikx
(
2mα

h̄2
+ ik

)
e−ikx

(
2mα

h̄2
− ik

) (4.12)

y

M2(x,E) =

 eikx e−ikx

ikeikx −ike−ikx

 . (4.13)

Dado que la matrizM1 es invertible podemos escribir las amplitudes de entrada en térmi-

nos de las de salida A0

B0

 =M−1
1 (β,E) ·M2(β,E)

A1

0

 (4.14)

= M(E)

A1

0

 , (4.15)
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con

M(E) =

 1 +
imα

kh̄2
e−2ikβ

(
imα

kh̄2

)
−e2ikβ

(
imα

kh̄2

)
1− imα

kh̄2

 , (4.16)

donde la constante B1 se tomó igual a cero, ya que no hay reflexión en la región derecha

(x > β) del potencial.

Resolviendo el sistema podemos expresar las amplitudes de las ondas reflejada B0 y

transmitida A1 en términos de la amplitud de la onda de incidencia A0 como sigue

A1 =
1

1 +
imα

kh̄2

A0 (4.17)

B0 =
−imαei2kβ

kh̄2 + imα
A0 . (4.18)

Recordemos que el coeficiente de transmisión especifica la probabilidad de que la

part́ıcula sea transmitida a través del potencial delta desde la región x < β a la región

x > β, el cual matemáticamente se escibe

T =
|A1|2

|A0|2
=

1

1 +

(
mα

kh̄2

)2 . (4.19)

Por lo tanto, el coeficiente de transmisión como función de la enerǵıa es

T (E) =
1

1 +
mα2

2h̄2E

. (4.20)

Es importante notar que el signo de α es irrelevante, por lo que el coeficiente de transmisión

es el mismo tanto para un potencial delta repulsivo (α > 0) como para uno atractivo

(α < 0).

4.2. Transmisión en una secuencia de n deltas

Ahora consideraremos una secuencia de n potenciales tipo delta de Dirac mostrado en

la Fig. 4.2; y se escribe matemáticamente como

V (x) =
n∑
r=1

αδ(x− rβ) , (4.21)

donde la constante β representa la separación entre potenciales y α la altura de los po-

tenciales delta, la cual si es positiva representa un potencial repulsivo, y si es negativa un

potencial atractivo.
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Figura 4.2: Secuencia de n deltas de altura α y una separación de β.

Para las regiones izquierda y derecha de cada delta se resuelve la ecuación de Schrödin-

ger para una part́ıcula libre (véase ecuación (2.10)). Las soluciones generales por cada

región son:

ψ0(x,E) = A0e
ikx +B0e

−ikx x < β

ψ1(x,E) = A1e
ikx +B1e

−ikx β < x < 2β

ψ2(x,E) = A2e
ikx +B2e

−ikx 2β < x < 3β

ψ3(x,E) = A3e
ikx +B3e

−ikx 3β < x < 4β

...
...

ψn−1(x,E) = An−1e
ikx +Bn−1e

−ikx (n− 1)β < x < nβ

ψn(x,E) = Ane
ikx +Bne

−ikx x > nβ , (4.22)

donde

k(E) =

√
2mE

h̄

y los coeficientes A0, B0, A1, B1, . . . An, Bn son constantes.

Igual como se hizo para el caso de un solo potencial delta, aplicamos la condición de

continuidad de la función de onda (ψ) en la frontera de cada potencial, obteniendo el

siguiente grupo de ecuaciones:

Aj−1e
ik(jβ) +Bj−1e

−ik(jβ) = Aje
ik(jβ) +Bje

−ik(jβ) , (4.23)

con j =1, 2, 3, · · ·n.

Recordemos que la condición de continuidad de la derivada de la función de onda

(dψ
dx
) no es válida para los potenciales tipo delta. Existe una discrepancia entre los ĺımites
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derecho e izquierdo de esta derivada en cada uno de los potenciales de la secuencia, la

cual puede ser calculada integrando la ecuación de Schrödinger

ĺım
ϵ→0

∫ jβ+ϵ

jβ−ϵ

{
− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+

n∑
r=1

αδ(x− rβ)ψ(x)

}
dx = ĺım

ϵ→0

∫ jβ+ϵ

jβ−ϵ
Eψ(x)dx ,

o bien

− h̄2

2m
ĺım
ϵ→0

∫ jβ+ϵ

jβ−ϵ

d2ψ(x)

dx2
dx+α ĺım

ϵ→0

∫ jβ+ϵ

jβ−ϵ
δ(x− jβ)ψ(x)dx = E ĺım

ϵ→0

∫ jβ+ϵ

jβ−ϵ
ψ(x)dx , (4.24)

ya que ∫ jβ+ϵ

jβ−ϵ

n∑
r=1

αδ(x− rβ)ψ(x)dx = α

∫ jβ+ϵ

jβ−ϵ
δ(x− jβ)ψ(x)dx . (4.25)

La primer integral del miembro izquierdo de la ecuación (4.24) es la derivada de la

función de onda evaluada en los ĺımites de integración, la segunda integral se calcula

usando las propiedades de la función delta y la integral del miembro derecho es cero, ya

que se trata del área de una función finita cuyo ancho disminuye infinitesimalmente, es

decir,

ĺım
ϵ→0

{
dψ

dx

∣∣∣∣
jβ+ϵ

− dψ

dx

∣∣∣∣
jβ−ϵ

}
=

2mαj

h̄2
ψ|jβ . (4.26)

Estas derivadas se evalúan utilizando las ecuaciones (4.22) para las regiones derecha (x <

jβ) e izquierda (x > jβ) de cada uno de los potenciales; además, la función de onda

evaluada en x = jβ también hace uso de una de estas ecuaciones. Aśı, podemos llegar al

siguiente grupo de ecuaciones:

Aj−1e
ik(jβ)

(
2mα

h̄2
+ ik

)
+Bj−1e

−ik(jβ)
(
2mα

h̄2
− ik

)
= ik(Aje

ik(jβ) −Bje
−ik(jβ)) ,

(4.27)

con j =1, 2, 3, · · ·n.

El sistema de las ecuaciones (4.23) y (4.27) se puede resolver de la manera matricial

M1(jβ, E)

Aj−1

Bj−1

 =M2(jβ, E)

Aj
Bj

 , (4.28)

donde M1 y M2 son las matrices (4.12) y (4.13) respectivamente. La matriz M1(x,E) es

una matriz invertible (su determinante es distinto de cero), entoncesAj−1

Bj−1

 =M−1
1 (jβ, E) ·M2(jβ, E)

Aj
Bj

 . (4.29)
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Podemos combinar estas n ecuaciones para expresar las amplitudes de incidencia A0 y de

reflexión B0 en términos de la amplitud de salida An, es decir,A0

B0

 =M−1
1 (β,E) ·M2(β,E) ·M−1

1 (2β,E) ·M2(2β,E) · · ·

M−1
1 (nβ,E) ·M2(nβ,E)

An
0


= M(E)

An
0

 , (4.30)

donde

M(E) =
n∏
j=1

M−1
1 (jβ, E) ·M2(jβ, E)

=
n∏
j=1

 1 +
imα

kh̄2
e−2ik(jβ)

(
imα

kh̄2

)
−e2ik(jβ)

(
imα

kh̄2

)
1− imα

kh̄2

 , (4.31)

a partir de la cual se puede calcular el coeficiente de transmisión T de forma numérica.

Sin embargo, es posible calcular el coeficiente anaĺıticamente escribiendo la matriz de

transferencia de la siguiente manera

M(E) =
n∏
j=1

e−ik(jβ) 0

0 eik(jβ)


 1 +

imα

kh̄2

(
imα

kh̄2

)
−
(
imα

kh̄2

)
1− imα

kh̄2


eik(jβ) 0

0 e−ik(jβ)

 .

Desarrollando el producto obtenemos

M(E) =

e
−ikβ

(
1 +

imα

kh̄2

)
e−ikβ

(
imα

kh̄2

)
−eikβ

(
imα

kh̄2

)
eikβ

(
1− imα

kh̄2

)

neik(nβ) 0

0 e−ik(nβ)

 . (4.32)

El determinante de la matriz izquierda es igual a uno, lo cual implica poder calcular su

potencia n usando la identidad de Chebyshev (ver apéndice A), y entonces poder escribir

la matriz de trasnferencia como

M(E) =

D sinnθ − sin(n− 1)θ

sin θ

F sinnθ

sin θ
G sinnθ

sin θ

H sinnθ − sin(n− 1)θ

sin θ


eik(nβ) 0

0 e−ik(nβ)

 ,

(4.33)
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donde

D = e−ikβ
(
1 +

imα

kh̄2

)
,

F = e−ikβ
(
imα

kh̄2

)
,

G = −eikβ
(
imα

kh̄2

)
,

H = eikβ
(
1− imα

kh̄2

)
(4.34)

y

θ = cos−1

[
cos kβ +

(
mα

kh̄2

)
sin kβ

]
. (4.35)

Calculamos el coeficiente de transmisión a partir de su definición

T =
|An|2

|A0|2
=

1

|M11|2
, (4.36)

donde M11 es la primer entrada de la matriz de transferencia, que de acuerdo con la

ecuación (4.33) resulta ser

M11 =

eik(nβ)
[
e−ikβ

(
1 +

imα

kh̄2

)
sinnθ − sin(n− 1)θ

]
sin θ

, (4.37)

o bien

|M11|2 = 1 +

(
mα

kh̄2

)2
sin2 nθ

sin2 θ
. (4.38)

Por lo tanto, el coeficiente de transmisión en terminos de la enerǵıa será

T (E) =
1

1 +

(
mα2

2h̄2E

)
sin2 nθ

sin2 θ

, (4.39)

donde

θ = cos−1

[
cos

√
2mE

h̄
β +

(
mα

h̄
√
2mE

)
sin

√
2mE

h̄
β

]
. (4.40)

Para n = 1, es decir, para el caso de una delta, el resultado se reduce al obtenido previa-

mente en la ecuación (4.20).
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4.3. Modelo de Kronig-Penney

Consideramos el potencial periódico tipo delta de Dirac que matemáticamente se es-

cribe de la siguiente forma

V (x) =
∞∑
r=1

αδ(x− rβ) , (4.41)

los potenciales son repulsivos, por lo que α será positivo.

Nos concentraremos solo en las soluciones a la ecuación de Schrödinger en las regiones

anterior y posterior de alguno de los potenciales delta del arreglo periódico. Para el primer

delta las soluciones son

ψ0(x,E) = A0e
ikx +B0e

−ikx 0 < x < β (4.42)

ψ1(x,E) = A1e
ikx +B1e

−ikx β < x < 2β , (4.43)

donde

k(E) =

√
2mE

h̄

y los coeficientes A0, B0, A1, B1 son constantes.

La condición de continuidad de la función de onda ψ en x = β implica que

ψ0(β,E) = ψ1(β,E) . (4.44)

De acuerdo al teorema de Bloch, las funciones de onda ψ0 y ψ1 estan relacionadas por la

expresión

ψ1(β,E) = ψ0(β − β,E)eiKβ

= ψ0(0, E)eiKβ , (4.45)

aśı la ecuación (4.44) se reescribe como

ψ0(β,E) = ψ0(0, E)eiKβ . (4.46)

La condición de continuidad de la derivada de la función de onda para potenciales

tipo delta no es válida, existe una discrepancia entre los ĺımites derecho e izquierdo en la

frontera de x = β, que se calcula integrando la ecuación de Schrödinger, de manera que

obtenemos la siguiente expresión

ĺım
ϵ→0

{
dψ

dx

∣∣∣∣
β+ϵ

− dψ

dx

∣∣∣∣
β−ϵ

}
=

2mα

h̄2
ψ|β , (4.47)
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es decir,
dψ1

dz
(β,E)− dψ0

dz
(β,E) =

2mα

h̄2
ψ(β,E) , (4.48)

donde la función de onda ψ puede ser calculada usando cualquiera de las funciones ψ0

o ψ1. La ecuación (4.45), obtenida a partir del teorema de Bloch, puede ser usada para

reescribir la ecuación (4.48) como

dψ0

dx
(0, E)eiKβ − dψ0

dx
(β,E) =

2mα

h̄2
ψ0(β,E) . (4.49)

De las ecuaciones (4.46) y (4.49), con la ayuda de la ecuación (4.42), obtenemos

A0(e
ikβ − eiKβ) = B0(−e−ikβ + eiKβ)

A0

(
ikeikβ +

2mα

h̄2
eikβ − ikeiKβ

)
= B0

(
ike−ikβ − 2mα

h̄2
e−ikβ − ikeiKβ

)
, (4.50)

el cual tiene solución única si el determinante de los coeficientes A0 y B0 es igual a cero,

es decir, se cumple la condición

cos(Kβ) =
mα

h̄2k
sin(kβ) + cos(kβ) . (4.51)

Esta condición también es conocida como la relación de dispersión para los elementos que

se propagan en un cristal periódico.

4.4. Resultados y discusión

En esta sección se realiza el mismo análisis que se hizo para los potenciales rectan-

gulares en el capitulo anterior, con el fin de estudiar el coeficiente de transmisión como

función de la enerǵıa variando las dimensiones, el número de potenciales y la presencia

de impurezas.

En primer lugar nos damos cuenta que es muy importante elegir el valor de la cons-

tante α, ya que esta representa que tan alto es el potencial tipo delta, es decir, que tan

fuerte es la repulsión de una part́ıcula que incide sobre este potencial generado por una

átomo localizado. En la Fig. 4.3, notamos que cuando la altura del potencial delta es muy

pequeña, la part́ıcula se transmite sin problema, mientras que cuando esta altura es cada

vez más grande, la probabilidad de que la part́ıcula sea reflejada aumenta. Por lo tanto,

en nuestros cálculos posteriores tomaremos a la constante α grande para poder estudiar

las propiedades de este tipo de potenciales.
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Consideramos una part́ıcula que incide sobre una secuencia de dos potenciales delta

idénticos, en los que mantenemos una altura fija (α=2000meV), para analizar el com-

portamiento del transporte cuando variamos la separación entre ellos. En la Fig. 4.4, se

observa que el número de valores de la enerǵıa en los que la part́ıcula tiene transmisión

perfecta aumenta, conforme la separación crece.

Analizamos ahora el comportamiento de la transmisión cuando aumentamos la canti-

dad de potenciales delta en la secuencia, manteniendo la altura y la separación fijas. Para

este análisis partimos del estudio anterior para una secuencia de dos deltas separadas una

distancia de 20Å, en la cual se observó que existen valores de la enerǵıa donde se hace

presente un efecto túnel. Como se muestra en la Fig. 4.5, cada uno de ellos se desdobla

en más valores muy próximos conforme se aumenta el número de potenciales; además,

notamos la aparición de regiones donde será improbable la transmisión de la part́ıcula.

Por lo tanto, podemos predecir que en el caso ĺımite de una infinidad de potenciales se

formarán bandas continuas de enerǵıa permitida (donde la part́ıcula será transmitida) y

bandas de enerǵıa prohibida (donde la part́ıcula será reflejada).

El modelo de Kronig-Penney, como se mencionó en el capitulo anterior, explica la

aparición de estas bandas de enerǵıa en un arreglo periódico infinito. En la Fig. 4.6, se

grafica el coeficiente de transmisión de un arreglo de 100 potenciales delta separados una

distancia de 20Å junto con

f(E) =
mα

h̄2k
sin(kβ) + cos(kβ), (4.52)

con

k =

√
2mE

h̄
,

como funciones de la enerǵıa (en meV). En ella podemos observar que las bandas permi-

tidas de enerǵıa coincide con los valores donde la ecuación (4.51) tiene solución, es decir,

cuando el valor de la función f(E) se encuentra en el intervalo [−1, 1], por lo que las

fronteras entre enerǵıa permitida y enerǵıa prohibida siempre ocurren cuando

f(E) = cosKβ = ±1 , (4.53)

es decir, para los valores de K dados por

K =
π

β
,
2π

β
,
3π

β
, · · · (4.54)
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donde β es la periodicidad de la red.

Igual que para el caso de barreras de potencial, esto podŕıa entenderse como consecuen-

cia de una reflexión de Bragg. Las ondas reflejadas por los potenciales sucesivos estarán

en fase si la longitud de onda λ (de las ondas incidente y reflejada) está relacionada con

el espaciamiento (β) entre potenciales de la condición de Bragg

2β = λ, 2λ, 3λ, · · · (4.55)

En este caso 2β es la distancia extra que viaja la onda por la reflexión de potenciales

sucesivos, de modo que si es igual a un número entero de longitudes de onda λ, las ondas

reflejadas estarán exactamente en fase y habrá una onda reflejada neta cuya amplitud sea

igual a la amplitud de la onda incidente. Ya que λ está dada como

λ =
βπ

K
, (4.56)

la condición de Bragg nos da la relación entre K y β

2β =
2π

K
, 2

(
2π

K

)
, 3

(
2π

K

)
, · · · (4.57)

es decir, los valores de K para una reflexión constructiva.

Finalmente consideramos la presencia de impurezas en las secuencias de potenciales

tipo delta. En primer lugar consideramos una part́ıcula que incide sobre una secuencia

de 10 potenciales delta de altura 2000meV y separados una distancia de 20Å, donde

tomaremos como una impureza a un delta de altura diferente a la del resto. En la Fig.

4.7, se grafica el coeficiente de transmisión para el caso de una sola impureza de altura

menor a la del resto de la secuencia (1500meV, 1000meV y 500meV), además del caso

donde se incluye un pozo de profundidad 2000meV. En esta gráfica se puede observar

la aparición de un valor energético en cada una de las regiones prohibidas con el que la

part́ıcula tendrá la posibilidad de ser transmitida. Nótese que este valor se adentra cada

vez más en la región prohibida conforme la altura de la impureza disminuye. Es importante

hacer mención que la impureza fue colocada a la mitad del arreglo debido a que en esta

posición se hace mas evidente el efecto ya descrito. Para el caso de una impureza de mayor

altura a la del resto de la secuencia, no se observa la aparición del valor energético, como

lo muestra la Fig. 4.8 para los valores de 3000meV, 4000meV, 5000meV y 10000meV. Sin

embargo, podemos notar una baja considerable en la transmisión conforme la altura de

esta impureza se incrementa.
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En segundo lugar consideramos una part́ıcula que incide sobre la misma secuencia de

potenciales tipo delta, pero ahora se tomará como impureza una longitud de separación

diferente a la del resto. En la Fig. 4.9, se grafica el coeficiente de transmisión para los

casos de 1, 2, 3 y 10 impurezas de longitud 25Å en la secuencia. En esta gráfica se observa

que el número de valores de enerǵıa que aparecen en cada una de las regiones prohibidas

es igual el número de impurezas presentes en la secuencia. Nótese que conforme el número

de impurezas aumenta la estructura de bandas desaparece, y a partir de 6 impurezas la

estructura se reconstruye. El caso de 10 impurezas corresponde a la transmisión para una

secuencia de 10 deltas de con una separación 25Å sin impurezas, por lo que poseerá una

estructura de bandas bien definida.
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Figura 4.3: Coeficiente de transmisión para un potencial tipo delta de altura 1meV, 2000meV y
4000meV.
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Figura 4.4: Coeficiente de transmisión para un arreglo de dos potenciales tipo delta de altura 2000meV
y una separación de 10Å, 20Å, 40Å y 80Å.
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Figura 4.5: Coeficiente de transmisión para una secuencia de 3, 5, 10 y 100 potenciales tipo delta de
altura 2000meV y una distancia de separación de 20Å entre potenciales.
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Figura 4.6: Coeficiente de transmisión para una secuencia de 100 potenciales tipo delta de altura
2000meV y con una separación de 20Å, donde se muestran las bandas de enerǵıa compatibles con el
modelo de Kronig-Penney.
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Figura 4.7: Coeficiente de transmisión para una secuencia de 10 potenciales tipo delta repulsivos de
altura 2000meV separados una distancia de 20Å, en el cual cambiamos la altura de uno de los delta por
los valores 1500meV, 1000meV, 500meV y -2000meV (atractivo) como impureza.
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Figura 4.8: Coeficiente de transmisión para una secuencia de 10 potenciales tipo delta repulsivos de
altura 2000meV separados una distancia de 20Å, en el cual cambiamos la altura de uno de los delta por
los valores 3000meV, 4000meV, 5000meV y 10000meV como impureza.
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Figura 4.9: Coeficiente de transmision para una secuencia de 10 potenciales tipo delta repulsivos de
altura 2000meV separados una distancia de 20Å, en el cual se cambian 1, 2, 3 y 10 distancias de separación
de longitud β′=25Å como impurezas.



Conclusiones

Se estudia el coeficiente de transmisión para una part́ıcula que incide sobre un se-

cuencia de potenciales rectangulares y tipo delta variando el tamaño y el número de

potenciales, además de la inserción de impurezas en alguna posición.

El aumento en el ancho de la barrera de potencial rectangular provoca una conside-

rable baja en la probabilidad de que una part́ıcula la atraviese por efecto túnel. Para

enerǵıas mayores que la altura del potencial, la probabilidad de que sea transmitida no

se verá afectada fuertemente. Además, se observan valores energéticos con los que la

part́ıcula se transmite perfectamente, los cuales aumentan en cantidad conforme el ancho

del la barrera crece.

El coeficiente de transmisión para una part́ıcula que incide sobre un potencial tipo

delta disminuye al aumentar la altura (α) del potencial. Este resultado no depende si se

trata de un delta repulsivo (α > 0) o un delta atractivo (α < 0).

En secuencias de dos o más potenciales (rectangulares y tipos delta) aparecen valores

discretos de la enerǵıa en los que la part́ıcula se transmite perfectamente por efecto túnel.

El número de estos valores crece (desdoblamiento) conforme se aumenta la separación

entre potenciales o si se aumenta el número de ellos. De la misma manera, aparecen

regiones de baja probabilidad en la transmisión, tendiendo a formar bandas de enerǵıa

continua, tanto permita (hay transmisión) como prohibida (no hay transmisión), conforme

el arreglo tienda a un número infinito de potenciales.

El modelo de Kronig-Penney explica muy bien la aparición de bandas de enerǵıa en

los arreglos periódicos con un número infinito de potenciales. La relación de dispersión

obtenida a partir de este modelo muestra los intervalos exactos de las regiones de enerǵıa

tanto permitidas como prohibidas. En las fronteras de estos intervalos los valores de K

de la relación de dispersión corresponden exactamente con aquellos valores del número de

onda para los cuales la longitud de onda (λ) satisface la condición de Bragg.
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56 Conclusiones

La introducción de impurezas en las secuencias de potenciales rectangulares y tipo

delta provoca la aparición de valores energéticos en el interior de las regiones prohibidas;

el número de estos valores será igual al número de impurezas presentes en la secuencia. En

el caso de impurezas como potenciales de altura mayor a la del resto, este valor energético

no aparece.



Apéndice A

Identidad de Chebyshev

La identidad de Chebyshev fue utilizada en los caṕıtulos 3 y 4 para calcular los ele-

mentos de la matriz de transferencia; y aśı poder obtener una expresión anaĺıtica del

coeficiente de transmisión en una secuencia de potenciales rectangulares y tipo delta. La

identidad de Chebyshev se formula como sigue:

Considere la matriz M

M =

A B

C D

 , (A.1)

tal que

det(M) = 1 . (A.2)

Entonces la n-esima potencia de M está dada por

Mn =

A B

C D

n

=

A sinnθ − sin(n− 1)θ

sin θ

B sinnθ

sin θ
C sinnθ

sin θ

D sinnθ − sin(n− 1)θ

sin θ

 , (A.3)

donde

θ = cos−1

(
1

2
Tr(M)

)
= cos−1

(
1

2
(A+D)

)
. (A.4)

Para demostrar la identidad, primero definimos la función

Un ≡ sinnθ

sin θ
, (A.5)

de manera que ecuación (A.3) se escribe como

Mn =

AUn − Un−1 BUn

CUn DUn − Un−1

n

. (A.6)
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Luego, asumimos que la identidad es válida para algún valor n > 1; por lo que mos-

traremos que también es válida para n+ 1. Para esto tendremos

Mn+1 = M ·Mn =

A B

C D

AUn − Un−1 BUn

CUn DUn − Un−1


=

(A2 +BC)Un − AUn−1 B[(A+D)Un − Un−1]

C[(A+D)Un − Un−1] (D2 +BC)Un −DUn−1

 , (A.7)

ya que

BC = AD − 1 , (A.8)

⇒

Mn+1 =

A[(A+D)Un − Un−1]− Un B[(A+D)Un − Un−1]

C[(A+D)Un − Un−1] D[(A+D)Un − Un−1]− Un

 . (A.9)

Usando identidades trigonométricas, es fácil demostrar la siguiente expresión

Un+1 = 2 cos θUn − Un−1

= (A+D)Un − Un−1 , (A.10)

por lo tanto

Mn+1 =

AUn+1 − Un BUn+1

CUn+1 DUn+1 − Un

 , (A.11)

la cual es nuevamente la identidad de Chebyshev (A.3) para la potencia n+1 de la matriz

M.
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[19] P. Markoš and C.M. Soukoulis, Wave Propagation: From Electrons to Photonic Crys-

tals and Left-Handed Materials, Princeton University Press, Princeton New Jersey

(2008).
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