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Resumen

El circuito de Chua es el circuito no-lineal auténomo mas simple que presenta
comportamiento caodtico; es decir, presenta una extrema sensibilidad al cam-
bio de las condiciones iniciales. Bajo ciertas condiciones el circuito de Chua
genera ciclos limite y atractores, tales como los llamados atractores de Chua
y el de Rossler. En este trabajo se estudia el grado de desorden y caoticidad
de las diferentes trayectorias en el circuito de Chua. Para ello, calculamos la
entropia de Shannon y los exponentes de Liapunov de las diferentes trayecto-
rias. La entropia la calculamos a partir de los mapas de Poincaré generados
por las trayectorias en un espacio fase definidos ad hoc para el sistema en
estudio. A manera de prueba, determinamos la entropia como funcién del
nimero de particiones en los mapas de Poincaré. Como era de esperarse,
concluimos, en base a la entropia y los exponentes de Liapunov, que el régi-
men del doble actractor es mas desordenado que el atractor de Rossler.

Otro de los temas que abordamos es el de un equivalente mecanico para
el circuito de Chua propuesto en [3], pues cualquier circuito eléctrico tiene
un equivalente mecanico. Ademas encontramos la funcion Hamiltoniana para
el sistema mecanico, esto aplicando la teoria de Hamiltoniano generalizado,
ya que nuestros sistemas en cuestion constan de tres ecuaciones acopladas
de primer orden. Esta generalizacion del Hamiltoniano no pone restriccién
alguna sobre el numero de ecuaciones que forman al sistema.



Capitulo 1

Introduccion

El circuito de Chua ha sido ampliamente estudiado desde su instrumen-
tacion inicial hecha por Leon O. Chua en 1983 [1], siendo un sistema que
presenta una variedad rica en rutas al caos y en bifurcaciones. Este circuito
es uno de los pocos sistemas cuyo comportamiento cadtico tiene comproba-
cién tedrica y experimental.

Existe una vasta literatura en torno a este circuito como [1], [2], [3], [4]. Pues
ademas de ser un sistema simple que da origen al caos determinista, también
ofrece una variedad de aplicaciones: encriptacién de senales [5] (que difiere
de los métodos convencionales que usan algoritmos numéricos como clave de
codificacién), enmascaramiento [6], conmutacién, acoplamiento [7], modula-
ciéon de parametros caodticos etc. Parte del objetivo en este trabajo consiste
en describir un equivalente mecénico para este circuito, identificando la re-
lacion entre componentes del circuito eléctrico y componentes del sistema
mecanico, comparando las ecuaciones que describen a cada sistema por se-
parado. En particular usamos la generalizacion de sistemas Hamiltonianos,
a modo de poder trabajar con las tres ecuaciones del circuito de Chua y del
sistema mecénico. Como es conocido en la teoria de Hamilton se requiere un
nimero par de ecuaciones para describir la evolucion del sistema, pero en la
formulacién Hamiltoniana generalizada [2] esto ya no es una restriccién. Un
estudio del circuito de Chua mediante Hamiltonianos generalizados, puede
ser de gran utilidad para estudiar otras posibles propiedades del circuito de
Chua. Por ejemplo, la evolucién en el correspondiente espacio fase y sus co-
rrespondientes mapas de Poincaré.Para este proposito se uso el paquete libre
DynPac en la referencia [8] que corre bajo el sofware Mathematica.

En la 6tra parte del objetivo del trabajo se incorporé el concepto de entropia



sobre los mapas de Poincaré obtenidos para cuantificar la medida de desor-
den sobre éstos. Especificamente se usé el concepto de entropia de Shannon
para los casos: doble atractor, atractor tipo Rossel, ciclo limite y una region
estable no cadtica.

1.1. ;Por qué nos interesa el caos?

En los ultimos anos el interés por los fenémenos caodticos ha ido en au-
mento, extendiéndose a campos del conocimiento muy dispares: reacciones
quimicas, circuitos eléctricos, mecéanica celeste, ecologia, economia, vibracio-
nes mecanicas, laseres, y un largo etcétera, dando lugar a una teoria del caos.
Incluso el caos ha empezado a formar parte de nuestra vida cotidiana, exis-
tiendo numerosas referencias recientes en el cine! y en la literatura.

En primer lugar hay que destacar que, a diferencia de lo que ocurre en el
lenguaje cotidiano en el que el término caos es sinénimo de desorden o falta
de estructura, cuando se habla en ciencia de caos nos referimos a caos deter-
minista. Es decir, una conducta compleja e impredecible pero que se deriva
de ecuaciones o algoritmos no lineales bien definidos mateméaticamente; que
incluso no necesitan ser muy complicados, y no incluyen factores aleatorios.

El comportamiento cadtico se presenta en sistemas no lineales, que son irre-
gulares y altamente impredecibles. Estos sistemas se manifiestan en muchos
ambitos de la sociedad y la naturaleza, pero no se puede decir que tengan
comportamiento sin ley, dado que existen reglas simples que determinan su
comportamiento, aunque estas no siempre son conocidas a priori.

1.2. Sistemas dinamicos

Por definicién, un sistema dindmico es un conjunto de ecuaciones dife-
renciales de N variables dindmicas independientes x = (1,2, .....,xy) de
primer orden, el cual determina la evoluciéon de un punto en el espacio fase
euclideo, i.e con métrica x| = \/2? + 23 + - + 23 [9], dada por:

dx

= =x=flxt). (1.1)

'Parque Jurésico de S. Spielberg 1993; El Efecto Mariposa de Eric Bress, 2004.




Se dice que el sistema es auténomo si f no depende explicitamente det tiempo
t. Consideremos un sistema de dos dimensiones no-auténomo, esto es:

1 = fi(z1,22,1), (1.2)
1:2 = f2($1,$27t).

Podemos tratar al sistema (1.2) como un sistema auténomo, introducien-
do una nueva variable, t = x3 cuya derivada temporal es 23 = 1; ocultando
asi la dependencia temporal. Finalizamos con tres ecuaciones:

:L;l - fl(x17$27x3)a
1:2 — fg(l'l,xg,l'?,), (]‘3>
SL’.3 - 1

Lo anterior se puede generalizar para un sistema de N ecuaciones no-auténo-
mas de la forma (1.1). De igual manera la nueva variable serd z .3 =t con
derivada temporal @1 = 1, obteniendo asi un sistema de N + 1 ecuaciones
auténomas.

1.2.1. Linealizacion

Definicién: Los puntos de equilibrio o puntos estables x, para un sistema
como el de (1.1) son tales que

f(% ) |x=x. = 0. (1.4)

Consideremos un sistema dindmico descrito por (1.1). Supongamos que el
sistema es auténomo y que tiene al menos un punto de equilibrio x.. Hacien-
do una expansion en series de Taylor alrededor del punto de equilibrio x.,
obtenemos

0?*f(x., 1)
- 7 _I_ s
0x;0%,,

(1.5)

+a—(X—Xe>+% 2 (@ = @) (wm = ane)

donde el primer término es nulo por la definicién de punto de equilibrio
[f(xe,t) = 0]. Notemos también que del tercer término en adelante son con-
tribuciones no-lineales, por lo que solo consideraremos los términos lineales



(lo cual da una buena aproximacién siempre y cuando estemos lo suficiente-
mente cerca del punto de equilibrio).

En este caso, la ecuacién que representa al sistema dinamico ya linealizada
es:

T =M(x —x,). (1.6)
La Matriz M es la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio x.,
on oK ... Ofi
Ox1 Oxo ox
ofr 8 ... Of
M — oz Oz oxr N (1 7)
ox1 Oxa drn/ X=X,

Trasladamos el origen al punto de equilibrio, lo cual se escribe como:
£=xX—X,. (1.8)

Como el sistema es autonomo, el punto de equilibrio no depende del tiempo
y se obtiene

¢ =M, (1.9)

siendo M una matriz de coeficientes constantes. Calculamos los valores pro-
pios p’s para la matriz M de la forma usual, i.e det|M — pI| = 0. A fin
de fijar ideas y como ejemplo, consideremos el caso de un sistema dinamico
linealizado de tres ecuaciones. La matriz Jacobiana es entonces una matriz
de 3 x 3 y tendremos tres valores propios. Consecuentemente tenemos tres
casos a considerar:

= Los tres valores propios son reales y diferentes.

» Los tres valores propios son reales y por lo menos dos son iguales.

= Existe un valor propio real y dos valores complejos conjugados.
Topolégicamente hay varios tipos de puntos de equilibrio (P,) de acuerdo
con la distribucion de los valores propios de M en el plano complejo. Para
estados espaciales con tres o mas dimensiones, es comun especificar el llama-
do indice de un punto fijo. El indice de un punto de equilibrio esté definido

por el nimero de valores caracteristicos de ese punto el cual tiene parte real
positiva. Para un atractor el indice es igual a 0. Para un Repulsor, el indice
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es igual a 3 para un estado dinamico de tres-dimensiones. Un punto silla
también puede tener un indice de 1 o un indice 2 como se muestra en la Fig.
1.1.

Definimos a continuacién los cuatro tipos basicos de puntos de equilibrio para
un espacio tridimensional [10].

1. Atractor. Todos los valores propios son reales y negativos. Todas las
trayectorias en el vecindario del atractor convergen hacia el punto es-
table.

Atractor espiral. Todos los valores propios tienen parte real ne-
gativa pero dos de ellos tienen parte imaginaria distinta de cero (y de
hecho forman un par conjugado). Estas trayectorias en espiral alrededor
del atractor sobre una “superficie” se acercan al punto estable.

2. Repulsor. Todos los valores propios son reales y positivos. Todas las
trayectorias en la vecindad del repulsor divergen de él.

Repulsor en espiral. Todos los valores propios tiene parte real
positiva, pero dos de ellos tienen parte imaginaria distinta de cero (y de
hecho forman un par conjugado). Estas trayectorias en espiral alrededor
del repulsor (sobre la “superficie”) son repelidas del punto estable.

3. Punto silla con indice 1. Todos los valores propios son reales. Uno
es positivo y dos son negativos. Las trayectorias se acercan al punto
silla sobre la superficie y divergen a lo largo de la curva.

Punto silla espiral con indice 1. Los dos valores propios con
parte real negativa forman un par complejo conjugado. Estas trayecto-
rias en espiral alrededor del punto silla se aproximan sobre la superficie.

4. Punto silla con indice 2. Todos los valores propios son reales, dos
son positivos y uno negativo. Las trayectorias se aproximan al punto
silla sobre la curva y divergen del punto silla sobre la superficie.

Punto silla en espiral indice 2. Los dos valores propios con parte
real positiva forman un par complejo conjugado. Estas trayectorias en
espiral alrededor del punto silla sobre la superficie divergen del punto
silla.
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Figura 1.1: Clasificacion topolégica para los puntos de equilibrio en tres di-
mensiones acorde a la naturaleza de sus vectores propios. En la derecha,
los valores caracteristicos para los puntos de equilibrio estan indicados en el
plano complejo.



1.2.2. Detectando caos: Exponentes de Liapunov

Una de las formas, en lo personal mas sencilla y facil de entender, el caos
es a través de la extrema sensibilidad de un sistema a las condiciones inicia-
les?. Es decir, existe caos cuando en un sistema dos sucesos que empiezan
en condiciones iniciales muy préximas evolucionan de manera diferente, de
forma que sus drbitas se separan exponencialmente en el espacio fase®. Asi,
se puede decir que el sistema pierde memoria de las condiciones iniciales a
las que estd sujeto. Esto tiene una consecuencia muy importante y es que,
en el sentido caotico, es imposible realizar predicciones a largo plazo, ya que
en la practica no se pueden conocer las condiciones iniciales del sistema con
precision infinita.

Para entender y cuantificar la separacion exponencial en el régimen caoti-
co, introduciremos los exponentes de Liapunov? que son un conjunto de
numeros utiles para detectar la presencia de caos en sistemas dinamicos.
Podria decirse que son una medida cuantitativa de la sensibilidad de un sis-
tema a los cambios en las condiciones iniciales. Estos exponentes miden la
separacion exponencial de érbitas cercanas de un sistema y hay tantos expo-
nentes de Liapunov como variables dependientes tenga el sistema, pero para
saber si un sistema es cadtico, basta con determinar uno solo.

Definicién: Consideremos dos trayectorias inicialmente separadas en el
espacio fase una distancia dy, al cabo de un tiempo t la distancia que las
separa habra cambiado y vendra dada por d; de la forma:

d, = doe™. (1.10)
La Ec. (1.10) es equivalente a In % = At donde X es el llamado exponente
de Liapunov expresado como
L |dy]
A=lim —In—. 1.11
t—o0 t |d0‘ ( )

2Edward N. Lorenz enfatizé la dependencia de las condiciones iniciales ; Puede el aleteo
de una mariposa en Brasil desencadenar un tornado en Texas? conocido también como el
efecto mariposa

3Espacio formado por todos los pardmetros necesarios para caracterizar el estado del
sistema.

4Este concepto fue introducido por el célebre matematico ruso Alexander Mijailovic
Liapunov a principios del siglo XX.



De esta forma podemos establecer lo siguiente:

= Sitodos los A son negativos (A < 0) se dice que no hay caos o compor-
tamiento cadtico.

= Si todos los A son positivos (A > 0) tendremos comportamiento cadtico
en toda la region del sistema

= Basta que un solo A sea positivo para que por lo menos en esa region
tengamos comportamiento cadtico.

1.3. Una ruta facil al caos: el circuito de Chua

El circuito de Chua es el circuito electréonico no lineal mas sencillo que
hay. Este circuito presenta una rica secuencia de bifurcaciones y varias rutas
al caos. Se caracteriza por ser un sistema auténomo, es decir, no necesita ali-
mentacién por fuentes de corriente alterna para producir su comportamiento
caotico, sélo necesita una fuente de corriente directa para alimentar al ele-
mento no lineal. Normalmente los circuitos no lineales estan formados por
dos partes: la referente a los elementos de respuesta lineal (condensadores,
resistencia, inductores y transformadores lineales) y la referente a los elemen-
tos no lineales. En este caso el elemento no lineal del circuito es el diodo de
Chua, que tiene como funcion retroalimentar todo el circuito y mantenerlo
oscilando.

1.3.1. Resumen sobre el circuito

El circuito de Chua esencialmente es un oscilador eléctrico auténomo
RCL con un elemento no lineal, denominado diodo de Chua Ny [ver Fig.
1.2(a)]. Para fines précticos Ny es una resistencia de pendiente negativa, da-
da por una funcién de tres tramos lineales mostrada en la Fig. 1.2(b) en el
plano voltaje-corriente.

Para encontrar el sistema de ecuaciones que describen este circuito usamos
las leyes de Kirchhoff y obtuvimos las ecuaciones sig.



(a) (b)

Figura 1.2: a) Circuito formado por una inductancia L, dos capacitores C
y Cy, una resistencia R y un diodo de respuesta no lineal N; . Las flechas
indican el sentido de las corrientes. b) La funcién de respuesta del diodo Ny
es lineal a trozos, las rectas de las extremidades tienen igual pendiente.

dVe, Ve, — Vi

C = —— —g(V, 1.12
1 dt R g( Cl)? ( )
dVe, , Ve, — Ve,
= —r = 1.1
Cg dt 1+ R 5 ( 3)
dig,
L— = —Vg,. 1.14
dt 02 ( )

Notemos que no hay una uniformidad en unidades en el sistema de ecuaciones
puesto que en las Ecs. (1.12) y (1.13) tenemos voltajes mientras que en (1.14)
se tienen unidades de corriente. Del sistema anterior g(V¢, ) es la funcién de
respuesta no lineal del diodo de Chua mostrada en la Fig. 1.2(b) y se define
como

1 .
9(Ver) = mpVi + 5 (ma —my) ([Ve, + Bl = Vo, = B|) = i

Donde m, y my son las pendientes de la funcién no lineal y B es el parametro
que denota a los puntos de quiebre en las pendientes como se muestra en la
Fig. 1.2(b). Para tener las mismas unidades en el sistema de ecuaciones defi-
niremos un parametro con unidades de voltaje V; = Riy, para la inductancia.
De esta forma las Ecs. (1.13) y (1.14) tendran la forma respectivamente.

dVy Vi Vi W
c: _ Vo V1 Cy

R = G 1.15
dt C, " Cy Gy (1.15)

LAV, Vg

ma = TTn (1.16)
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Para expresar en variables adimensionales las Ecs. (1.12), (1.15), (1.16) se
hacen los siguientes cambios de variable:

v, 1%
x:%, y:%, z:%, a = mgR, b= myR, T:RL@, acz%
2
y /Bc = RTCQ
Haciendo el algebra correspondiente se obtiene el sistema de ecuaciones:
Ckc(y — T = f(x))a
= r—y+z, (1.17)

Z = —Bu.

La funciéon de respuesta no lineal expresada adimensionalmente tendra la
forma:

fle) =bo+ a =)l +1] ~ |z ~ 1)),

Expresamos el sistema (1.17) en forma matricial como:

T O‘c(y_x_f(x» fl(x’y7z)
g T —y+z = | folz,9,2) | - (1.18)
z _ch fg(l',y,2>

Ahora calcularemos los puntos estables o puntos de equilibrio para el
circuito, es decir, encontrar los puntos X, tales que:

fl (Xe)
f(Xe) | =0. (1.19)
fS(Xe)

Para este fin debemos resolver entonces el sistema anterior, esto es:
acly—z—flz)) = 0

r—y+z = 0 (1.20)
_ch = 0.

Al resolver (1.20) se obtiene una desigualdad para x acotada en [—1, 1], expre-
sién derivada de la forma de f(z). Para encontrar su solucién en x, resolvemos
la igualdad (1.21):

10



x(1+b)+%(a—b)(m+1—x—l):O. (1.21)

Para la solucién en (1.21) consideramos los tres casos siguientes:

Para x > 1
b—a 0 b—a
T = ;oy=0; z2=-— :
b+1 YT b+1

Para z < -1
a—2b 0 a—2b
r=— =0; z=-— )
b1 YT b+ 1

Para -1 <z <1
r=0; y=0; z=0.
Con lo anterior claramente vemos que este circuito tiene tres puntos de
1ol . . . ., . b— /
equilibrio. A manera de simplificacién, definimos h = i1 por lo qué los
puntos de equilibrio se pueden expresar como:

Pl = (h,O, _h)a
P2 = (_hvoa h)a
PS = (07070>

Para investigar el comportamiento de los puntos de equilibrio tenemos que
calcular los valores caracteristicos y catalogarlos como se menciono en la sec.
1.2.1. Sabemos que la evolucién dindamica linealizada para este sistema es:

T T — Te
Jyl=M|y—-v |, (1.22)
z Z— Ze

donde M es la matriz Jacobiana para las funciones fi, fo v f3, evaluadas en
los puntos de equilibrio P,

0fi 0fr 9f 0
5 oh & PR
2 2 2
B o o2 =11 —-11 = M. (1.23)
ofs 0fs Ofs 0 —8 0
dr 9y 9z /) p, Pe

11



La matriz M serd la misma para los tres P. obtenidos por ser la matriz
Jacobiana constante. El pardmetro ¢ puede tomar dos valores diferentes de-
pendiendo del punto alrededor del cual se linealice la funciéon. Los valores
posibles para ¢ son: ¢ = b+ 1 para el punto estable Py = (0,0,0) y c =a+1
para los puntos estables P, = (h,0,—h) y P, = —h,0, h.

Hacemos el siguiente cambio en la FEc. (1.22)

. T — T,
E=|yv—v |- (1.24)
Z— Ze

Como este es un sistema auténomo, la Ec. (1.22) se expresa como

E—M-£ (1.25)

Sabemos también que la solucién para un sistema como el de la Ec. (1.25)
es de la forma

5 -

£ =e, (1.26)

donde A es la matriz de valores propios:

. p1 00
A=|0pu0
00 ps

En este caso la solucién al sistema coincide con la forma de los exponentes
de Liapunov en la Ec.(1.10). Por tanto, la parte real de los valores propios u
coinciden con los exponentes de Liapunov A.

1.3.2. Exponentes de Liapunov

Como ejemplo para el cdlculo de la matriz A y los exponentes de Liapu-
nov consideramos cuatro regiones estables definidas en o« = 1.5, 4.4,4.9y 5.9,
los parametros que establecimos fueron: a = —%, b= —% = 7. Debemos
tener en cuenta que el sistema de Chua presenta cambios seglin se varien
estos parametros. Estos valores el circuito presenta regiones cadticas estables
como atractores y ciclos limite. Enseguida presentamos los valores propios
correspondientes a cada regién y para cada punto de equilibrio (P, Py, Ps).

12



Ena=15
para los puntos P, y P

= —0.5275 + 2.3003i,
py = —0.5275 — 2.30034, (1.27)
ps = 0.269308,

para el punto P

@, = —0.438806 — 2.29183i,
i, = —0.438806 + 1.96183i, (1.28)
iy = —0.55096.

En esta region tenemos que py y po tienen parte real negativa, ademas de
ser un par conjugado y ps es positivo, por tanto describen a P; y P, como
puntos de equilibrio tipo Atractor Espiral. Para el punto P3; tenemos que ji;
y po tienen parte real negativa y s es real negativo, por lo tanto describen
a un punto atractor espiral.

Ena=44

para los puntos P, y P
= —0.76958 — 1.78221,
e = —0.76958 + 1.78221, (1.29)
M3 = ]_]_676,

para el punto Ps

wy = 0.0052 — 1.9699i,

py = 0.0052 + 1.96991, (1.30)
py = —2.26757.
Ena=149
para los puntos P, y P
uy = —0.8251 — 1.7168:,
e = —0.8251 4 1.7168¢, (1.31)
pns = 1.3503,

13



para el punto Pj

wy = 0.0703 — 1.96274,

py = 0.0703 4 1.96274, (1.32)
py = —2.5406.
Ena=159
para los puntos P, y P
w = —0.8362 — 1.70464,
e = —0.8362 4 1.7046¢, (1.33)
ns = 1.3868,

para el punto P

iy = 0.0824 — 1.9619,
iy, = 0.0824 + 1.9619i, (1.34)
= —2.59338.

De estas tres ultimas (o = 4.4,4.9,5.9)regionestenemosporigualquep; y
12 tienen parte real negativa y p3 es un nimero real positivo. Por lo tanto des-
criben a Py, P, como dos puntos de equilibrio estable de tipo Atractor Espiral,
es decir, alrededor de cada punto de equilibrio las trayectorias se mueven de
forma espiral, como se muestra en las Figs. 1.3(b), 1.3(c) y 1.3(d). Para el
punto de equilibrio P; tenemos que p} y ph tienen parte real positiva y pf
es un numero real negativo, por lo tanto describen a P; como un punto de
equilibrio tipo silla en espiral indice 2.

En la Fig. 1.3 se pueden apreciar los puntos de equilibrio (P, P, P3) y las
trayectorias descritas por el sistema de Chua para o = 1.5, 4.4, 49y 5.9. Es
claro que el comportamiento tipo Atractor solo se presenta en los puntos P;
y P,, informacién que los valores propios nos proporcionan.

Ahora aplicaremos el concepto exponente de Liapunov de forma cuanti-
tativa, esto es, obtener numéricamente A de la expresion 1.11. Calculamos la
separacion d; entre dos trayectorias del espacio fase partiendo de condiciones
iniciales muy préximas definidas por « °. La Fig. 1.4 muestra la evolucién

5Todo el calculo se realizé en el programa Mathematica usando el paquete DynPac
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8 5 ~ 8 s
Chus (e, /i,a,b):{ 150, 7_00,_;’_;} Chua (e, §, a, b)_{ 4.40, 7.00,—;,—;}

(a) a = 1.5, tendencia a punto esta- (b) a = 4.3, 6rbita periddica.
ble tipo atractor.

8 s

Chua (e, f, a, m:{ 4.90, 7.00,—;,—;} . s
— Chua {a, f, 2,b) = { 590, 7.00, - =, ~ -}
77

(¢) a = 4.99, atractor tipo Rossler. (d) a = 5.9, doble atractor de Chua.
Figura 1.3: Las condiciones iniciales fueron: (0.1, 0.15, 0.01), con los pardme-

tros: a = —8/7, b= —5/7, § = 7. Los puntos de equilibrio (p;, P», P3), estan
representados por los puntos individuales.

temporal de A dada por la Ec. (1.11). Para obtener el comportamiento de A
consideramos cuatro regiones en las que el circuito es estable; el signo de A
definira si es una region cadtica o no.

En términos del exponente de Liapunov la trayectoria que sigue el sistema
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L

(a) @ = 1.5 y 1.55, zona estable no (b) a = 4.4y 4.45, Ciclo limite
cadtica.

2 A

t

(¢) o = 4.9 y 4.95, atractor tipo (d) o = 5.9y 5.95, doble atractor de
Rossler. Chua.

Figura 1.4: El comportamiento de A nos expresa la evolucién del sistema de

un estado no cadtico donde A < 0 a un estado cada vez mas cadtico donde
A > 0.

en el espacio de configuracién (coordenadas X —Y — Z ) en la Fig. 1.3(a),
y de acuerdo a la Fig. 1.4(a) entre (0 < ¢ < 10), A es positivo, mientras que
para t > 10, A se vuelve negativo. Lo que observamos en esta figura, es la
tendencia de A\ a estabilizarse en un valor aproximado de A ~ —0.4. Esto es,
lo que estamos observando es un comportamiento regular de la trayectoria,
es decir, un comportamiento no cadtico. Sin embargo en lo que respecta a las
trayectorias mostradas en las Figs. 1.3(b), 1.3(c) y 1.3(d) y sus respectivos
valores de los exponentes de Liapunov mostrados en las Figs. 1.4(b), 1.4(c) y
1.4(d), la tendencia de A conforme t crece es siempre a ser un nimero positi-
vo. Por lo tanto, las regiones en a@ = 4.4, 4.9 y 5.9 son cadticas y justamente
en estas regiones se tiene ciclo limite, atractor tipo Rossler y doble atractor,
respectivamente.

También hemos calculado la métrica euclidiana, que para dos trayectorias
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del espacio fase seis dimencianal como lo es el del circuito de chua se define
de la siguiente forma:

7= \r2 424 r2 2 4 (1.35)

Donde cada r,,r,, 7, asi como sus derivadas temporales, representan la resta
(coordenada a coordenada) entre las dos trayectorias del espacio fase. Recor-
demos que estamos trabajando con trayectorias que inician en condiciones
muy proximas definidas por . En el capitulo 4 veremos detalladamente el
espacio fase. Por el momento bastara saber que el circuito de Chua tiene tres
grados de libertad (z,y, z) y por cada grado de libertad hay que agregar un
momento candnico conjugado, que sera la derivada temporal en este caso.
Por tanto, el espacio fase serd de 6 dimensiones (z,y,z, &, 9, 2).

En la Fig. (1.5) se aprecia la evolucién temporal de la métrica euclidiana
definida antes. No hablamos de una distancia como tal, por que z,y, z no
son posiciones, son variables adimencionales del sistema. Podemos decir que
la métrica que se calcula y muestra en la Fig. (1.5) es la separacién entre las
dos trayectorias bajo la expresién (1.35) valida para n-dimenciones.

En la Fig. 1.5(a) al poco tiempo las dos trayectorias se unen haciendo su
separacion igual a cero por tanto esta region no es cadtica. Por otro lado, en
las Figs. 1.5(b), 1.5(c) y 1.5(d) el comportamiento de la metrica es irregular
a pesar de iniciar en condiciones casi iguales, esto indica que son regiones
caoticas, pues las trayectorias nunca mantienen una separacion constante o
nula.

1.4. ;Qué hay de nuevo en esto?

Hasta ahora solo hemos hablado de que el circuito de Chua es un sistema
que presenta caos por ser un sistema sensible al cambio en sus condiciones
iniciales. Hemos dado también una idea de lo mucho que se ha explorado y
explotado dicho circuito. En este trabajo se pretende complementar ain mas
el estudio de dicho circuito, concretamente al analizar tres temas relacionados
entre si que son:

1. Aplicacion de la teoria de Hamiltonianos generalizados: Partimos de
un equivalente mecénico ya propuesto para el circuito de Chua [3].
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0.4
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0.2
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L
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(a) a = 1.5y 1.55, Region estable no  (b) a = 4.4 y 4.45, Ciclo limite.
cadtica

Ir]

—x X ¥ __q

200 400 600 800 1000 1200

(¢) @« = 4.9 y 4.95, Atractor tipo (d) a = 5.9y 5.95, Doble atractor de
Rossler Chua.

Figura 1.5: La evolucién temporal de la métrica euclidiana || nos indica la
forma en que se acercan y alejan las dos trayectorias del espacio fase que
analizamos. a) No indica ser una region cadtica. b), ¢) y d) Indican ser zonas
caoticas por sus oscilaciones e irregularidades.

Este equivalente mecanico se introduce en el capitulo 2. El objetivo
es encontrar un Hamiltoniano para este sistema mecdnico® que par-
ticularmente es un sistema de tres ecuaciones diferenciales acopladas
de primer orden y como veremos mas adelante, la teoria de Hamilton
usual no podrd ser aplicada (al menos no directamente), serd necesario
recurrir a la teoria de Hamiltonianos generalizados y poder obtener un
Hamiltoniano. Esto se analiza en el capitulo 3 En principio este Hamil-
toniano deberd ser de la misma forma para el sistema del circuito (por
ser correspondientes ambos sistemas). Para cada circuito eléctrico hay
un equivalente mecanico.

6Cualquier sistema mecénico tiene un Hamiltoniano asociado a la energia total del
sistema.
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2. Mapas de Poincaré: Utilizando el software Mathematica y el paquete
DynPac reproducimos la solucién para el sistema de ecuaciones de Chua
y encontramos su evolucién en el espacio fase de 6 dimensiones por lo
que estudiamos solo sus proyecciones. Para generar los mapas de Poin-
caré interceptamos las trayectorias del espacio fase con varios planos,
teniendo en cuenta que entre mayor niimero de puntos de muestreo ten-
gamos habra mas trayectorias en el espacio fase y esto se reflejara en un
mayor numero de datos para cada mapa. Los mapas obtenidos tampoco
pueden graficarse asi que también analizaremos solo sus proyecciones.

3. Entropia: Calculamos la entropia de Shannon para los mapas de Poin-
caré obtenidos usando densidades de distribucion de puntos de cada
mapa, a fin de encontrar un patréon de desorden. Cabe destacar que
obtuvimos mapas de todas las proyecciones 2D posibles para cuatro
casos de condiciones iniciales: régimen estable no cadtico, ciclo limite,
atractor tipo Rossler y doble atractor.

Cabe mencionar que los tltimos dos puntos (Mapas de Poincaré y Entropia)
contribuyen de forma innovadora en el complemento del estudio del circuito
de Chua y se tratan en el capitulo 4.
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Capitulo 2

Un equivalente mecanico

En este capitulo planteamos un equivalente mecanico proveido por un
mecanismo para el circuito de Chua. Dicho mecanismo esta constituido por
dispositivos electromecanicos. La idea es encontrar una correspondencia fisi-
ca y matematica en ambos sistemas, dando razon del papel que juega cada
componente, como ocurre con la equivalencia de un circuito lineal RCL y el
caso de un oscilador arménico amortiguado [11].

2.1. Analisis de un Equivalente Electromecani-
co

El modelo electromecéanico que tratamos fue propuesto en la Ref. [3] y
consiste de tres aparatos puramente mecanicos acoplados con mecanismos
electromecdanicos, como se describe enseguida'!. El mecanismo completo se
muestra en la Fig. 2.5, pero analizaremos por partes este aparato.

Mecanismo A .- El primer mecanismo esta compuesto por un disco de
radio r que gira con respecto a su centro que estd fijo en el espacio y su
momento de inercia es despreciable I =~ 0. La rotacion del disco esta defini-
da por el angulo ¢(t) y es definido positivo en el sentido anti-horario. Las
rotaciones son muy pequenas tal que sin(ry) = re.

!Todas las figuras que se muestran en el resto de esta seccién fueron tomadas de la ref.
3].
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Brazo rigido

Figura 2.1: Arreglo mecanico formado por un disco de masa despreciable,
sujeto a una estructura rigida fijada a una polea fija en un extremo y sujeta
de forma movible al extremo del resorte K, lo cual evita atascamientos por
friccion. Sujeto al disco también hay un amortiguador de constante ¢; y dos
resortes de constante ki, asi como una barra de metal justo en el punto D.

Pegado al disco, en el punto F' (ver fig. 2.1), hay un amortiguador de aire
con coeficiente de viscosidad ¢; y fuerza de amortiguamiento —cy7r¢ (término
equivalente a velocidad lineal). También tenemos un resorte de constante k
fijado de un extremo en el punto A sobre el disco, que da origen a una fuerza
F4 para pequenas oscilaciones y del otro extremo del resorte se fija a un
riel mévil. En el punto E se coloca una estructura rigida en forma de brazo
como se muestra en la Fig. 2.1 que genera una fuerza de reaccion Fg al giro
del disco. Este brazo rigido también estd conectado a una polea fija en un
extremo y sujeta de forma movible al extremo del resorte K en el riel, lo cual
evita atascamientos por friccion.

En el punto D fijamos dos resortes iguales de constante k; y una barra de
metal. Al girar el disco en sentido horario —z; o anti-horario x; la barra
metdlica deformara alguno de los resortes. La deformacion de los resortes
matematicamente nos representara una funcién lineal a trozos, semejante a
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la funcién de respuesta del diodo de Chua (véase Fig. 1.2(b)).

Ahora hacemos un analisis de fuerzas correspondiente al mecanismo de la
Fig. 2.1. Podemos ver el diagrama de fuerza (Fig. 2.2) para este mecanismo,
donde identificamos una fuerza P; = Ay asociada al acoplamiento elec-
tromecanico con el mecanismo B (descrito mas adelante), donde y es la
direccién de la fuerza y A; es un factor de acoplamiento. Sumamos todas las
fuerzas externas del disco? y de acuerdo a la segunda ley de Newton para
rotaciones, obtenemos la ecuacién:

mry =—cirp+ (Fa+ Fg)+ P+ Fp

Para ponerla en términos del momento de inercia multiplicamos por r, te-
niendo asi

Igb:—01T2¢+(FA+FE)T+PIT+FDT' (2'1)

Recordemos que trabajamos con pequenas rotaciones. Bajo esta supo-
sicién construimos un arreglo geométrico® para las fuerzas Fy y Fp de tal
forma que obtenemos la ecuaciéon de fuerzas siguiente:

I$ = —c1r?p + kor?p + Pir + Fpr, (2.2)

donde ¢ es un factor geométrico y ry resulta justamente de considerar ro-
taciones pequenas. De la Ec. (2.2) sabemos que Fp es la interaccién de la
varilla metalica en el punto D con los dos resortes de constante k;. Dicha
fuerza es Fp = ki(¢ — ¢*)r tal que |¢r| > |x;|. Hay que considerar enton-
ces tres casos para la rotacién del disco: |pr| > xq, |pr| < 1y |er] < a,
donde z; = rp* es la distancia de separacion entre la varilla y cualquiera de
los resortes. Fisicamente ¢* representa el angulo critico de contacto con los
resortes k. Hacemos I = 0 y agregamos el término faltante Fp, lo cual nos
lleva a que

—e1r?Q 4 kor? + P+ ki(p — ¢ )r® = 0, (2.3)

Para expresar en variables adimensionales hacemos los cambios de varia-
ble p = "¢, y =y*y y t = =. Donde ¢ y g son cantidades adimensionales y

2Los torque se miden respecto al centro del disco
3Para més detalle del arreglo geométrico que se empleo ver [3]. Todo surge partiendo
de rotaciones pequenas.
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Fuerza del resorte
lor| > x, o

Pi=My Fg = Fuerza de Reaccion

Fuerza de
Amortiguamiento

A F, = Fuerza del resorte

Figura 2.2: Diagrama de fuerzas del mecanismo A. Todas las fuerzas aplicadas
al disco son externas y su suma deben satisfacer la segunda ley de Newton
para rotaciones.

©*, y* y w son constantes de proporcionalidad y 7 es necesario para cambiar
las derivadas temporales tal que

L T G

Finalmente al considerar los tres casos correspondientes para (r y realizar
los cambios de variables ya mencionados obtenemos la expresion:

o (J — (mo + 1)@ — (mo —ma)), |er| >z

¢ = q am(y — (mo +1)9), lor| < (2.4)
(Y — (mo + 1)@ + (mo —ma)),  |er| < 1,
* . 6T * o r *
donde a,, = (cf‘rlgw*), mo+ 1= ki\l—yf y mg —my = —%.

La Ec. (2.4) describe justamente una funcién lineal a trozos como la em-
pleada en el circuito de Chua para la resistencia negativa.

Mecanismo B.- El segundo mecanismo consta de un amortiguador de
constante ¢ y un resorte de constante ky (ver Fig. 2.3) con masa despreciable.
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P2=AEZ\ |E=)\3I"P

y

Figura 2.3: Aparato mecanico acoplado mediante P3 al disco y con P, al
amortiguador del tercer aparato mecanico.

Hacemos el andlisis de fuerzas en la direccion “y” obteniendo:
ZFy202y+k2:P2+P3, (25)

donde P3 = A\3ryp es la fuerza del acoplamiento electromecanico que conecta
al punto D (mediante una varilla) del disco y P, = A\yz es la fuerza debido al
acoplamiento con el tercer mecanismo (descrito més adelante), siendo A, A3
constantes de acoplamiento.
Por otro lado las fuerzas P, y P3 se determinan mediante la variable “z”
(dependiente del tercer mecanismo) y la posicién angular ¢, respectivamente.
De igual forma que en el mecanismo A, hacemos la sustitucion de variables
o =0,y =y'y, 2 = 22y 7 = wt en (2.5) para obtener la expresién
adimensional:
y=¢—y+2z. (2.6)
Mecanismo C.- El tercer mecanismo consiste inicamente en un amor-
tiguador de constante c3 que estd acoplado a los mecanismos descritos ante-
riormente, mecanismo A y mecanismo B. Haremos el anélisis de fuerzas en
72" como se muestra en la Fig. 2.4.
La tnica fuerza de acoplamiento que contribuye es Py = —\y, la fuerza
P; no actiia mas que en el mecanismo B. Por lo tanto la suma total de fuerzas
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T P4=_A4y‘

/8

Figura 2.4: La tunica fuerza sobre el amortiguador es la generada por el aco-
plamiento.

sobre este mecanismo esta dado por:
Y F.o=ci=Py (2.7)

Otra vez, pasando a variables adimensionales en la Ec. (2.7), obtenemos la
que viene a completar el sistema de ecuaciones que describen en su totalidad
al sistema mecanico:

2 = — B, (2.8)

con i, = (M),

2.2. Circuito Eléctrico Vs. Sistema Mecanico

Ya tenemos las ecuaciones de movimiento para el circuito y el modelo
mecanico. Ahora haremos la correspondencia entre los conjuntos de ecuacio-
nes de la siguiente forma:

am(y — (mo + 1)@ — (mg —mq)), |eor| > xy
T = ac(y—x—f(x)) — 95/ = am(Q_ (mo—i_l)@)v ‘907"‘ <
(Y — (mo + 1)@ + (mo —ma)), |er| < i,

y = r—y+z - yY=0—-yt+z

z = _6cg — Z/:_ﬁmy'



A fin de encontrar las correspondientes equivalencias entre los elementos
pasivos y mecanicos, analizamos la proporcionalidad en las ecuaciones. de
movimiento determinando asi lo siguiente:

A1y Agyer . .
Oy = ———,  Bp=—|—— sistemamecdnico
cLrwp* cs3koz*
Cy R? L L
Qe = —, B, = —Cy circuitoeléctrico
Ch L

Concluimos que las siguientes relaciones se deben cumplir:

El capacitor Cy es equivalente al amortiguador ¢y v al resorte k.

El capacitor C] es proporcional al amortiguador de constante c¢y.

La inductancia L es proporcional al amortiguador de constante cs.

Algo importante a resaltar para este analisis es que los términos constantes
no se toman en cuenta ya que resultan irrelevantes.

En la Fig. 2.5 presentamos el sistema mecanico completo, equivalente al
circuito de Chua. Los dispositivos de acoplamiento P;, P, P3 tienen como
finalidad dar cierta automaticidad a todo el sistema. Una vez que se gire el
disco, este activara a los demas componentes de forma retroactiva como un
ciclo que idealmente no tendria fin.

Algo similar pasa con el circuito de Chua, uno de sus componentes, precisa-
mente el diodo de Chua, tiene como finalidad retroalimentar todo el circuito
y mantenerlo oscilando ademas de no necesitar alimentacién por fuentes de
corriente alterna para producir su comportamiento cadtico, sélo necesita una
fuente de corriente directa.
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Py=\z Dispositivo
Electromecanico
—[- S
y P‘ =AY
i ¥

* P=Az Pl=-AIYF
e
Iz c,

%

Figura 2.5: Se ilustran los tres componentes mecanicos acoplados con los
dispositivos electromecanicos. En su totalidad este sistema mecanico es equi-
valente al circuito de Chua.
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Capitulo 3

Descripcion Hamiltoniana del
circuito de Chua

En este capitulo estudiaremos brevemente la teoria de Hamilton. Tra-
taremos las ecuaciones de Hamilton y la formulacién de un Hamiltoniano
generalizado a fin de encontrar un Hamiltoniano para el circuito de Chua.
No obstante, que solo tenemos un sistema con un nimero impar de ecuacio-
nes.

3.1. Teoria de Hamilton

La formulacién de Hamilton para la mecanica clasica esta basada en una
funcion Hamiltoniana que depende de los momentos canénicos conjugados p;
y las coordenadas canoénicas conjugadas ¢;. Estas variables canénicas conju-
gadas (p;,q;) coni=1,2 ... n definen el espacio fase de dimensién 2n y la
evolucién del sistema corresponde a encontrar la trayectoria que un punto
sigue en dicho espacio. Esta formulacién describe el movimiento mediante
ecuaciones de primer orden. El nimero de condiciones iniciales que determi-
nan el movimiento es 2n, por tanto debera haber 2n ecuaciones independien-
tes de primer orden, expresadas en funcion de 2n variables independientes.
Otra formulacién de la Mecénica (no menos importante) es la de Lagrange
aplicada a sistemas con n grados de libertad. La evolucién del sistema queda
descrito por la funcién Lagrangiana L(q;, ¢;,t) y las ecuaciones de Lagrange:

doL oL
dtdg;  0q;

i=1,2,... . n
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Como las ecuaciones son de segundo orden, el movimiento del sistema es-
tard dado cuando se especifiquen 2n valores iniciales, por ejemplo, ;o = ¢;(0)
¥ Gio = ¢;(0) en un instante particular ¢; = 0. Para esta formulacién el estado
del sistema lo representamos por un punto en el espacio de configuracion de n
dimensiones cuyas coordenadas son las n coordenadas generalizadas ¢;. Des-
de el punto de vista de Lagrange, un sistema con n grados de libertad es un
problema de n variables independientes ¢;(t) ya que ¢; sélo es una derivada
de g; respecto del tiempo.

Podemos pasar de la formulacién Lagrangiana a la Hamiltoniana si plan-
teamos este problema desde un punto de vista mateméatico. La transicion de
Lagrange a Hamilton corresponde a cambiar las variables de nuestras fun-
ciones mecanicas de L(q,q,t) a H(q,p,t), donde p esta relacionado con q y ¢
mediante la Ec. 3.1

bi = 9L(g5, i, 1)

Z oq

El método para comunicar las variables de esta manera lo proporciona la
transformada de Legendre para este tipo de cambio de variable ver Ref.[13].

(3.1)

3.1.1. Ecuaciones de Hamilton

Para obtener las ecuaciones de Hamilton, consideremos la funcion de La-
grange del sistema con n grados de libertad en tres variables L(g;, ¢;,t) cuya
diferencial tendra la forma:

oL oL oL
dL = —dg; + —dq; + —-dt. 3.2
5. 9 2
Queremos cambiar la descripcién del sistema cuya funcién Lagrangiana es
funcién de ¢, ¢,t, a una nueva funcién de variables H(q,p,t). Para llevar a

cabo esta tarea, es necesario realizar una transformacién de Legendre:

donde se entiende una suma implicita sobre indices repetidos y p; = g—;{.
3

recibe el nombre de la funcién Hamiltoniana y su diferencial viene dado por:

OH OH OH
H = —do: + ——dp: + ——dt. 4
d " dqg; + Z.alpl + v dt (3 )
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De acuerdo a la Ec. (3.3) podemos también escribir:

oL oL oL
dH = q;dp; + p;dq; — —d¢; — —q; — ——dt. 3.5
Gidpi + pidds = 5odi — 5 i = 5, (3.5)
Usamos la definicién de momento canénico conjugado Ec (3.1) y como con-
secuencia los términos que contengan ¢; se eliminardn en favor de p;. Por

tanto, la Ec. (3.5) se reduce a:

oL oL

De la ecuacién de Lagrange tenemos que

i oL _ oL
dt \ 9¢; dq;

d oL
— i) =pi = 3.7
= ) =ri=5 (3.7)
sustituyendo la Ec. (3.7) en (3.6), obtenemos:
oL

lo cual nos indica que H solo debe ser una funcién de ¢;, p;,t y no depende
de ¢;. Comparando los términos de la expresién (3.4) con (3.8) vemos que
para que sea la misma diferencial se debe satisfacer:

oH

(3.10)
. oOH
5= o (3.11)
y ademas,
oL 0H

Las Ecs. (3.9) son las llamadas ecuaciones de Hamilton y constituyen
un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de primer
orden que describen la evolucion del sistema. Trataremos de expresar ahora
al circuito de Chua en una funcién tipo Hamiltoniana.
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3.2. La funcién de Hamilton para el circuito
de Chua

Como ya hemos visto, las ecuaciones que describen al circuito de Chua
son tres ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas no lineales. Ahora in-
tentaremos, a partir directamente de estas ecuaciones, obtener la funcion de
Hamilton. Primeramente notemos que para aplicar la formulacién Hamil-
toniana directamente necesitamos tener un sistema con un nimero par de
ecuaciones de primer orden. El circuito de Chua es descrito por 3 ecuaciones.
Podemos plantearnos la posibilidad de definir al sistema con 4 6 6 ecuaciones
esperando poder encontrar su funcién Hamiltoniana.

3.2.1. Sistema de 4 y 6 Ecuaciones

Una forma de tener un sistema de cuatro ecuaciones para el circuito de
Chua, es introducir una cuarta ecuacion que sea igual a cero. Proponemos
entonces el siguiente sistema de tal forma que z - X,y - Y, 2 — P,.. Y
asi tendremos un sistema de cuatro ecuaciones que describen al circuito de

Chua:

. H

X:gp — A(X,P,,Y,P,)) = BY -z

. H

yzg—:ﬁ(x,Px,Y,Py):Px—HX - 9,

ng (3.14)

Po=—og = BXPY P)=alY =P, —g(P)) = 4,

. oOH

Py:_a_Y:fﬁl(XaPJHKPy):O'

Las Ecs (3.14) son las derivadas parciales de la funcién de Hamilton H por
lo que su derivada total sera la suma de las parciales. Lo que nos interesa es
la Hamiltoniana como tal y no su derivada; asi que tendremos que integrar
las funciones fi, fa, f3 v fu obteniendo las funciones fi, fo, f3 v fu:
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=f = f1:/ fldpz—i‘fl(X,Yapy),

Opq
OH - =
o= fo = fo= [ fdnt B(XpaY)
Py P
oH v (3.15)
—==f3 = f3= —/ fsdX + f3(pe, Y, py),
0X X
OH - =
= = fa= —/ fadY + f4(X, pa, py),
oY v
Integrando las Ecs. (3.15), obtenemos:
fi = BYpo+ A(X.Yips), (3.16)
f2 - pmpy_ypy+Xpy+f2(Xapm1Y),
f3 - CEYX - Oéme - &g(px)X + f3(pzay7py>7
f4 - f4(X7p:E7py)'
La funcién Hamiltoniana total H estard dado entonces por la suma:
H=fi+ fa+ fs+ fa (3.17)

La cuestién aqui es definir las funciones de integracién fi, fo, f3 v fa. Para
esto es necesario calcular la derivada total de la Hamiltoniana e igualar con
el valor de las derivadas parciales vistas en (3.14). Lo que obtendremos es el
siguiete sistema para las funciones fi, fo, f3 v fu,

ot fs+ o = axpy —papy + axg(pa)ps, (3.18)
ft+h+fi =0,

fith+tf = —PyX,

J?1+J?2+J?3 = —Bp:y — Dyy — OXYy.

Para definir sin problemas la Hamiltoniana H, bastaria con resolver el sistema
(3.18), lamentablemente esto no es posible, pues la solucién a este sistema
para cada funcién, siempre quedard en términos de otra funcion. Es decir
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una de las funciones f, fa, f3 0 fi siempre va a quedar indeterminada sin im-
portar la forma en que seleccionemos las variables del sistema; por ejemplo,
considerar x = X,y =y, 2 = p, 0 cualquier otra seleccién.

Por otro lado, planteamos un sistema de seis ecuaciones las cuales también
describen el sistema de Chua. Hicimos algo similar que en el caso de cuatro
ecuaciones, solo que agregamos tres ecuaciones diferenciales de primer orden
iguales a cero en lugar de una sola que corresponda a las que involucren a las
derivadas temporales de los momentos candénicos conjugados. Los resultados
fueron los mismos, no fue posible definir un Hamiltoniano para el sistema.
Esto no implica que el sistema de Chua no tenga una Hamiltoniana, hay otras
formas de encontrarla. Particularmente nos interesa usar la formulacion de
Hamilton generalizada, que como veremos més adelante, se generaliza para
cualquier sistema sin importar el nimero de grados de libertad. De no exis-
tir esta formulacién tendriamos que recurrir al célculo directo de la energia
total de cada sistema, tanto del eléctrico como del mecanico, ya que el Ha-
miltoniano también se define como la suma de energias cinética y potencial

H=K+V.

3.3. Hamiltoniano generalizado

Partiendo de la forma canénica de Hamilton se pueden derivar otras for-
mulaciones para los sistemas Hamiltonianos conservativos y disipativos. A
estos sistemas se les conoce en la literatura como sistemas Hamiltonianos ge-
neralizados [2]. Para estos sistemas esta definido un espacio de estados descri-
to por el conjunto de matrices J(x), S(x), f(x), H(x). J(x) es anti-simétrica
y modela las estructuras conservativas del sistema, S(x) es simétrica y mode-
la la estructuras disipativas del sistema, f(x) es la parte no-lineal del sistema
representada por una funcién suave y H(x) es una funcién escalar continua
y diferenciable, que es independiente de la estructura del sistema y represen-
ta toda la energia almacenada en el sistema [2]. Entonces, en este esquema
generalizado, la expresion (3.19) genera las ecuaciones de movimiento:

x = [J(x) + S(x)] (?Q_Z + f(x). (3.19)

Vamos a aplicar esta teoria al caso del circuito de Chua, tratando a este

33



sistema como un sistema disipativo! y encontraremos las matrices J, S, H y
f. En el caso de mas de un circuito de Chua en el que se tiene acoplamiento,
la interconexién de estos circuitos da como resultado otro sistema en el que el

n
Hamiltoniano resultante es H(x) = Z H;(x), con n el nimero de sistemas
i=1

interconectados [14].

En el caso de un solo circuito (el circuito de Chua) las matrices J(x), S(x) y
H(x), de acuerdo a las Ecs. (1.17) son

0 0 0
Jx) = (0 0 g,
0 —p8 0
a? a 0
S(z) = (o =1 0], (3.20)
0 0 0
1/1 1
H(z) = 3 (axZ +y°+ 522>
La parte no lineal estd dada por
ag(z)
f(x) = 0 (3.21)
0

referente al diodo de Chua. Hacemos verificado que si se obtiene el sistema de
ecuaciones originales (3.20), apartir de las Ecs. (3.19)-(3.20) de la siguiente
manera:

!Estrictamente hablando, los circuitos de Chua no son auténomos, ya que disipan
energia en el elemento resistivo del circuito y la resistencia interna de la inductancia. Sin
embargo, se dice que es un sistema auténomo en el sentido de que el sistema de ecuaciones
diferenciales que describen al circuito de Chua no aparece explicitamente una funcién del
tiempo.
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T 00 0 0. H(z) —a? a 0\ [0,H(x) af(z)
vyl = (00 —p||0HEx)|+]| o« -1 0| |0H(x)]|+ 03.29)
3 08 0) \o.H(z) 0 0 0) \o.H 0
00 0 z —a? a 0\ [Z af(z)
= (0 0 —§ yl+| o« =10 y |+ 0
08 0/)\3 0 0 0 \3 0

—ax + oy — af(z)
= zZ+x—y
—By

Es importante mencionar que esta forma para el Hamiltoniano es la mis-
ma para el circuito eléctrico y el sistema mecanico, ya que el sistema de
ecuaciones que los describen tienen la misma forma y solo difieren por las
constantes ., 8. V Qup, Bm, Tespectivamente.

Para el sistema mecdanico los componentes conservativos son los resortes y el
conjunto disco-resorte de constante k. Sabiendo esto podemos decir que J(x)
contiene informacion referente a estos elementos, mientras que en el circuito
de Chua contiene informacién sobre la inductancia (si es que no se toma en
cuenta su resistencia interna) y capacitores que definen la parte conservativa
del circuito eléctrico. Los componentes disipativos propiamente del sistema
mecénico son los amortiguadores, por esto asumimos que la matriz S(x) con-
tiene la informacién referente a ellos. En el circuito, la matriz S(x) contiene
informacion de las resistencias que corresponde al elemento disipativo.

Ya se mencioné también que la parte no lineal f(x) hace referencia al diodo
de Chua en el circuito. En el sistema mecdnico f(x) describira al disco in-
teractuando a través de una varilla con los dos resortes de constantes k; que
genera una funcién de respuesta no lineal, andloga al diodo de Chua.
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Capitulo 4

Entropia y mapas de Poincaré

Esta seccién esta enfocada a la obtencién y analisis de espacios fase y
mapas de Poincaré, generados por el circuito de Chua. Introduciremos la
entropia de Shannon en el andlisis de la distribucion de puntos que conforman
los mapas de Poincaré para determinar el grado de desorden entre estados del
sistema de Chua. Marcaremos también las diferencias entre caos, desorden y
entropia.

4.1. Espacio fase

En mecéanica clésica, el espacio fase es una construccion matematica
que permite representar el conjunto de coordenadas candnicas conjugadas
q=(q1,...,qn) y momentos p = (pi,...,p,) de un sistema de N particulas
con n grados de libertad [13]. Las coordenadas de cada punto en el espacio
fase, representan a (qi,...,qn,P1,---,Pn), correspondientes a la familia de
soluciones del sistema y éstas a su vez representan un estado del sistema
en cuestién. La familia de soluciones del sistema generara trayectorias en el
espacio fase, las cuales se interpretan como la evolucién del estado del siste-
ma. Por ejemplo, una particula que se mueve en el espacio tridimensional,
es decir, en R3, su espacio fase serd R®. Esto porque 3 coordenadas repre-
sentan a la posicién (q1,¢2,q3) y 3 a los momentos conjugados (p1, pa, p3)-
En muchas ocasiones ocurre que el momento canénico conjugado p; coincide
con el momento lineal P = mx. Cuando esto ocurre, es comun referirse al
espacio fase como al espacio constituido por la posicion z, y las velocidades x.
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Recordemos que en el sistema de Chua no podemos hablar de posicién o
velocidad por ser un circuito, aunado a esto las variables del sistema son
adimensionales. Ademas no tenemos una representacién para las coordena-
das generalizadas. Particularmente, el espacio fase para el sistema de Chua
lo construimos con las variables independientes y sus derivadas temporales
(x,y,z,2,9, %), respectivamente. No empleamos coordenadas generalizadas
ya que la forma en la que construimos el Hamiltoniano en el capitulo 3, fue
recurriendo a Hamiltonianos generalizados y no expresamos el sistema en es-
tas coordenadas generalizadas.
Como resultado tenemos un espacio fase 6-D (seis dimensiones) para el cual
es imposible graficar las trayectorias en dicho espacio. Para su andlisis recu-
rrimos a las proyecciones y asi tener una idea de su comportamiento. FEn las
Figs. 4.1-4.4 solo mostramos un caso de las 16 posibles proyecciones en 2D,
correspondiente a la coordenada x y a la evolucion temporal de 2.
Recordemos que el estudio de este sistema es en a € [1.5,6] y en condiciones
iniciales (0.1,0.15,0.01). Consideramos las mismas regiones que analizamos
en el capitulo 1 que corresponden a las soluciones: Regién estable no cadtica,
ciclo limite, atractor tipo Rossler y doble atractor.
Chua o £, 2, bj = { 1.500, 7'000’_3’_;} Chua{a, B, a b}—{1500 7.000, - > —f}
. y. 241 s - - 77

0.2
02r

0.15
0.10 Sy aldl L

0.05

0.0

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0 20 40 60
-0.05 t

(a) Proyeccion de fase (i&,z) (b) Evolucién temporal de (x, &)

Figura 4.1: Proyeccion 2D del espacio fase en la coordenada x en el régimen
estable no cadtico en @ = 1.5; en b) representamos la evolucién de este
espacio fase en la coordenada zx.

Las proyecciones analizadas en 2-D son referentes a velocidad vs. posi-

37



8 5
Chua (o 5, 2, b) = { 4.400, 7.000, - == ;} Chua (0, B, a, b} = { 4400, 7.000, - - -}
X, y, z}[4]

1.0r

I

0.5F

—05}F

(a) Proyeccion de fase (i&,z) (b) Evolucién temporal de (z, &)

Figura 4.2: Proyeccién 2D del espacio fase para la coordenada x para el
régimen Ciclo Limite en @ = 4.4 ; en b) representamos la evolucién del
espacio fase en la coordenada x.

8 5 8 5
Chua o, f,2, b} = {5, 7000, -, -~} Chua o, §, 3, b} = {5, 7.000, -, =}
x,y. 2141

2.0

7

(a) Proyeccion de fase (&,z) (b) Evolucién temporal de (x, )

Figura 4.3: Proyeccion 2D del espacio fase para la coordenada x en el régimen
Atractor tipo Réssler para o = 4.9 ; en b) representamos la evolucién del
espacio fase en la coordenada .
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8 5
Chua{a, B, a, b} = { 5.900, 7.000, — ;’ _ ;} Chua {e, B, a, b} = { 5.900, 7.000, — ;, - —}

Xy, 2}[4]

(a) Proyeccion de fase (&,z) (b) Evolucién temporal de (z, &)

Figura 4.4: Proyecciones en 2D del espacio fase para la coordenada x en el
régimen del doble atractor para o = 5.9; en b) representamos la evolucién
del espacio fase en la coordenada .

cién con un paso de tiempo h = 0,0013 y un muestreo de 50,000 puntos
(todos los célculos se realizaron en el programa Mathematicacon el paquete
DynPac). Para las Figs. 4.1(b), 4.2(b), 4.3(b) y 4.4(b) conjuntamos en cada
caso la evolucién temporal de la proyeccién de fase (4,r) que nos muestra un
panorama de como evolucionan las trayectorias en el espacio fase, esto por
la imposibilidad de imaginar y graficar un hiper-espacio de seis dimensiones.

4.2. Mapa de Poincaré

En la seccién anterior calculamos las trayectorias del espacio fase para
cuatro regiones. Ahora generaremos los mapas de Poincaré correspondientes
a dichas trayectorias. Recordemos que trabajamos en un espacio de seis di-
mensiones y solo podemos analizar proyecciones.

Un Mapa de Poincaré o Seccion de Poincaré se obtiene al intersectar
las trayectorias de un espacio fase con un plano, de tal forma que los tra-
yectos corten al plano de forma transversal. Los puntos de intersecciéon entre
ambos es lo que se conoce como mapa de Poincaré [10] (ver Fig. 4.5).

Con ayuda del programa Mathematica calculamos los mapas de Poincaré pa-
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Figura 4.5: Las curvas representan trayectorias del espacio fase, estas cruzan
al plano de forma transversal en los puntos negros. El conjunto de puntos es
el mapa de Poincaré.

ra el sistema de Chua. Estos mapas los obtuvimos intersectando las tra-
yectorias del espacio fase encontradas en la seccion anterior y los planos
r+y+z=1,x4+y+2=0, 2=y, v =2yy =z Presentamos resulta-
dos solo para el plano x + y + 2z = 1 que genera méas puntos para el mapa
de Poincaré. Veamos que la Fig. 4.6 corresponde a la region no caotica. La
proyeccion del Mapa de Poincaré es en la coordenada x y solo nos muestra
4 puntos de 34 que lo forman. Esto ocurre ya que varios puntos pueden pro-
yectarse sobre uno solo y otros tantos no formar parte de esta proyeccion. La
Fig. 4.7 corresponde a la region del ciclo limite. Su Mapa de Poincaré consta
de 40 puntos que claramente se superponen con las proyecciones de las tra-
yectorias del espacio fase. De forma andloga las figs. 4.8 y 4.9 muestran la
proyeccion del espacio fase en la coordenada x y la proyeccion del mapa de
Poincaré en la misma coordenada.

En algunas proyecciones de los mapas de Poincaré como en la Fig. 4.6,
no son visibles todos los puntos que conforman en su totalidad al mapa,
esto es normal, pues solo estamos analizando una proyeccion. Muchos de los
puntos que no se manifiestan es por que se proyectan sobre un mismo punto y
otros no pertenecen a la proyeccion que trabajamos. Lo importante es que la
matematica que define tales mapas se puede abstraer a N-dimensiones dando
libertad total para analizar los mapas de Poincaré, sin preocuparnos por la
dimensién del espacio fase o cantidad de puntos que contengan.
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o T

e X
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 4.6: Proyecciéon para o = 1.5, regimen no cadtico. El mapa contiene
34 puntos de los cuales solo apreciamos 4 en esta proyeccio.

-1.0 [ . . . I . . . I . . . I . . . I . . . ¢
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Figura 4.7: Proyeccion para o = 4.4, regimen del ciclo Limite. Su correspon-
diente mapa de Poincaré lo forman 40 puntos, su proyeccion se sobrepone a
la trayectoria del espacio fase sobre la coordenada x.
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 4.8: Proyeccion para a = 4.9, régimen del atractor tipo Rdssler. Su
mapa de Poincaré lo forman 35 puntos, de los cuales todos se visualizan en
la proyeccion sobre la trayectoria del espacio fase.

Figura 4.9: Proyeccion para o = 5.9, régimen del Doble Atractor. Su Mapa
de Poincaré lo forman 29 puntos, esta es una de sus proyecciones en dos
dimensiones con la proyeccion correspondiente de las trayectorias del espacio
fase.
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4.3. Entropia

Originalmente la palabra Entropia viene del griego: entropé con en que
significa sobre, en y cerca; y trope o tropos que significa giro, alternativa,
cambio y evolucion. Este término lo usé por primera vez el fisico aleman
Rudorf Julius Emmanuel Clausius, que introduce la entropia como la formu-
lacion matematica de la segunda ley de la termodinamica, siendo una funcion
de estado.

No podemos dar una respuesta adecuada a la pregunta ;Qué es la Entropia?.
Sin embargo la imposibilidad de describir la Entropia en su totalidad no
tiene nada que ver con su utilidad. No es posible definir energia pero eso
no interfiere con nuestra compresién de las transformaciones de energia y su
principio de conservacién.

Admitiremos que Entropia no es una palabra comun pero con el uso se al-
canza una compresiéon mas profunda de su significado fisico. Podemos ver
entonces a la Entropia como una medida de desorden que existe en un siste-
ma (a mayor desorden, mayor entropia). Si en tal sistema no hay desorden la
entropia sera cero; es decir, no habréa entropia. Por ejemplo, considerando la
naturaleza microscopica de la materia, un sistema se vuelve mas desordenado
cuando las posiciones de las moléculas son menos predecibles. De aqui resulta
que la entropia de una sustancia sea mas baja en estado sélido y mas alta
en estado gaseoso. Un sistema puede ser cualquier cosa; un atomo, una flor,
la sociedad, una ciudad, el sistema solar, un conjunto de nimeros, en fin
cualquier cosa que elijamos puede ser un sistema. Aclaremos que un sistema
desordenado no siempre es un sistema cadtico, pero un sistema cadtico siem-
pre es desordenado. Y con una elecciéon adecuada de parametros podemos
medir su grado de desorden, esto es su entropia.

4.3.1. Entropia de Shannon

Anteriormente obtuvimos los llamados mapas de Poincaré, mapas forma-
dos por un conjunto de puntos. El objetivo es ver que tan desordenado es
cada mapa y para esto requerimos el concepto de entropia. Hay varios tipos
de entropia segin el campo de interés, pues no todos los sistemas que estudie-
mos dependeran de las mismas variables y conceptos. A nosotros nos interesa
la entropia de Shannon, concepto propiamente de la teoria de la informacion,
area en la que se trabaja con variables aleatorias[15].

43



Para encontrar la entropia de Shannon primero contamos el nimero de pun-
tos contenidos en cada mapa de Poincaré. Estos mapas los discretizamos
creando mallas equidistantes a fin de hacer secciones en todo el mapa con
pequenos cuadros que delimitaran una cierta area. Esto para contar el ntime-
ro de puntos por unidad de area, lo que se llama densidad de distribucion.
Hay que considerar que entre mas grande sea el area mas puntos contendra y
menos informacién obtendremos sobre la distribucién de todos los puntos.
Para esto es necesario considerar areas muy pequenas, con tal de tener in-
formacion mas fina y detallada. Por ejemplo, si consideramos dos conjuntos
de 20 puntos en el plano cartesiano ubicados aleatoriamente, con la entropia
de Shannon podemos decir cual de los dos conjuntos es mas desordenado
siempre y cuando la entropia se calcule en ambos casos para discretizaciones
iguales como en la Fig. 4.10 Como mencionamos antes, entre més grande sea
nuestra discretizacion tendremos mejor informaciéon de la distribucién de los
puntos en el plano.

Conjunto A S=0 Conjunto A S=2.6923 Conjunto A S=2.8571
(a) rejilla de 1x1 (b) rejilla de 10x10 (c) rejilla 20x20

Conjunto B S=0 Conjunto B S=2.7877 Conjunto B S=2.9264
(d) rejilla de 1x1 (e) rejilla de 10x10 (f) rejilla de 20x20

Figura 4.10: Dos conjuntos con mismo numero de puntos, es muy claro como
la entropia cambia a medida que incrementamos el nimero de rejillas, tam-
bién notemos que el conjunto B es el que tiene mayor entropia por lo tanto
es el mas desordenado.
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Mateméaticamente la entropia de Shannon esté descrita por la ecuacion

S = —ZpkLn(pk), (4.1)

donde p, = ¢ es la probabilidad de que un nimero de puntos esté en el
cuadro k de la rejilla, ng es el nimero de puntos en £y N es el numero total
de puntos en el mapa. Los cuadros que no contengan puntos, su contribucion
entropica serd nula. A continuacién presentamos el andlisis de entropia para
los mapas de Poincaré obtenidos en la secciéon anterior para el circuito de
Chua. La Fig. 4.11 muestra el comportamiento de la entropia a medida que
el nimero de rejillas aumenta, i.e. considerando areas mucho mas pequenas.
Veamos que el valor de la entropia tiende a estabilizarse en un cierto valor

Para a=1.5 Para a=4.4

Entropia Entropia
121

35¢
1.0 3.0F

08f a5k

201
0.6 -

0.4

02F

- - - - Rejillas - - - - Rejillas
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
(a) régimen no caotico, S=1.17527 (b) Ciclo Limite, S=3.57904
Para @=4.9 Para @=5.9
Entropia Entropia
3.0F 3.0,
25¢ 25
2.0 S0k
L5 15
1.0 1.0
0.5 0.5
- - - - Rejillas - - - - Rejillas
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
(c) Atractor tipo Rossler, S=3.23893 (d) Doble Atractor, S=3.36092

Figura 4.11: Los valores de entropia se estabilizan a medida que el nimero
de rejillas aumenta.

a medida que la rejilla se hace mas grande. En las Figs. 4.11(b) y 4.11(c) la
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estabilidad se alcanza para areas muy pequenas; es decir, para un numero
mads grande de rejillas. Por otro lado, las Figs. 4.11(a) y 4.11(d) tienden a un
valor constante de entropia de forma mas réapida.

Si superponemos las graficas de la Fig. 4.11 resulta la Fig. 4.12 que nos
muestra algo interesante: la entropia para las cuatro regiones es diferente.
Claramente el régimen no cadtica es la que tiene un valor de entropia me-
nor, por tanto es la menos desordenada. Los tres casos restantes, almenos
hasta 4000 rejillas, indican que la regién del doble atractor se estabiliza en
una entropia de S = 3.36092, mientras que el atractor tipo Rossler tiene
una entropia de S = 3.23893, ubicando al doble atractor en una regiéon més
desordenada que el atractor tipo Rossler.

— —] Diabils Auaring

i J
Hegimen ra cahibes

Figura 4.12: los colores de la grafica corresponden a: Rojo-Regién no Cadtica,
Negro-Atractor de Rossler, Azul-Doble atractor, Purpura-Ciclo limite.

Para tener un mejor panorama de como se comporta la entropia para algunos
valores de « en el intervalo [1.5, 6], consideramos la entropia para una discre-
tizacion de 4000 rejillas, Como se muestra en la Fig. 4.13. En este intervalo
el sistema de Chua, presenta tres regiones: Ciclo limite, atractor de Rossler y
doble atractor. En la transicién de un estado a otro se desestabiliza el sistema,
por lo que calcular la entropia en esta region resulta impredecible. La Fig.
4.13 precisamente muestra algunos valores de entropia que aparentemente
no definen una jerarquia de desorden o caoticidad. El grafo azul corresponde
unicamente a las cuatro regiones que analizamos antes. Como se puede ver
alrededor de a@ = 1.5 predominan los valores de entropia bajos y al acercarse
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a la region cadtica, tenemos un comportamiento impredecible de la entropia,
lo cual indica que estamos en una regién cadtica.

35F
3.0F
251

2.0

0.5F

T ST PRI T TR T T Lo | I ST T
1 2 3 4 5 6 44

Figura 4.13: Entropias promedio para algunos valores de «, considerando en
cada caso la entropia promedio para 4000 rejillas.

Lo importante es que en las regiones donde se estabilizan estas trayectorias
caracteristicas del caos, la entropia da la pauta para decir cual de estas regio-
nes es mas desordenada. Notemos que las regiones mas estables son aquellas
que tienden mas rapido a estabilizar su entropia, y respecto a estas regiones
definiremos la jerarquia en desorden.

Ahora mostraremos en la Fig. 4.14, las entropias en funcién del numero de re-
jillas para algunos valores de « en el intervalo [1.5, 6] que aparecen en la Fig.
4.13. Mostramos solo aquellas curvas que se estabilizan mas rapidamente. Es-
to facilita distinguir que almenos para un orden de 4000 rejillas, se establece
una jerarquia, que de menor a mayor desorden es: region no cadtica, atractor
tipo Rossler, Doble atractor y Ciclo limite.
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— Rejillas

I . . . . I . . . . I . . . .
1000 2000 3000 4000

Figura 4.14: Entropia para diferentes « para los cuales la entropia se estabiliza
mas rapido

o Region Color Entropia
1.5 no-caotico Rojo 1.1752
4.4| Ciclo Limite Verde 3.579

4.6| Atractor Rossler| Purpura 3.0014
5.2| Doble Atractor Rojo 3.008

5.6 Doble Atractor |  Negro 3.4339
5.9| Doble Atractor Azul 3.3609

Figura 4.15: Con esta tabla identificamos cada gréafica en 4.14, asi distingui-
mos a que region nos referimos
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Capitulo 5

Conclusiones

Este trabajo estd basado en el estudio de sistemas dinamicos no linea-

les que pueden presentar inestabilidades, que en ocasiones conducen a un
comportamiento no periddico conocido con el nombre de caos determinista.
No limitado por ser un sistema no-lineal hay varios modelos mecanicos y
electromecanicos propuestos para este circuito, en este trabajo analizamos el
modelo propuesto en [3] ademas encontramos su funcién Hamiltoniana apli-
cando un analisis de Hamiltoniano generalizado, el cual resulta ser el mismo
para el circuito de chua, esto por la equivalencia entre los sistemas eléctrico
y mecéanico. Queda como motivacion futura simular el sistema mecanico que
vendra a ampliar aun mas el estudio del circuito de chua.
Al trabajar con sistemas no lineales, damos por hecho que son sistemas caoti-
cos. Es complicado hablar de Caos y desorden, por mi parte el caos es una
situacion de extrema sensibilidad en el cambio de condiciones iniciales y el
desorden como una cualidad de este. considero que el caos no es cuantifica-
ble, no es posible decir que regién es mas cadtica, pues un sistema solo tiene
dos posibilidades ser cadtico o no serlo. Lo que si es factible es hablar de
la rapidez con que una region tiende a ser cadtica esto por los exponentes
de Liapunov. Tratando al desorden como consecuencia del caos, es posible
cuantificar el grado de desorden en un sistema, empleando la entropia de
Shannon, en particular, la forma en que lo hicimos, marca definitivamente
para el circuito de Chua una medida del desorden en el sistema, de entre
ello que el régimen del Doble Atractor sea mas desordenado que el atractor
tipo Rossler, no obstante, es necesario consolidar este resultado, aplicando
este procedimiento a otros sistemas cadticos y explorando otros métodos y
formas para caracterizar caos y desorden.
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Apendice A
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Figura 1: Proyeccion 2D del espacio fase en la coordenada x para el régimen
estable no caético en o = 1.5; en c¢) representamos la evolicién de las figuras

a) y b) juntas.
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8 5
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Figura 2: Proyeccion 2D del espacio fase para la coordenada z para el régimen
Ciclo Limite en a = 4.4 ; en ¢) representamos la evolicién de las figuras a) y
b) juntas.
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8 5
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(d) 2 vs. z

Figura 3: Proyeccién 2D del espacio fase para la coordenada z en el régimen
Atractor tipo Rsslér para o = 4.9 ; en ¢) representamos la evolicién de las
figuras a) y b) juntas.
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