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Introducción

Las ideas de simetŕıa y belleza han estado relacionadas a través de la
historia. Probablemente ésta sea la razón por la que los poliedros regulares
han sido estudiados desde la antigüedad, pues poseen un grado de simetŕıa
llamativo a simple vista.

Incluso antes de que las ideas de geometŕıa fueran formuladas por los
griegos el cubo era bien conocido, pues era usado como dado. Los egipcios
también conoćıan el octaedro y tetraedro, de hecho, una pregunta constante a
través de los años ha sido ¿por qué las pirámides de Guiza tienen determinada
forma? No seŕıa de sorprenderse que éstas fueran planeadas para ser medios
octaedros, de hecho, el ángulo entre sus paredes oscila entre 50◦47′ y 54◦14′,
mientras que el del octaedro es arc cos( 1√

3
) ≈ 54◦44′.

Los Sólidos Platónicos fueron nombrados en honor a Platón, quien es-
tudió estos cuerpos no sólo por interés matemático, sino por cierto interés
mı́stico, ya que estaban relacionados con los elementos: el tetraedro con el
fuego, el octaedro con el agua, el cubo con la tierra y el icosaedro con el aire.
Curiosamente, el dodecaedro no aparećıa como miembro de esta familia, sin
embargo, se le asociaba con la forma del universo.

Euclides, en Los Elementos estudia de manera formal los sólidos platóni-
cos. El libro XIII trata esencialmente de estos objetos, y de hecho, prueba que
existen únicamente 5 sólidos convexos regulares, es decir, de caras congruen-
tes acomodadas de la misma manera alrededor de cada vértice. La prueba
de Euclides se sigue usando hasta estos d́ıas y se basa en el hecho de que
el ángulo interno de un p-ágono es (1 − 2

p
)π, y si se pretenden poner q de

ellos alrededor de cada vértice de manera que el sólido sea convexo se debe
satisfacer 1

p
+ 1

q
> 1

2
.
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El asunto de los poliedros regulares parećıa estar terminado con los sólidos
platónicos, sin embargo, en grabados y pinturas de la Edad Media aparecieron
algunos objetos con un fuerte grado se simetŕıa. Dos de estos objetos fue-
ron estudiados por Johannes Kepler (1571–1630). Estos objetos comparten
propiedades combinatorias con los sólidos platónicos, pero tienen la carac-
teŕıstica de tener caras estrelladas.

A principios del siglo XIX Louis Poinsot (1777-1859) redescubrió los sóli-
dos de Kepler y dos sólidos más, cuyas caras son convexas pero están aco-
modadas de manera estrellada alrededor de cada vértice. En 1811 Augustin
Louis Cauchy (1789–1857) probó que los cuatro poliedros regulares estrella-
dos descubiertos por Kepler y Poinsot eran todos los posibles construidos de
esta manera.

A mediados del mismo siglo Ludwig Schläfli (1814-1895) realizó apor-
taciones a la geometŕıa en dimensiones superiores, entre otras, introdujo el
concepto de politopo como generalización de poĺıgono y poliedro en dimen-
siones superiores y encontró todos los politopos y teselaciones regulares en
dimensión 4 o más.

Sin duda alguna las aportaciones de Coxeter (1907-2003) forman un pilar
importante en la teoŕıa de poliedros. Muchas de estas aportaciones culmina-
ron en su famoso libro Regular Polytopes ([Cox73]) cuya primera edición fue
publicada en 1948. Sin embargo, una de sus aportaciones más relevantes vino
cuando apenas era un estudiante, cuando junto con J. F. Petrie (1907–1972)
descubrieron 3 objetos con propiedades de simetŕıa similares a las de los
poliedros conocidos hasta ese entonces, pero con la caracteŕıstica de tener
una infinidad de caras. Coxeter probó también que la lista de estos tres era
completa.

La teoŕıa tomó un nuevo aire cuando en 1975 Branko Grünbaum dio una
lista de 47 objetos que teńıan propiedades geométricas similares a los polie-
dros regulares (ver [Grü77]). Esta lista inclúıa los sólidos platónicos, los sóli-
dos de Kepler-Poinsot y los de Petrie-Coxeter; además inclúıa las teselaciones
del plano con cuadrados, triángulos y hexágonos. Grünbaum permitió tam-
bién que las caras no fueran planas e incluso pod́ıan ser infinitas.

En 1981 A. Dress encontró otro poliedro ([Dre81]) para completar la lista
de Grünbaum a 48, y en 1985, usando herramientas algebraicas y combina-
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torias probó que la lista era completa (ver [Dre85]).

Justo entre los dos art́ıculos de Dress, en 1982 Danzer y Schulte introduje-
ron el concepto de politopo abstracto (ver [DS82]), concepto que generaliza a
los poĺıgonos y poliedros geométricos, rescatando su estructura combinatoria.
Finalmente en [MS97], Egon Schulte y Peter McMullen abordan el problema
geométrico partiendo del concepto de poliedro abstracto y prueban, de una
forma distinta, que la lista de 48 poliedros regulares es completa.

Una vez resuelto el problema en el espacio euclidiano es natural pregun-
tarse qué pasa en otros espacios, en este sentido se tienen algunas respuestas:

En [CM80, c. 8] Coxeter y Moser describen las teselaciones regulares
en el 2-toro.

En [MS02, §6D,6E] Schulte y McMullen encuentran todas las teselacio-
nes regulares del n-toro.

En [ABM00] y [Bra00] Javier Bracho junto con otros autores encuen-
tra algunos poliedros en el espacio proyectivo P3(R) y finalmente, en
[McM07] McMullen clasifica los poliedros en S3, completando de paso
la lista de poliedros en P3(R).

En [Cox54] Coxeter estudia las teselaciones regulares del espacio hi-
perbólico.

El 3-toro es una 3-variedad que surge de manera natural, pues es cociente
del espacio euclideano. Además tiene propiedades interesantes, por ejemplo,
en [MS02, §6G] Schulte y McMullen prueban que es la única 3-variedad
euclideana que admite teselaciones regulares.

En este trabajo abordamos el problema de encontrar los poliedros regula-
res en el 3-toro. Trabajamos con los sólidos platónicos y con los poliedros de
Petrie-Coxeter por dos razones, ser los primeros en aparecer históricamente
y ser los únicos de la lista de 48 en tener caras finitas y planas con casco af́ın
tridimensional.

En el primer caṕıtulo damos algunos resultados generales de la teoŕıa de
poliedros. En el segundo introducimos el 3-toro y su métrica y estudiamos
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algunas de sus isometŕıas. En este caṕıtulo también introducimos las ret́ıcu-
las de puntos y estudiamos aquellas que son invariantes bajo reflexiones.
Finalmente, en el caṕıtulo 3 atacamos el problema principal del trabajo y
determinamos cuándo los sólidos platónicos y los poliedros de Petrie-Coxeter
pueden ser vistos como poliedros regulares en el 3-toro. Esto da 8 familias
de poliedros regulares en el 3-toro, cada una de ellas asociada a uno de los
poliedros de E3 mencionados. Como resultado de nuestro análisis se obtienen
16 poliedros regulares más en el 3-toro, todos provenientes de la lista de 48
poliedros regulares en E3.



Caṕıtulo 1

Poliedros Regulares en el
Espacio Euclideano E3

En este caṕıtulo hablaremos acerca de los poliedros regulares. En la pri-
mera sección trabajaremos los poliedros como objetos estrictamente combi-
natorios, daremos las definiciones básicas y hablaremos sobre su grupo de
automorfismos. En la Sección 1.2 definimos algunas operaciones que nos per-
miten construir nuevos poliedros a partir de los ya construidos. Finalmente en
la Sección 1.3 introduciremos el concepto de realización, el cual servirá para
pasar de los objetos combinatorios al problema geométrico; hablaremos con
detalle de algunas realizaciones de los poliedros regulares que estudiaremos
en este trabajo.

1.1. Poliedros Regulares Abstractos

En esta sección trataremos a los poliedros regulares como objetos estric-
tamente combinatorios. Seguiremos la notación dada por P. McMullen y E.
Schulte en [MS97].

La definición de poliedro abstracto toma en cuenta propiedades combi-
natorias de los poliedros convexos. Fundamentalmente se pretende rescatar
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la incidencia entre vértices, aristas y caras preservando algunas de la pro-
piedades combinatorias que los poliedros convexos tienen. Posteriormente se
verá que, efectivamente, esta es una generalización del concepto de poliedro
convexo.

1.1.1 Definición. Un poliedro abstracto P es un conjunto parcialmente or-
denado con una función de rango, es decir, una función de P en {−1, 0, 1, 2, 3}
suprayectiva y estrictamente creciente. Llamarémos vértices, aristas y caras
a los elementos de rango 0, 1 y 2 respectivamente. Una bandera es un sub-
conjunto totalmente ordenado maximal. Además P satisface las siguientes
propiedades:

(P1) Existe un único elemento mı́nimal F−1 y un único elemento maximal
F3, de rango −1 y 3 respectivamente.

(P2) Las banderas tienen exactamente 5 elementos, es decir, cada una tiene
un vértice, una arista y una cara, además de los elementos F−1 y F3.

(P3) P es fuertemente conexo por banderas, esto es, dadas dos banderas Φ
y Ψ existe una sucesión de banderas Φ = Φ0,Φ1, . . . ,Φk = Ψ tales que
para cualquier i ∈ {1, . . . , k} Φi−1 y Φi son adyacentes (difieren única-
mente por un elemento) y además Φ ∩Ψ ⊆ Φi para i ∈ {0, 1, . . . , k}.

(P4) P satisface la propiedad del diamante, es decir, para cada j ∈ {0, 1, 2},
dados F de rango j − 1, y G de rango j + 1 se tiene que

|{H ∈ P : F < H < G}| = 2

.

Cuando no haya confusión, en este trabajo denotaremos a los poliedros
abstractos simplemente como poliedros.

Observemos que de manera análoga se puede definir poĺıgono abstracto
considerando que la función de rango tiene imágen {−1, 0, 1, 2}. En esta
situación las banderas tendrán exactamente 4 elementos y la propiedad del
diamante deberá satisfacerse para j ∈ {0, 1}.

No es dif́ıcil probar que para cada n > 3 (incluso infinita) existe un único
poĺıgono (abstracto) con n vértices.
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Las propiedades (P2), (P3) y (P4) nos dicen que los poliedros abstractos
satisfacen propiedades combinatorias que los poliedros convexos satisfacen,
en particular, gracias a la propiedad (P4) cada arista tiene exactamente dos
vértices y está en exactamente dos caras. Observemos que (P3) y (P4) im-
plican que toda cara induce un ciclo o una trayectoria infinita hacia ambos
lados, es decir, una gráfica conexa 2-regular, en los vértices y aristas inciden-
tes a ella.

Si F y G son dos elementos incidentes de P , es decir, F 6 G, definimos
la sección G/F del poliedro como

G/F := {H ∈ P : F 6 H 6 G}.

Cuando no haya confusión, identificaremos un elemento F de P con la sección
F/F−1 = {H ∈ P : H 6 F}. En este sentido, pensaremos a F3 como
el poliedro P y, aunque estŕıctamente hablando no es aśı, a F−1 como el
conjunto vaćıo ∅.

Si F es un vértice del poliedro P , llamaremos figura verticial en F a la
sección

F3/F = {H ∈ P : F 6 H}.

Observemos que toda cara (vista como sección) y toda figura verticial son
poĺıgonos abstactos.

Ejemplos: En la Figura 1.1 damos algunos ejemplos de los objetos que aca-
bamos de definir. En los diagramas, se unen con lineas rectas dos elementos
si son incidentes y su rango difiere en 1.

Lo poliedros convexos son, naturalmente, poliedros abstractos si to-
mando como vértices, aristas y caras los puntos, segmentos de recta y
regiones de planos, respectivamente, ordenados por la contención (Fig.
1.1a). En los ejemplos geométricos que demos en lo que resta de la
sección se pensará siempre en el orden parcial definido de esta forma.

El conjunto potencia de {a, b, c, d} ordenado con la contención es un
poliedro abstracto, de hecho, isomorfo (definido más adelante) al te-
traedro (Fig. 1.1b).
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Los poĺıgonos convexos son también poĺıgonos abstractos (Fig. 1.1c).

Dos cubos pegados por una arista (Fig. 1.1d) no constituyen un polie-
dro, pues no se satisface (P4) ya que la arista a está en cuatro caras.

Dos pirámides pegadas por el vértice en la punta (Fig. 1.1e) no forman
un poliedro pues no se satisface (P3) ya que no existe sucesión de
banderas adyacentes entre la bandera {v, a, c} y la bandera {v, a′, c′}.

Denotaremos por F(P) al conjunto de todas las banderas de P . Por
conveniencia omitiremos a F−1 y a F3 en la notación para banderas. Si Φ =
{F0, F1, F2} es una bandera y 0 6 i 6 2 denotaremos por Φi la única bandera
i-adyacente a Φ, es decir,

Φi = (Φ \ {Fi}) ∪ {F ′i}

donde F ′i es la única cara de rango i distinta a Fi con Fi−1 6 F ′i 6 Fi+1.
Definimos también de manera recursiva Φi1i2...ik := (Φi1i2...ik−1)ik para k > 2.

La siguiente definición nos dará una herramienta para determinar cuándo
dos poliedros son esencialmente el mismo.

1.1.2 Definición. Si P y Q son poliedros, φ : P → Q es un isomorfismo
de poliedros si φ es una biyección y tanto φ como φ−1 preservan orden, es
decir, F 6 G en P si y sólo si φ(F ) 6 φ(G) en Q. Si existe un isomorfismo
de poliedros entre P y Q diremos que P y Q son isomorfos y escribiremos

P ∼= Q.

1.1.3 Definición. Un automorfismo de P es un isomorfismo de P en śı mis-
mo.

Las definiciones de isomorfismo y automorfismo para poĺıgonos son análo-
gas.

Denotaremos por Γ(P) el conjunto de todos los automorfismos de P . Es
claro que Γ(P) es un grupo bajo la composición, además existe una acción
natural de Γ(P) en F(P).
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Rango

−1

0

1

2

3

(a) El tetraedro como orden parcial

{a} {b} {c} {d}

∅

{a, b} {a, c} {b, c} {a, d} {b, d} {c, d}

{a, b, c} {a, b, d} {b, c, d} {a, c, d}

{a, b, c, d}
Rango

−1

0

1

2

3

(b) Potencia de {a, b, c, d}
Rango

−1

0

1

2

(c) Orden parcial de un
pentágono

a

(d) No cumple (P4)

v

a

a′

c

c′

(e) No cumple (P3)

Figura 1.1
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Ejemplos: A continuación pretendemos ilustrar los conceptos de isomor-
fismo y automorfismo. En los ejemplos geométricos debemos pensar las si-
metŕıas de los objetos como automorfismos combinatorios, pues dichas si-
metŕıas preservan la incidencia entre vértices aristas y caras.

En el ejemplo de la figura 1.1b, cualquier permutación de {a, b, c, d}
induce un automorfismo en el poliedro.

Si n > 3 (incluso infinita) cualesquiera dos n-ágonos abstractos son
isomorfos.

Si P es un n-ágono abstacto, su grupo de automorfismos Γ(P) es iso-
morfo al grupo diédrico Dn generado por los automorfimos inducidos
por las reflexiones R0 y R1 (Fig.1.2a).

Si P es una pirámide sobre un n-ágono regular con n > 3 entonces
Γ(P) ∼= Dn. Esto se debe a que las reflexiones R0 y R1 se extienden
a automorfismos de la pirámide inducidos por reflexiones respecto a
planos. Además la cara base no puede tener como imagen ninguno de
los triángulos aśı que queda fija bajo todo automorfismo (Fig. 1.2b).

R1

R0

(a)

R0

R1

(b)

Figura 1.2
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1.1.4 Definición. Diremos que un poliedro P es regular si Γ(P) actúa
transitivamente en F(P), el conjunto de banderas de P .

Observemos que la definición de regularidad mantiene la idea de regula-
ridad clásica pues, dadas dos caras (aristas o vértices) F y G de un poliedro
P existe un automorfismo γ tal que γ(F ) = G. En particular cualesquiera
dos caras son isomorfas y dos vértices tienen figuras verticiales isomorfas, sin
embargo, esto en general no es suficiente.

Ejemplos: A continuación presentamos una serie de ejemplos de poliedros
regulares. La regularidad de algunos de los ejemplos será mostrada poste-
riormente, algunos otros únicamente los mencionamos para mostrar que hay
una gran variedad de poliedros regulares.

Los sólidos platónicos son poliedros regulares en el sentido de la defi-
nición 1.1.4, aunque esto será evidente más adelante.

Los poliedros de Petrie-Coxeter (Fig. 1.3), descritos a detalle en la
sección 1.3 son poliedros regulares.

Las teselaciones del plano con triángulos equiláteros, con cuadrados y
con hexágonos regulares son poliedros regulares (Fig. 1.4).

El poliedro de 4 vértices, 8 aristas y 4 caras dibujado en el 2-toro (Fig.
1.5a) es un poliedro regular.

El medio cubo (Fig 1.5b) obtenido al identificar vértices, aristas y caras
opuestas del cubo, es un poliedro regular.

Si P es un poĺıgono de n vértices diremos que tiene tiene tipo de Schläfli
{n}. Notemos que si P es un poliedro regular, todas las caras son isomorfas
entre śı, y gracias a la transitividad en vértices, todas las figuras verticiales
son isomorfas. Si P tiene como caras p-ágonos y como figuras verticiales
q-ágonos, su tipo de Schläfli será {p, q}.
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Figura 1.3: Poliedros de Petrie-Coxeter

Figura 1.4: Teselaciones regulares del plano

Ejemplos:

El tetraedro, octaedro, cubo, icosaedro y dodecaedro tienen tipo de
Schläfli {3, 3}, {3, 4}, {4, 3}, {3, 5} y {5, 3} respectivamente.

Las teselaciones regulares del plano (Fig. 1.4) tienen tipo de Schläfli
{4, 4}, {3, 6} y {6, 3}.

En el caso de los poliedros convexos el tipo de Schläfli determina a P
salvo homotecia e isometŕıa (ver [MS02, §1B]), sin embargo, esto no es cierto
en el caso general.

En general, determinar si el grupo de automorfismos de un poliedro P es
transitivo en F(P) no es algo sencillo. Finalizaremos esta sección con algunos
resultados relativos a la acción de Γ(P) en F(P), en particular, probaremos
una equivalencia de regularidad que será útil para nuestro trabajo.

1.1.5 Lema. Si γ es un automorfismo de un poliedro P y Φ es una bandera
de P entonces

γ(Φi) = (γ(Φ))i
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(a) Poliedro en el 2-
toro

(b) Medio cubo en
P2(R)

Figura 1.5

para toda i ∈ {0, 1, 2}.

Demostración. Sea i ∈ {0, 1, 2}. Observamos que γ(Φ), (γ(Φ))i y γ(Φi) coin-
ciden e todas las caras salvo tal vez la i-ésima, sin embargo (γ(Φ))i 6= γ(Φ) 6=
γ(Φi), aśı que por (P4) (γ(Φ))i = γ(Φi). �

1.1.6 Proposición. Si P es un poliedro abstracto, entonces Γ(P) actúa
libremente en F(P).

Demostración. Supongamos que γ es un automorfismo de P que fija una
bandera Φ. Sea Ψ una bandera arbtraria, probemos que γ fija a Ψ. Por
(P4) existe una sucesión de banderas adyacentes Φ = Φ0,Φ1, . . . ,Φk = Ψ,
probemos el resultado por inducción sobre k. Si k = 1 entonces Φ y Ψ son
adyacentes y el resultado se sigue del lema 1.1.5. Supongamos el resultado
para toda j < k. El hecho de que Ψ queda fija se sigue de que Φk−1 queda fija
(por hipótesis de inducción) y de que γ es biyección, pues Φk−1 y Ψ difieren
únicamente en una cara. �

1.1.7 Corolario. Si P es un poliedro abstracto, Φ una bandera de P y
γ ∈ Γ(P), entonces γ está determinado por la imagen de Φ.

Notemos que gracias al resultado anterior tenemos que |Γ(P)| 6 |F(P)|
y coinciden si y sólo si P es regular.
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Ejemplo: Los poĺıgonos abstractos son regulares pues |F(n)| = 2n = |Dn|,
sin embargo, la pirámide con base {n}, para n > 4, no es regular pues tiene
2n banderas en la base y 6 por cada triángulo, para un total de 8n banderas.

El siguiente teorema nos da una equivalencia de regularidad bastante
sencilla.

1.1.8 Teorema. Un poliedro P es regular si y sólo si para alguna bandera
Φ y para todo i ∈ {0, 1, 2} existe un automorfismo ρi de P tal que

ρi(Φ) = Φi.

Además, cada automorfismo ρi es una involución, es decir, ρ2
i = Id.

Demostración. Supongamos que P es regular, entonces, para cada i ∈ {0, 1, 2}
existe un automorfismo ρi de tal forma que ρi(Φ) = Φi, pues Γ(P) actúa tran-
sitivamente en F(P). El hecho de que ρ2

i = Id se sigue de que (Φi)i = Φ y
de que ρi fija todas las caras de Φi salvo la i-ésima.

Supongamos ahora que para alguna bandera Φ y para todo i ∈ {0, 1, 2}
existe un automorfismo ρi de P tal que ρi(Φ) = Φi. Sea Ψ una bandera de P ,
basta probar que existe un automorfismo γ de tal forma que γ(Φ) = Ψ. Ya que
P es un poliedro, por (P3) existe una sucesión de banderas adyacentes Φ =
Φ0,Φ1, . . . ,Φk = Ψ. Procedamos por inducción sobre k. Si k = 1 entonces
Φ y Ψ son i-adyacentes para alguna i ∈ {0, 1, 2} y entonces ρi(Φ) = Ψ.
Supongamos cierto el resultado para toda j < k, entonces, por hipótesis
de inducción existe un automorfismo χ de tal forma que χ(Φ) = Φk−1. Sea
i ∈ {0, 1, 2} de tal forma que Φk−1 y Ψ son i-adyacentes. Tomemos γ = χρi
y tenemos

γ(Φ) = χρi(Φ) = χ(Φi) = (χ(Φ))i = Φi
k−1 = Ψ. �

Observemos que si los automorfismos ρi del Teorema 1.1.8 existen para
una bandera en particular, entonces existen para cualquier bandera. Dada
una bandera Φ, llamaremos a ρ0, ρ1 y ρ2 los generadores distinguidos respecto
a la bandera base Φ.
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Ejemplo: Gracias al resultado anterior es muy sencillo verificar ahora que
las teselaciones regulares del plano son poliedros regulares, pues basta consi-
derar reflexiones adecuadas (Fig. 1.6). En la sección 1.3 se mostrará que los
sólidos platónicos y los poliedros de Petrie-Coxeter también lo son.

ρ2

ρ0
ρ1

ρ2

ρ0

ρ1
ρ2

ρ0

ρ1

Figura 1.6: Teselaciones regulares del plano

1.2. Operaciones en Poliedros

La idea general de esta sección es, dado un poliedro regular Q, construir
un poliedro regular P a partir de Q de tal forma que Γ(P) 6 Γ(Q).

En [MS02, §2E] Schulte y McMullen prueban que un poliedro regular
está totalmente determinado, salvo isomorfismo, por su grupo de automor-
fismos y sus generadores distinguidos. En otras palabras, dado un grupo
Γ = 〈ρ0, ρ1, ρ2〉 con ρ0, ρ1, ρ2 involuciones que satisfacen algunas propieda-
des, es posible construir un poliedro regular P de tal forma que Γ(P) = Γ.

En virtud de este resultado, la técnica general será tomar un poliedro
regular Q y a partir de ∆ = Γ(Q) derivar un grupo Γ generado por 3 involu-
ciones. Hay casos en las que estas involuciones no satisfacen las propiedades
para construir un poliedro. Dado que el objetivo de esta sección es descri-
bir las operaciones, no entraremos en detalles técnicos para verificar que las
instancias de nuestro interés efectivamente satisfacen estas propiedades; sin
embargo, las operaciones que mencionaremos tienen interpretación geométri-
ca de manera directa, la cual nos dará una idea de la construcción. Si el lector
está interesado en conocer más a profundidad estas operaciones y revisar los
detalles puede revisar [MS02, §7B].
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Seguiremos la notación usada por Schulte y McMullen en [MS02]. En
lo sucesivo Q es un poliedro regular de tipo de Schläfli {p, q} y grupo de
automorfimos ∆ = 〈σ0, σ1, σ2〉. Cada operación µ nos llevará a un nuevo
grupo Γ = 〈ρ0, ρ1, ρ2〉 y a un nuevo poliedro P := Qµ con Γ(P) = Γ.

Dualidad

La primera de las operaciones la denotaremos por δ y corresponde a

δ : (σ0, σ1, σ2) 7→ (σ2, σ1, σ0) =: (ρ0, ρ1, ρ2).

El poliedro P := Qδ obtenido de esta operación le llamaremos poliedro
dual de Q y corresponde, en términos de orden parcial, a invertir el orden,
es decir, F 6 G en Q si y sólo si G 6 F en P .

En términos geométricos corresponde a intercambiar caras por vértices,
o equivalentemente, a tomar un punto dentro de cada cara de tal forma
que dos puntos forman arista si las caras correspondientes coincid́ıan en una
arista y un conjunto de vértices forma cara, si las caras correpondientes eran
incidentes un mismo vértice.

El poliedro P = Qδ tiene tipo de Schläfli {q, p} y es claro que (Qδ)δ = Q
y Γ(Q) = Γ(P).

Ejemplos:

El tetraedro {3, 3} es autodual (Fig. 1.7a).

El cubo {4, 3} y el octaedro {3, 4} son poliedros duales (Fig. 1.7b).

El icosaedro {3, 5} es dual del dodecaedro {5, 3} (Fig. 1.7c).
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(a) {3, 3}δ = {3, 3} (b) {4, 3}δ = {3, 4} (c) {5, 3}δ = {3, 5}

Figura 1.7

Operación de Petrie

Esta operación la denotaremos por π y está definida por

π : (σ0, σ1, σ2) 7→ (σ2σ0, σ1, σ2) =: (ρ0, ρ1, ρ2).

Al poliedro P := Qπ le llamaremos dual de petrie o simplemente petrial
de Q.

El conjunto de vértices y de aristas de P es el mismo que el de Q, pero
las caras de P están dadas por los poĺıgonos de Petrie de Q, los cuales están
definidos por la propiedad de que dos aristas consecutivas, pero no tres, son
aristas de una cara de Q.

En la figura 1.8a se puede ver que los poĺıgonos de Petrie del cubo son
hexágonos y en la figura 1.8b se muestran las 4 caras hexagonales del petrial
del cubo.

De la definición algebraica de la operación es claro que (Qπ)π = Q y por
lo tanto Γ(Q) = Γ(Qπ).

Operación de hoyos

Esta operación la denotaremos por ϕ2 y está dada por

ϕ2 : (σ0, σ1, σ2) 7→ (σ0, σ1σ2σ1, σ2) =: (ρ0, ρ1, ρ2).
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(a) Poĺıgono de Petrie (b) {4, 3}π = {6, 4}3

Figura 1.8

Definamos los j-hoyos de un poliedro Q como los ciclos de la gráfica
inducida por las aristas y vértices de Q determinados por la propiedad de
que un ciclo sale de un vértice por la j-ésima arista a partir de aquella por la
que entró, manteniendo siempre el mismo sentido (digamos, por la derecha,
en alguna orientación local; ver Fig. 1.9a). En particular, las caras son los
1-hoyos del poliedro.

Si q es impar el poliedro P := Qϕ2 tiene el mismo conjunto de vértices
y aristas que el poliedro Q pero las caras de P están determinadas por los
2-hoyos de Q (Fig. 1.9b).

En general se puede definir la operación ϕk dada por

ϕk : (σ0, σ1, σ2) 7→ (σ0, σ1(σ2σ1)k−1, σ2) =: (ρ0, ρ1, ρ2),

y si k y q son primos relativos, corresponde a dejar invariante los vértices y las
aristas y tomar como caras los k-hoyos. En este trabajo usaremos únicamente
a ϕ2.

Se verifica algebraicamente que si mcd(k, q) = 1, la operacion ϕk tiene
inverso a la operación ϕk′ donde kk′ ≡ 1( mod q), por lo tanto, si q es impar
ϕ2 deja invariante al grupo.

Se tiene además que ϕk conmuta con la operación π para todo natural k.
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1

j − 1

j

j + 1

2

(a) j-hoyo (b) Dos 2-hoyos en {3, 5}

Figura 1.9

1.3. Realizaciones de Poliedros Regulares

En esta sección abordaremos algunos aspectos geométricos. Introducire-
mos el concepto de realización siguiendo a P. McMullen en [McM89], el cual
nos permite pasar de la parte combinatoria a la parte geométrica. Posterior-
mente daremos algunas realizaciones de los poliedros regulares que trabaja-
remos más adelante.

1.3.1 Definición. Una realización de un poliedro abstracto P es una fun-
ción β : P0 → E3 donde P0 es el conjunto de vértices de P de tal forma que
cada automorfismo de Γ(P) induce una permutación en V := β(P0) que se
extiende a una isometŕıa del casco af́ın de V , es decir, del subespacio af́ın más
pequeño que contiene a V . A dichas permutaciones las llamaremos simetŕıas
de V .

En algunos textos, por ejemplo [MS02], una realización es simplemente
una función β : P0 → E3. La Definición 1.3.1 corresponde a una realización
simétrica. Nosotros usaremos la notación de McMullen y les llamaremos sim-
plemente realizaciones.

En principio no es claro que una realización comprenda la estructura
completa del poliedro, pues pareciera que únicamente depende de los vértices.
El siguiente resultado nos dice cómo se recupera la estructura del poliedro.

1.3.2 Proposición. Sea β una realización de un poliedro abstracto P y
definimos β0 = β, V0 = V , entonces para i ∈ {1, 2, 3} β induce una función
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suprayectiva βi : Pi → Vi donde Pi es el conjunto de elementos de P de rango
i y Vi ⊆P(Vi−1) es la familia de conjuntos

βi(F ) := {βi−1(G) : G ∈ Pi−1 y G 6 F}

para cada F ∈ Pi. Además, β−1 está dado por β−1(F−1) = ∅.

Diremos que una realización β es fiel si cada βi es biyección. Si β(P0) es
un conjunto discreto diremos entonces que β es discreta.

En virtud del resultado anterior, las simetŕıas de V inducidas por los
elementos de Γ(P) son llamadas simetŕıas de P . Claramente hay un homo-
morfismo de grupos (inducido por β) entre el grupo de automorfismos de
un poliedro P y su grupo de simetŕıas. Si la realización es fiel, este homo-
morfismo es un isomorfismo y, en esta situación, abusaremos de la notación
identificando los elementos de β(Γ(P)) con los de Γ(P).

Ejemplos:

La realización trivial es aquella que manda todos los vértices a un
mismo punto, ésta no es una realización fiel.

El poliedro de la Figura 1.10 no admite realización fiel, pues entre los
vértices v y v′ hay más de una arista.

En la Figura 1.11 se muestran dos realizaciones distintas del pentágono.

v

v′

v′

Figura 1.10
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Figura 1.11

Realizaciones de los Sólidos Platónicos

A continuación describiremos una realización de cada uno de los sólidos
platónicos. Para cada sólido daremos coordenadas de sus vértices y describi-
remos brevemente sus aristas y caras. Daremos también de manera explicita
los generadores ρ0, ρ1 y ρ2 para determinadas banderas base.

Cuando sea posible, a una bandera le asociaremos el triángulo determi-
nado por el vértice, el punto medio de la arista y el centro de la cara.

Realización del Tetraedro

Tomemos como conjunto de vértices a

{(1, 1, 1), (−1,−1, 1), (1,−1,−1), (−1, 1,−1)}.

Las aristas estarán formadas por cualquier pareja de vértices y las caras serán
triángulos determinados por 3 vértices. El tetraedro realizado de esta manera
lo denotaremos T (Fig. 1.12).

Para calcular los generadores tomemos como bandera base Φ la deter-
minada por el vértice (1, 1, 1), la arista determinada por ese vértice y el
(−1,−1, 1) y la cara determinada por los vértices (1, 1, 1), (−1,−1, 1) y
(1,−1,−1) (Fig. 1.13).

Tenemos entonces que ρ0 es la reflexión respecto al plano x+ y = 0 (Fig.
1.14a), ρ1 es la reflexión respecto al plano x − z = 0 (Fig. 1.14b) y ρ2 es la
reflexión respecto al plano x− y = 0 (Fig. 1.14c).
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(1, 1, 1)

(−1,−1, 1)

(1,−1,−1)

(−1, 1,−1)

Figura 1.12: Los vértices, aristas y una de las caras del tetraedro T

Φ

Φ0

Φ1

Φ2

Figura 1.13: Bandera base Φ y sus banderas adyacentes

ρ0

(a)

ρ1

(b)

ρ2

(c)

Figura 1.14: Generadores distinguidos de Γ(T ) respecto a Φ
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Realización del Cubo

Consideremos como vértices los puntos de la forma (±1,±1,±1); como
aristas tomemos los segmentos entre cualesquiera dos de los puntos que com-
parten 2 coordenadas y como caras los cuadrados determinados por las aris-
tas cuyos puntos tienen una coordenada en común. Denotaremos a este cubo
(como objeto geométrico) por C. (Fig. 1.15).

(1, 1, 1)

(−1, 1, 1)

(−1, 1,−1)

(1, 1,−1)

(1,−1, 1)

(−1,−1, 1)

(1,−1,−1)

(−1,−1,−1)

Figura 1.15: Los vértices, aristas y una de las caras del Cubo

Tomaremos como bandera base Φ al vértice (1, 1, 1), la arista en la in-
tersección de los planos z = 1 y x = 1 y la cara en el plano z = 1 (Fig.
1.16).

Φ2

Φ0
Φ1

Φ

Figura 1.16: Bandera base Φ y sus banderas adyacentes

Tenemos entonces que ρ0 es la reflexión respecto al plano y = 0 (Fig.
1.17a), ρ1 es la reflexión respecto al plano x − y = 0 (Fig. 1.17b) y ρ2 es la
reflexión respecto al plano x− z = 0 (Fig. 1.17c).
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ρ0

(a)

ρ1

(b)

ρ2

(c)

Figura 1.17: Generadores distinguidos de Γ(O) respecto a Φ

Realización del Octaedro

La realización del octaedro corresponde a la realización dual de la del
cubo (Fig. 1.18a), es decir, es suficiente tomar como vértices los centros de
las caras y una arista será incidente a dos vértices si las caras del cubo
correspondientes a éstos eran incidentes en una arista común.

Con esto basta tomar como conjunto de vértices los puntos

{(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1)}.

Cualesquiera dos vértices que no son ant́ıpodas forman una arista y cual-
quier conjunto de 3 vértices que no contenga dos ant́ıpodas determina una
cara.

A este octaedro lo denotaremos por O.

Al ser la realización dual a la del cubo, si tomamos como bandera base
Φ la correspondiente a la elegida para el cubo, es decir, aquella cuyo vértice
está en la cara base del cubo, la arista correspondiente a la arista base del
cubo y la cara correspondiente al vértice base del cubo (Fig. 1.18b), tenemos
que ρ0 es la reflección con respecto al plano x − z = 0, ρ1 es la reflexión
respecto al plano x− y = 0 y ρ2 es la reflexión respecto al plano y = 0 (Fig.
1.19).

Notemos que esta dualidad efectivamente corresponde con la operación
dual descrita en la Sección 1.2, pues precisamente, si (σ0, σ1, σ2) son los ge-
neradores distinguidos del cubo, entonces (ρ0, ρ1, ρ2) := (σ2, σ1, σ0) son los
generadores distinguidos del octaedro.
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(0, 0, 1)

(0, 1, 0)

(1, 0, 0)

(a) O como dual de C

Φ0

Φ

Φ1Φ2

(b) Bandera Base de O

Figura 1.18

ρ0

ρ1 ρ2

Figura 1.19: Generadores distinguidos de Γ(O) respecto a Φ

Realización del Icosaedro

Consideremos los 3 rectángulos determinados por los vértices de la forma
(±1,±τ, 0), (±τ, 0,±1) y (0,±1,±τ), donde τ = 1+

√
5

2
(Fig. 1.20a). El ico-

saedro regular I será el poliedro determinado por el casco convexo de este
arreglo (Fig. 1.20b)

Tomaremos como bandera base Φ la determinada por el vértice (τ, 0, 1), la
arista determinada por los vértices (τ, 0, 1) y (τ, 0,−1) y la cara determinada
por los vértices (τ, 0, 1), (τ, 0,−1) y (1, τ, 0) (Fig. 1.21).
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(0, 1, τ)(0,−1, τ)

(1, τ, 0)

(−1, τ, 0)

(1,−τ, 0)

(−1,−τ, 0)

(0,−1,−τ) (0, 1,−τ)

(τ, 0,−1)

(τ, 0, 1)

(a) (b)

Figura 1.20

ΦΦ2
Φ1

Φ0

Figura 1.21: Bandera base Φ y sus banderas adyacentes

Entonces ρ0 es la reflexión respecto al plano z = 0 (Fig. 1.22a), ρ1 es la
reflexión respecto al plano 1

τ
x − τy − z = 0 (Fig. 1.22b) y ρ2 es la reflexión

respecto al plano y = 0 (Fig. 1.22c).
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(a) (b) (c)

Figura 1.22: Generadores distinguidos de Γ(I) respecto a Φ

Realización del Dodecaedro

La realización del dodecaedro corresponde a la realización dual del Ico-
saedro I, tomaremos como conjunto de vértices los centros de las caras de
I, es decir, los puntos{

3

τ 2
(±1,±1,±1) ,

3

τ 2

(
0,±τ−1,±τ

)
,

3

τ 2

(
±τ−1,±τ, 0

)
,

3

τ 2

(
±τ, 0,±τ−1

)}
,

como aristas y caras las determinadas por las aristas y vértices de I (Fig.
1.23a).

Tomamos como bandera base Φ la correspondiente a la elegida para el
icosaedro, aśı tenemos que ρ0 es la reflexión respecto al plano y = 0, ρ1 es la
reflexión respecto al plano 1

τ
x− τy− z = 0 y ρ2 la reflexión respecto al plano

z = 0 (Fig. 1.24).
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(a) D

Φ
Φ0

Φ1

Φ2

(b) Bandera Base de D

Figura 1.23

ρ0 ρ1

ρ2

Figura 1.24: Generadores distinguidos de Γ(D) respecto a Φ
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Realizaciones de los Poliedros de Petrie-Coxeter

A continuación daremos una realización para cada uno de los poliedros de
Petrie-Coxeter. Dado que éstos son menos conocidos que los sólidos platóni-
cos, las explicaciones serán un poco más detalladas, daremos coordenadas
para sus vértices, describiendo sus aristas y caras. La notación usada para
estos poliedros será la usada en [MS97].

Realización de {4, 6|4}

Para este poliedro consideraremos como conjunto de vértices los puntos
de E3 cuyas coordenadas son todas enteros impares. Estos vértices inducen
una teselación del espacion en cubos de lado 2 y aristas paralelas a los ejes
coordenados, las aristas de nuestro poliedro serán las aristas de esta tesela-
ción.

Notemos que las caras de los cubos de la teselación están en aquellos
planos donde una de las coordenadas es impar. Consideremos los centros
de estos cuadrados, estos puntos tienen una coordenada impar y las otras
dos pares. Consideremos ahora el conjunto de cuadrados donde la suma de
las coordenadas pares de sus centros es congruente con 2 módulo 4; estos
cuadrados serán las caras de nuestro poliedro.

A esta realización de {4, 6|4} la denotaremos por PC1 (Fig. 1.25).

Tomemos como bandera base Φ la bandera con el vértice (1, 1, 1), la arista
determinada por los vértices (1, 1, 1) y (1,−1, 1) y la cara cuyo centro es el
punto (2, 0, 1) (Fig 1.26).

Entonces ρ0 es la reflexión respecto al plano y = 0, ρ1 es el medio giro
respecto a la recta determinada por los puntos (1, 1, 1) y (3,−1, 1), y ρ2 la
reflexión respecto al plano x− z = 0 (Fig. 1.27).
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Figura 1.25: PC1

(1, 1, 1)(1,−1, 1)

Figura 1.26: Φ en PC1

ρ0 ρ1

ρ2

Figura 1.27: Generadores distinguidos de Γ(PC1) respecto a Φ
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Realización de {6, 4|4}

Este poliedro es el dual de PC1, y puede ser realizado como tal. Tomemos
los centros de las caras incidentes a (1, 1, 1), uniendo dos de ellos si las ca-
ras correspondientes eran incidentes obtenemos un hexágono (Fig. 1.28a). Si
hacemos lo mismo para cada uno de los vértices obtenemos el poliedro PC2

como dual de PC1(Fig. 1.28b).

(a) Hexágono alrededor de (1, 1, 1) (b) PC2

Figura 1.28

Podemos también construir a PC2 como sigue: consideremos el octaedro
de vértices (±3, 0, 0), (0,±3, 0), y (0, 0,±3) y dividamos sus aristas en tres
partes iguales. Eliminemos las pirámides sobre cuadrados formadas sobre
cada vértice. La figura resultante es un octaedro truncado (Fig. 1.29a). Esta
figura tiene ocho hexágonos, uno por cada cara del octaedro, estos hexágonos
corresponden precisamente a los determinados por los vértices de la forma
(±1,±1,±1) en el PC1 (Fig. 1.29b).

Ahora traslademos cada octaedro truncado por el grupo generado por los
vectores (4, 0, 0), (0, 4, 0),(0, 0, 4). La configuración resultante es precisamente
PC2.

Al ser el dual de PC1, tomando como bandera base la correspondiente a la
badera base tomada en PC1, los generadores distinguidos son: ρ0 la reflexión
respecto al plano x − z = 0, ρ1 el medio giro por la recta determinada por
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(a) Octaedro Truncado (b)

Figura 1.29

los puntos (1, 1, 1) y (3,−1, 1), y ρ2 la reflexión respecto al plano y = 0 (Fig.
1.30).

ρ0

ρ1

ρ2

Figura 1.30: Generadores distinguidos de Γ(PC2) respecto a Φ

Realización de {6, 6|3}

Construiremos este poliedro de manera similar a como constrúımos PC2.
Consideremos el tetraedro regular de vértices (−1,−1, 1), (5, 5, 1), (−1, 5,−5)
y (5,−1,−5). Dividamos sus aristas en tres partes iguales y eliminemos las
dos terceras partes más cercanas a los vértices en cada una. La figura resul-
tante la llamaremos tetraedro truncado (Fig. 1.31).

Traslademos esta figura por el grupo generado por (4, 4, 0), (4, 0, 4), y
(0, 4, 4). La configuración resultante es el poliedro PC3 (Fig 1.32).

Tomemos como bandera base Φ el vértice (1, 1, 1), la arista determinada
por los puntos (1, 1, 1) y (−1,−1, 1) y la cara determinada por los puntos
(1, 1, 1), (−1,−1, 1), (−1,−3, 3), (1,−3, 5), (3,−1, 5) y (3, 1, 3) (Fig. 1.33).
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(−1,−1, 1)

(1, 1, 1)

(−1, 1,−1)
(1,−1,−1)

(5, 5, 1)

(−1, 5,−5)

(5,−1,−5)

Figura 1.31: Tetraedro Truncado

Figura 1.32: PC3

Entonces los generadores distinguidos respeco a Φ son: ρ0 la reflexión
respecto al plano x+ y = 0, ρ1 el medio giro respecto a la recta determinada
por los puntos (1, 1, 1) y (1,−3, 5), y ρ2 la reflexión respecto al plano x−y = 0
(Fig 1.34).

Se puede verificar fácilmente que este poliedro es autodual.
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Figura 1.33: Φ en PC3

ρ0
ρ1 ρ2

Figura 1.34: Generadores distinguidos de Γ(PC3) respecto a Φ

Familias de Poliedros

En esta sección usaremos las operaciones definidas en la sección 1.2 para
obtener realizaciones de nuevos poliedros a partir de las dadas anteriormente.

La manera de obtener las realizaciones nuevas consiste en usar la cons-
trucción geométrica de cada una de las operaciones. Notemos que las reali-
zaciones dadas son tanto fieles como discretas, consideraremos únicamente
aquellas que satisfagan estas dos condiciones, pues un poliedro puede ser
realizable de manera fiel y su dual no serlo.
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Comenzaremos agrupando los poliedros en familias según su grupo de
simetŕıas, pues éste es un invariante en las operaciones que usamos. Final-
mente mencionaremos algunos teoremas de clasificación de realizaciones de
poliedros regulares.

Los resultados mostrados en esta sección, aśı como la notación, fueron
desarrollados por P. McMullen y E. Schulte, la teoŕıa detrás de ellos puede
encontrarse en [MS97].

Familia del Tetraedro

{3, 3} oo π // {4, 3}3 (1.1)

Familia del Octaedro

{6, 4}3
oo π // {3, 4} oo δ // {4, 3} oo π // {6, 3}4 (1.2)

Familia del Icosaedro

{10, 5} oo π //
OO
ϕ2

��

{3, 5} oo δ //
OO
ϕ2

��

{5, 3} oo π // {10, 3}

{6, 5
2
} oo π // {5, 5

2
} oo δ // {5

2
, 5} oo π //
OO
ϕ2

��

{6, 5}
OO

ϕ2

��
{10

3
, 3} oo π // {5

2
, 3} oo δ // {3, 5

2
} oo π // {10

3
, 5

2
}

(1.3)

Debemos enfatizar que estamos clasificando de acuerdo a realizaciones,
pues por ejemplo, el gran icosaedro {3, 5/2} es combinatoriamente isomorfo
al icosaedro {3, 5} (Fig 1.35).

1.3.3 Teorema. La lista de 18 realizaciones fieles y discretas de poliedros
regulares finitos de (1.1), (1.2) y (1.3) es completa.

Familia de {4, 6|4}

{∞, 4}6,4
oo π // {6, 4|4} oo δ // {4, 6|4} oo π // {∞, 6}4,4 (1.4)
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(a) Gran Icosaedro (b) Icosaedro

Figura 1.35

Familia de {6, 6|3}
{∞, 6}6,3

oo π // {6, 6|3} (1.5)

Los poliedros de Petrie-Coxeter y sus petriales pertenecen a una familia
de 12 poliedros llamada poliedros regulares infinitos puros, estos poliedros
se caracterizan por tener un grupo de simetŕıas af́ınmente irreducible (ver
[MS02, p. 223]). Nosotros trabajamos únicamente con los de Petrie-Coxeter
por ser históricamente los primeros de esta familia en aparecer y además, por
ser los únicos de esta familia en tener caras planas finitas.

Como se dijo antes, las teselaciones regulares del plano son poliedros
abstractos. Éstas pueden ser consideradas también realizaciones de poliedros,
y junto con sus petriales forman una familia de 6 poliedros planos (ver [MS02,
p. 221]).

Finalmente, existe una familia de 12 poliedros mezclados, caracterizados
por tener grupos de simetŕıa af́ınmente reducibles (ver [MS02, p. 221]).

Los 18 poliedros finitos, 12 puros, 6 planos y 12 mezclados dan un total
de 48 poliedros regulares, en [MS97] McMullen y Schulte prueban la comple-
tez de esta lista. A. Dress en [Dre81] y [Dre85] probó por primera vez este
resultado.



Caṕıtulo 2

El 3-toro

2.1. El 3-toro y sus isometŕıas

En esta sección definiremos el 3-toro, le daremos una métrica y estudiare-
mos algunas de sus isometŕıas. Para ello daremos primero algunos resultados
acerca de isometŕıas de E3 pues las isometŕıas del 3-toro se pueden estudiar
a través de éstas.

Los siguientes resultados dan una descripción completa de las isometŕıas
de E3. El Lema 2.1.1 es un caso particular de un teorema, el cual se puede en-
contrar en [KM97, p. 84]. La prueba que aqúı presentamos es una adaptación
de la prueba de dicho teorema.

2.1.1 Lema. Toda isometŕıa de E3 que fija el origen es lineal.

Demostración. Sea f una isometŕıa que fija al origen y C = {e1, e2, e3} la
base canónica de E3. Dado que f es isometŕıa tenemos

‖f(v)− f(ei)‖ = ‖v − ei‖

para todo v ∈ E3 y toda i ∈ {1, 2, 3}. Elevando al cuadrado la ecuación
anterior

‖f(v)− f(ei)‖2 = ‖v − ei‖2,

‖f(v)‖2 − 2(f(v) · f(ei)) + ‖f(ei)‖2 = ‖v‖2 − 2(v · ei) + ‖ei‖2,
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de donde
f(v) · f(ei) = v · ei

para todo v ∈ E3 y toda i ∈ {1, 2, 3}, pues ‖f(v)‖ = ‖v‖ y ‖f(ei)‖ = ‖ei‖ ya
que f es una isometŕıa que fija el origen.

Dado que f es isometŕıa, {f(e1), f(e2), f(e3)} es una base ortonormal de
E3 y entonces

f(v) =
3∑
i=1

(f(v) · f(ei))f(ei) =
3∑
i=1

(v · ei)f(ei)

para todo v ∈ E3.

Sea T : E3 → E3 la transformación lineal definida por T (ei) = f(ei). Ya
que C es base ortonormal tenemos

T (v) = T (
3∑
i=1

(v · ei)(ei))

=
3∑
i=1

(v · ei)T (ei)

=
3∑
i=1

(v · ei)f(ei)

= f(v)

para todo v ∈ E3 y por lo tanto, f es lineal. �

2.1.2 Proposición. Toda isometŕıa g de E3 se escribe de forma única como
g = ft donde t es una traslación y f una isometŕıa lineal.

Demostración. Sea g ∈ Isom(E3) y ~v = g−1(0), sea t la traslación por −~v.
Tenemos que gt−1(0) = 0 y por Lema 2.1.1 gt−1 = f con f isometŕıa lineal,
y por lo tanto g = ft.

Supongamos ahora que f1t1 = g = f2t2, entonces f−1
2 f1 = t2t

−1
1 . El lado

izquierdo es lineal y entonces fija el origen aśı que t1 = t2 y por lo tanto
f1 = f2. �
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El siguiente lema, además de darnos una manera sencilla de probar la Pro-
posición 2.1.4, por śı mismo tiene importancia pues nos dice que el conjugado
de una traslación es otra traslación.

2.1.3 Lema. Sea G 6 Isom(E3) un grupo de isometŕıas y T 6 G el grupo
de traslaciones de G, entonces T / G.

Demostración. Sea g ∈ G y t una traslación en T , digamos por ~v. Por la
Proposición 2.1.2 g = fgtg para alguna fg lineal y tg traslación. Sea x ∈ E3,
entonces

(gtg−1)(x) = (fgtgtt
−1
g f−1

g )(x)

= (fgt)(f
−1
g (x))

= fg(f
−1
g (x) + ~v)

= x+ fg(~v)

y esto para x arbitrario, por lo tanto gtg−1 ∈ T y T / G. �

2.1.4 Proposición. Toda isometŕıa g de E3 se escribe de forma única como
composición de una isometŕıa lineal f por una traslación t, es decir, g = tf .
Además, si f1t1 = g = t2f2 con f1, f2 lineales y t1, t2 traslaciones, entonces
f1 = f2.

Demostración. Por la Proposición 2.1.2 y el Lema 2.1.3 g = f1t1 y

gf−1
1 = f1t1f

−1
1 = t2,

por lo tanto g = t2f1. La unicidad se sigue de la unicidad de f1 y t1 en la
Proposición 2.1.2. �

2.1.5 Proposición. Existe un homomorfismo de grupos Lin de Isom(E3)
en O(3), el grupo de isometŕıas lineales de E3, cuyo núcleo es Tras(E3) el
subgrupo de traslaciones.

Demostración. Definamos Lin(g) = f , donde f es la única isometŕıa lineal
tal que g = tf . Lin es homomorfismo pues si g1, g2 ∈ Isom(E3) con g1 = t1f1

y g2 = t2f2 entonces

g1g2 = t1f1t2f2

= t1f1t2f
−1
1 f1f2

= t1t̄2f1f2 donde t̄2 = f1t2f
−1
1 y por el Lema 2.1.3 es una traslación
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y entonces Lin(g1g2) = f1f2 = Lin(g1)Lin(g2) �

En lo sucesivo, si g ∈ Isom(E3), denotaremos por g′ a Lin(g). Observemos
que la notación g′ está justificada, pues g es una función diferenciable de E3

en śı mismo, y g′ coincide con la transformación lineal asociada a la derivada
de g.

La Proposición 2.1.5 y el Primer Teorema de Isomorfismo de grupos nos
dicen que existe un isomorfismo Lin : Isom(E3)/Tras(E3)→ O(3), es decir,
que cada isometŕıa lineal es un representante de una familia de isometŕıas
que comparten algunas propiedades. Esto se verá reflejado en los siguientes
resultados.

2.1.6 Corolario. Si g es una isometŕıa de E3 y t es la traslación por ~v
entonces gtg−1 es la traslación por g′(~v).

Demostración. Se sigue de la demostración del Lema 2.1.3. �

2.1.7 Corolario. Sean τ un grupo de traslaciones de E3 y N (τ) el nor-
malizador de τ en Isom(E3). Si g1 y g2 son isometŕıas de E3 con g′1 = g′2
entonces g1 ∈ N (τ) si y sólo si g2 ∈ N (τ), en particular, g normaliza a τ si
y sólo si g′ lo hace.

Demostración. Del Corolario 2.1.6, si t ∈ τ , g1tg
−1
1 = g2tg

−1
2 . La segunda

parte se sigue de que (g′)′ = g′. �

A continuación entraremos en el estudio del 3-Toro, daremos una métrica
y veremos que muchas de sus isometŕıas están dadas por isometŕıas de E3.

2.1.8 Definición. Sea τ = 〈t~v1 , t~v2 , t~v3〉 6 Isom(E3) un grupo de traslacio-
nes con ~v1, ~v2, ~v3 vectores linealmente independientes. Definimos el 3-toro T3

τ

por:
T3
τ := E3/τ =

{
[x]τ : x ∈ E3

}
.

Escribiremos únicamente T3 cuando no haya confusión respecto al grupo
de traslaciones τ .

Si e es la métrica euclideana en E3 definimos la función eτ : T3
τ ×T3

τ → R
por:

eτ ([x]τ , [y]τ ) = inf {e(t1(x), t2(y)) : t1, t2 ∈ τ} .
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El siguiente resultado lo daremos sin demostración, una prueba puede
encontrarse en [Yal88, Teo 5.35].

2.1.9 Teorema. Sea τ = 〈t~v1 , t~v2 , t~v3〉 6 Isom(E3) un grupo de traslaciones
con ~v1, ~v2, ~v3 vectores linealmente independientes. Entonces τ es un grupo
discreto, es decir, las órbitas no tienen puntos de acumulación.

2.1.10 Lema. Si x, y ∈ E3 y t0 ∈ τ , entonces

eτ ([x]τ , [y]τ ) = min {e (t0(x), t(y)) : t ∈ τ} .

Demostración. Observemos que si t1, t2 ∈ τ y x, y ∈ E3, entonces e(t1(x), t2(y)) =
e(x, t−1

1 t2(y)) por ser t1 isometŕıa. Aśı que tenemos

eτ ([x]τ , [y]τ ) = inf {e (x, t(y)) : t ∈ τ} .

Ahora probemos que es mı́nimo. Sea d = inf {e (x, t(y)) : t ∈ τ}. Probemos
que existe s ∈ τ tal que d = e(x, s(y)). Para cada n ∈ N existe sn ∈ τ tal
que sn(y) ∈ Bd+ 1

n
(x), la bola de radio d+ 1

n
con centro en x, aśı que, o bien

existe s ∈ τ con d = e(x, s(y)), o bien hay una infinidad de elementos de la
órbita de y en el conjunto K = {z ∈ E3 : d 6 e(x, z) 6 d + 1}, pero esto
último es imposible pues K es compacto y entonces la órbita de y tendŕıa un
punto de acumulación. �

2.1.11 Proposición. La función eτ es una métrica en T3
τ .

Demostración. Claramente eτ > 0. La simetŕıa de eτ se sigue de la simetŕıa
de e. Gracias al Lema 2.1.10 eτ ([x]τ , [y]τ ) = 0 si y sólo si [x]τ = [y]τ .

Sean [x]τ , [y]τ , [z]τ ∈ T3. Por el Lema 2.1.10 tenemos que

eτ ([x]τ , [z]τ ) + eτ ([z]τ , [y]τ ) = e(x, t1(z)) + e(t1(z), t2(y))

para algunos t1, t2 ∈ τ , luego

e(x, t1(z)) + e(t1(z), t2(y)) > e(x, t2(y)) > eτ ([x]τ , [y]τ ) �

Una vez que T3 tiene métrica tiene sentido preguntarnos por sus iso-
metŕıas, es decir, funciones que preserven la métrica. El siguiente resultado
nos dice cuáles isometŕıas de E3 inducen isometŕıas en T3. Se puede probar
que toda isometŕıa de T3 se levanta a una isometŕıa de E3, pero este resultado
no es relevante para este trabajo.
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2.1.12 Proposición. Si g es isometŕıa de E3, g induce una isometŕıa ĝ de
T3 si y sólo si g ∈ N (τ), el normalizador de τ en Isom(E3).

Demostración. Supongamos que g induce una isometŕıa en T3. Sea t ∈ τ la
traslación por ~v. Por el Corolario 2.1.6 gtg−1 = t̄, la traslación por g′(~v).
Además, ya que g induce una isometŕıa en T3, g manda órbitas en órbitas.
De aqúı se sigue que si tg−1(x) ∈ [g−1(x)]τ , entonces t̄(x) = gtg−1(x) ∈ [x]τ ,
para x arbitrario en E3, por lo tanto t̄ ∈ τ y gτg−1 = τ .

Supongamos ahora que g ∈ N (τ), entonces, si t ∈ τ existe un único t̄ ∈ τ
tal que gt = t̄g. Definamos ĝ : T3

τ → T3
τ por ĝ([x]τ ) = [g(x)]τ . Probemos que

ĝ está bien definida: Si [x]τ = [y]τ , entonces x = t(y) para alguna t en τ , y
aśı g(x) = gt(y) = t̄g(y) y por lo tanto [g(x)]τ = [g(y)]τ . Claramente ĝ es
suprayectiva.

Para probar que ĝ es isometŕıa basta observar que e(x, t(y)) = e(g(x), gt(y)) =
e(g(x), t̄g(y)) y entonces

inf {e (x, t(y)) : t ∈ τ} = inf {e (g(x), t̄g(y)) : t̄ ∈ τ}

y por lo tanto eτ ([x]τ , [y]τ ) = eτ (ĝ([x]τ ), ĝ([y]τ )). �

En virtud de la Proposición 2.1.12 y de los Corolarios 2.1.6 y 2.1.7 estu-
diaremos, dada una isometŕıa g, a qué grupos de traslaciones normaliza g′,
pues esto nos dirá cuáles son los 3-toros en los que g induce una isometŕıa.

2.2. Ret́ıculas de puntos

El objetivo de esta sección es estudiar las ret́ıculas de puntos, las cuales
son objetos geométricos que nos permitirán entender mejor al 3-Toro.

2.2.1 Definición. Una ret́ıcula de puntos Λτ en E3 es la órbita del 0 bajo
un grupo discreto de traslaciones τ . Escribiremos únicamente Λ si no hay
confusión respecto al grupo τ . La ret́ıcula se dirá k-dimensional si hay k
vectores linealmente independientes en ella (Fig 2.1a y 2.1b).
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· · ·

...

· · ·

...

(a) Ret́ıcula bidimensional

..

.

...

· · · · · ·

(b) Ret́ıcula tridimensional

Figura 2.1

Observemos que hay un isomorfismo de grupos entre τ y Λτ si pensamos
a Λτ como subgrupo de (R3,+), aśı que estudiar Λτ es una forma de estudiar
τ y por lo tanto T3. Observemos también que Λτ depende únicamente de
τ y no de los generadores, aśı que gran parte de nuestro estudio se concen-
trará en encontrar generadores adecuados para τ a través de las propiedades
geométricas de Λτ . Trataremos de manera indistinta a los elementos de Λτ

como puntos o vectores, sin embargo, los denotaremos p, q, w, v, . . . cuando
éstos sean pensados como puntos y ~p, ~q, ~v, ~w . . . cuando lo sean como vectores.

2.2.2 Proposición. Sean τ un grupo de traslaciones generado por 3 tras-
laciones linealmente independientes, g ∈ Isom(E3). Entonces g ∈ N (τ) si y
sólo si g′ preserva a Λτ .

Demostración. Supongamos que g ∈ N (τ). Por la linealidad de g′ basta
probar que g′(~vi) ∈ Λ para i ∈ {1, 2, 3}, pero esto último se sigue del Corolario
2.1.6 pues g ∈ N (τ).

Supongamos ahora que g′ preserva a Λτ . Sea t ∈ τ la traslación por ~v.
Por el Corolario 2.1.6 gtg−1 es la traslación por g′(~v), pero g′(~v) ∈ Λτ por lo
que gtg−1 ∈ τ aśı que g ∈ N (τ). �
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Ret́ıculas invariantes bajo reflexiones

La Proposición 2.2.2 nos dice que es equivalente estudiar isometŕıas que
normalizan a τ e isometŕıas que dejan invariante a Λτ . Ya que los grupos
de simetŕıas de los poliedros que estudiaremos son generados por reflexiones,
estudiaremos cómo deben ser las ret́ıculas que quedan invariantes bajo una
reflexión.

En lo sucesivo Π será un plano en E3, R la reflexión respecto a Π, Λ la
ret́ıcula de un grupo τ = 〈t~v1 , t~v2 , t~v3〉 con ~v1, ~v2, ~v3 linealmente independientes
tal que R(Λ) = Λ. Si p es un punto en E3, π(p) es su proyección a Π, y π(Λ)
es la proyección de Λ en Π.

Para nuestros fines asumiremos siempre que Λ ∩ Π 6= ∅.

2.2.3 Proposición. Sea Λ una ret́ıcula como la descrita antes, entonces
existen dos vectores linealmente independientes ~υ1, ~υ2 de tal forma que si
q ∈ Λ ∩ Π, entonces Λ ∩ Π = q + 〈~υ1, ~υ2〉.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que q = 0. Ob-
servemos que si u, v son puntos en Λ de tal forma que π(u) y π(v) son
linealmente independientes, entonces u + R(u) y v + R(v) están en Π y son
linealmente independientes, aśı que Λ es bidimensional.

Si ~v1 y ~v2 son dos vectores linealmente independientes en Λ∩Π, observe-
mos que 〈~v1, ~v2〉 nos induce una teselación de Π en paralelogramos congruen-
tes con el paralelogramo P formado por 0,~v1,~v2 y ~v1 + ~v2 (Fig. 2.2).

Entonces Π = LR(~υ1, ~υ2) y aśı, cada punto de Λ ∩ Π lo podemos escribir
como α1~υ1 + α2~υ2 con α1, α2 ∈ R, además, para los puntos del interior de P
podemos pedir que αi ∈ (0, 1), i ∈ {1, 2}.

Tomemos ~υ1 y ~υ2 de tal forma que P (y por lo tanto, todos los demás)
tenga un número mı́nimo n de puntos de Λ∩Π en su interior. Si P contiene
puntos de Λ en sus lados podemos tomar ~υ′1 y ~υ′2 como aquellos puntos de
coordenada α1 y α2 mı́nima, respectivamente (Fig. 2.3a). Aśı que podemos
suponer que P no contiene puntos en sus lados.

Probemos entonces que n = 0, es decir, que todos los puntos de Λ∩Π son
vértices de los paralelogramos. Supongamos que n > 1 y sea ~w un punto de
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~υ1
0

~υ2 ~υ1 + ~υ2

Figura 2.2: Π teselado por paralelogramos.

en el interior de P , entonces el paralelogramo P ′ formado por 0,~υ1,~w y ~υ1 + ~w
(Fig. 2.3b) tiene menos puntos en su interior (pues por la elección de w tiene
a lo más tantos puntos como P pero ahora w ya no está en el interior). De
aqúı se sigue que n = 0. Por lo tanto todos los puntos son vértices de los
paralelogramos y Λ ∩ Π = 〈~υ1, ~υ2〉. �

~υ′2

~υ′1 ~υ1

~υ2

0

(a) Puntos en los lados

~υ2

~υ10

~w

P

P ′

(b) Puntos en el interior

Figura 2.3

2.2.4 Lema. Sean Λ una ret́ıcula asociada a un grupo τ y Π un plano tal
que Λ es invariante bajo la reflexión con respecto a Π. Entonces existe un
punto p ∈ Λ \ Π cuya distancia a Π es mı́nima.
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Demostración. Supongamos que tal p no existe, entonces para cada n ∈ N
existe un punto pn ∈ Λ tal que e(pn,Π) < 1

2n+1 , es decir, exiten vectores ~vn
(el vector de la traslación que manda pn en R(pn)) en Λ con |vn| < 1

2n
y

aśı el punto x =
∑∞

n=1 vn(0) es un punto de acumulación de Λ lo cual es una
contradicción. �

2.2.5 Lema. Sean Λ la ret́ıcula asociada a un grupo τ y Π un plano que
contiene al origen tal que Λ es invariante bajo la reflexión con respecto a Π.
Si p es un punto de Λ a distancia mı́nima positiva de Π entonces

Λ =
⋃
k∈Z

Λk

donde Λk = (Λ ∩ Π) + k~p. A Λk le llamaremos la capa k de Λ.

Demostración. Sean ~υ1 y ~υ2 vectores con 〈~υ1, ~υ2〉 = Λ ∩ Π. Sea q un punto
en Λ, sin pérdida de generalidad, q y p están del mismo lado del espacio con
respecto a Π. Sean α1, α2, α3 ∈ R tales que q = α1~υ1+α2~υ2+α3~p. Observemos
que α3 ∈ Z, pues de lo contrario q−bα3c~p seŕıa un punto de Λ entre los planos
Π y Π+~p (Fig. 2.4), lo cual contradice que p teńıa distancia mı́nima positiva.
Que α1, α2 ∈ Z se sigue de que q − α3~p = α1~υ1 + α2~υ2 ∈ Λ ∩ Π. �

0

p

~p

q

q − ~p

q − 2~p

q − (bα3c − 1)~p

q − bα3c~p

Π

Π + ~p

π(p) π(q − bα3c~p)

Figura 2.4: Si bα3c 6= α3

En la Proposición 2.2.3 construimos dos vectores ~υ1, ~υ2 de tal forma que
Λ∩Π = 〈~υ1, ~υ2〉. Otra forma de entender el Lema 2.2.5 es como la construcción
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de un tercer vector ~υ3 de tal forma que Λ = 〈~υ1, ~υ2, ~υ3〉. En la Proposición
2.2.6 veremos que, en el caso que π(Λ) = Λ ∩ Π, podemos tomar nuestro
tercer generador ortogonal al plano Π; por otro lado, en la Proposición 2.2.7
veremos que si π(Λ) 6= Λ∩Π tenemos también un vector ~ω ortogonal a Π de
tal forma que 〈~υ1, ~υ2, ~ω〉, si bien no es todo Λ, es un subgrupo de ı́ndice 2.

2.2.6 Proposición. Sean Λ una ret́ıcula de un grupo τ y Π un plano que
contiene al origen tal que Λ es invariante bajo la reflexión con respecto a Π.
Si π(Λ) = Λ ∩ Π, entonces existe un vector ~ω ∈ Λ ortogonal a Π tal que
Λ = 〈~υ1, ~υ2, ~ω〉 donde 〈~υ1, ~υ2〉 = Λ ∩ Π.

Demostración. Sean p ∈ Λ un punto de distancia mı́nima positiva a Π y
~ω = ~p− π(~p). Por el Lema 2.2.5 Λ =

⋃
k∈Z Λk con Λk = (Λ ∩ Π) + k~p pero

(Λ ∩ Π) + k~p = (Λ ∩ Π) + k(π(~p) + ~ω) = (Λ ∩ Π) + k~ω.

Por lo tanto Λ = 〈~υ1, ~υ2, ~ω〉. �

2.2.7 Proposición. Sean Λ una ret́ıcula de un grupo τ y Π un plano por
el origen tal que Λ es invariante bajo la reflexión con respecto a Π. Si π(Λ) 6=
Λ ∩ Π entonces existen un vector ~ω ∈ Λ ortogonal a Π tal que el ı́ndice de
〈~υ1, ~υ2, ~ω〉 en Λ es 2.

Demostración. Sea p un punto de distancia mı́nima positiva a Π y sea ~ω =
~p− R(~p). Para cada k ∈ Z sea Λk como en el Lema 2.2.5. Basta probar que
ω ∈ L2, pues una clase lateral (aquella que contiene a ~ω) será la de los puntos
en capas con ı́ndice par y la otra (la que contiene a ~p) será la de los puntos
en capas de ı́ndice impar. Observemos que tanto −p como R(p) son puntos
en Λ−1, y por lo tanto R(p) = −p+ v con v ∈ Λ0 aśı que

~ω = ~p−R(~p) = ~p− (−~p+ ~v) = ~v + 2~p

y por lo tanto ~ω ∈ L2. �

2.2.8 Corolario. Sean Λ una ret́ıcula asociada a un grupo τ y Π un plano
tal que Λ es invariante bajo la reflexión con respecto a Π. Si Λ ∩ Π 6= ∅,
entonces todo punto de Λ se proyecta o bien en un punto de Λ∩Π o bien en
el punto medio entre dos puntos de Λ ∩ Π.
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Demostración. Si π(Λ) = Λ ∩ Π no hay nada que hacer. Si π(Λ) 6= Λ ∩ Π
sean ~υ1, ~υ2, ~υ3 y ~ω son como en la Proposición 2.2.7. Basta observar que si
p = n~υ1 +m~υ2 +k~ω entonces π(p) = n~υ1 +m~υ2 y si p = ~υ3 +n~υ1 +m~υ2 +k~ω
entonces π(p) es punto medio entre n~υ1 +m~υ2 y 2~υ3 + n~υ1 +m~υ2 − ~ω. �

El Corolario anterior motiva la siguiente definición:

2.2.9 Definición. Sea τ un grupo generado por 3 traslaciones linealmente
independientes de tal forma que Λτ es invariante bajo una reflexión respecto
a un plano Π. Diremos que Λτ es de traslación paralela con respecto a Π si
todos los puntos de Λτ se proyectan en puntos de Λτ ∩ Π.

En los resultados de esta sección hemos dado generadores ~υ1, ~υ2, ~υ3 para
Λ de tal forma que ~υ1 y ~υ2 ∈ Π y ~υ3 /∈ Π. Además exhibimos un vector ~ω
ortogonal a Π donde |~ω| es mı́nimo entre los vectores de Λ ortogonales a Π
e incluso probamos en la Proposición 2.2.6 que si Λ ∩ Π = π(Λ) podemos
tomar ~υ3 = ~ω. Probamos también que los puntos Λ son esencialmente de dos
tipos: los que se proyectan en puntos de Λ ∩ Π y los que se proyectan en
puntos medios entre éstos. En el siguiente caṕıtulo usaremos estos resultados
para clasificar las ret́ıculas que se quedan invariantes bajo los grupos de los
poliedros regulares.

Los resultados 2.2.3, 2.2.6, 2.2.7 y 2.2.8 tienen sus análogos bidimen-
sionales (es decir, considerando que Λ es una ret́ıcula bidimensional que es
invariante bajo la reflexión de una recta Π) y la pruebas son esencialmente las
mismas. Aśı, si Λ es una ret́ıcula bidimensional invariante bajo la reflexión
con respecto a una recta Π, diremos que Λ es de traslación paralela respecto
a Π si π(Λ) = Π ∩ Λ.

Tres Ret́ıculas Importantes

A continuación describiremos tres ret́ıculas que resultarán importantes y
conviene estudiarlas con un poco de detalle

Ret́ıcula de Cubos. Corresponde a la ret́ıcula dada por los vértices de una
teselación de cubos. Un ejemplo es la ret́ıcula generada por los vectores
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(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), la cual denotaremos Λ(1,0,0). Sus puntos son
los de la forma (m,n, k) con m,n, k ∈ Z.

Ret́ıcula centrada en las caras. Corresponde a la ret́ıcula que consta de
los vértices de una teselación de cubos y de los puntos medios de las
caras de dicha teselación. Un ejemplo es la generada por los vectores
(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1) la cual denotaremos Λ(1,1,0). Ésta corresponde
con todos los puntos de coordenadas enteras cuya suma es par.

Ret́ıcula centrada en los cubos. Corresponde a la ret́ıcula dada por los
vértices de una teselación de cubos y los centros de cada uno de los cu-
bos. Un ejemplo es la generada por los vectores (2, 0, 0), (0, 2, 0), (1, 1, 1)
la cual denotaremos Λ(1,1,1). Consta de todos los puntos de coordenadas
enteras donde todas sus coordenadas tienen la misma paridad.

La notación de Λ(1,0,0), Λ(1,1,0) y Λ(1,1,1) fue tomada de [MS02, §6D].

(a) Λ(1,0,0) (b) Λ(1,1,0) (c) Λ(1,1,1)

Figura 2.5





Caṕıtulo 3

Poliedros Regulares en el
3-Toro

En este caṕıtulo abordaremos el problema principal del trabajo: decidir
para qué grupos τ generados por 3 traslaciones linealmente independientes
un poliedro regular P realizado en E3 tiene realización discreta en T3

τ = E3/τ .

3.1. Poliedros Finitos

En esta sección estudiaremos las posibles realizaciones de los poliedros
finitos en E3. Como sabemos (ver §1.3), estos se dividen en 3 familias según
su grupo de simetŕıas: la familia del tetraedro, la familia del octaedro y la
familia del icosaedro.

Por lo estudiado en la Sección 1.3 el grupo de simetŕıas de un represen-
tante de cada familia está generado por tres reflexiones ρ0, ρ1, ρ2 respecto a
planos Π0,Π1,Π2 respectivamente. Para determinar los grupos de traslacio-
nes τ tales que los poliedros regulares finitos admiten realización en T3

τ , el
análisis consistirá en ver cómo deben ser las proyecciones de la ret́ıcula Λτ

en los planos Π0 y Π2 para que ésta sea invariante bajo las reflexiones.

3.1.1 Observación. Gracias a que las isometŕıas con las que haremos el
análisis son lineales podemos hacer ciertas suposiciones acerca de los ge-
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neradores de la ret́ıcula. Usaremos principalmente que si una ret́ıcula Λ =
〈~υ1, ~υ2, ~υ3〉 es preservada bajo un grupo G de isometŕıas lineales, entonces
la ret́ıcula aΛ := 〈a~υ1, a~υ2, a~υ3〉 también es preservada por G para cualquier
a ∈ R.

3.1.2 Nota. A pesar de que la Observación anterior nos dice que si una
ret́ıcula Λτ es preservada por un grupo, entonces todos sus múltiplos es-
calares también los son, para los poliedros finitos impondremos la siguiente
condición. Para cada poliedro P daremos restricciones acerca de cuáles múlti-
plos escalares de las ret́ıculas nos interesan, de modo que evitemos que en el
cociente E3/τ se identifiquen vértices, aristas o caras del poliedro, pues esto
nos daŕıa realizaciones de objetos combinatoriamente distintos a P . Intui-
tivamente, buscamos que cada uno de los toros sea suficientemente grande
para que quepa el poliedro.

Gracias a los resultados obtenidos en la Sección 2.2, si una ret́ıcula Λ es
invariante bajo una reflexión respecto al plano Π sus puntos son de dos tipos:
los que proyectan en puntos de Λ∩Π y los que se proyectan en puntos medios
de éstos. Por tal motivo, es posible estudiar la ret́ıcula únicamente analizan-
do sus proyecciones, aśı que introduciremos simboloǵıa para este análisis.
Cuando proyectemos Λ en Π dibujaremos un punto (•) para representar a
los puntos que se proyectan en puntos de Λ ∩ Π; usaremos estrella (?) para
los puntos de π(Λ) que representan a puntos de Λ que no se proyectan en
puntos de Λ ∩ Π. Con esta convención los puntos (•) siempre representan a
un punto de Λ∩Π y los puntos (?) nunca representan a un punto de Λ∩Π y
siempre están en puntos medios de segmentos entre puntos (•). Los ejemplos
en las figuras 3.1a, 3.1b, 3.1c y 3.1d ejemplifican esta simboloǵıa.

Usaremos la notación de la Sección 2.2 para los generadores del grupo τ ,
es decir Λ = 〈~υ1, ~υ2, ~υ3〉 con Λ ∩ Π = 〈~υ1, ~υ2〉 y ~ω ∈ Λ es ortogonal a Π y de
norma mı́nima en Π⊥ ∩Λ. Denotaremos por π0, π1, y π2 a las proyecciones a
los planos Π0, Π1, y Π2 respectivamente.
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· · · · · ·

...

...

(a) Proyección de Λ(1,0,0) en el plano
x = 0.

...

...

· · · · · ·

(b) Proyección de Λ(1,0,0) en el plano
x = y.

· · · · · ·

...

...

(c) Proyección de Λ(1,1,1) en el plano
x = 0.

· · · · · ·

...

...

(d) Proyección de Λ(1,1,0) en el plano
y = 0.

Figura 3.1
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Familia del tetraedro

Para esta sección consideraremos al tetraedro T cuyos vértices son

{(1, 1, 1), (−1,−1, 1), (1,−1,−1), (−1, 1,−1)}

y su grupo de simetŕıas es Γ(T ) descrito en la Sección 1.3. Aśı ρ0 es la
reflexión con respecto al plano Π0 = {(x, y, z) ∈ E3 : x + y = 0}, ρ1 es la
reflexión con respecto al plano Π1 = {(x, y, z) ∈ E3 : x − z = 0} y ρ2 es la
reflexión con respecto al plano Π2 = {(x, y, z) ∈ E3 : x− y = 0} (Fig. 1.14).

En términos de matrices con respecto a la base canónica C = {e1, e2, e3}:

[ρ0]C =

 0 −1 0
−1 0 0
0 0 1

 (3.1)

[ρ1]C =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 (3.2)

[ρ2]C =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 (3.3)

Una vez que hemos descrito el tetraedro con el que trabajaremos proce-
damos a hacer el análisis de las ret́ıculas que quedan invariantes bajo Γ(T ).

3.1.3 Lema. Sean ρ0, ρ1 y ρ2 las reflexiones generadoras de Γ(T ) descritas
arriba, y S = ρ2ρ1 una rotación del tetraedro T . Si v2 es un vector ortogonal
al plano Π2, el plano de reflexión de ρ2, entonces los puntos 0, v2, S(v2) y
S2(v2) forman los vértices de un tetraedro regular T ′.

Demostración. Es claro que e(0, v2) = e(0, S(v2)) = e(0, S2(v2)) aśı que basta
probar que e(0, v2) = e(v, S(v2)), el resto se sigue de que S es isometŕıa.

Observemos que ~v2 es paralelo a la arista a entre los puntos (1,−1,−1)
y (−1, 1,−1), pues ambos son ortogonales a Π2. Esto implica que S(~v2) es
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paralelo a la arista S(a) = {(−1,−1, 1), (−1, 1,−1)}. Tenemos entonces que
el ángulo entre ~v2 y S(~v2) es π

3
, de modo que los puntos 0, v2 y S(v2) forman

un triángulo isóceles con un ángulo de π
3
, y por lo tanto dicho triángulo es

equilátero. De aqúı se sigue que e(0, v2) = e(v2, S(v2)) (Fig 3.2). �

a

~v

S(a)

S(~v)

S2(~v)
S2(a)

Eje de rotación de S

Figura 3.2

3.1.4 Observación. El lema anterior es válido también si consideramos S =
ρ2ρ1 y el plano Π0, o bien S = ρ2ρ1ρ0ρ2 y el plano Π1, aśı como respectivos
vectores ortogonales.

3.1.5 Lema. Sean ρ0, ρ1 y ρ2 las reflexiones generadoras de Γ(T ) descritas
arriba, Πi el plano de reflexión de ρi y πi la proyección al plano Πi para
i ∈ {0, 1, 2}. Si Λ es una ret́ıcula que queda invariante bajo Γ(T ) entonces
πi(Λ) 6= Πi ∩ Λ para i ∈ {0, 1, 2}.

Demostración. Probemos el resultado para i = 2, los otros casos son análo-
gos. Supongamos que π2(Λ) = Π2 ∩ Λ. Por la Proposición 2.2.6 podemos
tomar vectores ~υ1, ~υ2 ∈ Π2 y ~υ3 ∈ Π⊥2 de tal forma que Λ = 〈~υ1, ~υ2, ~υ3〉 y la
distancia de υ3 a Π2 es mı́nima.

Ya que Λ se preserva bajo Γ(T ) tenemos en particular que p = ρ1ρ0(~υ3) ∈
Λ sin embargo p es un punto entre los planos Π2 y Π2 +~υ3 (por el Lema 3.1.3)
lo cual contradice la minimalidad de la distancia de de υ3 a Π2.
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Para los casos i = 0 e i = 1 basta considerar las rotaciones ρ2ρ1 y ρ2ρ1ρ0ρ2

respectivamente. �

El Lema 3.1.5 nos dice que en las proyecciones de Λ en los planos Π0

y Π2 deben de aparecer puntos (?) y sabemos que éstos deben ser puntos
medios de segmentos entre puntos (•). Además, como Λ es invariante bajo
Γ(T ) las proyecciones en ambos planos deben ser esencialmente iguales pues
la reflexión rotatoria ρ1ρ2ρ1ρ0ρ1 intercambia los planos Π0 y Π2. Bajo estas
condiciones hay que analizar las distintas situaciones, considerando primero
la distribución de los puntos (•), y fijos éstos, determinando las posibilidades
para los puntos (?):

Situación 1 : La ret́ıcula Λ ∩ Π0 es de traslación paralela con respecto
a la recta Π0 ∩ Π2. Las posiblidades para los puntos (?) son las de las
figuras 3.3a, 3.3b y 3.3c. Sin embargo, la figura 3.3c queda descartada
por el lema 3.1.5, pues π2(Λ) consistiŕıa sólo de puntos (•).

Situación 2 : La ret́ıcula Λ ∩ Π0 no es de traslación paralela respecto
a la recta Π0 ∩ Π2. Notemos que ya que Λ se queda invariante bajo
ρ2 entonces la reflexión por la recta Π0 ∩ Π2 debe ser una simetŕıa de
π0(Λ) que respeta además el tipo de punto (• ó ?). Es fácil ver que bajo
estas condiciones la única posibilidad es la de la Figura 3.3d.

Aśı que los tres casos posibles son:

Caso 1: La ret́ıcula se ve como en la figura 3.3a.

Caso 2: La ret́ıcula se ve como en la figura 3.3b.

Caso 3: La ret́ıcula se ve como en la figura 3.3d.
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Π0 ∩ Π2

0

(a)

Π0 ∩ Π2

0

(b)

Π0 ∩ Π2

0

(c)

Π0 ∩ Π2

0

(d)

Figura 3.3
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Dado que las ret́ıculas deben ser invariantes bajo la reflexión respecto
a Π0, por el Lema 2.2.5, Λ puede ser partido en niveles Λ =

⋃
k∈Z Λk de

tal forma que Λk es un trasladado de Π0 ∩ Λ. Nuestro análisis consistirá en
encontrar dos vectores linealmente independientes ~υ1, ~υ2 ∈ Π0 y un vector
~υ3 ∈ Λ1, pues por los resultados de la sección anterior Λ = 〈~υ1, ~υ2, ~υ3〉.

Caso 1. Comenzaremos el análisis para cuando la ret́ıcula se ve como en
la Figura 3.3a. En esta situación podemos tomar ~υ1 ortogonal a Π2 y ~υ2

en Π0 ∩ Π2 (Fig. 3.4). Gracias a la Observación 3.1.1 podemos suponer que
~υ1 = (1,−1, 0), además ~υ2 = (0, 0, a) para alguna a > 0.

Π0 ∩Π2

0 ~υ1

~υ2

Figura 3.4

Sea ~υ3 el punto de Λ1 que se proyecta en el punto de Π0 con coordena-
das (1

2
,−1

2
, 0) marcado con (?). Ya que la reflexión rotatoria ρ1ρ2ρ1ρ0ρ1 con

eje Π0 ∩ Π1 centrada en (0, 0, 0) intercambia los planos dejando la ret́ıcu-
la invariante, π2(~υ3) debe estar marcado con (?) en Π2, y ya que se eli-
gió en Λ1, π2(~υ3) = (1

2
, 1

2
, 0), pues es el punto medio entre 0 y (1, 1, 0) =

ρ1ρ2ρ1ρ0ρ1((1,−1, 0)). Tenemos entonces que ~υ3 = π0(~υ3)+π2(~υ3) = (1, 0, 0),
y además, υ3 es un punto de la ret́ıcula en el eje x de distancia mı́nima po-
sitiva al origen.

Observemos que la rotación ρ2ρ1 manda el rayo x > 0 en el rayo z > 0,
aśı que debe de mandar ~υ3 en ~υ2 pues ~υ2 es el punto de la ret́ıcula en el rayo
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z > 0 más cercano al origen. Tenemos entonces que ~υ2 = (0, 0, 1).

Concluimos que la ret́ıcula Λ debe ser la generada por (1,−1, 0), (0, 0, 1)
y (1, 0, 0). Observemos que ~υ1 = (1,−1, 0) = (1, 0, 0) − (0, 1, 0) aśı que
(0, 1, 0) = ~υ3 − ~υ1 por lo tanto

Λ = 〈(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)〉,

es decir, Λ = Λ(1,0,0).

Caso 2. Asumamos ahora que la ret́ıcula Π0 ∩ Λ se ve como en la Figura
3.3b. Tomemos de nuevo los vectores ~υ1 ortogonal a Π2 y ~υ2 en Π0 ∩ Π2.
Gracias a la Observación 3.1.1 podemos suponer que ~υ1 = (1,−1, 0) y como
Π0 ∩ Π2 es el eje z tenemos que ~υ2 = (0, 0, a) con a > 0 (Fig. 3.5).

Π0 ∩Π2

0

~υ2

~υ1

Figura 3.5

Consideremos de nuevo la reflexión rotatoria ρ1ρ2ρ1ρ0ρ1 de eje Π0 ∩ Π2.
Ésta intercambia los planos Π0 y Π2, y entonces ρ1ρ2ρ1ρ0ρ1(~υ1) = (1, 1, 0) ∈
Λ, y por lo tanto ~υ1 + ρ1ρ2ρ1ρ0ρ1(~υ1) = (2, 0, 0) ∈ Λ. Observemos que este es
el punto de Λ en el rayo x > 0 más cercano al origen, pues de lo contrario,
habŕıa un punto (•) o (?) de π0(Λ) entre 0 y υ1. De manera análoga al
caso anterior, la rotación ρ2ρ1 debe mandar a (2, 0, 0) en ~υ2 por lo tanto
~υ2 = (0, 0, 2).
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Gracias al Lema 3.1.3, ρ1ρ0(~υ1) ∈ Λ1, de modo que podemos elegir ~υ3 =
ρ1ρ0(~υ1) = (0,−1, 1) y tenemos que

Λ = 〈~υ1, ~υ2, ~υ3〉 = 〈(1,−1, 0), (0, 0, 2), (0,−1, 1)〉.

Es fácil ver que los vectores

~υ′1 = (1, 1, 0) = ~υ1 + ~υ2 − 2~υ3,

~υ′2 = (1, 0, 1) = ~υ1 + ~υ2 − ~υ3 y

~υ′3 = (0, 1, 1) = ~υ2 − ~υ3

son generadores de Λ y por lo tanto Λ = Λ(1,1,0).

Caso 3. Supongamos ahora que la ret́ıcula Λ ∩ Π0 no es de traslación
paralela respecto a la recta Π0 ∩ Π2. Podemos tomar ~υ1 ∈ Π0 ortogonal a
Π0∩Π2 y ~u ∈ Π0∩Π2 de modo que Λ∩Π0 = 〈~υ1, ~υ2〉 con ~υ2 = 1

2
~υ1 + 1

2
~u (Fig.

3.6). Gracias a la Observación 3.1.1 podemos suponer que ~υ1 = (2,−2, 0),
además ~u = (0, 0, a) con a > 0.

Π0 ∩Π2

0

~u

~υ1

~υ2

Figura 3.6

De manera análoga al Caso 1, si sumamos el punto (1,−1, 0) ∈ π0(Λ)
con su imagen (1, 1, 0) bajo la reflexión rotatoria ρ1ρ2ρ1ρ0ρ1, tenemos que el
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punto (2, 0, 0) es el punto de Λ en el rayo x > 0 más cercano al origen, y
usando la rotación ρ2ρ1 conclúımos que a = 2 y ~u = (0, 0, 2). Esto implica
que ~υ2 = (1,−1, 1).

Observemos además que el punto ~υ3 = (2, 0, 0) pertenece a Λ1 y puede
ser elegido como tercer generador, de modo que

Λ = 〈〈~υ1, ~υ2, ~υ3〉 = 〈(2,−2, 0), (1,−1, 1), (2, 0, 0)〉.

Podemos tomar como generadores a ~υ′1 = (0, 2, 0) = ~υ3 − ~υ1, ~υ′2 =
(1, 1, 1) = ~υ3 + ~υ2 − ~υ1 y ~υ3 = (2, 0, 0) y entonces es claro que Λ = Λ(1,1,1).

Gracias al análisis hecho hemos reducido las ret́ıculas que se preservan
bajo Γ(T ) a unos pocos casos. El siguiente teorema clasifica de manera com-
pleta las ret́ıculas que se preservan bajo Γ(T ).

3.1.6 Teorema. Sea τ un grupo generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El tetraedro regular T admite realización en T3

τ si y sólo si

Λτ ∈ {aΛ(1,0,0), bΛ(1,1,0), cΛ(1,1,1) : a > 2, b > 2, c >
2√
3
}.

Demostración. Por la Observación 3.1.1, basta probar que Λ(1,0,0), Λ(1,1,0) y
Λ(1,1,1) śı son invariantes bajo Γ(T ).

Es claro que Λ(1,0,0) es invariante bajo ρ0, ρ1 y ρ2 pues las matrices [ρ0]C ,
[ρ1]C y [ρ2]C tienen entradas enteras.

Las matrices [ρ1]C y [ρ2]C son matrices de permutación, de modo que la
suma de coordenadas de todo vector v ∈ E3 es igual a la suma de coordenadas
de ρi(v) para i ∈ {1, 2}. La matriz [ρ0]C cambia de signo y permuta la primera
y la segunda coordenada de un vector, lo que preserva la paridad de la suma
de sus coordenadas. Tenemos entonces que Λ(1,1,0) es invariante bajo Γ(T ).

Con la descripción anterior es claro que [ρ0]C , [ρ1]C y [ρ2]C preservan al
conjunto de vectores de Z3 cuyas cordenadas tienen la misma paridad, aśı que
Λ(1,1,1) queda invariante bajo Γ(T ).

El hecho de que a > 2, b > 2 y c > 2√
3

viene de las restricciones com-
binatorias descritas en la Nota 3.1.2. Pues si a = 2 o b = 2 entonces todos
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los vértices seŕıan uno sólo en T3
τ , para el grupo τ correspondiente; si c = 2√

3
cada vértice seŕıa identificado con el centro de la cara opuesta. �

El teorema 3.1.6 se extiende de manera natura a la familia del tetraedro,
pues el grupo de simetŕıas coincide para todos los poliedros de dicha familia.

3.1.7 Corolario. Sea τ un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El poliedro {4, 3}3 admite realización en T3

τ si y sólo
si

Λτ ∈ {aΛ(1,0,0), bΛ(1,1,0), cΛ(1,1,1) : a > 2, b > 2, c >
2√
3
}.

Familia del octaedro

Como representante de esta familia consideraremos el octaedroO de vérti-
ces {(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1)} y su grupo de simetŕıas Γ(O) descrito en
la sección 1.3. Tenemos entonces que ρ0 es la reflexión con respecto al plano
Π0 = {(x, y, z) ∈ E3 : x − z = 0}, ρ1 es la reflexión respecto al plano
Π1 = {(x, y, z) ∈ E3 : x − y = 0} y ρ2 es la reflexión respecto al plano
Π2 = {(x, y, z) ∈ E3 : y = 0} (Fig 1.19).

Cuyas matrices con respecto a la base canónica C son:

[ρ0]C =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 (3.4)

[ρ1]C =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 (3.5)

[ρ2]C =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 (3.6)

La siguiente proposición nos da una relación entre los grupos Γ(T ) y Γ(O)
que simplificará el trabajo.
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3.1.8 Proposición. Sean T el tetraedro y O el octaedro descritos ante-
riormente, entonces Γ(T ) 6 Γ(O).

Demostración. Sean σ0, σ1 y σ2 los generadores de Γ(T ) de (3.1), (3.2) y
(3.3) respectivamente; sean ρ0, ρ1 y ρ2 los generadores de Γ(O) de (3.4),
(3.5) y (3.6). Tenemos que σ1 = ρ0 y σ2 = ρ1, aśı que basta observar que
σ0 = ρ1ρ2ρ1ρ2ρ1. �

Notemos que, gracias a la Proposición 3.1.8, toda ret́ıcula que sea pre-
servada por Γ(O) va a ser preservada por Γ(T ) aśı que resta verificar si las
ret́ıculas Λ(1,0,0), Λ(1,1,0) y Λ(1,1,1) son preservadas por Γ(O).

3.1.9 Teorema. Sea τ un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El octaedro regular admite realización en T3

τ si y sólo
si

Λτ ∈ {aΛ(1,0,0), bΛ(1,1,0), cΛ(1,1,1) : a > 2, b > 1c > 1}.

Demostración. Por la Observación 3.1.1, basta probar que las ret́ıculas Λ(1,0,0),
Λ(1,1,0) y Λ(1,1,1) quedan invariantes bajo Γ(O).

Es claro que Λ(1,0,0) es invariante bajo ρ0, ρ1 y ρ2 pues [ρ0]C , [ρ1]C y [ρ2]C
tienen entradas enteras.

Notemos que ρ1 y ρ2 son simetŕıas del tetraedro T , aśı que preservan a
Λ(1,0,0), Λ(1,1,0) y Λ(1,1,1). La matriz [ρ0]C es una matriz de permutación, de
modo que la suma de coordenadas de todo vector v ∈ E3 es igual a la suma
de coordenadas de ρ0(v), de modo que ρ0 preserva a Λ(1,1,0). Es claro que ρ0

preserva a Λ(1,0,0) y Λ(1,1,1). Por lo tanto, las tres ret́ıculas se preservan bajo
Γ(O).

De manera similar al teorema 3.1.6, el hecho de que a > 2, b > 1 y c > 1
viene de las restricciones combinatorias descritas en la Nota 3.1.2. �

3.1.10 Corolario. Sea τ un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El cubo C admite realización en T3

τ si y sólo si

Λτ ∈ {aΛ(1,0,0), bΛ(1,1,0), cΛ(1,1,1) : a > 2, b > 2, c > 2}.
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Demostración. Se sigue del hecho de que Γ(C) = Γ(O). El ajuste de los
parámetros a, b y c se debe a las coordenadas de los vértices de C. �

Se pueden obtener resultados similares al corolario 3.1.10 para cada uno
de los poliedros de la Familia del Octaedro, sin embargo, de la misma manera
a cómo se hizo para el cubo, los parámetros a, b, c deben ser ajustados para
cada uno de los poliedros de acuerdo a las coordenadas de sus vértices.

Familia del icosaedro

El siguiente reultado sirve para determinar por completo las ret́ıculas que
se quedan invariantes bajo el grupo de simetŕıas del icosaedro Γ(I). Una
prueba de éste se puede encontrar en [Yal88, Teo. 4.22].

3.1.11 Teorema. Sea τ un grupo generado por 3 traslaciones linealmente
independientes. Si G es un grupo de isometŕıas de E3 que deja invariante a
Λτ , entonces G no tiene rotaciones de orden distinto a 2, 3, 4 o 6.

Ahora estamos listos para determinar las realizaciones de la familia del
icosaedro en T3.

3.1.12 Teorema. Si P es un poliedro de la familia del icosaedro, entonces
no existe τ , un grupo generado por 3 traslaciones linealmente independientes,
de tal forma que P tenga realización en T3

τ .

Demostración. Sea τ un grupo generado por 3 traslaciones linealmente in-
dependientes. Sin pérdida de generalidad P es el icosaedro descrito en la
Sección 1.3, Γ(P) = Γ(I) = 〈ρ0, ρ1, ρ2〉. Entonces ρ1ρ2 es una rotación de
orden 5 y por el Teorema 3.1.11 Γ(I) no deja invariante a Λτ , aśı que P no
tiene realización en T3

τ . �

3.2. Poliedros de Petrie-Coxeter

En esta sección trabajaremos con los poliedros de Petrie-Coxeter descritos
en la Sección 1.3. Usaremos los resultados obtenidos en la sección anterior
para determinar las ret́ıculas invariantes bajo sus grupos de simetŕıas.
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Los resultados de esta sección se basan en dos ideas principales:

Relaciones entre los grupos de simetŕıas de los poliedros de Petrie-
Coxeter y los grupos de simetŕıa de los poliedros finitos.

En general, las simetŕıas de los poliedros de esta familia no son lineales,
pero gracias al Corolario 2.1.7, bastará probar que la parte lineal de
ellas preserva a las ret́ıculas.

3.2.1 Nota. Dado que estos poliedros son infinitos y que T3
τ es compacto

para todo grupo τ , es imposible evitar que en el cociente se identifiquen
vértices, aristas o caras, sin crear puntos de acumulación en los vértices.
Por esta razón, consideraremos únicamente aquellos grupos τ que satisfagan
que τ 6 T donde T es el subgrupo de traslaciones del grupo de simetŕıas
del poliedro. De esta forma, los vértices, aristas y caras serán identificados
preservando, al menos de manera local, la combinatoria.

Los Poliedros {4, 6|4} y {6, 4|4}

Como representante de esta familia consideraremos el poliedro PC1 des-
crito en la Sección 1.3 (Fig. 3.7).

El grupo Γ(PC1) es generado por ρ0 la reflexión con respecto al plano Π0 =
{(x, y, z) ∈ E3 : y = 0}, ρ1 el medio giro respecto a la recta Π1, determinada
por los puntos (1, 1, 1) y (−3,−1, 1), y ρ2 la reflexión con respecto al plano
Π2 = {(x, y, z) ∈ E3 : x− z = 0}.

Calculando las matrices de ρ′0, ρ′1 y ρ′2 con respecto a la base canónica C
tenemos:
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Figura 3.7: PC1

[ρ′0]C =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1


[ρ′1]C =

 0 −1 0
−1 0 0
0 0 −1


[ρ′2]C =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0


3.2.2 Proposición. Sean O octaedro regular y PC1 el poliedro de Petrie-
Coxeter descritos en la sección 1.3, entonces Γ(O) 6 Γ(PC1).

Demostración. Sean σ0, σ1, σ2 los generadores distinguidos de Γ(O) y ρ0, ρ1, ρ2

los generadores distinguidos de Γ(PC1). Tenemos que σ0 = ρ2 y σ2 = ρ0,
aśı que basta observar que σ1 = ρ2ρ1ρ2ρ1ρ2 y por lo tanto Γ(O) 6 Γ(PC1).

�
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La Proposición anterior nos da una restricción para las ret́ıculas preserva-
das por Γ(PC1), pues todas ellas deben ser preservadas por Γ(O), el siguiente
Teorema nos da la clasificación completa de éstas.

3.2.3 Teorema. Sea τ un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El poliedro PC1 y admite realización en T3

τ si y sólo
si

Λτ ∈ {4aΛ(1,0,0), 4bΛ(1,1,0), 2cΛ(1,1,1) : a, b, c ∈ Z}.

Demostración. Gracias a la Proposición 3.2.2 y a la Observación 3.1.1 basta
ver que las ret́ıculas Λ(1,0,0), Λ(1,1,0) y Λ(1,1,1) se preservan bajo ρ′0, ρ′1 y ρ′2.

Por el análisis hecho en la prueba del Teorema 3.1.9 tenemos que ρ′0 y
ρ′2 preservan a las ret́ıculas Λ(1,0,0), Λ(1,1,0) y Λ(1,1,1). Observemos que −[ρ′1]C
es una matriz de permutación, por lo tanto preserva coordenadas enteras,
paridad de las coordenadas de un vector y paridad de la suma de coordenadas,
aśı que preserva a las tres ret́ıculas. La matriz−Id preserva cualquier ret́ıcula,
por lo tanto [ρ′1]C preserva a Λ(1,0,0), Λ(1,1,0) y Λ(1,1,1).

El hecho de considerar únicamente múltiplos de 4 para Λ(1,0,0) y Λ(1,1,0)

y múltiplos de 2 para Λ(1,1,1) viene del requerimiento de que τ sea subgrupo
del grupo de traslaciones de Γ(PC1). �

3.2.4 Corolario. Si P es un poliedro de la familia de {4, 6|4} entonces P
admite realización en T3

τ si y sólo si

Λτ ∈ {4aΛ(1,0,0), 4bΛ(1,1,0), 2cΛ(1,1,1) : a, b, c ∈ Z}.

El poliedro {6, 6|3}

Consideraremos el poliedro PC3 descrito en la sección 1.3 (Fig. 3.8).

Aśı, Γ(PC3) es el grupo generado por ρ0, la reflexión con respecto al
plano Π0 = {(x, y, z) ∈ E3 : x + y = 0}, ρ1 el medio giro respecto a la recta
Π1 = {(x, y, z) ∈ E3 : x = 1, z + y = 2} y ρ2 la reflexión con respecto al
plano Π2 = {(x, y, z) ∈ E3 : x− y = 0}.

Calculando las matrices de ρ′0, ρ′1 y ρ′2 con respecto a la base canónica C
tenemos:
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Figura 3.8: PC3

[ρ′0]C =

 0 −1 0
−1 0 0
0 0 1


[ρ′1]C =

 −1 0 0
0 0 −1
0 −1 0


[ρ′2]C =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1


3.2.5 Proposición. Sean Γ(T ) el grupo de simetŕıas del tetraedro y Γ(PC3)
y el grupo de simetŕıas de PC3, entonces Γ(T ) 6 Γ(PC1).

Demostración. Sean σ0, σ1, σ2 los generadores distinguidos de Γ(T ) y ρ0, ρ1, ρ2

los generadores distinguidos de Γ(PC3). Tenemos que σ0 = ρ0 y σ2 = ρ2,
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aśı que basta observar que σ1 = ρ2ρ1ρ2ρ1ρ2 y por lo tanto Γ(T ) 6 Γ(PC3).
�

De manera análoga al Poliedro PC1, el hecho de que Γ(T ) 6 Γ(PC3) limita
las posibilidades para los grupos τ . Con el siguiente teorema terminamos la
clasificación de tales grupos para PC3.

3.2.6 Teorema. Sea τ un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El poliedro PC3 admite realización en T3

τ si y sólo
si

Λτ ∈ {8aΛ(1,0,0), 4bΛ(1,1,0), 8cΛ(1,1,1) : a, b, c ∈ Z}.

Demostración. Gracias a la Proposición 3.2.2 y a la Observación 3.1.1 basta
ver que las ret́ıculas Λ(1,0,0), Λ(1,1,0) y Λ(1,1,1) se preservan bajo ρ′0, ρ′1 y ρ′2.

El hecho de considerar únicamente múltiplos de 8 para Λ(1,0,0), de 4 para
Λ(1,1,0) y de 8 para Λ(1,1,1) viene del requerimiento de que τ sea subgrupo del
grupo de traslaciones de Γ(PC3). �

3.2.7 Corolario. El poliedro {6, 6|3}π, petrial de {6, 6|3}, admite realiza-
ción en T3

τ si y sólo si

Λτ ∈ {8aΛ(1,0,0), 4bΛ(1,1,0), 8cΛ(1,1,1) : a, b, c ∈ Z}.





Conclusiones

En este trabajo abordamos el problema de determinar aquellos grupos τ
generados por tres traslaciones linealmente independientes para los cuales, un
poliedro realizado en E3, admite realización en T3

τ . Estudiamos las ret́ıculas
Λτ asociadas a los grupos τ , las cuales nos permitieron, por medio de análisis
geométrico, determinar condiciones para que los poliedros fueran realizados.

Finalmente, clasificamos los grupos τ para todos los poliedros finitos,
aśı como para los poliedros de Petrie-Coxeter obteniendo los Teoremas 3.1.6,
3.1.9, 3.1.12, 3.2.3 y 3.2.6 que se resumen en lo siguiente:

Un poliedro de la familia del tetraedro, de la familia del octaedro o de
la familia de alguno de los poliedros de Petrie-Coxeter admite realiza-
ción en T3

τ si y sólo si Λτ es aΛ(1,0,0), bΛ(1,1,0) o cΛ(1,1,1) para algunos
parámetros a, b y c que dependen de las coordenadas de los vértices
del poliedro.

No existe grupo τ de tal forma que un poliedro de la familia del ico-
saedro tenga realización en T3

τ .

Con el trabajo que realizamos quedan clasificados los grupos τ para 24
de los 48 poliedros regulares. El problema de determinar dichos grupos para
los otros 24 queda abierto. Por otro lado, el problema de clasificar todos los
poliedros regulares en T3

τ tiene aún mucho para ofrecer, pues a pesar de que
nuestro trabajo resuelve parcialmente este problema, existen poliedros que
pueden ser realizados en T3

τ pero al levantar la realización a E3 la configura-
ción resultante no es un poliedro (pues podŕıa, por ejemplo, no ser conexa).
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En cuanto a los resultados obtenidos, es de notar que puede existir una
relación entre el trabajo que realizamos y el hecho por McMullen y Schulte en
[MS02, §6], pues justo los grupos τ para los cuales los poliedros regulares pue-
den ser realizados coinciden con aquellos grupos en los que el 3-Toro asociado
tiene teselaciones regulares. Cabe mencionar que aún cuando es probable que
nuestro trabajo tenga conexión fuerte con el de McMullen y Schulte, las técni-
cas utilizadas en este trabajo incluyen aspectos combinatorios, algebraicos y
geométricos, haciéndolas más ilustrativas que las de [MS02].



Apéndice: Acciones de Grupos

En este apéndice el lector encontrará los conceptos básicos de acciones
de grupos, no daremos las pruebas de los resultados, pero éstas pueden ser
encontradas en [Rot02, §2.7].

A.1.1 Definición. Si X es un conjunto y G un grupo con neutro 1G una
acción (izquierda) de G en X es una función de G×X en X, denotada por
(g, x) 7→ gx, que satisface

1Gx = x para todo x ∈ X,

h(gx) = (hg)x para toda x ∈ X y g, h ∈ G.

Ejemplos

1. G actúa en śı mismo con la operación de grupo.

2. El grupo SX de permutaciones de X actúa en X por (σ, x) 7→ σ(x).

3. El grupo simétrico Sn actúa sobre el conjunto {1, 2, . . . , n} permutando
sus elementos.

4. El grupo de isometŕıas de E3 actúa en E3 por (f, x) 7→ f(x).

5. El grupo ćıclico de orden 2 {1,−1} actúa sobre S2 multiplicando, lo
cual induce un intercambio entre ant́ıpodas.

6. En general, si H 6 G y G actúa en X, entonces H actúa en X restrin-
giendo la acción de G a los elementos de H.
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A.1.2 Definición. Si G actúa en X y x ∈ X, definimos:

La órbita de x, denotada por [x]G, como el conjunto

[x]G := {gx : g ∈ G}.

El estabilizador de x, denotado por Gx como el conjunto

Gx := {g ∈ G : gx = x}.

A.1.3 Proposición. Si un grupo G actúa en un conjunto X entonces X
es la unión disjunta de las órbitas.

A.1.4 Teorema. Si un grupo G actúa en un conjunto X, entonces Gx 6 G
y además

|[x]G| = [G : Gx]

para cada x ∈ X

A.1.5 Proposición. Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Para
cada g ∈ G la función ĝ : X → X definida por ĝ(x) = gx es una permutación
de X. Además, la asignación g 7→ ĝ es un homomorfismo de G en SX .

A.1.6 Definición. Si un grupo G actúa en un conjunto X

diremos que la acción es transitiva, o bien, que G actúa transitivamente
en X, si G tiene una sola órbita.

diremos que la acción es fiel si cuales quiera dos elementos de G inducen
dos permutaciones distintas en SX .

diremos que la acción es libre, o bien, que G actúa libremente en X si
Gx = {1G} para cada x ∈ X.

Ejemplos En cada ejemplo, el inciso hace referencia a la acción de los
ejemplos anteriores.

1. En este caso, la acción es transitiva y entonces la órbita de cualquier
elemento es G. La acción es también fiel y libre.
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2. La acción es transitiva, es fiel, pero no es libre.

3. La acción es transitiva, es fiel, pero no es libre.

4. La acción es transitiva, es fiel y no es libre.

5. La acción no es transitiva, pues la órbita de x es {x,−x}. Es fiel y
también es libre.

6. Si la acción de G es fiel o libre, la acción de H es fiel o libre, según
corresponda; pero si la acción de G es transitiva puede ser que la acción
de H no lo sea.





Notación

N El conjunto de los números naturales: {1, 2, 3, . . . }

Z El conjunto de los números enteros.

R El conjunto de los números reales.

E3 El espacio euclideano de dimensión 3.

Sn La esfera de dimensión n: {x ∈ En : ‖x‖ = 1}.

Pn(R) El espacio proyectivo de dimensión n sobre R.

LR(v1, v2, . . . , vn) El espacio vectorial sobre R generado por los vectores v1, v2, . . . , vn.

〈x1, x2, . . . xn〉 El grupo generado por x1, x2, . . . xn.

bxc Función piso. El mayor entero menor igual a x.

P(X) El conjunto potencia de X.



Índice alfabético
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