UNIVERSIDAD MICHOACANA DE
SAN NICOLAS DE HIDALGO

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
“Mat. Luis Manuel Rivera Gutiérrez”

Poliedros Regulares en el 3-Toro

TESITS

para obtener el titulo de
Licenciado en Ciencias Fisico Matematicas

Autor:

José Antonio Montero Aguilar
Asesor:

Dr. Daniel Pellicer Covarrubias

Febrero, 2013
MORELIA, MICHOACAN






Investigacion realizada gracias al Programa de Apoyo a Proyectos de
Investigacién e Innovacién Tecnoldgica (PAPIIT) de la UNAM IN112512,
Poliedros altamente simétricos en espacios de dimension pequena.

Agradezco a la DGAPA-UNAM la beca recibida.






Indice general

Agradecimientos
Introduccion

1. Poliedros Regulares en E?
1.1. Poliedros Regulares Abstractos . . . .. ... ... ... ...
1.2. Operaciones en Poliedros . . . . . . . .. ... ... ... ...

1.3. Realizaciones de Poliedros Regulares . . . . . .. .. .. ...

2. El 3-toro
2.1. El 3-toro y sus isometrias. . . . . . ... ... ... L.

2.2. Reticulasde puntos . . . . . . . .. ... L.

3. Poliedros Regulares en el 3-Toro
3.1. Poliedros Finitos . . . . . . . ... .. ... ... ...

3.2. Poliedros de Petrie-Coxeter . . . . . . . . . . .. . ... ...

Conclusiones

VII

IX

11

15

33

33

38

47

47

60

67



vi

INDICE GENERAL

Apéndice: Acciones de Grupos

Notacion

Indice alfabético

Bibliografia

69

73

74

75



Agradecimientos

Sin duda alguna, de entre todo lo que aparece escrito en este trabajo,
las palabras en estas paginas fueron las mas dificiles. Con ellas pretendo no
solo agradecer a aquellas personas que intervinieron para que este trabajo
llegara a su fin, sino a todas aquellas que, de una u otra forma, fueron parte
importante para que este momento llegara.

En primer lugar debe aparecer mi familia. Mis papés don Jorge y dona So-
co, mis hermanos y mi cunada, por su incondicional apoyo; mencién especial
merece Sandra, por todas las que yo, y mi incapacidad de estudiar sin musica
le hicimos pasar. Me gustaria dedicar este logro a mi sobrino (favorito, por
unicidad) Sebastian, de quien espero logre todo lo que se proponga.

Gracias también a Daniel, mi asesor, jefe, patrén, papa académico, dic-
tador, Fiihrer, ..., pero sobre todo, amigo; cuya infinita paciencia fue fun-
damental para el desarrollo de este trabajo. Gracias por todo lo ensenado en
estos meses y por todo el tiempo dedicado, dentro y fuera de lo académico.

Gracias también a Malu, por mostrarme lo bonitas que son las matemaéti-
cas y porque en mas de una ocasion la hizo mas que de profesora, de segunda
mama. A Fernando, Jorge y David, por sus oportunos comentarios a este tra-
bajo, por ser parte importante de mi formacién académica, pero sobre todo,
por mostrarme que uno puede encontrar en sus profesores a grandes amigos.

A mis amigos y colegas Bere, Pelayo, Yesenia, Lalo, Augusto, Ana y Tono;
a mis mejores profesores de fisica, Gaby, David y Joaquin; saben que no tengo
palabras para agradecer todo el tiempo compartido. Gracias también al resto
de mis cuates que gustan de ser llamados ’del cubo’.

A todos mis amigos de la facultad. Héctor, Luis, Ahtziri, Lucas, Mike,



viii Agradecimientos

Poke, Abdon, Poncho, Soffer, Manuel, Jonathan, Julidn, ..., y todos aque-
llos que siempre sirvieron de ejemplo, unas veces bueno y otras (muchas)
malo, pero siempre gran ejemplo. Rob, Larissa, Erick, Dulce, Prima, Richy,
Uziel, Chava, Memo, Estefania, Jona, Fanny, Ivan, en fin ..., todos los que
comienzan en este asunto de las matematicas jMucha suerte!

A mis cuates de la prepa y mis amigos beisboleros, pues siempre ofrecieron
una grandiosa alternativa de calidad lejos del mundo académico.

Finalmente y no por eso menos importante, algunas personas que, si bien
no estuvieron cerca durante la licenciatura, recientemente se han convertido
en grandes amigos y sus consejos y camaraderia fueron, sin duda, fundamen-
tales para que este trabajo llegara a su fin. Me refiero a Miguel, Tere, Bosco,
Naila, Marco y Haydeé.

Para concluir quiero hacer notar que mis agradecimientos son un conjunto
infinito, y las palabras que puedo poner en estas hojas son una cantidad
finita; asi que con el fin de evitar algin resentimiento (el cual serfa culpa de
la aritmética cardinal y no del autor de estas palabras) terminaré diciendo
iInfinitas gracias a todos mis amigos!.



Introduccion

Las ideas de simetria y belleza han estado relacionadas a través de la
historia. Probablemente ésta sea la razén por la que los poliedros requlares
han sido estudiados desde la antigiiedad, pues poseen un grado de simetria
llamativo a simple vista.

Incluso antes de que las ideas de geometria fueran formuladas por los
griegos el cubo era bien conocido, pues era usado como dado. Los egipcios
también conocian el octaedro y tetraedro, de hecho, una pregunta constante a
través de los anos ha sido jpor qué las piramides de Guiza tienen determinada
forma? No seria de sorprenderse que éstas fueran planeadas para ser medios
octaedros, de hecho, el angulo entre sus paredes oscila entre 50°47" y 54°14’,
mientras que el del octaedro es arc cos(\%) ~ b4°44'.

Los Solidos Platonicos fueron nombrados en honor a Platén, quien es-
tudié estos cuerpos no sélo por interés matematico, sino por cierto interés
mistico, ya que estaban relacionados con los elementos: el tetraedro con el
fuego, el octaedro con el agua, el cubo con la tierra y el icosaedro con el aire.
Curiosamente, el dodecaedro no aparecia como miembro de esta familia, sin
embargo, se le asociaba con la forma del universo.

Euclides, en Los Elementos estudia de manera formal los sélidos platéni-
cos. El libro XIII trata esencialmente de estos objetos, y de hecho, prueba que
existen tinicamente 5 solidos convexos regulares, es decir, de caras congruen-
tes acomodadas de la misma manera alrededor de cada vértice. La prueba
de Euclides se sigue usando hasta estos dias y se basa en el hecho de que
el dngulo interno de un p-agono es (1 — }%)7?, y si se pretenden poner ¢ de
ellos alrededor de cada vértice de manera que el sélido sea convexo se debe
satisfacer zla + % > %
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El asunto de los poliedros regulares parecia estar terminado con los sélidos
platonicos, sin embargo, en grabados y pinturas de la Edad Media aparecieron
algunos objetos con un fuerte grado se simetria. Dos de estos objetos fue-
ron estudiados por Johannes Kepler (1571-1630). Estos objetos comparten
propiedades combinatorias con los sélidos platonicos, pero tienen la carac-
teristica de tener caras estrelladas.

A principios del siglo XIX Louis Poinsot (1777-1859) redescubrié los séli-
dos de Kepler y dos sélidos mas, cuyas caras son convexas pero estan aco-
modadas de manera estrellada alrededor de cada vértice. En 1811 Augustin
Louis Cauchy (1789-1857) probé que los cuatro poliedros regulares estrella-
dos descubiertos por Kepler y Poinsot eran todos los posibles construidos de
esta manera.

A mediados del mismo siglo Ludwig Schlafli (1814-1895) realizé apor-
taciones a la geometria en dimensiones superiores, entre otras, introdujo el
concepto de politopo como generalizacién de poligono y poliedro en dimen-
siones superiores y encontré todos los politopos y teselaciones regulares en
dimensiéon 4 o mas.

Sin duda alguna las aportaciones de Coxeter (1907-2003) forman un pilar
importante en la teoria de poliedros. Muchas de estas aportaciones culmina-
ron en su famoso libro Regular Polytopes ([Cox73]) cuya primera edicién fue
publicada en 1948. Sin embargo, una de sus aportaciones mas relevantes vino
cuando apenas era un estudiante, cuando junto con J. F. Petrie (1907-1972)
descubrieron 3 objetos con propiedades de simetria similares a las de los
poliedros conocidos hasta ese entonces, pero con la caracteristica de tener
una infinidad de caras. Coxeter probd también que la lista de estos tres era
completa.

La teoria tomo6 un nuevo aire cuando en 1975 Branko Griinbaum dio una
lista de 47 objetos que tenian propiedades geométricas similares a los polie-
dros regulares (ver [Grii77]). Esta lista incluia los sélidos platénicos, los sdli-
dos de Kepler-Poinsot y los de Petrie-Coxeter; ademés incluia las teselaciones
del plano con cuadrados, tridngulos y hexagonos. Griinbaum permitié tam-
bién que las caras no fueran planas e incluso podian ser infinitas.

En 1981 A. Dress encontré otro poliedro ([Dre81]) para completar la lista
de Griinbaum a 48, y en 1985, usando herramientas algebraicas y combina-



torias probd que la lista era completa (ver [Dre85]).

Justo entre los dos articulos de Dress, en 1982 Danzer y Schulte introduje-
ron el concepto de politopo abstracto (ver [DS82]), concepto que generaliza a
los poligonos y poliedros geométricos, rescatando su estructura combinatoria.
Finalmente en [MS97], Egon Schulte y Peter McMullen abordan el problema
geométrico partiendo del concepto de poliedro abstracto y prueban, de una
forma distinta, que la lista de 48 poliedros regulares es completa.

Una vez resuelto el problema en el espacio euclidiano es natural pregun-
tarse qué pasa en otros espacios, en este sentido se tienen algunas respuestas:

= En [CMS8O0, c. 8] Coxeter y Moser describen las teselaciones regulares
en el 2-toro.

= En [MS02, §6D,6E] Schulte y McMullen encuentran todas las teselacio-
nes regulares del n-toro.

= En [ABMO0] y [Bra00] Javier Bracho junto con otros autores encuen-
tra algunos poliedros en el espacio proyectivo P*(R) y finalmente, en
[McMO07] McMullen clasifica los poliedros en S3, completando de paso
la lista de poliedros en P3(R).

» En [Coxb4] Coxeter estudia las teselaciones regulares del espacio hi-
perbdlico.

El 3-toro es una 3-variedad que surge de manera natural, pues es cociente
del espacio euclideano. Ademas tiene propiedades interesantes, por ejemplo,
en [MS02, §6G| Schulte y McMullen prueban que es la tnica 3-variedad
euclideana que admite teselaciones regulares.

En este trabajo abordamos el problema de encontrar los poliedros regula-
res en el 3-toro. Trabajamos con los sélidos platéonicos y con los poliedros de
Petrie-Coxeter por dos razones, ser los primeros en aparecer histéricamente
y ser los tnicos de la lista de 48 en tener caras finitas y planas con casco afin
tridimensional.

En el primer capitulo damos algunos resultados generales de la teoria de
poliedros. En el segundo introducimos el 3-toro y su métrica y estudiamos
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algunas de sus isometrias. En este capitulo también introducimos las reticu-
las de puntos y estudiamos aquellas que son invariantes bajo reflexiones.
Finalmente, en el capitulo 3 atacamos el problema principal del trabajo y
determinamos cudando los solidos platonicos y los poliedros de Petrie-Coxeter
pueden ser vistos como poliedros regulares en el 3-toro. Esto da 8 familias
de poliedros regulares en el 3-toro, cada una de ellas asociada a uno de los
poliedros de E3 mencionados. Como resultado de nuestro analisis se obtienen
16 poliedros regulares mas en el 3-toro, todos provenientes de la lista de 48
poliedros regulares en E3.



Capitulo 1

Poliedros Regulares en el
Espacio Euclideano E3

En este capitulo hablaremos acerca de los poliedros regulares. En la pri-
mera seccion trabajaremos los poliedros como objetos estrictamente combi-
natorios, daremos las definiciones basicas y hablaremos sobre su grupo de
automorfismos. En la Seccién 1.2 definimos algunas operaciones que nos per-
miten construir nuevos poliedros a partir de los ya construidos. Finalmente en
la Seccién 1.3 introduciremos el concepto de realizacion, el cual servira para
pasar de los objetos combinatorios al problema geométrico; hablaremos con
detalle de algunas realizaciones de los poliedros regulares que estudiaremos
en este trabajo.

1.1. Poliedros Regulares Abstractos

En esta seccion trataremos a los poliedros regulares como objetos estric-
tamente combinatorios. Seguiremos la notaciéon dada por P. McMullen y E.
Schulte en [MS97].

La definiciéon de poliedro abstracto toma en cuenta propiedades combi-
natorias de los poliedros convexos. Fundamentalmente se pretende rescatar
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la incidencia entre vértices, aristas y caras preservando algunas de la pro-
piedades combinatorias que los poliedros convexos tienen. Posteriormente se
vera que, efectivamente, esta es una generalizacion del concepto de poliedro
convexo.

1.1.1 Definicién. Un poliedro abstracto P es un conjunto parcialmente or-
denado con una funcién de rango, es decir, una funcién de P en {—1,0, 1,2, 3}
suprayectiva y estrictamente creciente. Llamarémos vértices, aristas y caras
a los elementos de rango 0, 1 y 2 respectivamente. Una bandera es un sub-
conjunto totalmente ordenado maximal. Ademds P satisface las siguientes
propiedades:

(P1) Existe un tnico elemento minimal F_; y un tnico elemento maximal
F3, de rango —1 y 3 respectivamente.

(P2) Las banderas tienen exactamente 5 elementos, es decir, cada una tiene
un vértice, una arista y una cara, ademas de los elementos F_; y F3.

(P3) P es fuertemente conexo por banderas, esto es, dadas dos banderas ®
y WU existe una sucesion de banderas ® = ¢y, P,..., P, = ¥ tales que
para cualquier ¢ € {1,...,k} ®;_1 y ®; son adyacentes (difieren unica-
mente por un elemento) y ademéas ® "W C &, parai € {0,1,...,k}.

(P4) P satisface la propiedad del diamante, es decir, para cada j € {0, 1,2},
dados F' de rango 7 — 1, y G de rango j + 1 se tiene que

HHeP:F<H<G} =2

Cuando no haya confusion, en este trabajo denotaremos a los poliedros
abstractos simplemente como poliedros.

Observemos que de manera analoga se puede definir poligono abstracto
considerando que la funcién de rango tiene imagen {—1,0,1,2}. En esta
situacion las banderas tendran exactamente 4 elementos y la propiedad del
diamante deberd satisfacerse para j € {0,1}.

No es dificil probar que para cada n > 3 (incluso infinita) existe un inico
poligono (abstracto) con n vértices.
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Las propiedades (P2), (P3) y (P4) nos dicen que los poliedros abstractos
satisfacen propiedades combinatorias que los poliedros convexos satisfacen,
en particular, gracias a la propiedad (P4) cada arista tiene exactamente dos
vértices y estd en exactamente dos caras. Observemos que (P3) y (P4) im-
plican que toda cara induce un ciclo o una trayectoria infinita hacia ambos
lados, es decir, una grafica conexa 2-regular, en los vértices y aristas inciden-
tes a ella.

Si F'y G son dos elementos incidentes de P, es decir, F' < G, definimos
la seccion G/F del poliedro como

G/F:={HeP:F<H<G}.

Cuando no haya confusién, identificaremos un elemento F' de P con la seccién
F/F, = {H € P : H < F}. En este sentido, pensaremos a Fj como
el poliedro P y, aunque estrictamente hablando no es asi, a F_; como el
conjunto vacio (.

Si F' es un vértice del poliedro P, llamaremos figura verticial en F a la
secciéon

Fy/F ={HeP:F<H}.

Observemos que toda cara (vista como seccién) y toda figura verticial son
poligonos abstactos.

Ejemplos: En la Figura 1.1 damos algunos ejemplos de los objetos que aca-
bamos de definir. En los diagramas, se unen con lineas rectas dos elementos
si son incidentes y su rango difiere en 1.

= Lo poliedros convexos son, naturalmente, poliedros abstractos si to-
mando como vértices, aristas y caras los puntos, segmentos de recta y
regiones de planos, respectivamente, ordenados por la contencién (Fig.
1.1a). En los ejemplos geométricos que demos en lo que resta de la
seccion se pensara siempre en el orden parcial definido de esta forma.

= El conjunto potencia de {a,b,c,d} ordenado con la contencién es un
poliedro abstracto, de hecho, isomorfo (definido més adelante) al te-
traedro (Fig. 1.1b).
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» Los poligonos convexos son también poligonos abstractos (Fig. 1.1c).

» Dos cubos pegados por una arista (Fig. 1.1d) no constituyen un polie-
dro, pues no se satisface (P4) ya que la arista a estd en cuatro caras.

» Dos pirdmides pegadas por el vértice en la punta (Fig. 1.1e) no forman
un poliedro pues no se satisface (P3) ya que no existe sucesién de
banderas adyacentes entre la bandera {v, a,c} y la bandera {v,d’, '}.

Denotaremos por F(P) al conjunto de todas las banderas de P. Por
conveniencia omitiremos a F_; y a F3 en la notacién para banderas. Si ¢ =
{Fy, F1, F,} es una bandera y 0 < i < 2 denotaremos por ®* la tnica bandera
1-adyacente a ®, es decir,

o' = (2\{F}) U{F}

donde F} es la unica cara de rango ¢ distinta a F; con F;_; < F! < Fiq;.
Definimos también de manera recursiva ®"?2-% := (p1i2-t-1)"% para k > 2.

La siguiente definicién nos dara una herramienta para determinar cuando
dos poliedros son esencialmente el mismo.

1.1.2 Definicién. Si P y Q son poliedros, ¢ : P — Q es un isomorfismo
de poliedros si ¢ es una biyeccién y tanto ¢ como ¢! preservan orden, es
decir, FF < G en P siy sélo si ¢(F) < ¢(G) en Q. Si existe un isomorfismo
de poliedros entre P y Q diremos que P y Q son isomorfos y escribiremos

P=0.
1.1.3 Definicion. Un automorfismo de P es un isomorfismo de P en si mis-

mo.

Las definiciones de isomorfismo y automorfismo para poligonos son analo-
gas.

Denotaremos por I'(P) el conjunto de todos los automorfismos de P. Es
claro que I'(P) es un grupo bajo la composicién, ademds existe una accién

natural de I'(P) en F(P).
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Rango
) A

(a) El tetraedro como orden parcial

Rango
2

(c) Orden parcial de un
pentagono

3 {a,b,c,d}

2 {a,b,c} {a,b,d} {b,c,d} {a,c,d}

IS

1 {a,b} {a,c} {b,c} {a,d} {b,d} {c,d}

A e

0 fa} {0} {e} A{d}

W

-1 1]

(b) Potencia de {a,b, ¢, d}

(d) No cumple (P4)

(e) No cumple (P3)

Figura 1.1
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Ejemplos: A continuaciéon pretendemos ilustrar los conceptos de isomor-
fismo y automorfismo. En los ejemplos geométricos debemos pensar las si-
metrias de los objetos como automorfismos combinatorios, pues dichas si-
metrias preservan la incidencia entre vértices aristas y caras.

» En el ejemplo de la figura 1.1b, cualquier permutacién de {a,b,c,d}
induce un automorfismo en el poliedro.

» Sin > 3 (incluso infinita) cualesquiera dos n-agonos abstractos son
isomorfos.

= Si P es un n-agono abstacto, su grupo de automorfismos I'(P) es iso-
morfo al grupo diédrico D,, generado por los automorfimos inducidos
por las reflexiones Ry y Ry (Fig.1.2a).

= Si P es una piramide sobre un n-agono regular con n > 3 entonces
['(P) = D,. Esto se debe a que las reflexiones Ry y R; se extienden
a automorfismos de la piramide inducidos por reflexiones respecto a
planos. Ademas la cara base no puede tener como imagen ninguno de
los tridngulos asi que queda fija bajo todo automorfismo (Fig. 1.2b).

Ry

Ry

Figura 1.2
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1.1.4 Definicién. Diremos que un poliedro P es regular si I'(P) actia
transitivamente en F(P), el conjunto de banderas de P.

Observemos que la definicién de regularidad mantiene la idea de regula-
ridad clésica pues, dadas dos caras (aristas o vértices) F' y G de un poliedro
P existe un automorfismo v tal que v(F') = G. En particular cualesquiera
dos caras son isomorfas y dos vértices tienen figuras verticiales isomorfas, sin
embargo, esto en general no es suficiente.

Ejemplos: A continuacién presentamos una serie de ejemplos de poliedros
regulares. La regularidad de algunos de los ejemplos serd mostrada poste-
riormente, algunos otros inicamente los mencionamos para mostrar que hay
una gran variedad de poliedros regulares.

= Los solidos platénicos son poliedros regulares en el sentido de la defi-
nicion 1.1.4, aunque esto sera evidente mas adelante.

» Los poliedros de Petrie-Coxeter (Fig. 1.3), descritos a detalle en la
seccién 1.3 son poliedros regulares.

= Las teselaciones del plano con triangulos equilateros, con cuadrados y
con hexdgonos regulares son poliedros regulares (Fig. 1.4).

= El poliedro de 4 vértices, 8 aristas y 4 caras dibujado en el 2-toro (Fig.
1.5a) es un poliedro regular.

» El medio cubo (Fig 1.5b) obtenido al identificar vértices, aristas y caras
opuestas del cubo, es un poliedro regular.

Si P es un poligono de n vértices diremos que tiene tiene tipo de Schlifli
{n}. Notemos que si P es un poliedro regular, todas las caras son isomorfas
entre si, y gracias a la transitividad en vértices, todas las figuras verticiales
son isomorfas. Si P tiene como caras p-dgonos y como figuras verticiales
g-dgonos, su tipo de Schlifli serd {p,q}.
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Figura 1.3: Poliedros de Petrie-Coxeter

Figura 1.4: Teselaciones regulares del plano
Ejemplos:

= El tetraedro, octaedro, cubo, icosaedro y dodecaedro tienen tipo de
Schlafli {3,3}, {3,4}, {4,3}, {3,5} v {5, 3} respectivamente.

» Las teselaciones regulares del plano (Fig. 1.4) tienen tipo de Schlafli

{4,4}, {3,6} y {6, 3}.

En el caso de los poliedros convexos el tipo de Schlifli determina a P
salvo homotecia e isometria (ver [MS02, §1B]), sin embargo, esto no es cierto
en el caso general.

En general, determinar si el grupo de automorfismos de un poliedro P es
transitivo en F(P) no es algo sencillo. Finalizaremos esta seccién con algunos
resultados relativos a la accion de I'(P) en F(P), en particular, probaremos
una equivalencia de regularidad que sera 1util para nuestro trabajo.

1.1.5 Lema. St es un automorfismo de un poliedro P y ® es una bandera
de P entonces

(@) = (v(®))'
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(a) Poliedro en el 2- (b) Medio cubo en
toro P2(R)

Figura 1.5

para toda i € {0,1,2}.

Demostracion. Sea i € {0,1,2}. Observamos que v(®), (v(®))" y 7(P*) coin-
ciden e todas las caras salvo tal vez la i-ésima, sin embargo (y(®))! # ~(®) #
(@), asf que por (P4) (4(®))" = 7(P"). u

1.1.6 Proposicién. Si P es un poliedro abstracto, entonces I'(P) actia
libremente en F(P).

Demostracion. Supongamos que v es un automorfismo de P que fija una
bandera ®. Sea W una bandera arbtraria, probemos que ~ fija a V. Por
(P4) existe una sucesién de banderas adyacentes ® = &g, &y,... &y = U,
probemos el resultado por induccion sobre k. Si kK = 1 entonces ® y ¥ son
adyacentes y el resultado se sigue del lema 1.1.5. Supongamos el resultado
para toda j < k. El hecho de que ¥ queda fija se sigue de que ®;_1 queda fija
(por hipétesis de induccién) y de que v es biyeccién, pues @1 y ¥ difieren
Unicamente en una cara. |

1.1.7 Corolario. Si P es un poliedro abstracto, ® una bandera de P vy

v € T'(P), entonces «y estd determinado por la imagen de P.

Notemos que gracias al resultado anterior tenemos que |I'(P)| < |F(P)|
y coinciden si y s6lo si P es regular.
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Ejemplo: Los poligonos abstractos son regulares pues |F(n)| = 2n = |D,|,
sin embargo, la pirdmide con base {n}, para n > 4, no es regular pues tiene
2n banderas en la base y 6 por cada triangulo, para un total de 8n banderas.

El siguiente teorema nos da una equivalencia de regularidad bastante
sencilla.

1.1.8 Teorema. Un poliedro P es reqular si y sélo si para alguna bandera
® y para todo i € {0,1,2} existe un automorfismo p; de P tal que

pi(®) = ®".

Ademds, cada automorfismo p; es una involucién, es decir, p? = Id.

Demostracion. Supongamos que P es regular, entonces, para cadai € {0, 1,2}
existe un automorfismo p; de tal forma que p;(®) = &%, pues I'(P) actiia tran-
sitivamente en F(P). El hecho de que p? = Id se sigue de que (®')' = ¢ y
de que p; fija todas las caras de ®° salvo la i-ésima.

Supongamos ahora que para alguna bandera ® y para todo i € {0, 1,2}
existe un automorfismo p; de P tal que p;(®) = ®*. Sea ¥ una bandera de P,
basta probar que existe un automorfismo 7 de tal forma que y(®) = ¥. Ya que
P es un poliedro, por (P3) existe una sucesion de banderas adyacentes & =
®g, Py, ..., P = V. Procedamos por induccién sobre k. Si k = 1 entonces
® y U son i-adyacentes para alguna i € {0,1,2} y entonces p;(®) = .
Supongamos cierto el resultado para toda j < k, entonces, por hipdtesis
de induccién existe un automorfismo y de tal forma que x(®) = ®;_;. Sea
i € {0,1,2} de tal forma que ®;_; y ¥ son i-adyacentes. Tomemos v = yp;
y tenemos

Y®) = xpi(®) = X(®') = (X(P))' = P}, = . u

Observemos que si los automorfismos p; del Teorema 1.1.8 existen para
una bandera en particular, entonces existen para cualquier bandera. Dada
una bandera ®, llamaremos a py, p1 y p2 los generadores distinguidos respecto
a la bandera base P.
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Ejemplo: Gracias al resultado anterior es muy sencillo verificar ahora que
las teselaciones regulares del plano son poliedros regulares, pues basta consi-
derar reflexiones adecuadas (Fig. 1.6). En la seccién 1.3 se mostrara que los
solidos platénicos y los poliedros de Petrie-Coxeter también lo son.

po. s
AP1

PO

po

Figura 1.6: Teselaciones regulares del plano

1.2. Operaciones en Poliedros

La idea general de esta seccién es, dado un poliedro regular O, construir
un poliedro regular P a partir de Q de tal forma que I'(P) < I'(Q).

En [MS02, §2E] Schulte y McMullen prueban que un poliedro regular
esta totalmente determinado, salvo isomorfismo, por su grupo de automor-
fismos y sus generadores distinguidos. En otras palabras, dado un grupo
' = (po, p1, p2) con pg, p1, p2 involuciones que satisfacen algunas propieda-
des, es posible construir un poliedro regular P de tal forma que I'(P) =T.

En virtud de este resultado, la técnica general sera tomar un poliedro
regular Q y a partir de A = I'(Q) derivar un grupo I' generado por 3 involu-
ciones. Hay casos en las que estas involuciones no satisfacen las propiedades
para construir un poliedro. Dado que el objetivo de esta seccion es descri-
bir las operaciones, no entraremos en detalles técnicos para verificar que las
instancias de nuestro interés efectivamente satisfacen estas propiedades; sin
embargo, las operaciones que mencionaremos tienen interpretacion geométri-
ca de manera directa, la cual nos dara una idea de la construccion. Si el lector
esta interesado en conocer mas a profundidad estas operaciones y revisar los

detalles puede revisar [MS02, §7B].
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Seguiremos la notacién usada por Schulte y McMullen en [MS02]. En
lo sucesivo Q es un poliedro regular de tipo de Schléafli {p,q} y grupo de
automorfimos A = (g, 01,03). Cada operaciéon p nos llevard a un nuevo
grupo I' = {po, p1, p2) y a un nuevo poliedro P := Q con I'(P) =T.

Dualidad

La primera de las operaciones la denotaremos por d y corresponde a

§: (00,01,02) > (02,01,00) =: (po, p1, P2)-

El poliedro P := Q% obtenido de esta operacién le llamaremos poliedro
dual de Q y corresponde, en términos de orden parcial, a invertir el orden,
es decir, FF < G en Qsiysélosi G FenP.

En términos geométricos corresponde a intercambiar caras por vértices,
o equivalentemente, a tomar un punto dentro de cada cara de tal forma
que dos puntos forman arista si las caras correspondientes coincidian en una
arista y un conjunto de vértices forma cara, si las caras correpondientes eran

incidentes un mismo vértice.

El poliedro P = Q? tiene tipo de Schlifli {¢,p} y es claro que (Q°)° = Q
y I'(Q) =I'(P).

Ejemplos:

» El tetraedro {3,3} es autodual (Fig. 1.7a).
» El cubo {4, 3} y el octaedro {3,4} son poliedros duales (Fig. 1.7b).

» El icosaedro {3,5} es dual del dodecaedro {5,3} (Fig. 1.7¢).
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Vi A

&

TN
(a) {3’ 3}6 = {37 3} (b) {47 3}6 = {3’4} (C) {57 3}6 = {37 5}
Figura 1.7

Operacion de Petrie

Esta operacion la denotaremos por 7 y esté definida por
7 : (00,01, 09) > (0200,01,02) =: (po, p1, p2)-
Al poliedro P := Q7 le llamaremos dual de petrie o simplemente petrial
de Q.

El conjunto de vértices y de aristas de P es el mismo que el de Q, pero
las caras de P estan dadas por los poligonos de Petrie de Q, los cuales estan
definidos por la propiedad de que dos aristas consecutivas, pero no tres, son
aristas de una cara de Q.

En la figura 1.8a se puede ver que los poligonos de Petrie del cubo son
hexagonos y en la figura 1.8b se muestran las 4 caras hexagonales del petrial

del cubo.

De la definicién algebraica de la operacién es claro que (Q™)™ = Q y por

lo tanto I'(Q) = I'(Q7).

Operacion de hoyos

Esta operacién la denotaremos por ¢, y estd dada por

w2 (00,01,02) — (00,010201,02) = (P0n01702)-



14 Poliedros Regulares en E3

(a) Poligono de Petrie (b) {4,3}™ ={6,4}3

Figura 1.8

Definamos los j-hoyos de un poliedro @ como los ciclos de la grafica
inducida por las aristas y vértices de Q determinados por la propiedad de
que un ciclo sale de un vértice por la j-ésima arista a partir de aquella por la
que entr6, manteniendo siempre el mismo sentido (digamos, por la derecha,
en alguna orientacién local; ver Fig. 1.9a). En particular, las caras son los
1-hoyos del poliedro.

Si g es impar el poliedro P := Q%2 tiene el mismo conjunto de vértices
y aristas que el poliedro Q pero las caras de P estan determinadas por los
2-hoyos de Q (Fig. 1.9b).

En general se puede definir la operacion ¢, dada por

1

o : (00,01,09) — (00701(0201)k_ ,02) =: (po, p1, P2),

y si k y ¢ son primos relativos, corresponde a dejar invariante los vértices y las
aristas y tomar como caras los k-hoyos. En este trabajo usaremos inicamente

a Qa.

Se verifica algebraicamente que si med(k,q) = 1, la operacion ¢y, tiene
inverso a la operacién py donde kk' = 1( mod ¢), por lo tanto, si g es impar
9 deja invariante al grupo.

Se tiene ademas que ¢, conmuta con la operacién 7 para todo natural k.
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J+1

(a) j-hoyo (b) Dos 2-hoyos en {3,5}

Figura 1.9

1.3. Realizaciones de Poliedros Regulares

En esta seccién abordaremos algunos aspectos geométricos. Introducire-
mos el concepto de realizacion siguiendo a P. McMullen en [McM89], el cual
nos permite pasar de la parte combinatoria a la parte geométrica. Posterior-
mente daremos algunas realizaciones de los poliedros regulares que trabaja-
remos mas adelante.

1.3.1 Definicion. Una realizacion de un poliedro abstracto P es una fun-
cién B : Py — E3 donde Py es el conjunto de vértices de P de tal forma que
cada automorfismo de I'(P) induce una permutacién en V' := B(Py) que se
extiende a una isometria del casco afin de V', es decir, del subespacio afin mas

pequeno que contiene a V. A dichas permutaciones las llamaremos simetrias
de V.

En algunos textos, por ejemplo [MS02], una realizacién es simplemente
una funcién 8 : Py — E3. La Definicién 1.3.1 corresponde a una realizacion
simétrica. Nosotros usaremos la notacion de McMullen y les llamaremos sim-
plemente realizaciones.

En principio no es claro que una realizacién comprenda la estructura
completa del poliedro, pues pareciera que unicamente depende de los vértices.
El siguiente resultado nos dice como se recupera la estructura del poliedro.

1.3.2 Proposicion. Sea B una realizacion de un poliedro abstracto Py
definimos By = 8, Vo =V, entonces para i € {1,2,3} 8 induce una funcion
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suprayectiva B; : P; — V; donde P; es el conjunto de elementos de P de rango
iy V; C P2(Viy) es la familia de conjuntos

B@(F) = {B@—l(G) G e Pz’—l Y G < F}
para cada F € P;. Ademds, S_1 estd dado por B_1(F_1) = 0.
Diremos que una realizacién [ es fiel si cada (; es biyeccién. Si 5(Py) es
un conjunto discreto diremos entonces que [ es discreta.

En virtud del resultado anterior, las simetrias de V' inducidas por los
elementos de I'(P) son llamadas simetrias de P. Claramente hay un homo-
morfismo de grupos (inducido por f3) entre el grupo de automorfismos de
un poliedro P y su grupo de simetrias. Si la realizacion es fiel, este homo-
morfismo es un isomorfismo y, en esta situacién, abusaremos de la notacién
identificando los elementos de B(I'(P)) con los de I'(P).

Ejemplos:
» La realizacion trivial es aquella que manda todos los vértices a un
mismo punto, ésta no es una realizacion fiel.

» El poliedro de la Figura 1.10 no admite realizacién fiel, pues entre los
vértices v y v’ hay mds de una arista.

= En la Figura 1.11 se muestran dos realizaciones distintas del pentdgono.

Figura 1.10
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Figura 1.11

Realizaciones de los Sélidos Platdonicos

A continuacion describiremos una realizacién de cada uno de los sélidos
platénicos. Para cada sélido daremos coordenadas de sus vértices y describi-
remos brevemente sus aristas y caras. Daremos también de manera explicita
los generadores pg, p1 v p2 para determinadas banderas base.

Cuando sea posible, a una bandera le asociaremos el tridngulo determi-
nado por el vértice, el punto medio de la arista y el centro de la cara.

Realizacion del Tetraedro

Tomemos como conjunto de vértices a

{(1,1,1),(-1,-1,1),(1,-1,-1),(-1,1, -1 }.

Las aristas estaran formadas por cualquier pareja de vértices y las caras seran
triangulos determinados por 3 vértices. El tetraedro realizado de esta manera
lo denotaremos 7 (Fig. 1.12).

Para calcular los generadores tomemos como bandera base ® la deter-
minada por el vértice (1,1,1), la arista determinada por ese vértice y el
(=1,—1,1) y la cara determinada por los vértices (1,1,1), (—1,—1,1) y
(1,—1,-1) (Fig. 1.13).

Tenemos entonces que pg es la reflexion respecto al plano = +y = 0 (Fig.
1.14a), p; es la reflexién respecto al plano x — z = 0 (Fig. 1.14b) y ps es la
reflexién respecto al plano z —y = 0 (Fig. 1.14c).
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(_17 _1a 1)

1,1,—1)

(1,-1,-1)

Figura 1.12: Los vértices, aristas y una de las caras del tetraedro T

Figura 1.13: Bandera base ® y sus banderas adyacentes

(a) (b) (c)

Figura 1.14: Generadores distinguidos de I'(7") respecto a ®
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Realizacion del Cubo

Consideremos como vértices los puntos de la forma (£1,£1,£1); como
aristas tomemos los segmentos entre cualesquiera dos de los puntos que com-
parten 2 coordenadas y como caras los cuadrados determinados por las aris-
tas cuyos puntos tienen una coordenada en comun. Denotaremos a este cubo
(como objeto geométrico) por C. (Fig. 1.15).

(-1,-1,1) (-1,1,1)

(1,-1,1) (1,1,1)
(-1,-1,-1) (-1,1,-1)
(1) <

Figura 1.15: Los vértices, aristas y una de las caras del Cubo

Tomaremos como bandera base ® al vértice (1,1,1), la arista en la in-
terseccion de los planos z = 1y x = 1 y la cara en el plano z = 1 (Fig.
1.16).

Figura 1.16: Bandera base ® y sus banderas adyacentes

Tenemos entonces que py es la reflexion respecto al plano y = 0 (Fig.
1.17a), p; es la reflexién respecto al plano x —y = 0 (Fig. 1.17b) y ps es la
reflexién respecto al plano z — z = 0 (Fig. 1.17c).
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n

e

(a) (b) ()
Figura 1.17: Generadores distinguidos de I'(O) respecto a ®

Realizacion del Octaedro

La realizacién del octaedro corresponde a la realizacion dual de la del
cubo (Fig. 1.18a), es decir, es suficiente tomar como vértices los centros de
las caras y una arista sera incidente a dos vértices si las caras del cubo
correspondientes a éstos eran incidentes en una arista comun.

Con esto basta tomar como conjunto de vértices los puntos

{(£1,0,0), (0,+1,0), (0,0, £1)}.

Cualesquiera dos vértices que no son antipodas forman una arista y cual-
quier conjunto de 3 vértices que no contenga dos antipodas determina una
cara.

A este octaedro lo denotaremos por O.

Al ser la realizacién dual a la del cubo, si tomamos como bandera base
® la correspondiente a la elegida para el cubo, es decir, aquella cuyo vértice
estd en la cara base del cubo, la arista correspondiente a la arista base del
cubo y la cara correspondiente al vértice base del cubo (Fig. 1.18b), tenemos
que po es la refleccion con respecto al plano x — z = 0, p; es la reflexion

respecto al plano x —y = 0 y p es la reflexion respecto al plano y = 0 (Fig.
1.19).

Notemos que esta dualidad efectivamente corresponde con la operacion
dual descrita en la Seccién 1.2, pues precisamente, si (0g, 01, 09) son los ge-
neradores distinguidos del cubo, entonces (po, p1,p2) = (02,01,00) son los
generadores distinguidos del octaedro.



1.3 Realizaciones de Poliedros Regulares 21

(0,0,1)

(0,1,0)

'S &

(a) O como dual de C (b) Bandera Base de O

Figura 1.18

P2

>

<

Figura 1.19: Generadores distinguidos de I'(O) respecto a ®

Realizacion del Icosaedro

Consideremos los 3 rectangulos determinados por los vértices de la forma
(£1,+7,0), (£7,0,£1) y (0,£1,+7), donde 7 = %5 (Fig. 1.20a). El ico-
saedro regular Z sera el poliedro determinado por el casco convexo de este
arreglo (Fig. 1.20b)

Tomaremos como bandera base ® la determinada por el vértice (7,0, 1), la
arista determinada por los vértices (7,0,1) y (7,0, —1) y la cara determinada
por los vértices (7,0,1), (7,0,—1) y (1,7,0) (Fig. 1.21).



22 Poliedros Regulares en E3

N
Eg

P
T~

(b)

Figura 1.21: Bandera base ® y sus banderas adyacentes

Entonces pg es la reflexién respecto al plano z = 0 (Fig. 1.22a), p; es la
reflexién respecto al plano %a: — 71y — 2z =0 (Fig. 1.22b) y ps es la reflexién
respecto al plano y = 0 (Fig. 1.22¢).
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)V
S

(a) (b) ()
Figura 1.22: Generadores distinguidos de I'(Z) respecto a @

Realizacion del Dodecaedro

La realizacion del dodecaedro corresponde a la realizacién dual del Ico-
saedro Z, tomaremos como conjunto de vértices los centros de las caras de
T, es decir, los puntos

77_ 7_2 ’7-2

{% (1,41, £1), 5 (0,277, 27), 5 (477, %0,0), 5 (47,0, iT‘l)} ,

como aristas y caras las determinadas por las aristas y vértices de Z (Fig.
1.23a).

Tomamos como bandera base ® la correspondiente a la elegida para el
icosaedro, asi tenemos que pg es la reflexion respecto al plano y = 0, p; es la
reflexién respecto al plano 1

~x—T1Yy—2 =0y po lareflexion respecto al plano
z =0 (Fig. 1.24).
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(b) Bandera Base de D

Figura 1.23

Figura 1.24: Generadores distinguidos de I'(D) respecto a ®
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Realizaciones de los Poliedros de Petrie-Coxeter

A continuacién daremos una realizacion para cada uno de los poliedros de
Petrie-Coxeter. Dado que éstos son menos conocidos que los sélidos platoni-
cos, las explicaciones seran un poco méas detalladas, daremos coordenadas
para sus vértices, describiendo sus aristas y caras. La notacion usada para
estos poliedros serd la usada en [MS97].

Realizacién de {4,6]4}

Para este poliedro consideraremos como conjunto de vértices los puntos
de E? cuyas coordenadas son todas enteros impares. Estos vértices inducen
una teselacion del espacion en cubos de lado 2 y aristas paralelas a los ejes
coordenados, las aristas de nuestro poliedro seran las aristas de esta tesela-
cién.

Notemos que las caras de los cubos de la teselacion estan en aquellos
planos donde una de las coordenadas es impar. Consideremos los centros
de estos cuadrados, estos puntos tienen una coordenada impar y las otras
dos pares. Consideremos ahora el conjunto de cuadrados donde la suma de
las coordenadas pares de sus centros es congruente con 2 moédulo 4; estos
cuadrados seran las caras de nuestro poliedro.

A esta realizacién de {4, 6|4} la denotaremos por PC; (Fig. 1.25).

Tomemos como bandera base ® la bandera con el vértice (1, 1,1), la arista
determinada por los vértices (1,1,1) y (1,—1,1) y la cara cuyo centro es el
punto (2,0,1) (Fig 1.26).

Entonces pg es la reflexién respecto al plano y = 0, p; es el medio giro
respecto a la recta determinada por los puntos (1,1,1) y (3,—1,1), y p2 la
reflexién respecto al plano x — z = 0 (Fig. 1.27).
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Figura 1.25: PC;

1,-1,1 1,1,1
U e

Figura 1.26: ® en PC,

Figura 1.27: Generadores distinguidos de I'(PC;) respecto a ®
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Realizacién de {6,4]4}

Este poliedro es el dual de PCy, y puede ser realizado como tal. Tomemos
los centros de las caras incidentes a (1,1, 1), uniendo dos de ellos si las ca-
ras correspondientes eran incidentes obtenemos un hexdgono (Fig. 1.28a). Si
hacemos lo mismo para cada uno de los vértices obtenemos el poliedro PC,
como dual de PC;(Fig. 1.28b).

(a) Hexdgono alrededor de (1,1,1) (b) PCo

Figura 1.28

Podemos también construir a PCy como sigue: consideremos el octaedro
de vértices (£3,0,0), (0,43,0), y (0,0,+3) y dividamos sus aristas en tres
partes iguales. Eliminemos las piramides sobre cuadrados formadas sobre
cada vértice. La figura resultante es un octaedro truncado (Fig. 1.29a). Esta
figura tiene ocho hexdgonos, uno por cada cara del octaedro, estos hexagonos
corresponden precisamente a los determinados por los vértices de la forma
(£1,+1,+1) en el PC; (Fig. 1.29Db).

Ahora traslademos cada octaedro truncado por el grupo generado por los
vectores (4,0, 0), (0,4,0),(0,0,4). La configuracién resultante es precisamente

PC,.

Al ser el dual de PC;, tomando como bandera base la correspondiente a la
badera base tomada en PCy, los generadores distinguidos son: pg la reflexion
respecto al plano z — z = 0, p; el medio giro por la recta determinada por
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o I

) Octaedro Truncado

Figura 1.29

los puntos (1,1,1) y (3,—1,1), y ps la reflexion respecto al plano y = 0 (Fig.
1.30).

Po/ :

Figura 1.30: Generadores distinguidos de I'(PCs) respecto a ®

Realizacién de {6,6|3}

Construiremos este poliedro de manera similar a como construimos PCs,.
Consideremos el tetraedro regular de vértices (—1, —1,1), (5,5,1), (—1,5, —5)
y (5,—1,—5). Dividamos sus aristas en tres partes iguales y eliminemos las
dos terceras partes mas cercanas a los vértices en cada una. La figura resul-
tante la llamaremos tetraedro truncado (Fig. 1.31).

Traslademos esta figura por el grupo generado por (4,4,0), (4,0,4), y
(0,4,4). La configuracién resultante es el poliedro PC; (Fig 1.32).

Tomemos como bandera base ® el vértice (1,1,1), la arista determinada
por los puntos (1,1,1) y (=1,—1,1) y la cara determinada por los puntos
(1,1,1), (-1,-1,1), (—1,-3,3), (1,-3,5), (3,—1,5) vy (3,1, 3) (Fig. 1.33).



1.3 Realizaciones de Poliedros Regulares 29

(_17 _17 1)

(1,-1,-1)

(_17 5’ _5)

(57 _17 _5)

Figura 1.31: Tetraedro Truncado

Figura 1.32: PCs

Entonces los generadores distinguidos respeco a ® son: pg la reflexién
respecto al plano x +y = 0, p; el medio giro respecto a la recta determinada
por los puntos (1,1,1) y (1,—3,5), y p2 la reflexion respecto al plano x—y = 0
(Fig 1.34).

Se puede verificar facilmente que este poliedro es autodual.
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Figura 1.33: ® en PCs

Figura 1.34: Generadores distinguidos de I'(PC3) respecto a ®

Familias de Poliedros

En esta seccion usaremos las operaciones definidas en la seccién 1.2 para
obtener realizaciones de nuevos poliedros a partir de las dadas anteriormente.

La manera de obtener las realizaciones nuevas consiste en usar la cons-
truccién geométrica de cada una de las operaciones. Notemos que las reali-
zaciones dadas son tanto fieles como discretas, consideraremos tnicamente
aquellas que satisfagan estas dos condiciones, pues un poliedro puede ser
realizable de manera fiel y su dual no serlo.
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Comenzaremos agrupando los poliedros en familias segin su grupo de
simetrias, pues éste es un invariante en las operaciones que usamos. Final-
mente mencionaremos algunos teoremas de clasificacion de realizaciones de
poliedros regulares.

Los resultados mostrados en esta seccién, asi como la notacion, fueron
desarrollados por P. McMullen y E. Schulte, la teoria detras de ellos puede
encontrarse en [MS97].

Familia del Tetraedro

{3,3} <"={4,3};3 (1.1)
Familia del Octaedro
{6,4}; <= {3,4} <2~ {4,3} <=~ {6, 3} (1.2)
Familia del Icosaedro
{10,5} <= {3,5} <2 {5,3} <<= {10, 3} (1.3)
P2 P2

T 1) T
{6,2} <" {5,2} <> {3,5} <= {6,5}

bl
T ) T
{§,3}<_> 3,3}<_>{3,§ <_>{% g}

Debemos enfatizar que estamos clasificando de acuerdo a realizaciones,

pues por ejemplo, el gran icosaedro {3,5/2} es combinatoriamente isomorfo
al icosaedro {3,5} (Fig 1.35).

1.3.3 Teorema. La lista de 18 realizaciones fieles y discretas de poliedros
regulares finitos de (1.1), (1.2) y (1.8) es completa.

Familia de {4,6]4}

{00, 4} 6.4 < {6, 4|4} <2= {4,6[4} <> {00, 6}44 (1.4)
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(a) Gran Icosaedro (b) Icosaedro

Figura 1.35

Familia de {6,6/3}
{00,6}673<7T—>{6,6|3} (15)

Los poliedros de Petrie-Coxeter y sus petriales pertenecen a una familia
de 12 poliedros llamada poliedros regulares infinitos puros, estos poliedros
se caracterizan por tener un grupo de simetrias afinmente irreducible (ver
[MS02, p. 223]). Nosotros trabajamos unicamente con los de Petrie-Coxeter
por ser histéricamente los primeros de esta familia en aparecer y ademds, por
ser los unicos de esta familia en tener caras planas finitas.

Como se dijo antes, las teselaciones regulares del plano son poliedros
abstractos. Estas pueden ser consideradas también realizaciones de poliedros,

y junto con sus petriales forman una familia de 6 poliedros planos (ver [MS02,
p. 221]).

Finalmente, existe una familia de 12 poliedros mezclados, caracterizados
por tener grupos de simetria afinmente reducibles (ver [MS02, p. 221]).

Los 18 poliedros finitos, 12 puros, 6 planos y 12 mezclados dan un total
de 48 poliedros regulares, en [MS97] McMullen y Schulte prueban la comple-
tez de esta lista. A. Dress en [Dre81] y [Dre85] probé por primera vez este
resultado.



Capitulo 2

El 3-toro

2.1. El 3-toro y sus isometrias

En esta seccién definiremos el 3-toro, le daremos una métrica y estudiare-
mos algunas de sus isometrias. Para ello daremos primero algunos resultados
acerca de isometrias de E? pues las isometrias del 3-toro se pueden estudiar
a través de éstas.

Los siguientes resultados dan una descripcién completa de las isometrias
de E3. El Lema 2.1.1 es un caso particular de un teorema, el cual se puede en-
contrar en [KM97, p. 84]. La prueba que aqui presentamos es una adaptacién
de la prueba de dicho teorema.

2.1.1 Lema. Toda isometria de E3 que fija el origen es lineal.

Demostracion. Sea f una isometria que fija al origen y € = {e1,e2,¢e3} la
base candnica de E3. Dado que f es isometria tenemos

1f(w) = flell = llv = el

para todo v € E? y toda i € {1,2,3}. Elevando al cuadrado la ecuacién
anterior

1f (W) = fe)l® = llv—eill?,
IF @)1 = 2(f(0) - flea) + (el = Ilvll* = 2(v - es) + [les]?,
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de donde
f)- fle)) =v-e

para todo v € E® y toda i € {1,2,3}, pues || f(v)| = ||lv]| v [|f ()] = |les]| va
que f es una isometria que fija el origen.

Dado que f es isometria, {f(e1), f(ez2), f(e3)} es una base ortonormal de
E? y entonces

para todo v € 3.

Sea T : E3 — E? la transformacién lineal definida por T'(e;) = f(e;). Ya
que % es base ortonormal tenemos

T(v) = T(Z(U -ei)(e:))

3
> (v-e)T(es)
=1
3
Z(U ~e;) f(ei)
=1
= f(v)
para todo v € E? y por lo tanto, f es lineal. [ |

2.1.2 Proposicién. Toda isometria g de E? se escribe de forma tinica como
g = ft donde t es una traslacion y f una isometria lineal.

—

Demostracion. Sea g € Isom(E?) y ¢ = g~1(0), sea t la traslacién por —.
Tenemos que gt~(0) = 0 y por Lema 2.1.1 gt~ = f con f isometria lineal,
y por lo tanto g = ft.

Supongamos ahora que fit; = g = fats, entonces fy ' fi = tot;*. El lado
izquierdo es lineal y entonces fija el origen asi que t; = t5 y por lo tanto

Ji=fo |
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El siguiente lema, ademas de darnos una manera sencilla de probar la Pro-
posicion 2.1.4, por si mismo tiene importancia pues nos dice que el conjugado
de una traslacién es otra traslacion.

2.1.3 Lema. Sea G < Isom(E3) un grupo de isometrias y T < G el grupo
de traslaciones de G, entonces T < G.

Demostracion. Sea g € Gy t una traslacion en T', digamos por ¢. Por la
Proposicién 2.1.2 g = f,t, para alguna f, lineal y ¢, traslacién. Sea z € E?,
entonces

(gtg (@) = (fotgtty f3)(2)
(fot)(f5 " (2))
= fy(fy (@) +7)
= z+ f,(v)
y esto para x arbitrario, por lo tanto gtg € Ty T < G. |

2.1.4 Proposicién. Toda isometria g de E? se escribe de forma tinica como
composicion de una isometria lineal f por una traslacion t, es decir, g =tf.
Ademds, si fity = g = tafs con f1, fo lineales y t1, ty traslaciones, entonces

fi=fa

Demostracion. Por la Proposicién 2.1.2 y el Lema 2.1.3 g = fit1 y
gfit = fitif =t

por lo tanto g = t5f;. La unicidad se sigue de la unicidad de f; y t; en la
Proposicién 2.1.2. |

2.1.5 Proposicién. Eziste un homomorfismo de grupos Lin de Isom(FE?)
en O(3), el grupo de isometrias lineales de E*, cuyo nicleo es Tras(E?) el
subgrupo de traslaciones.

Demostracion. Definamos Lin(g) = f, donde f es la tnica isometria lineal
tal que g = tf. Lin es homomorfismo pues si g1, g» € Isom(E?) con g, = t, f,
v go = tofo entonces

9192 = tifitafo
= tifitaf; " fifo
= tityfifs donde ty = fitof; ' y por el Lema 2.1.3 es una traslacién
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y entonces Lin(g192) = f1fo = Lin(g;)Lin(g») [ |

En lo sucesivo, si g € Isom(E?), denotaremos por ¢’ a Lin(g). Observemos
que la notacién ¢’ esté justificada, pues g es una funcién diferenciable de E3
en si mismo, y ¢’ coincide con la transformacion lineal asociada a la derivada
de g.

La Proposicién 2.1.5 y el Primer Teorema de Isomorfismo de grupos nos
dicen que existe un isomorfismo Lin : Isom(E?)/Tras(E?) — O(3), es decir,
que cada isometria lineal es un representante de una familia de isometrias
que comparten algunas propiedades. Esto se vera reflejado en los siguientes
resultados.

2.1.6 Corolario. Si g es una isometria de E3 y t es la traslacién por v
entonces gtg~*

—

es la traslacion por ¢'(v)

Demostracion. Se sigue de la demostracion del Lema 2.1.3. |

2.1.7 Corolario. Sean T un grupo de traslaciones de E* y N (1) el nor-
malizador de 7 en Isom(E3). Si g y g2 son isometrias de E* con ¢, = ¢}
entonces g1 € N(7) si y sdlo si go € N(1), en particular, g normaliza a T si
y solo si g lo hace.

Demostracion. Del Corolario 2.1.6, si t € 7, gitg;" = gotgy . La segunda
parte se sigue de que (¢') = ¢'. [ |

A continuacion entraremos en el estudio del 3-Toro, daremos una métrica
y veremos que muchas de sus isometrias estan dadas por isometrias de E3.

2.1.8 Definicién. Sea 7 = ({3, tg,, tz,) < Isom(E?) un grupo de traslacio-
nes con ¥, U, U3 vectores linealmente independientes. Definimos el 3-toro T2
por:

T2 .= E*/7 = {[z], : s € E*}.

Escribiremos tnicamente T3 cuando no haya confusién respecto al grupo
de traslaciones 7.

Si e es la métrica euclideana en E? definimos la funcién e, : T2 x T2 — R
por:
er ([2]7, [ylr) = inf {e(t: (), t2(y)) : t1, 12 € T}
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El siguiente resultado lo daremos sin demostracion, una prueba puede
encontrarse en [Yal88, Teo 5.35].

2.1.9 Teorema. Sea T = (t3,tz,, tz) < Isom(E3) un grupo de traslaciones
con Uy, Uy, U3 vectores linealmente independientes. Entonces T es un grupo
discreto, es decir, las orbitas no tienen puntos de acumulacion.

2.1.10 Lema. Siz,y € E3 yty € 7, entonces

er ([, [yl,) = min{e (to(2), t(y)) : t € T}

Demostracién. Observemos quesity, ty € 7y x,y € E3, entonces e(t1 (), t2(y)) =
e(z,t; 'ta(y)) por ser t; isometria. Asi que tenemos

e-([z]_,[yl,) =inf{e(z,t(y)) : t € T}.

Ahora probemos que es minimo. Sea d = inf {e(x,t(y)) : t € 7}. Probemos
que existe s € 7 tal que d = e(x, s(y)). Para cada n € N existe s, € 7 tal
que s,(y) € By, 1(x), la bola de radio d + % con centro en x, asi que, o bien
existe s € 7 con d = e(x, s(y)), o bien hay una infinidad de elementos de la
orbita de y en el conjunto K = {z € E3 : d < e(x,2) < d + 1}, pero esto
ultimo es imposible pues K es compacto y entonces la orbita de y tendria un
punto de acumulacion. [ |

2.1.11 Proposicién. La funcién e, es una métrica en T2.

Demostracion. Claramente e, > 0. La simetria de e, se sigue de la simetria
de e. Gracias al Lema 2.1.10 e, ([x],, [y]-) = 0 si y s6lo si [x], = [y].

Sean [z],, [y],, [2]r € T?. Por el Lema 2.1.10 tenemos que

e, [2]7) + ex (2] [yl-) = e, t1(2)) + e(ta(2), t2(y))

para algunos t1,t, € 7, luego

e(r,11(2)) + e(ta(2), ta(y)) = e(x, ta(y)) = e-([2]7 y)-) u

Una vez que T? tiene métrica tiene sentido preguntarnos por sus iso-
metrias, es decir, funciones que preserven la métrica. El siguiente resultado
nos dice cuéles isometrias de E? inducen isometrias en T3. Se puede probar
que toda isometria de T? se levanta a una isometria de E?, pero este resultado
no es relevante para este trabajo.
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2.1.12 Proposicién. Si g es isometria de E2, g induce una isometria § de
T3 si y sdlo si g € N(7), el normalizador de 7 en Isom(E?).

Demostracion. Supongamos que ¢ induce una isometria en T2. Sea t € 7 la
traslacién por @. Por el Corolario 2.1.6 gtg~! = ¢, la traslacién por ¢'(7).
Ademds, ya que ¢ induce una isometria en T3, g manda 6rbitas en drbitas.
De aqui se sigue que si tg~'(z) € [¢7(2)],, entonces t(z) = gtg~*(z) € [z],,
para x arbitrario en E?, por lo tantot € 7y grg~! = 7.

Supongamos ahora que g € N'(7), entonces, si t € T existe un tnico ¢ € T
tal que gt = tg. Definamos g : T2 — T2 por §([z],) = [g(x)],. Probemos que
g esta bien definida: Si [z], = [y],, entonces x = t(y) para alguna t en 7, y
asi g(x) = gt(y) = tg(y) y por lo tanto [g(z)], = [g(y)].. Claramente § es
suprayectiva.

Para probar que g es isometria basta observar que e(z, t(y)) = e(g(z), gt(y)) =
e(g(z), Fg(y)) y entonces

inf {e (2, 1(y)) : £ € 7} = inf {e (g(x), Tg(y)) : T € 7}
y por lo tanto e-([z]-, [y]7) = e-(3([z]+), 9([y]-))- u
En virtud de la Proposiciéon 2.1.12 y de los Corolarios 2.1.6 y 2.1.7 estu-

diaremos, dada una isometria g, a qué grupos de traslaciones normaliza ¢,
pues esto nos dird cudles son los 3-toros en los que ¢ induce una isometria.

2.2. Reticulas de puntos

El objetivo de esta seccidn es estudiar las reticulas de puntos, las cuales
son objetos geométricos que nos permitirdn entender mejor al 3-Toro.

2.2.1 Definicién. Una reticula de puntos A, en E3 es la 6rbita del 0 bajo
un grupo discreto de traslaciones 7. Escribiremos tnicamente A si no hay
confusiéon respecto al grupo 7. La reticula se dird k-dimensional si hay &
vectores linealmente independientes en ella (Fig 2.1a y 2.1b).
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. ° ° ° ° / /
. . . . . ¢ °
° ° ° . 1 — 1
. ° ° ° ° g - . .
° ° o ° ° - = ——
(a) Reticula bidimensional (b) Reticula tridimensional
Figura 2.1

Observemos que hay un isomorfismo de grupos entre 7 y A, si pensamos
a A, como subgrupo de (R?, +), asf que estudiar A, es una forma de estudiar
7y por lo tanto T3. Observemos también que A, depende tinicamente de
7 y no de los generadores, asi que gran parte de nuestro estudio se concen-
trara en encontrar generadores adecuados para 7 a través de las propiedades
geométricas de A,. Trataremos de manera indistinta a los elementos de A,
como puntos o vectores, sin embargo, los denotaremos p, ¢, w, v, ...cuando
éstos sean pensados como puntos y p, ¢, v, w . . . cuando lo sean como vectores.

2.2.2 Proposicién. Sean 7 un grupo de traslaciones generado por 3 tras-
laciones linealmente independientes, g € Isom(E?). Entonces g € N(7) si y
solo si g' preserva a A..

Demostracién. Supongamos que g € N (7). Por la linealidad de ¢’ basta
probar que ¢'(7;) € A parai € {1,2,3}, pero esto ultimo se sigue del Corolario
2.1.6 pues g € N (7).

Supongamos ahora que ¢’ preserva a A,. Sea t € 7 la traslacion por 7.
Por el Corolario 2.1.6 gtg~! es la traslacién por ¢'(7), pero ¢'(¥) € A, por lo
que gtg~! € 7 asf que g € N(7). [ |
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Reticulas invariantes bajo reflexiones

La Proposicién 2.2.2 nos dice que es equivalente estudiar isometrias que
normalizan a 7 e isometrias que dejan invariante a A,. Ya que los grupos
de simetrias de los poliedros que estudiaremos son generados por reflexiones,
estudiaremos cémo deben ser las reticulas que quedan invariantes bajo una
reflexion.

En lo sucesivo II serd un plano en E3, R la reflexién respecto a II, A la
reticula de un grupo 7 = (tz, ts,, ts) con Uy, s, U3 linealmente independientes
tal que R(A) = A. Si p es un punto en E3, 7(p) es su proyeccién a II, y w(A)
es la proyeccion de A en II.

Para nuestros fines asumiremos siempre que A N1 # ().

2.2.3 Proposicion. Sea A una reticula como la descrita antes, entonces
existen dos vectores linealmente independientes Uy, Us de tal forma que si
q € ANTI, entonces ANTL = q+ (Uy, Ts).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ = 0. Ob-
servemos que si u, v son puntos en A de tal forma que w(u) y 7(v) son
linealmente independientes, entonces u + R(u) y v + R(v) estan en Il y son
linealmente independientes, asi que A es bidimensional.

Si ¥ y U, son dos vectores linealmente independientes en A N 11, observe-
mos que (¥, U) nos induce una teselacién de I en paralelogramos congruen-
tes con el paralelogramo P formado por 0,v,th v ¢} + U (Fig. 2.2).

Entonces IT = Lg(¥,T3) v asi, cada punto de A N1II lo podemos escribir
como a1 + QpUs con oy, ap € R, ademas, para los puntos del interior de P
podemos pedir que o; € (0,1),7 € {1,2}.

Tomemos v y Uy de tal forma que P (y por lo tanto, todos los demas)
tenga un nimero minimo n de puntos de A NIl en su interior. Si P contiene
puntos de A en sus lados podemos tomar ¢ y U5 como aquellos puntos de
coordenada a; y oy minima, respectivamente (Fig. 2.3a). Asi que podemos
suponer que P no contiene puntos en sus lados.

Probemos entonces que n = 0, es decir, que todos los puntos de ANII son
vértices de los paralelogramos. Supongamos que n > 1y sea w un punto de
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U U1 + Us

Figura 2.2: II teselado por paralelogramos.

en el interior de P, entonces el paralelogramo P’ formado por 0,0;,4 y U7 +
(Fig. 2.3b) tiene menos puntos en su interior (pues por la eleccién de w tiene
a lo mas tantos puntos como P pero ahora w ya no estd en el interior). De
aqui se sigue que n = 0. Por lo tanto todos los puntos son vértices de los

paralelogramos y A N1 = (U, U). [ |
172 '172 P
w P’
Uh y,
0 ol U1 0 U1
(a) Puntos en los lados (b) Puntos en el interior
Figura 2.3

2.2.4 Lema. Sean A una reticula asociada a un grupo 7 y Il un plano tal
que A es invariante bajo la reflexion con respecto a 1. Entonces existe un
punto p € A\ 11 cuya distancia a 11 es minima.
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Demostracion. Supongamos que tal p no existe, entonces para cada n € N

existe un punto p, € A tal que e(p,,Il) < 2,1%, es decir, exiten vectores v,

(el vector de la traslacién que manda p, en R(p,)) en A con |v,| < 55 vy
asi el punto z =Y _>°, v,(0) es un punto de acumulacién de A lo cual es una

contradiccion. [ ]

2.2.5 Lema. Sean A la reticula asociada a un grupo 7 y Il un plano que
contiene al origen tal que A es invariante bajo la reflexion con respecto a 11.
Si p es un punto de A a distancia minima positiva de Il entonces

A:UAk

kEZ

donde A = (ANTII) + kp. A Ay le llamaremos la capa k de A.

Demostracion. Sean Uy y Us vectores con (U;,Us) = A NII. Sea ¢ un punto
en A, sin pérdida de generalidad, ¢ y p estan del mismo lado del espacio con
respecto a Il. Sean aq, as, az € R tales que ¢ = aqU; +apty+aszp. Observemos
que az € Z, pues de lo contrario ¢— | a3 |p'serfa un punto de A entre los planos
ITy IT+p (Fig. 2.4), lo cual contradice que p tenia distancia minima positiva.

Que aq, an € Z se sigue de que ¢ — azp = a7 + astp € ANTL [ |
q
q—p

q—2p
q—(las] —1)p

B m+p
» ¢ — o3P

o (g~ as)p)

Figura 2.4: Si |a3] # a3

En la Proposicién 2.2.3 construimos dos vectores v7, Uy de tal forma que
ANII = (U, Uy). Otra forma de entender el Lema 2.2.5 es como la construccion
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de un tercer vector U3 de tal forma que A = (U, U, U3). En la Proposicién
2.2.6 veremos que, en el caso que m(A) = A NI, podemos tomar nuestro
tercer generador ortogonal al plano II; por otro lado, en la Proposicién 2.2.7
veremos que si m(A) # ANII tenemos también un vector & ortogonal a IT de
tal forma que (U, Uy, d), si bien no es todo A, es un subgrupo de indice 2.

2.2.6 Proposicion. Sean A una reticula de un grupo T y Il un plano que
contiene al origen tal que A es invariante bajo la reflexion con respecto a 11.
Si m(A) = A NI, entonces existe un vector & € A ortogonal a 11 tal que
A = (U, Uy, @) donde (Uy,Us) = ANTIL.

Demostracion. Sean p € A un punto de distancia minima positiva a II y
W = p —m(p). Por el Lema 2.2.5 A = (J,c; A con Ay, = (ANTI) + kp pero

(ANIL) + kp= (ANII) + k(r(p) + &) = (ANIIL) + k.
Por lo tanto A = (4, U, &J). |

2.2.7 Proposicién. Sean A una reticula de un grupo T y Il un plano por
el origen tal que A es invariante bajo la reflexion con respecto a Il1. St w(A) #
A NI entonces existen un vector & € A ortogonal a I1 tal que el indice de
(U, U, ) en A es 2.

Demostracion. Sea p un punto de distancia minima positiva a I1 y sea & =
P — R(p). Para cada k € Z sea Ay, como en el Lema 2.2.5. Basta probar que
w € Ly, pues una clase lateral (aquella que contiene a &) sera la de los puntos
en capas con indice par y la otra (la que contiene a p) sera la de los puntos
en capas de indice impar. Observemos que tanto —p como R(p) son puntos
en A_y, y por lo tanto R(p) = —p+ v con v € Ag asi que

3= R() = (—5+0) =T+
y por lo tanto & € Ls. [ |

2.2.8 Corolario. Sean A una reticula asociada a un grupo T y Il un plano
tal que A es invariante bajo la reflexion con respecto a I1. St A NTI # (),
entonces todo punto de A se proyecta o bien en un punto de ANII o bien en
el punto medio entre dos puntos de A N1I.
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Demostracion. Si w(A) = A NIl no hay nada que hacer. Si 7(A) # ANII
sean Ui, Us, U3 ¥ W son como en la Proposicion 2.2.7. Basta observar que si
p = nt + mis + ki entonces m(p) = nth +miy y si p = U3+ nv; +mi, + ki
entonces 7(p) es punto medio entre nty + mvy y 203 + nth + mp, — . N

El Corolario anterior motiva la siguiente definicién:

2.2.9 Definicién. Sea 7 un grupo generado por 3 traslaciones linealmente
independientes de tal forma que A, es invariante bajo una reflexion respecto
a un plano II. Diremos que A, es de traslacion paralela con respecto a II si
todos los puntos de A, se proyectan en puntos de A, NII.

En los resultados de esta seccién hemos dado generadores Uy, Uy, U3 para
A de tal forma que U y Uy € Il 'y U3 ¢ II. Ademés exhibimos un vector &
ortogonal a II donde || es minimo entre los vectores de A ortogonales a II
e incluso probamos en la Proposicién 2.2.6 que si A NIl = 7(A) podemos
tomar U3 = . Probamos también que los puntos A son esencialmente de dos
tipos: los que se proyectan en puntos de A NIl y los que se proyectan en
puntos medios entre éstos. En el siguiente capitulo usaremos estos resultados
para clasificar las reticulas que se quedan invariantes bajo los grupos de los
poliedros regulares.

Los resultados 2.2.3, 2.2.6, 2.2.7 y 2.2.8 tienen sus andlogos bidimen-
sionales (es decir, considerando que A es una reticula bidimensional que es
invariante bajo la reflexién de una recta II) y la pruebas son esencialmente las
mismas. Asi, si A es una reticula bidimensional invariante bajo la reflexion
con respecto a una recta II, diremos que A es de traslacion paralela respecto

all sim(A)=IINA.

Tres Reticulas Importantes

A continuacién describiremos tres reticulas que resultaran importantes y
conviene estudiarlas con un poco de detalle

Reticula de Cubos. Corresponde a la reticula dada por los vértices de una
teselacion de cubos. Un ejemplo es la reticula generada por los vectores
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(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), la cual denotaremos A1 ). Sus puntos son
los de la forma (m,n, k) con m,n, k € Z.

Reticula centrada en las caras. Corresponde a la reticula que consta de
los vértices de una teselacién de cubos y de los puntos medios de las
caras de dicha teselacion. Un ejemplo es la generada por los vectores
(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) la cual denotaremos A 1,9 Esta corresponde
con todos los puntos de coordenadas enteras cuya suma es par.

Reticula centrada en los cubos. Corresponde a la reticula dada por los
vértices de una teselacion de cubos y los centros de cada uno de los cu-
bos. Un ejemplo es la generada por los vectores (2, 0,0), (0,2,0), (1,1, 1)
la cual denotaremos A(; 1 1y. Consta de todos los puntos de coordenadas
enteras donde todas sus coordenadas tienen la misma paridad.

La notacién de A 00y, Aa,1,0) ¥ A1) fue tomada de [MS02, §6D].

. Ly A /’"\ -

P . ] P ~ ~
_— _— * e S
_— _— *X X S

(a) A(1,0,0) (b) A1) (c) A

Figura 2.5






Capitulo 3

Poliedros Regulares en el
3-Toro

En este capitulo abordaremos el problema principal del trabajo: decidir
para qué grupos 7 generados por 3 traslaciones linealmente independientes
un poliedro regular P realizado en E? tiene realizacion discreta en T3 = E3 /7.

3.1. Poliedros Finitos

En esta secciéon estudiaremos las posibles realizaciones de los poliedros
finitos en E3. Como sabemos (ver §1.3), estos se dividen en 3 familias segtin
su grupo de simetrias: la familia del tetraedro, la familia del octaedro y la
familia del icosaedro.

Por lo estudiado en la Seccion 1.3 el grupo de simetrias de un represen-
tante de cada familia estd generado por tres reflexiones pg, p1, po respecto a
planos Iy, Iy, II; respectivamente. Para determinar los grupos de traslacio-
nes 7 tales que los poliedros regulares finitos admiten realizaciéon en T2, el
andlisis consistird en ver como deben ser las proyecciones de la reticula A,
en los planos Il y Il; para que ésta sea invariante bajo las reflexiones.

3.1.1  Observacion. Gracias a que las isometrias con las que haremos el
analisis son lineales podemos hacer ciertas suposiciones acerca de los ge-
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neradores de la reticula. Usaremos principalmente que si una reticula A =
(U, Us, Us) es preservada bajo un grupo G de isometrias lineales, entonces
la reticula aA := (a¥i, atsy, aUs) también es preservada por G para cualquier
a € R.

3.1.2  Nota. A pesar de que la Observacion anterior nos dice que si una
reticula A, es preservada por un grupo, entonces todos sus multiplos es-
calares también los son, para los poliedros finitos impondremos la siguiente
condicién. Para cada poliedro P daremos restricciones acerca de cudles multi-
plos escalares de las reticulas nos interesan, de modo que evitemos que en el
cociente E3 /7 se identifiquen vértices, aristas o caras del poliedro, pues esto
nos daria realizaciones de objetos combinatoriamente distintos a P. Intui-
tivamente, buscamos que cada uno de los toros sea suficientemente grande
para que quepa el poliedro.

Gracias a los resultados obtenidos en la Seccién 2.2, si una reticula A es
invariante bajo una reflexién respecto al plano II sus puntos son de dos tipos:
los que proyectan en puntos de ANII y los que se proyectan en puntos medios
de éstos. Por tal motivo, es posible estudiar la reticula tinicamente analizan-
do sus proyecciones, asi que introduciremos simbologia para este andlisis.
Cuando proyectemos A en II dibujaremos un punto (e) para representar a
los puntos que se proyectan en puntos de A N II; usaremos estrella (x) para
los puntos de 7(A) que representan a puntos de A que no se proyectan en
puntos de A NTI. Con esta convencién los puntos (e) siempre representan a
un punto de ANII y los puntos (x) nunca representan a un punto de ANII y
siempre estan en puntos medios de segmentos entre puntos (e). Los ejemplos
en las figuras 3.1a, 3.1b, 3.1c y 3.1d ejemplifican esta simbologia.

Usaremos la notacion de la Seccion 2.2 para los generadores del grupo 7,
es decir A = (U, Uy, U3) con ANIL = (U1,02) y & € A es ortogonal a Il y de
norma minima en II+ N A. Denotaremos por 7, 71, ¥ s a las proyecciones a,
los planos Iy, 11, y II; respectivamente.
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(a) Proyeccién de A oy en el plano

x = 0.

[ ] [ ] [ ]
* *

[ ] [ ] [ ]
* *

[ ] [ ] [ ]
* *

[ ] [ ] [ ]

(c) Proyeccién de A(; 1 1y en el plano

z =0.

x=1y.

*

y=0.

Figura 3.1

(b) Proyeccién de A ) en el plano

d) Proyeccién de A1) en el plano
( =y )
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Familia del tetraedro

Para esta seccién consideraremos al tetraedro 7 cuyos vértices son

{(1,1,1),(=1,-1,1),(1,—1,-1),(-1,1,-1)}

y su grupo de simetrias es I'(7T) descrito en la Seccién 1.3. Asi py es la
reflexién con respecto al plano Iy = {(z,y,2) € E* : x +y = 0}, py es la
reflexién con respecto al plano IT; = {(z,y,2) € B3 : 2 — 2 =0} y py es la
reflexién con respecto al plano Il = {(x,y,2) € E3 : z —y = 0} (Fig. 1.14).

En términos de matrices con respecto a la base canénica ¢ = {ey, €2, e3}:

0 -1 0

[l = -1 0 0 (3.1)
0 0 1
0 01

e = [0 10 (3.2)
1 00
010

pde = [ 100 (3.3)
0 01

Una vez que hemos descrito el tetraedro con el que trabajaremos proce-
damos a hacer el andlisis de las reticulas que quedan invariantes bajo I'(T).

3.1.3 Lema. Sean py, p1 y p2 las reflexiones generadoras de T'(T) descritas
arriba, y S = pap1 una rotacion del tetraedro T. Si ve es un vector ortogonal
al plano 1y, el plano de reflexion de po, entonces los puntos 0,vq,S(v2) ¥y
S%(vy) forman los vértices de un tetraedro reqular T".

Demostracion. Es claro que e(0,v;) = e(0, S(v2)) = €(0, 5%(v2)) asi que basta
probar que e(0,v2) = e(v, S(vq)), el resto se sigue de que S es isometria.

Observemos que v3 es paralelo a la arista a entre los puntos (1, —1, —1)
y (—=1,1,—1), pues ambos son ortogonales a Il,. Esto implica que S(v3) es
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paralelo a la arista S(a) = {(—1,—1,1),(—1,1,—1)}. Tenemos entonces que
el angulo entre v3 y S(v3) es %, de modo que los puntos 0, vy y S(vz) forman
un tridngulo iséceles con un angulo de %, y por lo tanto dicho tridngulo es
equildtero. De aqui se sigue que e(0, v2) = e(vq, S(v2)) (Fig 3.2). [

5%(a)

.\'\‘ Eje de rotacién de S

Figura 3.2

3.1.4  Observacion. El lema anterior es valido también si consideramos S =
pap1 v el plano Ily, o bien S = pap1pope v el plano 11y, asi como respectivos
vectores ortogonales.

3.1.5 Lema. Sean py, p1 y p2 las reflexiones generadoras de U'(T) descritas
arriba, 11; el plano de reflexion de p; y m; la proyeccion al plano 11; para
i €40,1,2}. Si A es una reticula que queda invariante bajo T'(T) entonces

mi(N) A IL; N A parai € {0,1,2}.

Demostracion. Probemos el resultado para ¢ = 2, los otros casos son analo-
gos. Supongamos que ma(A) = Il N A. Por la Proposicién 2.2.6 podemos
tomar vectores U1, Uy € Iy y U3 € Iy de tal forma que A = (G, Uy, U3) v la
distancia de v3 a II; es minima.

Ya que A se preserva bajo I'(T) tenemos en particular que p = p1po(T3) €
A sin embargo p es un punto entre los planos Ily y I1s+ s (por el Lema 3.1.3)
lo cual contradice la minimalidad de la distancia de de v3 a Il,.
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Para los casos ¢ = 0 e ¢ = 1 basta considerar las rotaciones p2p1 ¥ p2p10002
respectivamente. |

El Lema 3.1.5 nos dice que en las proyecciones de A en los planos Il
y Il deben de aparecer puntos (x) y sabemos que éstos deben ser puntos
medios de segmentos entre puntos (e). Ademds, como A es invariante bajo
I'(T) las proyecciones en ambos planos deben ser esencialmente iguales pues
la reflexién rotatoria pypap1pop1 intercambia los planos Iy y II,. Bajo estas
condiciones hay que analizar las distintas situaciones, considerando primero
la distribucién de los puntos (e), y fijos éstos, determinando las posibilidades
para los puntos (x):

s Situacion 1: La reticula A N1l es de traslacién paralela con respecto
a la recta Iy N IIy. Las posiblidades para los puntos (x) son las de las
figuras 3.3a, 3.3b y 3.3c. Sin embargo, la figura 3.3c queda descartada
por el lema 3.1.5, pues m(A) consistirfa s6lo de puntos (e).

» Situacion 2: La reticula A N Ilj no es de traslacién paralela respecto
a la recta IIy N II;. Notemos que ya que A se queda invariante bajo
po entonces la reflexién por la recta Iy N Iy debe ser una simetria de
mo(A) que respeta ademsés el tipo de punto (e 6 %). Es facil ver que bajo
estas condiciones la tnica posibilidad es la de la Figura 3.3d.

Asi que los tres casos posibles son:

Caso 1: La reticula se ve como en la figura 3.3a.
Caso 2: La reticula se ve como en la figura 3.3b.

Caso 3: La reticula se ve como en la figura 3.3d.
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Figura 3.3




54 Poliedros Regulares en el 3-Toro

Dado que las reticulas deben ser invariantes bajo la reflexién respecto
a Ily, por el Lema 2.2.5, A puede ser partido en niveles A = J, ., Ax de
tal forma que A, es un trasladado de IIy N A. Nuestro analisis consistira en
encontrar dos vectores linealmente independientes ¢y, Uy € Ily y un vector
Us € Ay, pues por los resultados de la seccién anterior A = (U, U, Us3).

Caso 1. Comenzaremos el analisis para cuando la reticula se ve como en
la Figura 3.3a. En esta situacién podemos tomar v; ortogonal a Il, y Uy
en Il NIl (Fig. 3.4). Gracias a la Observacién 3.1.1 podemos suponer que
U; = (1,-1,0), ademds U, = (0,0, a) para alguna a > 0.

o ol X o
Uo
® *
0 U1
o * [} * ()
IIg N IIo
Figura 3.4

Sea U3 el punto de Ay que se proyecta en el punto de Il con coordena-
das (1, —3,0) marcado con (). Ya que la reflexién rotatoria p;pap1pop1 con
eje TIop N II; centrada en (0,0,0) intercambia los planos dejando la reticu-
la invariante, my(v3) debe estar marcado con (x) en Il, y ya que se eli-
gié en Ay, mo(U3) = (%,%,O), pues es el punto medio entre 0 y (1,1,0) =
p1p2p1p0p1((1, —1,0)). Tenemos entonces que U3 = mo(Us) +m2(U3) = (1,0, 0),
y ademas, vs es un punto de la reticula en el eje x de distancia minima po-

sitiva al origen.

Observemos que la rotacion psp; manda el rayo x > 0 en el rayo z > 0,
asi que debe de mandar U3 en U pues U es el punto de la reticula en el rayo



3.1 Poliedros Finitos 55

z > 0 maés cercano al origen. Tenemos entonces que v = (0,0, 1).

Concluimos que la reticula A debe ser la generada por (1, —1,0), (0,0, 1)
y (1,0,0). Observemos que U; = (1,—1,0) = (1,0,0) — (0,1,0) asi que
(0,1,0) = U3 — ¥ por lo tanto

A = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)),

es decir, A = Aq 0,0).

Caso 2. Asumamos ahora que la reticula Iy N A se ve como en la Figura
3.3b. Tomemos de nuevo los vectores ¢; ortogonal a Il y vy en Il N Is.
Gracias a la Observacién 3.1.1 podemos suponer que v; = (1, —1,0) y como
IIp N 115 es el eje z tenemos que U = (0,0, a) con a > 0 (Fig. 3.5).

* U2 5
O P
0 *h
* *
@] T o
IIp NIy
Figura 3.5

Consideremos de nuevo la reflexion rotatoria pipap1pop1 de eje Iy N Ils.
Esta intercambia los planos Ily y Iy, y entonces pypap1pop1(U1) = (1,1,0) €
A, y por lo tanto Uy + p1pep1pop1(U1) = (2,0,0) € A. Observemos que este es
el punto de A en el rayo x > 0 mas cercano al origen, pues de lo contrario,
habria un punto (e) o (x) de m(A) entre 0 y v;. De manera andloga al
caso anterior, la rotacién pyp; debe mandar a (2,0,0) en Uy por lo tanto

¥y = (0,0,2).
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Gracias al Lema 3.1.3, p1po(U1) € Ay, de modo que podemos elegir U3 =
p190(T1) = (0, —1,1) y tenemos que

A = (T, Ty, ) = ((1,-1,0), (0,0,2), (0, —1,1)).

Es facil ver que los vectores
v = (1,1,0) = 0y + Uy — 203,
17; = (17071) :171—’_772 _173 y
Qﬁ): (0,1,1) = Uy — Us

son generadores de A y por lo tanto A = Ay 19

Caso 3. Supongamos ahora que la reticula A N IIy no es de traslacion
paralela respecto a la recta IIg N Il;. Podemos tomar v; € Ily ortogonal a
HO ﬂHg y U S Hoﬂ]._.[g de modo que AOHO = <171, UQ> con ?72 = %171 + %l_[ (Flg
3.6). Gracias a la Observacién 3.1.1 podemos suponer que ) = (2,—2,0),
ademas 4 = (0,0, a) con a > 0.

o * ‘ o o
_ U
u
* o 3 *
o * 4:—’
0 o
* o A, @) *
e} * T * @]
IIp N 1lo
Figura 3.6

De manera andloga al Caso 1, si sumamos el punto (1,—1,0) € my(A)
con su imagen (1,1,0) bajo la reflexion rotatoria pypep1pop1, tenemos que el
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punto (2,0,0) es el punto de A en el rayo x > 0 més cercano al origen, y
usando la rotacién pop; concluimos que a = 2 y @ = (0,0,2). Esto implica
que Uy = (1,-1,1).

Observemos ademaés que el punto U3 = (2,0,0) pertenece a A; y puede
ser elegido como tercer generador, de modo que

A= (1,02, T5) = ((2,-2,0),(1,-1,1),(2,0,0)).

Podemos tomar como generadores a ¢, = (0,2,0) = U3 — U, Uy, =
(1,1,1) = U3 + U — Uy y U3 = (2,0,0) y entonces es claro que A = A 1,1).

Gracias al andlisis hecho hemos reducido las reticulas que se preservan
bajo I'(T") a unos pocos casos. El siguiente teorema clasifica de manera com-
pleta las reticulas que se preservan bajo I'(T).

3.1.6 Teorema. Sea T un grupo generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El tetraedro reqular T admite realizacién en T2 si y sdlo si

2
AT S {aA(l,O,O)a bA(17170)7 CA(l,l,l) ra > 2, b > 2, c> —}

V3

Demostracién. Por la Observacién 3.1.1, basta probar que A 00y, Aui,0) Y
A(1,1,1) s son invariantes bajo I'(T).

Es claro que A 0,0y es invariante bajo pg, p1 ¥ p2 pues las matrices [po]«,
[p1le v [p2]v tienen entradas enteras.

Las matrices [p1]y v [p2]e son matrices de permutacién, de modo que la
suma de coordenadas de todo vector v € E? es igual a la suma de coordenadas
de p;(v) parai € {1,2}. La matriz [py]¢ cambia de signo y permuta la primera
y la segunda coordenada de un vector, lo que preserva la paridad de la suma
de sus coordenadas. Tenemos entonces que A 1y es invariante bajo (7).

Con la descripcién anterior es claro que [pol¢, [p1]e v [p2]¢ preservan al
conjunto de vectores de Z? cuyas cordenadas tienen la misma paridad, asf que
A11,1) queda invariante bajo I'(7).

El hecho de que a > 2, b > 2y ¢ > 13 viene de las restricciones com-

binatorias descritas en la Nota 3.1.2. Pues si a = 2 0 b = 2 entonces todos
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los vértices serfan uno s6lo en T2, para el grupo 7 correspondiente; si ¢ =
cada vértice seria identificado con el centro de la cara opuesta.

TSI

El teorema 3.1.6 se extiende de manera natura a la familia del tetraedro,
pues el grupo de simetrias coincide para todos los poliedros de dicha familia.

3.1.7 Corolario. Sea 7 un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El poliedro {4,3}s admite realizacion en T2 si y sdlo
51

2
AT € {aA(l,O,O)u bA(LLo), CA(LI,I) ra > 2, b > 2, c > —}

V3

Familia del octaedro

Como representante de esta familia consideraremos el octaedro O de vérti-
ces {(£1,0,0),(0,+£1,0),(0,0,£1)} y su grupo de simetrias I'(O) descrito en
la seccion 1.3. Tenemos entonces que pg es la reflexion con respecto al plano
Oy = {(z,y,2) € E* : x — 2z = 0}, p; es la reflexién respecto al plano
I, = {(z,y,2) € E®: 2 —y = 0} y py es la reflexién respecto al plano
[y = {(z,y,2) € E*: y = 0} (Fig 1.19).

Cuyas matrices con respecto a la base canénica % son:

001

ooy = [0 10 (3.4)
1 00
010

ple = [ 100 (3.5)
0 01
1 0 0

[y = 0 —10 (3.6)
0 0 1

La siguiente proposicién nos da una relacién entre los grupos I'(7) y T'(O)
que simplificara el trabajo.
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3.1.8 Proposicion. Sean T el tetraedro y O el octaedro descritos ante-
riormente, entonces I'(T) < I'(O).

Demostracion. Sean oy, 01 y 0y los generadores de I'(7) de (3.1), (3.2) v
(3.3) respectivamente; sean pg, p1 y p2 los generadores de I'(O) de (3.4),
(3.5) v (3.6). Tenemos que o1 = py y 09 = p1, asi que basta observar que

0p = pP1P2P1P2P1- |

Notemos que, gracias a la Proposicién 3.1.8, toda reticula que sea pre-
servada por I'(O) va a ser preservada por I'(T) asi que resta verificar si las
reticulas A 00y, Aq,1,0) ¥ Aq,1,1) son preservadas por ['(O).

3.1.9 Teorema. Sea T un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El octaedro reqular admite realizacion en T2 si y sélo
St

AT € {GA(1’070), bA(1,1,0)7 CA(LLl) ra > 2, b>1lc> 1}

Demostracién. Por la Observacion 3.1.1, basta probar que las reticulas A ),
A0 ¥ A1y quedan invariantes bajo I'(O).

Es claro que A1) es invariante bajo po, p1 ¥ p2 pues [pols, [p1le ¥ [p2le
tienen entradas enteras.

Notemos que p; y po son simetrias del tetraedro 7, asi que preservan a
A0y, Aai0) ¥ Aaany- La matriz [po]e es una matriz de permutacion, de
modo que la suma de coordenadas de todo vector v € E? es igual a la suma
de coordenadas de py(v), de modo que py preserva a A 1,0y Es claro que pg
preserva a A 00y ¥ Aq,1,1). Por lo tanto, las tres reticulas se preservan bajo

0(0).

De manera similar al teorema 3.1.6, el hecho de que a > 2, b>1yc>1
viene de las restricciones combinatorias descritas en la Nota 3.1.2. |

3.1.10 Corolario. Sea T un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El cubo C admite realizacion en T2 si y sélo si

AT S {(IA(17070), bA(LLO), CA(LLl) ra > 2,b > 2,¢> 2}
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Demostracion. Se sigue del hecho de que I'(C) = T'(O). El ajuste de los
parametros a, b y ¢ se debe a las coordenadas de los vértices de C. |

Se pueden obtener resultados similares al corolario 3.1.10 para cada uno
de los poliedros de la Familia del Octaedro, sin embargo, de la misma manera
a como se hizo para el cubo, los parametros a, b, ¢ deben ser ajustados para
cada uno de los poliedros de acuerdo a las coordenadas de sus vértices.

Familia del icosaedro

El siguiente reultado sirve para determinar por completo las reticulas que
se quedan invariantes bajo el grupo de simetrias del icosaedro I'(Z). Una
prueba de éste se puede encontrar en [Yal88, Teo. 4.22].

3.1.11 Teorema. Sea 7 un grupo generado por 3 traslaciones linealmente
independientes. Si G es un grupo de isometrias de E* que deja invariante a
A, entonces G no tiene rotaciones de orden distinto a 2, 3, 4 0 6.

Ahora estamos listos para determinar las realizaciones de la familia del
icosaedro en T3.

3.1.12 Teorema. Si P es un poliedro de la familia del icosaedro, entonces
no existe T, un grupo generado por 3 traslaciones linealmente independientes,
de tal forma que P tenga realizacion en T3.

Demostracion. Sea 7 un grupo generado por 3 traslaciones linealmente in-
dependientes. Sin pérdida de generalidad P es el icosaedro descrito en la
Seccién 1.3, T'(P) = I'(Z) = (po, p1, p2). Entonces p1ps es una rotaciéon de
orden 5 y por el Teorema 3.1.11 I'(Z) no deja invariante a A,, asi que P no
tiene realizacién en T3. [ ]

3.2. Poliedros de Petrie-Coxeter

En esta seccion trabajaremos con los poliedros de Petrie-Coxeter descritos
en la Seccién 1.3. Usaremos los resultados obtenidos en la seccién anterior
para determinar las reticulas invariantes bajo sus grupos de simetrias.
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Los resultados de esta seccién se basan en dos ideas principales:

= Relaciones entre los grupos de simetrias de los poliedros de Petrie-
Coxeter y los grupos de simetria de los poliedros finitos.

= En general, las simetrias de los poliedros de esta familia no son lineales,
pero gracias al Corolario 2.1.7, bastara probar que la parte lineal de
ellas preserva a las reticulas.

3.2.1  Nota. Dado que estos poliedros son infinitos y que T2 es compacto
para todo grupo 7, es imposible evitar que en el cociente se identifiquen
vértices, aristas o caras, sin crear puntos de acumulacion en los vértices.
Por esta razén, consideraremos unicamente aquellos grupos 7 que satisfagan
que 7 < T donde T es el subgrupo de traslaciones del grupo de simetrias
del poliedro. De esta forma, los vértices, aristas y caras seran identificados
preservando, al menos de manera local, la combinatoria.

Los Poliedros {4,6]|4} y {6,4]|4}

Como representante de esta familia consideraremos el poliedro PC; des-
crito en la Seccién 1.3 (Fig. 3.7).

El grupo I'(PCy) es generado por py la reflexion con respecto al plano 1y =
{(z,y,2) € E3: y =0}, p; el medio giro respecto a la recta II;, determinada
por los puntos (1,1,1) y (=3,—1,1), y po la reflexién con respecto al plano
Iy = {(z,y,2) € B*: z — 2 = 0}.

Calculando las matrices de pf, p} y ph con respecto a la base canénica ¢
tenemos:
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[P{)]fﬁ

[Pi]%

[PQ]%

Figura 3.7: PCy

0
0
1
0
0

3.2.2 Proposicién. Sean O octaedro reqular y PCy el poliedro de Petrie-
Cozeter descritos en la seccion 1.3, entonces I'(O) < T'(PCy).

Demostracion. Sean oy, 01, 09 los generadores distinguidos de I'(O) y po, p1, p2
los generadores distinguidos de T'(PC;). Tenemos que og = pa y 09 = po,
asi que basta observar que o1 = pap1p2p1p2 vy por lo tanto T'(O) < T'(PCy).
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La Proposicion anterior nos da una restriccién para las reticulas preserva-
das por I'(PC,), pues todas ellas deben ser preservadas por I'(O), el siguiente
Teorema nos da la clasificaciéon completa de éstas.

3.2.3 Teorema. Sea T un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El poliedro PCy y admite realizacion en T3 si y sélo
St

AT S {4CLA(1,070), 4bA(1’170), QCA(I,LI) L a, b, CcE Z}

Demostracion. Gracias a la Proposicion 3.2.2 y a la Observacion 3.1.1 basta
ver que las reticulas A(10,0), A1,1,0) ¥ A(1,1,1) se preservan bajo pg, pi y ps.

Por el andlisis hecho en la prueba del Teorema 3.1.9 tenemos que pf, y
ph preservan a las reticulas A 0,0), Aqi,1,0) ¥ A@a,1)- Observemos que —|pf ]y
es una matriz de permutacién, por lo tanto preserva coordenadas enteras,
paridad de las coordenadas de un vector y paridad de la suma de coordenadas,
asi que preserva a las tres reticulas. La matriz —Id preserva cualquier reticula,
por lo tanto [p}]s preserva a Aq 0y, Aq,0) Y A1)

El hecho de considerar tinicamente miltiplos de 4 para Aq 00y ¥ Aq1,1,0)
y multiplos de 2 para A ;1) viene del requerimiento de que 7 sea subgrupo
del grupo de traslaciones de I'(PCy). |

3.2.4 Corolario. Si P es un poliedro de la familia de {4,6]4} entonces P
admite realizacion en T3 si y sdlo si

Aq— S {4@/\(17070), 4bA(17170), 26/\(17171) L a, b, CE Z}

El poliedro {6,6|3}

Consideraremos el poliedro PCs descrito en la seccién 1.3 (Fig. 3.8).

Asi, T'(PC3) es el grupo generado por po, la reflexién con respecto al
plano Iy = {(z,y,2) € E3 : 2 + y = 0}, p; el medio giro respecto a la recta
I, = {(z,y,2) € B3 : 2 =1, z+y = 2} y ps la reflexién con respecto al
plano Iy = {(z,y,2) € E* : 2 — y = 0}.

Calculando las matrices de pf, p] y ph con respecto a la base canénica ¢
tenemos:



64

Poliedros Regulares en el 3-Toro

[Pf)]fg

[Pi]%

[Plz]%

Figura 3.8: PCs

0 -1 0
-1 0 0
0 0 1
-1 0 0
0 0 -1
0 -1 0
010
100

0 01

3.2.5 Proposicién. Sean T'(T) el grupo de simetrias del tetraedro y T'(PCs)
y el grupo de simetrias de PCs, entonces I'(T) < I'(PCy).

Demostracion. Sean oy, 01, 09 los generadores distinguidos de I'(7) y po, p1, pa
los generadores distinguidos de I'(PCs). Tenemos que og = py y 02 = po,
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asi que basta observar que g1 = pap1p2p1p2 ¥ por lo tanto I'(7) < I'(PCs).
|

De manera analoga al Poliedro PCy, el hecho de que I'(7T) < I'(PCs) limita
las posibilidades para los grupos 7. Con el siguiente teorema terminamos la
clasificaciéon de tales grupos para PCs.

3.2.6 Teorema. Sea T un grupo de generado por tres traslaciones lineal-
mente independientes. El poliedro PCs admite realizacion en T2 si y sdlo
51

Aq— S {8@A(17070),4bA(17170), SCA(I,LI) L a, b, CE Z}

Demostracion. Gracias a la Proposicion 3.2.2 y a la Observacion 3.1.1 basta
ver que las reticulas A10,0), A,1,0) ¥ A(1,1,1) se preservan bajo pp, pi ¥ ps.

El hecho de considerar inicamente multiplos de 8 para A0, de 4 para
A 1,0) y de 8 para A1 1,1) viene del requerimiento de que 7 sea subgrupo del
grupo de traslaciones de I'(PCs). [ |

3.2.7 Corolario. El poliedro {6,6|3}™, petrial de {6,6|3}, admite realiza-
cion en T2 si y sélo si

Aq— S {8@A(17070), 4bA(17170), SCA(I,LI) L a, b, C € Z}






Conclusiones

En este trabajo abordamos el problema de determinar aquellos grupos 7
generados por tres traslaciones linealmente independientes para los cuales, un
poliedro realizado en E3, admite realizacién en T2. Estudiamos las reticulas
A, asociadas a los grupos 7, las cuales nos permitieron, por medio de analisis
geométrico, determinar condiciones para que los poliedros fueran realizados.

Finalmente, clasificamos los grupos 7 para todos los poliedros finitos,
asi como para los poliedros de Petrie-Coxeter obteniendo los Teoremas 3.1.6,
3.1.9, 3.1.12, 3.2.3 y 3.2.6 que se resumen en lo siguiente:

= Un poliedro de la familia del tetraedro, de la familia del octaedro o de
la familia de alguno de los poliedros de Petrie-Coxeter admite realiza-
cién en T? si y sélo si A, es al10,0), OA@1,1,0) 0 ¢A(1,1,1) para algunos
parametros a, b y ¢ que dependen de las coordenadas de los vértices
del poliedro.

= No existe grupo 7 de tal forma que un poliedro de la familia del ico-
saedro tenga realizacién en T3.

Con el trabajo que realizamos quedan clasificados los grupos 7 para 24
de los 48 poliedros regulares. El problema de determinar dichos grupos para
los otros 24 queda abierto. Por otro lado, el problema de clasificar todos los
poliedros regulares en T2 tiene atin mucho para ofrecer, pues a pesar de que
nuestro trabajo resuelve parcialmente este problema, existen poliedros que
pueden ser realizados en T? pero al levantar la realizacién a E? la configura-
ci6én resultante no es un poliedro (pues podria, por ejemplo, no ser conexa).
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En cuanto a los resultados obtenidos, es de notar que puede existir una
relacién entre el trabajo que realizamos y el hecho por McMullen y Schulte en
[MS02, §6], pues justo los grupos 7 para los cuales los poliedros regulares pue-
den ser realizados coinciden con aquellos grupos en los que el 3-Toro asociado
tiene teselaciones regulares. Cabe mencionar que atin cuando es probable que
nuestro trabajo tenga conexién fuerte con el de McMullen y Schulte, las técni-
cas utilizadas en este trabajo incluyen aspectos combinatorios, algebraicos y
geométricos, haciéndolas mas ilustrativas que las de [MS02].



Apéndice: Acciones de Grupos

En este apéndice el lector encontrara los conceptos basicos de acciones
de grupos, no daremos las pruebas de los resultados, pero éstas pueden ser
encontradas en [Rot02, §2.7].

A.1.1 Definicién. Si X es un conjunto y G un grupo con neutro 1 una
accion (izquierda) de G en X es una funcién de G x X en X, denotada por
(g, ) — gx, que satisface

= lgx = x para todo z € X,

» h(gz) = (hg)z para todax € X y g,h € G.

Ejemplos

1. G actia en si mismo con la operacién de grupo.
2. El grupo Sx de permutaciones de X actia en X por (o, ) — o(z).

3. El grupo simétrico S,, actia sobre el conjunto {1,2,...,n} permutando
sus elementos.

4. El grupo de isometrias de E? acttia en E3 por (f,z) — f(z).

5. El grupo ciclico de orden 2 {1,—1} actia sobre S? multiplicando, lo
cual induce un intercambio entre antipodas.

6. En general, si H < Gy GG actia en X, entonces H actia en X restrin-
giendo la accién de G a los elementos de H.
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A.1.2 Definicién. Si G actiaen X y x € X, definimos:

» La drbita de z, denotada por [z]g, como el conjunto
[#lg == {9z : g € G}.
» El estabilizador de x, denotado por G, como el conjunto

G, ={g€G:gx =z}

A.1.3 Proposicién. Si un grupo G actia en un conjunto X entonces X
es la union disjunta de las orbitas.

A.1.4 Teorema. Si un grupo G actia en un conjunto X, entonces G, < G
y ademds

[Zlel = |G - Gal
para cada x € X

A.1.5 Proposicién. Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Para
cada g € G la funcion g : X — X definida por g(x) = gx es una permutacion
de X. Ademds, la asignacion g — § es un homomorfismo de G en Sx.

A.1.6 Definicion. Si un grupo G actia en un conjunto X
= diremos que la accion es transitiva, o bien, que G actia transitivamente
en X, si GG tiene una sola érbita.

= diremos que la accion es fiel si cuales quiera dos elementos de G inducen
dos permutaciones distintas en Sx.

= diremos que la accién es libre, o bien, que G actia libremente en X si
G, = {lg} para cada = € X.

Ejemplos En cada ejemplo, el inciso hace referencia a la accion de los
ejemplos anteriores.

1. En este caso, la accion es transitiva y entonces la orbita de cualquier
elemento es G. La accion es también fiel y libre.
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La accién es transitiva, es fiel, pero no es libre.
La accion es transitiva, es fiel, pero no es libre.
La accion es transitiva, es fiel y no es libre.

La accién no es transitiva, pues la érbita de x es {x,—x}. Es fiel y
también es libre.

Si la accion de G es fiel o libre, la accién de H es fiel o libre, segin
corresponda; pero si la accién de G es transitiva puede ser que la accion
de H no lo sea.






Notacion

N

E3

sn

P*(R)
Lr(v1,v9,...,0,)
(X1, T2, ... Tp)
Ed

Z(X)

El conjunto de los nimeros naturales: {1,2,3,...}
El conjunto de los niimeros enteros.

El conjunto de los niimeros reales.

El espacio euclideano de dimensién 3.

La esfera de dimension n: {x € E" : ||z|| = 1}.

El espacio proyectivo de dimensién n sobre R.

El espacio vectorial sobre R generado por los vectores vy, vs, . .

El grupo generado por zy, xs, ... Ty.
Funcion piso. El mayor entero menor igual a z.

El conjunto potencia de X.

-y Up.
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