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Capítulo 1IntroduiónHoy en día existen un sin número de teorías, de ideas, de formas distintasde pensamiento que van empujando a la ienia ada vez más haia adelante.Cada una de esta ideas va resolviendo preguntas, va alarando lo que se veíaobsuro en las teorás que ya se onoían y que hasta ierto punto estabanbien entendidas. Sin embargo algunas de estas nuevas ideas pareen extraor-dinarias o poo realistas y omenzamos a pensar que resuelven problemasmatemátios lejos de saber si en vrdad estan desribiendo la físia que haydetras de las euaiones.Para ejempli�ar un poo lo que hablamos existen las teorías de dimen-siones extras, de mundos brana, la teoría de uerdas y un sin �n de ideasomo estas que inluyen dentro de sus argumentos un mundo físio que estadeterminado por más de uatro dimensiones. por ejemplo la teoría de uer-das en la que se muestra mediante el uso de la teoría eletromagnétia y laRelatividad general que el mundo en el espaio que habitamos es más de loque vemos, es deir que existen más dimensiones de las que podemos ver,pero, el heho de que no las podamos ver no signi�a que no existan.Además de que puedan tener un sentido para dar oherenia a las teoríasque ya existen hoy en día, esta idea tiene una peulariedad matemátia y esque podemos pensar que ada dimensión extra nos brinda grados de libertad,lo que en oasiones es muy útil a la hora de resolver euaiones o simplementeal obtener simetrías que failitan los álulos que deseamos enontrar.Sin embargo en esta tesis nos haemos una pregunta que atañe a la Rel-atividad General y es el saber si desde el punto de vista de esta teoría laexistenia de dimensiones extra no afeta en lo mínimo la manera en quesabemos que interatúa el espaio tiempo, es deir, omo saber si el espaio1



tiempo vaío interatúa on el espaio tiempo en el que hay materia de lamisma manera en 4 dimensiones que en n dimensiones.A lo largo del presente trabajo responderemos de alguna manera a estauestión y veremos si la existenia de dimensiones extra altera el ompor-tamiento de dihas interaiones tomando un partiular interés por la regiónde interaión para esto primeramente en el apítulo 2 expliaremos un poolas euaiones que nos ayudan a de�nir la interaión entre el la geometría,la masa y los ampos existentes [3℄, en el apítulo 3 entendemos en base a lasreglas de�nidas en el apítulo 2 omo se omporta la soluión de Reissner-Nördstrom [12℄ y a que es debida diha soluión, entendido esto y en base a lopropuesto por Krasinski [7℄ de esta manera analizamos primeramente el esap-io tiempo de Ruban [13℄ en el apítulo 4, para proedr on el aoplamientode ambas soluiones [5℄ y �nalmente dar una generalizaión de la métriade Ruban para n-dimensiones y las impliaiones que esta puede tener en elapítulo 5.
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Capítulo 2Euaiones de ampo
2.1. Euaiones de Einstein en n-dimensionesLas euaiones de einstein son las relaiones fundamentales utilizadas paradesribir la gravitaión de manera relativista, dihas euaiones relaionanla materia on la geometría del espaio, esto se lo haen a partir del ten-sor energía momento y un tensor métrio, de esta manera el tensor energíamomento ontiene informaión omo la densidad y presión de la materia,mientras que el tensor metrio desribe las propiedades del espaio tiempo,de una manera �lásia� se postularon dihas euaionespara una métria4-dimensional aunque notemos que la euaión.

Gµν = κTµν (2.1)Conoida omo la euaión de Einstein y uya soluión admite ualquiermétria en general, sin importar la dimensión de la misma.Sin embargo se utilizaban métrias tetradimensionales pues solo se nee-sitaba expliar un espaio on tres oordenadas espaiales y una temporal.El primer intento por haer uso de métrias de mayor dimensión para darsoluión a las euaionesde Einstein fue heho por Theodor Kaluza [1℄, quienintentó inluir el ampo eletromagnétio de manera similar a omo Einsteininorporó la gravedad en la urvatura del espaio, haiendo uso de una quin-ta dimensión, la ual fue inluida en las euaiones de ampo mediante unamétria 5-dimensional.La extensión de teorías asoiadas a dimensiones extras, omo la teoríade uerdas, de branas y algunas otras, mismas que son requeridas desde laperspetiva de dihas teorías implian la nesidad del desarrollo de las solu-iones a las euaiones de Einstein en n-dimensiones. Existen una variedad3



de preguntas que se han planteado en n-dimensiones. Una de estas es la ex-istenia de soluiones similares al aso de 4-dimensiones. No es inmediatoque el omportamiento de las soluiones sea identio y más aun no todaslas soluiones pueden ser generalizadas y las generalizaiones no siempre sonunias. Nuestra propuesta es mostrar que la soluion de Ruban admite unageneralizaión en n-dimensiones y determinar, si hay alguna forma de distin-guir alguna diferenia entre el aso en 4-dimensiones y el de n-dimensiones.Notemos desde el punto de vista lásio que algunos oneptos no soninmediatos de generalizar. Pensemos el onoido onepto de produto ruz
−→c =

−→
A ×−→

B entre dos vetores, en 3-dimensiones esta operaión nos generaun vetor −→C que es perpendiular a −→
A y −→

B , sin embargo si hablaramos dedos dimensiones no exste la manera de que dos vetores −→
A y −→

B sean per-pendiulares a un terer vetor, mientras que si n > 3 existiria más de unvetor perpendiular a −→
Ay

−→
B , este senillo ejemplo muestra que no siemprees inmediata la generalizaión.En nuestro aso es posible generalizar las euaiones debido a la formulaiontensorial de las euaiónes, más no neesariamente las soluiones.2.2. Tensor eletromagnétioTomemos ahora el espaio R

4 on las oordenadas artesianas (t,−→x ) onrelaión a esto para la Físia pre-relativista las euaiones de Maxwell tienenla forma:
∇ · −→E = 4πρ ∇ · −→B = 0 (2.2)

∇×−→
B =

4π
−→
J

c
+

1

c

∂
−→
E

∂t
, ∇×−→

E = −1
c
∂
−→
B
∂t

(2.3)En donde las funiones vetoriales −→
E , −→B son funiones que dependen de

−→x ∈ R
3 y t ∈ R.La teoría de Maxwell es una teoría ompletamente relativista y es posiblepor lo tanto formularla en una forma equivalente en donde las euaionesd-inámias sean invariantes bajo las transformaiones oordenadas de un sis-tema inerial del espaio tiempo del espaio tiempo de Minkowski a otrosistema de referenia inerial, esto lo logramos utilizando del grupo de trans-formaiones de Lorentz. 4



Como ya menionamos anteriormente dentro del maro pre-relativista−→
E (x, t) y −→

B (−→x , t) se interpretan omo ampos vetoriales de�nidos en elespaio Eulideano. Para este espaio existen sistemás de oordenadas arte-sianas −→x = (x1, x2, x3) = (x, y, z) tales que:
gE = dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2 + dx3 ⊗ dx3,−∞ < xi < ∞, i = 1, 2, 3. (2.4)Con respeto a este sistema −→

E (−→x , t) y B(x, t) admiten la representaión
−→
E (−→x , t) = E1 ∂

∂x1
+ E2 ∂

∂x2
+ E3 ∂

∂x3
(2.5)

−→
B (−→x , t) = B1 ∂

∂x1
+B2 ∂

∂x2
+B3 ∂

∂x3
(2.6)Ahora para onstruir el tensor de eletromagnétio omenzamos on unsistema de referenia inerial global:

gL = −dx0 ⊗ dx0 + dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2 + dx3 ⊗ dx3,

−∞ < xi < ∞, i = 0, 1, 2, 3., x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z. (2.7)Desde el punto de vista de Minkowski, tal sistema resultó por la uni�aióndel espaio Eulideo y la variable del tiempo. Reordamos que los amposvetoriales −→
E , −→B estan de�nidos sobre el ampo eulideo y por lo tantopueden ser esritos omo:
−→
E (x0, x1, x2, x3) = E1 ∂

∂x1
+ E2 ∂

∂x2
+ E3 ∂

∂x3
(2.8)

−→
B (x0, x1, x2, x3) = B1 ∂

∂x1
+B2 ∂

∂x2
+B3 ∂

∂x3
(2.9)Los ampos que aabamos de esribir satisfaen las euaiones pre-relativistas(2.5) y (2.6) on ρ(−→x , t) y −→

J (−→x , t) dadas.Retomando una de las ideas de Minkowski la ual onsiste en tomar las6 funiones (E1(x0,−→x )...B3(x0,−→x )) y reaomodarlas omo las omponentesde un ampo tensorial (0,2) antisimétrio. Sea entones F = Fµνdx
µ ⊗ dxν ,un ampo tensorial antisimio de�nido en R

n podemos expandir la suma que5



orresponde a F para obtener:
F = Fµνdx

µ ⊗ dxν = Fµνdx
µ ∧ dxν , µ, ν = 0, 1, 2, 3 (2.10)En donde de la estrutura del lado dereho de�nimos una nueva operaiónreferida omo el produto uña por medio de:

dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ (2.11)dados los ampos (−→E ,
−→
B )omo (2.8) y (2.9) según Minkowski elegimos lasomponentes Fµν de F por medio de:

F01 = E1, F02 = E2, F03 (2.12)
F12 = −B3, F13 = B2, F23 = −B1 (2.13)por lo tanto el ampo tensorial de Maxwell y sus omponentes Fµν tiene laforma:
Fµν =









0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0







Esta es la forma expliita del tensor eletromagnétio. El ual será muyútil para los �nes de esta tesis pues nos permitirá además de introduir laseuaiones de Maxwell de forma ovariante introduir un onepto llamadoeletro-vaío el ual será disutido en el apitulo III.2.3. Espaio Tiempo esferiamente simétrioUn espaio-tiempo estátio y esferiamente simétrio es un espaio-tiempoque desribirá una geometría tal que pensada desde el punto de vista f'siouando vemos haia ualquier parte del espaio nos es imposible difereniarlo que vemos en una direión que en otra, además laro esta el heho deque sea estátio nos die que no sufre ambios on el paso del tiempo en suestrutura geometria.Podemos de�nir de manera fromal lo que es un espaio-tiempo esferia-mente simétrio pero antes es neesario hablar de los vetores de Killing.6



De�niión 1 Sea (M, g) una variedad Ck-difereniable n-dimensional on
k > 3 y ξ un ampo vetorial se die que es un vetor de Killing si satisfaelas siguientes propiedades:

Lξg = 0 (2.14)donde L es la derivada de Lie de la métria.Esta euaión implia que:
Lξg = ∇αξβ −∇βξα = 0, (2.15)En otras palabras un vetor de Killing es, un vetor tal que deja invari-ante la métria al movernos sobre él.Además debemos ar una euaión más la ual nos ayudará a de�nir si elvetor de Killing es perpendiular a la hipersuper�ie espaial o temporal.
ωα=0; ωα = ǫαβγδξ

β∇γξδ (2.16)Ahora sí estamos en ondiiones de de�nir lo que es un espaio-tiempoestátio y esfériamente simétrio. Comenzaremos por analizar que quieredeirse por espaio-tiempo estátio.De�niión 2 Sea (M, g) es un espaio tiempo estátio si admite un vetorde Killing temporal ortogonal a una hipersuper�ie.es deir:
Lξg = 0 g(ξ, ξ) < 0 (2.17)Adaptando ξ = ∂

∂t
entones g(ξ, ξ) = gtt si el vetor de killing no es per-pendiular a la super�ie existirian terminos ruzados. De manera que unespaio-tiempo es estaionario si admite un vetor de Killing temporal, y sidiho vetor de Killing temporal es además perpendiular a la hipersuper�ieespaial es entones estátio.Ahora hay que espei�ar que se quiere deir por espaio-tiempo esfério:De�niión 3 ∃ ξ(i), i = 1, 2, 3 vetores de Killing espaiales tales que:

[ξ(i), ξ(j)] = ǫijkξ
(k) (2.18)7



es deir satisfae un algebra de Lie.Ahora que tenemos una de�niión lara para un espaio-tiempo estátioesfériamente simétrio y utilizando las relaiones de (2.1) estamos en ondi-iones de generar las euaionesde ampo para un espaio-tiempo del tipoque hemos estudiado hasta ahora en 4-dimensiones y tomando el aso mássenillo, el vaio, es deir Tµν = 0.Sin embargo antes de poder obtener e inluso hablar sobre el proesopara obtener las euaionesde Einstein en el vaio y en una métria tetra-dimensional es neesario espei�ar algunas propiedades del tensor de Riemany del tensor de Rii.El tensor de Riemannn determina la urvatura de un espaio-tiempoademás de ser útil para enontrar un invariante del ual hablaremos en unaseión posterior.El tensor de Riemannn se de�ne omo sigue [2℄:De�niión 4 Sean (x,y,z) ∈ TpM de�nimos:
R(x, y)z = ∇x∇yz −∇y∇xz +∇[x,y]z (2.19)donde [x, y] = ∇xy −∇yxEn palabras esto lo que nos quiere deir es omo ambia un vetor almoverlo sobre una trayetoria errada, si el vetor no oinide onsigo mismoentones el espaio tiempo no es plano, de manera que Riemannn de�niur-vatura omo un tensor. En lo suesivo nos referiremos a las omponentes deltensor de Riemann aunque nos referiremos a el omo tensor de Riemann. Alanalizar la de�niión del tensor de Riemannn onlleva algunas simetrías lasuales serán menionadas a ontinuaión:Antisimetría frente al interambio entre los dos primeros o los dos últimosíndies:

Rµνγδ = −Rνµγδ = −Rµνδγ (2.20)Simetría respeto al interambio del bloque formado por los dos primerosíndies on el bloque formado por los últimos:
Rµνγδ = Rγδµν (2.21)Como onseuenia de jugar on las tres identidades anteriores viene la iden-tidad de Bianhi:la suma en tres entradas del tensor de urvatura bajo per-mutaión irular se anula

Rµνγδ +Rµγδν +Rµδνγ = 0 (2.22)8



Ahora seguimos en la misma linea y halaremos sobre el tensor de Rii queesta intimamente relaionado on el tensor de Riemannn y que también esuna manera de representar la urvatura de forma tensorial. El tensor de Riise puede de�nir en base al tensor de Riemannn de la siguiente manera:
Rµν = R γ

µγν (2.23)Esta de�niión es úil para sistemás que estan sobre una geometria Riemann-niana y este tensor de�ne totalmente la urvatura para una geometria Rie-mannniana on una dimensión menor a 4 dimensiones, sin embargo ya queestaremos trabajando on geometrias on una dimensión mayor o igual a 4este tensor es una simple ayuda pero no de�ne la urvatura por ompleto.Para mostrar la manera de resoluión de las euaiones de Einstein [3℄resolveremos las euaionespara el vaio utilizando la métria que habíamosenntrado para un espaio tiempo estátio y esferiamente simétrio:
ds2 = −f(r)dt2 + h(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sen2(θ)dφ2 (2.24)tomando esta euaión y reordando la de�niión para el tensor de Riemannny esribiendola de la siguiente forma tendremos que:

R δ
µνγ = ∂µΓ

δ
νγ − ∂νΓ

δ
µγ + Γσ

νγΓ
δ
σµ − Γσ

µγΓ
δ
σν (2.25)Haiendo las operaiones que debemos realizar en base a la métria queutilizamos tenemos que:

R00 =
1

2h
(
f ′

f
)′ +

f ′2

4f 2h
− f ′h′

4h2f
+

f ′

rfh
(2.26)

R11 = − 1

2h
(
f ′

f
)′ − f ′2

4f 2h
+

f ′h′

4h2f
+

h′

rh2
(2.27)

R22 =
1

2
(rfh)−1f ′ +

1

2
(rh2)−1h′ + r−2(1− h−1) (2.28)Además debido a que Gµν = 0 entones Rµν = 0 entones si sumamos R00 +

R11 obtenemos la siguiente euaión:
f ′

rfh
+

h′

rh2
= 0 ⇒ f ′

f
+

h′

h
= 0 (2.29)por lo tanto tenemos que:

[ln f ]′ + [ln h]′ = 0 ⇒ [ln(fh)]′ ⇒ fh = C2
1 (2.30)9



En este aso no se tiene uidado on el heho de que f y h pudieran tomarle valor nulo pues son omponentes métrios.Utilizando la relaión (2.29) y sustituyendola en el valor de R22 y toman-do en uenta que dada la relaión (2.29) tenemos omo onseuenia que laderivada de la omponente métria h sera dada omo h′ = C2
1
f ′

f2 para obtenerasí la siguiente euaión:
R22 = − f ′

2C2
1r

− C2
1f

′

f 2

f 2

2rC4
1

+
1

r2
− f

r2C2
1

= 0 (2.31)multipliando (2.30) por −C2
1r

2 obtenemos:
− f ′

C2
1

− f

rC2
1

+
1

r
= 0 ⇒ rf ′ + f − C2

1 = 0 (2.32)Esta ultima euaión diferenial de f es lineal y de primer orden lo que nospermite enontrar de manera más expliita la forma de f, de resolver (31)obtendremos que:
f = C2

1 +
C2

2

r
(2.33)Sustituyendo la forma de f en R00 y después de un senillo proeso algebraiopero un poo largo (razón por la ual no sera inluida) se obtiene que:

1

C2
1

[C2

r3
+

C2

r3

]

= 0 (2.34)de igual manera sustituyendo en R00 la forma de f y h obtenemos la siguienterelai
−2C2

2C2
1r

3
+

C2

2C2
1r

3
=

C2

C2
1r

3
− C2

C2
1r

3
= 0, (2.35)por lo que la métria puede ser esrita de la siguiente forma:

ds2 = −
(

1 +
k

r

)

dt′2 +
(

1 +
k

r

)

dr2 + r2dΩ2, (2.36)donde k = C2

C2
1
y dt′ = C1dt además utilizamos que:

ĺım
r→∞

f(r) = −(1 + 2φ), (2.37)donde φ es el ampo que produe la fuerza de atraión gravitaional y de lateoría Newtoniana sabemos que φ = GM
r

de manera que C1 = 2GM por lo10



tanto la métria estátia esfériamente simétria se puede esribir omo sigue:
ds2 = −

(

1− 2M

r

)−1

dt′2 +
(

1 +
2M

r

)

dr2 + r2dΩ2 (2.38)Con esto hemos obtenido la soluión exterior para un espaio tiempo tetradi-mensional en el vaio, más adeante expliaremos omo generar la soluión aun espaio tiempo de mayor dimensión.2.4. Invariantes de la urvatura en estos sis-temásUn invariante o esalar es una antidad que no ambia aunque el sis-tema oordenado ambie, estos son de gran importania para el estudio delos fenomenos relativistas puesto que en sistemás omo los que hemos esta-do manejando lo que se observa depende del observador, es o será de granutilidad tener iertos referentes a los uales no les importe el observador, enpoas palabras estos esalares o mejor llamados invariantes son una parteimportante en la relatividad, pues permiten enontrar lo absoluto e invari-ante.Tenemos omo herramienta en estos sistemás algunos invariantes y enespeial nos interesan dos, el esalar de Kretshmann y el esalar de Rii.Comenzaremos por estudiar el esalr de Rii el u'l esta de�nido omo sigue:
R = R µ

µ = gµνRµν (2.39)En poas palabras es la traza del tensor de Rii y este puede funionaromo esalar de urvatura y deirnos en que regiones podemos enontrarsingularidades en el espaio; sin embargo, debemos ser uidadosos uando loempleamos pues tal vez este nos devuelva singularidades debidas a la métri-a on la que fue alulado el esalar y no en realidad a la geometria delespaio-tiempo que estamos analizando, un ejemplo es justamente la solu-ión que aabamos de alular, es deir la del espaio vaio, analaiemosnuevamente el tensor de Einstein Gµν = kTµν pero sabemos que ese no es el�n de la historia pues además:
Gµν = Rµν −

1

2
gµνR (2.40)11



donde R es el esalar de Rii y de donde podemos ver que Rµν − 1
2
gµνR =

kTµν y veamos que pasa si a esta euaión apliamos la métria gµν

gµνRµν −
1

2
gµνgµνR = kgµνTµν (2.41)

R− 4

2
R = kT ⇒ R− 2R = kT (2.42)
T = κR (2.43)de donde vemos que el esalar de Rii debe ser ero aun uando las om-ponentes del tensor no lo sean y que esto no es debido neesariamente a unmal omportamiento de la geomteria del espaio o inluso no signi�a queel espaio sea plano, es por esto que el esalar de Rii debe ser tratado onuidado.El esalar de Kretshmann por otra parte es un poo más ompleto enuanto al número de datos que reive y proporiona, este esalar se de�neomo sigue:

K = RαβγδR
αβγδ (2.44)Como podemos ver en algunos asos omo el que ahora estamos analizandoes un esalar ompuesto por la suma de terminos uadrados al igual que elesalar de Rii este esalar nos die que tan urvo es el espaio, en poaspalabras este esalar requiere para ser ero que el tensor de urvatura seaero pues esto es analogo a que el vetor ero tiene "tamaero, omo vemoseste esalar no depende de otra osa más que la geometria del espaio sinembargo también debe ser analizado pues los omponentes del tensor deurvatura dependen de las oordenadas de la métria en que diho tensor fuemedido y es neesario reonoer las singularidades debidas a la geometria delespaio y las que son debidas a la métria utilizada para desribir el espaio.Para seguir on la idea que hemos venido desarrollando expresaremosahora el esalar de Kretshamann para la soluión de Shwarzhild, el ualqueda omo se muestra a ontinuaión:

K =
1

4

(

−4
(

dΦ
dr

) (

m− r dm
dr

)

+ 4r
(

(dΦ
dr
)2 + d2Φ)

dr2

)

(−r + 2m)
)2

r4
+

+
8(r − 2m))2

(

dΦ
dr

)2

r4
+

8
(

m− r(dm
dr
)
)2

r6
+ 16

m2

r6
(2.45)
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Capítulo 3Espaio Tiempo deReissner-Nördstrom
3.1. La soluión de Reissner- NördstromEn esta seión derivaremos la soluión de Reissner Nördstrom tal y omohiimos para enontrar la soluión de Shwarzhild en el apitulo anterior. Eneste aso el tensor-energía momento será distinto de ero, ya que no estare-mos trabajando en el vaio, esta vez ataaremos un problema ligeramentemás ompliado que sin embargo se resuelve on un proedimiento idéntioal realizado en [9℄. Comenzamos entones por onoer ual es la estruturade lo que diferenia ambos asos, es deir, que partes onformaran al tensorenergía momento que utilizaremos para el eletro-vaio; esto es, un espaioque puede estar en ausenia de materia pero aún as'ontiene ampos ele-tromagnétios que interatuan on el espaio el ejemplo m's ómun es la luzque es irradiada haia el espaio pero sin onsiderar la fuente. Al desarrollarlas euaiones de Einstein aopladas on el tensor de Energía momento deun ampo eletromagnétio nos topamos on un sistema de euaiones querespeto a un sistema de oordenadas arbitrario toma la forma:

Gµν = k[FµρF
ρ

ν − 1

4
gµνFαβF

αβ ] (3.1)
∇αFαβ = 0 ∇[αFβγ] = 0; k = 8πG

c4
(3.2)Con Fµν el tensor de Maxwell y ∇ la derivada ovariante respeto a la métri-a g, además de saber que [ ] denota la antisimetrizaión de los indiesobtenemos que el tensor de energía momento toma la siguiente forma:13



Tµν = FµρF
ρ
ν − 1

4
gµνFαβF

αβ, (3.3)El desarrollo de la forma expliita del tensor de energía momento para eleletro-vaio es en verdad muy interesante e instrutivo al estudiar eletro-magnetismo y relatividad sin embargo el álulo y desarrollo del mismo estafuera de los alanes de esta tesis razón por la ual no se inluye, sin embargopuede ser analizado en [12℄.Regresando a el desarrollo de las soluiones de Reissner Nördstrom asum-imos un espaio estátio on simetria esféria, esto es tomamos la métriaque utilizamos en el apitulo anterior:
ds2 = −f(r)dt2 + g(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sen2 θdφ2; g(r) > 0, f(r) > 0 (3.4)Ahora on la ayuda del tensor de Riemann y el tensor de Einstein estamosen ondiiones de generar las euaiones de ampo que desriban el sistemaque estamos analizando es deir, el eletro-vaio.Comenemos entones por deir de manera explíita omo esta dado eltensor de Maxwell ya habiamos diho en el apitulo anterior omo se expresay que adem's este tensor proviene de un ampo tensorial Aµ y que diho am-po esta ompuesto por un ampo vetorial y un ampo esalar Aµ = (Φ,

−→
A )que sin embargo ya que para el aso que estamos analizando −→A = 0 pues soloexiste ampo elétrio Aµ = (Φ, 0) el tensor de Maxwell esta de�nido omo

Fµν = ∇µAν −∇νAµ en base a esto es posible entones alular el tensor deenergía-momento y además de la estrutura que tiene el tensor de Einsteiny de saber que estamos en un espaio Riemanniano podemos esribir el ten-sor energá-momento omo términos de los omponentes métrios lo mismopodemos haer on el tensor de Maxwell en términos de los omponentesmétrios, por lo tanto F ν
µ toma la siguiente forma:
F

ν
µ =











0 Q(r)
gr2

0 0
Q(r)
fr2

0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0











(3.5)Ya que tenemos el tensor de Maxwell es posible enontrar el tensor deenergía momento que es parte fundamental para enontrar las euaiones deEinstein tal y omo hiimos en el apítulo anterior, aunque en el aso anteriorel tensor Eneregía-momento era igual a ero. El siguiente paso es entones14



enontrar el tensor de Einstein, en base al tensor de Riemann, al haer losálulos orrespondientes obtenemos que los omponentes del tensor de Ein-stein son las siguientes:
G0

0 = −r dg
dr

+ g

r2g2
, (3.6)

G1
1 =

r df
dr

+ f

r2gf
, (3.7)

G2
2 =

1

4

1

rf 2g2

(

2
df

dr
fg − 2

dg

dr
f 2

− dg

dr

df

dr
fr + 2

d2f

dr2
gfr−

(df

dr

)2
gr
) (3.8)

G3
3 = G2

2 (3.9)Ahora si ya tenemos asi todos los álulos hehos, retomamos la euaiónde Einstein Gµν = kTµν veamos que on esta euaión podemos generar unnuevo tensor, llamemosle D tal que este tensor sea igual a ero y sus ompo-nentes deben ser entones Dµν
def
= Gµν − kTµν = 0 y las omponentes de estetensor nos devolvera uatro euaiones, pero esto se vera al esribir el tensoromponente a omponente:

D0
0 = −fr3 dg

dr
+ fr2g +Q2g

fr4g
, (3.10)

D1
1 =

r3 df
dr

+ fr2 +Q2

gr4f
, (3.11)

D2
2 =

1

4

1

r4f 2g2

(

2r3
df

dr
gf − 2r3

dg

dr
f 2 − r4

df

dr

dg

dr
f

+ 2r4
d2f

dr2
gf − r4

(df

dr

)2 − 4Q2fg
)

, (3.12)
D3

3 = D2
2, (3.13)Cada una de estas omponentes debe ser igual a ero pues así de�nimosel tensor Dν

µ de manera que si tomamos la omponente G1
1 = 0 podemosobtener la siguiente relaión: 15



r3
df

dr
= −(fr2 +Q2), (3.14)podemos multipliar por g la expresión anterior y al sumar el resultado onla omponente G0

0 obtenemos que:
gr3

df

dr
− fr3

g

dr
= 0 ⇒ g

df

dr
− f

g

dr
= 0, (3.15)Aqui es importante deir que el término r3 lo podemos operar on suinverso multipliativo pues estamos evitando la singularidad que de alularel tensor de urvatura sabemos que en r = 0 tiene lugar diha singularidad.De la expresión (3.15) tenemos entones que:

d(fg)

dr
= 0 ⇒ gf = cte (3.16)en partiular podemos tomar la onstante unitaria y obtenemos que:
g = f−1 (3.17)De este modo la soluión obtenida nos permite esribir la métria esféria yestátia de la siguiente manera:

ds2 = fdt2 − 1

f
dr2 − r2(dθ2 + sen2 θdφ2) (3.18)A la ual se le onoe omo la métria del agujero negro de Reissner-Nördstrom, más adelante hablaremos por que se le onoe también omo agujero negro.3.2. Horizonte de eventos y singularidades dela urvaturaAntes de introduir la noión de lo que es el horizonte de eventos es re-omndable introduir otro onepto y una idea básia de la relatividad, y esteonepto es el ono de luz. En este momento para �jar ideas utilizaremos elespaio plano y su elemnto de linea arateristio en 4 dimensiones:

ds2 = −c2dt2 + dx2 + y2 + dz2 (3.19)16



Es posible esribir la relaión anterior de la siguiente manera:
ds2 = −c2dt2 + d−→x 2 (3.20)Ahora pongamos esta euaión en el plano artesiano para el ual la lineade absisas representara el espaio R3 mientras que el eje de las ordenadasrepresentara al tiempo, de esta manera tendremos tres posibilidades:
−c2t2 + x2 = 0 (3.21)
−c2t2 + x2 < 0 (3.22)
−c2t2 + x2 > 0 (3.23)La primer opión nos da dos lineas retas omo soluión ct = ±x por lo quedespejando tenemos que x

t
= a este par de retas se le onoe omo ono deluz, donde el origen representa un evento y estas retas representan la veloi-dad a la que la informaión de diho evento llegará hasta un observador. Elsegundo aso nos deja on retas que estan entre el eje de las absisas y lareta del aso 1 es deir fuera del ono de luz y el terer aso son las retasque estan entre el eje de las ordenadas y la reta del aso 1 es deir dentro delono de luz. Como podemos observar los eventos representados por el aso 2son mensajeros que se mueven m's rápido que la luz y resulta que no se hanobservado dihas partiulas, mientras que el aso tres son todos los suesosque ourren dentro del ono de luz, es deir que el observador que emitióla informaión del evento podra interatuar on ualquier evento produidodentro de diho ono.Ahora bien tal pareiera que el onepto de ono de luz es algo arentede signi�ado para lo que se re�ere en la tesis sin embargo nos abre la puertapara expliar de alguna manera lo que es el horizonte de eventos. Siguiendoon la misma línea que hemos utilizado para introduir el onepto de onode luz introduzamos el onepto de horizonte de eventos. Sea p un eventoque ourre para un tiempo arbitrario, a diho evento le orresponde un onode luz y este ono de luz ontiene a todos los puntos o eventos on los que elevento p antes menionado interatuara, esto quiere deir que por ejemplo unevento q se enterar de la ourrenia del evento p y el evento p se enterar de laourrenia del evento q y el limite para los eventos on los que interatuarael evento p es preisamente las lineas t = ±c−1x omo se muestra en la �guraque aparee a ontinuaión. 17



Figura 3.1: [4℄Ahora bien esta es una manera muy intuitiva de ver lo que es el horizontede eventos pues la disusión que aabamos de haer no inluye los eventosque aun no tienen lugar, por lo tanto aun no emiten ningun haz, mientrasque el horizonte de eventos es la barrera que delimita que eventos pueden in-teratuar unos on otros y uales no, esto es dos suesos tales que el tiempopara que el haz de luz de el sueso p interaté on el sueso q es in�nito, loque quiere deir que no importael momento en el que ourre ada sueso, osi uando uno ourre el otro ya lo ha heho o no, nuna interatuaran estonos die que ambos eventos estan aislados uno del otro y no es posible queinterambien informaión uno on el otro. En otras palabras el horizonte deeventos es el punto de no retorno, es deir una vez que ruzas diho horizontenuna más podrás deir lo que viste del otro lado!Demos ahora una de�niión un poo más formal para el horizonte deeventos y avanemos además on la onstruión de un diagrama de Penrose.Un espaio de Minkowski tiene tres signos iguales y uno ontrario demanera que si la omponente métria temporal se de�ne omo negativa sigueumpliendo on ser espaio de Minkowski pero çambia"la oordenada tem-poral por la espaial. Para métrias de espaios tempo on simetrias esfériasy que adem's la omponente métria temporal es el inverso de la espaial sonmuy útiles para onoer malos omportamientos de la métria en algunas re-giones o puntos del espaio, es deir uando la omponente temporal tiendea ser ero la otra tiende a in�nito y vieversa.Deimos que un espaio es geodesiamente inompleto uando desde ualquierpunto de la estrella a la frontera la distania es �nita, es deir, no hay razónpara que de la frontera no podamos extender el espaio. Esta si la anal-izamos a fondo es la noión que dimos para el horizonte de eventos puessiempre podemos seguir avanzando lo que signi�a que el tiempo para reor-18



rer el amino desrito por la geodesia es in�nito.Sea ahora un vetor de Killing dependiente del tiempo,ξ = ∂
∂t

entones
g( ∂

∂t
, ∂
∂t
) = ±f en el espaio de minkowski esto nos da dos retas omo solu-ión que son las del ono de luz. Para onstruir un diagrama de Penrosellamaremos a estas retas futuro in�nito nulo y pasado in�nito nulo, y olo-aremos dos eventos, p y q situados a una distania in�nita uno del otroa estos puntos los llamaremos in�nito espaiales, para ada evento geramossu ono de luz y el rue de ambos nos da omo resultado el diagrama dePenrose- Carter en el espaio plano de Minkowsi este tipo de diagramas sonmuy útiles pues simpli�an la visualizaión del espaio R4 a solo dos dimen-siones (ver �gura lll)y lo hae adem's de una manera m's çompata"pues essenillo loalizar el in�nito espaial y temporal en ambos asos. Generar unDiagrama de Penrose-Carter para ualquier otra métria se hae de la mismamanera que on el espaio plano de Minkowski pero hay que ser uidadososon uales son las super�ies nulas temporales en ada aso. Estos diagramasse pueden extender para los asos n-dimensionales sin embargo no para todalase de métria es posible onstruirlos, pues omo vemos dependen muhode las oordenadas temporales y espaiales y de manera formal lo ierto esque no se die nada a era de todas las omponentes de la métria salvo dela temporal y la radial. Sin embargo para métrias on simetria esferia enn-dimensiones es posible enontrar los diagramas de Penrose pues a �nal deuentas la simetria de las n−2 esferas siempre umple las mismas ondiionesy las singularidades o irregularidades de la métria dependen simplemente o-mo se hae en el aso tetradimensional solo de las omponentes temporalesy radial.Antes de avanzar más es importante a pareer del autor entender lo quese die por agujero negro, para alarar y ejempli�ar esta situaión utilizare-mos la que es la soluión más reurrida y simple que representa uno y queventajosamente ya hemos alulado, esta es la soluión de Shwarzshild,para este aso es ondiión que 1− 2M

r
> 0 para tener una soluión estátia.Notemos que el aso R = 2M es un aso patológio ya que ausa problemaspues la omponente temporal va ero mientras que la radial va a in�nito. Eneste aso el espaio se llama geodesiamente inompleto uando r < 2M porlas razones expliadas anteriormenteal onstruir el diagrama de Penrose esneesario notar que los nulos temporales se dan para r = ±2M además delas que ya son dadas por el ono de luz de los eventos separados por esferasde radio tan grande que tienda a in�nito, lo que genera el siguiente diagramade Penrose-Carter. 19



Entones un agujero negro esta representada por la parte que esta delim-itada por las retas R = ±2M pues estas retas son los horizontes de eventosde la soluión ya que lo que esta en esa región del espaio no se omunia onel esterior y por el heho de que no interambia informaipon on el exteriorsigni�a que una vez dentro nuna saldra nada ni la luz a exepión de laradiaión de Hawking [2℄, ya que preisamente en base a la veloidad de laluz y utilizando a esta omo transmisora de informaión es que se de�nió loque es un horizonte de eventos.Ya que tenemos la soluión de Reissner-Nördstrom onstruyamos el dia-grama de PenroseCarter para esta métria. Para esto primero enontremos elhorizonte de eventos y singularidades de esta soluión así omo alularemosel esalar de urvatura y haremos por primera vez uso de todas las herramien-tas de las uales hemos hablado anteriormente.reordando la soluión de Reissner-Nördstrom:
ds2 = fdt2 − 1

f
dr2 − r2(dθ2 + sen2 θdφ2) (3.24)y de la soluión de las euaiones de ampo sabemos que:

f = 1− 2m

r
+

e2

r2
(3.25)podemos enontrar las las super�ies nulas temporales que al igual que enel aso del agujero negro de Shwarzshild al haer la omponente métriatemporal ero la omponente métria radial tiende a in�nito, entones de laforma de f tenemos que:

r± = m±
√
m2 − e2 (3.26)donde reordamos qu ela soluión de Reissner-Nördsrtom supone arga muypequeña de manera que e2 < m2 y ademas la soluión r− es onoida omo20



soluión interior mientras que r+ es onoida omo soluión exterior y ambassoluiones son eros de la funión f . podemos de esta manera onstruir eldiagrama de Penrose-Carter para la soluión de Reissner-Nördstrom el ualqueda onformado omo se muestra en la �gura que aparee a ontinuaión.

Figura 3.3: [9℄Aquí podemos identi�ar varias regiones del diagrama, vemos que las re-giones III y I son asintotiamente planas mientras que las regiones II y IVtal omo en el ejemplo de la soluión de Shwarzhild tambien representanun agujero negro pues estas regiones estan entre los horizontes de eventos,de manera que las regiones I y III representan la soluión exterior y estasregiones en partiular nos serán de gran utilidad pues esta región es de graninterés uando haemos el aoplamiento entre las geometrias pues la solu-ión exterior representa omo se ve el espaio sin materia solo on ampoeletromagnétio, mientras que la región que representa un agujero negrosera sustituida por un umulo de polvo eletromagetiamente argado y estatendrá omo representaión la soluión de Ruban la ual se disutirá en elapitulo siguiente.
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Capítulo 4La soluión de Ruban
4.1. Soluión de las euaionesLa soluión para polvo inmerso en un ampo eletromagnétiamente ar-gado y utilizando oordenadas omóviles da lugar a la siguiente métria:

ds2 = −eC(r,t)dt2 + eA(r,t)dr2 +R(r, t)dΩ2 (4.1)La soluión de las euaiones de Einstein para polvo elétriamente neutrofueron enontradas por Datt y posteriormente desarrolladas e interpretadaspor Ruban. A lo largo de este apítulo y en lo suesivo haremos uso de unanotaión distinta para las derivadas en la que f,xi india ∂f
∂x1 .En esta oasión no haremos uso de un espaio tiempo estátio, bastaráon que sea un espaio tiempo esfério, esto se ve re�ejado en la forma de lasomponentes métrias que son resultado de una métria esféria, pues vemosque ada una de las omponentes métrias. Por lo tanto las euaiones deEinstein-Maxwell quedan expresadas de la siguiente manera:

Rαβ −
1

2
gαβR =

8πG

c4
ǫuαuβ +

2G

c4

(

F µ
α Fαβ +

1

4
gαβFµνF

µν
) (4.2)

F µν :ν=
4π

c
ρeu

ν (4.3)
F[µν,ρ] = 0 (4.4)donde ǫ es la densidad del polvo, uα es la veloidad del polvo y ρe es ladensidad de la arga elétria. Notemos que de (4.3) obtenemos que:

F 01 = Q(r)
e−

(A+C)
2

R2
(4.5)

Q,r =
4π

c
ρee

A
2 R2, (4.6)23



en donde Q(r) es una funión arbitraria, la ual representa la arga ontenidadentro de la esfera. Ahora las omponentes del tensor de Einstein utilizandola métria (4.1) y el tensor eletromagnétio (4.5) toman la siguiente forma:
G00 =

8πG

c4
ǫeC +

G

c4
Q2

R4
eC , (4.7)

G01 = 0, (4.8)
G11 = −G

c4
Q2

R4
eA (4.9)

G22 =
G

c4
Q2

R4
(4.10)para Gαβ es deir en terminos de las omponentes métrias y el tensor deRiemann se tiene de la siguiente forma:

G00 =
eC

R2
+

R2
,t

R2
+

A,tR,t

R
+ eC−A

(

−
R2

,r

R2
− 2

R,rr

R
+

A,rR,r

R

) (4.11)
G01 = −2

R2
,tr

R2
+

A,tR,r

R
+

R,tC,r

R
(4.12)

G11 =
eA

R2
+

R2
,r

R2
+

C,rR,r

R
+ eC−A

(

−
R2

,t

R2
− 2

R,tt

R
+

C,tR,t

R

) (4.13)
G22 =

1

4
e−C(−ARR,tt + 2RC,tR,t − 2RA,tR,t − R2A2

,t − 2RA,tt) +R2C,tA,t) +
1

4
e−A

(−ARR,rr + 2RC,rR,r − 2RA,rR,r − R2A2
,r − 2RA,rr) +R2C,rA,r) (4.14)de las euaiones (4.2) y (4.4) tenemos que:

(ǫuβ);β = 0 (4.15)
ǫuα

;βu
β = −1

c
ρeF

α
β u

β (4.16)apliando las propiedades anteriores a la métria de Ruban enontramosque:
ǫC,r =

1

2π

QQ,r

R4
(4.17)apliando () a la métria de Ruban nuevamente obtenemos que:

R

2
ǫR2e

A
2 =

G

c4
N,r (4.18)24



donde N,r es una funión arbitraria de integraión, además es posible ver queanalizando las unidades de los álulos hehos hasta el momento de de�nir
N,r esta esta de�nida omo la energía equivalente a la suma o resta de masadentro de la esfera.De (4.6) y (4.18) podemos ver que la razon Q,r

N,r
= ρe

ǫc
esindependiente del tiempo.Usando (4.17) y (4.12) obtenemos de la euaión G01 = 0 lo siguiente:

2e−
A
2 R,tr − e−

A
2 A,rR,r =

2

c

R,t

R2

(ρeQ

ǫ

) (4.19)Es en este paso en el que debemos ser uidadosos en uanto a lo que queremosonseguir a partir de lo que estamos haiendo, es por eso que debemos tomardos de manera separada, el aso R,r = 0 y el aso R,r 6= 0, puesto que on
R,r = 0 la euaión G01 = 0 se redue a C,rR,t = 0 y no sería posible utilizarlapara determinar R,r tal y omo haremos más adelante, entones desde aquipunto trabajaremos solo el aso R,r 6= 0, diho esto seguimos, ya que en laexpresion (4.19) el termino que aparee entre parentesis es independiente deltiempo, esta expresión puede ser integrada omo:

e
A
2 R,r = Γ(r)−

(ρeQ

ǫ

) (4.20)donde Γ es una funión arbitraria de integraion. Usando (4.6) y (4.18) en-ontramos ahora que:
ρeQ

ǫc
=

QQ,r

N,r
= QQ,r (4.21)de esta manera (4.20) toma la siguiente forma:

e
A
2 R,r = Γ(r)− QQ,r

R
(4.22)y entones (4.17) se esribe omo sigue:

C,r = 2
e

A
2

R2
QQ,r (4.23)usando (4.22) y (4.23) para eliminar R,r y C.r de (4.13) e integrando laeuaión G11 obtendremos:

eCR2
,r = Γ2 − 1 +

2M

R
+

Q2

Q2
N

− G

c4
R2 (4.24)25



donde M(r) es una funión arbitraria. Comparando esta euaión on laeuaión de movimiento Newtoniana vemos que Γ2−1
2

juega el rol de funiónde energia E(r).La funión M(r) es la masa efetiva total que junto on Q(r) dirigen a evolu-ion en terminos desriptivos.Con el �n de omparar (4.24) on el limiteNewtoniano la funión Γ2 − 1 es adimensional pero por onsistenia debetener la forma 2
c2

donde epsilon tiene unidades de veloidad al uadrado, onel �n de enontrar el limite Newtoniano de (4.24) multipliamos por c2 yhaemos que c → ∞ denotando el limite Newtoniano por τ para obtener:
R2

,τ = 2ε+
2Gm(r)

R
(4.25)pero la euaión newtoniana de movimiento para el polvo argado en unasimetria esféria es:

r2,τ = 2ε(r) +
2

r

[

GM(r)− ρe(r)

ρµ(r)
Q(r)

] (4.26)donde M(r) es la masa total ontenida en la esfera de radio r, Q(r) esla arga totla denro de la esfera de radio r, ρe es la densidad de arga y ρµes la densidad de masa. Entones M(r) orresponde en el aso newtoniano a
[GM(r)− ρe(r)

ρµ(r)
Q(r)].Para veri�ar la euaión G22 tenemos que enontrar C,t de G11 y A,t dela euaión G01 = 0, después de la euaión (4.22) y derivando respeto a r(4.24) enontramos:

Q(r)Q(r),N

[

− G

c4
ΓN,r + (M(r) +Q(r)Q(r),NΓ),r

]

= 0 (4.27)una soluión para esta euaión es Q,N = 0 es deir una arga total onstante.Sin embargo uando Q(r),N 6= 0

G

c4
ΓN,r = (M(r) +Q(r)Q(r),NΓ),r (4.28)La antidad M(r) ≡ M +Q(r)Q(r),NΓ una forma analoga de la masa new-toniana M(r) de (4.26) esto puede entenderse omo que M(r) es la masagravitaional. Entones en (4.27) Γ determina uanto ree o deree Muando una unidad de masa es agregada o retirada de la fuentes.Las solu-iones on Γ = 0 son onoidas y estas se desarrollan en el trabajo de Datt[5℄.Para �nalizar las euaiónes de Einstein-Maxwell para polvo argado sereduen a un onjunto que de�ne las funiones A(t, r), C(t, r)yR(t, r) de man-era impliita. La soluión se onstruye omo se menionara a ontinuaión:26



1. esoja las funiones N(r), Q(r)yΓ(r) y despues resolver (4.28) para en-ontrar M(r) de heho ya que la oordenada r esta determinada por latransformaión r′ = f(r) donde f es una funión arbitraria, podemosesoger N(r), Q(r)yΓ(r) omo la oordenada radial.2. heho esto exprese e
A
2 mediante R utilizando (4.22)3. el onjunto de euaiones (4.23)-(4.24) de�nen eC y R, resolviendo(4.23) numeriamente para C(t, r) y una ondiion iniial se debe supon-er. Notemos que ahsta ahora C no esta de�nida de manera que seasoluión únia, la oordenada t puede transformarse omo t′ = g(t′) yentones C = C ′′ − 2 ln(g, t′). Usando esto,podemos requerir que en elentro de simetria C(t, rc) = 0.Si Q,N = 0 entones Q = constante es deir ρe = 0 de (4.6). Este es el asode polvo sin arga moviendose en el ampo exterior de una arga onentradaen el origen R = 0.4.2. Interpretaión (Región aotada)Reordemos que la métria que desribe la región que estamos analizando,es deir, polvo elétriamente argado es preisamente la soluión de Ruban.

ds2 = −eC(t,r)dt2 + eA(t, r)dr2 +R2(t, r)dΩ2,Reordemos que esta es una soluión que posee simetría esféria y al analizarsu urvatura omo haremos mdelante, veremos que la métria es singular en
R(t, r) = 0 este aso representa la situai que todo el polvo se enuentraon�nado a un punto así mismo su arga elria,omo sabemos de la teoráde gravitaión Newtoniana y de eletrosátia estas divergenias produto detal on�guraión son divergenias tipo delta de dira δ que preisamente sonel tipo de disontinuidad que se mostrará en la diferenial de linea repre-sentado a partir de la métria; esta situaión es análoga a la que se tieneon el espaio tiempo de Reissner-Nrdstrom para r = 0 sin embargo omoveremos más adelante nos enfoaremos en un aso en partiular que seráuando rRN = R(t, r) = rb = max(r+, r−) omo sabemos de antemano esta27



ondiión evita el aso rb = 0 pues r± 6= 0 lo que permite evitar la singu-laridad que hasta ahora onoemos en el espaio de Ruban además de evitarlas singularidades del espaio de Reisner-Nrdstrom las uales se enuentranpara rRN = r±, 0 mientras que para los demás puntos es aotado, ahora soloqueda hear las soluiones para C(t, r), A(t, r) pero ya que las funiones queaompa dt2 y dr2 son exponeniales el "peligro"para tener una singularidaden la métria es que las funiones A y C no sean aotadas para la región
(t, rb) sin embargo podemos ver que las funiones son aotadas para todoslos valores aotados de r.4.3. Curvatura en el origenHasta este momento ya se disutieron los puntos más importantes a tratarrespeto a la urvatura de un espaio-tiempo, en espei�o, en los dos últimosapitulos ste tema ha sido de ierta importania para el anlisis de la geometríamisma de los espaios-tiempo desritos por las métrias que se trataron, esdeir, la soluión de Shwarzhild y la soluión de Reissner-Nördstrom, y talomo se habló on anterioridad para onoer en su totalidad la manera enque se urva el espaio y las propiedades de diha urvatura así omo lasausas de diha urvatura, es neesario alulat el esalar de Kreshtmann.

K =

(

1

2

C,r

eA
+

2R,r

eAR

)

A,r +
1

2

A2
,t

eC
+

(

−1

2

C,t

eC
+

2R,t

ReC

)

− 1

2

C2
,r

eA

− 2R,rC,r

eAR
− 2R,tC,t

ReC
−

2R2
,t

eAR2
+

A,tt

eC
− C,rr

eA
− 4R,tt

ReC
+

2

R2
(4.29)Podemos analizar esta euaión que nos de�ne la urvatura para el espaiode Ruban y notamos que la urvatura en el origen, depende básiamentede que R(t, r) 6= 0 en r = 0 pues omo podemos ver K es inversamenteproporional a R o a ombinaiones de R(t, r)eC(t,r) o R(t, r)eA(t,r) pero yaque eA(t,r) y eC(t,r) son funiones exponeniales no pueden ser ero, de maneraque la únia manera posible para que K no sea aotada es que no se umpla

R(t, r) 6= 0 en r = 0.
28



Capítulo 5El aoplamiento entre lassoluiones
5.1. Condiiones de aoplamientoLa únia soluión o métria exterior para una distribuión esféria ar-gada es la soluión de Reissner.Nrdstrom. Mientras que la soluión para unasoluión interior argada regularmente y no vaía es deir que existe un �uidoperfeto, no son únias y omo ya se meniono en la introduión han sidoya estudiades muhas de dihas soluiones por muhos y distintos autores.El aso de la ausenia de presión que es el aso en el que nos interesamosnosotros fue analizada en el apitulo uatro pero desarrollada y estudiadapor Ruban [15℄.Tal omo haemos en eletrodinámia, en la teoría gravitaional en oa-siones neesitamos aoplar soluiones de las euaiones de Einstein obtenidasseparadamente para diferentes regiones del espaio-tiempo. A menudo quer-emos determinar si dado una soluión del vaio puede ser interpretada omoel ampo gravitaional exterior de un uerpo para el ual su soluión interiorfue enontrada previamente y diha soluión es distinta.En oaiones nos interesa desribir una super�ie de una distribui mate-ria en el limite entre dos regiones, pero exluiremos este aso. Generalmente,asumimos que no hay singularidadesdel tipo de las que se representan medi-ante una funión de Dira en las omponentes del tensor de urvatura y lahipersuper�ie mediante la ual aoplamos dos métrias es no-nula.Con estas onsideraiones en mente, las omponentes del tensor de Rie-29



mann pueden en el peor de los asos ser disontinuas en la hipersuper�ie.Tenemos que permitir las disontinuidades ya que por ejemplo, la densidadde masa en la super�ie de un uerpo de �uido perfeto, la ual es igual ala omponente T 0
0 del tensor de energía momento en oordenadas omóviles,es distinto de ero en la super�ie y sin embargo es ero en los puntos adya-entes del vaio.Las ondiiones de aoplamiento que utilizamos para tratar el proble-ma al que nos estamos enfrentando son las ondiiones de Darmois, paraexpliar estas ondiiones primeramente hay que pensar en lo que hemosvenido hablando a lo largo de este texto, se tienen dos espaios tiempo M+y M− las uales en prinipio no tienen por que tener o mejor diho estarrepresentadas por las mismas oordenadas podemos de�nir xµ

+ y xµ
− respe-tivamente y además es posible de�nir en ada uno de los espaios tiempoun tensor métrio gµν+ ygµν− respetivamente, además de los espaios tiempoque queremos aoplar es neesario de�nir una super�ie Σ sobre la ual serealizara el aoplamiento pues pensandolo, si es que vamos a aoplar dosesapios tiempo entones debe existir al menos una hipersuper�ie omúna ambos espaios, si la super�ie es únia entones es sobre diha super�-ie sobre la que trabajaremos para ver si ambos espaios estan en realidadaoplados o no de manera físiamente aeptable laro.Como se ilustra en la�gura:Entones las ondiiones de Darmois brindan un método que da restri-iones a las soluiones que desriben ada espaio tiempo de manera que geo-metriamente sea onsistente el aoplamiento las ondiiones de aoplamientode Darmois son:

gµν+ = gµν−
K+

αβ = K−
αβ (5.1)Estas ondiiones son, la primera que la primera y segunda forma fun-damental oinidan en la hiprsuper�ie en que se da el aoplamiento y lasegunda que la segunda forma fundamental de ambos espaios oinida en lahipersuper�ie Σ. Analiemos un poo la informaión que nos da la primeray la segunda forma fundamental para entender la raz usar estas ondiiones,la primer forma fundamental es una n − 1 métria induida sobre Σ+ y Σ−aqui estas hipersuper�ies perteneen a M+ y M− respetivamente y esper-amos que uando se aerquen lo su�iente no exista diferenia entre Σ+ y Σ−de manera que esperamos que la n− 1 métria induida sobre ada hipersu-per�ie oinida ya que uando estan lo su�ientemente era tal que ambas30



super�ies son la misma entones ambas n−1 métrias estan desribiendo lamisma hipersuper�ie solo vista desde distintas regiones por lo tanto ambasson iguales pues desriben lo mismo de manera que la idea de haer oinidirla primer forma fundamental no es para anda desabellada y paree naturalpedir tal ondidión.Ahora la segunda ondiión es haer oinidir la segundaforma fundamental en la que reordemos que la segunda forma fundamentaldepende de la normal nα de Σ.De�niión 5 sea �n = ∇f
|∇f |

on f la euaión parametria de la hipersuper-�ie Σ entones de�nimos la segunda forma fundamental omo:
Kαβ =

1

2
∇[αnβ] (5.2)Dejando un poo las formalidades entendamos un poo más lo que repre-senta y la informaión ontenida en la segunda forma fundamental, la segundaforma fundamental desribe omo va ambiando la normal a lo largo de lahipersuper�ie que estamos estudiando, ya que podemos utilizar la normalunitaria entones la únia variaión que puede sufrir la normal es su direión,entones si la normal unitaria esta variando a l moverse sobre la hipersuper-�ie es por que su direión esta variando. Entones el pedir que la segundaforma fundamental interior y exterior oinidan es algo importante pues sino oiniden es por que la hipersuper�ie no es ontinua que en el aso delaoplamiento quiere deir en poas palabras que la hipersuper�ie interior yla exterior no pueden oinidir, este detalle tiene onseuenias importantespor que entontes la unión de los dos esapaios tiempo que se quieren aoplarno tienen ninguna región en omún y por lo tanto el aoplamiento aree desentido físio y geométrio.5.2. Aoplamiento entre las geometríasPrimeramente transformamos las oordenadas de Reissner-Nrdstrom aoordenadas apropiadas,en este asodihas oordenadas son las omóviles.Para las oordenadas estándar de urvatura esribimos el par (τ, RRN ), eintroduimos el simbolo:

h = 1− 2m

RRN
+

Q2(r)

R2
RN

(5.3)31



y pedimos que en las nuevas oordenadas (t, r) permanezan ortogonales asíque gtr = 0 es deir:
hτ,tτ,r −

1

h
RRN ,tRRN ,r = 0 (5.4)la funión CRN (t, r) es:

eCRN (t,r) = hτ 2,r −
1

h
R2

RN ,t (5.5)Ahora resolvemos (5.4) y (5.5) para τ,r y alulamos
(g11)RN = hτ 2,r −

1

h
RRN

2
,r =

eCRRN
2
,r

heC +R2
RN ,t

(5.6)Este omponente omo podemos ver aún y será determinado por ompletomás adelante. Como τ esta de�nido por la euaión diferenial parial (5.4),sigue admitiendo una funión arbitraria de una variable.Deseamos aoplar el espaio representado por la soluión de Ruban delapítulo 4 on el espaio de Reissner.Nordstrom en una hipersuper�ie de-terminada por r = rb. Requerimos satisfaer las ondiiones de Darmois. Laontinuidad de la primera forma fundamental exige que:
eC(t,rb) = eCRN (t,rb) R(t, rb) = RRN (t, rb) (5.7)La transformaión que mantiene la métria diágonal sigue siendo permitida.Al transformar t mediante t′ =

∫

eα(t)dt, on α(t) = CRN(t, rb) − C(t, rb)satisfaemos la ondiión (5.7) sin alterar la forma de g11 y g01.En la hipersuper�ie r = rb. RRN (t, rb) debe serla misma funión de t que
R(t, rb). En onseuenia.R,t(t, rb) debe ser la misma en ambas metrias, yentones RRN (t, rb) debe satisfaer:

e−CRN (t,rb)R2
RN,t(t, rb) = Γ2 − 1 +

2M(rb)

RRN (t, rb)
− GQ2(rb)

c4R2
RN (t, rb)

(5.8)El vetor unitario normal a la hipersuper�ie r = rb tiene las omponentes:
Xµ = (0, e

−A
2 , 0, 0) =



0,

(

Γ− QQ,N

R

)

R,r
, 0, 0



 (5.9)32



para la métria interior y de (5.5).
Xµ

RN =



0,

√

h+ e−CRNR2
RN,t

RRN,r

, 0, 0



 (5.10)para la soluión de Reissner-Nrdstrom. De la ontinuidad de la segunda for-ma fundamental tenemos R,rX
r|r=rb = RRN,rX

r
RN |r=rb y (eC),rX

r|r=rb =
(eCRN ),rX

r
RN |r=rb la primer ondiión die entones que:

(h+ e−CRNR2
RN,t)r=rb =

(

Γ− QQ,N

R

)2 (5.11)la ual asegura la ontinuidad de g11 = eA através de r = rb, aunque noteníamos que satisfaer esta ondiión.Substituyendo para R2
RN,t de (5.8) y de h de (5.3) y omparando los oe�-ientes obtenemos:

e =

√
G

c2
Q(rb) m = (M +QQ,NΓ)r=rb (5.12)La ontinuidad de la segunda forma fundamental impone una última ondi-ión sobre C,r utilizando (5.4), (5.5) y (5.6), la ondiión es entones

CRN,r
Γ−QQ,N/R

RRN,r
|r=rb = 2

QQ,N

R2
(5.13)Aún no tenemos una expresión para CRN,r y la enontraremos a partir de laseuaiones de ampo. Sabemos que eA es ontinua en r = rb entones pode-mos utilizar (5.9) para ARN(t, rb). Substituyendo esto en (5.11) y tomandola euaión G01 = 0 en r = rb obtenemos el siguiente rsultado.

CRN,r(t, rb) =
2RRN,rQQ,N

R2(Γ−QQ,N/R)
|r=rb, (5.14)lo ual muestra que (5.14) esta ompletemante satisfeha.Entones (5.12) es la únia restriión en la métria de la soluión parapolvo argado por las ondiiones de aoplamiento. la euaión dada para lamasa en (5.12) muestra la onexión entre la masa gravitaional ativa y lamasa efetiva. 33



5.3. polvo argado en oordenadas urvatura ymasa-urvaturaAhora podemos desribir las geometrias que hemos estado analizando me-diante unas oordenadas en las que R(t, r) sea la oordenada radial podemosver que, R,tdr = dR−R,dt tomamos t para que sea una funión de las nuevasoordenadas t = f(τ, R) Entones:
R,rdr = dR− R,r(f,τdτ + f,RdR) (5.15)

dt = f,τdτ + f,RdR (5.16)y las nuevas omponentes métrias quedan entones omo sigue:
gττ =

eCf 2
,τ∆

(

Γ−QQ,N

R

)2 , (5.17)
gτR =

eCf,rfR∆+ fτR,t
(

Γ−QQ,N

R

)2 , (5.18)
gRR =

eCf 2
,R∆− 1 + 2f,RR,t
(

Γ−QQ,N

R

)2 , (5.19)
∆ = 1− 2M

R
+

GQ2

c4R2
, (5.20)donde M esta de�nida en (4.28), notemos que de (5.15) tenemos que latransfomaión es diferente para el polvo que olapsa R,t < 0 y para elpolvo en expansión R,t > 0. La transformaión de (τ, R) a (t, r) inversa-mente a (5.15) es analágo a introduir oordenadas omoviles en la región

r > r+ = m +
√
m2 − e2 en ongruenia on las partiulas que estan radial-mente olapsando o en expansión.Esto puede ahora ser estudiado de dos maneras distintas. una posibilidades esoger las oordenadas de urvatura apropiadas, en las uales gτ,R = 0.sinembargo a esta posibilidad no se la ha podido dar apliaión alguna hastael día de hoy en la literatura existente, aunque resulta instrutivo estudiaresta posibilidad. El otro posible aso de estudio de (5.16) a (5.18) se es-oge de manera que M sea la nueva oordenada τ . Estas oordenadas masa-uravatura. Las super�ies M = constante son tipo temporal. Ya que M,34



Q, Γ y N dependen solamente de r en las oordenadas originales tenemos
Q = Q(M), Γ = Γ(M) y N = N(M). Las matries Jaobianas de las trans-formaiones (t, r) → (M, R) son:

∂(t, r)

∂(M, R)
=

[

f,M, f,R
r,M, r,R

]

∂(M, R)

∂(t, r)
=

[

0 M,r

R,t, R,r

]

, (5.21)Las matries deben ser inversas una a la otra.
f,M = − R,r

R,tM,r
, f,r = 1/R,t r,M = 1/M,r r,R = 0, (5.22)en las oordenadas (x0, xi)

def
= (M,R) el ampo de veloidades sigue teniendouna sola omponente ovariante:

uR = ±

√

Γ2 − 1 +
2M

R
+

Q2(Q2
,N −G/c4)

R2
− 1

3
ΛR2 (5.23)Ahora de�nimos las siguientes antidades:

u
def
= Γ−QQ,N/R, (5.24)

eC/2/uf,M
def
= F (M, R) (5.25)utilizando (4.5), (4.6), (4.18), (4.21), (4.28) y (5.23)

GMM = F 2∆ gMR = Fu/uR gRR = 1/(uR)2, (5.26)mientras que las euaiones (5.15) y (5.16) simpli�an a dr = dM/M,r y
dt = (−R,rdM/M,r + dR)/R,t. La funión F (M, R) puede der enontradaa partir de las euaiones de ampo.utilizando (5.22), (5.23) y (5.25) enontramos el únio omponente no ero deltensor eletromagnétio el ual oordenadas (M, R) se expresa omo sigue:

FMR = −FRM =
Q

FR2
, FMR = −FRM =

−FQ

R2
(5.27)de las euaiones (5.20) y (5.23) enontramos para la densidad de argay le densidad de energá toman la forma:

4πρǫ
c

= − Q,M

R2FuR
, κǫ = − 2

ΓR2FuR
. (5.28)35



Reordando que las oordenadas (M, R) ubren solamente la región en laual R,t se mantiene postivo o negativo Como se muestra en (5.22) y (5.25),
F ambia de signo uando R,t lo hae y también uR = e

−C
2 R,t, entones FuRpreserva su signo uando olapsa o se expande. Esto será importante m'pastarde uando alulemos F . Ahora de F (M, R) es la únia funión desono-ida, la ual enontraremos más tarde.

uM = uF, uR = 1/uR, (5.29)
gMM = − 1

(FuR)2
, gMR =

u

FuR
, gRR = −∆. (5.30)En las oordenadas (M, R) la euaión (4.28) queda de la siguiente manera:

(GΓ/c4)N,M = 1 (5.31)The funtion F puede ser enontrada de (4.16). Utilizando (4.21) para obten-er:
F,R = −

uR
,M

u(uR)2
. (5.32)Usando (5.24) y (5.31) transformamos (5.32) a:

F,R = − 1

(uR(M, R))3

{

Γ,M +
1

RΓ

[

1− c4

G
(Q2

,N +QQ,NN)

]}

. (5.33)5.4. La evoluión de polvo argado en oorde-nadas masa-urvaturaEn las oordenadas masa-urvatura es fáil de resolver la euaión deevoluión dR
ds

= uR. En esta oasión podemos utilizar un método que pre-viene las singularidades de Big Bang o Big Crunh.Tomamos l = 1 para la expansión y l = −1 para la ontraión, de�nimoslos siguientes elementos:
2E

def
= Γ2 − 1 Φ

def
=

Q2(Q2
,N − G

c4
)

2E
(5.34)para obtener de (5.23) que:

dR

ds
= l

√
2E +

2M

R
+

2EΦ

R2
(5.35)36



La integral es diferente para ada signo de E, y para E0 hay varios sub-asos, dependiendo de los valores de Φ y M ; Φ < 0 orresponde on el aso
Q2

,N < G
c4
. Con Φ = 0 las soluiones son las mismas que en el modelo deL-T [6℄, mientras que, si Q 6= 0 la masa efetiva M sigue ontenida en unaontribuión de las argas. Con E 6= 0 se tiene la manera más onvenientede representar R(s) mediante la formula paramétria (R(ω), s(ω)).Con E > 0 y Φ < M2

4E2 la soluión es:
R = l

√

M2

4E2
− Φcoshω − M

2E

s =
l√
2E

(
√

M2

4E2
− Φ sinhω − M

2E
ω

) (5.36)Como veremos más adelante las grá�as muestran d se enuentran las sin-gularidades de urvatura, pues sen donde la funira R(s) se va a ero lo quetendrá omo onseuenia que el esalar de urvatura K sea no aotado. Aontinuaión mostramos las grá�as de R en terminos de s, antes haemosla alaraión de que las grá�as que se muestran son aquellos que dan lugara singularidades, estos asos son produto de los distintos valores aeptadosde M , l y Φ.

Figura 5.1: para l = −1, M < 0,Φ > 037



Figura 5.2: para l = 1, M > 0, Φ < 0

Figura 5.3: para l = 1, M > 0,Φ = 0Como ya vimos para la forma que de�ne a R tenemos que esta soluión de-pende de el oiente M
2M

de manera que entones es bueno preguntarnos siexisten soluiones uando E = 0 = M la soluión existe uniamente uando
Q,N < G

c4
y entones la forma de R toma la siguiente forma:

R =

√

2l|Q|
√

Q2
,N − G

c4
[s] (5.37)La ual tiene siempre una singularidad. Una grá�a tiene una forma sim-ilar a la urva que aparee en la �gura anterior. Cuando E < 0, una soluiónexiste solo on Φ < M2

4E2 y diha soluió es la que se muestra:
R = −M

2E
−
√

M2

4E2
− Φcosω − M

2E

s =
l

sqrt2E

(
√

M2

4E2
− Φsinhω − M

2E

) (5.38)38



Para esta solui'0n solo mostraremos el aso que no es singular, pues paraesta forma de R(s) existe solo una ombinaión de los valores de M , Φ y lque es no singular.
Figura 5.4: para l = 1, M > 0, Φ = 0Vemos que en onordania on lo que se ve en la grá�a esta soluión esdel tipo periódia y el periodo de diha soluión es T = 2πM

(−2E)
3
2
. Algo intere-sante que es neesaro marar en todos los asos es que si nos damos uentaestas formas que hemos enontrado omo soluira R son periódias u osila-torias lo ual es muy interesante pues vemos que el radio de la hipersuper�iedonde se aoplan las geometrias es variable.5.5. GeneralizaiónEs momento de haer una generalizaión a algunos de los temas que hemosvenido estudiando a lo largo de la tesis, para esto solo queremos responderuna pregunta, si el espaio no fuese tetradimensional, se umplen las mismasondiiones de regularidad?. Podemos primero generalizar ambas métrias.Así que podemos generalizar las métrias (3.18) y (4.1) a sabiendas de queestamos en un espaio esfério, pensemos en que la generalizaión de estasmétrias a n-dimensiones no es más que a una esfera de dimensión n-2 agre-gar dos dimensiones más, el espaio radial y el temporal, veamos que estonos permite tener un espaio de n-dimensiones. Entones generaliemos lamétria que desribe un espaio esfério n-dimensional:

ds2 = −f(t, r)dt2 + h(t, r)dr2 +R2(t, r)dΩ2
n−2 (5.39)Donde el diferenial dΩn−2 representa preisamente una esfera unitaria n-2dimensional de la ual estabamos hablando anteriormente.39



Entones podemos esribir las soluiones de Ruban y de Reissner-Nördstromgeneralizadas de la siguiente manera:
ds2 = −1

f̂
dt2 + f̂dr2 + r2dΩ2

n−2 (5.40)
dŝ2 = −eC(t̂,r̂)dt2 + eA(t̂,r̂)dr2 +R2(t̂, r̂)dΩ2

n−2, (5.41)utilizamos las oordenadas (t̂, r̂) para difereniarlas de las oordenadas (t, r)ya que en prinipio no tienen por que ser las mismas oordenadas aún uandorepresentan osas similares.También identi�amos f̂ que es el ango de f de la métria (3.18). Estonos será muy útil para lo que haremos a ontinuaión puesto que, de auerdoa la relaión (2.1) nos es posible enontrar las euaiones de ampo utilizandoel mismo proeso que el utilizado en el apitulo II para enontrar la soluiónde Shwarzhild [2℄. Esto pues en el apitulo II tratamos que la euaión deEinstein esta de�nida para atuar sobre ualquier métria sin importar sudimensión.Tal y omo se hizo para enontrar la soluión de Ruban y de Reissner-Nördstrom podemos exresar la euaión de Einstein para el aso generalizadoel ual se verá de la siguiente manera:
G ν

µ = kǫuµuν +
k

4π
[F µ

α Fαβ −
gµνF

4
] (5.42)Es posible entones ahora que hemos de�nido la métria n-dimensional de-sribir el tensor de Einstein o mejor diho sus omponentes:

G t
t = (n− 2)

(

(n− 3)R2
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− 1

2
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− 1

2
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R2e2C
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(eA),tR,t
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− R,rr

ReA
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) (5.43)
G r
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R,r(e
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Re2A
+
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− 2R,tr
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) (5.44)
G r
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(
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−
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) (5.45)40



G i
i =

(n− 4)(n− 3)R2
,r

2eAR2
+

(

(n− 3)(eC,r)

2ReA+C
− (n− 3)(eA),r

2Re2A

)

R,r+

(

(n− 3)(eC,t )

2Re2C
− (n− 3)(eA),t

2Re2A + C

)

R,t −
(eC),r
4eA+2C

− (eC),r(e
A),r

4eCe2A
+

(eA),t(e
C),t

4e2CeA
+

(eA)2,t
eCe2A

+
(n− 3)R,rr

ReA
− (n− 3)R,tt

ReC
+

(eC),rr
2eC+A

−

− (eA),tt
2eC+A

− (n− 4)(n− 3)

R2
; i = 3, 4...nComo podemos apreiar al haer una omparaión on la métria de ruban4-dimensional las euaiones no se ven afetadas sustanialmente, al menosen uanto a las posibles singularidades que puedan exisitir para las euaionesde Einstein. Tal es el aso de la euaión (5.43) de la que podemos observarque salvo el fator (n−2) es idéntio a (4.12) y esto es muy importante puesnos permite omenzar a anlizar el tensor Tµν el ual mediante las euaiones(3.1) y (3.2) se puede observar que debe ser ero en su omponente T01 estodebido a (5.43)De las estruturas de als uales ya hablamos previamente podemos en-tones esribir als euaiones de Einstein para el aso generalizado:

T t
t = k[

F

4
− 4ǫ− F 2

01], (5.46)
T t
r = 0, (5.47)
T r
r = k[−F

4
− F 2

01], (5.48)
T θ
θ = −kF

4
, (5.49)Donde F = − 2Q2

R2(n−2)(t,r)
de donde podemos ver que F = −2F 2

01 on F01 laomponente que prevalee del tensor de Maxwell de�nida en (3.5).Ahora tal y omo hiimos en el apitulo III podemos enontrar la formade f̂ a partir de las euaiones de ampo que para la métria (5.40) toma la41



siguiente forma:
f̂ = 1− 2m

rn−3
+

Q2

r2(n−3)
(5.50)

De donde podemos ver que es exatamente la misma forma que habiamosenotado anteriormente en el apitulo III para n = 4.Mientras tanto para la métria de Ruban[15℄ n-dimensional tenemos queseguimos on el mismo problema que el que tuvimos en el apitulo IV esdeir enontrar las mismas funiones C(t, r), A(t, r) y R(t, r) que son las quequeremos onoer para tener bien de�nida la métria aunque en el transursode enontrarlas debmos enontrar otras funiones omo Γ y N que son hastaierto punto auxiliares. Pero para fortuna de nuetra labor el algoritmo dadoen el apitulo IV para enontrar dihas funiones sigue siendo válido. El he-ho de que al apliar el algoritmo enontremos que la funión ,r = 2
QQ,N

πR2(n−2)nos permite haer notar la que es una propiedad muy hermosa e interesantey es que podemos ver que la R(t, r) del aso generalizado se puede expresarmediante una transformaión omo R → Rn−2 veremos más adelante que es-ta transformaión es muy bella pues pude alterar la forma de R sin embargopreserva los eros de la funión que son de vital importania para el analisisde la métria que estamos realizando.Existe una impliaión aún más fuerte y es que omo sabemos omen-zamos a analizar la métria partiendo de que onoemos la geometría delespaio, así omo las fuentes es deir Q, Φ y M entones ya que la general-izaión de Ruban, no es más aumentar la dimensión de una esfera unitariavemos que todo se redue a un espaio bidimensional on euaiones biende�nidas para R, C y A así omo para las fuentes y la geometrá.Ahora bien, para una métria esféria n-dimensional es posible alular suesalar de urvatura, en partiular para la soluión de Ruban n-dimensional42



es posible umplir tal propósito.
K =

1

4e4Ce4A
(−2(eC),rre
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C),re
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e3(A+C)R2
(5.51)Como podemos ver el heho de que el último término de K sea (5.43) nospermite de�nir el esalr de Krtshmann omo suma de terminos uadratiospositivos. Aunque K el esalar de urvatura resulto on una forma algo antiestétia nos brinda muha informaión y de vital importania, vemos porejemplo que nuevamente el esalar sería una funión no aotada para losasos en que eA y eC se hagan nulos pero omo ya dijimos en el apitulo Vesto nuna suede pues son funiones exponeniales de valores aotados de

r, pues omo ya se dijo en el apitulo IV r ∈ (0, rb). Así que la singularidadse oloara nuevamente uando R(t, r) = 0 lo ual podría haber ambiadopero el heho de que no lo hiiera nos failita aún más el amino, puesto queotra vez basta solo on onoer R(s) para saber si R es nulo en algún puntoy por onseuenia los puntos en que el esalar de urvatura es singular.Podemos haer para �jar ideas el gá�o de una de las situaiones quetuvo mayor alane en la tesis y es el aso en que la soluión de R osilaba,vemos que para n = 6 la grá�a onserva la misma forma pero se hae unpoo más anha:

Figura 5.5: para l = 1, M > 0, Φ = 043



Otro aso que podemos analizar es para n = 6 el ual se presenta a ontin-uaión:

Figura 5.6: para l = 1, M > 0, Φ < 0

Figura 5.7: para l = 1, M > 0, Φ < 0Donde podemos observar que la forma de R ambia sin embargo su om-portamiento no, a exepión de que dependiendo de si n es par o impar lagrá�a será siempre positiva o tendra parte positiva y negativa.
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Capítulo 6ConlusionesHemos mostrado a lo largo de la tesis que son onsistentes al menos enel maro de la relatividad general la exixtenia de dimensiones extras lo ualapoya y da un poo más de solidez a las terorías físias que inluyen dimen-siones extra en su trabajo y atuar.Se ha mostrado un ,buen método para tratar los problemas en la fron-tera en el aoplamiento, vemos en el trabajo que las dimensiones extras noafetan el omportamiento de las interaiones entre las geometrias desritaspor el espaio tiempo de Ruban [℄ y el espaio tiempo de Reissner- Nördstrompues las dimensiones extra en espaios esfériamente simétrios se ven omoesferas unitarias de dimensión n-2 esto da lugar a algunas analogías intere-santes y es que si vemos omo se modi�an las osas en la frontera durante elaoplamiento para las esferas unitarias de dimensión n es que esto a lo máspuede generar movimientos omo los del rotaión pero no de traslaión y alanalizar las euaiones de aoplamiento vemos que estas se verían afetadassolo por movimientos de traslaión.Otro aspeto interesante de menionar es el heho de que la soulión Rpueda ser variable inluso en la forntera siendo que el espaio exterior es unespaio-tiempo estátio.Para �nalizar hay aún muhas propiedades interesantes que el estudio deespaios tiempo en dimensiones extra nos puede dar e inluso los ambioso falta de ellos que puede revelar el estudiar otros proesos en dimensionesextra, por ejemplo el analizar a detalle que pasaría uando el espaio interiores una estrella real y no solo polvo eletriamente argado.
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