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Presentacion

Este trabajo tiene que ver con el estudio de temas tipicos de la Geometria Mo-
derna y, durante su desarrollo, se destacan las acciones sustanciales en el proceso
de resolucién de problemas y se remarca cémo el uso del software dinamico puede
contribuir al entendimiento y solucién de problemas geométricos que involucran

los conceptos de variacion, tangencia, eje radical e inversion.

En el Capitulo 1 se dedica al establecimiento del problema de investigacién, los
objetivos y metas de este trabajo. El Capitulo 2 contiene una revision de literatura

relacionada con los tépicos que respaldan el estudio que se ha realizado.

El Capitulo 3 es la parte central del trabajo; estd dedicado al estudio de los
problemas geométricos que hemos seleccionado con la intensién de cubrir los con-
tenidos correspondientes al nivel superior, en una escuela de ciencias. En todos
ellos resaltamos aspectos historicos, la potencia y aplicabilidad de los resultados
y destacamos la convivencia de la combinacién del uso de estrategias heuristicas

y recursos matematicos en la solucién de los mismos.

Finalmente, el Capitulo 4 se dedica a presentar las conclusiones del trabajo. En
la presentacion de los problemas del Capitulo 3, enunciados como Teoremas, se
utilizan, de manera central, las nociones de variacion, cuadrilateros ciclicos, eje

radical e inversion.



El Teorema 3.1 corresponde a un problema que nos muestra resultados importan-
tes que se relacionan con el area de un triangulo en funcién del semi perimetro, la
relaciéon existente entre el radio del incirculo y los radios de los excirculos; y con
las alturas. Asi mismo, de manera inmediata se pueden obtener los ejes radicales
de las tres parejas de circunferencias formadas por la inscrita y a cada una de las

excritas.

Los que siguen corresponden a problemas de importancia historica, que fueron

planteados por distinguidos matematicos en los siglos XVIII y XIX.

El Teorema 3.2 se debe, al parecer, al gran matemético Euler (1707-1783), quien
fue el primero en abordar este problema y establecer la Circunferencia de los nue-
ve puntos. Sin embargo, aunque no se le atribuye, casi siempre se hace referencia

a Karl Feuerbach (1804-1872) en relacién a esta circunferencia.

En 1765 Euler demuestra que una circunferencia pasa por nueve puntos nota-
bles: el punto medio de cada lado del tridngulo, los pies de las alturas, los puntos

medios de los segmentos determinados por el ortocentro y los vértices del triangulo.

El Teorema 3.3 corresponde a un problema que ha sido considerado por no pocos
matematicos, como una verdadera joya de la Geometria moderna del siglo X1X,
y se debe a Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834) cuyo enunciado afirma que: la
circunferencia de nueve puntos es tangente a otras cuatro circunferencias: la ins-

crita al tridngulo y las tres excritas.

El Teorema 3.4 también corresponde a un problema de importancia historica, que
aborda una aspiracién que el hombre tenia desde la antigiiedad, la cual consiste en

trazar una linea recta sin regla; o bien, trazar una circunferencia sin usar compds.



Dicho problema fue resuelto hasta 1864 por el matematico Charles Nicolas Peau-
cellier (1832-1913), quien disené un mecanismo articulado que resulté muy 1til
para el correcto funcionamiento de la maquina de vapor; dicho mecanismo permite

transformar una circunferencia (o un arco) en una recta (o segmento), y viceversa.

Interesa mostrar que estos problemas implican conceptos mateméaticos fundamen-
tales y durante el desarrollo de su solucién, resaltamos trazos, heuristicas, y uso
de recursos matematicos. Asi mismo, destacamos la potencia que tiene el uso
del software dindmico para que, quien lo necesite, acceda al problema y realice

acciones, con sentido, que tienden a la solucion.
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Capitulo 1

Problema de Investigacion

1.1. Introducciéon

En esta tesis se estudian problemas de Geometria Moderna y se analiza la in-
corporacion del software dindmico Cabri Géometre como un medio que facilita
su visualizacion y puede contribuir al andlisis y soluciéon de los mismos. Duran-
te el desarrollo de los problemas, se procura crear un espacio de reflexién que
permita valorar dificultades, explicar estrategias heuristicas y usar los recursos
matematicos que proporciona ésta area de la geometria para justificar la solucién
o demostracion del teorema enunciado.

Tres de los problemas estan relacionados con el tridngulo, uno de los cuales es
considerado como una de las joyas de la Geometria Moderna; el Teorema de Feuer-
bach.

La Geometria Moderna es la Geometria que se desarrolla es la Geometria que se
desarrolla durante la época moderna (Fines del siglo XV y principios del siglo
XIX), en la que se incorpora a la Geometria Euclidiana (Shively, 1997, pp. 13-18;
Eves, 1985, pp. 64-73):

a) Los segmentos y dangulos dirigidos;
b) La nocién de correspondencia biunivoca entre, por ejemplo, las rectas que

2
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pasan por un punto que no pertenece a una recta y los puntos de interseccion

con las misma;
c¢) La existencia de puntos y lineas al infinito; y.

d) La combinacién de métodos sintéticos y analiticos.

Se espera que este trabajo permita al lector adquirir una visién de la Geometria

Moderna donde se destaque:

i) El razonamiento matemadtico, mas que procedimientos de simple memoriza-

cion.

ii) La formulacién de conjeturas, la aplicacién de heuristicas y la resolucién de

problemas, descartando el énfasis en la biisqueda mecéanica de respuestas.

iii) La conexién entre ideas mateméticas y sus aplicaciones, en contra de la
visién de las matematicas como un cuerpo aislado de conceptos y procedi-

mientos.

iv) La conveniencia de usar apropiadamente el software dindmico para potenciar
el aprendizaje de los estudiantes pues, por ejemplo, con un movimiento del
raton, se cubren un gran nimero de casos particulares; contribuyendo asi al

desarrollo de la intuicién y a un mejor entendimiento de los problemas.

En este sentido, nos parece que los recursos tecnolégicos en el &mbito escolar deben
usarse de manera amplia y responsable, con el fin de enriquecer el aprendizaje

matematico

1.2. Caracter de la investigacion.

Esta investigacion es de caracter documental y de desarrollo de soluciones de los

problemas propuestos. Es documental porque retine problemas que se encuentran
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en la literatura relacionada con dos ramas bésicas de la Geometria: Geometria

Euclidiana y Geometria Moderna.

Es de desarrollo porque en el proceso de solucién que hemos elegido, se analiza
cada problema y se detectan unas dificultades, para luego implementar acciones
que contribuyen a la solucién, como realizar trazos, hacer sustituciones, subdividir
el problema, aplicar recursos matematicos, etc., lo cual puede hacerse con lapiz y
papel pero, a veces, las dificultades siguen estando presentes o no estamos conven-
cidos porque no hemos visualizado completamente la solucion; es aqui donde el
uso del software dindmico puede ayudarnos en disminuir el tiempo que requerimos
para entender el problema o para realizar algin trazo faltante o para visualizar

un aspecto importante para la solucién de los problemas.

Ahora bien, en este contexto, los resultados en el aprendizaje de las matematicas
dependen de una serie de factores que intervienen en el sistema educativo: (1) el

curriculum, (2) la organizacion escolar, (3) el tipo de ensenanza, entre otros.

El curriculum incluye la estructuracion de las asignaturas, los programas de es-
tudio y sus objetivos; la organizacién escolar tiene que ver con la disposicién de
las instituciones por atender problemas educativos. En estos dos primeros factores
también se incluyen cuestiones politicas como el caracter de las decisiones que se
toman en los niveles cupulares y que, la mayoria de las veces, no tienen que ver

con el proceso de ensenanza y aprendizaje.

En el tipo de ensenanza que el profesor desarrolla en el salén de clases, tiene que
ver con el papel que juegan tanto el profesor como los estudiantes durante las
sesiones de clase.

Algunos de estos factores estan estrechamente interrelacionados.
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El tercer punto merece especial atencion, puesto que es sobre el que tenemos
la posibilidad de incidir los interesados en la ensenanza y aprendizaje de las ma-
tematicas. La educacién en general y la educacién matemaética en particular tienen
como proposito principal, formar ciudadanos educados, reflexivos, constructivos y
comprometidos, con la idea de que su conocimiento les permita resolver los pro-

blemas que se les presentan en su trabajo y la vida cotidiana.

Ademas, en la geometria escolar se tiene la oportunidad de involucrar a los es-
tudiantes en la resolucion de problemas y de plantearlos en diferentes contextos,
tanto los referentes a las propiedades de las figuras y sus relaciones de posiciéon en
el plano y en el espacio, como a las transformaciones geométricas y a las medidas

de areas y volumenes.

En este contexto, es conveniente ensenar geometria con mayor énfasis en las cons-
trucciones y transformaciones geométricas, mostrar la potencia de sus métodos y
resultados, asi como su vinculacién con las ciencias naturales; no solo basandose
en métodos analiticos, sino también intentando, resolver los problemas geométri-

cos de manera grafica, cuando las soluciones lo permitan.

Ademas, acompanar la resoluciéon de problemas geométricos con una discusién
sobre el uso de recursos algebraicos también puede conducir a una mayor com-
prension y significacién de los resultados, pues la intuicién y la comprensién ma-
tematica requieren ser cultivadas y estimuladas desde diferentes angulos; de ahi la
importancia de combinar simultaneamente el uso de recursos graficos y el len-
guaje algebraico. Las transformaciones de igualdad (traslaciones, simetrias, giros)
proporcionan sugestivos ejemplos, para pasar después a las transformaciones de se-
mejanza (homotecias y semejanzas). Los problemas de construcciones geométricos
pueden no solo aclarar estos conocimientos, sino también estimular la creatividad

y la imaginacion.
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Escolarmente, la geometria del espacio requiere mayor atencién en todos los ni-
veles educativos y, en las escuelas de ciencias, deberia profundizarse mas en otras
transformaciones geométricas como las afines, las proyectivas y la de inversion;

con una introducciéon a los sistemas de representacion.

Asi la interaccion de los estudiantes con estos problemas, ya sea mediante lapiz y
papel o con el uso de la tecnologia (computadora con software dindmico) puede
contribuir a la evolucién de los ciclos de entendimiento de las nociones y concep-
tos involucrados (Lesh, et al. 2000); es decir, las representaciones externas que
manifiesta un sujeto depende de la existencia de representaciones internas en él
que, a su vez, se van modificando por el uso de las externas, originando ciclos que
van evolucionando hacia la conformacion de nuevas estructuras de conocimiento.
De esta manera, existe el reconocimiento de que asi se origina un aprendizaje que

va mas alla de conocimientos adquiridos memoristicamente.

1.3. Planteamiento del problema

La formulacién y resolucién de problemas matemaéticos es una actividad que ha
caracterizado al hombre desde la antigiiedad. En este sentido, Polya (1945) esta-
blece que la resolucién de problemas es una actividad inherentemente humana, que
ha contribuido al desarrollo del conocimiento matematico. En diferentes épocas el
hombre se ha planteado problemas matematicos en diversas areas y de distintos
grados de dificultad; en algunos casos los matemaéticos tardaron siglos en resol-

verlos o en justificar por qué no se pueden resolver.

Como ya mencionamos, en este trabajo abordaremos cuatro problemas de Geo-
metria moderna y una de las preocupaciones que estuvo latente durante su desa-

rrollo, es hacer un tratamiento serio de los contenidos matematicos, sin privilegiar
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argumentos tedricos o procedimentales, intentando ubicarlo en el justo equilibrio.
Ademas, se pretende alejar esta tesis de la tendencia ingenua de atribuir virtudes
a la tecnologia con el sentido de sustituir el razonamiento y las explicaciones que

puede dar el profesor en el proceso de ensenanza y aprendizaje.

Es decir, en este trabajo abordamos los contenidos mateméaticos y ubicamos al
uso de la tecnologia como un recurso que puede facilitar la ensenanza y el apren-
dizaje de las matematicas, pero que no sustituye los procesos cognitivos que,
forzosamente, deben realizarse. Una pregunta ambiciosa que podria uno intentar

entender es la siguiente:

. Como influye el uso del software dinamico en el entendimiento y

solucion de problemas tipicos de la Geometria Moderna?

De esta manera, serd este el problema que guie nuestra investigacion, con el fin de
tratar de entender que sucede, aclarando que no se dara una respuesta especifica

a dicha pregunta.

1.4. Objetivos y metas de la tesis

El rigor y la precisién son tan esenciales para las mateméticas como la experimen-
tacion lo es para el resto de las ciencias; en gran medida, éstas son las razones que
justifican y dan credibilidad a los métodos y resultados derivados de los proce-
dimientos utilizados en matematicas. Ahora bien, en problemas donde aparece el
concepto de inversion, es importante que quien los estudie combine aspectos for-
males e intuitivos, y considere que la “experimentacion” que pueden proporcionar
los medios tecnologicos, permite explorar un sin nimero de casos, con un simple

movimiento del ratén, imposible de realizar con lapiz y papel.

Los objetivos y metas de esta tesis, al desarrollar los problemas seleccionados, son:
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Objetivos:

1. Analizar los conceptos geométricos involucrados e identificar las heuristicas
y el uso de recursos que intervienen en la soluciéon o demostracion de los

teoremas.

2. Mostrar el potencial que proporciona el software dindmico Cabri Géometre
para explorar y desarrollar ideas matematicas que fomentan la visualizacion,

contribuyendo asf a la resolucién de los problemas.

Metas:

Analizar, desarrollar y justificar la soluciéon de los cuatro problemas selecciona-
dos, enunciados como teoremas, incorporando el uso del software dinamico en su

estudio. Los problemas son:

1. Problemas derivados de la relacion entre la circunferencia inscrita y las cir-

cunferencias excritas.
2. Teorema de la Circunferencia de los nueve puntos.
3. Teorema de Feuerbach.

4. Teorema de la Celda de Peaucellier.

1.5. Preguntas que guian el desarrollo de esta
tesis

Las preguntas que guian el desarrollo de esta tesis, las cuales nos serviran para

responder nuestro problema, son:
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1. ;Qué tipo de procesos heuristicos y como se usan los recursos matematicos

en la resolucion de problemas de Geometria Moderna?

2. (Cudles son los conceptos fundamentales que estan involucrados en los pro-

blemas tipicos de la Geometria Moderna?

3. Cdémo contribuye el uso de software dindmico Cabri Géometre en el estudio

de problemas de Geometria Moderna?



Capitulo 2

Revision de Literatura

2.1. Resolucion de problemas

Diferentes propuestas curriculares y de investigacién identifican a la resolucion de
problemas como una actividad importante para el aprendizaje de las matematicas
(Schoenfeld, 1992; Alarcén, 1994; Santos, 2007; NCTM, 2000). Dichas propues-
tas senalan que aprender matematicas va mas alld de memorizar un conjunto de
definiciones, algoritmos y técnicas para resolver problemas rutinarios. Resolver
un problema permite formular constantemente preguntas, utilizar distintas repre-
sentaciones, buscar relaciones y formas de sustentarlas, asi como la necesidad de
comunicar resultados y la reconstruccion individual del problema; ya que, con fre-
cuencia, uno hace pausas, reflexiona y a veces hasta puede ser que ejecute pasos

novedosos que tienden a la solucién.

Actualmente existe el reconocimiento de que la resolucién de problemas plantea
demasiadas exigencias tanto para el estudiante que intenta aprender a resolverlos,
como para el profesor que se empena en ensenar el proceso de resolucion; quizés
esta sea una de las razones por las que el aprendizaje de las matematicas, de

ciertos niveles o dreas, representa dificultades insuperables para la mayoria de las

10
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personas.

En este contexto Polya (1945), preocupado por el acostumbrado fracaso de sus

estudiantes en el aprendizaje de las matematicas, se propuso disenar un método

que pudiera ayudarles a resolver problemas de matematicas y, en consecuencia,

superar dichas dificultades de aprendizaje; es decir, la intencion inicial de Polya

era establecer una estrategia de aprendizaje para los estudiantes que, més tarde,

se convirtio también en una manera de llevar a cabo la ensenanza de las matemati-

cas. El famoso método de Polya consiste de cuatro fases:

L.

IT.

IIT.

IV.

Entender el problema. Sugiere que el interesado en resolver un problema
de matematicas, primero debe pasar por un proceso de entendimiento del

enunciado y plantea una serie de preguntas encaminadas a ese fin.

Diseniar un plan de solucion. Aqui sugiere, a través de preguntas, la realiza-
cion de acciones encaminadas a obtener pistas que conduzcan a la solucion;

acciones que Polya identifico como estrategias heuristicas.

Llevar acabo el plan de soluciéon. En la ejecucion del plan interviene, nece-
sariamente, la experiencia del sujeto que, a su vez, promueve el desarrollo
de la capacidad de monitorearse a si mismo y controlar sus acciones futuras
para resolver problemas. Es decir, debe comprobarse cada uno de los pasos

y verificar que estén correctos.

Hacer una revision del trabajo realizado. También denominada la etapa de
la vision retrospectiva y se trata de verificar y comparar el resultado para
detectar inconsistencias y compatibilidad de la solucién. Es decir, detenerse

a observar qué fue lo que se hizo.

Polya distingue dos tipos de problemas:
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1) Los problemas rutinarios son aquellos en los que el enunciado desencadena
una accién mental de busqueda y el resolutor encuentra rapidamente el

procedimiento, recurso o pistas que ayudan a resolver el problema.

2) Los problemas no rutinarios son aquellos en los que la solucién no es inmedia-
ta; requieren de meditacion, reflexion y aplicacién de estrategias heuristicas,

antes de tener claridad sobre cémo se resuelve.

Desde luego, esta clasificacién es relativa, un problema que demanda un gran es-
fuerzo de un estudiante, puede representar un acto de simple recordatorio para

otro o para un matematico experimentado.

A continuaciéon se muestran ejemplos de problemas rutinarios y no rutinarios,

para estudiantes de bachillerato.

Problema rutinario.- El drea de un trapecio es de 40cm?, si sus bases miden 12 y

8cm., hallar su altura.
Para calcular la altura del trapecio se requiere conocer la definicion y forma que
tiene esta figura, asi como la férmula para calcular su area, despejar la altura y

sustituir los datos.

Problema no rutinario.- Las diagonales de un cuadrildtero lo dividen en 4 triangu-

los. Si las dreas de tres de ellos son 12, 20 y 30cm?., hallar el drea del otro

triangulo.
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Figura 2.1: Tlustracién dada con el enunciado del problema.

Para la resolucién de este problema, aunque se da la figura, primero se requiere
visualizar que sobre cualquiera de sus diagonales hay dos parejas de triangulos
que tienen sus alturas iguales, respectivamente, y las bases son distintas en los
triangulos de cada pareja, pero son las mismas bases en los triangulos respectivos
de la otra, para entonces aplicar el teorema de la Geometria euclidiana: Dados
dos tridngulos que tienen la misma altura, pero distintas bases, entonces la razén
de sus areas es a la razon de sus bases. De esta manera es posible establecer dos

proporciones y conectarlas para encontrar z.

Ahora bien, si un estudiante no conoce el teorema, puede llegar a construirlo
mediante el calculo de areas de las parejas de triangulos y escribir su razén; pero,
de hecho, puede resolver el problema sin que su interés sea establecer dicho teo-

rema.
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La visualizacion de trabajar por parejas estos triangulos, constituye una heuristi-

ca.

La heuristica es una parte del conocimiento que antiguamente estaba mas li-
gada con la logica, la filosofia y la psicologia. Su objetivo era establecer las reglas
y procedimientos del descubrimiento y la invencién. Actualmente, la heuristica
se dedica a estudiar cudles son las acciones particularmente ttiles para resolver

problemas.

La utilizacion de las estrategias heuristicas se desarrolla en el sujeto en la me-
dida que adquiere mayor experiencia en la resolucion de problemas. Por eso, la
lista de preguntas planteada por Polya pretende motivar la realizacion de acciones
que conlleven a la utilizacion de las estrategias heuristicas, sin que esto signifique
que esas son las unicas preguntas que deban hacerse; més bien, son preguntas

como las que uno podria plantearse.

La utilizacién de estrategias para la resolucion de problemas se realiza como un
medio que propicia el desarrollo del pensamiento. Polya supo destacar la impor-
tancia de la resolucion de problemas para el desarrollo de habilidades que son

tipicas en el quehacer matematico. Posteriormente, su trabajo fue ampliamente

fundamentado por Schoenfeld (1980, 1994).

Lo particular y lo general en la resolucién de problemas. Entender y
explicar como se desarrollan las habilidades del pensamiento matematico, quizas
resulte demasiado ambicioso, pero tener en mente la clasificacién de los procesos
generales y particulares de la matematica como disciplina, puede contribuir a la

claridad de quien resuelve problemas en las habilidades que se promueven.

Al respecto, Santos (2007, pp. 28, 29) hace las siguientes consideraciones:



Capitulo 2. Revision de Literatura 15

i. Estudiar mateméticas implica asimilar conceptos, métodos y principios es-
pecificos en este dominio de conocimientos y a veces distintos de los que se

estudian en otros.

ii. La propuesta de que la resolucion de problemas es una actividad esencial

que esta relacionada con el desarrollo del pensamiento critico.

iii. Permite la transferencia, que es catalogada como un componente importante

en el aprendizaje de las estrategias para resolver problemas matematicos.

Entender como un individuo resuelve problemas de matematicas desempena un
papel fundamental en el aprendizaje e influye, definitivamente, en el tipo de acti-

vidades que deben realizar los estudiantes.

El uso y aplicacién de métodos heuristicos propuestos por Polya (1945), para la
resolucion de problemas, son utiles para avanzar en la solucién de los problemas,

no exclusivamente de matematicas, sino incluso en otras areas del conocimiento..

En uno de los capitulos de su libro How to solved it, Polya hace un “Breve diccio-
nario de heuristica” (1945, 1980); y sugiere al estudiante que se plantee preguntas
como: ;jcual es la incégnita?, ;jcudles son los datos?, jconoces algin problema
parecido?, ;has visto esto antes?, jqué teorema o propiedades se conocen relacio-
nadas con el problema?..., entre otras. Todas ellas son invitaciones para que el
estudiante conciba un plan de solucion y utilice procedimientos heuristicos como:
trazar una figura, tomar casos particulares, elaborar una tabla, y muchos otros

cuya finalidad es llevar a cabo el plan concebido.

En realidad, lo que esta intentando hacer Polya es externar su experiencia co-

mo matematico en el desarrollo de procesos del pensamiento cuando se encuentra
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inmerso en la resolucién de un problema; esto para ayudar al estudiante a en-
contrar “un camino”que le permita resolver el problema, con la esperanza de que
después, el estudiante, por si solo, podra repetir esta experiencia en otros proble-

mas.

Polya habla de los siguientes aspectos como habilidades potenciales de quien

aprende resolviendo problemas:

= Aficién a resolver problemas. Quien logra interesarse en resolver problemas al
grado de verse involucrado en este quehacer, no tendra nada que lo detenga

para seguir aprendiendo.

» Reformular problemas. Ver el problema desde otro punto de vista, cambiar el
enunciado, dividir el problema en subproblemas, etc., son estrategias utiles

para reformular un problema y atacarlo mas facilmente.

Indudablemente la resolucion de problemas implica procesos de reflexion, analisis,
sintesis y toma de decisiones que dificilmente se desarrollan con una ensenanza

tradicional y rutinaria.

Un aspecto que hay que tomar en cuenta, al momento de enfrentarse a un pro-
blema, es el control, el cual se refiere al desarrollo de esa “intuicién” que nos dice
cuando estamos tomando argumentos incorrectos o hay que cambiar de estrategia;
es un monitoreo para que esa idea reveladora llegue, més que de manera milagro-
sa, como resultado de una serie de razonamientos bien entendidos, producto de la

experiencia.

Con este método se trata de romper con la tradicion en la que al principio, cuando
se intenta resolver un problema, los estudiantes suelen comenzar haciendo opera-

ciones, plantean y resuelven ecuaciones, sin haber siquiera entendido el significado
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que éstas puedan tener; para ellos lo importante es llegar a tener una respuesta

(tal vez sin sentido).

A continuacién se presentan los métodos heuristicos (o estrategias heuristicas)
més usuales, de acuerdo a los casos contemplados por Polya (1945). Con la acla-
raciéon de que la lista puede no incluir algin método particular que, en determinada

situacién, le funcioné a alguien para resolver un problema.

Tomar casos particulares. Frecuentemente, para entender un problema, uno
considera varios casos particulares, lo cual puede sugerir la direccion que se debe
seguir y quizas, dar la plausibilidad de la soluciéon; corresponde a la tipica pregunta
Lqué pasa si? Un procedimiento general que podemos incluir en esta estrategia es
el llamado principio extremo: funciona cuando consideramos los casos extremos,
como tomar el punto mas cercano o mas alejado; o considerar valores méaximos o

minimos de alguna variable, etc.

Usar analogias. Es una de las estrategias mas utilizadas para resolver problemas,
no nada mas en matematicas sino en otras ciencias o en problemas en general; por
. . /
ejemplo, cuando tenemos dos sistemas S y S cuyos elementos pueden correspon-
der a una figura, una ecuacion o alguna otra situacién, a partir de la preservacion
de las relaciones béasicas en el sistema, podemos establecer una analogia y hacer
inferencias para llegar a una conclusién. Las relaciones de convergencia y homo-
tecia de figuras geométricas, son ejemplos de analogias que se pueden establecer

entre dos o mas figuras.

Establecer submetas. Como su nombre lo dice, esta estrategia consiste en con-
siderar submetas al abordar un problema general, las cuales incluyen condiciones
parciales y al resolverlas puede servir de base para construir la solucién requerida.

Algunos suelen considerar como otra estrategia el dividir el problema en subpro-
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blemas, pero para otros ambas son equivalentes. Algunos problemas de diferente
grado de dificultad suelen plantearse como compuestos, con varias metas que nos

permitan evaluar varias habilidades en su proceso de resolucién.

Simplificar un problema. En ocasiones traducir de un lenguaje a otro nos
facilita la solucién, por ejemplo traducir del lenguaje comun al algebraico; o enun-
ciar el problema con otras palabras que contengan menos conceptos técnicos vy,
quizas, esto permita visualizar un camino solucién. Por ejemplo, en un problema
geométrico se puede trabajar algebraicamente o viceversa. También podemos re-
ducirlo, es decir, si en un problema se observa que hay un comportamiento ciclico

de las variables, entonces se trata el caso a partir de que inicia un nuevo ciclo.

Ejemplo.- Sean P(z) y Q(x) dos polinomios cuyos coeficientes son los mismos

pero en orden inverso; es decir,

P(z) = ap + a1z + asx® + ... + a,a”,

Q(QJ) = " + Ap_1 T + an,2x2 + ...+ apx™

.Cudl es la relacién entre las raices de P(x) y Q(x)?

Solucion: De manera directa, nos toparemos con dificultades relacionadas con
la solucién de ecuaciones de grado n, lo cual no parece deseable. Pero podemos
comenzar con un polinomio particular cuya factorizacion sea sencilla, digamos

P(z) = (x = 3)(x — 1) = 22 — 4z + 3 y entonces Q(z) = 3z% — 4z + 1. Calcu-

1

lando las raices de P, obtenemos z; = 1y zo = 3; para Q) tenemos 1 = 1y 2o = 3.

Si ahora consideramos P(z) = (z + 4)(z + 2) = 2> 4+ 6x + 8. Entonces Q(z) =

822 + 6z + 1 y vemos que sus raices son: r; = —2 y x5 = —4 para P; mientras

=

que para @, 1 :—%y — .
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Estos casos particulares nos sugieren la siguiente conjetura: las raices de P son

las reciprocas de las raices de Q.
Para probar esto consideremos el caso general P(z) = ag+ a1z + agz? + ... + a,z".

Si r es raiz de P, entonces lo que queremos ver es que + es raiz de Q(z) =
T

Uy + Q1T + Qp_o? + ... + apx™, para lo cual basta evaluar Q) en %:

) () eva(E) all)
Ql-) = aptapa|(-)+...Fa |- +ag | —
r r r r

— (l)n (anr™ + ap1r™ M+ 4 arr + ag)
(¢) e
- ()

0

Entonces, efectivamente, las raices de P son las reciprocas de ).

r
1

Sl= =

Hacer un dibujo. El trazo de una figura que ilustre el enunciado de un pro-
blema es util no sé6lo en Geometria, sino en otras ramas de las matemaéticas o
ciencias; se trata de una representacion que, desde otro angulo, permite visualizar
y describir condiciones, lo cual puede contribuir en el entendimiento (inicial, en

su caso) del problema.

En cierto sentido, ésta es una forma de traducir el problema, lo cual da pie a
la introduccién de elementos auxiliares que puede ser algin trazo o, en otro caso,
una variable muda, otra cantidad, etc. También puede ser que la figura nos permi-

ta visualizar la necesidad de incorporar alguna definicion, teorema, restriccion, etc.
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Ejemplo: En el rectangulo ABCD, AB = 5y AD = 3. Un punto P se mueve
libremente en AB y desde €l se trazan perpendiculares a las diagonales. Calcular

la suma PM + PN.

A F B

Figura 2.2: Tlustraciéon que acompana al problema.

Solucion: Una pregunta natural que puede plantearse el estudiante es ;por qué si
P es un punto que varia, nos piden obtener un ntimero que es el resultado de
una suma?, ;jsignifica que la suma es constante?, jcémo averiguar esto?, jcomo
“verlo”? Exploremos y valoremos esta situacion.

Primero tratemos de encontrar la suma. Por criterio de semejanza AAA (los tres
pares de angulos correspondientes son congruentes), tenemos que los tridngulos

PMA y CBA son semejantes. Entonces es posible escribir:

PM _PA _ MA
CB ~ CA  BA

Ademas los tridngulos PN B y DAB también son semejantes por AAA, asi que

PN PB NB
DA DB AB




\)
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De las relaciones anteriores obtenemos PM = CB (g—ﬁ) y PN = DA (P—g). Su-

mando

_ CB(PA) DA(PB)
PM +PN = =" 4 =

Como CA = DB = /34 por el teorema de Pitagoras, entonces

_ CB(PA)  DA(PB) _3(5) 15
PMA+PN=——+——=—m =

La Figura 3.3 muestra uno de los posibles trazos que permiten apreciar por qué la

/ ! . ’ .
suma es una constante; en ella C', Dy N son los puntos simétricos respecto de

AB, de los puntos C';, D y N, respectivamente.



Capitulo 2. Revision de Literatura 22

D C

Figura 2.3: La suma PM + PN es una constante.
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Regresar a las definiciones. Esta sencilla estrategia es til cuando uno se
encuentra abrumado por el trabajo aritmético, algebraico o manipulativo en el
proceso de resolucién de un problema; o bien cuando se ha pensado en diferentes
maneras de atacarlo. A veces, cuando se regresa a las definiciones, resulta que

ahi esta ya la solucién pero nos era inadvertida.

Las siguientes dos estrategias son mas propias de la Geometria y el uso de ellas

fue el paso clave para la solucién de algunos problemas abordados en este trabajo.

Establecer una simetria. En Geometria resulta bastante til el recurrir al
simétrico de un punto o de una recta, figura, etc., respecto a otro punto o una
recta para encontrar pistas sobre el comportamiento de una cantidad variable o

constante.

Problema en el que se aplica esta heuristica.- Si [ es un rio rectilineo y de un
mismo lado [ se encuentran un bombero en B y una casa quemandose en C, jcudl
es el punto P sobre [ al que debe ir el bombero por agua al rio y luego regrese a

la casa para apagar el fuego, de modo que recorra la menor distancia?
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C

m.

Figura 2.4: Representacion grafica del problema.

Solucion: La ubicacion de un punto P sobre la recta [, de manera que BP+ PC' sea
minimo. Introduzcamos un elemento auxiliar. Sea C” el simétrico de C' respecto a

[,y tracemos BC' que cruza a [ en P. Veamos entonces que P es el punto buscado.

Si trazamos PC' se forma el tridngulo PC' D, el cual es congruente con el tridngulo

PC'D por el criterio de congruencia LAL y entonces se tiene que PC' = PC'.
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C

Figura 2.5: Aplicacién de la heuristica de la simetria.

Ahora, BC' = BP + PC'y si M es cualquier otro punto de [, al trazar BM y
MC" se forma el triangulo BC' M y por el Teorema de la desigualdad del triangu-
lo, BC' < BM+MC. Por tanto, en efecto, P es el punto que minimiza el recorrido

del bombero.

Problema tipico de optimizacién en el que se aprecia la potencia de la estra-

tegia heuristica de la simetria.

Cabe mencionar que la nocién de simetria no se restringe a la Geometria, también
en algebra y aritmética se encuentran problemas en los que la identificacion de

simetria facilita la solucién.
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Realizar una rotacién. En algunos problemas de Geometria resulta conveniente
la rotacion de una figura un cierto angulo; lo cual permite observar una congruen-
cia o semejanza, o aplicar un teorema como el de la desigualdad del tridngulo vy,

enseguida emerge la solucion al problema.

A continuacién se presenta un ejemplo que ilustra lo que es un procedimien-
to heuristico (Schoenfeld, 1985; Zeitz, 1999); se trata de un problema que bien
puede proponerse a estudiantes de tercer grado de secundaria o de primero de
bachillerato.

Su enunciado puede ser contextualizado en diferentes situaciones:

Hallar la razon del drea del cuadrado excrito al drea del cuadrado inscrito en

el circulo de radio r.

(a) (b)

Figura 2.6: Figura (a) Sin uso de la estategia heuristica y (b) Con uso de la

estrategia heuristica



Capitulo 2. Revision de Literatura 27

Este es un problema accesible para los estudiantes. Es razonable suponer que se
localizara el centro del circulo y se trazaran algunos radios, lo cual permitira cal-
cular el drea del cuadrado excrito A, = (2r)? = 4r?. En seguida se buscard la
manera de calcular el lado del cuadrado inscrito a través del teorema de Pitagoras

y caleular A; = (v/2r)? = 2r? para obtener la respuesta.

Sin embargo, si imaginamos que el circulo es un émbolo que puede girar 45°,
podemos preguntarnos jen qué se diferencia la nueva figura de la anterior, respec-

to a lo que se pide?

Es claro que las dos figuras se refieren al mismo problema; pero de la segunda
emerge inmediatamente la solucion. Esa accion de girar y reflexionar sobre la pre-

gunta, es parte de la heuristica.

Razonamiento regresivo: Una técnica muy comun y fértil del pensamiento
matematico consiste en suponer el problema resuelto y trabajar desde el principio
con su solucién como si fuera un elemento conocido. Este método ha sido utilizado
desde la época de oro de los griegos en la resolucién de problemas geométricas,
algunos de los cuales son dificiles de resolver, como ciertos problemas de Apolo-
nio, cuando suponemos el problema resuelto, lo mas comun es remontar desde la
situacién final a la inicial, recorriendo de forma inversa el que luego sera el proceso

de resolucién.

Schoenfeld et al. (1992), han puesto en claro cudles son las acciones tipicas que
promueven el aprendizaje de las matematicas, y las que identifica como las ca-
racteristicas del pensamiento matematico: considerar casos particulares, descubrir
patrones y relaciones, plantear conjeturas, realizar generalizaciones y justificar re-

sultados.
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Regularmente, estas acciones aparecen acompanadas del uso de recursos ma-
tematicas, o implicitamente forman parte de ese uso; de manera que en ese proceso
se esta en posibilidades de irse adentrando en la realizacién de practicas consis-

tentes con el quehacer matematico.

En este sentido, Lesh et al. (2000), plantean que el desarrollo del aprendizaje
de los estudiantes, se entiende como una evolucién en sus ciclos de entendimiento
que puede traducirse en un manejo mas robusto y sofisticado de las estrategias y
recursos para resolver problemas; lo que se logra cuando los estudiantes realizan

practicas que son consistentes con el quehacer de las matematicas.

Ademas, cuando alguien intenta resolver un problema no rutinario y requiere
de la meditacion y reflexion, después de la primera fase de entendimiento del
problema, suele aparecer una idea brillante (insight) que representa un acto de
inspiracién que resuelve el problema. Desde luego, su aparicién no es obra de la
casualidad, sino producto de la experiencia y de un cierto “tino” que se va fomen-
tando, poco a poco, como resultado de examinar y reflexionar diversas situaciones
probleméticas. Historicamente pueden encontrarse casos del surgimiento de una

idea brillante.

Finalmente, Postman y Weingartner (1969) destacan la importancia de que los
estudiantes adquieran un comportamiento propio del método inquisitivo, donde

los estudiantes aprendan y se acostumbren a plantearse preguntas:

El conocimiento se produce en respuesta a preguntas ... Una vez que
ha aprendido a cémo preguntar - preguntas relevantes, apropiadas y
sustanciosas- el estudiante ha aprendido cémo aprender y ya nadie lo

puede detener en el camino de seguir aprendiendo lo que necesite y
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quiera conocer. (pag. 23)

2.2. La Geometria en el curriculum escolar

Las matemaéticas ocupan una parte importante del curriculum escolar de los nive-
les basicos en diferentes sistemas educativos del mundo. La mayoria de las personas
que acudieron a la escuela, hayan terminado o no una carrera profesional, tuvie-
ron la necesidad de estudiar varios temas de matematicas en las distintas materias
o asignaturas que aparecen, practicamente, en todos los grados escolares de los
niveles basicos y medio superior; en el nivel superior s6lo muy pocas carreras las

excluyen de sus planes de estudio.

Entre las asignaturas de las matematicas basicas se encuentra la Geometria, la
cual empieza a estudiarse desde la primaria y contribuye con varios de los conteni-
dos fundamentales del curriculum escolar: figuras geométricas y sus propiedades,
calculo de areas y volumenes, proporcionalidad, semejanza, entre otros; dichos
contenidos aparecen de manera explicita o implicita en los programas de estudio

de diferentes asignaturas.

Ahora bien, aunque en el ambito educativo se reconoce la importancia del caracter
formativo que proporciona el estudio de la Geometria, la ensenanza de esta mate-
ria no siempre recibe la atencion necesaria por parte de profesores y autoridades,
descuidando la ensenanza de sus contenidos, sobre todo en el nivel medio superior

(Septilveda, Hernédndez, 1998).

Por su parte, la nocién de variacién, una de las mas importantes en todo el
curriculum escolar, regularmente aparece asociada, desde los estudios elementales,
a contenidos diversos de las diferentes ramas de las matematicas, por ejemplo: en

el estudio de las funciones; su inclusién en el calculo conforma lo que se llama la
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matematicas del cambio; en el estudio de las sucesiones numéricas; en la deno-
minaciéon misma de variable en algebra; en Geometria también existen problemas
geométricos de variacion que, a veces, aunque tengan distintas formas de solucion,

el acercamiento geométrico es poderoso y breve.

Sin embargo, a pesar de que el estudio de las matematicas se considera fundamen-
tal para la formacién educativa de las personas es, al mismo tiempo, la parte sobre
la que se ha generado mayor discusién en cuanto los resultados en el aprendizaje,
existiendo cuestionamientos no nada mas en relacion a la justeza de las decisiones
que se toman con base en los niveles de aprovechamiento, sino también respecto

a su necesidad y utilidad en la vida cotidiana.

Ante esta situacién, algunas instituciones e investigadores han implementado ac-
ciones para mejorar la situacién, sobre todo lo relacionado con la calidad del
aprendizaje de los estudiantes. Algunas de estas acciones han derivado en pro-

puestas curriculares basadas en resolucion de problemas, como la propuesta de la

SEP? en México (SEP, 1993) o en el NCTM en Norteamérica (NCTM, 2000).

La Reforma a la educacion bésica en México de 1993, ponia el centro de atencién
en que los estudiantes se involucraran en procesos de resolucién de problemas, con
orientaciones a estudiantes a través de novedosos libros de texto y a los profeso-
res con Libro para el Maestro de Educacion Secundaria (Alarcén 1994), asi como
cuadernillos con problemas; lamentablemente, las orientaciones contenidas en este
libro no se implementaron como debiese, pues exigia estudio y compromiso de par-
te de los maestros y no falté quienes se opusieran a su implementacién. En estos
materiales se contempla, generosamente, el estudio de contenidos de Geometria

en sintonia con la teoria de la resolucion de problemas.

2SEP.- Secretarfa de Educacién Publica.
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Los Principios y Estdndares para las Matemdticas Escolares es un proyecto curri-
cular del NCTM (2000), segun el cual se pretende lograr los fines de la educacién a
través de una serie principios (seis principios) y estandares (cinco sobre lineas
de contenido y cinco sobre procesos de pensamiento), donde se flexibiliza la visién
del orden tradicional en que deben cubrirse los contenidos matematicos, desde el

primer ano escolar hasta el bachillerato.

Uno de los principios esta enmarcado en el hecho de que en la educaciéon no puede
sustraerse de los avances que proporciona el desarrollo tecnoldgico a la sociedad,

y establece el Principio de la tecnologia:

La tecnologia es esencial en la ensenanza y el aprendizaje de las ma-
tematicas, influye en las matematicas que se ensefian en la actualidad
y aumenta las posibilidades de aprendizaje de los estudiantes. Este
principio es importante, ya que brinda la oportunidad de que los es-
tudiantes estén actualizados en los avances tecnolégicos que se pro-
ducen en el mundo, independientemente del pais donde se encuentren

(NCTM, 2000, p. 43).

Uno de los estandares esta relacionado con el estudio de la Geometria, area de las
matematicas encargada de estudiar el medio en el que el sujeto vive y se desarrolla;

y se denomina estandar de Geometria:

Las ideas geométricas son de gran utilidad en la representacion y reso-
lucién de problemas. Los estudiantes deben tener experiencias usando
una variedad de representaciones visuales a través de figuras, con o sin
coordenadas, para analizar un problema. Asimismo, deben practicar

un razonamiento espacial y modelado geométrico. (NCTM, 2000, pp.)

Finalmente, Resolucién de problemas es un estandar sobre el proceso de pensa-

miento que da coherencia al proyecto curricular propuesto, e imprime el aspecto
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principal sobre las intensiones educativas a desarrollar en los estudiantes. Ya des-
de 1980, el NCTM proclamé que la resoluciéon de problemas deberia ser el centro
de la educacién matematica, con el propdsito de que los estudiantes logren un
aprendizaje de las matemdticas con entendimiento (Hiebert y Carpenter, 1992).

El estdandar Resolucién de problemas (NCTM, 2000, pp.):

Cuando los estudiantes aprenden a resolver problemas, desarrollan procesos de
pensamiento ordenados que, poco a poco, se van convirtiendo en una habilidad
para encontrar estrategias adecuadas para determinado tipo de problemas, lo cual
permite el desarrollo de nuevas comprensiones matematicas. Los estudiantes de-
ben ser animados e involucrados en la resolucién de problemas, se debe propiciar
el espiritu de aferrarse a encontrar y formular una soluciéon cuando intenta resolver

un problema complejo.

Para aprender a resolver problemas en matematicas, los estudiantes deben ad-
quirir formas de pensamiento, habitos de persistencia, curiosidad y confianza en
sus acciones para explorar situaciones desconocidas. Esto contribuye a un dominio
de situaciones similares y a la adquisicion de la capacidad de exteriorizar ideas
matematicas. Hoy en dia, se considera que la resolucion de problemas puede ser

una guia importante para lograr grandes avances.

La resolucién de problemas no es una parte aislada de la educacion matematica
y de los programas de las materias, es una parte fundamental para todo aprendi-
zaje matematico. La resolucién de problemas debe involucrar los cinco primeros

estandares.

El contexto de los problemas puede variar de experiencias que son familiares a
los estudiantes, hasta aplicaciones involucradas con las ciencias. La idea es que

en los problemas estén involucrados los conceptos matematicos importantes del
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curriculum; y si se hace una buena eleccién respecto al nivel y familiaridad con
los estudiantes, se puede lograr un gran avance en el aprendizaje matematico que,

posteriormente, serd el soporte para atacar y resolver problemas més complejos.

Los profesores juegan un papel muy importante al elegir los problemas que valen
la pena, pues la resoluciéon de problemas debe ser 1til para ayudar a los estudian-

tes a desarrollar dominios de contenidos con técnicas especificas.

Un problema muy bien resuelto, ayuda al estudiante a enfrentar problemas en
situaciones de su vida cotidiana. Inicialmente consideran casos simples y fami-
liares y luego van aumentando la complejidad de los problemas y del andlisis
involucrado. Los estudiantes deben aprender a aplicar y adoptar una variedad de
estrategias apropiadas para resolver problemas. Algunas de las mejores sugeren-
cias para aprender a resolver problemas las podemos encontrar en Polya (1945);

Santos (2007).

2.3. Niveles de razonamiento geométrico

Desde la antigiiedad, la funcién de la Geometria ha sido esencial en el desarro-
llo personal de profesiones de la educacién matematica y en general, para toda
persona educada, pues presenta valores insustituibles que Thom (1973) resume

asi:

1) La Geometria proporciona uno o més puntos de vista en casi todas las dreas

de las mateméticas.

2) Las interpretaciones geométricas contintian proporcionando visiones direc-
toras del entendimiento intuitivo y avances en la mayoria de las areas de las

matematicas.
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3) Las técnicas geométricas proporcionan eficaces herramientas para resolver

problemas en casi todas las dreas de las matemaéticas. (p.5)

Dirigido en esta linea, una aspiracién central de todo sistema educativo es que los
estudiantes desarrollen los distintos tipos de razonamiento matematico a lo largo

del curriculo escolar; en particular el razonamiento geométrico.

A finales de los anos 1950 los educadores holandeses, Pierre van Hiele y Dina
van Hiele-Geldof, desarrollan un modelo que describe como los estudiantes ra-
zonan y desarrollan la Geometria. Aunque el modelo se centra en la Geometria
y tenga como objetivo llegar a una Geometria muy tradicional, su conocimiento
puede dar pistas de como partiendo de la realidad se puede se puede ir creando

modelos cada vez mas abstractos.

Conforme la teoria de los van Hiele, los estudiantes progresan a través de los
niveles discretos, cualitativamente diferentes de pensamiento geométrico. Como
se concibié originalmente, los niveles son secuenciales y jerarquicos, de manera
que los estudiantes alcancen un nivel, deben haber pasado por los niveles que le

preceden.

Al respecto, el modelo de razonamiento de Van Hiele (1986) indica que el razo-
namiento geométrico de los estudiantes puede evolucionar desde las nociones més
intuitivas a otros niveles. Este modelo explica como evoluciona el razonamiento

geométrico de los estudiantes. Dicha teoria consta de dos partes:
I. Niveles de razonamiento.

» Nivel 1:(Razonamiento visual-holistico) Los estudiantes identifican, descri-
ben, y razonan acerca de las formas y otras configuraciones geométricas de

acuerdo a su aspecto visual como un todo.
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Es decir en este estado inicial, los estudiantes tienen conciencia del espa-
cio como algo que existe alrededor de ellos. Los conceptos geométricos se
ven como entidades totales méas que sus componentes o atributos. Las figu-
ras geométricas, por ejemplo, se reconocen por su forma como un todo, esto

es, por su apariencia fisica, no por sus partes o propiedades.

En resumen son tres las caracteristicas fundamentales de este nivel:

1) Los objetos se perciben en su totalidad como una unidad, sin diferenciar

sus atributos y componentes.

2) Se describen por su apariencia fisica mediante descripciones meramente
visuales y asemejandoles a elementos familiares del entorno (parece una
rueda, es como una ventana, etc.) No hay lenguaje geométrico bésico

para llamar a las figuras por su nombre correcto.

3) No reconocen de forma explicita componentes y propiedades de los

objetos motivo de trabajo.

» Nivel 2: (Razonamiento descriptivo-analitico) Los estudiantes atienden tan-
to, conceptos, y en especifico las formas de descripcién de cada parte y las
relaciones espaciales entre las partes. Sin embargo, las descripciones de los
estudiantes y los conceptos varian en gran medida en la sofisticacion. En
primer lugar, los estudiantes describen las partes y propiedades de manera
informal e imprecisa usando estrictamente un lenguaje informal tipicamente

aprendido en experiencias diarias.

Ya que los estudiantes comienzan a adquirir conceptos geométricos formales
enseniadas de manera explicita en los curriculos de las matemadticas (como

medida del d4ngulo y el paralelismo), comienzan a utilizar una combinacién
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de descripciones formales e informales de las formas.

Sin embargo, las porciones formales de las descripciones de los estudiantes de
forma son insuficientes para especificar formas completamente. Finalmente,
los estudiantes de manera explicita y exclusivamente, pueden utilizar con-
ceptos geométricos formales y el lenguaje para describir y conceptualizar las
formas de una manera que atienda a un conjunto suficiente de propiedades

para especificar las formas.

Los estudiantes pueden utilizar y formular definiciones formales para las
clases de formas. Sin embargo, sus definiciones no son minimos, porque no
se interrelacionan propiedades o ver que algin subconjunto de propiedades
implica otras propiedades. Simplemente pensar en términos de listas ajenas

a las caracteristicas descritas formalmente.

Dos factores interrelacionados principales contribuyen al desarrollo del razo-
namiento del Nivel 2. La primera es una mayor capacidad y la inclinacion
para dar cuenta de la estructura espacial de las formas mediante el anélisis
de las piezas de forma. La sequnda es una capacidad creciente para compren-
der y aplicar conceptos geométricos formales para especificar las relaciones

entre las partes de forma.

Es decir comienza un analisis de los conceptos geométricos. Por ejemplo,
mediante la observacion y la experimentacion los estudiantes empiezan a
discernir las caracteristicas de las figuras. Estas propiedades emergentes se
utilizan para conceptualizar clases de figuras. Se ven las partes de las figuras

y se reconocen éstas.

Y se consideran cuatro caracteristicas importantes:
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1)

Se perciben las componentes y propiedades (condiciones necesarias) de
los objetos y figuras. Esto lo obtienen tanto desde la observacion como

de la experimentacion.

De una manera informal pueden describir las figuras por sus propieda-
des pero no de relacionar unas propiedades con otras o unas figuras con
otras. Como muchas definiciones en Geometria se elaboran a partir de

propiedades no pueden elaborar definiciones.

Experimentando con figuras u objetos pueden establecer nuevas pro-

piedades.

Sin embargo no realizan clasificaciones de objetos y figuras a partir de

sus propiedades.

Los estudiantes empiezan a generalizar, con lo que inician el razona-
miento matemadtico, senialando qué figuras cumplen una determinada
propiedad matematica pero siempre considerard las propiedades como
independientes no estableciendo, por tanto, relaciones entre propieda-

des equivalentes.

» Nivel 3: (Razonamiento relacional-inferencial) Los estudiantes infirieren las

relaciones entre las propiedades geométricas de las formas. Comenzando por

la inferencia empirica, por ejemplo, darse cuenta de que cada vez que han

visto la propiedad X se producen, propiedad Y ocurre.

Siguiendo, mediante el analisis de cémo las formas se pueden construir una

parte en el momento, los estudiantes concluyen que cuando una propiedad

se produce, otra propiedad debe ocurrir.

Por ejemplo, los estudiantes pueden concluir que si un cuadrilatero tiene

cuatro angulos rectos, sus lados opuestos son iguales, porque cuando se di-
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buja un rectangulo haciendo una secuencia de perpendiculares, que no puede

hacer que los lados opuestos sean desiguales.

Después, los estudiantes hacen simples inferencias légicas sobre las propie-
dades. Por ejemplo, unos estudiantes podrian razonar que debido a un cua-
drado tiene todos los lados iguales, que tiene lados opuestos iguales.

Tal razonamiento permite a los estudiantes para hacer las inferencias nece-

sarias para la clasificacion jerarquica.

Asi mismo, un estudiante cuya definicién de un rectangulo es “cuatro angu-
los rectos y los lados opuestos iguales”podria inferir que un cuadrado es
un rectangulo porque “un cuadrado tiene cuatro angulos rectos, que un
rectangulo tiene que tener, y como un cuadrado tiene cuatro lados iguales,

tiene lados opuestos iguales, que un rectangulo tiene que tener”.

Sin embargo, la capacidad de hacer tales inferencias no necesariamente con-
duce a los estudiantes adoptar una forma jerarquica sistematica de clasifica-
cion, que todavia se resisten a la idea de que un cuadrado es un rectangulo a
pesar de que puede seguir la logica que justifique tal declaracion. En la fase
final del nivel 3, los estudiantes usan la inferencia légica para reorganizar su

clasificacién de las formas en una jerarquia logica.

No sélo la razén de un cuadrado es un rectangulo claro, pero la clasificacion
de un cuadrado como un rectangulo se convierte en una parte necesaria de
la razén. Los estudiantes dan argumentos légicos para justificar sus clasifi-
caciones jerarquicas. Finalmente, como progreso de los estudiantes hasta el
nivel 3, que son cada vez mas capaces de entender y apreciar las definiciones

minimas para las clases de formas.
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Los estudiantes pueden establecer las interrelaciones de las propiedades de
las figuras y entre figuras. Pueden deducir propiedades de las figuras y re-
conocer clases de figuras. Se entiende la inclusion de clases. Las definiciones
son significativas. Se pueden seguir e incluso construir argumentos informa-

les.

En este nivel el estudiante, no obstante, no comprende el significado de
la deduccién como un todo o el papel de los axiomas. Con frecuencia se
utilizan resultados empiricos junto con técnicas deductivas. Se puede seguir
la demostraciéon formal, pero el estudiante no ve como se podria cambiar el
orden logico y no ve cémo construir una demostracion partiendo de premisas

diferentes o no familiares.

Alcanzar este nivel significa que ...

1) Se describen las figuras de manera formal, es decir, se senalan las con-
diciones necesarias y suficientes que deben cumplir. Esto es importante
pues conlleva entender el significado de las definiciones, su papel dentro

de la Geometria y los requisitos que siempre requieren.

2) Realizan clasificaciones légicas de manera formal ya que el nivel de su
razonamiento matematico ya esta iniciado. Esto significa que reconocen
como unas propiedades derivan de otras, estableciendo relaciones entre

propiedades y las consecuencias de esas relaciones.

3) Siguen las demostraciones pero, en la mayoria de los casos, no las en-
tienden en cuanto a su estructura. Esto se debe a que en su nivel de
razonamiento logico son capaces de seguir pasos individuales de un ra-
zonamiento pero no de asimilarlo en su globalidad. Esta carencia les

impide captar la naturaleza axiomatica de la Geometria.

» Nivel 4: (Prueba deductiva formal) Los estudiantes entiendan y puedan cons-
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truir pruebas geométricas formales. Es decir, dentro de un sistema axiomati-
co, que pueden producir una secuencia de sentencias que, légicamente, jus-
tifica una conclusiéon como consecuencia de los “datos”. Reconocen las di-
ferencias entre los términos no definidos, definiciones, axiomas y teoremas.
Solo en este nivel son capaces los estudiantes de tener el tipo de razona-

miento exigido en los cursos axiomaticos.

En este nivel, se entiende la deduccién como un camino para establecer
la verdad geométrica dentro de un sistema axiomatico. Se ve la interrelacion
y el papel de los términos no definidos, axiomas, postulados, definiciones,
teoremas y demostraciones. Una persona en este nivel puede construir, y no
s6lo memorizar, las demostraciones; se ve la posibilidad de desarrollar una
demostracion de varias formas; se entiende la relacién entre las condiciones

necesaria y suficiente; se distingue una afirmacion y su inversa.

Este nivel se caracteriza en resumen por:

1) Se realizan deducciones y demostraciones logicas y formales, viendo su

necesidad para justificar las proposiciones planteadas.

2) Se comprenden y manejan las relaciones entre propiedades y se forma-
lizan en sistemas axiomaticos, por lo que ya se entiende la naturaleza

axiomatica de las matematicas.

3) Se comprende cémo se puede llegar a los mismos resultados partiendo
de proposiciones o premisas distintas lo que permite entender que se
puedan realizar distintas formas de demostraciones para obtener un

mismo resultado.

Es claro que, adquirido este nivel, al tener un alto nivel de razona-

miento légico, se tiene una visién globalizadora de las Matematicas.
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» Nivel 5: (Rigor) Los estudiantes pueden entender, utilizar y analizar, sis-
temas axiomaticos alternativos. Este nivel corresponde generalmente a los

estudios universitarios de la Geometria.

En este estado el alumno puede trabajar en una variedad de sistemas axiomati-
cos, esto es, se pueden estudiar las Geometrias no-Euclideas, y se pueden

comparar sistemas diferentes. Se ve la Geometria en abstracto.

El 1ltimo nivel es el menos desarrollado en los trabajos originales y ha
recibido poca atencién por parte de los investigadores. P. M. van Hiele ha
reconocido que estd interesado en los tres primeros niveles en particular (co-
municacién personal a Alan Hoffer del 25 de Febrero de 1985). Se caracteriza

este nivel por:

1) Se conoce la existencia de diferentes sistemas axiomaticos y se pueden

analizar y comparar permitiendo comparar diferentes Geometrias.

2) Se puede trabajar la Geometria de manera abstracta sin necesidad de

ejemplos concretos, alcanzandose el mas alto nivel de rigor matematico.

Sin embargo, se reconoce que este nivel sélo se encuentra al alcan-
ce de algunos matematicos profesionales y de ciertos estudiantes muy

adelantados de las facultades de matematicas.
II. Fases de aprendizaje.

i) Indagacién. Los estudiantes se nutren de ella;

ii) Orientacién dirigida. Los estudiantes exploran en el campo de investi-

gacion proporcionado por el profesor;

iii) Explicitaciéon. Ocurre cuando se establece didlogo entre estudiantes;
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iv) Integracién. Los estudiantes, auxiliados por el profesor integran los

conocimientos que acaban de aprender.

De la descripcién anterior, concluimos que la importancia practica de es-
te modelo de ensenanza, radica en que muestra las lineas basicas que debe
seguir un profesor que desee fundamentar sus clases en el mismo, el cual
contiene los distintos tipos de razonamiento geométrico que los estudiantes
adquieren a lo largo de su formacién matematica; que van desde el razona-
miento visual de los ninos de prescolar, hasta el formal y abstracto de los

estudiantes de las facultades de ciencias.

Ademas cada vez resulta mas relevante el uso de la tecnologia en la ensenan-
za y el aprendizaje de las matematicas, ya que la evolucion de la sociedad
es paralela al desarrollo de los medios tecnoldgicos, los cuales se vuelven
imprescindibles para el estudio de algunas ciencias y algunas areas de las
matematicas. Como herramienta, la tecnologia permite que la atencién del
estudiante se centre en los procesos de razonamiento, de reflexion y de reso-
lucion de problemas; y puede mostrar ciertas formas de pensar que de otra

manera seria dificil de observar (Santos, 2007).

2.4. Uso de la tecnologia

El mundo actual se caracteriza por la difusién e incorporaciéon de los medios
tecnologicos en todos los ambitos de la vida, asi como por la evolucién de las
practicas laborales y ciudadanas que imponen un extraordinario dinamismo a la
sociedad. Diferentes investigaciones (NCTM, 2000; Santos, 2007) destacan el uso
de la tecnologia, cuyo proposito es favorecer el aprendizaje de aspectos relevantes
del razonamiento geométrico, haciendo énfasis en la potencialidad que tiene el

software de Geometria dinamica para promover el desarrollo, no sélo de la explo-
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racion y el planteamiento de conjeturas, sino también habilidades y capacidades
para realizar demostraciones formales a través de su estructura; y se puede ver
como una herramienta basica para la ensenanza y el aprendizaje efectivos de las
matematicas; amplia las matematicas que se pueden ensenar y mejoran el apren-
dizaje de los estudiantes mediante el software dinamico, para la realizacién de
exploraciones, la buisqueda o deteccion de patrones y a formulacién de conjeturas,
las cuales forman parte de las actividades que son propias del quehacer matemati-

CO.

Santos (2001), indica que la facilidad de mover puntos, segmentos, de generar
lugares geométricos y la posibilidad de calcular las longitudes de lados, hallar
areas, perimetros, entre otros, permite que el uso de un programa dinamico se
convierta en una poderosa herramienta para el estudio de las Matematicas, en

particular de la Geometria.

Laborde (1993, citado en Balacheff y Kaput 1996), senala que los dibujos en
la pantalla de la computadora en un ambiente de Geometria dinamica, pueden ser
manipulados tomando y arrastrando cualquier punto con libertad; asi las propie-
dades geométricas y las relaciones entre los elementos de las figuras resultantes,
ayudan a la descripcion de un fenémeno accesible a la observacién. “Los pro-
gramas de Geometria dindmica representan objetos geométricos e introducen un

nuevo elemento: ellos representan accion”.

Ya que el uso de herramientas tecnoldgicas para trabajar en contextos de pro-
blemas interesantes puede facilitar el logro de los estudiantes en una variedad de
categorias de aprendizaje de orden superior tales como reflexion, razonamiento,
planteamiento de problemas, soluciéon de problemas y toma de decisiones. Pues
un programa de Geometria dinamica es un editor grafico que da la posibilidad de

dibujar diagramas geométricos en la pantalla del computador.
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Pero en realidad es mas que un simple editor en el que el nino puede agarrar
con el ratéon un elemento del diagrama y arrastrarlo en la pantalla: el diagrama
se redibuja de manera continua conservando intactas las relaciones geométricas
que hayan sido declaradas en su construccién, asi como todas las propiedades
geométricas implicitas en ella. Asi, la naturaleza de las figuras que se hacen en un

entorno de Geometria dinamica es diferente a la de los dibujos que hacemos con

papel y lapiz.

El amplio desarrollo de herramientas computacionales ha influido notablemen-
te tanto en los métodos y caminos de producir conocimiento disciplinar, como en

la forma en que los estudiantes pueden aprender o construir ese conocimiento.

En este sentido, el Principio de la tecnologia de los Principios y Estandares para
las Matematicas Escolares (NCTM, 2000), menciona en los estandares correspon-
dientes a los niveles 9-12, que en vez de dedicar tiempo a los algoritmos deberia
invertirse mas tiempo y esfuerzo a que los estudiantes adquieran estructuras con-
ceptuales mediante exploraciones, basadas en experiencias numéricas y geométri-

cas, aprovechando las posibilidades que proporciona el uso de la tecnologia.

El software de Geometria dindmica Cabri Géometre puede clasificarse dentro del
grupo de software abierto, en el sentido en que los estudiantes producen ideas,
las expresan, desarrollan y editan. En este tipo de ambientes computacionales, el
maestro y el alumno deciden qué hacer con la herramienta, en lugar de que el
propio programa de cémputo guie de manera directa el trabajo del alumno, como

ocurre con los llamados tutoriales.

El trazo de objetos geométricos que se visualizan en pantalla, permite al alumno

manipular y deformar figuras, corregirlas, obtener tablas, entre otras cosas; un
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seguimiento de los cambios que se producen en estas transformaciones puede con-
ducir a conjeturar propiedades invariantes de figuras. Este tipo de software genera
interés y entusiasmo de tal manera que se esta incorporando rapidamente a las es-
cuelas; el software proporciona ciertos objetos primitivos (puntos, lineas, circulos),
herramientas bésicas (por ejemplo, la paralela L' a través de una linea L dada);
agrupando todo esto en los objetos compuestos, y varias posibles transformacio-
nes, incluyendo, por ejemplo, partes del dibujo, y examinar la traza que dejan los

puntos, segmentos, o circulos cuando se aplica una transformacién dindmica.

Asi, después de hacer una construccion o tomar una figura hecha, se pueden mover
libremente ciertos elementos de un dibujo y observar cémo se van transformando
otros elementos. Mientras que los elementos libres se mueven en el dominio en
el cual existen, el software mantiene todas las relaciones que fueron especificados

como atributos esenciales de la construccién original.

Ya que los dibujos dindamicos ofrecen fenémenos visuales més fuertes que los di-
bujos estaticos. Una propiedad espacial puede surgir como invariante en el mo-
vimiento, lo cual puede ser imposible de percibir en un dibujo estatico. En este
caso, puede pasar desapercibido por ejemplo, que una recta siempre pasa por un
punto dado. Asumimos que en este tipo de tareas el entorno de software da més
importancia a la observacion visual y por lo tanto puede obligar a los alumnos a

explicar por qué obtienen tal o cual fenémeno visual.

Se dice entonces que la Geometria dinamica, instalada en un ambiente compu-
tacional, se coloca a medio camino entre el mundo sensible (perceptible por los
sentidos), en este caso esencialmente visual, y el mundo matemadtico (o esencial-
mente abstracto). Es decir, al mismo tiempo que traduce de manera visual un
universo teorico, gracias a la manipulaciéon de objetos virtuales en la pantalla,

responde a ese conocimiento tedrico organizado en una estructura axiomatica de-
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ductiva.

El papel que juegan las construcciones geométricas realizadas en el entorno de
Geometria dinamica es fundamental, pues se convierten en los objetos de “experi-
mentacién”sobre la teoria, sin utilizar de manera directa el discurso, contribuyendo
a superar uno de los obstaculos principales del aprendizaje de la Geometria, como
es, la superacion de las tensiones entre los procesos de visualizacion y su potencial
heuristico en la resolucion de problemas y los procesos de justificacion y su po-
tencial pedagogico para dar sentido a la organizacion deductiva del conocimiento

matematico.

Para aprovechar ese potencial, no basta con proponer a los alumnos una construc-
cion. Es necesario que la tarea de construccion sea un problema en cuya solucion

pongan en juego sus conocimientos previos y las posibilidades del software.

Producir un dibujo en Cabri Géometre que preserve propiedades espaciales du-
rante el arrastre, requiere el uso de propiedades geométricas para su construccion,
y descalifica los procesos de ensayo y error controlados unicamente de manera

perceptiva.

Un proceso de construccion en Cabri Géometre “a ojo” deja de satisfacer las
condiciones cuando se mueve uno de los objetos de base. La tarea requiere el uso
de relaciones geométricas y no sélo una percepcién visual de estas, como en el
entorno de papel y lapiz.

Se dice entonces que el medio funciona como un soporte para el establecimiento
de conexiones entre fragmentos de conocimiento. A partir de la experimentacion,
los estudiantes son capaces de articular los resultados de sus exploraciones de ma-
nera tal que estos pueden ser llevados més alla del medio computacional o pueden

dar lugar posteriormente a nuevas versiones de un resultado que hacen clara la
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visibilidad del medio computacional.

Desde esta perspectiva, se trata de conectar el conocimiento informal del estu-
diante con fragmentos de conocimiento matemédtico constituyéndose en lo que

Niss y Hoyles (1992) han denominados un dominio de abstraccion.

El entorno de Geometria dindmica se convierte entonces en un campo de ex-
perimentacion en el cual los alumnos pueden realizar secuencias de exploracion, y
al interior del cual pueden sistematizar sus acciones y sus argumentaciones para
realizar procesos de abstraccién situada. (esto es posible gracias a la posibilidad
de enriquecimiento de una figura y la invalidacién de propiedades no invariantes

por el arrastre).

Algunas caracteristicas que tiene el software dinamico:
a) Puede ayudar a los estudiantes a explorar y construir conjeturas.

b) Permite hacer simulaciones de los problemas mateméaticos para ayudar a

encontrar relaciones.
c¢) Posibilita un acercamiento grafico a la solucién de problemas de variacion.

d) Permite el empleo de diferentes registros de representacion (verbal, grafico,

tabular, geométrico).

Duval (1996) en su teoria sobre los registros semidticos de representacién, asigna
primordial importancia al uso de diferentes representaciones de los componentes
de un problema, para aprender los conceptos involucrados. Estas representacio-
nes pueden ser generadas por el aprendiz a través del lenguaje oral, escrito o los

medios tecnolégicos; o bien, una mezcla de ellos.

Un sistema de registros semidticos de representacién confirma cuando es posible
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realizar tres actividades cognitivas ligadas con la semiésis (aprehensién o produc-
cién de una representaciéon semidtica): identificacién, tratamiento y conversién.

Un sujeto ha aprendido de un registro de representacion a otro.

2.5. Visualizacion en las matematicas

La visualizacion es un campo de investigacion de creciente importancia en edu-
cacion matematica. Sin embargo, el estudio de su naturaleza y relacién con otras
formas de registro y comunicacién de informacién continia siendo tema de refle-

xion.

Segun Zimmermann y Cunningham (1991), “Desde la perspectiva de la matemati-
ca es inusual la restriccion de que las imagenes deben ser manipuladas. La visua-
lizacién se toma como la habilidad para trazar con lapiz y papel un diagrama

apropiado, con ayuda de una calculadora o una computadora.

El diagrama sirve para representar un concepto mateméatico o un problema y
ayuda a comprender el concepto o a resolver el problema. La visualizacién no es
un fin en s{ mismo sino un medio para conseguir entendimiento”, en una conse-
cuencia de esto Vicente Carrién (1999), establece:

“Obsérvese que no se habla de visualizar un diagrama sino de visualizar un con-

cepto o problema.

Visualizar un diagrama significa formar una imagen mental del diagrama; visuali-
zar un problema significa entender el problema en términos de un diagrama o de
una imagen. La visualizacion en mateméticas es un proceso para formar imégenes
mentales con 1apiz y papel, o con la ayuda de tecnologia y utilizarla con efectivi-

dad para el descubrimiento y comprensién de nociones matematicas”.
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Lo cual pone de manifiesto la importancia de la visualizacién dentro del ambito

del proceso del aprendizaje de las matematicas.

La visualizaciéon ha recibido mucha atenciéon como tema de investigacion en Edu-
cacién Matematica, especialmente en el area de la Geometria (Bishop, 1989; Cle-
ment y Battista, 1992; Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996; Gutiérrez,
1996). Se trata de evaluar los procesos y capacidades de los sujetos para realizar
ciertas tareas que requieren ver o imaginar mentalmente los objetos geométricos
espaciales, asi como relacionar los objetos y realizar determinadas operaciones
o transformaciones geométricas con los mismos. También este tema ha recibido
atencién desde un punto de vista del propio trabajo del matematico, en los mo-
mentos de abordar la resolucién de problemas, formulacion de conjeturas, asi como

en otras areas diferentes de la Geometria (Guzmén, 1996).

Duval (2002) distingue entre visién y visualizacién. La visién es la percepcién
directa de un objeto espacial; la percepcién visual necesita exploracion mediante
movimientos fisicos, del sujeto que ve, o del objeto que se mira, porque nunca da
una aprehension completa del objeto. Entiende la visualizacién como representa-
cién semiotica de un objeto, una organizacion bi-dimensional de relaciones entre
algunos tipos de unidades. Mediante la visualizacién cualquier organizacién pue-
de ser esquematicamente comprendida como una configuracién (p. 15), haciendo
visible todo lo que no es accesible a la vision y aportando una aprehension global
de cualquier organizacién de relaciones. Para Duval (2002) la visualizacién plan-
tea tres problemas desde el punto de vista del aprendizaje: (1) discriminacion de
las caracteristicas visuales relevantes; (2) el procesamiento figural, cambios entre
registros visuales (descomponer, recomponer una figura; reconfiguracién); cambio

de perspectiva,...; (3) coordinacién con el registro discursivo.

La visualizacién se puede entender como un doble proceso, uno que va de lo
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material a lo inmaterial (mental o ideal) (que podemos llamar visualizacién as-
cendente), y el inverso que va de lo inmaterial a lo material (visualizacién des-
cendente). “La visualizacion ofrece un método de ver lo invisible” (Arcavi, 2003,
p. 216). Este “ver”puede ser puramente mental y entonces involucra objetos no-
ostensivos, o puede estar relacionado con una representacién fisica y entonces ser

objeto perceptible.

Con la visualizacién en matemaéticas se pretende que las ideas, conceptos y méto-
dos de las matematicas presentan una gran riqueza de contenidos visuales, repre-
sentables intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacién resulta muy prove-
chosa, tanto en las tareas de presentacién y manejo de tales conceptos y métodos

como en la manipulacién con ellos para la resolucion de problemas.

La visualizacion constituye un aspecto extraordinariamente importante de la ac-
tividad matematica es algo totalmente natural si se tiene en cuenta la naturaleza

misma de la matemaética.

2.6. El constructivismo

Es una corriente de la pedagogia que se basa en la teoria del conocimiento cons-
tructivista. En la que nosotros como seres humanos no tenemos acceso a una
realidad objetiva; esto es, una realidad independiente de nuestras vias de cono-
cimiento. Ya que, nosotros construimos nuestro conocimiento del mundo desde
nuestras percepciones y experiencias; las cuales, ellas mismas, son medidas por
nuestro conocimiento previo (Simon 1995). Desde el punto de vista del construc-
tivismo, el aprendizaje es que nosotros no tenemos manera de saber si un concepto
es igual a una realidad objetiva. Nuestro interés en todo caso, es si lo trabaja-
mos y lo usamos apropiadamente en nuestro mundo experimental. Mientras que el

aprendizaje puede ser visto como el proceso por el cual los seres humanos adaptan



Capitulo 2. Revision de Literatura 51

su mundo experiencial, es parte del supuesto de que la persona construye activa-
mente su conocimiento a partir de la organizacién de su experiencia; por tanto,

se rechaza la posibilidad de la existencia de una realidad tnica.

En general la perspectiva constructivista del aprendizaje puede situarse en oposi-
cién a la instruccion del conocimiento. Desde la postura constructivista, el apren-
dizaje puede facilitarse, pero cada persona reconstruye su propia experiencia in-
terna, con lo cual puede decirse que el conocimiento no puede medirse, ya que
es unico en cada persona, en su propia reconstruccion interna y subjetiva de la

realidad.

Por el contrario, la instruccion del aprendizaje postula que la ensenanza o los
conocimientos pueden programarse, de modo que pueden fijarse de antemano los

contenidos, el método y los objetivos en el proceso de ensenanza.

Entonces, el conocimiento se concibe como un proceso adaptativo del sujeto que
organiza su propia experiencia sobre el mundo; es decir, el conocer implica un
proceso de construccion que realiza el sujeto cognoscente que interactiia con su
entorno y, como resultado de esa interaccién, el sujeto construye el objeto de cono-
cimiento y, al mismo tiempo, él resulta transformado por esa accién; ya que no es
el mismo. Las distintas posturas que se han desarrollado bajo el constructivismo
reconocen figuras clave como podemos citar a Piaget, a Novak y a von Glasersfeld

COINO Sus precursores.

Para Piaget, el desarrollo intelectual, es un proceso de restructuracién del cono-
cimiento, que inicia con un cambio externo, creando un conflicto o desequilibrio
en la persona, el cual modifica la estructura que existe, elaborando nuevas ideas

o esquemas, a medida que el humano se desarrolla.
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Los procesos mediante los cuales el ser humano evoluciona y adquiere su capaci-
dad de adaptacién con el medio ambiente, son los de asimilacién y acomodacion

(Piaget, 1991).

Ambas capacidades innatas que, por factores genéticos, se van desplegando ante
diversos estimulos en determinadas etapas o estudios del desarrollo y en ciertas

edades sucesivas.

La asimilacion se refiere al modo en que un individuo se enfrenta a un estimulo
del entorno en términos de organizacién actual, es decir consiste en utilizar los
esquemas existentes para dar sentido a un objeto o un evento; implica tratar de

comprender algo nuevo ajustandolo a lo que ya sabemos.

La acomodacion, es una modificacién actual en respuesta a las demandas del
medio, es decir; consiste en la modificacién de la estructura cognitiva para incor-

porar nuevos objetos y eventos que, hasta el momento, eran desconocidos.

Mediante ambos procesos (asimilacién y acomodacién) vamos restructurando cog-
nitivamente nuestro aprendizaje a lo largo del desarrollo, ya que se alternan en la
constante bisqueda de equilibrio para intentar el control del mundo externo. Y
cuando una nueva informacién no se puede interpretar inmediatamente, basando-
se en esquemas prexistentes, el sujeto entra en un momento de crisis y busca
encontrar nuevamente el equilibrio, para esto se producen modificaciones en los

esquemas cognitivos, incorporandose asi las nuevas experiencias.

Para Piaget, desde los 12 anos en adelante el cerebro humano esta potencialmente
capacitado para formular pensamientos realmente abstractos; o un pensamiento
de tipo hipotético deductivo. Ademas, Piaget postula que la logica es la base del

pensamiento y que, en consecuencia, la inteligencia es un término genérico para
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designar al conjunto de operaciones logicas para las que esta capacitado el ser hu-
mano, pasando desde la percepcion, las operaciones de clasificacién, substitucion,

abstraccién, etc., hasta —por lo menos- el calculo proporcional.

Posiblemente una de las contribuciones mas valiosas del trabajo de Piaget tie-

ne que ver con el caracter activo y constructivo que asigno el sujeto en desarrollo.

Vygotsky (1988), por su parte es considerado el precursor del constructivismo
social, ya que incorpora la dimension social al constructivismo. Para Vygotsky,
el conocimiento es un proceso de interaccion entre el sujeto y el medio, pero el
medio entendido como algo social y cultural, no solamente fisico. Asi, entonces el
desarrollo de los seres humanos puede ser explicado tinicamente en términos de
su interacciéon social. En sus estudios de formacion de conceptos, Vygotsky parte
de la idea que ésta no puede reducirse a conexiones asociativas.

Establece una piramide en la cual jerarquiza diferentes formas de conocimiento:

1) Conceptos espontdneos, donde intervienen dos sub-etapas:

a) Cumulos no organizados qué tiene que ver con la agrupacién de objetos
dispares sin ninguna base comun y la etapa se caracteriza por el uso

de palabras como “nombres propios”.

b) Pseudoconceptos donde se agrupan objetos adecuadamente pero a par-
tir de rasgos sensoriales inmediatos, sin que el sujeto tenga una idea
precisa de los rasgos comunes de los objetos. Los pseudoconceptos no
solo aparecen en el pensamiento infantil, sino también en la etapa adul-

ta ya que conviven simultdaneamente con ambas formas de pensamiento.

2) Conceptos cientificos, adquiridos a través de la instruccién. Se caracterizan

por:

a) Forman parte de un sistema,
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b) Se adquieren a través de una toma de conciencia de la propia actividad,

¢) Implican una relacién espacial con el objeto basada en la internalizacién

de la esencia del concepto.

Adquisicién mediante la
mnstruccion .
Conceptos

Adquisicion
espontanea

/ Cumulos \

Figura 2.7: Concepto Espontaneo y Cientifico

Pseudoconceptos




Capitulo 3

Presentacion y analisis de los

problemas

El primer problema esta compuesto de varias partes, de las que se deriva un re-
sultado de la Geometria Euclidiana sobre el area de un triangulo, y otros que
corresponden a la Geometria Moderna, como la relacion entre los exradios y el
radio de la circunferencia inscrita, asi como el eje radical de cada pareja de estas
circunferencias con el incirculo. Los siguientes tres problemas corresponden a la
Geometria Moderna, siendo el segundo el de la Circunferencia de los nueve puntos,
que se utiliza en el tercer problema junto con el concepto de inversion para demos-
trar el Teorema de Feuerbach. El iltimo de los cuatro problemas también depende
del concepto de inversion, y resuelve una vieja aspiracion de los geémetras: ;Coémo
trazar una recta sin regla y cémo trazar una circunferencia sin compas?, lo cual

se logra mediante un mecanismo articulado, denominado Celda de Peaucellier.

95
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3.1. Resultados derivados de la relacién entre la
circunferencia inscrita y las circunferencias
excritas.

Introduccion. El conocimiento geométrico bésico regularmente que, adquiere
toda persona que asistié a la escuela, esta relacionado con medicion de longitudes,
comparacién de segmentos, calculo de ciertas areas (rectangulos, tridngulos, para-
lelogramos), relaciones entre tridngulos (congruencia, semejanza); destacamos tres
resultados que, son conocidos por la mayoria: Calculo del area de un triangulo,

suma de angulos en un triangulo y el Teorema de Pitagoras.

El area del tridangulo puede obtenerse facilmente, involucrando el radio de la cir-
cunferencia inscrita y el semiperimetro, originando una férmula poco usual en la
Geometria euclidiana; féormulas similares se obtienen involucrando los radios de
las circunferencias excritas, que desembocan en una relacién importante entre los
radios de las circunferencias excritas y la inscrita. Para obtener dicha relacion

requerimos del siguiente teorema.

Teorema 3.1.1 El punto medio de un lado de un tridngulo es también el punto
medio del segmento determinado por los puntos de contacto de dicho lado con la

circunferencia inscrita y la correspondiente excrita.

Demostracion. Sea el AABC' con su incentro I y sus tres excentros Iy, Iy e I3
como se muestra en la Figura 3.1. L, M y N son los puntos medios de los lados,
D es punto de tangencia del incirculo, F/, F' y J son puntos de tangencia del
excirculo I,. Veamos que M, el punto medio de C'A, es también punto medio de
DE. Supongamos que BC' = a, CA =by AB = ¢, de modo que el perimetro
AB+ BC+CA=a+b+ c=2s, donde s es el semi perimetro.
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Figura 3.1: El punto medio del lado de un tridngulo es punto medio de los puntos

de tangencia del incirculo y del excirculo

Sabemos que BF = JB,CF = CFE, EA = JA, y en consecuencia BF + JB = 2s;

por lo tanto:

BC+(CE=FA+AB=s=CE=s5—a

Adems3s:

BC+DA=s=DA=s—a

Si restamos DE:

CE—-—DE=DA—-DE=CD=FA
Por lo tanto,
CE =DA

De ahi que M, el punto medio de C'A, también es el punto medio de DFE.
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De igual manera se prueba para Ly N. R

Se pueden obtener distintas formas de calcular el area del triangulo y otros resul-
tados interesantes; llamaremos r al radio del incirculo y rq, ro v 73 a los radios de

los excirculos de centros I, I, e Is:

a(AABC) = a(AIBC)+ a(AICA) + a(AIAB)
(@-r) (b-r) (c-1)

- T2 T2 T3
r(a+b+c)
2

= a(AABC) = rs. (3.1)

Resultado que suele enunciarse como: “ El area de un tridngulo es igual al producto

del semi perimetro por el radio del incirculo”.

Ademas, el area del triangulo ABC se puede calcular de la siguiente manera:

(b-r1)  (a-m)
A
ri(c+b—a)
2
= a(AABC) = ri(s—a); (3.2)

(c-m

a(AABC) = a(ALCB) + a(Al,BA) — a(AL,CA)
(a-ry) N (c-ry) (b-r) ra(atc—D)
2 2 2 2
= a(AABC) = ry(s—b); (3.3)
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b-rs +a~7“3 Ty

2 2 2
r3(b+a—c)
2
= a(AABC) = ri(s—c). (3.4)

Estos tres resultados se enuncian como: “ El drea de un tridngulo es igual al pro-

ducto del radio del excirculo por el semi perimetro menos el lado correspondiente”.

Finalmente, de las tltimas cuatro relaciones obtenemos el siguiente resultado:

1+1+i _ (s —a) (s =) (s —c¢)
o Te T3 a(AABC)  a(AABC)  a(AABC)
3s—(a+b+c) (35s—2s)
a(AABC)  a(AABC)
1 1 1 1

> —+—+— =
T T rs

(3.5)

Es decir, “La suma de los reciprocos de los radios de los excirculos es igual al

reciproco del radio del incirculo”. B

Estrategia heuristica utilizada: Hacer un dibujo; usar analogias para establecer

una relacion entre tridngulos.

Uso de recursos: Operatividad algebraica, igualdades entre segmentos, el semi-
perimetro.
Ideas principales que guiaron el desarrollo del problema fueron:

1. Siempre presente lo que se queria demostrar, es decir, dado que M es punto

medio de C'A, ver que también lo es de DE.
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2. Ver igualdades de segmentos dados por el teorema siguiente que se da en

Geometria Euclidiana.

3. Uso del siguiente teorema:
Teorema.- Si por un punto exterior a una circunferencia se trazan dos
tangentes, los segmentos comprendidos entre dicho punto y los de contacto
son iguales. La semirrecta que contiene al segmento punto-centro es bisectriz

del angulo que forman las dos tangentes.
4. El uso del concepto de semiperimetro dado por el triangulo ABC.
5. Demostrar que CE = DA.

Visualizacion con el software dindmico

Con ayuda de Cabri se puede construir la figura que nos permite visualizar de ma-
nera precisa lo que se pretende demostrar, asi como también segmentos de igual
distancia, los semiperimetros que se involucran en el problema y las relaciones que
nos permiten ver el calculo del area con respecto al incirculo y los excirculos del

triangulo ABC.

También es posible obtener una relacion similar con las alturas.

Corolario 3.1.1 La suma de los reciprocos de las alturas de un tridngulo es

wgual a la suma de los reciprocos de los radios de los excirculos.

Demostracion. Para cualquier AABC, si r, r1,ro y r3 son los radios del incirculo

y de los excirculos y s es su semi perimetro, sabemos que:

1,11 s 56
r o r ry 13 (AABC) '
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B
Figura 3.2: Relacion entre los reciprocos de las alturas y los exradios.

Consideremos el AABC de la Figura 3.2, con las alturas AD, BE y C'F; y sea
I; el centro de uno de los excirculos; calculemos el area del AABC usando cada

una de las alturas:

BC-AD 1 BC
AAABC) = —5——= 4D = 24(AABC)

CA-BE 1 CA
UAABC) = —— = BF = 3.(AABO)

AB-CF 1 1
UAABC) = —5— = GF = 2.(AAB0)
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L1 1 BOYCALAB s
"“AD " BE ' CF  2a(AABC)  a(AABC)

De ahi que:
1 1 1 1 1 1

A0 "BEYCR T A n T

como se queria.ll

Estrategia heuristica utilizada: Basicamente consisten en usar analogias con pro-
blemas propuestos antes, donde nos permite establecer relaciones de las alturas y

los excirculos.

Uso de recursos: uso de las alturas del tridngulo ABC, férmula del drea para

un triangulo y el semiperimetro.

Ideas principales que guiaron el desarrollo del problema fueron:
1. Tener siempre presente el uso de radios (incirculo y excirculos).
2. Uso de los semiperimetros del triangulo ABC.

3. Calcular el reciproco de cada una de las alturas respectivas a los vértices del

triangulo.

Visualizacion con el software dindmico

Con Cabri Géometre podemos visualizar la grafica (3.2) correspondiente a la re-
lacién entre los reciprocos de las alturas y los exradios, ya que también en dicha
figura si movemos un vértice del tridngulo podemos ver sigue respetando las pro-

piedades que mencionamos.

Finalmente, a raiz del teorema inicial y teniendo en cuenta los siguientes con-

ceptos, se obtiene el corolario 3.2.2.
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Definicion (Potencia de un punto).- La potencia de un punto con respecto
a una circunferencia, es el producto de sus distancias a cualquier par de puntos

en la circunferencia que sean colineales con él.

Definicion (Eje radical).- El eje radical de dos circunferencias es el lugar
geométrico de un punto cuyas potencias con respecto a las dos circunferencias es

igual.

Corolario 3.1.2 FEl eje radical de la circunferencia inscrita y cada una de las
circunferencias excritas, son las bisectrices del dngulo externo del tridngulo cuyos

vértices son los puntos medios de los lados del triangulo dado.

Demostracion. Ya que el punto medio de los lados de un tridngulo era también el
punto medio de los puntos de contacto del incirculo y cada uno de los excirculos,
entonces, en las Figuras 3.3a y 3.3b, RL = LS es decir, desde L, los segmentos

de tangente al incirculo de centro I y el excirculo de centro /7, son iguales.

Por lo tanto, la potencia del punto Lrespecto a estas dos circunferencias es la
misma y su eje radical pasa por L. La bisectriz en A es la linea de los centros de
las dos circunferencias; y como los triangulos ABC' y LM N son homotéticos, la
bisectriz en el vértice L (LD) del ALMN es paralela a la bisectriz en A (Al) del
ANABC, por tanto, la perpendicular a LD es perpendicular a Al;y es bisectriz del
angulo exterior en L del ALMN. Esta recta por L, perpendicular a la bisectriz

en A, es el eje radical del incirculo de centro I y el excirculo de centro I;.

De la misma manera se procede con las otras dos parejas de circunferencias. ll
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Figura 3.3: Eje radical del incirculo y uno de sus excirculos.

3.2. Problema de la Circunferencia de los nueve
puntos

Introduccién. Al parecer, Leonard Euler (1707-1783) fue el primero en abordar
este problema y establecer la Circunferencia de los nueve puntos o en abordar este

problema y establecer la Circunferencia de los nueve puntos.

Sin embargo, aunque no se le atribuye, casi siempre se hace referencia a Karl
Feuerbach (1804-1872) cuando se habla de esta circunferencia; quiza, por el Teo-

rema que lleva su nombre y que abordaremos mas adelante.

La circunferencia recibe este nombre, porque para cualquier tridangulo dado, ésta

pasa por nueve puntos (3.4):
= los puntos medios de cada lado del tridangulo (L,M y N );

= los pies de las alturas (E,D y F);y



Capitulo 3. Presentacion y andlisis de los problemas 65

= los puntos medios de los segmentos determinados por el ortocentro y los

vértices del tridngulo (P,Q y R).

"
x
.
D

Figura 3.4: Puntos que intervienen en la Circunferencia

En 1820 los matemadticos franceses Charles Julien Brianchon (1783-1864) y Jean
Victor Poncelet (1788-1867) redescubrieron la circunferencia hallada por Euler, y

le dieron ese nombre: Circunferencia de los nueve puntos.

Para apreciar la virtud de este hallazgo, notemos que dado un punto, existe un haz
de circunferencias que pasan por él; lo mismo ocurre cuando se dan dos puntos,
hay una infinidad de circunferencias que pasan por ellos. Sin embargo, dados tres
puntos no colineales en un plano pasa una, y solo una, circunferencia por ellos

como se muestra en la 3.5.
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Y @

(a) (b)

A

(c) (d)

Figura 3.5: Figuras para una mejor apreciacién del hallazgo

Las cosas cambian a partir de cuatro puntos dados; para garantizar que hay una
circunferencia que pasa por ellos, los puntos deben cumplir con una fuerte res-
triccién: el cuadrildtero que forman tiene dngulos opuestos suplementarios (cua-
drildteros ciclicos); es decir dados cualesquiera cuatro puntos en el plano, no se

puede garantizar que exista una circunferencia que pase por ellos.

A partir de cinco puntos, las cosas se complican y resulta cada vez mas dificil

encontrar una circunferencia que pase por ellos.

Teorema 3.2.1 Circunferencia de los nueve puntos. Los puntos medios
de los lados de un tridngulo, los pies de sus alturas y los puntos medios de los
segmentos que unen los vértices a su ortocentro, estan en una circunferencia,

llamada Clircunferencia de los nueve puntos.
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Demostracion. Primero se tiene un triangulo ABC' con los puntos involucrados;
debemos probar que existe una circunferencia que pasa por esos nueve puntos;
para ello debemos localizar el centro y probar que son conciclicos; lo haremos
de tal manera que vamos a ir incorporando cada uno de los seis puntos a la

circunferencia circunscrita del ALMN.

i. Primero veremos que D estd en la circunferencia del ALMN. N es punto
medio de AB y D es pie de la altura AD entonces, ND = ATB yaque ZADB
es recto; y como Ly M son puntos medios de BC'y CA, LM = ATB . Ademas
MN || BC, entonces M N DL es un trapecio isésceles por tener dos lados no
paralelos iguales y, por tanto, es inscriptible; es decir la circunferencia del

ALMN pasa por D.

A

Figura 3.6: [lustracién donde se muestra que D estara en la Circunferencia de los

nueve puntos
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ii. Ahora incorporaremos al punto P. Al ser N L paralela a AC', es perpendicu-
lar a la altura BE; y como N y P son puntos medios del AABH entonces
PN 1 NL. Como también PD 1 DL, entonces la circunferencia que pasa
por N, D y L también pasa por P; de hecho PL es diametro y en su punto

medio estard el centro (Figura 3.7 ). Por lo tanto P estd en la circunferencia

que contiene a LM, Ny D.

B D L C

Figura 3.7: Figura que nos muestra que tambén P estd en dicha Circunferencia.
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iii. Veamos que F' esta en la circunferencia. También M F' = NL pues NL = %
y como C'F A es rectangulo, entonces M F = %AC’; ahora, como LM || F'N,
el trapecio LM F'N es isésceles y F' esta en la circunferencia de L, M y N.
Como PQ || ABy QL || CF, entonces ZLQP es recto y, por tanto también
() estd en la circunferencia de didmetro PL (Figura 3.8). En forma similar

se prueba que E y R estan en dicha circunferencia. ll

n P
I.II -
L

!

x%x

[
[
[
1
I
[
| i
[
[
|
[
[

f
o,
;’fa s

-
~,

!

B D L C

Figura 3.8: Muestra que el punto Q esta en la circunferencia y realizando pasos

similares se obtiene E y R.
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Por lo tanto, los puntos L, R, M, E, P, F, N,QQ y D estan en la circunferencia
de los nueve puntos, cuyo centro es el punto medio de PL (o de QM, o de RN),
que llamaremos Cy. El Circuncentro del triangulo ABC', es el punto O; se puede

probar que O, G, Cy y H estan alineados, como se muestra en la Figura 3.9.

A
.
Y
Y
\
'H.‘H'h'
0
\
H : M
N ' B
h T
Con C.-7
-
.—"-.---- \l"\ CI
-
- Y I‘I"
-J.--.
D L

Figura 3.9: Circunferencia de los nueve puntos y la Circunferencia circunscrita,

donde H es el ortocentro, y G Centro gravedad del AABC.



Capitulo 3. Presentacion y andlisis de los problemas 71

La Figura 3.10 contiene una serie de ilustraciones que permiten visualizar mejor

la demostracion anterior.

(c) (d)

Figura 3.10: Figuras para una mejor visualizaciéon de la demostracion.

Estrategia heuristica utilizada: hacer un dibujo, dividir el problema en subproble-

mas, trazar segmentos paralelos a otros.

Uso de recursos: usar las propiedades de los cuadrilateros conciclicos, teorema
de Tales, trazar perpendiculares a un segmento, paralelas y desde luego que el co-
nocimiento y habilidad para trabajar con el software son aspectos esenciales para
tener éxito con este acercamiento las cuestiones claves son: los trazos necesarios

y determinar el centro de dicha circunferencia.



Capitulo 3. Presentacion y andlisis de los problemas 72

Ideas principales que guiaron el desarrollo del problema fueron:

1. El ir incluyendo dichos puntos a la circunferencia que menciona el teorema,
es decir, ver que tales puntos satisfacen las condiciones de ser un trapecio

isosceles.
2. Notar segmentos de medidas iguales por medio del teorema de Tales.

3. Segmentos perpendiculares a los lados que nos generan triangulos rectangu-

los. Segmentos paralelos que se derivan de trazos con los puntos medios.

Visualizacion con el software dindmico

Con Cabri realizamos un dibujo suponiendo todos los puntos dados en el tridngulo
ABC'y el centro de la circunferencia, para luego observar las relaciones que hemos
mencionado como paralelas, perpendiculares, tridngulos rectangulos y finalmente
ver que si cumple con que la Circunferencia de los nueve puntos pasa por dichos

puntos y verificar que en efecto, el centro Cy es punto medio de PL.

De lo anterior, se desprenden una serie de propiedades que se enunciaran como:

Corolario 3.2.1 El radio de la circunferencia de los nueve puntos mide la mitad

del radio del cincucirculo.

Demostracion. Es inmediato del hecho de que el triangulo LM N es homotético
con el tridngulo ABC' con razén de semejanza %, entonces las circunferencias

conservan esa relacion entre los radios. B

Estrategia heuristica utilizada: establecer relaciéon de homotecia entre dos tridngu-

los.

Uso de recursos: usar el concepto y las propiedades de homotecia y razones de

congruencia.
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Ideas principales que guiaron el desarrollo del problema fueron:

1. Ver que tridngulos son homotéticos y utilizar las propiedades de homotecia

en ellos.

2. Ver que la relacién entre las circunferencias conservan la relacion de los

radios.

Corolario 3.2.2 FEl centro de la Circunferencia de los nueve puntos es el punto

medio del segmento que une el Ortocentro y el Circuncentro.

Demostracion. En la figura 3.11 se muestran los tridngulos ANM y LM N, con-
gruentes, P es el ortocentro del primero y O es el ortocentro del segundo, entonces
AP = LO, pero AP = PH = PH = LO y como son segmentos paralelos, enton-
ces PHLO es un paralelogramo, cuyas diagonales se bisecan. Por lo tanto Cy, el
centro de la Circunferencia de los nueve puntos esta en el punto medio de H, el

Ortocentro, y O, el Circuncentro.

A

B D L C

Figura 3.11: Ubicacién del centro de la circunferencia de los nueve puntos.
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Estrategia heuristica utilizada: congruencia de triangulos.

Uso de recursos: usar los conceptos de ortocentro, paralelogramo y congruen-

cia de triangulos.

Ideas principales que guiaron el desarrollo del problema fueron:
1. Observar congruencia de tridngulos,
2. Tener en cuenta los ortocentros de dichos triangulos,
3. Verificar que segmentos son iguales, y
4. Utilizar las propiedades de paralelogramo.

Visualizacion de Cabri
Con este software dinamico podemos obtener la figura, que muestra lo que nuestro
corolario menciona. Ademas se puede ver la igualdad de segmentos, el paralelo-

gramo y los demés puntos que se mencionan en la demostracion.

Corolario 3.2.3 El Centro de gravedad G y el ortocentro H del tridngulo
ABC, son los centros de homotecia de la Circunferencia de los nueve puntos y el

Circuncirculo.

Demostracion. Notemos en la figura 3.12 que los triangulos AGOL ~ GHA, con
razon de semejanza %; y que si @ es el punto medio de AG entonces ACyGL ~
APQL también con razén de semejanza %; y como AAPQ = ALOG,

CoG 1

_ GG _ 1
PQ=G0= o = (3.7)
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Figura 3.12: G y H son los centros de homotecia de las circunferencias de centros

Coy O.

Ademas, si recordamos que la razén de los radios de los circulos, el de los nueve

1

5 entonces, puesto que los centros de homotecia

puntos con el circuncirculo es
de dos circunferencias son los puntos sobre la linea de los centros que la dividen
interna y externamente en la razén de los radios, tendremos:

CoG CoH 1

_ L_To
GO  HO 2 1o (3.8)

De ahi que, efectivamente G y H son los centros de homotecia. Ademas, podemos

relacionar este resultado con otro concepto; los centros de las circunferencias Cy
(de los nueve puntos) y O (el circuncirculo), estdn separados arménicamente por

G (centroide) y H (ortocentro); es decir, O, Cy, G y H son arménicos. Bl
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Estrategias heuristicas utilizadas: usar analogias para establecer relacion entre dos

triangulos.

Uso de recursos: semejanza de triangulos, congruencia de triangulos y el uso de

propiedades de homotecia.

Ideas principales que guiaron el desarrollo del problema fueron:
1. Notar semejanza de triangulos con razén de homotecia,
2. Verificar la congruencia de tridangulos que se presenta,

3. Usar el hecho de que la razéon de los radios entre los circulos de la Circun-

ferencia de los nueve puntos con el circuncirculo es de %

4. Aplicacion de las propiedades derivadas de homotecia.

3.3. Teorema de Feuerbach

Introduccién. Este teorema nos habla de una circunferencia que pasa por jnue-
ve puntos!; su establecimiento se debe al matematico Karl Wilhelm Feuerbach
quien lo publico en 1822. Incluye tres propiedades importantes que enunciamos a

continuacion:

= La circunferencia de los nueve puntos es tangente a la circunferencia inscrita

en el tridngulo.

= Es también tangente exterior a las tres circunferencias exinscritas al triangu-

lo, vy

= El centro de la circunferencia de los nueve puntos se halla en la Recta de
Euler y en el punto medio del segmento cuyos extremos son el ortocentro y

el circuncentro.
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El Teorema de Feuerbach también hace alusién a algunas notas histéricas referidas
a la geometria del triangulo y la circunferencia, rama que se nutrié de numerosos

resultados a lo largo del siglo X7.X.

Teorema 3.3.1 La circunferencia de los nueve puntos de un triangulo es tan-
gente a la circunferencia inscrita y a cada una de las circunferencias excritas del

tridngulo.

La figura 3.13 muestra de forma mas visual el Teorema de Feuerbach (para la
demostracion se requiere de otra figura que nos permita visualizarla mucho mejor);

los puntos de tangencia estan marcados.

Figura 3.13: Teorema de Feuerbach.
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Demostracion. El triangulo dado es AABC: L,M y N son puntos medios de los
lados; ADLBC en D; I e I son los centros de las circunferencias inscrita y excrita;
Ay A’ son los centros de homotecia de las circunferencias; S es la interseccién de
B'C" y BC; L es el centro de la circunferencia de inversién cuyo radio es r = LX;
y Cy es el centro de la Circunferencia de los nueve puntos. Donde ademas se tiene
que a = BC', b= CA, ¢c = AB. Primero se probara que A y D son puntos inversos:
Ay A" son conjugados arménicos respecto a I e I se tiene que:
I'A' TI'A
AT Al
y como los segmentos I' X', IX y AD son perpendiculares a BC, entonces X, X,

(3.9)

/ ., . s .
A"y D también son conjugados armoénicos, ya que:

XA TA XA I'A

AX AT T AX T Al (3.10)
Por lo que de (3.9) y (3.10) se obtiene:
A TA . XA XD (3.11)
AT Al AX DX '

Sabiendo que L es punto medio de BC' y de X' X, y que L es el centro de la
circunferencia de inversién con radio » = LX, por lo que A" y D son puntos
inversos, y entonces:

LA LD == (& 5 by (3.12)

Para la primera igualdad la explicacién es la siguiente:
LA - LD =+*

Como X', X, A"y D son conjugados arménicos y como L es punto medio de X' X.

Sabemos que:

X'A XD
XA XD
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Remplazando las longitudes de los segmentos en término del punto L y teniendo

en cuenta que LX "= LX, obtenemos;

(X'L+ LA (LD+ X'L)
(LX — LA (LD — X'L)
(X'L+LAY-(LD+X'L) = (LD+X'L)-(LX — LA

XL-LD-XI1?+LA - LD-LA - XL = LD-LX —LD-LA +X'L-LX —X'L-LA

/

oLA LD = X IL*+LX7?

!/

2LA - LD = 2LX?

/

LA - LD = LX?

/

LA -LD = r?

La razoén de la segunda igual, es decir de:

c—>

LA - LD = ( )2 (3.14)

Ya que:

XX = BC-2-XC
= a—2(s—¢)

= a—a—b+c=c—0

Por lo que se obtiene lo deseado.

Ahora se probara que S y M también son puntos inversos: como L y M son

puntos medios, LM = £; ademas,

SM B'M

ABSMNABOA:m:m

(3.13)
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C'A-BM CA-(BA-MA) b-(c—3%)

WOM = = BA c

b-(2c—b)  2bc—b?
2c 2

_2bc—b2 _ (c—0)?

c
LS = LM —-SM = -
2 2c 2c

Calculemos el producto:

(=02 ¢ fec=b 2—r2
2c 2\ 2 -

’ . . . . ’ /
De ahi que S 'y M sean puntos inversos respecto a la misma circunferencia. B C'

LS -LM =

es una recta que no pasa por el centro de inversion, por lo tanto su inversa es
una circunferencia que pasa por L (el centro de inversién) y los puntos D (la
altura respecto a BC) y M (el punto medio de AC'), la cual es, precisamente,
la Circunferencia de los nueve puntos. Como las circunferencias de centros I e I’
son ortogonales a la de inversién, se invierten en ellas mismas, y debido a que
B'C’ es tangente a dichas circunferencias; si aplicamos que la inversién es una
transformacién isogonal, se tiene que si dos curvas son tangentes una a la otra,

las respectivas curvas inversas también son tangentes una a la otra.

Por lo tanto, la Circunferencia de los nueve puntos es tangente al incirculo y al

excirculo del AABC' . De manera similar se procede con los otros dos excirculos.
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B PR L v ' N A

Figura 3.14: Tlustraciéon que permite visualizar la demostracién del Teorema de

Feuerbach.

Estrategias heuristicas utilizadas: hacer un dibujo, usar analogias para establecer
relacién entre triangulos, establecer simetria de un punto o figura respecto a un

punto o una circunferencia y dividir el problema en subproblemas.

Uso de recursos: congruencia de tridangulos, propiedades de conjugados arménicos,

homotecia, puntos inversos, semiperimetro y propiedades de inversion.

Ideas principales que guiaron el desarrollo del problema fueron:

1. Mostrar los puntos dados por el teorema, ademas de nombrar los puntos
de interseccién que se generan al realizar algunos trazos necesarios para la

demostracién.

2. Verificar que en efecto los puntos A, D, S y M son puntos inversos, respecto
a la misma circunferencia, la de inversion y que cumple con las propiedades

de dicha circunferencia.
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3. Usando las propiedades de ser ortogonal y verificar que las circunferencias

! . .7
de centros I e I lo son a la de inversidn.

Visualizacion de Cabri

Con este software podemos trazar la figura con todos los elementos dados para
ellos las cuestiones claves son: saber hacer los trazos necesarios por ejemplo para
determinar la tangente interior de la circunferencia inscrita con la excrita y de-
terminar los puntos de tangencia que se dan en dichas circunferencias; asi como

se determina la circunferencia de inversién.

Ademas, de visualizar varios casos moviendo alguno de los vértices del tridngulo

y observando que se sigue cumpliendo el teorema.

3.4. Problema de la Celda de Peaucellier

Introducciéon. El contexto en el que presentamos este problema da origen al
nombre elegido para su denominacién, pero puede ser presentado (y aparece en
algunos textos de Geometria Moderna) en términos de un sistema mecénico ar-
ticulado, entre otros. Es un problema de variacion en el que hay una relacién de

dependencia entre la linea recta a trazar y la circunferencia.

Dado como un hecho de importancia historica el hombre tenia desde la antigiiedad
el deseo de trazar una linea recta sin regla; o bien, trazar una circunferencia sin
usar compas y se lleva a cabo a partir de los postulados de Euclides, y con otras

herramientas.

Fue alcanzado hasta 1864 por el matematico francés Charles Nicolas Peaucellier
(1832-1913), quien disenné un mecanismo articulado que se utilizé para el correcto
funcionamiento de la maquina de vapor, mas sin embargo existen otros mecanis-

mos con menos articulaciones que casi hacen lo que se desea pero no exactamente,
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es el mecanismo por James Watt en 1784, considerado el més éptimo para las po-
cas aplicaciones encontradas; pero el que nosotros mostramos se ve la potencia
del concepto de inversion, ya que dicho mecanismo permite transformar una cir-

cunferencia (o un arco) en una recta (o segmento) y viceversa.

Teorema 3.4.1 Celda de Peaucellier. O es un punto fijo que serd el centro de

inversion y r el radio; D es el centro de una circunferencia que pasa por O y P. El
inverso de P es P'; OAy OB son barras (movibles) de la misma longitud y PAP’B
es un rombo (rnovible), de modo que OA >OB vy tales que r> = QA2 — PA2.

Ademss la constante de inversién esta dada por a? — b?.

Demostracion. Entonces, si todas las partes se pueden mover libremente con P

. . / . .
en una circunferencia, los puntos P y P describen curvas inversas; pues:

OP-0OP = (0OC - PC)-(0C+ PC)
= (0C?) - (PC?)

= (0C?) 4 (CA?) — ((PC?) + (CA?))

Pero

OC? + CA%2=0A?

PC? + CA? = PA?

Entonces:
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OP-OP = 0A? — PA? = 2 (3.15)

Entonces P y P’ describen curvas inversas, como muestran las figuras 3.15a y
3.15b; la inversa de la circunferencia de centro D es la recta que pasa por P’y

viceversa.

Figura 3.15: Figura a) muestra el mecanismo de Peaucellier mientras que b) des-

cribe lo que se quiere demostrar del Teorema de Peaucellier.

Casos de la Celda de Peaucellier (Demostracion del inverso de P)

Caso 1.- Cuando P un punto esta dentro de la circunferencia de inversion.

Demostracion.- Digamos la semi-recta OP y trazamos la perpendicular en P que
. . /

corte a la circunferencia en 7', por T' trazamos una tangente que cruza OP en P

/ .
entonces P es el inverso de P, puesto que:

or OT

or ~ or (3.16)

AOPT ~ ANOTP —
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. OP-OP =0T? = r?

Figura 3.16: Ilustracion que permite visualizar la demostracién del Caso 1.

Caso 2.- Cuando P un punto esta fuera de la circunferencia de inversion.

La demostracion es analoga a la anterior. Por lo que sélo se muestra la figura.
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-y
- S

Figura 3.17: Tlustracién que permite visualizar la demostracién del Caso 2.

Demostracion de la Constante de Inversion

Si el punto P describe una curva otro punto del mecanismo, el P’ describe su

curva inversa respecto al punto O, con una constante de inversién igual a a? — b?,

siendo a, b las longitudes de los tipos de barras utilizadas.
Aplicando el teorema del seno al tridngulo AOAP’, se tiene:
(3.17)

asina = bsin 8

Y llamado d, d a las longitudes OC' y OP’ se pueden escribir:

d=acosa+bcos

!
d =acosa — bcos [
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n A

B

Figura 3.18: Ilustracién que permite visualizar la demostracion de la Constante

de Inversion.

Estrategia heuristica utilizada: congruencia de tridngulos.

Uso de recursos: usar los conceptos de ortocentro, paralelogramo y congruen-

cia de triangulos.

Ideas principales que guiaron el desarrollo del problema fueron:

1. Observar congruencia de triangulos,



Capitulo 3. Presentacion y andlisis de los problemas 88

2. Tener en cuenta los ortocentros de dichos triangulos,
3. Verificar que segmentos son iguales, y
4. Utilizar las propiedades de paralelogramo.

Visualizacion de Cabri
Con este software dinamico podemos obtener la figura, que muestra lo que nuestro
corolario menciona. Ademas se puede ver la igualdad de segmentos, el paralelo-

gramo y los demés puntos que se mencionan en la demostracion.



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se demostraron cuatro problemas que involucran conceptos tan-
to de Geometria Euclidiana como de la Geometria Moderna, tres de ellos estan
relacionados con el triangulo, uno de los cuales es considerado como una joya de
la Geometria Moderna, el Teorema de Feuerbach; asi como la incorporacion del
software dindamico Cabri Géometre para obtener asi una mejor visualizacion de

los problemas y asi también facilitar su demostracién.

Al inicio se plantearon las siguientes preguntas que guiarian el desarrollo de esta

tesis:

1. {Qué tipo de procesos heuristicos y como se usan los recursos matematicos

en la resolucion de problemas de Geometria Moderna?

2. Cuales son los conceptos fundamentales que estan involucrados en los pro-

blemas tipicos de la Geometria Moderna?

3. Cdémo contribuye el uso de software dindmico Cabri Géometre en el estudio

de problemas de Geometria Moderna?

89
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A continuacién daremos respuesta a ellas de la siguiente manera: enunciaremos
cada pregunta y narrare, de acuerdo a mi punto de vista ya que fui yo quien lo
aplique en mi misma lo que observe en el andlisis de cada pregunta y problema,

y el resultado que obtuve.

1. 4 Qué tipo de procesos heuristicos y como se usan los recursos
matemdticos en la resolucion de problemas de Geometria Mo-

derna?

Existen varios tipos de procesos heuristicos como se mencionan en el Capitu-
lo 2, pero por ejemplo de los que mas aborde en los problemas fueron: hacer
un dibujo correspondiente al problema, el uso de analogias para establecer
relaciones entre triangulos, con problemas resueltos con anterioridad, dividir
el problema en subproblemas, el hacer trazos auxiliares, establecer simetrias

y el método del analisis.

Y con respecto a la utilizacién de recursos matematicos fueron: operativi-
dad algebraica, igualdades de segmentos, el uso de conceptos y propiedades
de: semiperimetro, uso de alturas de un triangulo, formula del area de un
triangulo, cuadrildteros conciclicos, homotecia, razones de semejanza, con-
gruencia de triangulos, conjugados armoénicos, puntos inversos e inversion,
asi también el Teorema de Tales y Teorema del Seno, desde luego el co-
nocimiento y habilidad para trabajar el software dindmico Cabri, que son
aspectos esenciales para tener éxito con este acercamiento a dichos proble-

mas.

Cabe senalar que esta es sélo una manera mas de resolver dichos proble-
mas aun cuando yo solo utilicé estas heuristicas hay distintas maneras de

resolver dichos problemas, asi como también en las herramientas o recursos
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matematicos utilizados.

Y en lo personal algo que me mucha ayudo mucho fue el uso del softwa-
re, ya que conforme hacia los trazos necesarios para la construccion de la
figura que enunciaba al teorema en cuestion, me quedaba claro el problema
de lo que se queria y de que estrategias podria seguir para su demostracion,
asi como tomar varios casos con respecto a un movimiento del ratén que
cabe senalar la construccion lleva su tiempo y a veces no es sencilla pero
para construcciones con demasiados trazos es muy valiosa y evita el tomar

ideas erroneas que se dan debido a construcciones un poco burdas.

2. 3 Cudles son los conceptos fundamentales que estan involucrados
en los problemas tipicos de la Geometria Moderna?
Los conceptos que se involucraron en estos cuatro problemas son basicamen-
te el uso de drea, semiperimetro, formula de la altura de un triangulo, eje
radical, cuadrildteros conciclicos, homotecia e inversion que fue clave en el

uso de los ultimos dos problemas que se abordaron.

3. sComo contribuye el uso de software dinamico Cabri Géometré
en el estudio de problemas de Geometria Moderna?
Como ya se ha dicho anteriormente en primera instancia para la visuali-
zacion del problema, entendimiento de él, asi como también cabe senalar
que para poder hacer uso del software también es necesario un entendimien-
to claro de conceptos previos pues el software esta disenado para que con
la experiencia que nosotros tenemos con el manejo de conceptos sea 1til
esta herramienta, ya que si carecemos de dichos conocimientos el software
serd inutil pues llevara mucho el realizar la figura, y probablemente no ge-

neremos lo que deseamos.

Para realizar una figura cuando se lleva poco tiempo familiarizado con el
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software dindmico Cabri es conveniente mencionar que cuesta tiempo y tra-
bajo elaborar las figuras, pero estos tiempos se acortan conforme el uso
puede ser que en figuras un poco sencillas sea mas el tiempo que requerimos
para la figura que incluso lo que nos lleva la demostracion, en otros casos
es mucho mas 1til el tener una buena figura que nos vaya indicando con
precisién los trazos, los puntos involucrados y a veces hasta los trazos au-
xiliares, ya que en ocasiones figuras o construcciones hechas a lapiz y papel
nos sugieren ya sean congruencias, trazos auxiliares o seguir una intuicion

falsa que nos genera errores para la demostracion.

Cuando menciono que un simple movimiento del ratén se abarcan muchos
casos particulares, no quise decir que ser minimice el hecho de la construc-
cion o el trabajo hecho en el software, pero si el que nos toma menos tiempo
el hacer un movimiento he ir visualizando lo que pasa en ciertos casos que

el realizar figures a lapiz y papel para cada caso.

A continuacién se enlistan algunas de las ventajas que proporciona el software de

geometria dindmica:

1. El software dinamico permite la exploracion de una figura con un simple mo-
vimiento del raton, que equivale a una multiple aplicacién de la estrategia
heuristica “tomar casos particulares”; una de las practicas mas usuales en el
quehacer matematico, la cual debe ser ensenada a los estudiantes (Schoen-
feld, 1992). En nuestro caso, el uso del Cabri Géometre en el estudio de los
cuatro problemas que hemos abordado, permite ver las ventajas del dina-

mismo que, sin duda, contribuye a un mejor entendimiento de los problemas.

2. La toma de multiples casos particulares puede conducir a que los estudiantes
se “planteen conjeturas”o “descubran patrones o relaciones”, otras de las

practicas que son consistentes con el quehacer de las matematicas.
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3. El software esta elaborado de manera que con el dinamismo de las figuras,
las propiedades de las mismas no se pierden; de igual manera, si hacemos
una construccion manteniendo las reglas establecidas en el software, pode-
mos visualizar las propiedades de lo que se afirma en las proposiciones. Por
ejemplo, en los teoremas de la Circunferencia de los nueve puntos y en el de
Feuerbach, al modificar el tridngulo ABC', se modifica la figura manteniendo
las propiedades de los elementos involucrados (los nueve puntos y los puntos

de tangencia entre las circunferencias) cosa imposible de “ver”sélo con lépiz

y papel.

En este sentido, remarcamos que quizas haya estudiantes que no requieran
el uso del software para tener éxito en el estudio de este tipo de problemas,
pero habra otros que si lo requieran. También insistimos en que el software
dinamico es una herramienta que puede ayudar a aprender —desde entender,
y avanzar poco a poco hacia la solucién- pero que nunca sustituira al razo-
namiento matematico; ademas, puede influir en cémo dar la argumentacion
matematica de una soluciéon a un problema o a una demostraciéon, pero sélo

€50.

4. El adecuado uso del software dinamico puede contribuir, en diferentes ma-
neras, a que los estudiantes obtengan extensiones de los problemas, lo cual

es muy dificil (para la mayoria) de lograr con lapiz y papel.

5. Finalmente, la exploracion de los elementos que constituyen un problema o
teorema y el dinamismo de las figuras, propicia el desarrollo de una de las
habilidades méas importantes en el aprendizaje de las matematicas, que es la
visualizacién; identificada por Presmeg (2006) como la habilidad cognitiva
que permite la formacién de imagenes mentales a través de las representa-
ciones internas. En nuestros cuatro problemas, es claro que la exploracion

ayuda que tengamos una mejor idea del problema, que lo visualicemos cada
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vez mejor para, posteriormente, realizar acciones encaminadas a la solucion.

Presmeg (Ibid.) afirma que la visualizacién es una de las habilidades que
méas tiempo requieren para que se desarrolle en los estudiantes, de ahi la
importancia de que se esfuercen en poner en juego su imaginacion; y pa-
ra ello resulta 1til el software. Por ejemplo, en el problema de la Celda de
Peaucellier, mediante la construccion correcta, el dinamismo obtenido de las
herramientas del software permite “ver”la correspondencia entre las figuras

mversas.

Para abordar y resolver los problemas geométricos analizados en este trabajo, pri-
mero es necesario entender el problema: si textualmente no se entiende, conviene
seguir las recomendaciones de Polya (1945), hacer un dibujo, marcar lo que se
conoce, tener claro qué es lo que se pide en el problema. Si ya que se entendio,
tratar de relacionar los datos que nos dan con lo que piden para disenar un plan
de solucion. En algunos problemas se puede llegar a la solucion desde diferentes
caminos, conviene hacer un esfuerzo por distinguir qué lo que nos sirve, de los que
sabemos de matematicas, para abordar el problema. Esto no quiere decir que al
primer intento nuestro esfuerzo produzca la solucion del problema; en ocasiones
que lo que hagamos no nos sirve para llegar a la solucion pero tal vez nos da ideas

para encontrar otro camino correcto.

En todo momento conviene destacar la utilizacién de las estrategias heuristicas
de Polya y el uso de recursos matematicos necesarios para arribar a la solucién.
En los cuatro problemas, quedé manifiesta la importancia de la aplicacién de las
estrategias heuristicas y de la aplicacién correcta de los recursos matematicos;

mediados por procesos de meditacion y reflexion.

De esta manera, con las posibilidades de aprendizaje de las matematicas a través
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de la resolucion de problemas, manifestada en este trabajo, se procura que la in-

corporacion del software de geometria dinamica:

i)

i)

iii)

iv)

Propicie que el que resuelve problemas, plantee conjeturas, aspecto primor-
dial y clave para desencadenar procesos de resolucion de problemas, las
cuales surgen no por casualidad, sino por actos internos de reflexién y medi-
tacién que el sujeto realiza alrededor de un problema. Esto no significa que
para plantear conjeturas se tenga que contar, necesariamente, con el uso
del software, durante siglos éstas han sido planteadas sin siquiera existir el
software; lo que aqui se plantea es utilizar el potencial de la tecnologia para

fomentar esta actividad en el estudio de las matematicas;

Facilite la realizacion de exploraciones de varios casos particulares, entre
ellos los valores extremos, que permita identificar elementos que antes, quizas,

eran inadvertidos, contribuyendo al entendimiento del problema mismo;

Aliente a descubrir patrones y relaciones entre los elementos involucrados

en un problema o en una proposiciéon matematica,

Fomente el desarrollo de la visualizacion y la imaginacion espacial, aspectos
esenciales para el entendimiento matematico en una diversidad de situacio-

nes.

Finalmente, es importante senalar que el uso de la tecnologia es un recurso que

puede ayudar a que el estudiante vaya, interactivamente, aprendiendo cada vez

mas algo sobre la posible solucién de los problemas, pero nunca como un sustituto

del maestro; contribuyendo asi a la evolucion del entendimiento de una determi-

nada situacién. En problemas como los aqui planteados seguramente el estudiante

requerird de la orientacion y ayuda del maestro de del software.
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