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Prefacio

La gran mayoria de los fenémenos fisicos que ocurren en la naturaleza se
pueden describir usando Ecuaciones Diferenciales, desde la caida de un cuerpo
a través de un fluido hasta el comportamiento de una regién sometida a cierto
esfuerzo después de cierto tiempo. El problema con la mayoria de los esque-
mas que describen la naturaleza es que la solucion a ellos no se puede alcanzar
por métodos analiticos convencionales. Solamente los problemas idealizados de
ecuaciones diferenciales en los que se omiten factores presentes en problemas
reales tienen solucién analitica exacta.

Una respuesta natural a estos problemas en los que no se puede encontrar
la solucidén, es encontrar un aproximado que sea lo suficientemente bueno. Es
entonces cuando surgen los Métodos Numéricos. Con ayuda de computadoras y
diferentes esquemas de aproximacion se logra encontrar soluciones que, aunque
no sean exactas y tengan cierto margen de error, logran predecir la evolucién
del fenémeno estudiado.

El esquema a utilizarse estd basado en el esquema de diferencias finitas.
Dada la relativa sencillez para la formulacién y aplicacién del esquema, se in-
tenta hacer uso de éste para dar solucién a problemas cuyas fronteras presentan
una complejidad mayor que las definidas por productos de intervalos y regiones
rectangulares. Con ayuda de un mallado adecuado de la regién del problema,
se pueden obtener resultados para ecuaciones elipticas como los mostrados en
el presente trabajo. Hoy en dia, el estudio del mallado de superficies, la discre-
tizacién de un problema y el uso de computo cientifico no son nuevos para la
comunidad cientifica, sin embargo eso no quiere decir que no se pueda profun-
dizar mas en el estudio y refinamiento de esquemas para lograr soluciones que
se aproximen mas al resultado esperado.

El contenido del primer capitulo estd orientado a explicar de una manera
somera los conceptos basicos a tratar en la tesis, se explica brevemente las ecua-
ciones diferenciales a tratarse, el diseno del mallado de una region, asi como una
descripcién del problema en una dimensién y de algunas dificultades que surgen
durante el andlisis, asi como también se muestra un par de ejemplos basicos de
cémo aplicar el método para problemas sencillos.



Lo que se explica en el segundo capitulo es una introduccién al método de
diferencias finitas clsicas para resolver las ecuaciones de Poisson en regiones
rectangulares. Se hace un andlisis de aproximacién en el cual se hace referencia
a propiedades del método como son la estabilidad, la convergencia y la consis-
tencia a la hora de aplicarlo.

Se describe un poco de la teoria involucrada asi como el razonamiento
detras de la aplicacién del método. Por medio de un par de proposiciones y
demostraciones de algunos teoremas se reafirma la importancia de las propieda-
des mencionadas anteriormente para lograr un buen funcionamiento cuando se
definen nuevos esquemas.

En el tercer capitulo se hablara acerca de lo que se ha estado trabajando
para extender los esquemas de diferencias finitas a regiones mas complicadas y
no rectangulares por medio de software especializado. El capitulo también con-
tiene referencias a la literatura que existe actualmente y se enuncian algunos de
los esquemas con los que se pretende obtener resultados en el presente trabajo,
asi como también se describe la forma de deducir y aplicar dichos esquemas.

El cuarto capitulo consta de una explicaciéon acerca de la implementacion
de los esquemas descritos en el capitulo tres, las pruebas numéricas realizadas
y los resultados obtenidos. Se muestra graficamente la comparacién entre los
resultados del nuevo esquema contra los resultados de métodos ya existentes y
utilizados ampliamente en la actualidad.

En el quinto capitulo se muestra un ejemplo de una aplicacién fisica del
esquema propuesto. Después de dar una breve resena de términos utilizados y
deducir unas cuantas ecuaciones, se establecen los pardmetros para aplicar el
esquema propuesto y se resuelven algunos problemas de mecénica de fluidos. El
ultimo capitulo estd integrado por las conclusiones a las que se llegé luego de
terminar este trabajo de tesis.
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Introduccién 1

Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones preliminares

En la actualidad existen varios trabajos en la literatura acerca de como tra-
tar de resolver ecuaciones diferenciales parciales, ya sea por métodos analiticos
o por métodos numéricos, la motivaciéon principal para la realizaciéon de este
trabajo es la de encontrar un esquema nuevo que se base en conceptos sim-
plificados y que las definiciones y teoremas involucrados en su deduccién sean
sencillos de entender y aplicar, aunado a esto, se espera que se siga logrando
una precisién aceptable en los resultados que se obtengan con el nuevo esquema.

Obteniendo un sistema sencillo y directo que obtenga resultados similares
a los obtenidos con esquemas clasicos y métodos de mayor complejidad se lo-
grard simplificar la manera de resolver problemas que se presentan en varios
ambitos del conocimiento cientifico. Cabe mencionar que una de las mayores
motivaciones para usar métodos de aproximacién, en particular las diferencias
finitas, es el hecho de que por medio de éstos se puede transformar el problema
original en un problema més sencillo que puede resolverse. Los métodos actuales
de solucién de ecuaciones diferenciales parciales lineales (EDP) estdn definidos
para regiones que resultan de productos de intervalos, por lo que su aplicacién
se limita bastante cuando la regién no es de este tipo.

Para poder trabajar con esquemas que aproximen situaciones reales en la
naturaleza se hace uso de representaciones de dichos fenémenos por medio de
ecuaciones, las cuales en su mayoria son ecuaciones diferenciales parciales. Una
ecuacién en derivadas parciales es una relaciéon entre una funcién de dos o méas
variables y algunas de sus derivadas parciales. El orden de la EDP se define
como el mayor orden de las derivadas que estdn presentes en la ecuacion. Los
sistemas de ecuaciones diferenciales que simulan fenémenos fisicos cominmente
se separan en grupos dependiendo del tipo de las relaciones existentes entre las
derivadas que se involucran.



2 Consideraciones preliminares

Los sistemas a tratarse en el presente trabajo son las EDP de segundo orden.
Estas se pueden clasificar en hiperbdlicas, parabdlicas y elipticas.

Una tipica EDP lineal de segundo orden tiene la forma:

AS2,¢ + Bz + C62 0 + Déyp + ESyp + F =0, (1.1)

en donde A, B, C, D, E y F son coeficientes que pueden depender tanto de
la variable = como de la variable y. Una de las formas més usadas para saber
a qué grupo pertenece una EDP es obteniendo el determinante de una matriz
cuyos coeficientes son los coeficientes A, B y C de la ecuacién 1.1.[1]

Una ecuacion es hiperbdlica si

Z = det g g ‘ <0,
es parabdlica si

Z = det g g =0,
es eliptica si

Z = det g g > 0.

Las ecuaciones hiperbdlicas modelan el transporte y movimiento de alguna
cantidad fisica, ya sea perturbaciones del medio o flujo de fluidos. Como ejemplo
de una EDP hiperbodlica podemos citar una de las ecuaciones mas importantes
de la fisica, la ecuacion de onda en una direccién

% _ 0%
o2 022
en donde, si ordenamos los términos, podemos ver que A =1, B=0, C = —¢c?.

Esto nos da que Z < 0. Por otra parte, los problemas con ecuaciones parabélicas
describen un fenémeno que evoluciona en el tiempo y que llevan a un estado de
equilibrio. Si tomamos la ecuaciéon que describe el calentamiento de una barra
a lo largo de uno de sus ejes, obtenemos

9 _ O
ot _a8z2
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de la cual vemos que A =0, B=0y C = «, por lo que Z = 0 lo que nos dice que
la ecuacion de difusién del calor es una ecuacién parabélica. Por tltimo, tenemos
las ecuaciones elipticas, estas ecuaciones estan asociadas con un estado especial
del sistema el cual corresponde a un estado de minima energia. El ejemplo en
este caso serd la ecuacién de Poisson

0%p D%

a2 Ty =7

es claro ver que A=C =1y B =0 por lo que Z = 1.

1.2. Condiciones en la frontera

Un factor fundamental para poder resolver una EDP son las llamadas condi-
ciones de frontera. Cuando se trata de resolver ecuaciones diferenciales ordina-
rias (EDO) podemos recurrir al teorema fundamental de existencia y unicidad,
el cual nos garantiza que existe una solucién a nuestro problema y que dicha
solucion es tnica para el problema si se da un cierto conjunto de condiciones que
la funcién debe cumplir. Sabemos que la solucién general viene dada por una
familia de funciones con la misma grafica pero que difieren en las constantes, las
condiciones de frontera son las que nos ayudan a especificar dichas constantes.
Dependiendo del grado de la ecuacion diferencial es el nimero de constantes que
necesitan ser especificadas, para el caso de las EDO de segundo orden, se ne-
cesita dar condiciones de frontera suficientes para determinar de manera unica
dos constantes.

A diferencia de la teorfa involucrada en la solucién de EDO, cuando se trata
de EDP no existe un tnico teorema fundamental con el que podamos justificar
la existencia y unicidad en general de soluciones. En vez de eso, existen diversas
teorias independientes que son usadas para cada uno de los grandes grupos de
tipos de EDP con los cuales se trabaja cominmente ya sea lineales como la
ecuacién de Laplace, la ecuacién de calor o la ecuaciéon de onda, o no lineales
como la ecuacién de Burgers o la ecuacién de Monge-Ampere.

De acuerdo con la forma en que se especifiquen las condiciones de frontera el
problema puede ser de valor inicial (IVP), donde se da el valor de la funcién y su
derivada en el punto inicial del intervalo, o de valores en la frontera (BVP) donde
se da el valor, ya sea de la funcién o de la derivada en cada uno de los puntos
que componen la frontera. En el caso de que se trate de un BVP y se dé el valor
de la funcién en la frontera, se dice que las condiciones son de tipo Dirichlet, si
se dan los valores de la derivada las condiciones son de tipo Neumann y en el
caso de que se trate de una combinacién lineal de ambos valores las condiciones
se dicen de Robin.



4 Diferencias Finitas 1D

1.3. Diferencias Finitas 1D

Con el propésito de lograr un mejor entendimiento de como es que se aplica el
método de las diferencias finitas iniciaremos viendo cémo se resuelve el problema
en una dimensién. La idea principal al querer resolver una EDP por aproxima-
cién con diferencias finitas es remplazar el problema continuo por un nimero
finito de evaluaciones en un subconjunto del dominio. De esta manera el pro-
blema de encontrar una solucién a una ecuacién diferencial parcial se convierte
en tratar de encontrar la solucién a un sistema algebraico de dimensién finita,
para los cuales existen herramientas més basicas y simples que podemos utilizar.

Para definir el subconjunto del dominio en donde se haran las evaluaciones,
se hace un mallado con el fin de discretizar el dominio, esto es, dividir el area
de interés en pequenos subdominios en los que se haran las aproximaciones a
la funcién continua. Suponemos que el mallado se hace de una forma que nos
permita el calculo, esto es, que el dominio de las ecuaciones parciales va a dis-
cretizarse haciendo uso de intervalos méas pequenos en donde se requiera una
aproximacién mas fina. Sin embargo, esperariamos que una discretizacién regu-
lar funcione bien en la mayoria de los casos.

1.3.1. Mallado del dominio

Tomemos por ejemplo, el intervalo [a,b] de la recta real y hagamos un mallado
regular con M subintervalos de ancho Ax = 17_7“. A cada uno de los puntos x;
en los que empieza o termina un subintervalo le llamaremos nodo, en este caso
indexamos los nodos de manera natural empezando por la cota inferior del in-
tervalo, xg = a;x1 = 2o+ Ax; w0 =21+ Ax;... ;1 =xp—o+F AT TN =D
como se muestra en la figura 1.1. Esta no es la tnica manera de hacer el malla-
do, pero es la més sencilla y nos ayudard para ilustrar cémo es que funciona el
método de las diferencias finitas.

Figura 1.1: Mallado del intervalo [a,b].



Introduccién 5

1.3.2. Definiendo el método

Las matematicas detras del método de diferencias finitas son relativamente
sencillas. Todo parte del uso del teorema de Taylor para expander una funcién
continua en términos de las derivadas en puntos dentro de una vecindad.

Teorema 1 Taylor

Sea o(x) una funcidn continua definida en el intervalo [a,b] que ademds cumple
la propiedad de pertenecer a la clase de funciones infinito diferenciables sobre
(a,b), C*°; dado un punto £ € (a,b), entonces se tiene que para cualquier otro
punto x € (a,b),

olo) = g6+ B (g )y TAO L
AR Nt IR, 1.2)

dzN-1 (N -1)!

donde Ry es el residuo.

Una demostracién del teorema puede verse en [2].

Sea ¢ una funciéon que cumple con las condiciones mencionadas en el teorema
1, sea GG el conjunto de subintervalos del intervalo [a, b] que se obtiene de hacer
un mallado como en la figura 1.1, tomemos x como el nodo z;41 y £ como el
nodo x;, aplicando el teorema 1 obtenemos

P(ziv1) = (@) + @' (@) (Tis1 — 23) + (@)

ol (LCZ'Jrl — .’Ei)Q —+ ...

Dependiendo de la precision que deseemos y el esquema que vayamos a utilizar
se trunca la serie de Taylor hasta cierta potencia de las derivadas para obtener
un polinomio y el resto se engloba en el residuo, que es un error de truncacion,
el cual se verd méas a fondo en el capitulo 2. Tomemos la expansién hasta el
término que involucra la primera derivada,

P(xiv1) = P(xi) + @' (i) (®ip1 — x4)

en donde ¢ cumple que ¢(z) = @(x) + Ry y es nuestra aproximacién sobre la
cual vamos a trabajar, Ry es el error de truncacién. Despejando de la férmula
anterior obtenemos

G(@it1) — p(xi)

o (1.3)

@' (i) =

Dado que ¢ pertenece a C*°, podemos aplicar de nuevo el teorema 1, lo que
nos da una aproximacion para la segunda derivada.
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@ (ziy1) = @' (xi) + Q" (x0) (Tig1 — )

A”(-Ti) _ &' (@it1) — &' (4)

4 ($i+1 - xz)
¢'(ﬁ(ffi+2)—¢($i§1) _ Sﬁ(ﬂ(ﬁwl)—@()ﬂci)
Al ;) = Tifo2—Tit1 Tip1—T;
#lw) (Tiy1 — x)
. G(xiva) — 2¢(ig1) + ()
(p//(xi) — ( + ) A<IQ+ ) ( ] (1.4)

Este proceso lo podemos repetir para obtener derivadas de mayor orden. La
ecuaci6n (1.3) es comunmente conocida como diferencia hacia adelante, puesto
que involucra el valor del siguiente nodo, también existen las que se conocen
como diferencia hacia atras (1.5) y diferencia central (1.6)

5 (1) = Pai) — p(zi-1)

@i =25 1) (1.5)

o SRRSEE 9

El uso de diferentes esquemas puede facilitar obtener un buen resultado que
depende de la ecuacién que se presente. Comunmente los métodos se dividen
en explicitos o implicitos. Los métodos explicitos se caracterizan por usar los
datos obtenidos con anterioridad para calcular los datos en el siguiente nodo,
mientras que los métodos implicitos calculan todos los valores de un cierto paso
al mismo tiempo.

Generalmente los métodos explicitos son mas econémicos en cuanto a tiempo
y procesamiento, puesto que para encontrar un valor se utiliza una combinacién
de algunos de los valores ya conocidos, sin embargo, los métodos implicitos son
mas estables en sus resultados aunque consuman maés tiempo.

Veamos ahora un par de ejemplos en los que se muestran las diferencias exis-
tentes entre ambos tipos de método. Primero veamos como se resuelve un proble-
ma que involucra la ecuacién del oscilador armoénico amortiguado por el método
implicito:

Ejemplo 1

82
ma—;fz—f-igp, teQ=(0,1)CcR
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Buscando la solucién exacta de esta ecuacién por medio de métodos analiticos
obtenemos ¢ = cos(y/Zt) — cot(,/Z)sin(y/Zt). Con esta solucién podremos
comparar los resultados obtenidos con el método de diferencias finitas. Discre-
ticemos el intervalo en N = 25 subintervalos tales que At = 0,04. Asi, tenemos
que G = {tl|t0 = O,tl = ti—l + At,l = 1,2, .. .,25}7 donde to = 0, tl = 0,04,
...; tos = 1. Supongamos en nuestro caso que tenemos los valores de m =1y
k = 4. Sustituyamos la aproximacién (1.4) en (1.7) y lo que obtenemos es

P(tiv1) — 20(t:) + P(ti-1)
At?

+4¢(t;) =0

1 2 . 1 .
E‘P(ti—f—l) + (4 - E)‘P(ti) + ﬁ‘?(ti—l) =0 (1.8)

para cada uno de los puntos del conjunto G, entonces tenemos N + 1 ecuaciones.
Por otro lado, sabemos que @(tg) = 1y ¢(t25) = 0 dado que representan los
valores en la frontera, los cuales ya conocemos. Lo que nos falta conocer son los
valores que toma la funcién en los nodos desde t; hasta to4, entonces vemos que
hay 24 incognitas. Si de las N + 1 ecuaciones que teniamos tomamos sélo las
que involucran las incégnitas que tenemos es facil ver que nos quedamos con 24
ecuaciones.

Esto nos da como resultado un sistema de ecuaciones completo cuya repre-
sentaciéon matricial A es una matriz en bandas; B es el vector que representa
las funciones independientes de ¢ y las condiciones de frontera; ® es el vector de
nuestras incégnitas, cuyas entradas son las evaluaciones de

o) g0
y A (4—-3x2) ape 0
RS
0 At? (4- At2)
il P(t1)
0 P(t2)
—¢(()tzr) ¢(t23)
AR P(taa)
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Una vez que tenemos integrado nuestro sistema, escogemos el método para
resolver sistemas de ecuaciones que consideremos conveniente. Este es uno de
los motivos mas importantes por los cuales se utiliza el método de diferencias
finitas, puesto que reduce nuestro problema de minimizacién de un error a resol-
ver un sistema de ecuaciones, que, en general, resulta més sencillo. En nuestro
caso particular tenemos

—1246 625 0 . . —625
625 —1246 625 0 0
A= B=
0 625 —1246 625 0
0 625  —1246 0

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos las aproximaciones a la fun-
cién en los nodos dados. Podemos repetir el proceso para el mismo ejemplo, pero
ahora usando un At = 0,01, para observar cémo se comporta la aproximacién si
aumentamos el nimero de nodos (fig.1.2). En la tabla 1.1 podemos observar los
resultados obtenidos que corresponden a los primeros y los tltimos cinco nodos,
para ambos casos.

At=0014

Figura 1.2: Comportamiento del error a diferentes pasos de tiempo para el ejemplo 1.
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Tabla 1.1: Comparacién de resultados para el ejemplo 1

At = 0,04

At = 0,01

Solucién Exacta

1.033434914231021
1.060255845010963
1.080291138382835
1.093412568469057
1.099536158117077

0.428475730785885
0.346118365015554
0.261545841709123
0.175299425015754

1.033378993438964
1.060147667603634
1.080134788625409
1.093212502878303
1.099297154833088

0.428276175470301
0.345955474502825
0.261421765378928
0.175215793372414

1.033375269702002
1.060140464179769
1.080124377527689
1.093199180897540
1.099281240166899

0.428262888269786
0.345944628606567
0.261413503892719
0.175210224855050

0.087931092002284 | 0.087889000889149 | 0.087886198301640
Ejemplo 2
Op
— —p=0, teQ=(0,1 R
5 P=0 t€ (0,1) C

0(0) =1 (1.10)

En este caso, la solucién analitica es simplemente ¢ = e!. Si hacemos la sus-
titucién de (1.3) en (1.10) para el mismo mallado G del intervalo [0,1] usado
anteriormente nos queda:

con la condicién de frontera ¢(tg) = 1.

Usemos en esta ocasién un método explicito para encontrar la solucién de la
ecuaciéon. Dado que se trata de una ecuacién de primer grado podemos despejar
y a partir de la condicién de frontera encontrar los términos siguientes con el
esquema que se muestra a continuacion.

Bltin) = (1+ ABG(E). (111)
Asi obtenemos el valor del nodo i en términos del nodo i — 1. Si de nueva

cuenta acortamos el tamano del paso en el tiempo, At, podemos comparar los
resultados obtenidos nuevamente (fig.1.3).

En las figuras 1.2 y 1.3 se puede ver que el tamano del error decrece al
menos un orden de magnitud cuando reducimos el tamao del paso At en 4.
Si redujéramos todavia mas la magnitud del paso la intuicién nos dice que
podemos disminuir todavia maés el tamano del error.
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Figura 1.3: Comportamiento del error a diferentes pasos de tiempo para el ejemplo 2.

Tabla 1.2: Comparacién de resultados para el ejemplo 2

At = 0,04

At = 0,01

Solucién Exacta

1.040000000000000
1.081600000000000
1.124864000000000
1.169858560000000
1.216652902400000

2.191123143033421
2.278768068754758
2.369918791504948
2.464715543165146
2.563304164891752

1.040604010000000
1.082856705628080
1.126825030131970
1.172578644923699
1.220190039947967

2.216715217194259
2.306722744040367
2.400384937406610
2.497850191408917
2.599272925559387

1.040810774192388
1.083287067674959
1.127496851579376
1.173510870991810
1.221402758160170

2.225540928492467
2.316366976781092
2.410899706417210
2.509290389936298
2.611696473423118




Diferencias Finitas 11

Capitulo 2

Diferencias Finitas

2.1. Diferencias Finitas en 2D

Una vez que hemos estudiado el problema en 1D y analizado algunos de los
diferentes casos que se presentan, podemos comenzar a estudiar algunos proble-
mas con mayor dificultad asi como las consideraciones que deberan tomarse en
cuenta para que los cdlculos caigan dentro de la regién de confianza.

Al igual que en el caso de una dimensién, podemos hacer uso una vez mas
del teorema de Taylor que nos garantiza la validez de las diferencias finitas en
dimensiones mayores a uno, de modo que se pueden extender los métodos vistos
en el capitulo anterior a problemas en el plano R?. Como se vio en el capitulo an-
terior existen varias clases de métodos y las diferencias entre ellos se hacen més
evidentes cuando se involucran dos variables. Sin embargo, en el caso 2D hay
que tener especial cuidado cuando se hace el mallado del dominio o de lo con-
trario los resultados obtenidos pueden ser erroneos. Veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo 3
Encontrar la solucién para el problema
dp Py 2
kA Q=1(0,1 1)CcR 2.1
2 CE 0 @eR=(01)x(01)C (2.1)
e=f (2t €00 (2:2)

donde f es el conjunto de valores que toma la funcién evaluada en la frontera
del dominio ¢(0,t) = 0; ¢(1,t) =0; ¢(x,0) = sin(rz).

Para este caso usemos un método explicito. Lo primero es hacer un mallado
del dominio, como estamos trabajando en una regiéon rectangular podemos ha-
cer un mallado similar al que se hizo en el caso de una dimension.
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Se hace un mallado X del eje = con subintervalos de tamano Az y un mallado
T del eje ¢t con subintervalos At. El mallado de la region Q2 quedara definido
entonces como G = {(z,t) |x € X,t € T}, lo que nos da algo que se ve como
muestra la figura 2.1.

At

Figura 2.1: Mallado de la regién [0,1]x[0,1].

Graficamente, podemos ver que los nodos seran los puntos de interseccién
entre las lineas perpendiculares al eje x que pasan por los nodos del mallado X
y las perpendiculares al eje t que pasan por los nodos del mallado T. Una vez
que tenemos el mallado. Procedemos a definir el estencil que usaremos, esto es
la forma que tendra el esquema explicito. Al sustituir las aproximaciones (1.3)
y (1.4) en la ecuacién (2.1) obtenemos el problema discretizado:

S(@istry1) — P(@iste)  P(ip1, te) — 28(wis ty) + S(Ti1, tr) (2.3)

At Az?

. . At . .
P(wistpy1) = P(xi, te) + @(@(%Hatk) = 20(wi, t) + P(wiz1,t)).  (2.4)

Una representacion grafica de lo anterior se puede ver en la figura 2.2, en la
que se muestra cémo seran calculados los valores de los nodos a cierto paso k+1
basdndonos en el hecho de que se conocen los valores en los nodos alrededor del
nodo z; para el tiempo k, lo cual es cierto dado que por (2.2) conocemos los
valores de ¢ a lo largo de la frontera de €2,

&(0,t) =0, &(1,t) =0, &(x,0) = sin(rz).
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0 -1 i1 1 L

Figura 2.2: Estencil a usarse para el método explicito.

Analiticamente obtenemos que la solucién al problema es ¢ = sin(ww)e‘”%,
si tomamos un At = 0,001 y un Az = 0,1 obtenemos unos resultados similares
a los esperados, sin embargo, si intentamos hacer un refinamiento para mejorar
nuestra aproximaciéon como hicimos en casos anteriores, digamos hacer que el
Az = 0,05, los resultados obtenidos comienzan a alejarse de lo esperado (fig.2.3).

Figura 2.3: Gréfica de errores promedio para diferentes pasos en el espacio para el intervalo
de tiempo [0,1].
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En los ejemplos 1 y 2 veifamos que acortar el tamano del paso tenia un efecto
positivo ya que decrementaba la magnitud del error de nuestra aproximacion,
sin embargo, en el ejemplo 3 disminuir el paso aumenta el error. No solo eso, si
disminuimos el paso en el espacio a Az = 0,01 la magnitud del error aumenta
hasta el orden de 10%° como se observa en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Resultados para el Ejemplo 3 al tiempo t = 1 con intervalos At = 0,0001

Solucién Exacta (10~%)

Az =0,1 (107%)

Az = 0,01 (10%9)

0
0.16141873846796
0.30703668614420
0.42259974373026
0.49679579397445
0.49679579397445
0.42259974373026
0.30703668614420
0.16141873846796

0

0
0.16514364198175
0.31412187366292
0.43235166773417
0.50825986819640
0.50825986819640
0.43235166773417
0.31412187366292
0.16514364198175

0

0
-0.082258794011479
0.156469235392114
-0.215369382768445
0.253193679333846
0.253193679333846
-0.215411659320090
0.156511511943759
-0.082284922357323

0

De los anteriores ejemplos se podia deducir que la aproximacién a la solucién
mejoraria si disminuiamos el tamafno de Az, pues intuitivamente pensamos que
si nos acercamos mas al problema continuo obtendremos mejores resultados, sin
embargo, el ejemplo 3 nos muestra que esto no siempre es cierto. Una carac-
teristica que presentan algunas EDP lineales de segundo orden es que poseen
rigidez, esto es, que los cambios que ocurren en una dimensién son muy bruscos
comparados con los cambios que se presentan en las otras dimensiones. Esto trae
como consecuencia que en ciertos esquemas de diferencias finitas se presente lo
que se conoce como inestabilidad.

La inestabilidad de un método de solucién se refiere a la existencia de un
pardmetro o constante que restringe la aplicacién del método. Un esquema ines-
table no es necesariamente initil; comunmente los sistemas inestables estan
basados en encontrar soluciones directas, rapidas y econémicas, por lo que den-
tro de su rango de aplicacién son suficientemente efectivos. Como podemos ver
del ejemplo 3, si el Az se reduce mucho en comparacién con el At los resulta-
dos son completamente erroneos, sin embargo, si reducimos al mismo tiempo el
orden del paso At la aproximacién mejora (fig.2.4).

La mejoria en este caso se debe a que al disminuir el At se sigue cayendo
dentro del rango de la constante de restricciéon. Esta constante de restriccion
estd intrinsecamente relacionada con cémo se origina el esquema que vamos a
utilizar. En el caso del ejemplo 3 el esquema explicito utilizado tiene una justi-
ficacion analitica en la cual se asumen ciertos valores para que la demostracion
pueda completarse. Esto se hace para asegurar que el esquema disenado tenga
convergencia, es decir, se acerque a la solucién esperada.
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~

Figura 2.4: Gréfica de errores promedio para diferentes pasos en el tiempo para el intervalo
de tiempo [0,1] con un Az = 0,01.

Entonces jcomo se puede saber si la solucién que obtenemos se aproxima a
la solucién real en caso de no conocer ésta ultima? Lo que necesitamos hacer
es un analisis de aproximacién de nuestros diferentes métodos. Existen ciertos
parametros fundamentales que sirven para determinar si cierto esquema funcio-
na correctamente o si los resultados obtenidos se aproximan a los que buscamos.
Estos parametros son la estabilidad, la consistencia y la convergencia. Dado que
en este trabajo nos enfocaremos en trabajar con la ecuacién de Poisson, veremos
los conceptos antes mencionados en referencia a ésta.

2.2. Ecuaciones elipticas

Como se mencioné en el capitulo anterior, la ecuacién de Poisson es una
ecuacion diferencial parcial de tipo eliptico. Algunos de los problemas fisicos
que se pueden representar por medio de esta clase de ecuaciones incluyen los
relacionados con el flujo, ya sea que se trate de flujo de calor que se disipa dentro
de un material, el calculo de presiones para un fluido incompresible o el flujo de
un fluido viscoso a través de un medio poroso. Los parametros fisicos asociados
a los términos involucrados dependen del contexto que se esté tratando, sin
embargo, visto desde el punto de vista matematico la mayoria de los problemas
se reducen a estudiar las propiedades generales de la ecuacién, asi como los
problemas asociados al contorno del dominio.
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2.2.1. Ecuacién de Poisson

El objetivo que se persigue es encontrar la solucién a la ecuaciéon de Poisson;
de no lograrse, se busca dar la mayor informacién posible acerca de la naturaleza
de las funciones que cumplen la ecuacion bajo ciertas condiciones adicionales,
como pueden ser las condiciones de frontera. El problema general de la ecuacion
de Poisson queda descrito por la ecuacion

~V2p="F (2.5)

donde ¢ y F se encuentran definidas en una regién €2 ya sea de R? o de R? y el
operador nabla representa

82 82 82 82 32

V2= — + — Vie — =4 —

Ox? + Oy? © Ox? + Oy? + 0722

dependiendo de si el dominio es de dos o tres dimensiones respectivamente. Si se
da el caso que F' = 0 el problema se reduce a lo que se conoce como la ecuacion
de Laplace. Por supuesto, para poder encontrar una solucién al problema ne-
cesitamos de las condiciones de frontera, que en este caso se pueden escribir como

ag—i =f (2.6)

o0

+ By
o0

donde n es la normal a la frontera y f es una funcién conocida. Si a = 0 en-
tonces decimos que se trata de condiciones de Dirichlet, si 8 = 0, es el caso de
las condiciones de Neumann. Si 92 se puede escribir como dos subconjuntos
disjuntos, no vacios A, B tales que a =0 € Ay =0 € B se dice que es un
problema mixto. Si « y 8 son diferentes de cero en toda la frontera se dice que
el problema tiene condiciones de Robin. Los ejemplos que utilizaremos en este
trabajo solamente involucran condiciones de frontera de Dirichlet.

2.3. Analisis de aproximacion

Los objetos fisicos modelados con la ecuacién de Poisson ocurren de manera
continua, es decir, la densidad de carga eléctrica en problemas electrostaticos o
la densidad de masa en problemas de potencial gravitatorio se definen en todo el
espacio, sin embargo, a pesar de que la EDP modela estos fenémenos de manera
continua, los métodos numéricos usados para realizar los calculos aproximan el
modelo continuo por medio de un sistema mecanico discreto con un gran nime-
ro de grados de libertad.
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El problema de eigenvalores para la ecuacion diferencial se aproxima entonces
por un problema de eigenvalores para una matriz de m x n donde m y n son
considerablemente grandes. De esta forma se pretende crear un vinculo entre las
técnicas que se ensenian para resolver problemas en algebra lineal y las técnicas
utilizadas para los problemas de EDP. El hecho de que se use un sistema dis-
creto para aproximar un problema continuo tiene justificacién analitica, incluso
en algunos casos el modelo discreto describe mejor el fenémeno que el modelo
continuo. Sin embargo, dado que el modelo discreto es solo una aproximacién
del fenémeno se generan ciertos errores al hacer el calculo de las soluciones.

Dos tipos de errores que cominmente aparecen al hacer aproximaciones numéri-
cas son el error de truncamiento y el error de redondeo. El error de truncamiento
se genera cuando se toma un numero finito de términos de una serie, como lo
hicimos para obtener los esquemas de diferencias hacia adelante y centrales, en
nuestro caso el error de truncamiento viene representado por RY ya que con
esta notacién se engloba la diferencia existente entre la representacién en serie
de Taylor de la funcién y la aproximacion que estaremos utilizando. El error
de redondeo generalmente ocurre por causa de las limitaciones del equipo de
cémputo que estemos utilizando, se reduce el nimero de cifras significativas de
su representaciéon decimal para facilitar su uso; sin embargo, dado que el nime-
ro que estamos usando no es el nimero real, los cdlculos que se hagan con esta
representacion no seran estrictamente los correctos.

Empecemos poniendo un ejemplo general de la ecuacién de Poisson que nos va
a servir como modelo basico para hacer el andlisis de aproximacién de nuestros
métodos. Sea el problema

—V3p=F, (z,y)€Q=(0,1)x(0,1) (2.7)

po=1Ff (z,y) €N (2.8)

Hagamos un mallado de la regién €2 como se hizo en la figura 2.1 y aproxime-
mos el problema (2.7)-(2.8) por

1
Ax?

1
5§uj,k—A—y25§uj,k:Fj7k;j:l,...,M—1; k=1,...,N -1 (2.9)

UO,k:f()’k,k:l,...,N*l

UM,k:ka,k:l,...,N*l

Do
—_
—_

Do
—_
[\

wjo=fi0.5=1,...,M—1

UjVNZf]',N,j:L...,M—l
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donde 62 es el esquema que usamos para aproximar la segunda derivada. Ahora
estudiaremos un poco el concepto de orden de aproximacion.

Aplicando el teorema 1 para el punto x;41 obteniamos

2

, Az, Az3
o(@it1) = p(z:) + ¢ (zi) Az + T@’ (w;) + T@’ (i) + ...

P(Tit1) — p(z:)
Ax

T — o(x; 1 Az
90( +1ix 90( ) _ <,0/($1)+A$<5§0”(17i) + ﬁgOlll(mi) +)

Si suponemos que las derivadas de ¢ son acotadas, podemos hacer uso de la
siguiente definicién:

Ax Az?
= ¢ (@) + 7%0//(9%‘) + TSDW(T@') +..

Definicién 2.1 f(s) = O(¢(s)) para s € S si existe una constante A tal que
[f(s)] < Alp(s)| Vs € S. Decimos que f(s) es “O grande” de ¢(s) o que f(s)
es de orden ¢(s).

Asi podemos escribir

Pl@iry) = o) = ¢'(z;) + O(Ax) (2.14)
Az
y es por esto que decimos que la aproximacién hacia adelante es de orden Ax,
analogamente podemos demostrar que las diferencias hacia atrds también son
de orden Ax. Ahora veamos que pasa con la diferencia central. Esta se deduce
de hacer una resta de las anteriores

Ax? Az®
o(xin1) — (wi_1) = 2¢' (2;)Ax + QTWW(@) + 2—5' () + ...
cp(xi-‘rl) - Qo(xi—l) M. Az? "
2Ax = (@) + 3! (

A 4
x;) + B—x'gp”(xi) +...

2

@(xi+1)_90(xi*1)7 I 2 l ", Az v
20z =¢(@) + Az (3!‘/) (@) + =% (%H“')

<P(mi+1)2;x<p(xi_1) = () + O(Az2). (2.15)

Podemos comprobar el orden de la diferencia central de segundo grado de
manera similar, si en vez de restar hacemos la suma.

Ax? Azt .
Pl@ie1) + @(rio1) = 20(x:) + 279" (@) + 2= (@) + ..
Tir1) — 20(x;) + o(x;— 2 v 2827
QD( +1) Z(xg) 90( 1) _ sp//(xi)+Ax2(I<p (xz)-i- ol © (xl)—l—)
(p($i+1) — 2@(371) + @(wifl) _ (P//(xi) + O(Al‘2) (216)

Az?
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Ahora definamos un poco de notacién que estaremos utilizando. Digamos que
la funcién continua ¢ es la solucién real del problema (2.7)-(2.8) y la funcién
discreta u = {u; 1} es una aproximacién a ¢ que cumple con ser la solucién del
problema (2.9)-(2.13) para j = 1,2,...,M y k = 1,2,...,N. Lj representa
la ecuacién que vamos a resolver, en nuestro caso es la ecuacién de Poisson
— (262 + 2,7 03); donde &7 es el esquema de diferencias finitas (1.4). Sea Go
el mallado de la regién €2 con Gg los puntos del mallado en el interior de Q y
0Gq los puntos que pertenecen a la frontera.

2.3.1. Estabilidad

Del ejemplo 3 vemos que un pequeno cambio en los datos de entrada pue-
de llevarnos a obtener resultados que claramente no se aproximan al resultado
esperado. Este error en los resultados es consecuencia de la falta de robustez
en el esquema utilizado para aproximar las derivadas. Esto no quiere decir que
el esquema esté equivocado, lo que nos muestra es que el rango de utilidad del
esquema es limitado, esto es, que existe una condicién que los parametros deben
de cumplir para que la solucién se siga considerando aceptable.

Uno de los conceptos que nos ayuda para saber si nuestra solucién se aproxima
a la real es el de estabilidad numérica, una propiedad que nos describe la forma
en que los errores en los datos de entrada se propagan a través del algoritmo, en
otras palabras, suponiendo que tenemos errores de medicién en nuestros datos
la estabilidad numérica nos dice como se comportaran estos errores mientras el
proceso de calculo continte.

En un algoritmo estable pequenos cambios en los datos de entrada se iran
atenuando conforme se repita el proceso, en cambio, en un algoritmo inestable
pequenas variaciones en los datos generaran errores que se irdn acumulando de
manera que el resultado final se aleja del esperado.

Definicién 2.2 Un esquema diferencial es estable con respecto a la norma ||-||
si existe una constante positiva Axg y una constante no negativa K tal que:

Hu"“” <K HuOH mientras Az — 0.

2.3.2. Consistencia

El concepto de consistencia en un esquema diferencial se puede definir ya
sea en general o punto a punto. Este concepto estd relacionado con el error de
truncamiento, dado que si el error de truncamiento es muy grande, a la hora de
hacer un refinamieno de nuestro mallado el error tendera a incrementarse.
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Como se vio anteriormente, de hacer la diferencia entre la solucion real y la
solucion al problema aproximado se eliminan algunos términos que se engloban
bajo la notaciéon de la O, cuando se quiere que un esquema de diferencias sea
consistente se quiere que este error disminuya, o en su defecto, que no crezca
exponencialmente.

Definicion 2.3 Un esquema diferencial es consistente con una ecuacion parcial
diferencial de acuerdo a la norma ||| si cumple con que

llp —ul| =0 mientras Az — 0.

2.3.3. Convergencia

Para encontrar una conexién entre estabilidad, consistencia y convergencia
necesitamos hacer uso del siguiente teorema.

Teorema 2 Equivalencia de Lax.

Considérese un problema lineal de wvalores en la frontera bien planteado. Un
esquema en diferencias finitas para este problema es estable si y sélo si es con-
vergente.

De este modo podemos probar que nuestro esquema es estable partiendo de
querer probar que es convergente. Partiremos del supuesto que nuestro sistema
que representa la ecuacion de Poisson tiene solucion y ademas ésta es unica, una
demostracién de esto se puede leer en [3]. Ahora que sabemos que el sistema
(2.9)-(2.13) tiene solucién, queremos ver qué tanto se parece realmente nuestra
aproximacion a la solucion real. En la primer parte de este trabajo se usaron
las diferencias hacia adelante para resolver los ejemplos, ahora usaremos las di-
ferencias centrales dado que su orden de aproximacién es mejor.

Definamos entonces las normas para funciones definidas sobre mallas como se
muestra a continuacién:

R (2.17)
0<k<N
(o] s
lullog =, méx - ur] (2.18)
1<k<N-—-1
8Ga [
U = max Ui k| - 2.19
lJullo G |wjokl (2.19)

Estas funciones definidas en G, G3 y 0Gq respectivamente nos serdn de
utilidad para la demostracién de un par de proposiciones que finalmente nos
ayudaran en la demostraciéon de un teorema para la convergencia.
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Proposicién 2.1 Principio del Maximo para dominios discretos. 5i

1
L puj, = ,(@55 + Ay 25;)1@',1@ <0

en G° entonces el mdzrimo valor de ujj en G se alcanza en 0G.

Demostracion.
Probaremos que u; ; no puede tener un maximo local en G°. Para esto podemos
ver que la condicién L; pu; 1 < 0 es equivalente a decir que

1 2 1 2
7(@2 2+ 5 5y)uj,k <0

1 1
- (@(uﬁm —2ujk +uj—1k) + Tyg(ujJPﬂ = 2uj ) + uj,kfl)) <0

1 1 1 1
Q(TJ}Q + @)UM — E(“y‘ﬂ,k +uj1k) — TyQ(uj,kH +ujp-1) <0

1 1 1 1 1
(Axg + Tyg)ua‘,k <3 [m(uﬂrl,k +uj-1k) + Ay 5 (U k1 + ujp— 1)} ,  (2.20)

supongamos ahora que u;j; es un maximo local. De ahf que w11 < ujg;
Uitk S Ujks Ujht1 S Ujks Ujk—1 < Uj. Sustituyendo del lado izquierdo de
(2.20) tenemos la siguiente serie de desigualdades
1

1 1 2
5 (Wit ke Huj—1k) + Ay g (W k1 + Uk 1)} <3 [A Ag2 Witk Fuj—1k) + 1 Uy,k}

2|2
2 | Az?
1 1 2 1 1 1 2

3 A2 ]+1k+A2 j— 1k+A2 ik §§ A2u]+1k+A2 ik AQUJ,

9 | Ag2 Witk + N + Ay Uik | < (TxQ + A—yQ)ujk (2.21)

y encadenando (2.20) y (2.21) podemos obtener la siguiente igualdad

1 1 1 1
A2tk = g | Azt T gt

de aqui que u; ; = uj+1,5. Acomodando de manera similar los diferentes térmi-
nos en (2.20) podemos obtener que

Uj ke = Uj+1,k = Uj—1,k = Uj k41 = Ujk—1

y esto sucede para cada uno de los puntos de G°, por lo que se deduce que si G
tiene un méximo debe ser alcanzado en JG. Andlogamente se puede probar el
Principio del Minimo para dominios discretos simplemente cambiando el sentido
de las desigualdades. [J
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Proposicién 2.2 Supongase que uj con j =0,...,M, k=0,...,N es una
funcion definida en Gqo con uok = unk = Uj0 = uj,n = 0. Entonces
1 o
lulloe < g 1L kus el

Demostracion.
Consideremos una funcién u;, definida sobre la malla Go y que cumpla con
que u;; = 0 en 0Gq. Definamos una funcién H;; en G¢, como

Hjp = Ljkttjk
Utilizando (2.18) es claro deducir que

— =%, < Ljpujn < [H]Z, - (2.22)

Definamos también

1 1\2 1\2
wir=q|(z=3) +(w-3)
de manera que L, ywjr = —1. A partir de la desigualdad (2.22) y usando la

funcién que acabamos de definir, podemos obtener que

L (ujn + IS win) = Ljwwin + B Lirwsix
= Ljrujr— [[H[2, <0 (2.23)

Ljkujk — ||H||f>O Lj kwij i
= Ljruje+ [HZ > 0. (2.24)

Ly i (ujp — [H|| 2 wjr)

Usando la proposicién 2.1 podemos ver que el méaximo de w;j, + |[|[H||2 wj
s o
y el minimo de u; — ||HJ|, w;, deben de alcanzarse en dGgq. Sabemos que
ujr = 0 en 0Gq, que el maximo de u;  + ||H||ZO wj.i ocurre en la frontera y que
|H||°_ w;x es no negativo. Usando lo anterior, podemos obtener las siguientes
desigualdades

mix [u -+ |[H|%, w] LS NS
Q

> ujp+ [H||S wik

> wjx  Y(,k)€Ga (2.25)
min [u—H| w] = —[H| vl

< Ujk— HHH;WM

<k V(j,k) € Ga. (2.26)
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De (2.25) y (2.26) obtenemos

—HII% lwllS < win < [HIS @S

[ull < [H]Z el

y dado que nuestro dominio es [0,1] X [0,1] tenemos que |lw||2, = &, lo que nos

=1,
da como resultado

1
lalloe < g 1Ljpugils, - O

Ahora que ya hemos demostrado ambas proposiciones probaremos el siguiente
teorema de convergencia.

Teorema 3 Sea ¢ € C*(Q) una solucién al problema (2.7)-(2.8) y ujx una
solucion al problema (2.9)-(2.13). Entonces decimos que u converge a @ i

lp — ull, < C(AZ* + Ay%) [|0% ]2, (2.27)

o 64@
4 _ . o — 4 _
||8 SOHoo _Sup{ ‘8l’payq(gj7y)‘ : (I,y) € Q 7p+q _47p7q_0a"'74}
Demostracion.

Sea ¢ una solucién de la ecuacién diferencial parcial (2.7)-(2.8). Aplicando el
esquema a la solucién podemos ver que cumple con

Lj,k@j,k = Fj’k + O(A$2) + O(Ay2) (228)

También sabemos que
Ljkujpe = Fjk (2.29)

si hacemos la resta de (2.28) y (2.29) podemos obtener
Lji(pjn — ujr) = O(Az%) + O(Ay?)

Dado que H84<pH; es el maximo de las derivadas de cuarto grado podemos

cambiar la notaciéon de la O ya que la constante de la definicion estd acotada
o .

por C ||84<,0||C>o para alguna constante C'. De lo anterior vemos que

1L (50 — uip)lle < C(AZ* + Ay?) [0,

ademds, ¢; ; —u;r = 0 en 0Gq, por lo que usando la proposicién 2.2 obtenemos
que

C .
e —ull,, < g(AwQ +Ay%) ||0te]| . O
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De esta manera podemos probar que un esquema es incondicionalmente con-
vergente, lo que quiere decir que podremos disminuir el tamano de los pasos en
cualquier dimensién con cierta libertad. Claro estd que la libertad con la que
podemos modificar los incrementos se sigue viendo restringida por los parame-
tros involucrados en estas demostraciones, es decir, debemos tener los mismos
valores a lo largo de toda la frontera en el esquema y en el problema original
para poder seguir aplicando la proposiciéon 2.2.

Recordemos también que deben de cumplirse las suposiciones de la proposi-
cién 2.1 ya que sin el principio del maximo no podriamos justificar la conver-
gencia. Finalmente, la suposicién més fuerte que hacemos con respecto a ¢ es
que suponemos que las parciales de 6rdenes superiores deben de ser acotadas, de
lo contrario no solo no podriamos aplicar el teorema 3, sino que no podriamos
probar convergencia con nuestro esquema dado que no se podria acotar el error
obtenido.
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Capitulo 3

Diferencias Finitas en
Regiones Irregulares

3.1. Regiones irregulares

Hasta ahora lo que hemos mostrado ha sido ejemplos resueltos en regiones
regulares, productos de intervalos que dan como resultado regiones rectangula-
res cuyo mallado puede facilmente generarse como un producto de subespacios,
sin embargo, la mayoria de las regiones en la que nos interesa trabajar no posee
una geometria tan sencilla, como puede verse en las figuras 3.1-3.2.

Figura 3.2: Regién sencilla con bordes no rec-

Figura 3.1: Regién sencilla no rectangular. tangulares.

Es cierto que podriamos hacer un mallado cuadriculado de estas regiones,
simplemente tendriamos que ajustar nuestro método para dividir la regién en
rectangulos més simples, pero cuando las regiones se tornan mas complejas
(fig.3.3-3.4) la descomposicién en rectdngulos podria hacernos perder precisién
al no poder cubrir la superficie en su totalidad o a tener excedentes. Regio-
nes irregulares como la superficie del caudal de un rio, la forma de un acuifero
subterraneo, la geometria de piezas para ciertas maquinarias son ejemplos de
regiones en la industria sobre las que se esperaria se pudiera resolver problemas.
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Figura 3.3: Regién simple elongada. Figura 3.4: Regién altamente irregular.

Regiones que se muestran mas adelante en el capitulo podrian representar las
exclusas de una presa, los ductos de conexion entre algin alcantarillado o la
delta de un rio; todos estos casos involucran el flujo de fluidos, fenémeno que
estd relacionado con la ecuacién de Poisson. Un ejemplo de aplicaciéon puede
verse en el capitulo 5.

En este trabajo propondremos una reformulacion sélida, no iterativa, sim-
ple, del enfoque con que normalmente se intenta solucionar los problemas que
involucran resolver la ecuacién de Poisson en regiones planas altamente irregu-
lares implementando un esquema de diferencias finitas que se basa en resolver
un sistema de ecuaciones asociado a las ecuaciones normales de un problema de
optimizacién. Sin embargo, para que esto funcione, el esquema debe ser aplicado
sobre un mallado 16gicamente rectangular, por lo tanto la primer interrogante
que surge al atacar el problema es el de cémo hacer un mallado de regiones
irregulares sobre el que se pueda aplicar el método de diferencias finitas.

3.2. UNAMalla

El sistema UNAMalla[5] es un paquete computacional, en el que podemos
apoyarnos para resolver de una manera lo suficientemente eficaz el problema
que resulta al querer generar mallas convexas que describan regiones irregulares
planas y acotadas. El tipo de mallas que se generan al trabajar con este programa
son en su mayora estructuradas y rectangulares, dos caracteristicas muy ttiles
que nos facilitan el calculo y producen buenos resultados cuando buscamos la
solucion numérica de EDP por el método de diferencias finitas.

3.2.1. Generacion variacional de mallas

En la seccién 1.3.1 se dio una idea muy intuitiva de lo que es un mallado y eso
nos sirvié para los ejemplos bésicos con los que se trabajo, sin embargo, ahora
daremos una definicién mas especifica de cémo trataremos el concepto de malla,
en particular, del mallado de una regién en dos dimensiones [6, 7].
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Suponiendo que podemos ver a {2 como un dominio en el plano determinado
por una regién simplemente conexa, y 9§ como una curva simple, cerrada y
orientada, entonces se puede generar en la mayoria de los casos un mapeo 1-1
de la regién Q y su frontera a R, el cuadrado unitario en R2.

Retomando el concepto que habiamos visto de malla como el conjunto de
puntos en R que cumplen U = {(&,n;)] 1<i<M; 1<j< N}, donde M
y N son el nimero de subintervalos en £ y 7 respectivamente, podemos dar la
siguiente definicién.

Definicién 3.1 Decimos que un mallado continuo G(&,n) = (z(&,n),y(&,n))
sobre una region Q C R? es una biyeccion continua

G:R—Q

con G(OR) = 0§ donde R es el cuadrado unitario [0,1] x [0, 1].

—
[y
dh

]
=
t Y

Figura 3.5: Descripcién gréfica de la definicién 3.1.

De esta manera un mallado como el realizado en el ejemplo 3 puede aplicarse
a regiones irregulares. Sea G el conjunto de puntos de € que resulta de aplicar
G al subconjunto U. Decimos que G es una malla de orden M x N. Asi vemos que

0G = {(z,9) =G(&,m) (& € B €€{0,1} o ne{o1}}.

De igual forma,

o= {(wy) =Glem|EmeRr €¢{01} y ng{01}}.



28 UNAMalla

No obstante, hacer una adaptacién del mallado realizado en R al dominio €2
no es un problema trivial. Para poder aplicar nuestro esquema y conseguir que
se sigan conservando las propiedades que demostramos en el capitulo 2 la malla
que resulte de aplicar el mallado G debe seguir siendo una malla ldgicamente
rectangular y conveza.

Definiciéon 3.2 Decimos que un mallado genera una malla légicamente rec-
tangular G si para cada nodo p, de G se puede identificar de manera sencilla
cudles son los nodos «vecinos». Esto es, dado un esquema L se puede identificar
homogéneamente sobre toda la malla los puntos superior, inferior, etc.

Definicién 3.3 Decimos que G es convexa si y sélo si cada cuadrilatero c; j
generado en G es convexo y no degenerado (fig.3.6), donde c; ; es el poligono
delimitado por los nodos {P; j, Pix1,j, Pi j+1, Pit1,j41}, 1 <i<m,1<j<n

Pt
Pijin R Prses Pty
P!

I Py

Figura 3.6: Celda convexa. Figura 3.7: Celda no convexa.

Por esto, no cualquier mallado continuo nos va a generar una malla util. Al
usar el software de UNAMalla, lo primero que se debe hacer es determinar los
nodos que formaran la frontera, para luego determinar cudles representardn las
esquinas del cuadrado unitario al hacer el mapeo. Luego se especifica el orden
que tendrd la malla y se procede a generar el mallado. Cominmente el mallado
inicial resultard un buen mallado, salvo en regiones no convexas, pero el pro-
grama cuenta con la opcién de poder realizar un proceso de optimizaciéon por
medio de funcionales con los cuales se garantizarda que la malla cumpla con las
condiciones que queremos.

Los funcionales son una pieza fundamental en la generacién variacional de
mallas 6ptimas [8]. Podemos decir que un funcional ®[f] es una funcién cuyo
dominio es un espacio de funciones y su codominio es un campo escalar.

En este trabajo, lo que haremos serd utilizar una combinacién lineal de dos
funcionales implementados en UNAMalla, el funcional de drea adaptiva (3.1) y
el funcional de suavidad (3.2).

N
S5:(G) = Z f(tag). (3.1)

g=1
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N
H,(G) = Z)‘(Aq)@w(Aq)~ (3.2)

q=1

La explicacién de cémo funcionan estos funcionales puede verse en [9]. Dado
que nuestro objetivo es encontrar el mallado 6ptimo, lo que queremos es minimi-
zar el funcional ® cuyo dominio es el conjunto de todos los mallados continuos
que van de R a € y su codominio es el campo de los reales. Una vez que he-
mos encontrado un mallado continuo que genere una malla 6ptima, podemos
proceder a aplicar nuestro esquema para resolver la ecuacién.

3.2.2. Calidad de mallas

A pesar de haber conseguido una malla convexa por medio del programa
UNAMalla, esto no nos garantiza que sea un buen mallado para aplicar nues-
tro esquema. Independientemente de cémo se comporte la frontera en nuestra
regién 2, al momento de querer aplicar el método necesitamos esencialmente
dividir 09 en cuatro fronteras (Qn, g, Qg, Qw) que representan los lados
de R. Si los valores que después del mapeo van a dar a las fronteras de R no
estan bien distribuidos se puede presentar un problema de reubicacién de celdas.

Por ejemplo, supongamos que {2 es un circulo, este tipo de problema se pre-
sentaria si se definen tres fronteras en un arco de 30 y la frontera restante como
el arco de 330. Se podria generar un mallado convexo y estructurado pero la
mayoria de los nodos estarian concentrados en una region muy pequena de €2 lo
cual podria no darnos buenos resultados (fig.3.8).

Figura 3.8: Reubicacién de celdas que podria no favorecer el cilculo.
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La reubicacion de celdas podria usarse en nuestro beneficio, si lo que queremos
es concentrar la mayor precisién en un area especifica, pero dado que a priori
no conocemos dénde debemos enfocar la precision no es recomendable que se
genere este tipo de mallados, es mejor generar una distribucién lo més uniforme
que sea posible e intentar cubrir el dominio de manera igualitaria. Una vez que
se haya realizado un primer célculo para identificar las regiones problematicas
se puede proceder a la reubicacién de celdas para enfocarse en las zonas que se
compruebe necesiten mayor precisién. A esto se le conoce como adaptacion.

Otro de los problemas que més se presenta al hacer mallados de regiones irre-
gulares es la generacién de celdas elongadas (fig.3.9). Generalmente se presenta
este problema cuando el drea de nuestro dominio §2 difiere en gran medida del
area de la envolvente convexa de 2 (Recordemos que la envolvente convexa de
un conjunto U definido en R? es el conjunto U que cumple que U es convexo,
U C U y dado V convexo tal que U C V entonces U C U C V). La elongacién
de las celdas propicia pérdida de precision en el célculo ya que, como en el caso
anterior, se disminye la uniformidad en el mallado, pues unos nodos se encuen-
tran muy lejanos de algunos nodos vecinos y muy cercanos a otros.

Figura 3.9: Ejemplos de celdas elongadas.

Como sabemos que en el caso de que 2 sea un cuadrado con un mallado
uniforme los calculos se simplifican y facilitan, lo que buscamos al momento de
seleccionar regiones irregulares y mallados apropiados es que se parezcan lo més
posible a éste. La envolvente convexa es una primer herramienta para poder
comparar regiones irregulares.

Al calcular el cociente del drea definida por §2 y su envolvente convexa pode-
mos medir la concavidad de €2, le llamaremos cociente de converidad C,. Entre
mas se acerque el cociente a 1 decimos que {2 es mas convexa. Sin embargo, s6lo
con el cociente de convexidad no podemos hacer un buen criterio de discrimi-
nacioén, puesto que incluso si €2 es convexa la forma de definir la frontera puede
generar celdas elongadas (fig.3.10).
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VLN N OO

Figura 3.10: Ejemplo de celdas elongadas en una regién convexa.

Supongamos que en nuestro problema tenemos un dominio como se muestra
en la figura 3.11. Claramente se puede observar que el dominio presenta una
fuerte concavidad en el centro de la figura. Se observa un fenémeno que pode-
mos llamar «cuello de botella» en el que el area de una seccién del dominio es
mucho menor que el drea de las dos secciones que separa.

En las figuras 3.12 y 3.13 podemos observar dos diferentes mallados hechos
con el mismo contorno. El coeficiente de convexidad de ambos mallados es 1.4238
pero los resultados obtenidos con cada uno difieren bastante. Esto es debido a
la manera que estan definidas las fronteras Qun, Qg, Qg y Qw.

Figura 3.11: Regién Figura 3.12: Mallado Figura 3.13: Mallado
Céncava. con baja torcedura. con alta torcedura.
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En las figuras 3.14 y 3.15 se puede observar que las celdas presentan diferen-
cias en una propiedad que llamaremos torcedura. La torcedura 7 se define como
el cociente entre el maximo y el minimo de las diagonales de todas las celdas del
mallado. Entre més cercana sea la torcedura a 1 diremos que el mallado es mas
recto, como ocurre en el caso de un mallado regular de una regién cuadrada.
Si un mallado presenta un alto indice de torcedura nos generard errores en los
célculos si el problema que estamos tratando tiene cambios bruscos en la norma
del gradiente de la funcién.

Figura 3.14: Celdas del mallado de la Fig.3.12. Ejemplo de mallado recto.

Figura 3.15: Celdas del mallado de la Fig.3.13. Ejemplo de mallado con alta torcedura.
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Otra de las formas que tenemos para medir la regularidad de un mallado y
decidir si es conveniente o no para aplicar nuestro esquema es tomar en cuenta el
area de los triangulos que forman los nodos de cada zelda. Para definir un nuevo
cociente de regularidad, lo que hacemos es obtener nuevamente el cociente entre
el maximo y el minimo de las areas de los tridngulos y entre mas se acerque a
1 diremos que el mallado es mas regular.

A este cociente le llamaremos cociente de irregularidad . Sea el cuadrilatero
PQRS (fig.3.16) un cuadrilatero que representa alguna de las celdas de algin
mallado G, entonces los cuatro vértices determinan cuatro triangulos diferentes,
A1, Doy A, Ay (fig.3.17), que tomaremos de forma orientada antihorario.

JAR ey et
.."fll // ."rl \\\ @ / /,J' Ay /// 7

/ / ! / /
r.l'l ff .lll & 1, h i / / /
/ / ! N LTy

Q e I | 2] iy Q -

R R B

Figura 3.16: Cuadrilate- Figura 3.17: Tridngulos orientados generados por

ro que representa alguna PQRS.

celda de G.

Para calcular el area de cada uno de ellos podemos hacer uso del determinante
de una matriz, ya que podemos conocer la posicién de los vértices que estan
dados en términos de la posicion de los nodos de G. Obtendremos «, as, ag, ay
con las férmulas

P, P 1 Q@ Qy
ap=det| 1 Qz Qy |, ag=det| 1 R, Ry |,
R, R, 1 S Sy
1 R, Ry 1 S Sy
ag=det| 1 S, S, |, ag=det| 1 P, P, |. (3.3)
1 P, P, 1 Q. Q,

Asi obtenemos el drea de cada uno de los tridnglos definidos por PQRS. En
un mallado de m x n existen 4(m — 1)(n — 1) tridngulos, entonces definimos

y= AR (3.4)
min; o&;
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En el caso ideal, el maximo y el minimo de las dreas de los tridngulos coinciden,
si se da el caso de que el minimo de las areas es 0, quiere decir que existe al menos
un tridngulo degenerado en nuestro mallado. El cémo este tipo de diferencias
en un mallado afecta la precisiéon de los valores obtenidos se verd mas a fondo
en la seccion de resultados.

3.3. Esquema propuesto

Una vez que hemos definido cémo se hard el mallado de la regién  pro-
cederemos a ver cémo es que se aplican en ellos los esquemas de diferencias
finitas. En general, los esquemas de diferencias finitas se obtienen de considerar
un punto central pg y un conjunto finito de nodos vecinos pi o, p2,0, ..., Pk,0 €0
cierta regién de interés, para los cuales es necesario encontrar los coeficientes
I'0,T2,0, ..., k0 que cumplan con

ZF 0% L g=0,1,2,...;0<1< (3.5)
i,0 ¢(Pi,o) e ;¢=0,1,2,...; 0<1<gq. :
I=Ppo
En este trabajo se utilizard un esquema de 9 puntos, esto quiere decir que se
aplicard un estencil como se muestra en la figura 3.18. De este modo, tenemos
que i = 0,...,8. Recordemos que la forma general que tienen las ecuaciones

elipticas es
Lo = Apgz + By + Cpyy + Do, + Epy = F.

Po Ps |

Figura 3.18: Estencil utilizado para el método desarrollado.

Queremos que nuestro esquema sea convergente, esto es, que nuestra aproxi-
macién se acerque a la solucién a medida que los nodos vecinos se aproximan al
nodo central pg. Entonces queremos que se cumpla que

Z Lo Sp(pi,O) — [Apgs + By + Coyy + Doy + E‘Py]po — 0,

1=0
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lo anterior se puede reescribir usando la expansion de Taylor mencionada en el
teorema 1, expandiendo hasta el tercer orden podemos reagrupar los términos
de la siguiente manera

[Aﬂazz+Bﬂozy+cwyy+D§0z+E@y+F‘p ZF'LOSDP'LO =

<F(po) - ZUO) ¢(po) + <D(P0) - Zfz‘,oﬂﬂfi,(J) pa(po) +

=0 1=1

8 8 2
(E<po> - Zri,oAyi,()) o) + (A(po) -y Fm;”) pralpo) +

=1

8 8 2
<B<po> - Zri,oAm,oAyiQ oy (o) + (C(po> - F(Azy)) o)+

i=1

Fz’ AJZ-L 3 8 Fz AJZ-L A-L
0(3'0)> Pun (p0) < Z 00y0> Pony(po)  +
: =1

Fl- ACL’l A ; 2 8 i A k3
,0,0(1/,0)) Payy(Po) +< Z Lol y o). >Wyyy(p0) +

i

<_
<_

donde Az; o y Ay; o son las distancias horizontal y vertical respectivamente del
nodo central py a cada uno de los nodos vecinos p; .

2

. s i
Il M o I o
— =

(maX{ASL‘i,O,Ayi,O})4 (3.6)

Suponiendo una vez mas que las derivadas de orden mayor se encuentran
acotadas por una funcién O (max{Az; g, Ayi70})4, lo que queremos es que cada
uno de los coeficientes entre paréntesis en 3.6 sea cero, si logramos esto la dife-
rencia entre nuestro esquema y el operador quedaré acotada por la funcion O y
disminuird al acercarse los nodos vecinos.

Entonces de (3.6) podemos obtener un sistema de ecuaciones (3.7). Quere-
mos ver cudles son los coeficientes I7; o tales que al realizar el producto con los
respectivos Ax; 0 y Ay; o nos den los coeficientes correspondientes del operador
lineal.

1 1 1 F(po)

0 A{L‘LO A(Eg’o I D(po)

0 Ay1,0 Ays,o FO’O E(po)

0 (Aa}‘l’o)Q (A.rg,o)Q Fl,O 2A(p0)

0 Azi10Ay10 ... AzsoAyso 201 _ | Blpo) (3.7)
0 (Ay10)? (Ays0)? ' | 2C(po) '
0 (A(EL())?) (A.’E&o)?’ ’ 0

O <A$1,0)2Ay2)0 (A$8’0)2Ay8,0 I_, 0

0 (Ayl,o)QAIQ,O (Ay870)2A$870 8,0 0

O (AyLo)g (Ay&o)g 0
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Dado que el sistema resultante de (3.7) es indeterminado, surge la probleméti-
ca de encontrar una solucién que nos brinde un esquema consistente. En [10]
se explica una forma de resolver este sistema, asumiendo que se puede atacar
viéndolo como un problema de minimos cuadrados, se descarta los residuales de
tercer orden y se obtiene un sistema de menor dimensién.

Se pueden obtener buenos resultados como se muestra en [11], sin embargo,
este sistema resultante se tiene que resolver para cada uno de los puntos inte-
riores del mallado G y al hacerlo de manera iterativa el tiempo de ejecucion
aumenta considerablemente con pequenos aumentos en el niimero de puntos. El
enfoque que se quiere ver en este trabajo es el de poder resolver el problema de
encontrar los coeficientes I'; o no de forma iterativa, sino de forma directa, con
el propésito de ahorrar en el tiempo de ejecucion. De esta manera, aunque el
numero de veces que se tenga que resolver el sistema aumente, el tiempo en que
se resuelve serd menor que si se hace iterativamente.

Para lograr lo anterior hacemos un cambio en el sistema de ecuaciones (3.7)
que se va a resolver, incluyendo en la matriz los residuales de tercer orden,
separamos el primer renglén de la matriz; esto es debido a que de la condicién
de consistencia que habiamos probado

[Lolp, — [Lulp, =0, cuando  pio,...ps,0 = po,

y queremos que esto se cumpla para nuestro esquema, ademas, dado que vamos
a enfocar este trabajo a resolver problemas del tipo de la ecuacién de Poisson
esto implica que F'(pg) = 0, lo que nos da

8
Ry = er =0 (3.8)
=1

de lo anterior, nuestro sistema queda de la forma

Al’l,o Al’Q’O A:L’g,o D(po)
Ay10 Ayso Ays,o I E(po)
(Awlyo)2 (A$270)2 (Ax8,0)2 F270 214(]70)
Az 0Ayi0 Az 0Ay2,0 Az oAys,o I3 B(po)
(Ay1,0)? (Ayz,0)? (Ays,0)? - =1 2C(po)
(A.leo)g (A$270)3 (A.Tgyo)s . 0
(A$170)2Ay1,0 (AQ:Q’O)QAyQ’O (A:Ifs,o)QAyS,O . O
(Ayl,O)ZAJ?l,O (Ay2,0)2A$2,0 (Ay8,0)2A$8,0 Iso 0
(Ay1,0)? (Ayz,0)? (Ays,0)? 0
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Podemos encontrar la solucion al sistema al minimizar el residual AT'— 3, donde

Aml,o A"L'2,0 Axg,o
Ayl,O Aygyo Ayg’o
(ACL‘L())Q (A:Ez,o)z (A(Es,o)z
AIl,OAyl,o A$E2,0Ay2,0 ASUS,OAyS,o
A= (Ay1,0)? (Ay2,0)? (Ays,o)?
(Am1,0)3 (A:Ez,o):3 (A(L‘s,o):;
(Am1,0)2Ay1,0 (A$2,0)2Ay2,0 (Ax‘g,o)QAyg,o
(Ay1,0)2A$1,0 (AyQ,O)QA?JQ,O (AQS,O)QA??S,O
(Ay10)® (Ay2,0)° (Ays,o)°
D
o E(pO)
Do (po)
I ’ 2A(p0)
3,0
Iio B(po)
I'= ’ B=1 2C(po)
Is0
’ 0
Is0 0
I7o 0
I
8,0 0

Dado que en este caso nos sigue quedando un sistema indeterminado no tene-
mos una solucién tnica, por lo que debemos buscar la soluciéon de otra manera.
Como se mencioné anteriormente, se busca una manera directa de resolver el
sistema. Lo primero que haremos sera tomar la matriz de las ecuaciones nor-
males asociadas al sistema (3.9), esto convierte el problema en un problema de
optimizacion. A diferencia de la manera iterativa, que también resulta en un
problema de optimizacién, las restricciones en este enfoque son diferentes ya
que son mas relajadas. En el método iterativo lo que se busca es aproximar en
el sentido de minimos cuadrados, esto es, se minimiza el residual

[AL = Blly = lIrll, -
Para obtener las ecuaciones normales consideramos la funcién cuadratica
Q) = SlAr -5l
= LAr—pTar-g
- %(FTATAF —orTATB 4 57 B)

la cual es una funcién diferenciable en I'. Para encontrar el minimo de Q(I") el
gradiente debe de ser cero y de esta forma el sistema de ecuaciones que queremos
resolver queda de la forma

MT = AT (3.10)

donde M es la matriz que resulta de AT A, por lo que M es una matriz cuadrada,
simétrica y semidefinida positiva. Ya que M posee estas caracteristicas, podemos
aplicar el algoritmo de la factorizacion de Cholesky, mencionado en el Apéndice
A del presente trabajo, a (3.10) y obtenemos
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(AATYT = AT (3.11)
donde A es la matriz resultante de la factorizacién de Cholesky de M, de aqui po-
demos resolver facilmente el sistema por medio de los métodos de sustitucion
hacia adelante y hacia atrds. De esta manera obtenemos los coeficientes I7 o,
I50,...,I3 0, para obtener el coeficiente I ¢ se sustituyen los valores anteriores

n (3.8). Una vez que conocemos todos los coeficientes involucrados con el nodo
po, se almacenan adecuadamente en una matriz K y se procede a buscar los
coeficientes involucrados con el siguiente nodo interno de G.

J\y

13 14 15 18

9 10 |1 12

A6 |7 g

&=

Figura 3.19: Orden de la numeracién de los nodos en un mallado de 4x4.

El orden que se sigue al numerar los nodos de G en este trabajo es hacia la
derecha y hacia arriba (fig. 3.19), es decir, comenzamos en la imagen del punto
inferior izquierdo, nos movemos sobre el eje x y al llegar al punto final se pro-
cede a numerar la siguiente linea horizontal y asi hasta llegar al punto superior
derecho. Una vez que se han computado todos los nodos internos de G dentro de
la matriz K se procede a resolver el sistema resultante a través del método de
Gauss-Jordan y de esta manera se obtiene la aproximacién del operador lineal
en cada punto de la regién Q.

Debemos resaltar que esta forma de resolver el problema esta enfocada a re-
giones altamente irregulares, donde los renglones y las columnas de la matriz
resultante A son linealmente independientes. Cuando este método se aplica a
regiones simples rectangulares la matriz A tiene renglones que no son linealmen-
te independientes por lo que siguiendo el esquema no se obtiene una solucién
deseable. Para obtener resultados aceptables lo que podemos hacer es una mo-
dificacion en el esquema para evitar este problema. Lo que hace el segundo
esquema en vez de hacer la factorizacién de Cholesky es hacer una divisién di-
recta; de esta manera se evita el tener que resolver el sistema de ecuaciones por
otro método y el error que ocurre cuando los renglones son linealmente depen-
dientes. Implementando este segundo esquema la precisién que perdemos no es
realmente apreciable y se tiene la ventaja de que se puede aplicar sobre regiones
regulares e irregulares por igual.
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Capitulo 4

Implementacion del Método

4.1. Pruebas numéricas

Para hacer las pruebas del esquema propuesto se seleccionaron 12 regiones
poligonales divididas en tres grupos de acuerdo con sus propiedades:

Regiones simples Poligonos sencillos compuestos de un nimero pequeno de
lados. El principal problema era lograr la independencia lineal de los nodos
en la frontera.

= M14 = ROM
= M19 = ELE

Regiones de complejidad media Poligonos que asemejan contornos curvos.
Dada la naturaleza del programa UNAMalla las partes curvas de la fron-
tera se aproximaron por secciones poligonales.

» Circulo (CIR) = Escualo (EQL)
= Cisne (SWA) = Craneo (CRN)

Regiones Geograficas Poligonos complejos que representan un esbozo de las
fronteras geograficas de regiones reales.

= Inglaterra (ENG) = Michoacén (MIC)
= La Habana (HAB) = Tabasco (TAB)

En las figuras 4.1-4.3 se muestra un mallado de 41x41 nodos para las regiones
mencionadas. Para las pruebas todas la regiones se encuentran contenidas en
Ry = [07 1] x [Ov 1]
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. , Tabasco.
Michoacan.

Inglaterra.

La Habana.

Figura 4.3: Regiones Geogréficas.

Usando estos 12 contornos se generaron mallas convexas de 21 (25 en el caso
de complejidad media), 41 y 81 nodos por lado por medio de minimizar el fun-
cional % (H,(G) + Si(G)) con el uso del programa UNAMalla [5]. Una vez que
fueron construidas las mallas estructuradas, éstas fueron usadas para calcular
los coeficientes I'; como se propuso en la seccién anterior.

Los sistemas algebraicos resultantes del uso del primer esquema y la facto-
rizacién de Cholesky (3.11) fueron resueltos usando un algoritmo basado en el
método de Gauss-Seidel. Los sistemas algebraicos resultantes del segundo es-
quema se resolvieron usando la divisién de matrices. Para hacer las pruebas del
esquema propuesto se seleccionaron los siguientes dos problemas [12]:

Problema 1

Ugy + Uyy = f(m,y) — 1062w+y’ U |3§2 — g(.L, y) _ 2€2$+y.

Solucion Analitica: u(z,y) = 2e>*+Y
Problema 2
V- (Z2Vu(z,y)) = f(x,y);  uloq = sin(rz)sin(my)

donde

Zz[g mzp—lpa
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) D 1+ 222 + 42 0
0 1+ 22+ 2y2

Solucion Analitica: u(x,y) = sin(nx)sin(mwy) (Ver el Ap.B)

4.2. Resultados

La funcién f del lado derecho de la igualdad en ambos problemas fue escogida
de tal forma que cumpliera con que u fuera la solucién exacta. La norma || - |2
para el error obtenido durante estas pruebas puede verse en las tablas 4.1-4.6.
La férmula usada para calcularlo fue:

M N

Ju—vle = [ DD (uij —vij)?Aij
i

donde u y v son las soluciones aproximada y exacta, respectivamente, calcula-
das en el i,j-ésimo elemento, A; ; es el area de ese elemento y M y N son el
namero de nodos por lado. El orden empirico entre dos mallas fue calculado

log e , i )
como ( S&%h-t o Nt ) "donde €, y Ny son el error cuadratico y el nimero
log € log Ni—1 )

de nodos por lado, respectivamente.

Cuatro casos especiales que surgieron al trabajar con estas regiones fue con
las mallas ROM, ELE, EQL y CRN ya que generaron problemas a la hora
de generar el mallado dada la forma en la que fueron definidas las fronteras.
Recordemos que, para que la teoria que definimos para el caso de un mallado
rectangular pudiera seguirse aplicando en regiones irregulares, el mapeo resul-
tante debia seguir conservando las propiedades de convexidad.

En el caso de las regiones EQL y CRN las fronteras fueron definidas de tal ma-
nera que algunas «esquinas» del mallado eran forzadas a ser no convexas (fig.4.4-
4.5). En el caso de las regiones ROM y ELE la ubicacién de las «esquinas» del
mallado daba como resultado celdas convexas, pero degeneradas, es decir, las
celdas tenfan forma triangular (fig.4.6).

Figura 4.4: Frontera mal condicionada en EQL.
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Figura 4.5: Frontera mal condicionada en CRN.

C) d)

Figura 4.6: Celdas degeneradas en ROM (a,b) y ELE (c,d).

Es interesante observar que al aplicar los métodos en las regiones cuyo ma-
llado era no completamente convexo vemos que, aunque se da una disminucion
en la precisiéon de los resultados, estos no se ven realmente afectados por las
excentricidades en la frontera. Una de las hipdtesis de porqué sucede esto es
que, debido a la forma en la que esta estructurado el método, no se realizan
calculos dentro de las celdas degeneradas o no convexas, aunado a que son a lo
mas cuatro celdas las que tienen esta peculiaridad.
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Sabiendo que el porcentaje de celdas mal definidas es minimo, podemos ver
porqué el impacto del error no se aprecia realmente en las tablas.

Malla | Nodos | ls-error E1 | ls-error E2 | Orden E1 | Orden E2
21 1.95 E-02 1.95 E-02

M14 41 5.30 E-03 5.30 E-03 1.94 1.94
81 1.40 E-03 1.40 E-03 1.95 1.95
21 3.17 E-02 3.17 E-02

ROM 41 9.40 E-03 9.40 E-03 1.81 1.81
81 1.90 E-03 2.50 E-03 2.34 1.94
21 2.00 E-02 2.00 E-02

M19 41 6.50 E-03 6.50 E-03 1.67 1.67
81 1.80 E-03 1.80 E-03 1.88 1.88
21 2.85 E-02 2.86 E-02

ELE 41 8.10 E-03 8.10 E-03 1.88 1.88
81 2.60 E-03 3.00 E-03 1.66 1.45

Tabla 4.1: Problema 1. Regiones simples.

3.50E-02

3.00E-02

2.50E-02

2.00E-02

1.50E-02 -

1.00E-02

5.00E-03 —

Q.00E+00 ~
MW14 W19 ROM ELE

WEsquema 1 Esquema 2 M Elemento Finito

Figura 4.7: Comparacién de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones simples para el problema 1.
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Malla | Nodos | ls-error E1 | lg-error E2 | Orden E1 | Orden E2
25 4.69 E-02 4.69 E-02
CIR 41 9.80 E-03 9.80 E-03 3.16 3.16
81 1.90 E-03 7.40 E-03 2.4 0.41
25 1.02 E-02 1.02 E-02
SWA 41 2.60 E-03 2.60 E-03 2.04 2.04
81 7.00 E-04 6.54 E-04 1.92 2.02
25 8.86 E-02 8.48 E-02
EQL 41 1.51 E-02 1.51 E-02 3.76 3.48
81 9.60 E-03 | 8.70 E-03 0.67 0.80
25 2.02 E-02 2.02 E-02
CRN 41 5.90 E-03 5.90 E-03 2.48 2.48
81 8.20 E-03 8.50 E-03 -0.48 -0.53
Tabla 4.2: Problema 1. Regiones de complejidad media.
1.00E-01
O.00E-02
8.00E-02
7.00E-02
6.00E-02
5.00E-02
4 00E-02 -+
3.00E-02 -
2.00E-02
1.00E-02 -+
0.00E+00 ™ T I_-‘V‘. T T
CIR SWA EQL CRM
WEsquema 1 Esquema 2  MElemento Finito

Figura 4.8: Comparacién de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones de complejidad media para el problema 1.
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Malla | Nodos | ls-error E1 | ls-error E2 | Orden E1 | Orden E2
21 1.46 E-02 1.46 E-02

MIC 41 5.00 E-03 5.00 E-03 1.60 1.60
81 2.60 E-03 2.60 E-03 0.96 0.96
21 1.85 E-02 1.85 E-02

TAB 41 3.00 E-03 3.00 E-03 3.67 3.67
81 2.10 E-03 2.10 E-03 0.523 0.523
21 7.80 E-03 7.80 E-03

HAB 41 7.30 E-03 7.30 E-03 0.099 0.099
81 1.30 E-03 1.30 E-03 2.53 2.53
21 9.10 E-03 9.10 E-03

ENG 41 1.70 E-03 1.70 E-03 2.5 2.5
81 1.80 E-02 2.85 E-02 -3.46 -4.14

Tabla 4.3: Problema 1. Regiones geograficas.

3.00E-02

2.50E-02 —

2.00E-02 —

1.50E-02 —

1.00E-02 - —

5.00E-03 - —

Q.00E+00 -
MIC TAB HAB ENG

MEzquema 1 Esquema 2  MElemento Finito

Figura 4.9: Comparacién de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones geograficas para el problema 1.
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Malla | Nodos | ls-error E1 | ls-error E2 | Orden E1 | Orden E2
21 2.80 E-03 2.80 E-03

M14 41 1.10 E-03 1.10 E-03 1.39 1.39
81 1.86 E-04 1.86 E-04 2.61 2.61
21 4.80 E-03 4.80 E-03

ROM 41 1.20 E-03 1.20 E-03 2.07 2.07
81 2.90 E-04 2.92 E-04 2.08 2.08
21 3.70 E-03 3.70 E-03

M19 41 1.10 E-03 1.10 E-03 1.81 1.81
81 2.92 E-04 2.92 E-04 1.95 1.95
21 3.90 E-03 3.90 E-03

ELE 41 9.40 E-04 9.43 E-04 2.12 2.12
81 1.70 E-03 2.89 E-03 -0.87 -1.6

Tabla 4.4: Problema 2. Regiones simples.

6.00E-03

5.00E-03
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Q.00E+00 -
MW14 W19 ROM ELE

WEsquema 1 Esquema 2 MElemento Finito

Figura 4.10: Comparacién de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones simples para el problema 2.
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Malla | Nodos | ls-error E1 | ls-error E2 | Orden E1 | Orden E2
25 4.90 E-03 4.90 E-03
CIR 41 1.00 E-03 1.00 E-03 3.21 3.21
81 1.40 E-03 1.50 E-03 -0.49 -0.59
25 3.20 E-03 3.20 E-03
SWA 41 8.30 E-04 8.33 E-04 2.72 2.72
81 2.10 E-04 2.13 E-04 2.01 2.01
25 2.30 E-02 2.37 E-02
EQL 41 2.30 E-03 2.30 E-03 4.89 4.59
81 1.20 E-03 1.06 E-02 0.97 -2.11
25 6.40 E-03 6.40 E-03
CRN 41 2.40 E-03 2.40 E-03 1.98 1.98
81 1.20 E-03 1.20 E-03 1.01 1.01
Tabla 4.5: Problema 2. Regiones de complejidad media.
2.50E-02
2.00E-02
1.50E-02
1.00E-02
5.00E-03
0.00E+00 S

CIR

WA

WEsquema 1

EQL

CRN

Esquema 2 M Elemento Finito

Figura 4.11: Comparacién de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones de complejidad media para el problema 2.
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Malla | Nodos | ls-error E1 | ls-error E2 | Orden E1 | Orden E2
21 2.60 E-03 2.60 E-03
MIC 41 9.09 E-04 9.09 E-04 1.57 1.57
81 2.10 E-04 2.10 E-04 2.15 2.15
21 6.90 E-03 6.90 E-03
TAB 41 1.30 E-03 1.30 E-03 2.49 2.49
81 1.90 E-04 1.90 E-04 2.82 2.82
21 2.10 E-03 2.10 E-03
HAB 41 8.20 E-04 8.27 E-04 1.4 1.4
81 4.40 E-04 4.41 E-04 0.91 0.91
21 4.40 E-03 4.40 E-03
ENG 41 1.70 E-03 1.70 E-03 1.42 1.42
81 1.40 E-03 1.40 E-03 0.28 0.28
Tabla 4.6: Problema 2. Regiones geograficas.
8.00E-03
7.00E-03
6.00E-03
5.00E-03
4 00E-03
3.00E-03
2.00E-03
1.00E03 + —
0.00E+00 -
MIC TAB HAB EMG
MEsquemal Ezquema 2  MElemento Finito

Figura 4.12: Comparacién de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones geograficas para el problema 2.

En las figuras 4.7-4.12 podemos ver que la precisién al utilizar el segundo es-
quema y no realizar la factorizacién de Cholesky se mantiene dentro del margen
aceptable, en algunos casos se pierde un poco de precisién, pero en otros incluso
se mejora. La diferencia entre ambos esquemas se aprecia mas entre mayor sea
el nimero de nodos que tenga nuestro mallado, esto debido a que entre mayor
sea el numero de célculos realizados se espera que un esquema se aproxime mejor.
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En la tabla 4.7 se puede comparar los resultados obtenidos con el Esquema 2,
un esquema que involucra elemento finito y un esquema clasico de nueve puntos.
Se probaron los mismos problemas en una regién cuadrada de 21, 41, 61 y 81
nodos por lado. Recordemos que el Esquema 1 no puede aplicarse en regiones
rectangulares dado que se origina un problema de dependencia lineal en los ren-
glones de la matriz asociada al problema de ecuaciones normales.

Nodos | Esquema Nuevo | Elemento Finito | Esquema Clasico

21 8.52 E-02 2.66 E-04 1.50 E-03
Problema 1 | 41 2.38 E-02 6.66 E-05 3.77 E-04

61 9.80 E-03 2.96 E-05 1.68 E-04

81 6.30 E-03 1.66 E-05 9.45 E-05

21 8.80 E-03 1.50 E-03 1.10 E-03
Problema 2 | 41 1.80 E-03 3.71 E-04 2.74 E-04

61 7.46 E-04 1.65 E-04 1.41 E-04

81 4.30 E-04 9.29 E-05 6.87 E-05

Tabla 4.7: Resultados obtenidos con diferentes métodos para una regién cuadrada de 21, 41, 61
y 81 nodos para los problemas 1y 2.
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Figura 4.13: Errores obtenidos para el problema 1 en regiones cuadradas con el esquema 2,
el método de elemento finito y un esquema de diferencias finitas cldsico para mallados de 20,
40, 60 y 80 nodos.
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Figura 4.14: Errores obtenidos para el problema 2 en regiones cuadradas con el esquema 2,
el método de elemento finito y un esquema de diferencias finitas cldsico para mallados de 20,

40, 60 y 80 nodos.

Como se menciond en la seccién 3.2.2 podemos decir cudndo es probable que
se generen celdas elongadas, para esto usamos el cociente de convexidad. El
C, que se obtuvo para las regiones con las que se trabajé durante esta tesis
se encuentran enumerados en la tabla 4.8 de menor a mayor. De ahi podemos
observar que las regiones ROM y CIR son convexas como cabia esperarse.

Regién | Area (Q) | Area (Q) C.

EQL 0.3480 0.6215 0.5599
HAB 0.3939 0.6470 | 0.6088
ENG 0.2456 0.3932 0.6246
TAB 0.2169 0.3348 | 0.6478
MIC 0.3977 0.5351 0.7432
M19 0.6000 0.8000 | 0.7500
SWA 0.4453 0.5933 | 0.7505
CRN 0.5637 0.7493 | 0.7523
M14 0.5833 0.6944 | 0.8400
ELE 0.3750 0.4375 | 0.8571
ROM 0.5000 0.5000 | 1.0000
CIR 0.7852 0.7852 | 1.0000

Tabla 4.8: El 4rea de Q est dada en cm?.El cociente Q@ es adimensional
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M19 SWA CRN M14 ELE ROM CIR
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Figura 4.15: Errores obtenidos para el problema 1 con los dos nuevos esquemas para las
regiones ordenadas de acuerdo a su coeficiente de convexidad (Cz) para mallados de 21 (25),
41 y 81 nodos.
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En general las regiones geogréficas resultaron las menos convexas, esto debi-
do a que la frontera de las regiones presenta la mayor irregularidad. Un caso
especial es la regién EQL, la cual presenta el mayor indice de concavidad puesto
que se presenta el fenémeno de «cuello de botella» en una regiéon curva bastante
prolongada, esto aunado al hecho de que tiene un mal condicionamiento en la
frontera como se mencioné anteriormente.

En las tablas 4.9 y 4.10 se pueden observar los otros dos criterios que habiamos
definido para determinar si el mallado es conveniente o no, se ordenaron las
regiones de acuerdo a su cociente de torcedura en base a las diagonales y las
areas de los tridngulos respectivamente, para 21 (25), 41 y 81 nodos.

Region 21 41 81

EQL 41.7104 | 46.8609 | 58.7173
CIR 3.9679 | 44.7676 | 58.1291
ENG 14.8971 | 2.8203 | 30.5980
CRN 19.6775 | 22.2255 | 24.7155
MIC 6.0144 | 18.3612 | 15.8782
TAB 17.0918 | 9.6930 | 14.3185
HAB 8.0665 | 11.2287 | 13.7706
ROM 6.2730 | 8.6584 | 9.5554
SWA 5.8710 | 6.4864 | 7.2174
M19 5.8128 | 5.7054 | 5.9092
ELE 2.6230 | 3.1565 | 3.5680
M14 2.5584 | 2.6039 | 2.6134

Tabla 4.9: Cociente de torcedura (7)

Regién 21 41 81
ROM Inf Inf Inf
ENG 82.7752 | 417.1169 | 794.0358
HAB 57.3744 | 135.8933 | 250.3783
TAB 178.3698 | 137.6327 | 208.7286
MIC 54.9244 | 45.9191 205.551
CIR 224.043 | 115.7158 91.872
SWA 17.626 14.053 24.0078
ELE 9.7003 14.6935 | 23.3349
M19 17.2617 16.9582 | 22.9717
M14 3.7167 3.9582 5.2144
EQL 1.9526 2.2725 3.9248
CRN 2.3516 1.637 1.4216

Tabla 4.10: Cociente de irregularidad (v)
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Figura 4.16: Errores obtenidos para el problema 1 con los dos nuevos esquemas para las
regiones ordenadas de acuerdo a su coeficiente de torcedura (1) para mallados de 21 (25), 41
y 81 nodos.
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TAB MIC CiR SWA ELE M19 M14 CRN EQL ROM
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Figura 4.17: Errores obtenidos para el problema 1 con los dos nuevos esquemas para las
regiones ordenadas de acuerdo a su coeficiente de irregularidad (v) para mallados de 21 (25),
41 y 81 nodos.
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Las irregularidades de los mallados de las regiones EQL, CRN, ROM y ELE
se pueden ver en las tablas 4.9 y 4.10, de aqui que el coeficiente de torcedu-
ra de la regién ROM sea infinito, pues dado que su mallado posee tridngulos
degenerados el drea minima es cero. En el caso de la regién ELE se hizo una
modificacién en el mallado que permitié eliminar las celdas degeneradas y co-
mo consecuencia se disminuyé el coeficiente de irregularidad. Se tomé el valor
absoluto de las dreas de las regiones EQL y CRN para poder anexarlas en la
tabla, dado que el mal condicionamiento de la frontera generaba areas negativas.

Puesto que los errores de no convexidad en las celdas y degeneracion de los
tridngulos fueron ocasionados por una mala definicién en la frontera y podrian
omitirse al definir las «esquinas» de forma conveniente, en las graficas (4.16) y
(4.17) se graficaron los resultados omitiendo las cuatro celdas de las esquinas de
cada uno de los mallados. Es por esto que las regiones ELE y ROM muestran
poca irregularidad en las graficas.
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Capitulo 5

Una Aplicacion a la
Mecanica de Fluidos
Computacional

5.1. Ejemplo de aplicacién del esquema

Una vez que hemos probado que el esquema que proponemos es consisten-
te y nos da resultados aceptables, procederemos a resolver una versiéon de un
ejemplo de la literatura [13] que se aplicé en una regién sencilla y que gracias
al método descrito en este trabajo se puede aplicar en regiones més complejas.
Dado que los problemas para los que probamos el esquema se tratan de resolver
para la ecuacién de Poisson entonces veremos una aplicacion de problemas que
involucren dicha ecuacion, en particular, veremos el caso de un fluido viajando
a través de un canal desde el punto de vista lateral.

5.2. Teoria de fluidos

La mecénica de fluidos se ocupa del estudio de los fluidos en movimiento o
en reposo, tanto los liquidos como los gases son considerados fluidos. Por ser
una rama de la mecanica dispone de un conjunto de leyes de conservacion bien
documentadas y es posible realizar un analisis riguroso.

Uno de los principales problemas al realizar un andlisis de fluidos es la geo-
metria de la regién a estudiarse, dado que la estructura de la teoria general
casi no permite abordar configuraciones geométricas arbitrarias. Este problema
puede ser atacado desde el punto de vista de los métodos numéricos y poder
utiliar geometrias arbitrarias, como lo haremos en este trabajo.
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El segundo problema corresponde a los efectos de la viscosidad, ya que au-
menta la dificultad de las ecuaciones béasicas y ademds cuando las velocidades
no son muy pequenas los fluidos viscosos presentan el fenémeno de turbulen-
cia, para el cual no hay una teoria refinada en la cual basarse para hacer estudios.

Cuando analizamos el movimiento de los fluidos podemos seguir dos caminos
distintos, buscar una estimacion de los efectos globales o analizar punto a punto
los detalles del campo fluido analizando una regién infinitesimal del flujo. En
este capitulo se verd los fluidos por medio de un estudio a pequea escala. De esta
forma lograremos obtener las ecuaciones diferenciales basicas del movimiento de
un fluido y las condiciones de contorno adecuadas.

En su forma mas bésica, estas ecuaciones diferenciales del movimiento son
bastante dificiles de resolver y se conoce muy poco sobre sus propiedades ma-
tematicas generales, sin embargo, haciendo algunas hipétesis simplificatorias se
puede encontrar una gran cantidad de soluciones lo suficientemente ttiles co-
mo para ser aplicables. Suponemos entonces que nuestro problema trata con un
flujo que es estacionario e incompresible. Asi es como a pesar de que las ecua-
ciones poseen una gran dificultad podemos resolverlas por medio de una analisis
numérico como el que hemos presentado.

5.2.1. Campo de aceleraciones en un fluido

La forma vectorial cartesiana de un campo de velocidades en funcién de la
posicién y el tiempo tiene la forma

V(r,t) =1u(z,y, z,t) +jo(z,y, 2,t) + kw(z, y, 2,t), (5.1)

esta es una ecuacion importante, ya que la velocidad es la variable méas impor-
tante de la mecénica de fluidos. Conocer el campo de velocidades es comuinmente
equivalente a resolver el problema. La aceleracién también es fundamental en la
mecéanica de fluidos, puesto que aparece al aplicar la segunda ley de Newton a
un sistema fluido infinitesimal, por lo que necesitamos calcular la derivada total
del vector 5.1 con respecto al tiempo

afﬂfAdiu+Adiv+];d7w
“at T Var Y TV ar

(5.2)

Dado que cada una de las componentes escalares de V es funciéon de otras
cuatro variables (x, y, z, t) podemos utilizar la regla de la cadena para obtener
la derivada temporal de cada escalar y si sustituimos la definicién de velocidad
local y sumamos los términos obtenidos, resulta
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= 0 +(V-V)V. (5.3)
ot
El término %—Y se denomina aceleracion local y se anula cuando el flujo es

estacionario, es decir, independiente del tiempo. Los términos entre paréntesis
se llaman aceleracion convectiva, esta aparece cuando el fluido fluye a través de
regiones donde la velocidad varia, como cuando hay un cambio en la geometria.

5.2.2. Conservacion de la masa y cantidad de movimiento

Todas las ecuaciones diferenciales basicas pueden deducirse considerando un
volumen de control elemental, que en nuestro caso serd un pequeno cubo de
dimensiones dz, dy y dz. El flujo a través de cada cara del elemento es aproxi-
madamente unidimensional y la relacién de conservacién de la masa es

/ dV + Z pzA sz)sal Z (piAiV;l)ent =0, (54>
ve 0 p p

donde, dado que el elemento es tan pequetio (fig.5.1), la integral de volumen se
reduce al término diferencial, y si introducimos los términos de flujo maésico a
lo largo de las seis caras y quitamos la diferencial del volumen nos queda una
ecuacion diferencial pura que relaciona las derivadas parciales de la densidad y
la velocidad

dp

EJF;( )+a%(pv)+ 88 (pw) =0



60 Teoria de fluidos

% +V-(pV)=0. (5.5)

A la ecuacién 5.5 a menudo se le denomina como ecuacion de continuidad,
dado que la tnica suposiciéon que requiere para cumplirse es la de la continuidad
de las funciones que dan la densidad y la velocidad, no toma en cuenta si el flujo
es estacionario o no, si posee viscosidad o no es viscoso ni si es compresible o
incompresible. Sin embargo, la ecuacién no admite la presencia de singularida-
des como fuentes o sumideros dentro del elemento infinitesimal.

iy low + 3 (pu)dz]dydz
pu dyaz ! — !
— A !
dy
P O -
7 dz
dr
z

Figura 5.1: Representacién grafica del volumen de control que se define para poder describir
la ecuacién 5.5 en su forma diferencial.

Hay que mencionar que la ecuacién de continuidad es indispensable para todo
andlisis racional de la estructura de un flujo ya que siempre debe de satisfacerse,
de lo contrario, si nuestra solucion a las ecuaciones de conservacién de la energia
o de movimiento no satisface la ecuaciéon de continuidad un anélisis critico nos
demostrara que la soluciéon obtenida no nos resultard ttil.

Ahora veamos la ecuacién de cantidad de movimiento. Aplicando la segunda
ley de Newton, la ecuacién en su forma diferencial se puede escribir

0 . .

Z F= a /VC V/)dV + zz: (mi‘/i)sal - zl: (miv’i)enta (56)
donde de nueva cuenta usando el elemento mostrado en la figura 5.1, la integral
de volumen se reduce y si introducimos los términos del flujo de cantidad de
movimiento de entrada y salida se obtiene
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ZF = dzdydz L,?t(pV) + %(puV) + aﬁy(va) + %(pwV) : (5.7)

Tomando en cuenta los términos entre corchetes podemos simplificar la forma
en que se escriben si los reacomodamos de forma que

B B B, B,
5 (PV) + 5o (puV) + afy(va) + 5, (pwV)

0 oV oV ov oV
=V {p +V-(pV)]—|—p <—|—u—|—v+z> ,(5.8)
ot x y z

el primer sumando es idénticamente nulo de acuerdo con la ecuaciéon de conti-
nuidad (5.5) y el segundo sumando es la aceleracién total de la particula que
ocupa en ese instante el volumen de control de acuerdo a la ecuacién (5.3). Por
lo tanto podemos reescribir (5.7) como

A%
ZF = pcii—t dxdydz. (5.9)

Esta ecuacion indica que la fuerza neta sobre el volumen de control debe ser
infinitesimal y proporcional al volumen elemental. Estas fuerzas pueden ser de
dos tipos: fuerzas volumétricas y fuerzas superficiales. Las fuerzas volumétricas
se deben a campos externos que actian sobre toda la masa del volumen ele-
mental. Las tnicas fuerzas volumétricas que consideraremos en este trabajo son
las gravitatorias. La fuerza de gravedad sobre una masa diferencial dentro del
volumen de control es

dF grq0 = pg dxdydz (5.10)

donde en general g puede tener una orientacién arbitraria con respecto al sistema
de coordenadas. Las fuerzas de superficie se deben a los esfuerzos en las caras
de la superficie de control.

5.3. Simplificacién de las ecuaciones

5.3.1. Flujo incompresible

Un caso especial que da lugar a una gran simplificacién es el flujo incom-
presible, donde las variaciones de densidad son despreciables, dado que % ~ 0,
independientemente de que el flujo sea estacionario o no, podemos sacar la densi-
dad de la divergencia en (5.3). El resultado tiene entonces la forma del operador
de Laplace, que es un caso particular de la ecuacién de Poisson.
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De esta manera se obtienen ecuaciones diferenciales lineales, para las cuales
podemos aplicar nuestro esquema y encontrar soluciones satisfactorias. Hacer
esta simplificacién ayuda en gran medida dado que la mayoria de los flujos
préacticos en la ingenieria son aproximadamente incompresibles.

5.3.2. Flujos irrotacionales no viscosos

Cuando el flujo es a la vez irrotacional y no viscoso, ocurren varias cosas
interesantes. En primer lugar, la ecuacién de la cantidad de movimiento (5.9)
se reduce a la ecuacién de Euler:

dv
T = pg— Vp. 5.11
Py = 18— Vp (5.11)

En segundo lugar, recordemos que el término de la aceleracién se puede sim-
plificar considerablemente, de la seccién 5.2.1 la aceleracién tiene dos términos,
utilizando una identidad vectorial podemos reescribir (5.3) como

(V-V)V=V <;v2) +¢xV (5.12)

donde ¢ es la vorticidad del fluido. Si combinamos (5.11) y (5.12), haciendo un
poco de algebra y multiplicando por un vector de desplazamiento arbitrario dr,
obtenemos

A% 1, 1 B

El tercer sumando en (5.13) serd idénticamente 0 bajo alguna de las siguientes
circunstancias:

= V es cero; caso trivial, no hay flujo.
= ( es cero; flujo irrotacional.
= dr es perpendicular a { X V.

= dr es paralelo a V.

Tomemos la segunda condiciéon como cierta. La irrotacionalidad da lugar a
una funcién escalar ¢ similar y complementaria a la funcién de corriente. Un
teorema de an4lisis vectorial [14] muestra que un vector con rotacional nulo debe
ser el gradiente de una funcién escalar. Entonces tenemos que V = V¢ donde
¢ = ¢(x,y,2,t) recibe el nombre de potencial de velocidades. Si conocemos ¢ se
pueden determinar de forma inmediata las componentes de la velocidad, ya que

_ 99 _ 09 _9¢
YT o U_ﬁy YT e
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Esto reduce el problema de encontrar las tres incégnitas u, v y w a encontrar
un tnico potencial desconocido ¢. Si ¢ existe, la ecuacién (5.13) se puede sim-
plificar. Si integramos a lo largo de una linea de corriente del flujo incompresible
y no viscoso y sustituimos V = V¢ tenemos

Jop P 1 2 B

que es la ecuacién de Bernoulli para movimiento irrotacional no estacionario.

Haciendo un repaso, tenemos que cuando despreciamos los efectos viscosos y
el flujo es incompresible, el movimiento es irrotacional, V x V = 0, y existe un
potencial de velocidades ¢ tal que V = V¢. Entonces la ecuacion de continuidad
(5.5) se convierte en la de Laplace

V=< +75+55=0 (5.15)

y la de cantidad de movimiento (5.6) en la de Bernoulli (5.14), donde las condi-
ciones de contorno son conocidas, tenemos la velocidad de la corriente de agua
en la superficie, las velocidades de entrada y de salida de la regién y no hay
velocidad normal a las superficies sélidas fijas. Podemos proceder entonces al
analisis numérico de este problema.

5.4. Calculo del potencial

Comunmente para encontrar la soluciéon del flujo de fluidos a través de una
regién se utiliza el método clédsico de superposiciéon, pero cuando el flujo poten-
cial presenta geometras complicadas o condiciones de corriente inusuales se debe
proceder de otra manera. Como se vio en este trabajo, el esquema que se presen-
ta obtiene resultados aceptables en regiones de geometrias bastante arbitrarias,
por lo que lo emplearemos para resolver los problemas de esta seccion. En los
tres casos se encontrard la velocidad del fluido en la regién, que representa la
seccién lateral de un canal con diferentes geometrias, dadas las condiciones de
frontera adecuadas.

Recordemos que en nuestro andlisis hecho en el capitulo 2, tomédbamos las
condiciones de frontera de Dirichlet, sin embargo, para poder resolver el proble-
ma del potencial de flujo necesitamos tomar en cuenta condiciones de Robin,
dado que la informacién que tenemos es el vector de velocidad (condicién de Neu-
mann) en algunas fronteras y la posicién (condicién de Dirichlet) en otras. Si las
condiciones fueran de Dirichlet en este problema, no habria flujo y tendriamos
el caso de hidrostatica.
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Dado que las condiciones de Robin se pueden definir como un operador lineal
diferencial, un esquema analogo al esquema 1 se puede aplicar a los nodos de la
frontera similarmente a como se aplicé a los nodos internos del mallado.

Por definicién, cada nodo de la frontera py € 02 de un mallado G tiene cinco
nodos vecinos (sin tomar en cuenta el caso de los nodos en las esquinas); lo que
tenemos que hacer es considerar la condicién de frontera

au—i—ba—u =
on 89—9

en donde n es un vector normal a la superficie (fig.5.2), podemos descomponerlo
de forma que

or Yoy 50

au + b, =g (5.16)

Figura 5.2: Vector unitario n en el nodo p de la frontera de .

v lo que se hace es aplicar una aproximacién en cada nodo. Se aplica un esquema
de seis puntos similar al de nueve puntos que es el esquema 1. Entonces la adap-
tacién del esquema se traduce en obtener los coeficientes 'y, 'y, ', '3, T4, T'5
que se requieren para aproximar (5.16) y se dan como la solucién del sistema
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1 1 1 ?0 a(po)

0 Az; ... Axg rl bz (po)

0 (A:El)Q (AI5)2 ’ - 0 ’ ’
0 AiL’l Ayo A$5Ay5 ’ 0

0 (Ayl)Q (Ay5)2 1;,5 0

Una vez que tenemos este sistema, podemos darnos cuenta de que es similar
al visto en (3.7), entonces procedemos a encontrar la solucién de manera similar.
La diferencia entre el esquema 1 y el esquema que utiliza condiciones de Robin
es que en vez de tomar el valor de la frontera como un valor dado se tiene que
resolver el sistema (5.17), lo que conlleva un poco més de célculos, pero aproxi-
ma de manera satisfactoria las condiciones que se presentan en estos problemas
de mecénica de fluidos.

Tlustremos esto con unos ejemplos, sean las regiones Q1, Qo y Q3 (figs.5.3-5.5)
secciones laterales de caudales por donde atraviesa un fluido, tenemos condicio-
nes de Neumann en los extremos que representan la entrada y salida de flujo
del caudal y condiciones de Dirichlet en la parte superior e inferior.

Figura 5.3: Regién Q3. Mallado de 41x41 nodos.

Ahora procederemos a calcular el potencial de flujo en la regién de la figura
5.3. Supongamos que en los nodos interiores de la region se aplica el esquema 1
y en la frontera el esquema modificado para las condiciones de Neumann. Por
conveniencia se tomara la funcién de corriente igual a cero en la pared inferior,
de esta manera la funcién de corriente es igual a la velocidad de entrada en la
pared superior. Entonces se tiene

Doz + d)yu =0, Qent = 10m/3> Dsal = 5m/3-
Lent = 30cm, Lgq = 60cm
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Figura 5.5: Regién Q3. Mallado de 41x41 nodos.

Variando el piso del canal, obtenemos la figura 5.4 que tiene un geometria
un poco mas complicada. Para calcular el potencial se tomara nuevamente la
funcién de corriente igual a cero en la pared inferior, disminuyendo la velocidad
mientras mantenemos el mismo tamano del canal de entrada y salida tenemos

(/Scmc + ¢yy = 07 ¢em€ = 5m/s, ¢sal = 2a5m/5~

Lent = 30em, Lgq = 60cm

Veamos que pasa ahora si calculamos el potencial de flujo en la regién de la
figura 5.5, una regién altamente irregular. Igual que en los casos anteriores la
funcién de corriente es cero en la parte inferior e igual a la velocidad de entrada
en la parte superior. Variando la velocidad de entrada y salida y el tamano del
canal tenemos

Gzz + Oyy =0, Gent =3m/s,  ¢sa =1,2m/s.

Lent = 1dem,  Lgq = 35cm
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Figura 5.6: Modelo numérico del flujo de potencial para la regién Q1.
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Figura 5.7: Modelo numérico del flujo de potencial para la regién Q.
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Figura 5.8: Modelo numérico del flujo de potencial para la regién Qs.
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El flujo no es realmente unidimenional en el conducto de entrada. El fluido se
acelera en la parte inferior, que contiene la seccién divergente, y se desacelera
en la parte superior plana que representa la superficie. Este andlisis es para la
seccidn lateral de un ducto que se supone uniforme a lo largo del eje z (perpen-
dicular a la hoja), cabe mencionar que un anélisis tridimensional es posible.

En las figuras 5.6-5.8 podemos apreciar cémo se distribuye el potencial de
velocidades en cada una de las regiones. En los tres casos se cumplen las ecua-
ciones de continuidad y conservacién de la masa. Como podemos observar, el
esquema definido en este trabajo tiene aplicaciones que dan buenos resultados
para problemas de mecéanica de fluidos.
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Capitulo 6

Conclusiones

Como puede verse, ambos esquemas propuestos producen unos resultados que
son aceptablemente satisfactorios, incluso a pesar de que la precisién sea un poco
menor que con otros métodos existentes. Una de las ventajas del primer esque-
ma es que se puede usar con una gran facilidad, dado que los conocimientos que
se necesitan para entenderlo y desarrollarlo pueden aprenderse en cursos béasicos
de célculo de varias variables y dlgebra lineal. Como se explica en esta tesis las
diferencias finitas se basan en el uso del teorema de Taylor para generar un es-
quema que aproxime la solucién de la funcién y nos dé un sistema de ecuaciones
que, en este caso, se resuelve por medio de la factorizaciéon de Cholesky.

Con el segundo esquema se reduce la dificultad de hacer la factorizaciéon de
Cholesky y, a pesar de que se reduce ligeramente la precisién del calculo de la
solucion se amplia el campo de aplicacion del esquema. La colinealidad de los
nodos en el mallado de las regiones trae como consecuencia que la matriz asocia-
da al problema sea singular o mal condicionada lo que evita que pueda aplicarse
el primer esquema. Este problema puede evitarse en varios casos usando el se-
gundo esquema, que brinda un poco méas de estabilidad en regiones regulares y
puede obtener resultados confiables en regiones altamente irregulares.

En cualquiera de los dos casos uno de los probemas a tener en cuenta no es
tanto en el diseo del esquema sino mas bien, en el drea donde va a aplicarse.
Si el mallado que generamos de nuestra region resulta con celdas definidas de
manera muy elongada como en el caso de las regiones EQL y CIR los resultados
tienden a ser menos precisos. Otro aspecto a considerar son las condiciones de
convexidad de la frontera, si ésta presenta fuertes condiciones de no convexidad
las aproximaciones a la solucién podrian estar lejos de ser las correctas; sin em-
bargo, a pesar de que en las regiones EQL y CRN se tienen celdas no convexas,
los resultados obtenidos se encuentran dentro del orden esperado.
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Lo anterior nos demuestra que determinar cémo se va a discretizar el dominio
es una parte fundamental del problema. Dependiendo de cémo esté estructurada
y definida la malla nuestro esquema podria funcionar bien en ciertas regiones
y obtener grandes errores en otras. En general podemos ver que los esquemas
propuestos en este trabajo se aplican de manera aceptable en diversos tipos de
regiones produciendo resultados cercanos a los esperados.

Una cosa importante que hay que resaltar es la discretizacién del operador,
yva que es parte integral de la formulacién del nuevo esquema. El operador se
susstituye por una funcion discreta de forma que para obtener los coeficientes
se resuelve un sistema de ecuaciones. Los resultados obtenidos con esta discre-
tizacion se compararon con métodos de orden superior y mayor complejidad
obteniendo resultados similares en cierto sentido, por lo que estos esquemas re-
presentan una alternativa confiable de bajo nivel, facil de entender y aplicar y
que produce resultados aceptables.

Del capitulo 5 se ve que los esquemas aqui presentados tienen aplicaciones
significativas en ambitos cientificos que pueden relacionarse con la industria y las
ingenierias, por lo que la gama de aplicacion de dichos esquemas es amplia y dado
que producen resultados confiables, resultan muy ttiles. Ademés con ligeras
modificaciones y adaptaciones, el esquema puede ser aplicado a problemas con
un nivel de complejidad mayor, como es el caso de problemas con condiciones
de Neumann en la frontera.
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Apéndice A

Programas

A.1. Descripciéon de los programas

A.1.1. dirich4.m

El siguiente programa fue el usado para producir los resultados mostra-
dos en el capitulo 4, fue disenado con ayuda del lenguaje de programacion
MATLAB®©[16] y estd pensado para correr sobre la versién R2011b. La
finalidad del programa es encontrar una aproximacion a la solucién de pro-
blemas del estilo de la ecuaciéon de Poisson dadas las funciones necesarias.

function [U]l=dirich4(x,y,f,g,A,B,C,D,E,F)

% x representa la matriz de distribucion para la posicion de
%los nodos en el eje X.

% y representa la matriz de distribucion para la posicion de
%los nodos en el eje Y.

% f es la funcion del lado derecho de la igualdad en la ecuacion
%de Poisson, fisicamente representaria si hay fuentes o pozos de
%potencial en la region.

% g es la funcion que sera evaluada para obtener las condiciones
%de frontera. En este programa se supone que la funcion es la
%misma sobre toda la frontera.

% Los coeficientes A,B,C,D,E y F son los coeficientes
%involucrados en la forma canonica de la ecuacion de modo que
%Axx + Bxy + Cyy + Dx + Ey + F = f.

[m,n]=size(x) ;K=sparse((m-2)*(n-2), (m-2)*(n-2)) ;
RHS=sparse((m-2)*(n-2),1);
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% A continuacion se procede a llenar los valores de la
/matriz que corresponden a los nodos que no involucran
%valores en la frontera

for i=3:(m-2)

for j=3:(n-2)
u=x((i-1): (A+1), (-1 : (G+1)) ;v=y ((1-1) : (A+1) , (§-1) : (j+1));
xc=u(2,2);yc=v(2,2);
I=setdiff(1:9,5);
dx=u(I)-u(b);dy=v(I)-v(5);
M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx. 3;dx."2.*dy;. ..
dx.*dy."2;dy."3];
Gamma=cholesky (M’*M,M’*[D(xc,yc) E(xc,yc) 2*A(xc,yc)...
B(xc,yc) 2*C(xc,yc) 0 0 0 0]?);
Gamma= [F (xc,yc) -sum(Gamma) ; Gamma] ;
p=(m-2)*(§j-2)+(i-1);
K(p, (p-1) : (p+1))=[Gamma(5) Gamma(l) Gamma(6)];
K(p, [(p-1): (p+1)]-(m-2))=[Gamma (2) Gamma(3) Gamma(4)];
K(p, [(p-1): (p+1)]+(m-2))=[Gamma(7) Gamma(8) Gamma(9)];
RHS (p)=RHS (p)+f ([x(i,]),y(i,j)1);
Gamma=[] ;
end

end
Gamma=[] ;

% En esta parte del codigo se procede a llenar las
%entradas de la matriz que involucran las fronteras
%verticales

for i=2:(m-1)

p=(i-1);

u=x((i-1):(i+1),1:3);v=y((i-1):(i+1),1:3);

I=setdiff(1:9,5);

dx=u(I)-u(b) ;dy=v(I)-v(5);

M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx."3;dx."2.*dy; . ..
dx.*dy."2;dy."3];

Gamma=cholesky (M’*M,M’* [D(xc,yc) E(xc,yc) 2*A(xc,yc)...
B(xc,yc) 2%C(xc,yc) 0 0 0 0]1%);

Gamma=[F (xc,yc) -sum(Gamma) ; Gamma] ;

RHS (p)=RHS (p) -Gamma (2) *g ([x(i-1,1) ,y(i-1,1)1) ...
—-Gamma (3) *g ([x(i,1),y(i,1)]1)-Gamma (4)*. ..
g([x(i+1,1),y(i+1,1)1);

RHS (p)=RHS (p)+£ ([x(i,]),y(i,j)1);

if (i==2),
RHS (p) =RHS (p) -Gamma (5) *g ([x(i-1,2) ,y(i-1,2)1) ...
-Gamma (7) *g ([x(i-1,3),y(i-1,3)1);
K(p, (p): (p+1))=[Gamma(1l) Gamma(6)];
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K(p, [(p): (p+1)]1+(m-2))=[Gamma (8) Gamma(9)];
elseif (i==(m-1)),

RHS (p) =RHS (p) -Gamma (6) *g ([x(i+1,2) ,y(i+1,2)])...

-Gamma (9) *g ([x(i+1,3) ,y(i+1,3)1);

K(p, (p-1): (p))=[Gamma(5) Gamma(1)];

K(p, [(p-1): (p)1+(m-2))=[Gamma(7) Gamma(8)];
else

K(p, (p-1) : (p+1) )=[Gamma(5) Gamma(1l) Gamma(6)];

K(p, [(p-1): (p+1)]+(m-2))=[Gamma(7) Gamma(8) Gamma(9)];
end
Gamma=[] ;

p=(m-2)*((n-1)-2)+(i-1);

u=x((i-1): (i+1), (n-2) :n) ;v=y((i-1): (i+1), (n-2):n);

I=setdiff(1:9,5);

dx=u(I)-u(b);dy=v(I)-v(5);

M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx."3;dx."2.*dy; . ..
dx.*dy."2;dy."3];

Gamma=cholesky (M’*M,M’* [D(xc,yc) E(xc,yc) 2*A(xc,yc)...
B(xc,yc) 2xC(xc,yc) 0 0 0 0]7);

Gamma=[F (xc,yc) -sum(Gamma) ; Gamma] ;

RHS (p) =RHS (p) -Gamma (7) *g ([x(i-1,n),y(i-1,0)1) ...
-Gamma (8) *g([x(i,n),y(i,n)])-Gamma(9)...
*xg([x(i+1,n),y(i+1,n)]1);

RHS (p)=RHS (p)+£ ([x(i,]),y(i,j)1);

if (i==2),

RHS (p) =RHS (p) -Gamma (5) *g ([x(i-1,n-1) ,y(i-1,n-1)1) ...
-Gamma (2) *g([x(i-1,n-2),y(i-1,n-2)1);

K(p, (p): (p+1))=[Gamma (1) Gamma(6)];

K(p, [(p): (p+1)]-(m-2))=[Gamma (3) Gamma(4)];

elseif (i==(m-1)),

RHS (p) =RHS (p) -Gamma (6) *g ([x (i+1,n-1) ,y(i+1,n-1)]1) ...

-Gamma (4) *g ([x(i+1,n-2) ,y(i+1,n-2)]1);

K(p, (p-1): (p))=[Gamma (5) Gamma(1)];

K(p, [(p-1): (p)]-(m-2))=[Gamma (2) Gamma(3)];
else

K(p, (p-1): (p+1))=[Gamma(5) Gamma(1l) Gamma(6)];

K(p, [(p-1): (p+1)]-(m-2))=[Gamma (2) Gamma(3) Gamma(4)];
end

Gamma=1[] ;

end

% En esta parte del codigo se procede a llenar las
%entradas de la matriz que involucran las fronteras
%horizontales
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for j=3:(n-2)

p=(m-2)*(j-2)+(2-1);

u=x((1):(3),(G-1): (G+1));v=y((1): (3), (j-1) : (j+1));

I=setdiff(1:9,5);

dx=u(I)-u(b) ;dy=v(I)-v(5);

M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx."3;dx."2.*dy;. ..
dx.*dy."2;dy."3];

Gamma=cholesky (M’*M,M’* [D(xc,yc) E(xc,yc) 2*A(xc,yc)...
B(xc,yc) 2*C(xc,yc) 0 0 0 0]%);

Gamma=[F (xc,yc) -sum(Gamma) ; Gamma] ;

RHS (p)=RHS (p) -Gamma (2) *g ([x(1,j-1) ,y(1,j-1)1) ...
-Gamma (5) *g([x(1,3),y(1,3)])-Gamma(7) ...
*g([x(1,j+1),y(1,j+1D1);

RHS (p)=RHS (p)+£ ([x(i,]),y(i,j)1);

K(p, (p): (p+1))=[Gamma(1) Gamma(6)];

K(p, [(p): (p+1)]1+(m-2))=[Gamma (8) Gamma(9)];

K(p, [(p): (p+1)]1-(m-2))=[Gamma (3) Gamma(4)];

Gamma=[] ;

p=(m-2)*(j-2)+((m-1)-1);

u=x((m-2):(m), (j-1): (j+1));v=y ((@-2) : (m), (j-1) : (j+1));

I=setdiff(1:9,5);

dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);

M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx. 3;dx."2.%dy; ...
dx.*dy."2;dy."3];

Gamma=cholesky (M’*M,M’* [D(xc,yc) E(xc,yc) 2*xA(xc,yc)...
B(xc,yc) 2*C(xc,yc) 0 0 0 0]°);

Gamma=[F (xc,yc) -sum(Gamma) ; Gamma] ;

RHS (p) =RHS (p) -Gamma (4) *g ([x(m, j-1) ,y(m,j-1)1) ...
-Gamma (6) *g([x(m, j) ,y(m,j)])-Gamma(9) ...
*g([x(m, j+1),y(m, j+1)1);

RHS (p)=RHS (p) +£ ([x(i,j),y(1,j)1);

K(p, (p-1) : (p))=[Gamma(5) Gamma(1)];

K(p, [(p-1): (p)1+(m-2))=[Gamma(7) Gamma(8)];

K(p, [(p-1) : (p)]-(m-2))=[Gamma (2) Gamma(3)];

Gamma=[] ;

end

%Una vez que se tiene ensamblada la matriz que se usara
%se procede a encontrar la solucion.

UG, D=g([x(:,1) y(:,1D1);
UC:,n)=g([x(:,n) y(:,n)]1);

UL, :)=[g(lx(1,:)’ y(1,:)°1)]1";

U(m, :)=[g([x(m,:)’ y(m,:)’1)]’;

U(2: (m-1),2: (n-1))=reshape (K\RHS,m-2,n-2) ;
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El resultado de este programa es una matriz que representa la aproxi-
macién a la soluciéon en cada uno de los puntos del dominio. Los dominios
fueron disenados con ayuda del software UNAMalla como se mencion6 en
la seccién 3.2, con ayuda de una pequena rutina se importé la ubicacién de
los puntos del mallado obtenido en un par de matrices que se pasan como
datos de entrada para el programa dirich4.m.

A.1.2. cholesky.m

El siguiente programa es una rutina disenada en MATLAB cuyo fin es
la de realizar la factorizacién de Cholesky de una forma directa.

function x=cholesky(A,b)

% A = Matriz a la que se le va a aplicar el algoritmo
% de Cholesky que representa el sistema.

% b = Vector del lado derecho de la ecuacin.

% x = Vector solucin del sistema de ecuaciones.
[m,n]=size(A);

L=zeros(m,n);

for j=1:n
for i=j:m
ac=0;
if i==j
for k=1:j-1
ac=ac+(L(i,k)"2);
end
L(i,j)=sqrt(A(i,j)-ac);
else
for k=1:j-1
ac=ac+(L(j,k)*L(i,k));
end
L(i,j)=(A(i,j)-ac)/L(],j);
end
end
end
b=b(:);

y=zeros(m,1);
y(1=b(1)/L(1,1);
for i=2:n
ac=0;
for j=1:i-1
ac=ac+L(i,j)*y(j);
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end
y(1)=(b(i)-ac)/L(i,i);
end

L=L’;
x=zeros(m,1);
x(@)=y(n)/L(n,n);
for i=1:n-1

ac=0;
for j=0:i-1
ac=ac+L(n-i,n-j)*x(n-j);
end
x(n-i)=(y(n-i)-ac)/L(n-i,n-1i);
end

Los argumentos de entrada son el vector del lado derecho de la igualdad
y la matriz a la que se le va a aplicar el algoritmo de Cholesky. El vector
de salida es la solucién al sistema de ecuaciones. Esta rutina se utiliza
dentro del programa dirich4.m para encontrar la solucién al problema
de optimizacién para obtener los coeficientes I'. Después de obtener los
coeficientes y llenar la matriz, se busca una solucién con funciones internas

de MATLAB.

A.2. Como usar los programas

Para dar un ejemplo de céomo se usa el programa dirich4.m usaremos
el Problema 2 (Seccién 4) para la malla de Michoacén (MIC fig.4.3).

Problema 2

V- (ZVu(z,y)) = f(z,y); uloq = sin(rz)sin(my)

donde
Z= { a B } — P DP,
B~
_ cos(§) sin(%) [ 14227 + P 0
P= —sin(g) cos(3) b= 0 1+ 2% + 292

Solucion Analitica: u(z,y) = sin(mx)sin(my).

Veamos la instruccién que inicia el programa para darnos una idea de los
datos involucrados que debemos conocer,



Apéndice A 81

[UJ=dirich4(x,y,f,g,A,B,C,D,E,F),

por lo que tenemos diez datos de entrada, los primeros datos = y y deben
ser dos matrices con las mismas dimensiones, en las cuales estan guardados
los valores de las posiciones de los nodos del mallado G de forma ordenada.
Un mallado de n x m nodos generard matrices z, y de dimensién n x m.

/| (1,41)
y(1,41)

LT v (41,41)

UL a1, 41)

Figura A.1: Muestra del orden que llevan las matrices & y y en relacién con el mallado G
de 41x41 nodos. Las esquinas corresponden a los extremos de la matriz.

Al siguiente valor, f, se le asigna la funcién del lado derecho de la igualdad
en el operador lineal. Multiplicando las matrices que se proporcionan y
aplicando el operador a la funcién u comprobamos que

2 2
fx,y) = mcos(mx)sin(my 4xcosE + 23vsmE
8 8
2 2
+ meos(my)sin(mx) (4ycosg + 2ysing )
+ 27r%os(7rx)cos(7ry)cos%sing ((2:1:2 +37 1) — (2®+ 2 + 1))

2 2
—  wlsin(mz)sin(my) ((Qm2 +47 + l)cos% + (2 + 207 + 1)sing )

2 2
—  wlsin(mz)sin(my) ((332 + 2% + l)cos% +(22° + > + 1)sing )

+ 27rcos%sing (zcos(my)sin(mz) — ycos(mx)sin(my)) .
El valor de g lo obtenemos directamente de la condicién de frontera del
problema, en este caso

g(x,y) = sin(nzx)sin(mry)
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Los siguientes valores (A4, B,C, D, E, F') hacen referencia a los coeficien-
tes del operador lineal que va a aproximarse. En un problema de Laplace
los valores serfan 1,0,1,0,0,0, respectivamente, para el caso del Problema 2
los coeficientes son funciones dadas por

5 O QA o

2 2 m\? 2 2y (T2
(1+22 +y)cos<—> + (142" +2y )szn(§> )

8
(222 — 2y*)cos (g) sin (g) ,
2 ov. (T2 2 2 2
(1+ 22" +y*)sin S + (14 2= + 2y“)cos g)

4xcos (g)2 + 2xsin (g)z — 2ycos (%) sin (g) ,
4ycos (E)z + 2ysin (g)z — 2xcos (g) sin (%) ;

8
0.

Una vez que tenemos los datos de entrada sélo hay que introducirlos en
el orden adecuado, dado que dirich4.m usa el programa cholesky.m de
manera automatizada.



