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sermonearme en las malas y en las peores, por seguir soportándome sin importar la
geograf́ıa y por demostrarme que las penas con hamburguesa de pechuga de bebé son
menos; Mary Jonesy, los cumpleaños definitivamente empiezan mejor con un Eeeestas
soooon..., gracias por estar ah́ı para compartir un café, una bebida de coco, j́ıcamas, un
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Prefacio

La gran mayoŕıa de los fenómenos f́ısicos que ocurren en la naturaleza se
pueden describir usando Ecuaciones Diferenciales, desde la cáıda de un cuerpo
a través de un flúıdo hasta el comportamiento de una región sometida a cierto
esfuerzo después de cierto tiempo. El problema con la mayoŕıa de los esque-
mas que describen la naturaleza es que la solución a ellos no se puede alcanzar
por métodos anaĺıticos convencionales. Solamente los problemas idealizados de
ecuaciones diferenciales en los que se omiten factores presentes en problemas
reales tienen solución anaĺıtica exacta.

Una respuesta natural a estos problemas en los que no se puede encontrar
la solución, es encontrar un aproximado que sea lo suficientemente bueno. Es
entonces cuando surgen los Métodos Numéricos. Con ayuda de computadoras y
diferentes esquemas de aproximación se logra encontrar soluciones que, aunque
no sean exactas y tengan cierto margen de error, logran predecir la evolución
del fenómeno estudiado.

El esquema a utilizarse está basado en el esquema de diferencias finitas.
Dada la relativa sencillez para la formulación y aplicación del esquema, se in-
tenta hacer uso de éste para dar solución a problemas cuyas fronteras presentan
una complejidad mayor que las definidas por productos de intervalos y regiones
rectangulares. Con ayuda de un mallado adecuado de la región del problema,
se pueden obtener resultados para ecuaciones eĺıpticas como los mostrados en
el presente trabajo. Hoy en d́ıa, el estudio del mallado de superficies, la discre-
tización de un problema y el uso de cómputo cient́ıfico no son nuevos para la
comunidad cient́ıfica, sin embargo eso no quiere decir que no se pueda profun-
dizar más en el estudio y refinamiento de esquemas para lograr soluciones que
se aproximen más al resultado esperado.

El contenido del primer caṕıtulo está orientado a explicar de una manera
somera los conceptos básicos a tratar en la tesis, se explica brevemente las ecua-
ciones diferenciales a tratarse, el diseño del mallado de una región, aśı como una
descripción del problema en una dimensión y de algunas dificultades que surgen
durante el análisis, aśı como también se muestra un par de ejemplos básicos de
cómo aplicar el método para problemas sencillos.
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Lo que se explica en el segundo caṕıtulo es una introducción al método de
diferencias finitas clásicas para resolver las ecuaciones de Poisson en regiones
rectángulares. Se hace un análisis de aproximación en el cual se hace referencia
a propiedades del método como son la estabilidad, la convergencia y la consis-
tencia a la hora de aplicarlo.

Se describe un poco de la teoŕıa involucrada aśı como el razonamiento
detrás de la aplicación del método. Por medio de un par de proposiciones y
demostraciones de algunos teoremas se reafirma la importancia de las propieda-
des mencionadas anteriormente para lograr un buen funcionamiento cuando se
definen nuevos esquemas.

En el tercer caṕıtulo se hablará acerca de lo que se ha estado trabajando
para extender los esquemas de diferencias finitas a regiones más complicadas y
no rectangulares por medio de software especializado. El caṕıtulo también con-
tiene referencias a la literatura que existe actualmente y se enuncian algunos de
los esquemas con los que se pretende obtener resultados en el presente trabajo,
aśı como también se describe la forma de deducir y aplicar dichos esquemas.

El cuarto caṕıtulo consta de una explicación acerca de la implementación
de los esquemas descritos en el caṕıtulo tres, las pruebas numéricas realizadas
y los resultados obtenidos. Se muestra gráficamente la comparación entre los
resultados del nuevo esquema contra los resultados de métodos ya existentes y
utilizados ampliamente en la actualidad.

En el quinto caṕıtulo se muestra un ejemplo de una aplicación f́ısica del
esquema propuesto. Después de dar una breve reseña de términos utilizados y
deducir unas cuantas ecuaciones, se establecen los parámetros para aplicar el
esquema propuesto y se resuelven algunos problemas de mecánica de fluidos. El
último caṕıtulo está integrado por las conclusiones a las que se llegó luego de
terminar este trabajo de tesis.
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Introducción 1

Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Consideraciones preliminares

En la actualidad existen varios trabajos en la literatura acerca de como tra-
tar de resolver ecuaciones diferenciales parciales, ya sea por métodos anaĺıticos
o por métodos numéricos, la motivación principal para la realización de este
trabajo es la de encontrar un esquema nuevo que se base en conceptos sim-
plificados y que las definiciones y teoremas involucrados en su deducción sean
sencillos de entender y aplicar, aunado a esto, se espera que se siga logrando
una precisión aceptable en los resultados que se obtengan con el nuevo esquema.

Obteniendo un sistema sencillo y directo que obtenga resultados similares
a los obtenidos con esquemas clásicos y métodos de mayor complejidad se lo-
grará simplificar la manera de resolver problemas que se presentan en varios
ámbitos del conocimiento cient́ıfico. Cabe mencionar que una de las mayores
motivaciones para usar métodos de aproximación, en particular las diferencias
finitas, es el hecho de que por medio de éstos se puede transformar el problema
original en un problema más sencillo que puede resolverse. Los métodos actuales
de solución de ecuaciones diferenciales parciales lineales (EDP) están definidos
para regiones que resultan de productos de intervalos, por lo que su aplicación
se limita bastante cuando la región no es de este tipo.

Para poder trabajar con esquemas que aproximen situaciones reales en la
naturaleza se hace uso de representaciones de dichos fenómenos por medio de
ecuaciones, las cuales en su mayoŕıa son ecuaciones diferenciales parciales. Una
ecuación en derivadas parciales es una relación entre una función de dos o más
variables y algunas de sus derivadas parciales. El orden de la EDP se define
como el mayor orden de las derivadas que están presentes en la ecuación. Los
sistemas de ecuaciones diferenciales que simulan fenómenos f́ısicos comúnmente
se separan en grupos dependiendo del tipo de las relaciones existentes entre las
derivadas que se involucran.



2 Consideraciones preliminares

Los sistemas a tratarse en el presente trabajo son las EDP de segundo orden.
Éstas se pueden clasificar en hiperbólicas, parabólicas y eĺıpticas.

Una t́ıpica EDP lineal de segundo orden tiene la forma:

Aδ2
xxϕ+Bδ2

xyϕ+ Cδ2
yyϕ+Dδxϕ+ Eδyϕ+ F = 0, (1.1)

en donde A, B, C, D, E y F son coeficientes que pueden depender tanto de
la variable x como de la variable y. Una de las formas más usadas para saber
a qué grupo pertenece una EDP es obteniendo el determinante de una matriz
cuyos coeficientes son los coeficientes A, B y C de la ecuación 1.1.[1]

Una ecuación es hiperbólica si

Z = det

∣∣∣∣ A B
B C

∣∣∣∣ < 0,

es parabólica si

Z = det

∣∣∣∣ A B
B C

∣∣∣∣ = 0,

es eĺıptica si

Z = det

∣∣∣∣ A B
B C

∣∣∣∣ > 0.

Las ecuaciones hiperbólicas modelan el transporte y movimiento de alguna
cantidad f́ısica, ya sea perturbaciones del medio o flujo de fluidos. Como ejemplo
de una EDP hiperbólica podemos citar una de las ecuaciones más importantes
de la f́ısica, la ecuación de onda en una dirección

∂2ϕ

∂t2
= c2

∂2ϕ

∂x2

en donde, si ordenamos los términos, podemos ver que A = 1, B = 0, C = −c2.
Esto nos da que Z < 0. Por otra parte, los problemas con ecuaciones parabólicas
describen un fenómeno que evoluciona en el tiempo y que llevan a un estado de
equilibrio. Si tomamos la ecuación que describe el calentamiento de una barra
a lo largo de uno de sus ejes, obtenemos

∂ϕ

∂t
= α

∂2ϕ

∂x2
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de la cual vemos que A = 0, B = 0 y C = α, por lo que Z = 0 lo que nos dice que
la ecuación de difusión del calor es una ecuación parabólica. Por último, tenemos
las ecuaciones eĺıpticas, estas ecuaciones están asociadas con un estado especial
del sistema el cual corresponde a un estado de mı́nima enerǵıa. El ejemplo en
este caso será la ecuación de Poisson

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= f

es claro ver que A = C = 1 y B = 0 por lo que Z = 1.

1.2. Condiciones en la frontera

Un factor fundamental para poder resolver una EDP son las llamadas condi-
ciones de frontera. Cuando se trata de resolver ecuaciones diferenciales ordina-
rias (EDO) podemos recurrir al teorema fundamental de existencia y unicidad,
el cual nos garantiza que existe una solución a nuestro problema y que dicha
solución es única para el problema si se da un cierto conjunto de condiciones que
la función debe cumplir. Sabemos que la solución general viene dada por una
familia de funciones con la misma gráfica pero que difieren en las constantes, las
condiciones de frontera son las que nos ayudan a especificar dichas constantes.
Dependiendo del grado de la ecuación diferencial es el número de constantes que
necesitan ser especificadas, para el caso de las EDO de segundo orden, se ne-
cesita dar condiciones de frontera suficientes para determinar de manera única
dos constantes.

A diferencia de la teoŕıa involucrada en la solución de EDO, cuando se trata
de EDP no existe un único teorema fundamental con el que podamos justificar
la existencia y unicidad en general de soluciones. En vez de eso, existen diversas
teoŕıas independientes que son usadas para cada uno de los grandes grupos de
tipos de EDP con los cuales se trabaja comúnmente ya sea lineales como la
ecuación de Laplace, la ecuación de calor o la ecuación de onda, o no lineales
como la ecuación de Burgers o la ecuación de Monge-Ampère.

De acuerdo con la forma en que se especifiquen las condiciones de frontera el
problema puede ser de valor inicial (IVP), donde se da el valor de la función y su
derivada en el punto inicial del intervalo, o de valores en la frontera (BVP) donde
se da el valor, ya sea de la función o de la derivada en cada uno de los puntos
que componen la frontera. En el caso de que se trate de un BVP y se dé el valor
de la función en la frontera, se dice que las condiciones son de tipo Dirichlet, si
se dan los valores de la derivada las condiciones son de tipo Neumann y en el
caso de que se trate de una combinación lineal de ambos valores las condiciones
se dicen de Robin.
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1.3. Diferencias Finitas 1D

Con el propósito de lograr un mejor entendimiento de cómo es que se aplica el
método de las diferencias finitas iniciaremos viendo cómo se resuelve el problema
en una dimensión. La idea principal al querer resolver una EDP por aproxima-
ción con diferencias finitas es remplazar el problema continuo por un número
finito de evaluaciones en un subconjunto del dominio. De esta manera el pro-
blema de encontrar una solución a una ecuación diferencial parcial se convierte
en tratar de encontrar la solución a un sistema algebraico de dimensión finita,
para los cuales existen herramientas más básicas y simples que podemos utilizar.

Para definir el subconjunto del dominio en donde se harán las evaluaciones,
se hace un mallado con el fin de discretizar el dominio, esto es, dividir el área
de interés en pequeños subdominios en los que se harán las aproximaciones a
la función continua. Suponemos que el mallado se hace de una forma que nos
permita el cálculo, esto es, que el dominio de las ecuaciones parciales va a dis-
cretizarse haciendo uso de intervalos más pequeños en donde se requiera una
aproximación más fina. Sin embargo, esperaŕıamos que una discretización regu-
lar funcione bien en la mayoŕıa de los casos.

1.3.1. Mallado del dominio

Tomemos por ejemplo, el intervalo [a,b] de la recta real y hagamos un mallado
regular con M subintervalos de ancho ∆x = b−a

M . A cada uno de los puntos xi
en los que empieza o termina un subintervalo le llamaremos nodo, en este caso
indexamos los nodos de manera natural empezando por la cota inferior del in-
tervalo, x0 = a;x1 = x0 + ∆x;x2 = x1 + ∆x; . . . ;xM−1 = xM−2 + ∆x; xM = b
como se muestra en la figura 1.1. Ésta no es la única manera de hacer el malla-
do, pero es la más sencilla y nos ayudará para ilustrar cómo es que funciona el
método de las diferencias finitas.

Figura 1.1: Mallado del intervalo [a,b].
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1.3.2. Definiendo el método

Las matemáticas detrás del método de diferencias finitas son relativamente
sencillas. Todo parte del uso del teorema de Taylor para expander una función
continua en términos de las derivadas en puntos dentro de una vecindad.

Teorema 1 Taylor
Sea ϕ(x) una función continua definida en el intervalo [a,b] que además cumple
la propiedad de pertenecer a la clase de funciones infinito diferenciables sobre
(a,b), C∞; dado un punto ξ ∈ (a, b), entonces se tiene que para cualquier otro
punto x ∈ (a, b),

ϕ(x) = ϕ(ξ) +
dϕ(ξ)

dx
(x− ξ) +

d2ϕ(ξ)

dx2

(x− ξ)2

2!
+ . . .

· · ·+ dN−1ϕ(ξ)

dxN−1

(x− ξ)N−1

(N − 1)!
+RN (1.2)

donde RN es el residuo.

Una demostración del teorema puede verse en [2].

Sea ϕ una función que cumple con las condiciones mencionadas en el teorema
1, sea G el conjunto de subintervalos del intervalo [a, b] que se obtiene de hacer
un mallado como en la figura 1.1, tomemos x como el nodo xi+1 y ξ como el
nodo xi, aplicando el teorema 1 obtenemos

ϕ(xi+1) = ϕ(xi) + ϕ′(xi)(xi+1 − xi) +
ϕ′′(xi)

2!
(xi+1 − xi)2 + . . .

Dependiendo de la precisión que deseemos y el esquema que vayamos a utilizar
se trunca la serie de Taylor hasta cierta potencia de las derivadas para obtener
un polinomio y el resto se engloba en el residuo, que es un error de truncación,
el cual se verá más a fondo en el caṕıtulo 2. Tomemos la expansión hasta el
término que involucra la primera derivada,

ϕ̂(xi+1) = ϕ̂(xi) + ϕ̂′(xi)(xi+1 − xi)

en donde ϕ̂ cumple que ϕ(x) = ϕ̂(x) + RN y es nuestra aproximación sobre la
cual vamos a trabajar, RN es el error de truncación. Despejando de la fórmula
anterior obtenemos

ϕ̂′(xi) =
ϕ̂(xi+1)− ϕ̂(xi)

(xi+1 − xi)
. (1.3)

Dado que ϕ pertenece a C∞, podemos aplicar de nuevo el teorema 1, lo que
nos da una aproximación para la segunda derivada.
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ϕ̂′(xi+1) = ϕ̂′(xi) + ϕ̂′′(xi)(xi+1 − xi)

ϕ̂′′(xi) =
ϕ̂′(xi+1)− ϕ̂′(xi)

(xi+1 − xi)

ϕ̂′′(xi) =

ϕ̂(xi+2)−ϕ̂(xi+1)
(xi+2−xi+1) − ϕ̂(xi+1)−ϕ̂(xi)

(xi+1−xi)

(xi+1 − xi)

ϕ̂′′(xi) =
ϕ̂(xi+2)− 2ϕ̂(xi+1) + ˆϕ(xi)

∆x2
. (1.4)

Este proceso lo podemos repetir para obtener derivadas de mayor orden. La
ecuación (1.3) es comúnmente conocida como diferencia hacia adelante, puesto
que involucra el valor del siguiente nodo, también existen las que se conocen
como diferencia hacia atras (1.5) y diferencia central (1.6)

ϕ̂′(xi) =
ϕ̂(xi)− ϕ̂(xi−1)

(xi − xi−1)
(1.5)

ϕ̂′(xi) =
ϕ̂(xi+1)− ϕ̂(xi−1)

(xi+1 − xi−1)
. (1.6)

El uso de diferentes esquemas puede facilitar obtener un buen resultado que
depende de la ecuación que se presente. Comúnmente los métodos se dividen
en expĺıcitos o impĺıcitos. Los métodos expĺıcitos se caracterizan por usar los
datos obtenidos con anterioridad para calcular los datos en el siguiente nodo,
mientras que los métodos impĺıcitos calculan todos los valores de un cierto paso
al mismo tiempo.

Generalmente los métodos expĺıcitos son más económicos en cuanto a tiempo
y procesamiento, puesto que para encontrar un valor se utiliza una combinación
de algunos de los valores ya conocidos, sin embargo, los métodos impĺıcitos son
más estables en sus resultados aunque consuman más tiempo.

Veamos ahora un par de ejemplos en los que se muestran las diferencias exis-
tentes entre ambos tipos de método. Primero veamos como se resuelve un proble-
ma que involucra la ecuación del oscilador armónico amortiguado por el método
impĺıcito:

Ejemplo 1

m
∂2ϕ

∂2t
= −κϕ, t ∈ Ω = (0, 1) ⊂ R

ϕ(0) = 1; ϕ(1) = 0 (1.7)
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Buscando la solución exacta de esta ecuación por medio de métodos anaĺıticos
obtenemos ϕ = cos(

√
κ
m t) − cot(

√
κ
m ) sin(

√
κ
m t). Con esta solución podremos

comparar los resultados obtenidos con el método de diferencias finitas. Discre-
ticemos el intervalo en N = 25 subintervalos tales que ∆t = 0,04. Aśı, tenemos
que G = {ti| t0 = 0; ti = ti−1 + ∆t; i = 1, 2, . . . , 25}, donde t0 = 0; t1 = 0,04;
. . . ; t25 = 1. Supongamos en nuestro caso que tenemos los valores de m = 1 y
κ = 4. Sustituyamos la aproximación (1.4) en (1.7) y lo que obtenemos es

ϕ̂(ti+1)− 2ϕ̂(ti) + ϕ̂(ti−1)

∆t2
+ 4ϕ̂(ti) = 0

1

∆t2
ϕ̂(ti+1) + (4− 2

∆t2
)ϕ̂(ti) +

1

∆t2
ϕ̂(ti−1) = 0 (1.8)

para cada uno de los puntos del conjunto G, entonces tenemos N+1 ecuaciones.
Por otro lado, sabemos que ϕ̂(t0) = 1 y ϕ̂(t25) = 0 dado que representan los
valores en la frontera, los cuales ya conocemos. Lo que nos falta conocer son los
valores que toma la función en los nodos desde t1 hasta t24, entonces vemos que
hay 24 incógnitas. Si de las N + 1 ecuaciones que teńıamos tomamos sólo las
que involucran las incógnitas que tenemos es fácil ver que nos quedamos con 24
ecuaciones.

Esto nos da como resultado un sistema de ecuaciones completo cuya repre-
sentación matricial A es una matriz en bandas; B es el vector que representa
las funciones independientes de t y las condiciones de frontera; Φ es el vector de
nuestras incógnitas, cuyas entradas son las evaluaciones de

A =


(4− 2

∆t2 ) 1
∆t2 0 . . . . . .

1
∆t2 (4− 2

∆t2 ) 1
∆t2 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . 0 1
∆t2 (4− 2

∆t2 ) 1
∆t2

. . . . . . 0 1
∆t2 (4− 2

∆t2 )



B =


−ϕ̂(t0)

∆t2

0
...
0

−ϕ̂(t25)
∆t2

 Φ =


ϕ̂(t1)
ϕ̂(t2)

...
ϕ̂(t23)
ϕ̂(t24)

. (1.9)
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Una vez que tenemos integrado nuestro sistema, escogemos el método para
resolver sistemas de ecuaciones que consideremos conveniente. Éste es uno de
los motivos más importantes por los cuales se utiliza el método de diferencias
finitas, puesto que reduce nuestro problema de minimización de un error a resol-
ver un sistema de ecuaciones, que, en general, resulta más sencillo. En nuestro
caso particular tenemos

A =


−1246 625 0 . . . . . .

625 −1246 625 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . 0 625 −1246 625
. . . . . . 0 625 −1246

 B =


−625

0
...
0
0

.

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos las aproximaciones a la fun-
ción en los nodos dados. Podemos repetir el proceso para el mismo ejemplo, pero
ahora usando un ∆t = 0,01, para observar cómo se comporta la aproximación si
aumentamos el número de nodos (fig.1.2). En la tabla 1.1 podemos observar los
resultados obtenidos que corresponden a los primeros y los últimos cinco nodos,
para ambos casos.

Figura 1.2: Comportamiento del error a diferentes pasos de tiempo para el ejemplo 1.
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Tabla 1.1: Comparación de resultados para el ejemplo 1

∆t = 0,04 ∆t = 0,01 Solución Exacta
1.033434914231021 1.033378993438964 1.033375269702002
1.060255845010963 1.060147667603634 1.060140464179769
1.080291138382835 1.080134788625409 1.080124377527689
1.093412568469057 1.093212502878303 1.093199180897540
1.099536158117077 1.099297154833088 1.099281240166899

...
...

...
0.428475730785885 0.428276175470301 0.428262888269786
0.346118365015554 0.345955474502825 0.345944628606567
0.261545841709123 0.261421765378928 0.261413503892719
0.175299425015754 0.175215793372414 0.175210224855050
0.087931092002284 0.087889000889149 0.087886198301640

Ejemplo 2

∂ϕ

∂t
− ϕ = 0, t ∈ Ω = (0, 1) ⊂ R

ϕ(0) = 1 (1.10)

En este caso, la solución anaĺıtica es simplemente ϕ = et. Si hacemos la sus-
titución de (1.3) en (1.10) para el mismo mallado G del intervalo [0,1] usado
anteriormente nos queda:

ϕ̂(ti+1)− ϕ̂(ti)

∆t
− ϕ̂(ti) = 0

con la condición de frontera ϕ̂(t0) = 1.

Usemos en esta ocasión un método expĺıcito para encontrar la solución de la
ecuación. Dado que se trata de una ecuación de primer grado podemos despejar
y a partir de la condición de frontera encontrar los términos siguientes con el
esquema que se muestra a continuación.

ϕ̂(ti+1) = (1 + ∆t)ϕ̂(ti). (1.11)

Aśı obtenemos el valor del nodo i en términos del nodo i − 1. Si de nueva
cuenta acortamos el tamaño del paso en el tiempo, ∆t, podemos comparar los
resultados obtenidos nuevamente (fig.1.3).

En las figuras 1.2 y 1.3 se puede ver que el tamaño del error decrece al
menos un orden de magnitud cuando reducimos el tamao del paso ∆t en 4.
Si redujéramos todav́ıa más la magnitud del paso la intuición nos dice que
podemos disminuir todav́ıa más el tamaño del error.
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Figura 1.3: Comportamiento del error a diferentes pasos de tiempo para el ejemplo 2.

Tabla 1.2: Comparación de resultados para el ejemplo 2

∆t = 0,04 ∆t = 0,01 Solución Exacta
1.040000000000000 1.040604010000000 1.040810774192388
1.081600000000000 1.082856705628080 1.083287067674959
1.124864000000000 1.126825030131970 1.127496851579376
1.169858560000000 1.172578644923699 1.173510870991810
1.216652902400000 1.220190039947967 1.221402758160170

...
...

...
2.191123143033421 2.216715217194259 2.225540928492467
2.278768068754758 2.306722744040367 2.316366976781092
2.369918791504948 2.400384937406610 2.410899706417210
2.464715543165146 2.497850191408917 2.509290389936298
2.563304164891752 2.599272925559387 2.611696473423118
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Caṕıtulo 2

Diferencias Finitas

2.1. Diferencias Finitas en 2D

Una vez que hemos estudiado el problema en 1D y analizado algunos de los
diferentes casos que se presentan, podemos comenzar a estudiar algunos proble-
mas con mayor dificultad aśı como las consideraciones que deberán tomarse en
cuenta para que los cálculos caigan dentro de la región de confianza.

Al igual que en el caso de una dimensión, podemos hacer uso una vez más
del teorema de Taylor que nos garantiza la validez de las diferencias finitas en
dimensiones mayores a uno, de modo que se pueden extender los métodos vistos
en el caṕıtulo anterior a problemas en el plano R2. Como se vio en el caṕıtulo an-
terior existen varias clases de métodos y las diferencias entre ellos se hacen más
evidentes cuando se involucran dos variables. Sin embargo, en el caso 2D hay
que tener especial cuidado cuando se hace el mallado del dominio o de lo con-
trario los resultados obtenidos pueden ser erroneos. Veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo 3
Encontrar la solución para el problema

∂ϕ

∂t
− ∂2ϕ

∂x2
= 0, (x, t) ∈ Ω = (0, 1)× (0, 1) ⊂ R2 (2.1)

ϕ = f, (x, t) ∈ ∂Ω (2.2)

donde f es el conjunto de valores que toma la función evaluada en la frontera
del dominio ϕ(0, t) = 0; ϕ(1, t) = 0; ϕ(x, 0) = sin(πx).

Para este caso usemos un método expĺıcito. Lo primero es hacer un mallado
del dominio, como estamos trabajando en una región rectangular podemos ha-
cer un mallado similar al que se hizo en el caso de una dimensión.
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Se hace un mallado X del eje x con subintervalos de tamaño ∆x y un mallado
T del eje t con subintervalos ∆t. El mallado de la región Ω quedará definido
entonces como G = {(x, t) |x ∈ X, t ∈ T} , lo que nos da algo que se ve como
muestra la figura 2.1.

Figura 2.1: Mallado de la región [0,1]x[0,1].

Gráficamente, podemos ver que los nodos serán los puntos de intersección
entre las ĺıneas perpendiculares al eje x que pasan por los nodos del mallado X
y las perpendiculares al eje t que pasan por los nodos del mallado T. Una vez
que tenemos el mallado. Procedemos a definir el estencil que usaremos, esto es
la forma que tendrá el esquema expĺıcito. Al sustituir las aproximaciones (1.3)
y (1.4) en la ecuación (2.1) obtenemos el problema discretizado:

ϕ̂(xi, tk+1)− ϕ̂(xi, tk)

∆t
=
ϕ̂(xi+1, tk)− 2ϕ̂(xi, tk) + ϕ̂(xi−1, tk)

∆x2
(2.3)

ϕ̂(xi, tk+1) = ϕ̂(xi, tk) +
∆t

∆x2
(ϕ̂(xi+1, tk)− 2ϕ̂(xi, tk) + ϕ̂(xi−1, tk)). (2.4)

Una representación gráfica de lo anterior se puede ver en la figura 2.2, en la
que se muestra cómo serán calculados los valores de los nodos a cierto paso k+1
basándonos en el hecho de que se conocen los valores en los nodos alrededor del
nodo xi para el tiempo k, lo cual es cierto dado que por (2.2) conocemos los
valores de ϕ̂ a lo largo de la frontera de Ω,

ϕ̂(0, t) = 0, ϕ̂(1, t) = 0, ϕ̂(x, 0) = sin(πx).
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Figura 2.2: Estencil a usarse para el método expĺıcito.

Anaĺıticamente obtenemos que la solución al problema es ϕ = sin(πx)e−π
2t,

si tomamos un ∆t = 0,001 y un ∆x = 0,1 obtenemos unos resultados similares
a los esperados, sin embargo, si intentamos hacer un refinamiento para mejorar
nuestra aproximación como hicimos en casos anteriores, digamos hacer que el
∆x = 0,05, los resultados obtenidos comienzan a alejarse de lo esperado (fig.2.3).

Figura 2.3: Gráfica de errores promedio para diferentes pasos en el espacio para el intervalo
de tiempo [0,1].
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En los ejemplos 1 y 2 véıamos que acortar el tamaño del paso teńıa un efecto
positivo ya que decrementaba la magnitud del error de nuestra aproximación,
sin embargo, en el ejemplo 3 disminuir el paso aumenta el error. No solo eso, si
disminúımos el paso en el espacio a ∆x = 0,01 la magnitud del error aumenta
hasta el orden de 1029 como se observa en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Resultados para el Ejemplo 3 al tiempo t = 1 con intervalos ∆t = 0,0001

Solución Exacta (10−4) ∆x = 0,1 (10−4) ∆x = 0,01 (1029)
0 0 0

0.16141873846796 0.16514364198175 -0.082258794011479
0.30703668614420 0.31412187366292 0.156469235392114
0.42259974373026 0.43235166773417 -0.215369382768445
0.49679579397445 0.50825986819640 0.253193679333846
0.49679579397445 0.50825986819640 0.253193679333846
0.42259974373026 0.43235166773417 -0.215411659320090
0.30703668614420 0.31412187366292 0.156511511943759
0.16141873846796 0.16514364198175 -0.082284922357323

0 0 0

De los anteriores ejemplos se pod́ıa deducir que la aproximación a la solución
mejoraŕıa si disminúıamos el tamaño de ∆x, pues intuitivamente pensamos que
si nos acercamos más al problema continuo obtendremos mejores resultados, sin
embargo, el ejemplo 3 nos muestra que esto no siempre es cierto. Una carac-
teŕıstica que presentan algunas EDP lineales de segundo orden es que poseen
rigidez, esto es, que los cambios que ocurren en una dimensión son muy bruscos
comparados con los cambios que se presentan en las otras dimensiones. Esto trae
como consecuencia que en ciertos esquemas de diferencias finitas se presente lo
que se conoce como inestabilidad.

La inestabilidad de un método de solución se refiere a la existencia de un
parámetro o constante que restringe la aplicación del método. Un esquema ines-
table no es necesariamente inútil; comúnmente los sistemas inestables están
basados en encontrar soluciones directas, rápidas y económicas, por lo que den-
tro de su rango de aplicación son suficientemente efectivos. Como podemos ver
del ejemplo 3, si el ∆x se reduce mucho en comparación con el ∆t los resulta-
dos son completamente erroneos, sin embargo, si reducimos al mismo tiempo el
orden del paso ∆t la aproximación mejora (fig.2.4).

La mejoŕıa en este caso se debe a que al disminuir el ∆t se sigue cayendo
dentro del rango de la constante de restricción. Esta constante de restricción
está intŕınsecamente relacionada con cómo se origina el esquema que vamos a
utilizar. En el caso del ejemplo 3 el esquema expĺıcito utilizado tiene una justi-
ficación anaĺıtica en la cual se asumen ciertos valores para que la demostración
pueda completarse. Esto se hace para asegurar que el esquema diseñado tenga
convergencia, es decir, se acerque a la solución esperada.
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Figura 2.4: Gráfica de errores promedio para diferentes pasos en el tiempo para el intervalo
de tiempo [0,1] con un ∆x = 0,01.

Entonces ¿cómo se puede saber si la solución que obtenemos se aproxima a
la solución real en caso de no conocer ésta última? Lo que necesitamos hacer
es un análisis de aproximación de nuestros diferentes métodos. Existen ciertos
parámetros fundamentales que sirven para determinar si cierto esquema funcio-
na correctamente o si los resultados obtenidos se aproximan a los que buscamos.
Estos parámetros son la estabilidad, la consistencia y la convergencia. Dado que
en este trabajo nos enfocaremos en trabajar con la ecuación de Poisson, veremos
los conceptos antes mencionados en referencia a ésta.

2.2. Ecuaciones eĺıpticas

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, la ecuación de Poisson es una
ecuación diferencial parcial de tipo eĺıptico. Algunos de los problemas f́ısicos
que se pueden representar por medio de esta clase de ecuaciones incluyen los
relacionados con el flujo, ya sea que se trate de flujo de calor que se disipa dentro
de un material, el cálculo de presiones para un fluido incompresible o el flujo de
un fluido viscoso a través de un medio poroso. Los parámetros f́ısicos asociados
a los términos involucrados dependen del contexto que se esté tratando, sin
embargo, visto desde el punto de vista matemático la mayoŕıa de los problemas
se reducen a estudiar las propiedades generales de la ecuación, aśı como los
problemas asociados al contorno del dominio.
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2.2.1. Ecuación de Poisson

El objetivo que se persigue es encontrar la solución a la ecuación de Poisson;
de no lograrse, se busca dar la mayor información posible acerca de la naturaleza
de las funciones que cumplen la ecuación bajo ciertas condiciones adicionales,
como pueden ser las condiciones de frontera. El problema general de la ecuación
de Poisson queda descrito por la ecuación

−∇2ϕ = F (2.5)

donde ϕ y F se encuentran definidas en una región Ω ya sea de R2 o de R3 y el
operador nabla representa

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
o ∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

dependiendo de si el dominio es de dos o tres dimensiones respectivamente. Si se
da el caso que F = 0 el problema se reduce a lo que se conoce como la ecuación
de Laplace. Por supuesto, para poder encontrar una solución al problema ne-
cesitamos de las condiciones de frontera, que en este caso se pueden escribir como

α
∂ϕ

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

+ βϕ

∣∣∣∣∣
∂Ω

= f (2.6)

donde n es la normal a la frontera y f es una función conocida. Si α = 0 en-
tonces decimos que se trata de condiciones de Dirichlet, si β = 0, es el caso de
las condiciones de Neumann. Si ∂Ω se puede escribir como dos subconjuntos
disjuntos, no vaćıos A, B tales que α = 0 ∈ A y β = 0 ∈ B se dice que es un
problema mixto. Si α y β son diferentes de cero en toda la frontera se dice que
el problema tiene condiciones de Robin. Los ejemplos que utilizaremos en este
trabajo solamente involucran condiciones de frontera de Dirichlet.

2.3. Análisis de aproximación

Los objetos f́ısicos modelados con la ecuación de Poisson ocurren de manera
continua, es decir, la densidad de carga eléctrica en problemas electrostáticos o
la densidad de masa en problemas de potencial gravitatorio se definen en todo el
espacio, sin embargo, a pesar de que la EDP modela estos fenómenos de manera
continua, los métodos numéricos usados para realizar los cálculos aproximan el
modelo continuo por medio de un sistema mecánico discreto con un gran núme-
ro de grados de libertad.
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El problema de eigenvalores para la ecuación diferencial se aproxima entonces
por un problema de eigenvalores para una matriz de m × n donde m y n son
considerablemente grandes. De esta forma se pretende crear un v́ınculo entre las
técnicas que se enseñan para resolver problemas en álgebra lineal y las técnicas
utilizadas para los problemas de EDP. El hecho de que se use un sistema dis-
creto para aproximar un problema continuo tiene justificación anaĺıtica, incluso
en algunos casos el modelo discreto describe mejor el fenómeno que el modelo
continuo. Sin embargo, dado que el modelo discreto es solo una aproximación
del fenómeno se generan ciertos errores al hacer el cálculo de las soluciones.

Dos tipos de errores que comúnmente aparecen al hacer aproximaciones numéri-
cas son el error de truncamiento y el error de redondeo. El error de truncamiento
se genera cuando se toma un número finito de términos de una serie, como lo
hicimos para obtener los esquemas de diferencias hacia adelante y centrales, en
nuestro caso el error de truncamiento viene representado por RN ya que con
esta notación se engloba la diferencia existente entre la representación en serie
de Taylor de la función y la aproximación que estaremos utilizando. El error
de redondeo generalmente ocurre por causa de las limitaciones del equipo de
cómputo que estemos utilizando, se reduce el número de cifras significativas de
su representación decimal para facilitar su uso; sin embargo, dado que el núme-
ro que estamos usando no es el número real, los cálculos que se hagan con esta
representación no serán estrictamente los correctos.

Empecemos poniendo un ejemplo general de la ecuación de Poisson que nos va
a servir como modelo básico para hacer el análisis de aproximación de nuestros
métodos. Sea el problema

−∇2ϕ = F, (x, y) ∈ Ω = (0, 1)× (0, 1) (2.7)

ϕ = f, (x, y) ∈ ∂Ω. (2.8)

Hagamos un mallado de la región Ω como se hizo en la figura 2.1 y aproxime-
mos el problema (2.7)-(2.8) por

− 1

∆x2
δ2
xuj,k −

1

∆y2
δ2
yuj,k = Fj,k; j = 1, . . . ,M − 1; k = 1, . . . , N − 1 (2.9)

u0,k = f0,k, k = 1, . . . , N − 1 (2.10)

uM,k = fM,k, k = 1, . . . , N − 1 (2.11)

uj,0 = fj,0, j = 1, . . . ,M − 1 (2.12)

uj,N = fj,N , j = 1, . . . ,M − 1 (2.13)



18 Análisis de aproximación

donde δ2 es el esquema que usamos para aproximar la segunda derivada. Ahora
estudiaremos un poco el concepto de orden de aproximación.

Aplicando el teorema 1 para el punto xi+1 obteńıamos

ϕ(xi+1) = ϕ(xi) + ϕ′(xi)∆x+
∆x2

2!
ϕ′′(xi) +

∆x3

3!
ϕ′′′(xi) + . . .

ϕ(xi+1)− ϕ(xi)

∆x
= ϕ′(xi) +

∆x

2!
ϕ′′(xi) +

∆x2

3!
ϕ′′′(xi) + . . .

ϕ(xi+1)− ϕ(xi)

∆x
= ϕ′(xi) + ∆x

( 1

2!
ϕ′′(xi) +

∆x

3!
ϕ′′′(xi) + . . .

)
Si suponemos que las derivadas de ϕ son acotadas, podemos hacer uso de la

siguiente definición:

Definición 2.1 f(s) = O(φ(s)) para s ∈ S si existe una constante A tal que
|f(s)| ≤ A |φ(s)| ∀s ∈ S. Decimos que f(s) es “O grande” de φ(s) o que f(s)
es de orden φ(s).

Aśı podemos escribir

ϕ(xi+1)− ϕ(xi)

∆x
= ϕ′(xi) +O(∆x) (2.14)

y es por esto que decimos que la aproximación hacia adelante es de orden ∆x,
análogamente podemos demostrar que las diferencias hacia atrás también son
de orden ∆x. Ahora veamos que pasa con la diferencia central. Ésta se deduce
de hacer una resta de las anteriores

ϕ(xi+1)− ϕ(xi−1) = 2ϕ′(xi)∆x+ 2
∆x3

3!
ϕ′′′(xi) + 2

∆x5

5!
ϕv(xi) + . . .

ϕ(xi+1)− ϕ(xi−1)

2∆x
= ϕ′(xi) +

∆x2

3!
ϕ′′′(xi) +

∆x4

5!
ϕv(xi) + . . .

ϕ(xi+1)− ϕ(xi−1)

2∆x
= ϕ′(xi) + ∆x2

( 1

3!
ϕ′′′(xi) +

∆x2

5!
ϕv(xi) + . . .

)
ϕ(xi+1)− ϕ(xi−1)

2∆x
= ϕ′(xi) +O(∆x2). (2.15)

Podemos comprobar el orden de la diferencia central de segundo grado de
manera similar, si en vez de restar hacemos la suma.

ϕ(xi+1) + ϕ(xi−1) = 2ϕ(xi) + 2
∆x2

2!
ϕ′′(xi) + 2

∆x4

4!
ϕiv(xi) + . . .

ϕ(xi+1)− 2ϕ(xi) + ϕ(xi−1)

∆x2
= ϕ′′(xi) + ∆x2

( 2

4!
ϕiv(xi) +

2∆x2

6!
ϕvi(xi) + . . .

)
ϕ(xi+1)− 2ϕ(xi) + ϕ(xi−1)

∆x2
= ϕ′′(xi) +O(∆x2). (2.16)
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Ahora definamos un poco de notación que estaremos utilizando. Digamos que
la función continua ϕ es la solución real del problema (2.7)-(2.8) y la función
discreta u = {uj,k} es una aproximación a ϕ que cumple con ser la solución del
problema (2.9)-(2.13) para j = 1, 2, . . . ,M y k = 1, 2, . . . , N . Lj,k representa
la ecuación que vamos a resolver, en nuestro caso es la ecuación de Poisson
−( 1

∆x2 δ
2
x + 1

∆y2 δ
2
y), donde δ2 es el esquema de diferencias finitas (1.4). Sea GΩ

el mallado de la región Ω con G◦Ω los puntos del mallado en el interior de Ω y
∂GΩ los puntos que pertenecen a la frontera.

2.3.1. Estabilidad

Del ejemplo 3 vemos que un pequeño cambio en los datos de entrada pue-
de llevarnos a obtener resultados que claramente no se aproximan al resultado
esperado. Este error en los resultados es consecuencia de la falta de robustez
en el esquema utilizado para aproximar las derivadas. Esto no quiere decir que
el esquema esté equivocado, lo que nos muestra es que el rango de utilidad del
esquema es limitado, esto es, que existe una condición que los parámetros deben
de cumplir para que la solución se siga considerando aceptable.

Uno de los conceptos que nos ayuda para saber si nuestra solución se aproxima
a la real es el de estabilidad numérica, una propiedad que nos describe la forma
en que los errores en los datos de entrada se propagan a través del algoritmo, en
otras palabras, suponiendo que tenemos errores de medición en nuestros datos
la estabilidad numérica nos dice cómo se comportarán estos errores mientras el
proceso de cálculo continúe.

En un algoritmo estable pequeños cambios en los datos de entrada se irán
atenuando conforme se repita el proceso, en cambio, en un algoritmo inestable
pequeñas variaciones en los datos generarán errores que se irán acumulando de
manera que el resultado final se aleja del esperado.

Definición 2.2 Un esquema diferencial es estable con respecto a la norma ‖·‖
si existe una constante positiva ∆x0 y una constante no negativa K tal que:∥∥un+1

∥∥ ≤ K ∥∥u0
∥∥ mientras ∆x→ 0.

2.3.2. Consistencia

El concepto de consistencia en un esquema diferencial se puede definir ya
sea en general o punto a punto. Este concepto está relacionado con el error de
truncamiento, dado que si el error de truncamiento es muy grande, a la hora de
hacer un refinamieno de nuestro mallado el error tenderá a incrementarse.
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Como se vio anteriormente, de hacer la diferencia entre la solución real y la
solución al problema aproximado se eliminan algunos términos que se engloban
bajo la notación de la O, cuando se quiere que un esquema de diferencias sea
consistente se quiere que este error disminuya, o en su defecto, que no crezca
exponencialmente.

Definición 2.3 Un esquema diferencial es consistente con una ecuación parcial
diferencial de acuerdo a la norma ‖·‖ si cumple con que

‖ϕ− u‖ → 0 mientras ∆x→ 0.

2.3.3. Convergencia

Para encontrar una conexión entre estabilidad, consistencia y convergencia
necesitamos hacer uso del siguiente teorema.

Teorema 2 Equivalencia de Lax.
Considérese un problema lineal de valores en la frontera bien planteado. Un
esquema en diferencias finitas para este problema es estable si y sólo si es con-
vergente.

De este modo podemos probar que nuestro esquema es estable partiendo de
querer probar que es convergente. Partiremos del supuesto que nuestro sistema
que representa la ecuación de Poisson tiene solución y además ésta es única, una
demostración de esto se puede leer en [3]. Ahora que sabemos que el sistema
(2.9)-(2.13) tiene solución, queremos ver qué tanto se parece realmente nuestra
aproximación a la solución real. En la primer parte de este trabajo se usaron
las diferencias hacia adelante para resolver los ejemplos, ahora usaremos las di-
ferencias centrales dado que su orden de aproximación es mejor.

Definamos entonces las normas para funciones definidas sobre mallas como se
muestra a continuación:

‖u‖∞ = máx
0≤j≤M
0≤k≤N

|uj,k| (2.17)

‖u‖◦∞ = máx
1≤j≤M−1
1≤k≤N−1

|uj,k| (2.18)

‖u‖∂GΩ

∞ = máx
(j,k) ∈ ∂GΩ

|uj,k| . (2.19)

Estas funciones definidas en GΩ, G◦Ω y ∂GΩ respectivamente nos serán de
utilidad para la demostración de un par de proposiciones que finalmente nos
ayudarán en la demostración de un teorema para la convergencia.
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Proposición 2.1 Principio del Máximo para dominios discretos. Si

Lj,kuj,k = −
( 1

∆x2
δ2
x +

1

∆y2
δ2
y

)
uj,k ≤ 0

en G◦ entonces el máximo valor de uj,k en G se alcanza en ∂G.

Demostración.
Probaremos que uj,k no puede tener un máximo local en G◦. Para esto podemos
ver que la condición Lj,kuj,k ≤ 0 es equivalente a decir que

−
( 1

∆x2
δ2
x +

1

∆y2
δ2
y

)
uj,k ≤ 0

−
( 1

∆x2
(uj+1,k − 2uj,k + uj−1,k) +

1

∆y2
(uj,k+1 − 2uj,k + uj,k−1)

)
≤ 0

2
( 1

∆x2
+

1

∆y2

)
uj,k −

1

∆x2
(uj+1,k + uj−1,k)− 1

∆y2
(uj,k+1 + uj,k−1) ≤ 0

( 1

∆x2
+

1

∆y2

)
uj,k ≤

1

2

[
1

∆x2
(uj+1,k + uj−1,k) +

1

∆y2
(uj,k+1 + uj,k−1)

]
, (2.20)

supongamos ahora que uj,k es un máximo local. De ah́ı que uj+1,k ≤ uj,k;
uj−1,k ≤ uj,k; uj,k+1 ≤ uj,k; uj,k−1 ≤ uj,k. Sustituyendo del lado izquierdo de
(2.20) tenemos la siguiente serie de desigualdades

1

2

[
1

∆x2
(uj+1,k + uj−1,k) +

1

∆y2
(uj,k+1 + uj,k−1)

]
≤

1

2

[
1

∆x2
(uj+1,k + uj−1,k) +

2

∆y2
uj,k

]
1

2

[
1

∆x2
uj+1,k +

1

∆x2
uj−1,k +

2

∆y2
uj,k

]
≤ 1

2

[
1

∆x2
uj+1,k +

1

∆x2
uj,k +

2

∆y2
uj,k

]
1

2

[
1

∆x2
uj+1,k +

1

∆x2
uj,k +

2

∆y2
uj,k

]
≤
( 1

∆x2
+

1

∆y2

)
uj,k (2.21)

y encadenando (2.20) y (2.21) podemos obtener la siguiente igualdad

1

∆x2
uj,k =

1

2

[
1

∆x2
uj+1,k +

1

∆x2
uj,k

]
de aqúı que uj,k = uj+1,k. Acomodando de manera similar los diferentes térmi-
nos en (2.20) podemos obtener que

uj,k = uj+1,k = uj−1,k = uj,k+1 = uj,k−1

y esto sucede para cada uno de los puntos de G◦, por lo que se deduce que si G
tiene un máximo debe ser alcanzado en ∂G. Análogamente se puede probar el
Principio del Mı́nimo para dominios discretos simplemente cambiando el sentido
de las desigualdades. �
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Proposición 2.2 Supóngase que uj,k con j = 0, . . . ,M , k = 0, . . . , N es una
función definida en GΩ con u0,k = uM,k = uj,0 = uj,N = 0. Entonces

‖u‖∞ ≤
1

8
‖Lj,kuj,k‖◦∞

Demostración.
Consideremos una función uj,k definida sobre la malla GΩ y que cumpla con
que uj,k = 0 en ∂GΩ. Definamos una función Hj,k en G◦Ω como

Hj,k = Lj,kuj,k.

Utilizando (2.18) es claro deducir que

−‖H‖◦∞ ≤ Lj,kuj,k ≤ ‖H‖
◦
∞ . (2.22)

Definamos también

ωj,k =
1

4

[(
xj −

1

2

)2

+
(
yk −

1

2

)2
]

de manera que Lj,kωj,k = −1. A partir de la desigualdad (2.22) y usando la
función que acabamos de definir, podemos obtener que

Lj,k(uj,k + ‖H‖◦∞ ωj,k) = Lj,kuj,k + ‖H‖◦∞ Lj,kωj,k

= Lj,kuj,k − ‖H‖◦∞ ≤ 0 (2.23)

Lj,k(uj,k − ‖H‖◦∞ ωj,k) = Lj,kuj,k − ‖H‖◦∞ Lj,kωj,k

= Lj,kuj,k + ‖H‖◦∞ ≥ 0. (2.24)

Usando la proposición 2.1 podemos ver que el máximo de uj,k + ‖H‖◦∞ ωj,k
y el mı́nimo de uj,k − ‖H‖◦∞ ωj,k deben de alcanzarse en ∂GΩ. Sabemos que
uj,k = 0 en ∂GΩ, que el máximo de uj,k+‖H‖◦∞ ωj,k ocurre en la frontera y que
‖H‖◦∞ ωj,k es no negativo. Usando lo anterior, podemos obtener las siguientes
desigualdades

máx
∂GΩ

[
u + ‖H‖◦∞ ω

]
= ‖H‖◦∞ ‖ω‖

◦
∞

≥ uj,k + ‖H‖◦∞ ωj,k

≥ uj,k ∀(j, k) ∈ GΩ (2.25)

mı́n
∂GΩ

[
u− ‖H‖◦∞ ω

]
= −‖H‖◦∞ ‖ω‖

◦
∞

≤ uj,k − ‖H‖◦∞ ωj,k

≤ uj,k ∀(j, k) ∈ GΩ. (2.26)
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De (2.25) y (2.26) obtenemos

−‖H‖◦∞ ‖ω‖
◦
∞ ≤ uj,k ≤ ‖H‖

◦
∞ ‖ω‖

◦
∞

‖u‖∞ ≤ ‖H‖
◦
∞ ‖ω‖

◦
∞

y dado que nuestro dominio es [0,1] X [0,1] tenemos que ‖ω‖◦∞ = 1
8 , lo que nos

da como resultado

‖u‖∞ ≤
1

8
‖Lj,kuj,k‖◦∞ . �

Ahora que ya hemos demostrado ambas proposiciones probaremos el siguiente
teorema de convergencia.

Teorema 3 Sea ϕ ∈ C4(Ω̄) una solución al problema (2.7)-(2.8) y uj,k una
solución al problema (2.9)-(2.13). Entonces decimos que u converge a ϕ si

‖ϕ− u‖∞ ≤ C(∆x2 + ∆y2)
∥∥∂4ϕ

∥∥◦
∞ (2.27)

donde∥∥∂4ϕ
∥∥◦
∞ = sup

{ ∣∣∣∣ ∂4ϕ

∂xp∂yq
(x, y)

∣∣∣∣ : (x, y) ∈ Ω◦, p+ q = 4; p, q = 0, . . . , 4

}
Demostración.

Sea ϕ una solución de la ecuación diferencial parcial (2.7)-(2.8). Aplicando el
esquema a la solución podemos ver que cumple con

Lj,kϕj,k = Fj,k +O(∆x2) +O(∆y2) (2.28)

También sabemos que
Lj,kuj,k = Fj,k (2.29)

si hacemos la resta de (2.28) y (2.29) podemos obtener

Lj,k(ϕj,k − uj,k) = O(∆x2) +O(∆y2)

Dado que
∥∥∂4ϕ

∥∥◦
∞ es el máximo de las derivadas de cuarto grado podemos

cambiar la notación de la O ya que la constante de la definición está acotada
por C

∥∥∂4ϕ
∥∥◦
∞ para alguna constante C. De lo anterior vemos que

‖Lj,k(ϕj,k − uj,k)‖◦∞ ≤ C(∆x2 + ∆y2)
∥∥∂4ϕ

∥∥◦
∞

además, ϕj,k−uj,k = 0 en ∂GΩ, por lo que usando la proposición 2.2 obtenemos
que

‖ϕ− u‖∞ ≤
C

8
(∆x2 + ∆y2)

∥∥∂4ϕ
∥∥◦
∞ . �
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De esta manera podemos probar que un esquema es incondicionalmente con-
vergente, lo que quiere decir que podremos disminuir el tamaño de los pasos en
cualquier dimensión con cierta libertad. Claro está que la libertad con la que
podemos modificar los incrementos se sigue viendo restringida por los paráme-
tros involucrados en estas demostraciones, es decir, debemos tener los mismos
valores a lo largo de toda la frontera en el esquema y en el problema original
para poder seguir aplicando la proposición 2.2.

Recordemos también que deben de cumplirse las suposiciones de la proposi-
ción 2.1 ya que sin el principio del máximo no podŕıamos justificar la conver-
gencia. Finalmente, la suposición más fuerte que hacemos con respecto a ϕ es
que suponemos que las parciales de órdenes superiores deben de ser acotadas, de
lo contrario no solo no podŕıamos aplicar el teorema 3, sino que no podŕıamos
probar convergencia con nuestro esquema dado que no se podŕıa acotar el error
obtenido.
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Caṕıtulo 3

Diferencias Finitas en
Regiones Irregulares

3.1. Regiones irregulares

Hasta ahora lo que hemos mostrado ha sido ejemplos resueltos en regiones
regulares, productos de intervalos que dan como resultado regiones rectangula-
res cuyo mallado puede fácilmente generarse como un producto de subespacios,
sin embargo, la mayoŕıa de las regiones en la que nos interesa trabajar no posee
una geometŕıa tan sencilla, como puede verse en las figuras 3.1-3.2.

Figura 3.1: Región sencilla no rectangular.
Figura 3.2: Región sencilla con bordes no rec-
tangulares.

Es cierto que podŕıamos hacer un mallado cuadriculado de estas regiones,
simplemente tendŕıamos que ajustar nuestro método para dividir la región en
rectángulos más simples, pero cuando las regiones se tornan más complejas
(fig.3.3-3.4) la descomposición en rectángulos podŕıa hacernos perder precisión
al no poder cubrir la superficie en su totalidad o a tener excedentes. Regio-
nes irregulares como la superficie del caudal de un ŕıo, la forma de un acúıfero
subterráneo, la geometŕıa de piezas para ciertas maquinarias son ejemplos de
regiones en la industria sobre las que se esperaŕıa se pudiera resolver problemas.
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Figura 3.3: Región simple elongada. Figura 3.4: Región altamente irregular.

Regiones que se muestran más adelante en el caṕıtulo podŕıan representar las
exclusas de una presa, los ductos de conexión entre algún alcantarillado o la
delta de un ŕıo; todos estos casos involucran el flujo de fluidos, fenómeno que
está relacionado con la ecuación de Poisson. Un ejemplo de aplicación puede
verse en el caṕıtulo 5.

En este trabajo propondremos una reformulación sólida, no iterativa, sim-
ple, del enfoque con que normalmente se intenta solucionar los problemas que
involucran resolver la ecuación de Poisson en regiones planas altamente irregu-
lares implementando un esquema de diferencias finitas que se basa en resolver
un sistema de ecuaciones asociado a las ecuaciones normales de un problema de
optimización. Sin embargo, para que esto funcione, el esquema debe ser aplicado
sobre un mallado lógicamente rectangular, por lo tanto la primer interrogante
que surge al atacar el problema es el de cómo hacer un mallado de regiones
irregulares sobre el que se pueda aplicar el método de diferencias finitas.

3.2. UNAMalla

El sistema UNAMalla[5] es un paquete computacional, en el que podemos
apoyarnos para resolver de una manera lo suficientemente eficaz el problema
que resulta al querer generar mallas convexas que describan regiones irregulares
planas y acotadas. El tipo de mallas que se generan al trabajar con este programa
son en su mayora estructuradas y rectangulares, dos caracteŕısticas muy útiles
que nos facilitan el cálculo y producen buenos resultados cuando buscamos la
solución numérica de EDP por el método de diferencias finitas.

3.2.1. Generación variacional de mallas

En la sección 1.3.1 se dio una idea muy intuitiva de lo que es un mallado y eso
nos sirvió para los ejemplos básicos con los que se trabajó, sin embargo, ahora
daremos una definición más espećıfica de cómo trataremos el concepto de malla,
en particular, del mallado de una región en dos dimensiones [6, 7].
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Suponiendo que podemos ver a Ω como un dominio en el plano determinado
por una región simplemente conexa, y ∂Ω como una curva simple, cerrada y
orientada, entonces se puede generar en la mayoŕıa de los casos un mapeo 1-1
de la región Ω y su frontera a R, el cuadrado unitario en R2.

Retomando el concepto que hab́ıamos visto de malla como el conjunto de
puntos en R que cumplen U = {(ξi, ηj) | 1 ≤ i ≤M ; 1 ≤ j ≤ N} , donde M
y N son el número de subintervalos en ξ y η respectivamente, podemos dar la
siguiente definición.

Definición 3.1 Decimos que un mallado continuo G(ξ, η) = (x(ξ, η), y(ξ, η))
sobre una región Ω ⊂ R2 es una biyección continua

G : R 7→ Ω

con G(∂R) = ∂Ω donde R es el cuadrado unitario [0, 1]× [0, 1].

Figura 3.5: Descripción gráfica de la definición 3.1.

De esta manera un mallado como el realizado en el ejemplo 3 puede aplicarse
a regiones irregulares. Sea G el conjunto de puntos de Ω que resulta de aplicar
G al subconjunto U. Decimos que G es una malla de orden M×N . Aśı vemos que

∂G ≡
{

(x, y) = G(ξ, η)
∣∣∣(ξ, η) ∈ R; ξ ∈ {0, 1} o η ∈ {0, 1}

}
.

De igual forma,

G◦ ≡
{

(x, y) = G(ξ, η)
∣∣∣(ξ, η) ∈ R; ξ /∈ {0, 1} y η /∈ {0, 1}

}
.
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No obstante, hacer una adaptación del mallado realizado en R al dominio Ω
no es un problema trivial. Para poder aplicar nuestro esquema y conseguir que
se sigan conservando las propiedades que demostramos en el caṕıtulo 2 la malla
que resulte de aplicar el mallado G debe seguir siendo una malla lógicamente
rectangular y convexa.

Definición 3.2 Decimos que un mallado genera una malla lógicamente rec-
tangular G si para cada nodo pk de G se puede identificar de manera sencilla
cuáles son los nodos ((vecinos)). Esto es, dado un esquema L0 se puede identificar
homogéneamente sobre toda la malla los puntos superior, inferior, etc.

Definición 3.3 Decimos que G es convexa si y sólo si cada cuadrilatero ci,j
generado en G es convexo y no degenerado (fig.3.6), donde ci,j es el poĺıgono
delimitado por los nodos {Pi,j , Pi+1,j , Pi,j+1, Pi+1,j+1}, 1 ≤ i < m, 1 ≤ j < n

Figura 3.6: Celda convexa. Figura 3.7: Celda no convexa.

Por esto, no cualquier mallado continuo nos va a generar una malla útil. Al
usar el software de UNAMalla, lo primero que se debe hacer es determinar los
nodos que formarán la frontera, para luego determinar cuáles representarán las
esquinas del cuadrado unitario al hacer el mapeo. Luego se especifica el orden
que tendrá la malla y se procede a generar el mallado. Comúnmente el mallado
inicial resultará un buen mallado, salvo en regiones no convexas, pero el pro-
grama cuenta con la opción de poder realizar un proceso de optimización por
medio de funcionales con los cuales se garantizará que la malla cumpla con las
condiciones que queremos.

Los funcionales son una pieza fundamental en la generación variacional de
mallas óptimas [8]. Podemos decir que un funcional Φ[f ] es una función cuyo
dominio es un espacio de funciones y su codominio es un campo escalar.

En este trabajo, lo que haremos será utilizar una combinación lineal de dos
funcionales implementados en UNAMalla, el funcional de área adaptiva (3.1) y
el funcional de suavidad (3.2).

St(G) =

N∑
q=1

f(tαq). (3.1)
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Hω(G) =

N∑
q=1

λ(∆q)ϕω(∆q). (3.2)

La explicación de cómo funcionan estos funcionales puede verse en [9]. Dado
que nuestro objetivo es encontrar el mallado óptimo, lo que queremos es minimi-
zar el funcional Φ cuyo dominio es el conjunto de todos los mallados continuos
que van de R a Ω y su codominio es el campo de los reales. Una vez que he-
mos encontrado un mallado continuo que genere una malla óptima, podemos
proceder a aplicar nuestro esquema para resolver la ecuación.

3.2.2. Calidad de mallas

A pesar de haber conseguido una malla convexa por medio del programa
UNAMalla, esto no nos garantiza que sea un buen mallado para aplicar nues-
tro esquema. Independientemente de cómo se comporte la frontera en nuestra
región Ω, al momento de querer aplicar el método necesitamos esencialmente
dividir ∂Ω en cuatro fronteras (ΩN , ΩS , ΩE , ΩW ) que representan los lados
de R. Si los valores que después del mapeo van a dar a las fronteras de R no
están bien distribuidos se puede presentar un problema de reubicación de celdas.

Por ejemplo, supongamos que Ω es un ćırculo, este tipo de problema se pre-
sentaŕıa si se definen tres fronteras en un arco de 30 y la frontera restante como
el arco de 330. Se podŕıa generar un mallado convexo y estructurado pero la
mayoŕıa de los nodos estaŕıan concentrados en una región muy pequeña de Ω lo
cual podŕıa no darnos buenos resultados (fig.3.8).

Figura 3.8: Reubicación de celdas que podŕıa no favorecer el cálculo.
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La reubicación de celdas podŕıa usarse en nuestro beneficio, si lo que queremos
es concentrar la mayor precisión en un área espećıfica, pero dado que a priori
no conocemos dónde debemos enfocar la precisión no es recomendable que se
genere este tipo de mallados, es mejor generar una distribución lo más uniforme
que sea posible e intentar cubrir el dominio de manera igualitaria. Una vez que
se haya realizado un primer cálculo para identificar las regiones problemáticas
se puede proceder a la reubicación de celdas para enfocarse en las zonas que se
compruebe necesiten mayor precisión. A esto se le conoce como adaptación.

Otro de los problemas que más se presenta al hacer mallados de regiones irre-
gulares es la generación de celdas elongadas (fig.3.9). Generalmente se presenta
este problema cuando el área de nuestro dominio Ω difiere en gran medida del
área de la envolvente convexa de Ω (Recordemos que la envolvente convexa de
un conjunto U definido en R2 es el conjunto Ũ que cumple que Ũ es convexo,
U ⊆ Ũ y dado V convexo tal que U ⊆ V entonces U ⊆ Ũ ⊆ V ). La elongación
de las celdas propicia pérdida de precisión en el cálculo ya que, como en el caso
anterior, se disminye la uniformidad en el mallado, pues unos nodos se encuen-
tran muy lejanos de algunos nodos vecinos y muy cercanos a otros.

Figura 3.9: Ejemplos de celdas elongadas.

Como sabemos que en el caso de que Ω sea un cuadrado con un mallado
uniforme los cálculos se simplifican y facilitan, lo que buscamos al momento de
seleccionar regiones irregulares y mallados apropiados es que se parezcan lo más
posible a éste. La envolvente convexa es una primer herramienta para poder
comparar regiones irregulares.

Al calcular el cociente del área definida por Ω y su envolvente convexa pode-
mos medir la concavidad de Ω, le llamaremos cociente de convexidad Cx . Entre
más se acerque el cociente a 1 decimos que Ω es más convexa. Sin embargo, sólo
con el cociente de convexidad no podemos hacer un buen criterio de discrimi-
nación, puesto que incluso si Ω es convexa la forma de definir la frontera puede
generar celdas elongadas (fig.3.10).
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Figura 3.10: Ejemplo de celdas elongadas en una región convexa.

Supongamos que en nuestro problema tenemos un dominio como se muestra
en la figura 3.11. Claramente se puede observar que el dominio presenta una
fuerte concavidad en el centro de la figura. Se observa un fenómeno que pode-
mos llamar ((cuello de botella)) en el que el área de una sección del dominio es
mucho menor que el área de las dos secciones que separa.

En las figuras 3.12 y 3.13 podemos observar dos diferentes mallados hechos
con el mismo contorno. El coeficiente de convexidad de ambos mallados es 1.4238
pero los resultados obtenidos con cada uno difieren bastante. Esto es debido a
la manera que están definidas las fronteras ΩN , ΩS , ΩE y ΩW .

Figura 3.11: Región
Cóncava.

Figura 3.12: Mallado
con baja torcedura.

Figura 3.13: Mallado
con alta torcedura.
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En las figuras 3.14 y 3.15 se puede observar que las celdas presentan diferen-
cias en una propiedad que llamaremos torcedura. La torcedura τ se define como
el cociente entre el máximo y el mı́nimo de las diagonales de todas las celdas del
mallado. Entre más cercana sea la torcedura a 1 diremos que el mallado es más
recto, como ocurre en el caso de un mallado regular de una región cuadrada.
Si un mallado presenta un alto ı́ndice de torcedura nos generará errores en los
cálculos si el problema que estamos tratando tiene cambios bruscos en la norma
del gradiente de la función.

Figura 3.14: Celdas del mallado de la Fig.3.12. Ejemplo de mallado recto.

Figura 3.15: Celdas del mallado de la Fig.3.13. Ejemplo de mallado con alta torcedura.
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Otra de las formas que tenemos para medir la regularidad de un mallado y
decidir si es conveniente o no para aplicar nuestro esquema es tomar en cuenta el
área de los triángulos que forman los nodos de cada zelda. Para definir un nuevo
cociente de regularidad, lo que hacemos es obtener nuevamente el cociente entre
el máximo y el mı́nimo de las áreas de los triángulos y entre más se acerque a
1 diremos que el mallado es más regular.

A este cociente le llamaremos cociente de irregularidad γ. Sea el cuadrilatero
PQRS (fig.3.16) un cuadrilatero que representa alguna de las celdas de algún
mallado G, entonces los cuatro vértices determinan cuatro triangulos diferentes,
M1,M2,M3,M4 (fig.3.17), que tomaremos de forma orientada antihorario.

Figura 3.16: Cuadrilate-
ro que representa alguna
celda de G.

Figura 3.17: Triángulos orientados generados por
PQRS.

Para calcular el área de cada uno de ellos podemos hacer uso del determinante
de una matriz, ya que podemos conocer la posición de los vértices que están
dados en términos de la posición de los nodos de G. Obtendremos α1, α2, α3, α4

con las fórmulas

α1 = det

∣∣∣∣∣∣
1 Px Py
1 Qx Qy
1 Rx Ry

∣∣∣∣∣∣ , α2 = det

∣∣∣∣∣∣
1 Qx Qy
1 Rx Ry
1 Sx Sy

∣∣∣∣∣∣ ,
α3 = det

∣∣∣∣∣∣
1 Rx Ry
1 Sx Sy
1 Px Py

∣∣∣∣∣∣ , α4 = det

∣∣∣∣∣∣
1 Sx Sy
1 Px Py
1 Qx Qy

∣∣∣∣∣∣ . (3.3)

Aśı obtenemos el área de cada uno de los triánglos definidos por PQRS. En
un mallado de m× n existen 4(m− 1)(n− 1) triángulos, entonces definimos

γ =
máxi αi
mı́ni αi

. (3.4)
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En el caso ideal, el máximo y el mı́nimo de las áreas de los triángulos coinciden,
si se da el caso de que el mı́nimo de las áreas es 0, quiere decir que existe al menos
un triángulo degenerado en nuestro mallado. El cómo este tipo de diferencias
en un mallado afecta la precisión de los valores obtenidos se verá más a fondo
en la sección de resultados.

3.3. Esquema propuesto

Una vez que hemos definido cómo se hará el mallado de la región Ω pro-
cederemos a ver cómo es que se aplican en ellos los esquemas de diferencias
finitas. En general, los esquemas de diferencias finitas se obtienen de considerar
un punto central p0 y un conjunto finito de nodos vecinos p1,0, p2,0, ..., pk,0 en
cierta región de interés, para los cuales es necesario encontrar los coeficientes
Γ1,0,Γ2,0, ...,Γk,0 que cumplan con

k∑
i=0

Γi,0 ϕ(pi,0) ≈ ∂qϕ

∂xl∂yq−l

∣∣∣∣∣
x=p0

; q = 0, 1, 2, . . . ; 0 ≤ l ≤ q. (3.5)

En este trabajo se utilizará un esquema de 9 puntos, esto quiere decir que se
aplicará un estencil como se muestra en la figura 3.18. De este modo, tenemos
que i = 0, . . . , 8. Recordemos que la forma general que tienen las ecuaciones
eĺıpticas es

Lϕ = Aϕxx +Bϕxy + Cϕyy +Dϕx + Eϕy = F.

Figura 3.18: Estencil utilizado para el método desarrollado.

Queremos que nuestro esquema sea convergente, esto es, que nuestra aproxi-
mación se acerque a la solución a medida que los nodos vecinos se aproximan al
nodo central p0. Entonces queremos que se cumpla que

8∑
i=0

Γi,0 ϕ(pi,0)− [Aϕxx +Bϕxy + Cϕyy +Dϕx + Eϕy]p0 → 0,
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lo anterior se puede reescribir usando la expansión de Taylor mencionada en el
teorema 1, expandiendo hasta el tercer orden podemos reagrupar los términos
de la siguiente manera

[Aϕxx +Bϕxy + Cϕyy +Dϕx + Eϕy + Fϕ]p0
−

8∑
i=0

Γi,0 ϕ(pi,0) =(
F (p0)−

8∑
i=0

Γi,0

)
ϕ(p0) +

(
D(p0)−

8∑
i=1

Γi,0∆xi,0

)
ϕx(p0) +(

E(p0)−
8∑

i=1

Γi,0∆yi,0

)
ϕy(p0) +

(
A(p0)−

8∑
i=1

Γi,0(∆xi,0)2

2

)
ϕxx(p0) +(

B(p0)−
8∑

i=1

Γi,0∆xi,0∆yi,0

)
ϕxy(p0) +

(
C(p0)−

8∑
i=1

Γi,0(∆yi,0)2

2

)
ϕyy(p0) +(

−
8∑

i=1

Γi,0(∆xi,0)3

3!

)
ϕxxx(p0) +

(
−

8∑
i=1

Γi,0(∆xi,0)2∆yi,0
2

)
ϕxxy(p0) +(

−
8∑

i=1

Γi,0∆xi,0(∆yi,0)2

2

)
ϕxyy(p0) +

(
−

8∑
i=1

Γi,0(∆yi,0)3

3!

)
ϕyyy(p0) +

O (máx{∆xi,0,∆yi,0})4 (3.6)

donde ∆xi,0 y ∆yi,0 son las distancias horizontal y vertical respectivamente del
nodo central p0 a cada uno de los nodos vecinos pi,0.

Suponiendo una vez más que las derivadas de orden mayor se encuentran
acotadas por una función O (máx{∆xi,0, ∆yi,0})4

, lo que queremos es que cada
uno de los coeficientes entre paréntesis en 3.6 sea cero, si logramos esto la dife-
rencia entre nuestro esquema y el operador quedará acotada por la función O y
disminuirá al acercarse los nodos vecinos.

Entonces de (3.6) podemos obtener un sistema de ecuaciones (3.7). Quere-
mos ver cuáles son los coeficientes Γi,0 tales que al realizar el producto con los
respectivos ∆xi,0 y ∆yi,0 nos den los coeficientes correspondientes del operador
lineal.



1 1 ... 1
0 ∆x1,0 ... ∆x8,0

0 ∆y1,0 ... ∆y8,0

0 (∆x1,0)2 ... (∆x8,0)2

0 ∆x1,0∆y1,0 ... ∆x8,0∆y8,0

0 (∆y1,0)2 ... (∆y8,0)2

0 (∆x1,0)3 ... (∆x8,0)3

0 (∆x1,0)2∆y2,0 ... (∆x8,0)2∆y8,0

0 (∆y1,0)2∆x2,0 ... (∆y8,0)2∆x8,0

0 (∆y1,0)3 ... (∆y8,0)3





Γ0,0

Γ1,0

Γ2,0

.

.

.
Γ8,0


=



F (p0)
D(p0)
E(p0)
2A(p0)
B(p0)
2C(p0)

0
0
0
0


(3.7)
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Dado que el sistema resultante de (3.7) es indeterminado, surge la problemáti-
ca de encontrar una solución que nos brinde un esquema consistente. En [10]
se explica una forma de resolver este sistema, asumiendo que se puede atacar
viéndolo como un problema de mı́nimos cuadrados, se descarta los residuales de
tercer orden y se obtiene un sistema de menor dimensión.

Se pueden obtener buenos resultados como se muestra en [11], sin embargo,
este sistema resultante se tiene que resolver para cada uno de los puntos inte-
riores del mallado G y al hacerlo de manera iterativa el tiempo de ejecución
aumenta considerablemente con pequeños aumentos en el número de puntos. El
enfoque que se quiere ver en este trabajo es el de poder resolver el problema de
encontrar los coeficientes Γi,0 no de forma iterativa, sino de forma directa, con
el propósito de ahorrar en el tiempo de ejecución. De esta manera, aunque el
número de veces que se tenga que resolver el sistema aumente, el tiempo en que
se resuelve será menor que si se hace iterativamente.

Para lograr lo anterior hacemos un cambio en el sistema de ecuaciones (3.7)
que se va a resolver, incluyendo en la matriz los residuales de tercer orden,
separamos el primer renglón de la matriz; esto es debido a que de la condición
de consistencia que hab́ıamos probado

[Lϕ]p0
− [Lu]p0

→ 0, cuando p1,0, ...p8,0 → p0,

y queremos que esto se cumpla para nuestro esquema, además, dado que vamos
a enfocar este trabajo a resolver problemas del tipo de la ecuación de Poisson
esto implica que F (p0) = 0, lo que nos da

R0 =

8∑
i=1

Γi,0 = 0 (3.8)

de lo anterior, nuestro sistema queda de la forma



∆x1,0 ∆x2,0 ... ∆x8,0
∆y1,0 ∆y2,0 ... ∆y8,0

(∆x1,0)2 (∆x2,0)2 ... (∆x8,0)2

∆x1,0∆y1,0 ∆x2,0∆y2,0 ... ∆x8,0∆y8,0
(∆y1,0)2 (∆y2,0)2 ... (∆y8,0)2

(∆x1,0)3 (∆x2,0)3 ... (∆x8,0)3

(∆x1,0)2∆y1,0 (∆x2,0)2∆y2,0 ... (∆x8,0)2∆y8,0
(∆y1,0)2∆x1,0 (∆y2,0)2∆x2,0 ... (∆y8,0)2∆x8,0

(∆y1,0)3 (∆y2,0)3 ... (∆y8,0)3





Γ1,0

Γ2,0

Γ3,0

.

.

.
Γ8,0


=



D(p0)
E(p0)
2A(p0)
B(p0)
2C(p0)

0
0
0
0


(3.9)
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Podemos encontrar la solución al sistema al minimizar el residual AΓ−β, donde

A =



∆x1,0 ∆x2,0 ... ∆x8,0
∆y1,0 ∆y2,0 ... ∆y8,0

(∆x1,0)2 (∆x2,0)2 ... (∆x8,0)2

∆x1,0∆y1,0 ∆x2,0∆y2,0 ... ∆x8,0∆y8,0
(∆y1,0)2 (∆y2,0)2 ... (∆y8,0)2

(∆x1,0)3 (∆x2,0)3 ... (∆x8,0)3

(∆x1,0)2∆y1,0 (∆x2,0)2∆y2,0 ... (∆x8,0)2∆y8,0
(∆y1,0)2∆x1,0 (∆y2,0)2∆x2,0 ... (∆y8,0)2∆x8,0

(∆y1,0)3 (∆y2,0)3 ... (∆y8,0)3



Γ =



Γ1,0

Γ2,0

Γ3,0

Γ4,0

Γ5,0

Γ6,0

Γ7,0

Γ8,0


β =



D(p0)
E(p0)
2A(p0)
B(p0)
2C(p0)

0
0
0
0


Dado que en este caso nos sigue quedando un sistema indeterminado no tene-

mos una solución única, por lo que debemos buscar la solución de otra manera.
Como se mencionó anteriormente, se busca una manera directa de resolver el
sistema. Lo primero que haremos será tomar la matriz de las ecuaciones nor-
males asociadas al sistema (3.9), esto convierte el problema en un problema de
optimización. A diferencia de la manera iterativa, que también resulta en un
problema de optimización, las restricciones en este enfoque son diferentes ya
que son más relajadas. En el método iterativo lo que se busca es aproximar en
el sentido de mı́nimos cuadrados, esto es, se minimiza el residual

‖AΓ − β‖2 = ‖r‖2 .
Para obtener las ecuaciones normales consideramos la función cuadrática

Q(Γ ) =
1

2
‖AΓ − β‖22

=
1

2
(AΓ − β)T (AΓ − β)

=
1

2
(ΓTATAΓ − 2ΓTATβ + βTβ)

la cual es una función diferenciable en Γ . Para encontrar el mı́nimo de Q(Γ ) el
gradiente debe de ser cero y de esta forma el sistema de ecuaciones que queremos
resolver queda de la forma

MΓ = ATβ (3.10)

donde M es la matriz que resulta de ATA, por lo que M es una matriz cuadrada,
simétrica y semidefinida positiva. Ya que M posee estas caracteŕısticas, podemos
aplicar el algoritmo de la factorización de Cholesky, mencionado en el Apéndice
A del presente trabajo, a (3.10) y obtenemos
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(ΛΛT )Γ = ATβ (3.11)

donde Λ es la matriz resultante de la factorización de Cholesky de M , de aqúı po-
demos resolver fácilmente el sistema por medio de los métodos de sustitución
hacia adelante y hacia atrás. De esta manera obtenemos los coeficientes Γ1,0,
Γ2,0,. . . ,Γ8,0, para obtener el coeficiente Γ0,0 se sustituyen los valores anteriores
en (3.8). Una vez que conocemos todos los coeficientes involucrados con el nodo
p0, se almacenan adecuadamente en una matriz K y se procede a buscar los
coeficientes involucrados con el siguiente nodo interno de G.

Figura 3.19: Orden de la numeración de los nodos en un mallado de 4x4.

El orden que se sigue al numerar los nodos de G en este trabajo es hacia la
derecha y hacia arriba (fig. 3.19), es decir, comenzamos en la imagen del punto
inferior izquierdo, nos movemos sobre el eje x y al llegar al punto final se pro-
cede a numerar la siguiente ĺınea horizontal y aśı hasta llegar al punto superior
derecho. Una vez que se han computado todos los nodos internos de G dentro de
la matriz K se procede a resolver el sistema resultante a través del método de
Gauss-Jordan y de esta manera se obtiene la aproximación del operador lineal
en cada punto de la región Ω.

Debemos resaltar que esta forma de resolver el problema está enfocada a re-
giones altamente irregulares, donde los renglones y las columnas de la matriz
resultante A son linealmente independientes. Cuando este método se aplica a
regiones simples rectangulares la matriz A tiene renglones que no son linealmen-
te independientes por lo que siguiendo el esquema no se obtiene una solución
deseable. Para obtener resultados aceptables lo que podemos hacer es una mo-
dificación en el esquema para evitar este problema. Lo que hace el segundo
esquema en vez de hacer la factorización de Cholesky es hacer una división di-
recta; de esta manera se evita el tener que resolver el sistema de ecuaciones por
otro método y el error que ocurre cuando los renglones son linealmente depen-
dientes. Implementando este segundo esquema la precisión que perdemos no es
realmente apreciable y se tiene la ventaja de que se puede aplicar sobre regiones
regulares e irregulares por igual.
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Caṕıtulo 4

Implementación del Método

4.1. Pruebas numéricas

Para hacer las pruebas del esquema propuesto se seleccionaron 12 regiones
poligonales divididas en tres grupos de acuerdo con sus propiedades:

Regiones simples Poĺıgonos sencillos compuestos de un número pequeño de
lados. El principal problema era lograr la independencia lineal de los nodos
en la frontera.

M14

M19

ROM

ELE

Regiones de complejidad media Poĺıgonos que asemejan contornos curvos.
Dada la naturaleza del programa UNAMalla las partes curvas de la fron-
tera se aproximaron por secciones poligonales.

Ćırculo (CIR)

Cisne (SWA)

Escualo (EQL)

Cráneo (CRN)

Regiones Geográficas Poĺıgonos complejos que representan un esbozo de las
fronteras geográficas de regiones reales.

Inglaterra (ENG)

La Habana (HAB)

Michoacán (MIC)

Tabasco (TAB)

En las figuras 4.1-4.3 se muestra un mallado de 41x41 nodos para las regiones
mencionadas. Para las pruebas todas la regiones se encuentran contenidas en
R2 = [0, 1]× [0, 1]
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M14.

Rombo.

M19.

L.

Figura 4.1: Regiones Simples.

Ćırculo.

Cisne.

Cráneo.

Escualo.

Figura 4.2: Regiones de complejidad media.
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Michoacán.

La Habana.

Tabasco.

Inglaterra.

Figura 4.3: Regiones Geográficas.

Usando estos 12 contornos se generaron mallas convexas de 21 (25 en el caso
de complejidad media), 41 y 81 nodos por lado por medio de minimizar el fun-
cional 1

2 (Hω(G) + St(G)) con el uso del programa UNAMalla [5]. Una vez que
fueron constrúıdas las mallas estructuradas, éstas fueron usadas para calcular
los coeficientes Γi como se propuso en la sección anterior.

Los sistemas algebráicos resultantes del uso del primer esquema y la facto-
rización de Cholesky (3.11) fueron resueltos usando un algoritmo basado en el
método de Gauss-Seidel. Los sistemas algebráicos resultantes del segundo es-
quema se resolvieron usando la división de matrices. Para hacer las pruebas del
esquema propuesto se seleccionaron los siguientes dos problemas [12]:

Problema 1

uxx + uyy = f(x, y) = 10e2x+y, u
∣∣
∂Ω = g(x, y) = 2e2x+y.

Solución Anaĺıtica: u(x, y) = 2e2x+y

Problema 2

∇ · (Z∇u(x, y)) = f(x, y); u |∂Ω = sin(πx)sin(πy)

donde

Z ≡
[
α β
β γ

]
= P−1DP,
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P =

[
cos(π8 ) sin(π8 )
− sin(π8 ) cos(π8 )

]
D =

[
1 + 2x2 + y2 0

0 1 + x2 + 2y2

]
Solución Anaĺıtica: u(x, y) = sin(πx)sin(πy) (Ver el Ap.B)

4.2. Resultados

La función f del lado derecho de la igualdad en ambos problemas fue escogida
de tal forma que cumpliera con que u fuera la solución exacta. La norma ‖ · ‖2
para el error obtenido durante estas pruebas puede verse en las tablas 4.1-4.6.
La fórmula usada para calcularlo fue:

‖u− v‖2 =

√√√√ M∑
i

N∑
j

(ui,j − vi,j)2Ai,j ,

donde u y v son las soluciones aproximada y exacta, respectivamente, calcula-
das en el i,j-ésimo elemento, Ai,j es el área de ese elemento y M y N son el
número de nodos por lado. El orden emṕırico entre dos mallas fue calculado

como
(

log εk−1

log εk

)(
logNk

logNk−1

)
, donde εk y Nk son el error cuadrático y el número

de nodos por lado, respectivamente.

Cuatro casos especiales que surgieron al trabajar con estas regiones fue con
las mallas ROM, ELE, EQL y CRN ya que generaron problemas a la hora
de generar el mallado dada la forma en la que fueron definidas las fronteras.
Recordemos que, para que la teoŕıa que definimos para el caso de un mallado
rectangular pudiera seguirse aplicando en regiones irregulares, el mapeo resul-
tante deb́ıa seguir conservando las propiedades de convexidad.

En el caso de las regiones EQL y CRN las fronteras fueron definidas de tal ma-
nera que algunas ((esquinas)) del mallado eran forzadas a ser no convexas (fig.4.4-
4.5). En el caso de las regiones ROM y ELE la ubicación de las ((esquinas)) del
mallado daba como resultado celdas convexas, pero degeneradas, es decir, las
celdas teńıan forma triangular (fig.4.6).

Figura 4.4: Frontera mal condicionada en EQL.
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Figura 4.5: Frontera mal condicionada en CRN.

a)

c)

b)

d)

Figura 4.6: Celdas degeneradas en ROM (a,b) y ELE (c,d).

Es interesante observar que al aplicar los métodos en las regiones cuyo ma-
llado era no completamente convexo vemos que, aunque se da una disminución
en la precisión de los resultados, estos no se ven realmente afectados por las
excentricidades en la frontera. Una de las hipótesis de porqué sucede esto es
que, debido a la forma en la que está estructurado el método, no se realizan
cálculos dentro de las celdas degeneradas o no convexas, aunado a que son a lo
más cuatro celdas las que tienen esta peculiaridad.
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Sabiendo que el porcentaje de celdas mal definidas es mı́nimo, podemos ver
porqué el impacto del error no se aprecia realmente en las tablas.

Malla Nodos l2-error E1 l2-error E2 Orden E1 Orden E2
21 1.95 E-02 1.95 E-02

M14 41 5.30 E-03 5.30 E-03 1.94 1.94
81 1.40 E-03 1.40 E-03 1.95 1.95
21 3.17 E-02 3.17 E-02

ROM 41 9.40 E-03 9.40 E-03 1.81 1.81
81 1.90 E-03 2.50 E-03 2.34 1.94
21 2.00 E-02 2.00 E-02

M19 41 6.50 E-03 6.50 E-03 1.67 1.67
81 1.80 E-03 1.80 E-03 1.88 1.88
21 2.85 E-02 2.86 E-02

ELE 41 8.10 E-03 8.10 E-03 1.88 1.88
81 2.60 E-03 3.00 E-03 1.66 1.45

Tabla 4.1: Problema 1. Regiones simples.

Figura 4.7: Comparación de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones simples para el problema 1.
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Malla Nodos l2-error E1 l2-error E2 Orden E1 Orden E2
25 4.69 E-02 4.69 E-02

CIR 41 9.80 E-03 9.80 E-03 3.16 3.16
81 1.90 E-03 7.40 E-03 2.4 0.41
25 1.02 E-02 1.02 E-02

SWA 41 2.60 E-03 2.60 E-03 2.04 2.04
81 7.00 E-04 6.54 E-04 1.92 2.02
25 8.86 E-02 8.48 E-02

EQL 41 1.51 E-02 1.51 E-02 3.76 3.48
81 9.60 E-03 8.70 E-03 0.67 0.80
25 2.02 E-02 2.02 E-02

CRN 41 5.90 E-03 5.90 E-03 2.48 2.48
81 8.20 E-03 8.50 E-03 -0.48 -0.53

Tabla 4.2: Problema 1. Regiones de complejidad media.

Figura 4.8: Comparación de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones de complejidad media para el problema 1.
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Malla Nodos l2-error E1 l2-error E2 Orden E1 Orden E2
21 1.46 E-02 1.46 E-02

MIC 41 5.00 E-03 5.00 E-03 1.60 1.60
81 2.60 E-03 2.60 E-03 0.96 0.96
21 1.85 E-02 1.85 E-02

TAB 41 3.00 E-03 3.00 E-03 3.67 3.67
81 2.10 E-03 2.10 E-03 0.523 0.523
21 7.80 E-03 7.80 E-03

HAB 41 7.30 E-03 7.30 E-03 0.099 0.099
81 1.30 E-03 1.30 E-03 2.53 2.53
21 9.10 E-03 9.10 E-03

ENG 41 1.70 E-03 1.70 E-03 2.5 2.5
81 1.80 E-02 2.85 E-02 -3.46 -4.14

Tabla 4.3: Problema 1. Regiones geográficas.

Figura 4.9: Comparación de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones geográficas para el problema 1.
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Malla Nodos l2-error E1 l2-error E2 Orden E1 Orden E2
21 2.80 E-03 2.80 E-03

M14 41 1.10 E-03 1.10 E-03 1.39 1.39
81 1.86 E-04 1.86 E-04 2.61 2.61
21 4.80 E-03 4.80 E-03

ROM 41 1.20 E-03 1.20 E-03 2.07 2.07
81 2.90 E-04 2.92 E-04 2.08 2.08
21 3.70 E-03 3.70 E-03

M19 41 1.10 E-03 1.10 E-03 1.81 1.81
81 2.92 E-04 2.92 E-04 1.95 1.95
21 3.90 E-03 3.90 E-03

ELE 41 9.40 E-04 9.43 E-04 2.12 2.12
81 1.70 E-03 2.89 E-03 -0.87 -1.6

Tabla 4.4: Problema 2. Regiones simples.

Figura 4.10: Comparación de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones simples para el problema 2.
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Malla Nodos l2-error E1 l2-error E2 Orden E1 Orden E2
25 4.90 E-03 4.90 E-03

CIR 41 1.00 E-03 1.00 E-03 3.21 3.21
81 1.40 E-03 1.50 E-03 -0.49 -0.59
25 3.20 E-03 3.20 E-03

SWA 41 8.30 E-04 8.33 E-04 2.72 2.72
81 2.10 E-04 2.13 E-04 2.01 2.01
25 2.30 E-02 2.37 E-02

EQL 41 2.30 E-03 2.30 E-03 4.89 4.59
81 1.20 E-03 1.06 E-02 0.97 -2.11
25 6.40 E-03 6.40 E-03

CRN 41 2.40 E-03 2.40 E-03 1.98 1.98
81 1.20 E-03 1.20 E-03 1.01 1.01

Tabla 4.5: Problema 2. Regiones de complejidad media.

Figura 4.11: Comparación de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones de complejidad media para el problema 2.
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Malla Nodos l2-error E1 l2-error E2 Orden E1 Orden E2
21 2.60 E-03 2.60 E-03

MIC 41 9.09 E-04 9.09 E-04 1.57 1.57
81 2.10 E-04 2.10 E-04 2.15 2.15
21 6.90 E-03 6.90 E-03

TAB 41 1.30 E-03 1.30 E-03 2.49 2.49
81 1.90 E-04 1.90 E-04 2.82 2.82
21 2.10 E-03 2.10 E-03

HAB 41 8.20 E-04 8.27 E-04 1.4 1.4
81 4.40 E-04 4.41 E-04 0.91 0.91
21 4.40 E-03 4.40 E-03

ENG 41 1.70 E-03 1.70 E-03 1.42 1.42
81 1.40 E-03 1.40 E-03 0.28 0.28

Tabla 4.6: Problema 2. Regiones geográficas.

Figura 4.12: Comparación de resultados de los dos nuevos esquemas, contra elemento finito
en regiones geográficas para el problema 2.

En las figuras 4.7-4.12 podemos ver que la precisión al utilizar el segundo es-
quema y no realizar la factorización de Cholesky se mantiene dentro del margen
aceptable, en algunos casos se pierde un poco de precisión, pero en otros incluso
se mejora. La diferencia entre ambos esquemas se aprecia más entre mayor sea
el número de nodos que tenga nuestro mallado, esto debido a que entre mayor
sea el número de cálculos realizados se espera que un esquema se aproxime mejor.
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En la tabla 4.7 se puede comparar los resultados obtenidos con el Esquema 2,
un esquema que involucra elemento finito y un esquema clásico de nueve puntos.
Se probaron los mismos problemas en una región cuadrada de 21, 41, 61 y 81
nodos por lado. Recordemos que el Esquema 1 no puede aplicarse en regiones
rectangulares dado que se origina un problema de dependencia lineal en los ren-
glones de la matriz asociada al problema de ecuaciones normales.

Nodos Esquema Nuevo Elemento Finito Esquema Clásico
21 8.52 E-02 2.66 E-04 1.50 E-03

Problema 1 41 2.38 E-02 6.66 E-05 3.77 E-04
61 9.80 E-03 2.96 E-05 1.68 E-04
81 6.30 E-03 1.66 E-05 9.45 E-05
21 8.80 E-03 1.50 E-03 1.10 E-03

Problema 2 41 1.80 E-03 3.71 E-04 2.74 E-04
61 7.46 E-04 1.65 E-04 1.41 E-04
81 4.30 E-04 9.29 E-05 6.87 E-05

Tabla 4.7: Resultados obtenidos con diferentes métodos para una región cuadrada de 21, 41, 61
y 81 nodos para los problemas 1 y 2.

Figura 4.13: Errores obtenidos para el problema 1 en regiones cuadradas con el esquema 2,
el método de elemento finito y un esquema de diferencias finitas clásico para mallados de 20,
40, 60 y 80 nodos.
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Figura 4.14: Errores obtenidos para el problema 2 en regiones cuadradas con el esquema 2,
el método de elemento finito y un esquema de diferencias finitas clásico para mallados de 20,
40, 60 y 80 nodos.

Como se mencionó en la sección 3.2.2 podemos decir cuándo es probable que
se generen celdas elongadas, para esto usamos el cociente de convexidad. El
Cx que se obtuvo para las regiones con las que se trabajó durante esta tesis
se encuentran enumerados en la tabla 4.8 de menor a mayor. De ah́ı podemos
observar que las regiones ROM y CIR son convexas como cab́ıa esperarse.

Región Área (Ω) Área (Ω̃) Cx
EQL 0.3480 0.6215 0.5599
HAB 0.3939 0.6470 0.6088
ENG 0.2456 0.3932 0.6246
TAB 0.2169 0.3348 0.6478
MIC 0.3977 0.5351 0.7432
M19 0.6000 0.8000 0.7500
SWA 0.4453 0.5933 0.7505
CRN 0.5637 0.7493 0.7523
M14 0.5833 0.6944 0.8400
ELE 0.3750 0.4375 0.8571
ROM 0.5000 0.5000 1.0000
CIR 0.7852 0.7852 1.0000

Tabla 4.8: El área de Ω est dada en cm2.El cociente Q es adimensional
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Figura 4.15: Errores obtenidos para el problema 1 con los dos nuevos esquemas para las
regiones ordenadas de acuerdo a su coeficiente de convexidad (Cx) para mallados de 21 (25),
41 y 81 nodos.
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En general las regiones geográficas resultaron las menos convexas, esto debi-
do a que la frontera de las regiones presenta la mayor irregularidad. Un caso
especial es la región EQL, la cual presenta el mayor ı́ndice de concavidad puesto
que se presenta el fenómeno de ((cuello de botella)) en una región curva bastante
prolongada, esto aunado al hecho de que tiene un mal condicionamiento en la
frontera como se mencionó anteriormente.

En las tablas 4.9 y 4.10 se pueden observar los otros dos criterios que hab́ıamos
definido para determinar si el mallado es conveniente o no, se ordenaron las
regiones de acuerdo a su cociente de torcedura en base a las diagonales y las
áreas de los triángulos respectivamente, para 21 (25), 41 y 81 nodos.

Región 21 41 81
EQL 41.7104 46.8609 58.7173
CIR 3.9679 44.7676 58.1291
ENG 14.8971 2.8203 30.5980
CRN 19.6775 22.2255 24.7155
MIC 6.0144 18.3612 15.8782
TAB 17.0918 9.6930 14.3185
HAB 8.0665 11.2287 13.7706
ROM 6.2730 8.6584 9.5554
SWA 5.8710 6.4864 7.2174
M19 5.8128 5.7054 5.9092
ELE 2.6230 3.1565 3.5680
M14 2.5584 2.6039 2.6134

Tabla 4.9: Cociente de torcedura (τ)

Región 21 41 81
ROM Inf Inf Inf
ENG 82.7752 417.1169 794.0358
HAB 57.3744 135.8933 250.3783
TAB 178.3698 137.6327 208.7286
MIC 54.9244 45.9191 205.551
CIR 224.043 115.7158 91.872
SWA 17.626 14.053 24.0078
ELE 9.7003 14.6935 23.3349
M19 17.2617 16.9582 22.9717
M14 3.7167 3.9582 5.2144
EQL 1.9526 2.2725 3.9248
CRN 2.3516 1.637 1.4216

Tabla 4.10: Cociente de irregularidad (γ)
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Figura 4.16: Errores obtenidos para el problema 1 con los dos nuevos esquemas para las
regiones ordenadas de acuerdo a su coeficiente de torcedura (τ) para mallados de 21 (25), 41
y 81 nodos.
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Figura 4.17: Errores obtenidos para el problema 1 con los dos nuevos esquemas para las
regiones ordenadas de acuerdo a su coeficiente de irregularidad (γ) para mallados de 21 (25),
41 y 81 nodos.
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Las irregularidades de los mallados de las regiones EQL, CRN, ROM y ELE
se pueden ver en las tablas 4.9 y 4.10, de aqúı que el coeficiente de torcedu-
ra de la región ROM sea infinito, pues dado que su mallado posee triángulos
degenerados el área mı́nima es cero. En el caso de la región ELE se hizo una
modificación en el mallado que permitió eliminar las celdas degeneradas y co-
mo consecuencia se disminuyó el coeficiente de irregularidad. Se tomó el valor
absoluto de las áreas de las regiones EQL y CRN para poder anexarlas en la
tabla, dado que el mal condicionamiento de la frontera generaba áreas negativas.

Puesto que los errores de no convexidad en las celdas y degeneración de los
triángulos fueron ocasionados por una mala definición en la frontera y podŕıan
omitirse al definir las ((esquinas)) de forma conveniente, en las gráficas (4.16) y
(4.17) se graficaron los resultados omitiendo las cuatro celdas de las esquinas de
cada uno de los mallados. Es por esto que las regiones ELE y ROM muestran
poca irregularidad en las gráficas.
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Caṕıtulo 5

Una Aplicación a la
Mecánica de Fluidos
Computacional

5.1. Ejemplo de aplicación del esquema

Una vez que hemos probado que el esquema que proponemos es consisten-
te y nos da resultados aceptables, procederemos a resolver una versión de un
ejemplo de la literatura [13] que se aplicó en una región sencilla y que gracias
al método descrito en este trabajo se puede aplicar en regiones más complejas.
Dado que los problemas para los que probamos el esquema se tratan de resolver
para la ecuación de Poisson entonces veremos una aplicación de problemas que
involucren dicha ecuación, en particular, veremos el caso de un flúıdo viajando
a través de un canal desde el punto de vista lateral.

5.2. Teoŕıa de fluidos

La mecánica de fluidos se ocupa del estudio de los fluidos en movimiento o
en reposo, tanto los ĺıquidos como los gases son considerados fluidos. Por ser
una rama de la mecánica dispone de un conjunto de leyes de conservación bien
documentadas y es posible realizar un análisis riguroso.

Uno de los principales problemas al realizar un análisis de fluidos es la geo-
metŕıa de la región a estudiarse, dado que la estructura de la teoŕıa general
casi no permite abordar configuraciones geométricas arbitrarias. Este problema
puede ser atacado desde el punto de vista de los métodos numéricos y poder
utiliar geometŕıas arbitrarias, como lo haremos en este trabajo.
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El segundo problema corresponde a los efectos de la viscosidad, ya que au-
menta la dificultad de las ecuaciones básicas y además cuando las velocidades
no son muy pequeñas los fluidos viscosos presentan el fenómeno de turbulen-
cia, para el cual no hay una teoŕıa refinada en la cual basarse para hacer estudios.

Cuando analizamos el movimiento de los fluidos podemos seguir dos caminos
distintos, buscar una estimación de los efectos globales o analizar punto a punto
los detalles del campo fluido analizando una región infinitesimal del flujo. En
este caṕıtulo se verá los fluidos por medio de un estudio a pequea escala. De esta
forma lograremos obtener las ecuaciones diferenciales básicas del movimiento de
un fluido y las condiciones de contorno adecuadas.

En su forma más básica, estas ecuaciones diferenciales del movimiento son
bastante dif́ıciles de resolver y se conoce muy poco sobre sus propiedades ma-
temáticas generales, sin embargo, haciendo algunas hipótesis simplificatorias se
puede encontrar una gran cantidad de soluciones lo suficientemente útiles co-
mo para ser aplicables. Suponemos entonces que nuestro problema trata con un
flujo que es estacionario e incompresible. Aśı es como a pesar de que las ecua-
ciones poseen una gran dificultad podemos resolverlas por medio de una análisis
numérico como el que hemos presentado.

5.2.1. Campo de aceleraciones en un fluido

La forma vectorial cartesiana de un campo de velocidades en función de la
posición y el tiempo tiene la forma

V(r, t) = ı̂u(x, y, z, t) + ̂v(x, y, z, t) + k̂w(x, y, z, t), (5.1)

esta es una ecuación importante, ya que la velocidad es la variable más impor-
tante de la mecánica de fluidos. Conocer el campo de velocidades es comúnmente
equivalente a resolver el problema. La aceleración también es fundamental en la
mecánica de fluidos, puesto que aparece al aplicar la segunda ley de Newton a
un sistema fluido infinitesimal, por lo que necesitamos calcular la derivada total
del vector 5.1 con respecto al tiempo

a =
dV

dt
= ı̂

du

dt
+ ̂

dv

dt
+ k̂

dw

dt
. (5.2)

Dado que cada una de las componentes escalares de V es función de otras
cuatro variables (x, y, z, t) podemos utilizar la regla de la cadena para obtener
la derivada temporal de cada escalar y si sustituimos la definición de velocidad
local y sumamos los términos obtenidos, resulta
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du(x, y, z, t)

dt
=

∂u

∂x

dx

dt
+
∂u

∂y

dy

dt
+
∂u

∂z

dz

dt
+
∂u

∂t

dv(x, y, z, t)

dt
=

∂v

∂x

dx

dt
+
∂v

∂y

dy

dt
+
∂v

∂z

dz

dt
+
∂v

∂t

dw(x, y, z, t)

dt
=

∂w

∂x

dx

dt
+
∂w

∂y

dy

dt
+
∂w

∂z

dz

dt
+
∂w

∂t

du

dt
= u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
+
∂u

∂t

dv

dt
= u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ z

∂v

∂z
+
∂v

∂t

dw

dt
= u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ z

∂w

∂z
+
∂w

∂t

a =
dV

dt
=

∂V

∂t
+

(
u
∂V

∂x
+ v

∂V

∂y
+ z

∂V

∂z

)
=

∂V

∂t
+ (V · ∇)V. (5.3)

El término ∂V
∂t se denomina aceleración local y se anula cuando el flujo es

estacionario, es decir, independiente del tiempo. Los términos entre paréntesis
se llaman aceleración convectiva, esta aparece cuando el fluido fluye a través de
regiones donde la velocidad vaŕıa, como cuando hay un cambio en la geometŕıa.

5.2.2. Conservación de la masa y cantidad de movimiento

Todas las ecuaciones diferenciales básicas pueden deducirse considerando un
volumen de control elemental, que en nuestro caso será un pequeño cubo de
dimensiones dx, dy y dz. El flujo a través de cada cara del elemento es aproxi-
madamente unidimensional y la relación de conservación de la masa es∫

V C

∂ρ

∂t
dV +

∑
i

(ρiAiVi)sal −
∑
i

(ρiAiVi)ent = 0, (5.4)

donde, dado que el elemento es tan pequeño (fig.5.1), la integral de volumen se
reduce al término diferencial, y si introducimos los términos de flujo másico a
lo largo de las seis caras y quitamos la diferencial del volumen nos queda una
ecuación diferencial pura que relaciona las derivadas parciales de la densidad y
la velocidad

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρu) +

∂

∂y
(ρv) +

∂

∂x
(ρw) = 0
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∂ρ

∂t
+∇ · (ρV) = 0. (5.5)

A la ecuación 5.5 a menudo se le denomina como ecuación de continuidad,
dado que la única suposición que requiere para cumplirse es la de la continuidad
de las funciones que dan la densidad y la velocidad, no toma en cuenta si el flujo
es estacionario o no, si posee viscosidad o no es viscoso ni si es compresible o
incompresible. Sin embargo, la ecuación no admite la presencia de singularida-
des como fuentes o sumideros dentro del elemento infinitesimal.

Figura 5.1: Representación gráfica del volumen de control que se define para poder describir
la ecuación 5.5 en su forma diferencial.

Hay que mencionar que la ecuación de continuidad es indispensable para todo
análisis racional de la estructura de un flujo ya que siempre debe de satisfacerse,
de lo contrario, si nuestra solución a las ecuaciones de conservación de la enerǵıa
o de movimiento no satisface la ecuación de continuidad un análisis cŕıtico nos
demostrará que la solución obtenida no nos resultará útil.

Ahora veamos la ecuación de cantidad de movimiento. Aplicando la segunda
ley de Newton, la ecuación en su forma diferencial se puede escribir∑

F =
∂

∂t

∫
V C

VρdV +
∑
i

(ṁiVi)sal −
∑
i

(ṁiVi)ent, (5.6)

donde de nueva cuenta usando el elemento mostrado en la figura 5.1, la integral
de volumen se reduce y si introducimos los términos del flujo de cantidad de
movimiento de entrada y salida se obtiene
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∑
F = dxdydz

[
∂

∂t
(ρV) +

∂

∂x
(ρuV) +

∂

∂y
(ρvV) +

∂

∂z
(ρwV)

]
. (5.7)

Tomando en cuenta los términos entre corchetes podemos simplificar la forma
en que se escriben si los reacomodamos de forma que

∂

∂t
(ρV) +

∂

∂x
(ρuV) +

∂

∂y
(ρvV) +

∂

∂z
(ρwV)

= V

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρV)

]
+ρ

(
∂V

∂t
+ u

∂V

∂x
+ v

∂V

∂y
+ z

∂V

∂z

)
, (5.8)

el primer sumando es idénticamente nulo de acuerdo con la ecuación de conti-
nuidad (5.5) y el segundo sumando es la aceleración total de la part́ıcula que
ocupa en ese instante el volumen de control de acuerdo a la ecuación (5.3). Por
lo tanto podemos reescribir (5.7) como∑

F = ρ
dV

dt
dxdydz. (5.9)

Esta ecuación indica que la fuerza neta sobre el volumen de control debe ser
infinitesimal y proporcional al volumen elemental. Estas fuerzas pueden ser de
dos tipos: fuerzas volumétricas y fuerzas superficiales. Las fuerzas volumétricas
se deben a campos externos que actúan sobre toda la masa del volumen ele-
mental. Las únicas fuerzas volumétricas que consideraremos en este trabajo son
las gravitatorias. La fuerza de gravedad sobre una masa diferencial dentro del
volumen de control es

dFgrav = ρg dxdydz (5.10)

donde en general g puede tener una orientación arbitraria con respecto al sistema
de coordenadas. Las fuerzas de superficie se deben a los esfuerzos en las caras
de la superficie de control.

5.3. Simplificación de las ecuaciones

5.3.1. Flujo incompresible

Un caso especial que da lugar a una gran simplificación es el flujo incom-
presible, donde las variaciones de densidad son despreciables, dado que ∂ρ

∂t ≈ 0,
independientemente de que el flujo sea estacionario o no, podemos sacar la densi-
dad de la divergencia en (5.3). El resultado tiene entonces la forma del operador
de Laplace, que es un caso particular de la ecuación de Poisson.
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De esta manera se obtienen ecuaciones diferenciales lineales, para las cuales
podemos aplicar nuestro esquema y encontrar soluciones satisfactorias. Hacer
esta simplificación ayuda en gran medida dado que la mayoŕıa de los flujos
prácticos en la ingenieŕıa son aproximadamente incompresibles.

5.3.2. Flujos irrotacionales no viscosos

Cuando el flujo es a la vez irrotacional y no viscoso, ocurren varias cosas
interesantes. En primer lugar, la ecuación de la cantidad de movimiento (5.9)
se reduce a la ecuación de Euler:

ρ
dV

dt
= ρg−∇p. (5.11)

En segundo lugar, recordemos que el término de la aceleración se puede sim-
plificar considerablemente, de la sección 5.2.1 la aceleración tiene dos términos,
utilizando una identidad vectorial podemos reescribir (5.3) como

(V · ∇)V ≡ ∇
(

1

2
V 2

)
+ ζ ×V (5.12)

donde ζ es la vorticidad del fluido. Si combinamos (5.11) y (5.12), haciendo un
poco de álgebra y multiplicando por un vector de desplazamiento arbitrario dr,
obtenemos [

∂V

∂t
+∇

(
1

2
V 2

)
+ ζ ×V +

1

ρ
∇p− g

]
· dr = 0. (5.13)

El tercer sumando en (5.13) será idénticamente 0 bajo alguna de las siguientes
circunstancias:

V es cero; caso trivial, no hay flujo.

ζ es cero; flujo irrotacional.

dr es perpendicular a ζ ×V.

dr es paralelo a V.

Tomemos la segunda condición como cierta. La irrotacionalidad da lugar a
una función escalar φ similar y complementaria a la función de corriente. Un
teorema de análisis vectorial [14] muestra que un vector con rotacional nulo debe
ser el gradiente de una función escalar. Entonces tenemos que V = ∇φ donde
φ = φ(x, y, z, t) recibe el nombre de potencial de velocidades. Si conocemos φ se
pueden determinar de forma inmediata las componentes de la velocidad, ya que

u =
∂φ

∂x
v =

∂φ

∂y
w =

∂φ

∂z
.
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Esto reduce el problema de encontrar las tres incógnitas u, v y w a encontrar
un único potencial desconocido φ. Si φ existe, la ecuación (5.13) se puede sim-
plificar. Si integramos a lo largo de una ĺınea de corriente del flujo incompresible
y no viscoso y sustituimos V = ∇φ tenemos

∂φ

∂t
+
P

ρ
+

1

2
|∇φ|2 + gz = C (5.14)

que es la ecuación de Bernoulli para movimiento irrotacional no estacionario.

Haciendo un repaso, tenemos que cuando despreciamos los efectos viscosos y
el flujo es incompresible, el movimiento es irrotacional, ∇×V = 0, y existe un
potencial de velocidades φ tal que V = ∇φ. Entonces la ecuación de continuidad
(5.5) se convierte en la de Laplace

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= 0 (5.15)

y la de cantidad de movimiento (5.6) en la de Bernoulli (5.14), donde las condi-
ciones de contorno son conocidas, tenemos la velocidad de la corriente de agua
en la superficie, las velocidades de entrada y de salida de la región y no hay
velocidad normal a las superficies sólidas fijas. Podemos proceder entonces al
análisis numérico de este problema.

5.4. Cálculo del potencial

Comúnmente para encontrar la solución del flujo de fluidos a través de una
región se utiliza el método clásico de superposición, pero cuando el flujo poten-
cial presenta geometras complicadas o condiciones de corriente inusuales se debe
proceder de otra manera. Como se vio en este trabajo, el esquema que se presen-
ta obtiene resultados aceptables en regiones de geometŕıas bastante arbitrarias,
por lo que lo emplearemos para resolver los problemas de esta sección. En los
tres casos se encontrará la velocidad del fluido en la región, que representa la
sección lateral de un canal con diferentes geometŕıas, dadas las condiciones de
frontera adecuadas.

Recordemos que en nuestro análisis hecho en el caṕıtulo 2, tomábamos las
condiciones de frontera de Dirichlet, sin embargo, para poder resolver el proble-
ma del potencial de flujo necesitamos tomar en cuenta condiciones de Robin,
dado que la información que tenemos es el vector de velocidad (condición de Neu-
mann) en algunas fronteras y la posición (condición de Dirichlet) en otras. Si las
condiciones fueran de Dirichlet en este problema, no habŕıa flujo y tendŕıamos
el caso de hidrostática.
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Dado que las condiciones de Robin se pueden definir como un operador lineal
diferencial, un esquema análogo al esquema 1 se puede aplicar a los nodos de la
frontera similarmente a como se aplicó a los nodos internos del mallado.

Por definición, cada nodo de la frontera p0 ∈ ∂Ω de un mallado G tiene cinco
nodos vecinos (sin tomar en cuenta el caso de los nodos en las esquinas); lo que
tenemos que hacer es considerar la condición de frontera

[
au+ b

∂u

∂n

]
∂Ω

= g

en donde n es un vector normal a la superficie (fig.5.2), podemos descomponerlo
de forma que

[
au+ bx

∂u

∂x
+ by

∂u

∂y

]
∂Ω

= g (5.16)

e
1

n
1 n

e
2

p n
2

Figura 5.2: Vector unitario n en el nodo p de la frontera de Ω.

y lo que se hace es aplicar una aproximación en cada nodo. Se aplica un esquema
de seis puntos similar al de nueve puntos que es el esquema 1. Entonces la adap-
tación del esquema se traduce en obtener los coeficientes Γ0,Γ1,Γ2,Γ3,Γ4,Γ5

que se requieren para aproximar (5.16) y se dan como la solución del sistema
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
1 1 ... 1
0 ∆x1 ... ∆x5

0 ∆y1 ... ∆y5

0 (∆x1)2 ... (∆x5)2

0 ∆x1∆y0 ... ∆x5∆y5

0 (∆y1)2 ... (∆y5)2





Γ0

Γ1

Γ2

.

.

.
Γ5


=


a(p0)
bx(p0)
by(p0)

0
0
0

 . (5.17)

Una vez que tenemos este sistema, podemos darnos cuenta de que es similar
al visto en (3.7), entonces procedemos a encontrar la solución de manera similar.
La diferencia entre el esquema 1 y el esquema que utiliza condiciones de Robin
es que en vez de tomar el valor de la frontera como un valor dado se tiene que
resolver el sistema (5.17), lo que conlleva un poco más de cálculos, pero aproxi-
ma de manera satisfactoria las condiciones que se presentan en estos problemas
de mecánica de fluidos.

Ilustremos esto con unos ejemplos, sean las regiones Ω1, Ω2 y Ω3 (figs.5.3-5.5)
secciones laterales de caudales por donde atraviesa un fluido, tenemos condicio-
nes de Neumann en los extremos que representan la entrada y salida de flujo
del caudal y condiciones de Dirichlet en la parte superior e inferior.

Figura 5.3: Región Ω1. Mallado de 41x41 nodos.

Ahora procederemos a calcular el potencial de flujo en la región de la figura
5.3. Supongamos que en los nodos interiores de la región se aplica el esquema 1
y en la frontera el esquema modificado para las condiciones de Neumann. Por
conveniencia se tomará la función de corriente igual a cero en la pared inferior,
de esta manera la función de corriente es igual a la velocidad de entrada en la
pared superior. Entonces se tiene

φxx + φyy = 0, φent = 10m/s, φsal = 5m/s.

Lent = 30cm, Lsal = 60cm
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Figura 5.4: Región Ω2. Mallado de 41x41 nodos.

Figura 5.5: Región Ω3. Mallado de 41x41 nodos.

Variando el piso del canal, obtenemos la figura 5.4 que tiene un geometŕıa
un poco más complicada. Para calcular el potencial se tomará nuevamente la
función de corriente igual a cero en la pared inferior, disminuyendo la velocidad
mientras mantenemos el mismo tamaño del canal de entrada y salida tenemos

φxx + φyy = 0, φent = 5m/s, φsal = 2,5m/s.

Lent = 30cm, Lsal = 60cm

Veamos que pasa ahora si calculamos el potencial de flujo en la región de la
figura 5.5, una región altamente irregular. Igual que en los casos anteriores la
función de corriente es cero en la parte inferior e igual a la velocidad de entrada
en la parte superior. Variando la velocidad de entrada y salida y el tamaño del
canal tenemos

φxx + φyy = 0, φent = 3m/s, φsal = 1,2m/s.

Lent = 14cm, Lsal = 35cm
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Figura 5.6: Modelo numérico del flujo de potencial para la región Ω1.
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Figura 5.7: Modelo numérico del flujo de potencial para la región Ω2.
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Figura 5.8: Modelo numérico del flujo de potencial para la región Ω3.
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El flujo no es realmente unidimenional en el conducto de entrada. El fluido se
acelera en la parte inferior, que contiene la sección divergente, y se desacelera
en la parte superior plana que representa la superficie. Este análisis es para la
sección lateral de un ducto que se supone uniforme a lo largo del eje z (perpen-
dicular a la hoja), cabe mencionar que un análisis tridimensional es posible.

En las figuras 5.6-5.8 podemos apreciar cómo se distribuye el potencial de
velocidades en cada una de las regiones. En los tres casos se cumplen las ecua-
ciones de continuidad y conservación de la masa. Como podemos observar, el
esquema definido en este trabajo tiene aplicaciones que dan buenos resultados
para problemas de mecánica de fluidos.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Como puede verse, ambos esquemas propuestos producen unos resultados que
son aceptablemente satisfactorios, incluso a pesar de que la precisión sea un poco
menor que con otros métodos existentes. Una de las ventajas del primer esque-
ma es que se puede usar con una gran facilidad, dado que los conocimientos que
se necesitan para entenderlo y desarrollarlo pueden aprenderse en cursos básicos
de cálculo de varias variables y álgebra lineal. Como se explica en esta tesis las
diferencias finitas se basan en el uso del teorema de Taylor para generar un es-
quema que aproxime la solución de la función y nos dé un sistema de ecuaciones
que, en este caso, se resuelve por medio de la factorización de Cholesky.

Con el segundo esquema se reduce la dificultad de hacer la factorización de
Cholesky y, a pesar de que se reduce ligeramente la precisión del cálculo de la
solución se ampĺıa el campo de aplicación del esquema. La colinealidad de los
nodos en el mallado de las regiones trae como consecuencia que la matriz asocia-
da al problema sea singular o mal condicionada lo que evita que pueda aplicarse
el primer esquema. Este problema puede evitarse en varios casos usando el se-
gundo esquema, que brinda un poco más de estabilidad en regiones regulares y
puede obtener resultados confiables en regiones altamente irregulares.

En cualquiera de los dos casos uno de los probemas a tener en cuenta no es
tanto en el diseo del esquema sino más bien, en el área donde va a aplicarse.
Si el mallado que generamos de nuestra región resulta con celdas definidas de
manera muy elongada como en el caso de las regiones EQL y CIR los resultados
tienden a ser menos precisos. Otro aspecto a considerar son las condiciones de
convexidad de la frontera, si ésta presenta fuertes condiciones de no convexidad
las aproximaciones a la solución podŕıan estar lejos de ser las correctas; sin em-
bargo, a pesar de que en las regiones EQL y CRN se tienen celdas no convexas,
los resultados obtenidos se encuentran dentro del orden esperado.
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Lo anterior nos demuestra que determinar cómo se va a discretizar el dominio
es una parte fundamental del problema. Dependiendo de cómo esté estructurada
y definida la malla nuestro esquema podŕıa funcionar bien en ciertas regiones
y obtener grandes errores en otras. En general podemos ver que los esquemas
propuestos en este trabajo se aplican de manera aceptable en diversos tipos de
regiones produciendo resultados cercanos a los esperados.

Una cosa importante que hay que resaltar es la discretización del operador,
ya que es parte integral de la formulación del nuevo esquema. El operador se
susstituye por una función discreta de forma que para obtener los coeficientes
se resuelve un sistema de ecuaciones. Los resultados obtenidos con esta discre-
tización se compararon con métodos de orden superior y mayor complejidad
obteniendo resultados similares en cierto sentido, por lo que estos esquemas re-
presentan una alternativa confiable de bajo nivel, fácil de entender y aplicar y
que produce resultados aceptables.

Del caṕıtulo 5 se ve que los esquemas aqúı presentados tienen aplicaciones
significativas en ámbitos cient́ıficos que pueden relacionarse con la industria y las
ingenieŕıas, por lo que la gama de aplicación de dichos esquemas es amplia y dado
que producen resultados confiables, resultan muy útiles. Además con ligeras
modificaciones y adaptaciones, el esquema puede ser aplicado a problemas con
un nivel de complejidad mayor, como es el caso de problemas con condiciones
de Neumann en la frontera.
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Apéndice A

Programas

A.1. Descripción de los programas

A.1.1. dirich4.m

El siguiente programa fue el usado para producir los resultados mostra-
dos en el caṕıtulo 4, fue diseñado con ayuda del lenguaje de programación
MATLAB c©[16] y está pensado para correr sobre la versión R2011b. La
finalidad del programa es encontrar una aproximación a la solución de pro-
blemas del estilo de la ecuación de Poisson dadas las funciones necesarias.

function [U]=dirich4(x,y,f,g,A,B,C,D,E,F)

% x representa la matriz de distribucion para la posicion de

%los nodos en el eje X.

% y representa la matriz de distribucion para la posicion de

%los nodos en el eje Y.

% f es la funcion del lado derecho de la igualdad en la ecuacion

%de Poisson, fisicamente representaria si hay fuentes o pozos de

%potencial en la region.

% g es la funcion que sera evaluada para obtener las condiciones

%de frontera. En este programa se supone que la funcion es la

%misma sobre toda la frontera.

% Los coeficientes A,B,C,D,E y F son los coeficientes

%involucrados en la forma canonica de la ecuacion de modo que

%Axx + Bxy + Cyy + Dx + Ey + F = f.

[m,n]=size(x);K=sparse((m-2)*(n-2),(m-2)*(n-2));

RHS=sparse((m-2)*(n-2),1);
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% A continuacion se procede a llenar los valores de la

%matriz que corresponden a los nodos que no involucran

%valores en la frontera

for i=3:(m-2)

for j=3:(n-2)

u=x((i-1):(i+1),(j-1):(j+1));v=y((i-1):(i+1),(j-1):(j+1));

xc=u(2,2);yc=v(2,2);

I=setdiff(1:9,5);

dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);

M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx.^3;dx.^2.*dy;...

dx.*dy.^2;dy.^3];

Gamma=cholesky(M’*M,M’*[D(xc,yc) E(xc,yc) 2*A(xc,yc)...

B(xc,yc) 2*C(xc,yc) 0 0 0 0]’);

Gamma=[F(xc,yc)-sum(Gamma);Gamma];

p=(m-2)*(j-2)+(i-1);

K(p,(p-1):(p+1))=[Gamma(5) Gamma(1) Gamma(6)];

K(p,[(p-1):(p+1)]-(m-2))=[Gamma(2) Gamma(3) Gamma(4)];

K(p,[(p-1):(p+1)]+(m-2))=[Gamma(7) Gamma(8) Gamma(9)];

RHS(p)=RHS(p)+f([x(i,j),y(i,j)]);

Gamma=[];

end

end

Gamma=[];

% En esta parte del codigo se procede a llenar las

%entradas de la matriz que involucran las fronteras

%verticales

for i=2:(m-1)

p=(i-1);

u=x((i-1):(i+1),1:3);v=y((i-1):(i+1),1:3);

I=setdiff(1:9,5);

dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);

M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx.^3;dx.^2.*dy;...

dx.*dy.^2;dy.^3];

Gamma=cholesky(M’*M,M’*[D(xc,yc) E(xc,yc) 2*A(xc,yc)...

B(xc,yc) 2*C(xc,yc) 0 0 0 0]’);

Gamma=[F(xc,yc)-sum(Gamma);Gamma];

RHS(p)=RHS(p)-Gamma(2)*g([x(i-1,1),y(i-1,1)])...

-Gamma(3)*g([x(i,1),y(i,1)])-Gamma(4)*...

g([x(i+1,1),y(i+1,1)]);

RHS(p)=RHS(p)+f([x(i,j),y(i,j)]);

if (i==2),

RHS(p)=RHS(p)-Gamma(5)*g([x(i-1,2),y(i-1,2)])...

-Gamma(7)*g([x(i-1,3),y(i-1,3)]);

K(p,(p):(p+1))=[Gamma(1) Gamma(6)];
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K(p,[(p):(p+1)]+(m-2))=[Gamma(8) Gamma(9)];

elseif (i==(m-1)),

RHS(p)=RHS(p)-Gamma(6)*g([x(i+1,2),y(i+1,2)])...

-Gamma(9)*g([x(i+1,3),y(i+1,3)]);

K(p,(p-1):(p))=[Gamma(5) Gamma(1)];

K(p,[(p-1):(p)]+(m-2))=[Gamma(7) Gamma(8)];

else

K(p,(p-1):(p+1))=[Gamma(5) Gamma(1) Gamma(6)];

K(p,[(p-1):(p+1)]+(m-2))=[Gamma(7) Gamma(8) Gamma(9)];

end

Gamma=[];

p=(m-2)*((n-1)-2)+(i-1);

u=x((i-1):(i+1),(n-2):n);v=y((i-1):(i+1),(n-2):n);

I=setdiff(1:9,5);

dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);

M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx.^3;dx.^2.*dy;...

dx.*dy.^2;dy.^3];

Gamma=cholesky(M’*M,M’*[D(xc,yc) E(xc,yc) 2*A(xc,yc)...

B(xc,yc) 2*C(xc,yc) 0 0 0 0]’);

Gamma=[F(xc,yc)-sum(Gamma);Gamma];

RHS(p)=RHS(p)-Gamma(7)*g([x(i-1,n),y(i-1,n)])...

-Gamma(8)*g([x(i,n),y(i,n)])-Gamma(9)...

*g([x(i+1,n),y(i+1,n)]);

RHS(p)=RHS(p)+f([x(i,j),y(i,j)]);

if (i==2),

RHS(p)=RHS(p)-Gamma(5)*g([x(i-1,n-1),y(i-1,n-1)])...

-Gamma(2)*g([x(i-1,n-2),y(i-1,n-2)]);

K(p,(p):(p+1))=[Gamma(1) Gamma(6)];

K(p,[(p):(p+1)]-(m-2))=[Gamma(3) Gamma(4)];

elseif (i==(m-1)),

RHS(p)=RHS(p)-Gamma(6)*g([x(i+1,n-1),y(i+1,n-1)])...

-Gamma(4)*g([x(i+1,n-2),y(i+1,n-2)]);

K(p,(p-1):(p))=[Gamma(5) Gamma(1)];

K(p,[(p-1):(p)]-(m-2))=[Gamma(2) Gamma(3)];

else

K(p,(p-1):(p+1))=[Gamma(5) Gamma(1) Gamma(6)];

K(p,[(p-1):(p+1)]-(m-2))=[Gamma(2) Gamma(3) Gamma(4)];

end

Gamma=[];

end

% En esta parte del codigo se procede a llenar las

%entradas de la matriz que involucran las fronteras

%horizontales
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for j=3:(n-2)

p=(m-2)*(j-2)+(2-1);

u=x((1):(3),(j-1):(j+1));v=y((1):(3),(j-1):(j+1));

I=setdiff(1:9,5);

dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);

M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx.^3;dx.^2.*dy;...

dx.*dy.^2;dy.^3];

Gamma=cholesky(M’*M,M’*[D(xc,yc) E(xc,yc) 2*A(xc,yc)...

B(xc,yc) 2*C(xc,yc) 0 0 0 0]’);

Gamma=[F(xc,yc)-sum(Gamma);Gamma];

RHS(p)=RHS(p)-Gamma(2)*g([x(1,j-1),y(1,j-1)])...

-Gamma(5)*g([x(1,j),y(1,j)])-Gamma(7)...

*g([x(1,j+1),y(1,j+1)]);

RHS(p)=RHS(p)+f([x(i,j),y(i,j)]);

K(p,(p):(p+1))=[Gamma(1) Gamma(6)];

K(p,[(p):(p+1)]+(m-2))=[Gamma(8) Gamma(9)];

K(p,[(p):(p+1)]-(m-2))=[Gamma(3) Gamma(4)];

Gamma=[];

p=(m-2)*(j-2)+((m-1)-1);

u=x((m-2):(m),(j-1):(j+1));v=y((m-2):(m),(j-1):(j+1));

I=setdiff(1:9,5);

dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);

M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy;dx.^3;dx.^2.*dy;...

dx.*dy.^2;dy.^3];

Gamma=cholesky(M’*M,M’*[D(xc,yc) E(xc,yc) 2*A(xc,yc)...

B(xc,yc) 2*C(xc,yc) 0 0 0 0]’);

Gamma=[F(xc,yc)-sum(Gamma);Gamma];

RHS(p)=RHS(p)-Gamma(4)*g([x(m,j-1),y(m,j-1)])...

-Gamma(6)*g([x(m,j),y(m,j)])-Gamma(9)...

*g([x(m,j+1),y(m,j+1)]);

RHS(p)=RHS(p)+f([x(i,j),y(i,j)]);

K(p,(p-1):(p))=[Gamma(5) Gamma(1)];

K(p,[(p-1):(p)]+(m-2))=[Gamma(7) Gamma(8)];

K(p,[(p-1):(p)]-(m-2))=[Gamma(2) Gamma(3)];

Gamma=[];

end

%Una vez que se tiene ensamblada la matriz que se usara

%se procede a encontrar la solucion.

U(:,1)=g([x(:,1) y(:,1)]);

U(:,n)=g([x(:,n) y(:,n)]);

U(1,:)=[g([x(1,:)’ y(1,:)’])]’;

U(m,:)=[g([x(m,:)’ y(m,:)’])]’;

U(2:(m-1),2:(n-1))=reshape(K\RHS,m-2,n-2);
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El resultado de este programa es una matriz que representa la aproxi-
mación a la solución en cada uno de los puntos del dominio. Los dominios
fueron diseñados con ayuda del software UNAMalla como se mencionó en
la sección 3.2, con ayuda de una pequeña rutina se importó la ubicación de
los puntos del mallado obtenido en un par de matrices que se pasan como
datos de entrada para el programa dirich4.m.

A.1.2. cholesky.m

El siguiente programa es una rutina diseñada en MATLAB cuyo fin es
la de realizar la factorización de Cholesky de una forma directa.

function x=cholesky(A,b)

% A = Matriz a la que se le va a aplicar el algoritmo

% de Cholesky que representa el sistema.

% b = Vector del lado derecho de la ecuacin.

% x = Vector solucin del sistema de ecuaciones.

[m,n]=size(A);

L=zeros(m,n);

for j=1:n

for i=j:m

ac=0;

if i==j

for k=1:j-1

ac=ac+(L(i,k)^2);

end

L(i,j)=sqrt(A(i,j)-ac);

else

for k=1:j-1

ac=ac+(L(j,k)*L(i,k));

end

L(i,j)=(A(i,j)-ac)/L(j,j);

end

end

end

b=b(:);

y=zeros(m,1);

y(1)=b(1)/L(1,1);

for i=2:n

ac=0;

for j=1:i-1

ac=ac+L(i,j)*y(j);
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end

y(i)=(b(i)-ac)/L(i,i);

end

L=L’;

x=zeros(m,1);

x(n)=y(n)/L(n,n);

for i=1:n-1

ac=0;

for j=0:i-1

ac=ac+L(n-i,n-j)*x(n-j);

end

x(n-i)=(y(n-i)-ac)/L(n-i,n-i);

end

Los argumentos de entrada son el vector del lado derecho de la igualdad
y la matriz a la que se le va a aplicar el algoritmo de Cholesky. El vector
de salida es la solución al sistema de ecuaciones. Esta rutina se utiliza
dentro del programa dirich4.m para encontrar la solución al problema
de optimización para obtener los coeficientes Γ. Después de obtener los
coeficientes y llenar la matriz, se busca una solución con funciones internas
de MATLAB.

A.2. Cómo usar los programas

Para dar un ejemplo de cómo se usa el programa dirich4.m usaremos
el Problema 2 (Sección 4) para la malla de Michoacán (MIC fig.4.3).

Problema 2

∇ · (Z∇u(x, y)) = f(x, y); u |∂Ω = sin(πx)sin(πy)

donde

Z ≡
[
α β
β γ

]
= P−1DP,

P =

[
cos(π8 ) sin(π8 )
− sin(π8 ) cos(π8 )

]
D =

[
1 + 2x2 + y2 0

0 1 + x2 + 2y2

]
Solución Anaĺıtica: u(x, y) = sin(πx)sin(πy).

Veamos la instrucción que inicia el programa para darnos una idea de los
datos involucrados que debemos conocer,
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[U]=dirich4(x,y,f,g,A,B,C,D,E,F),

por lo que tenemos diez datos de entrada, los primeros datos x y y deben
ser dos matrices con las mismas dimensiones, en las cuales están guardados
los valores de las posiciones de los nodos del mallado G de forma ordenada.
Un mallado de n×m nodos generará matrices x, y de dimensión n×m.

Figura A.1: Muestra del orden que llevan las matrices x y y en relación con el mallado G
de 41x41 nodos. Las esquinas corresponden a los extremos de la matriz.

Al siguiente valor, f , se le asigna la función del lado derecho de la igualdad
en el operador lineal. Multiplicando las matrices que se proporcionan y
aplicando el operador a la función u comprobamos que

f(x, y) = πcos(πx)sin(πy)
(

4xcos
π

8

2
+ 2xsin

π

8

2)
+ πcos(πy)sin(πx)

(
4ycos

π

8

2
+ 2ysin

π

8

2)
+ 2π2cos(πx)cos(πy)cos

π

8
sin

π

8

(
(2x2 + y2 + 1)− (x2 + 2y2 + 1)

)
− π2sin(πx)sin(πy)

(
(2x2 + y2 + 1)cos

π

8

2
+ (x2 + 2y2 + 1)sin

π

8

2)
− π2sin(πx)sin(πy)

(
(x2 + 2y2 + 1)cos

π

8

2
+ (2x2 + y2 + 1)sin

π

8

2)
+ 2πcos

π

8
sin

π

8
(xcos(πy)sin(πx)− ycos(πx)sin(πy)) .

El valor de g lo obtenemos directamente de la condición de frontera del
problema, en este caso

g(x, y) = sin(πx)sin(πy)
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Los siguientes valores (A,B,C,D,E, F ) hacen referencia a los coeficien-
tes del operador lineal que va a aproximarse. En un problema de Laplace
los valores seŕıan 1,0,1,0,0,0, respectivamente, para el caso del Problema 2
los coeficientes son funciones dadas por

A = (1 + 2x2 + y2)cos
(π

8

)2

+ (1 + x2 + 2y2)sin
(π

8

)2

,

B = (2x2 − 2y2)cos
(π

8

)
sin
(π

8

)
,

C = (1 + 2x2 + y2)sin
(π

8

)2

+ (1 + x2 + 2y2)cos
(π

8

)2

,

D = 4xcos
(π

8

)2

+ 2xsin
(π

8

)2

− 2ycos
(π

8

)
sin
(π

8

)
,

E = 4ycos
(π

8

)2

+ 2ysin
(π

8

)2

− 2xcos
(π

8

)
sin
(π

8

)
,

F = 0.

Una vez que tenemos los datos de entrada sólo hay que introducirlos en
el orden adecuado, dado que dirich4.m usa el programa cholesky.m de
manera automatizada.


