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Prefacio

Es indudable que la problematica en la ensenanza y el aprendizaje de las ma-
tematicas, en especial del célculo diferencial e integral, ha interesado a la mayoria de
los investigadores a lo largo del tiempo, debido entre otras cosas, a la importancia
que dicha problemaética tiene para el desarrollo cientifico y tecnolégico de los dife-
rentes paises y, paraddjicamente, a los dramaticos resultados que regularmente en la
formacion integral de la educacién ha sido reconocido el papel de las matematicas en
la formacion integral de los individuos, ya que desarrolla competencias intelectuales
utiles en los mas diversos ambientes de la vida cotidiana, profesional y social.

En la presente tesis se expone un acercamiento a los conceptos del calculo a
través del diseno y desarrollo de un software denominado “Fun-Der”, sobre el cual
se plantean ejercicios didéacticos de distintos niveles de complejidad para introducir
el concepto de derivada e integral, mediante el manejo de tablas y graficas, tomando
como base tedrica las ideas de R. Duval sobre registros semidticos de representaciones.
Se pretende crear un espacio de reflexién y estudio sobre los conceptos del calculo en
cuanto objeto de ensenanza y aprendizaje. Por tanto, este trabajo de investigacion
es un punto de partida, que deja abierta la posibilidad de seguir estudiando los
fenomenos educacionales, en cuanto se refiere a formas de ensenanza que ayuden al

usuario a ser cada vez mas independiente, critico y analitico.

XIV



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

El presente trabajo forma parte de un proyecto de investigacién que se esta desa-
rrollando en la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la Universidad Michoa-
cana de San Nicolas de Hidalgo. El proyecto global consiste en el diseno, desarrollo y
evaluacion, tanto técnico como educativo, de software de apoyo para el aprendizaje
de las matematicas. El proyecto incorpora el uso de las Tecnologias de la Informa-
cién y la Comunicacién (TIC) a la ensenanza de las matemaéticas en las escuelas,
por lo que una parte muy importante del proyecto global es incorporar al aula los
prototipos informéaticos desarrollados. El trabajo de tesis que se propone, consiste en
realizar la programacién del software llamado “Fun-Der” que forma parte de uno de
los sistemas informaticos desarrollados en el proyecto global y que tiene que ver con
los temas de célculo diferencial e integral.

El uso de las TIC en las escuelas ya tiene una historia de més de una década,
considerando los intentos y los experimentos llevados a cabo en paises pioneros en
este campo. Los resultados mas relevantes reportados, coinciden en que los alumnos
experimentan un aprendizaje significativo a través de un uso apropiado de las TIC,
(Dunham y Dick, 1994; Borres-van Oosterum, 1990; Rojano, 1996); asi como los
profesores con poca experiencia en el uso de las TIC, tienen gran dificultad en apreciar
su poder como herramienta de aprendizaje, y como consecuencia de lo anterior, que

de no atenderse la carencia de conocimiento tecnolégico de los docentes, las TIC no
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tendran una influencia importante en la cultura del aula (McFarlane, 2001).

En la actualidad se reconocen internacionalmente tres concepciones diferentes de
las TIC:

1. Las TIC como un conjunto de habilidades o competencias.

2. Las TIC como un conjunto de herramientas, o de medios, de hacer la misma

tarea, pero de un modo mas eficiente.

3. Las TIC como un agente de cambio de un impacto revolucionario (McFarlane
et al., 2000).

La primer concepcién propone a las TIC como materia de ensenianza, lo cual con-
duce a logros en el nivel de las competencias informaticas mismas, garantizando que
dichos logros se reflejen automaticamente en areas curriculares como las matemati-
cas.

Por otra parte, la segunda concepcién se enfatiza en la relacién que existe entre
las TIC y el curriculo, la cual consiste en agregar elmentos de tecnologia informatica
a las tareas de aprendizaje para mejorar los objetos que se plantean en el curriculo
vigente. Dicho en otras palabras, estos modelos anticipan el efecto de las TIC en el
logro de objetivos, tal y como lo proveen los sistemas de evaluacion estandarizados.
Esto ltimo ha sido muy cuestionado por los especialistas en el aprendizaje mediado
por las TIC, los cuales se basan en el aprendizaje situado (Lave, 1988; Rogoff y Lave,
1984; Wertsch, 1991); y cuyas consideraciones conducen a concluir que el aprendizaje
que se lleva a cabo bajo entornos de tecnologia no siempre se transfiere de manera
espontdnea a otros tipos de entornos (por ejemplo, lapiz y papel), de modo que
aunque existan coincidencias en una variedad de estudios en lo que el uso de la
TIC promueve el aprendizaje colectivo y mejora la capacidad de los alumnos para
plantear preguntas y tomar decisiones apropiadas, sus logros no se ven reflejados en
las calificaciones finales de los estudiantes. De ahi que los intentos de balance de las
TIC sobre los objetivos educativos ha sido, en términos generales y en el mejor de los
casos, mas o menos favorable. Destacando que ésta concepcién ha recibido severas
criticas por el hecho de centrarse en el estudiante como usuario de la tecnologia, sin

dar la debida importancia al papel del maestro.
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Finalmente, la tercera concepcién considera a las TIC como agentes de cambio y
con una gran potencialidad de revolucionar las practicas en el aula, ésta hoy en dia es
muy difundida en los medios académicos (comunidad de especialistas e investigadores
del uso de las TIC en educacién; Crook, 1994); sin embargo, es dificil encontrar
ejemplos de su implementacion en el sistema educativo.

Esta iniciativa intenta mostrar que es factible aprovechar las nuevas tecnologias
(apoyadas en un método pedagdgico que permita construir ambientes de aprendizaje
apropiados) para enriquecer y mejorar la ensenanza actual de las mateméticas, en
este caso particular sobre los temas de célculo diferencial e integral.

Entre las caracteristicas principales del modelo que se propone el proyecto general,
se encuentra la seleccion de herramientas, para lo cual se hicieron las siguientes

consideraciones:

1. La utilizacién de software educativo como una herramienta que hace posible
dar un tratamiento fenomenolégico a los conceptos matematicos; es decir, con
dichas herramientas se puede concretar la idea de que los conceptos son organi-
zadores de fendmenos. Asi, la contextualizacién de las actividades matemaéticas
no es una mera ambientacién, sino que las situaciones planteadas por la ac-
tividad corresponden a comportamientos de fenémenos, que en cierto modo,

forman parte de la esencia del concepto que se busca ensenar.

2. La utilizacion de software y herramientas que impliquen representaciones eje-
cutables, es decir, que contemplen la manipulacién directa de objetos o de

representaciones de objetos matemaéticos.

3. La utilizacion de software y herramientas cuyo uso esta relacionado con un area
especifica de la matemadtica escolar (aritmética, algebra, geometria, geometria

analitica, calculo, probabilidad, modelacién, etc.).

4. La puesta en marcha de un modelo de colaboracion para el aprendizaje: los
estudiantes trabajaran en parejas frente a la computadora en una misma acti-

vidad, lo que promovera la discusion y el intercambio de ideas.

5. La practica de un modelo pedagogico en el que el profesor promueve el in-

tercambio de ideas y la discusion en grupo, y al mismo tiempo actia como
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mediador entre el estudiante y la herramienta, es decir, el ambiente compu-
tacional, asistiendo a los estudiantes en su trabajo con las actividades de clase

y compartiendo con ellos el mismo medio de expresion.

A continuacion se dard una breve introduccién a los capitulos que integraran el

trabajo de tesis que se propone.

En el Capitulo 1 se hara referencia a los antecedentes del proyecto, la justifica-
cion, los objetivos del trabajo que aqui se propone y se plantean las preguntas de

investigacion en las que se basé este trabajo.

En el Capitulo 2 se estableceran las bases tedricas que sustentan esta tesis, como
son el uso de nuevas tecnologias en la ensenanza de las matematicas en ambientes
de aprendizaje, la teoria de registros de representacién de Duval (1993 y 1996) y el

aprendizaje colaborativo.

En el Capitulo 3 se hablara acerca de las actividades planteadas en el software
educativo, ademads se analizara el tiempo requerido para la elaboracién de las acti-
vidades, el material didactico que se requiere, el papel del maestro en este tipo de

trabajo, asi como algunos comentarios y observaciones del mismo.

Finalmente, en el Capitulo 4 se escribiran las conclusiones, observaciones, comen-

tarios y sugerencias que se tengan como resultado de realizar el presente trabajo.

Por lo que se refiere a la educacién matematica, ésta debe reflexionar sobre la
influencia de la tecnologia computacional, tanto en las matematicas como en la socie-
dad. Esta tecnologia computacional requiere una nueva interpretacién del proceso de
ensenanza-aprendizaje, por lo que la extensa naturaleza de los recursos tecnolégicos
ahora disponibles pone de manifiesto los cambios significativos en el ambito escolar
y pone al alcance de los estudiantes una extensa disponibilidad tanto de software

como de hardware.

Una apropiada tecnologia computacional lleva al usuario a que tome el control
de su propio aprendizaje. Lo cual fomenta tanto el aprendizaje colaborativo como el

independiente, mientras extiende y soporta el proceso de aprendizaje.



1.2. Planteamiento del Problema 5

1.2. Planteamiento del Problema

Como bien es sabido, el calculo es una herramienta muy poderosa en la resolucion
de problemas matematicos complicados, por eso el dominio de sus conceptos basicos
se hace esencial para que los estudiantes tengan éxito a la hora de aplicarlo, entre
los conceptos que los estudiantes deben dominar y uno de los mas dificiles, es el de
derivada.

Por tanto, el software educativo de apoyo para los cursos de cédlculo diferencial
pretende mostrar una representacion tanto grafica como numérica de la razén de
cambio, ya que muchos autores remarcan como gran importancia introducir el con-
cepto de derivada mediante el uso de razones de cambio, para con ello comenzar a
abordar los conceptos de derivada.

Se pretende que el alumno desarrolle su capacidad creativa y analitica mediante
los procesos de visualizacion sobre esta temadtica, ya que la visualizacion en ma-
tematicas es el proceso de formacién de imagenes y el uso de tales imagenes en
forma efectiva, ayuda para el descubrimiento matemético y su entendimiento. En
consecuencia, favorece la comprension de los mismos.

Este proyecto intenta mostrar que es factible aprovechar las nuevas tecnologias
apoyadas en un método pedagdgico que permita construir ambientes de aprendizaje
apropiados para enriquecer y mejorar la ensenanza actual de las matematicas, en
este caso particular sobre el tema de funciones y derivadas.

Traduciéndose en modelos especificos para la ensenanza de las matematicas, bajo

los siguientes principios:

Didactico: mediante el cual se disenan actividades para el aula, siguiendo un tra-

tamiento fenomenoldgico de los conceptos que se ensenan.

De especializacién: por el cual se seleccionan herramientas y piezas de software de
contenido. Los criterios de seleccién se derivan de didacticas especificas acordes

con las matematicas.

Cognoscitivo: por cuyo conducto se seleccionan herramientas que permiten la ma-
nipulacion directa de objetos matematicos y de modelos de fendmenos mediante

representaciones ejecutables.
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Empirico: bajo el cual se seleccionan herramientas que han sido probadas en algin

sistema educativo.

Pedagdgico: por cuyo intermedio se disenan actividades de uso de las TIC, para
que promuevan el aprendizaje colaborativo y de interaccion entre los alumnos,

asi como entre profesores y alumnos.

De equidad: con el que se seleccionan herramientas que permiten a los alumnos de

bachillerato el acceso temprano a ideas importantes en matematicas.

Con todo lo anterior este tipo de trabajos siempre beneficiara en gran medida
tanto a profesores, estudiantes, asi como al grupo de disenadores y desarrolladores

de software educativo.

1.3. Hipodtesis

“Los conceptos involucrados en el aprendizaje del célculo diferencial e integral
seran mejor entendidos por el estudiante si se le presentan actividades de aprendizaje
en forma interactiva utilizando software especializado, como lo es Fun-Der”

Ya que es un hecho que con las nuevas tecnologias el alumno se motiva mas, si se
le presenta un método diferente y divertido, que se salga de lo que es la ensenanza
tradicional, lo lleve poco a poco y a su ritmo, al entendimiento de los diferentes
conceptos vistos en un curso de calculo.

Ayudandonos con el diseno de actividades con las que se pretende que el alumno
desarrolle su capacidad creativa y analitica, mismas que se pueden llevar a cabo en
tiempo extra clases. Ahora bien, el software “FunDer” intenta apoyar los procesos de
visualizacién sobre esta tematica ya que como senalan Zimmerman y Cunningham
(1990, p.3)

“Visualizar un diagrama significa simplemente formar una imagen mental
del mismo, pero visualizar un problema significa entenderlo en términos
de un diagrama o de una imagen visual. La visualizacién en matematicas
es el proceso de formacion de imagenes (mentales, con lapiz y papel, o
con ayuda de la tecnologia) y el uso de tales imdgenes en forma efectiva

ayuda para el descubrimiento matematico y el entendimiento”.
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Por lo que creemos que la utilizacion de la computadora ayuda a la visualizacion
de conceptos matematicos y éstos a su vez, favorecen la compresién. David Tall (1991)
asegura que: “La wisualizacion matemdtica tnvolucra la intuicion que es el primer
acercamiento a un nuevo conocimiento”, menciona también que “negar los métodos

visuales es negar las raices de una gran cantidad de ideas matemdticas profundas”.

1.4. Justificacion

La computadora como una de las tecnologias mas avanzadas e integral, misma
que ha venido revolucionando los procesos de aprendizaje casi en todos sus sentidos,
ofrece hoy por hoy nuevas herramientas para poder explicar conceptos, en especial
en la ensenanza y el aprendizaje del calculo, por su capacidad de utilizar distintas
representaciones tales como féormulas algebraicas, graficos, tablas de valores o geo-
metria dindmica; permitira facilitar la interaccién del estudiante con el tema por
aprender, familiarizando més al alumno con el proceso educativo.

Especialmente, en el campo de las matematicas, los software representan un gran
apoyo en la ensenanza, ayudando no solamente en agilizar el tiempo empleado en
la resolucion de algin determinado problema, sino también a potenciar el desarrollo
cognitivo del estudiante, es por ello que en los ultimos anos se le ha dado gran
importancia a los Sistemas Computacionales de Algebra (CAS), con programas como
Derive, Maple o Mathematica, éstos combinan las féormulas algebraicas, graficos y
tablas, permitiendo ademés el paso inmediato de una representacién a otra. (Cortés,
2005)

Comprobando que el calculo es uno de los cursos mas problematicos para los
estudiantes, muchos lo reprueban o abandonan. Una de las razones por las cuales
se puede explicar este hecho, es que a los estudiantes les cuesta mucho entender los
conceptos basicos que ahi se ensenan, ya que todas las definiciones utilizan procesos
al infinito, que son dificiles de comprender en un inicio, por esto se ha visualizado
que la funcién del software “Fun-Der”, fortalecera el desarrollo del pensamiento ma-
tematico a partir de un acercamiento a la razén de cambio generando una funcion,
la funcién derivada y graficarlas mostrando sus diferencias. Por sus caracteristicas

serda asi mismo de gran utilidad para los estudiantes de areas afines, debido a que
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el manejo grafico y numérico del concepto de razén de cambio logra un importante

paso al entendimiento de la derivada.

Por otra parte, como redacta Cortés (2005) en su libro de reflexiones sobre el

aprendizaje del calculo y su ensenanza:

[. .. ] argumentaba Mejia “en cuanto al manejo de tablas, hay muy pocos
trabajos respecto a su tratamiento”, por lo que consideramos importante
promover este tipo de acercamiento, ya que de acuerdo a Confrey “la
representacion algebraica de funciones obscurece la conexién funcional
numérica en un grado importante. Las tablas pueden ayudar a iluminar

esta conexién”.

Muchas veces surgen interrogantes en el proceso ensenanza-aprendizaje de las
matematicas, por ejemplo: “una mayoria de profesores de matematicas enfatizaban
demasiado las actividades en un sélo sistema de representacion: el algebraico. Por
ello, son relevantes las representaciones propuestas por Duval, donde las tareas de
tratamiento en una misma representacion y de conversion entre representaciones de

conceptos matemadticos sean la parte esencial” (Cortés, 2005).

Otro aspecto importante es desarrollar en el estudiante la habilidad de visua-
lizacién matematica, que puede ayudarlo en la resolucién de problemas, esta tiene
que ver con el entendimiento de un enunciado y la puesta en marcha de una activi-
dad que si bien no llevara a la respuesta correcta, si puede llevar al estudiante a la

profundizacion de la situacion que esté tratando.

Siendo este el motivo por el cual, cada vez se recurre més frecuentemente a las
herramientas de la computacion, consecuencia de que el software educativo se ha
convertido en un importante apoyo a los métodos de aprendizaje. Finalmente, el
software educativo, por su ahorro de tiempo en la resoluciéon de problemas, ofrece
grandes facilidades y ventajas en el campo de la educacién, ya que al tener acceso
a este tipo de tecnologias, también se tiene la oportunidad de adquirir una rapida

formacion intelectual.
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1.5. Objetivos

La tesis consistird en la creacién de un software en lenguaje de programacion
Java que se pretende usar como apoyo educativo para temas de calculo diferencial e
integral en el bachillerato.

Partiremos del disenio desarrollado por Cortés (2005) en el software Fun-Der
realizado en Visual Basic; se disenaran en Java tantos los aspectos de navegacién
en el software, asi como los aspectos didacticos de cada una de las actividades que
compondran el software.

Desarrollar actividades de aprendizaje para los temas de derivacion e integracion.

Disenar y desarrollar todos los “métodos” (programacion de los archivos .class)
necesarios para que el software cumpla con las actividades necesarias.

Realizar pruebas técnicas del software programado.

En concreto, se pretende que Java pueda derivar e integrar funciones polinomiales
y trigonométricas; se implementaran métodos numéricos, técnicas de interpolacion
numérica, polinomial y trigonométrica, y nuevas funciones para graficar funciones

polinomiales y trigonométricas.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Desarrollo de Software

En esta era tecnoldgica, muchos aspectos de nuestras vidas estan regidos por las
computadoras y el software que las controla. Las consecuencias generadas por el uso
de software es algo més que la programacién; hay etapas que la precede y otras que
la siguen. (Weitzenfeld, 2005)

La ingenieria de software permite al disenador de programas, realizar su tarea
de construccion de software como un problema de ingenieria haciendo uso de guias,
principios y normas que le permitiran el correcto desarrollo de su labor. Adicional-
mente, dispondra de un conjunto de herramientas que le permitiran la evaluacién,
validacion, depuracién y correccién del software desarrollado. (Braude, 2007)

La técnica utilizada por los desarrolladores profesionales de software, es com-
prender lo mejor posible el problema que se esta tratando de resolver, y crear una
solucion de software apropiada y eficiente que se denomina proceso de desarrollo de
software.

El desarrollo de un buen sistema de software se realiza durante el ciclo de vida,
que es el periodo de tiempo que se extiende desde la concepcién inicial del sistema,
hasta su eventual retirada a la comercializacion del mismo. Las actividades humanas
relacionadas con el ciclo de vida del software, implican procesos tales como anélisis
de requisitos, diseno, implementacion, codificacion, pruebas, verificacién, documen-

tacion, mantenimiento y evolucién del sistema y obsolescencia. (Aguilar, 2003)

10
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Los métodos y técnicas de la ingenieria del software se inscriben dentro del marco
delimitado por el ciclo de vida del software y, mas concretamente, por las diferentes
etapas que se distinguen. La misma existencia de distintos modelos del ciclo de vida
del software hace comprender que no hay ninguno que sea ideal, o que no tenga
grandes limitaciones.

Sin embargo, es indispensable que todo proyecto se desarrolle dentro del marco
de un ciclo de vida claramente definido, si se quiere tener una minima garantia de
cumplimiento de los plazos, y respetar los limites de los recursos asignados. Ademas la
garantia de calidad y certificaciones de calidad, también presuponen que el proceso de

produccién del software se desarrolle segiin un ciclo de vida con etapas bien definidas

(Braude, 2007).

2.1.1. Andlisis

Esta etapa también se denomina “anélisis de sistemas” o “ingenieria de sistema”,
en esta etapa se definen los grandes rasgos del sistema de software que tendra que dar
soporte informéatico a unas actividades determinadas de unos ciertos usuarios dentro
del marco més general a la actividad de la empresa u organizacién. (Sommerville,
2005)

La parte mas dificil en la tarea de crear un software, es definir cuédl es el problema
y después especificar lo que se necesita para resolverlo. Normalmente la definicién
del problema comienza analizando los requisitos de usuario, pero estos requisitos con
frecuencia, suelen ser imprecisos y dificiles de describir. Se deben especificar todos
los aspectos del problema, pero en ocasiones las personas que describen el problema
no son programadores y eso hace imprecisa la definicién. La fase de especificacién,
requiere normalmente la comunicacion entre los programadores y los futuros usuarios
del sistema e iterar cualquier detalle hasta que el programador y los usuarios estén
satisfechos y hayan resuelto el problema. (Alonso, 2005)

El usuario final, normalmente no conoce con exactitud lo que desea que haga el
sistema, por consiguiente el analista de software o programador, en su caso, debe
interactuar con el usuario para encontrar lo que él quiere que haga el sistema. El
resultado final de la fase de analisis, es un documento de especificacion de requisi-

tos del software que describe explicitamente la funcionalidad, es decir explica con
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precisién lo que hace el producto y numera cualquier restriccién que deba cumplir
el producto. La fase de especificaciones tiene dos salidas principales: la primera es
el documento de especificaciones y la segunda es un plan de gestion del proyecto de
software. (Aguilar, 2003)

2.1.2. Diseno e implementacion

Arrancando de las especificaciones, el equipo de disenio determina la estructura
interna del producto. Los disenadores descomponen el producto en médulos, piezas
independientes de cédigo con interfaces bien definidas en el resto del producto. Una
vez que el equipo ha completado la descomposicién en médulos (diseno arquitecténi-
co) se realiza el diseno detallado, para cada médulo se seleccionan los algoritmos y
estructuras de datos elegidas. Es preciso determinar si se pueden utilizar programas o
subprogramas que ya existen, o si es preciso construirlos totalmente. (Aguilar, 2003)

Del software hay que disenar varios aspectos diferenciados; su arquitectura ge-
neral, las estructuras de datos, la especificacién de cada programa, se construye el
algoritmo que se utilizara para resolver el problema y las interfaces con el usuario;
y se tiene que llevar a cabo de manera que a partir de todo esto, se pueda codificar
el software, de forma parecida a la construccién de un edificio o de una maquina a
partir de unos planos. (Braude, 2007)

En este punto es importante especificar claramente no sélo el propésito de cada
modulo, sino también el flujo de los datos entre modulos. El diseno es una actividad
de sélo ingenieria, su entrada principal en la especificacion que se traducira en un
documento de diseno, escritos por los ingenieros de software. El documento resultante
es la especificacién del diseno, la etapa de diseno es el mejor momento para elaborar
la especificacién de la prueba que describe con qué datos se tiene que probar cada
programa, o grupo de programas, y cuales son los resultados esperados en cada caso.
(Aguilar, 2003)

En la etapa de codificacion, partiendo del analisis y disenio de la solucion, se pro-
cede a desarrollar el correspondiente programa que solucione el problema mediante
el uso de una herramienta computacional determinada, es decir, esta etapa traduce
los algoritmos del disenio en un programa escrito con un lenguaje de programacion.
(Sommerville, 2005)
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2.1.3. Pruebas

El desarrollo de sistemas de software, implica una serie de actividades de produc-
cion en las que las posibilidades de que aparezca el fallo humano son enormes. Los
errores pueden empezar a darse desde el inicio del proceso, en el que los objetivos
pueden estar especificados de forma errénea o imperfecta, asi como dentro de etapas
de diseno y desarrollo posteriores.

Debido a la imposibilidad humana de trabajar y comunicarse de forma perfecta,
el desarrollo de software debe de ir acompanado de una actividad que garantice
la calidad. De este modo, la prueba de software se posiciona como un elemento
critico para la garantia de calidad del software y representa una revisién final de la
codificacion.

Los objetivos principales de una prueba de software son:
= Detectar un error.

= Tener un buen caso de prueba, es decir, que tenga una probabilidad mayor de

mostrar un error no descubierto antes.
» Descubrir un error no descubierto antes (lo que llevard al éxito de la prueba).

Estos objetivos sisteméticamente nos guiaran a descubrir diferentes tipos de erro-
res con menor tiempo y esfuerzo, sumando que todas las pruebas se realizan a nivel
de unidad y no al sistema en forma global.

Tipos de pruebas:

Pruebas de regresion. Su objetivo es verificar al sistema después de un cambio

introducido, en la especificacion original del sistema.

Prueba de operacién. Su objetivo es verificar el sistema de operacién en un pe-
riodo de tiempo largo bajo condiciones normales de uso, nos permite medir la

confiabilidad del sistema.

Prueba de escala completa (stressing). Trata de Verificar el sistema en su car-

ga maxima mediante la asignacién de pardmetros en su valor limite.
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Prueba de rendimiento o capacidad. Tiene como propédsito medir la cantidad
de procesamiento bajo diferentes cargas, incluyendo el espacio de almacena-
miento y la utilizacién del CPU, la cantidad de memoria y verificar que los

valores sean los requeridos.

Prueba de sobrecarga. Se emplea esta prueba para saber en qué punto colapsa
el sistema. (Braude, 2007)

2.1.4. Manteniento

Una vez instalado un programa y puesto en marcha para realizar la solucion
del problema previamente planteado o satisfacer una determinada necesidad, es im-
portante mantener una estructura de actualizacion, verificacién y validacién que
permitan a dicho programa ser util y mantenerse actualizado segin las necesidades

o requerimientos planteados durante su vida util. (Sommerville, 2005)

2.1.5. Principios de diseno de software

El diseno de sistemas de software de calidad requiere el cumplimiento de una serie
de caracteristicas y objetivos. En un sentido general, los objetivos a conseguir que se
consideren tutiles en el diseno de sistemas incluyen al menos los siguientes principios:

(Aguilar, 2003)

a) Modularidad.

b) Abstraccién y ocultamiento de la informacién.
¢) Modificabilidad.

d) Comprensibilidad y fiabilidad.

e) Interfaces de usuario.

f) Facilidad de uso.

g) Eficiencia.

h) Estilo de programacién.
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i) Depuracion.

j) Documentacion.

2.1.6. Estilos de programacién

Una de las caracteristicas més importante en la construccién de programas, sobre
todo de gran tamaro, es el estilo de programacién. La buena calidad en la produccion
de programas tiene relacion directa con la escritura de un programa, su legibilidad y
comprensibilidad. Un buen estilo de programacién suele venir con la préctica, pero
el requerimiento de unas reglas de escritura del programa, al igual que sucede con
la sintaxis y reglas de escritura de un lenguaje natural humano, debe de buscar que
no solo sea legible y modificable por la persona que lo ha construido, sino también y
esencialmente puedan ser leidos y modificados por otras personas distintas.

Normalmente las reglas de estilos para construir estilos claros, legibles y facilmen-
te modificables dependeran del tipo de programacion y lenguaje elegido. Entre las
mas generales tenemos: modularizar un programa en partes, usar nombres significa-
tivos para identificadores, definir constantes con nombre al principio del programa,
presentacién (comentarios adecuados), manejo de erores (try-catch para el caso de

lenguaje java), legibilidad y documentacién. (Aguilar, 2003)

2.1.7. Documentacion

Un programa (paquete de software), necesita siempre una documentaciéon que
permita a sus usuarios aprender a utilizarlo y mantenerlo. La documentacion es una
parte importante de cualquier paquete de software y a su vez, su desarrollo es una
pieza clave en la ingenieria de software. (Aguilar, 2003)

La importancia de la documentacion, radica en que a menudo un programa escrito
por una persona, sea modificado por otra. Por ello la documentaciéon sirve para
ayudar a comprender o usar un programa, o para facilitar futuras modificaciones
(mantenimiento).

La documentacion se compone de tres partes:

Documentacién Interna. Son los comentarios o mensajes que se anaden al cédigo
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fuente para hacer mas claro el entendimiento de los procesos que lo conforma,

incluyendo las precondiciones y las poscondiciones de cada funcién.

Documentacién Externa. Se define en un documento escrito con los siguientes
puntos: Descripcién del problema, Algoritmo (diagrama de flujo o pseudocodi-

go), Diccionario de Datos, y Cddigo Fuente (programa).

Manual de Usuario. Describe paso a paso la manera de como funciona el progra-
ma, con el fin de que el usuario lo pueda manejar para que obtenga el resultado

deseado.

Una buena documentacion de usuario hara al programa mas accesible y asequible
(Braude, 2007).

2.2. Diseno y Arquitectura de Software

2.2.1. Implementacion de arquitectura de software

Como bien es sabido, los software educativos no pueden tener una plantilla de
arquitectura que marque cémo estructurar las clases, por ser de caracter educativo
poseen sus propios modelos arquitecténicos con base en sus necesidades, sin embargo
siguiendo las normas de ingenieria de software se tomé como guia la arquitectura
“modelo-vista-controlador”, sobre la cual se construyo la aplicacién, favoreciendo a
reunir los criterios de modelado y facilitar la comunicacion entre los disenos, la cual

permita su manejo asi como cambios futuros (figura 2.1).

Controlador
P———— == >

WVista < ______________ Modelo

Figura 2.1: Diagrama que muestra la relaciéon entre el modelo, la vista y el controla-
dor. Las lineas solidas indican una asociacion directa, y las punteadas una indirecta.
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2.2.2. Diagramas en la construccion del software

En el desarrollo de los esquemas a emplear, en los cuales se plasma la estructura,
secuencia, estados y logica de las funciones del software, entre ellos, diagramas de
casos de uso, diagramas de secuencia, diagramas de estado, diagramas de clases y

diagramas de flujo, lo que lleva al software a una solida documentacion de diseno.

2.3. Razon de Cambio

La razén de cambio (de una variable respecto de otra) es la magnitud del cambio
de una variable por unidad de cambio de la otra. Si las variables no tienen ninguna
dependencia la tasa de cambio es cero.

En general, es una relacién funcional y = f(z), la razén de cambio de la variable
dependiente y respecto de la independiente x, se calcula mediante un proceso de

w, denominada cociente diferencial.

limite de la razon
En sentido estricto entonces, la razén de cambio es el limite del cociente diferencial
cuando t tiende a cero. De esta manera, la razéon de cambio es la interpretacién
fundamental de la derivada de una funcion.
Por ejemplo:

En la funcién lineal f(z) = ma + b, no es necesario tomar el limite pues:
flz+t)— fle) =max+mt+b—ma —b=mt

y la t se cancela en la razén ! sin necesidad de pasar al limite. Resaltando

(w+t1—f (z)
que m es la pendiente de la recta f(z) = mz + b. Y es la razén de cambio de la
altura y (variable dependiente) respecto a la = (variable independiente). Viéndose
graficamente, es el cambio de la altura y por unidad de cambio (aumento) en z.

Es importante, no sélo porque, al tomar el limite cuando ¢ tiende a cero resulta
la derivada de la funcion, sino también porque admite la siguiente interpretacién
fundamental para la comprension de la derivada y para sus aplicaciones: El cociente
diferencial es la pendiente de la secante (recta que corta a la grafica de f) que pasa
por los puntos (x, f(z)) y (z +1t, f(x + t)).

Es debido a esta interpretacion del cociente diferencial que se dice que: La de-
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rivada es la pendiente de la tangente a la curva (la grafica de f(z)) en el punto
(=, f(z)).
Asi mismo, ¢ se interpreta como una variacion de x y debe considerarse pequena

(puesto que al final “se ird a cero”). (Matemat, 2009)

2.4. Diferenciacion Numérica

La derivada de una funcién f en xg es:

f(xo + h) — f(xo)
h

lim
h—0

Esta férmula indica una manera obvia de generar una aproximacién de f'(x);

basta calcular
f(xo) +h) — f(xo)
h

para valores pequenos de h. Aunque esto parezca evidente, no es muy 1til, debido

a nuestro error por redondeo. Sin embargo, ciertamente es un punto de partida.
(Burden, 2002)

Por lo anterior se ha originado el desarrollo de diversas formulas de diferenciacion

numeérica, como es:

La diferencia dividida central, que no es sino una de tantas que surgen en el

desarrollo de la serie de Taylor para la aproximacion de las derivadas numeéricas:

J () = f($i+1)2—hf($i—1)

Donde a h se le llama “tamano de paso”, esto es, la longitud del intervalo sobre
el cual se hace la aproximacion. El analisis de la serie de Taylor ha llevado a la
informacion practica de que la diferencia central es la representacién mas exacta de
la derivada. (Suarez, 2003)
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2.5. Recta Tangente y Recta Secante

La recta secante es una recta que corta a una circunferencia en dos puntos.
Conforme estos puntos se acercan y su distancia se reduce a cero, la recta adquiere
el nombre de recta tangente.

Esencialmente, el problema de hallar la recta tangente en un punto P se reduce
al de hallar su pendiente en ese punto. Se puede aproximar la pendiente de la recta
tangente usando la recta secante que pasa por P y otro punto cercano a la curva,

como se indica en la figura (2.2)

(c+ Ax,f(c + Ax))

‘.__ f(c + Ax) — f(c)

(e f(c))

Figura 2.2: Recta secante

Si (¢, f(c)) es el punto de tangencia y (¢ + Az, f(c + Az)) es el otro punto de
la grafica de f, la pendiente de la recta secante que pasa por esos dos puntos viene

dada por:

Y2 —
m =

T2 — T
_ S+ Ax) - f(o)
T (e+Az)—c

_ fle+ Ax)— £(0)
Az
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El elemento de la derecha en esta ecuacién es un cociente incremental (o de
incrementos). El denominador Az es el cambio (o incremento) en x y el numerador
Ay = f(c+ Ax) — f(c) es el cambio o incremento en y.

Con este proceso, se pueden obtener aproximaciones mas, y mas precisas de la
pendiente de la recta tangente tomando puntos de la grafica cada vez mas préximos
al punto P de tangencia. Es decir, si f estd definida en un intervalo abierto (a,c) y

ademés existe el limite:

o Ay fle+ A - /()

Az—0 Am B Az—0 AZE

=m

Entonces, la recta que pasa por (¢, f(c¢)) con pendiente m se llama recta tangente
a la gréfica de f en el punto (¢, f(c)). (Larson, 1999)

2.6. Interpolacion

En ciertos casos el usuario conoce el valor de una funcién f(x) en una serie de
puntos xy,Zs, -+, Ty PEro no se conoce una expresiéon analitica de f(z) que permi-
ta calcular el valor de una funcién para un punto arbitrario. Un ejemplo claro son
las mediciones de laboratorio, donde se mide cada minuto un valor, pero se requie-
re el valor en otro punto que no ha sido medido. Otro ejemplo son mediciones de
temperatura en la superficie de la Tierra, que se realizan en equipos o estaciones me-
teoroldgicas y se necesita calcular la temperatura en un punto cercano, pero distinto
al punto de medida.

La idea de la interpolacion es poder estimar f(z) para un x arbitrario, a partir
de la construccion de una curva o superficie que une los puntos donde se han rea-
lizado las mediciones y cuyo valor si se conoce. Se asume que el punto arbitrario x
se encuentra dentro de los limites de los puntos de medicién, en caso contrario se
llamaria extrapolacion.

Existe un sinntimero de métodos de interpolacién, incluyendo la interpolacion
lineal, polinomial, lagrange, splines y la de minimios cuadrados.

En muchos casos el usuario se enfrenta a funciones para las cuales la interpolacion

no funciona. Por ejemplo, la funcion:



2.6. Interpolacion 21

1 1
f(z) =2+ —In[(m —2)?] + 1 (2.1)

3 m
tiene una singularidad en = 7 (ver figura 2.3). Cualquier método de interpola-
cion que se base en valores de z = 3.14, 3.15,3.16 muy probablemente va a generar

un resultado erroneo para x = 3.1415. .. (figura 2.3).

Figura 2.3: Los métodos de interpolaciéon pueden tener problemas interpolando una
funcién con singularidades.

En concreto el problema que se plantea es el siguiente: Interpolar una funcion
f I € R — R en un conjunto abierto D y en un conjunto de n + 1 puntos
{zo, 1+, x,} C I es encontrar otra funcién ¢ de manera que sobre estos puntos, la

nueva funcién tome los mismos valores que la funcién original. Es decir, verificando
Algunas técnicas de interpolacién son:

= Interpolacién polinémica: ® es una funcién polinémica de x, es decir:

2
O(x;  ag,...,an) = ag+ a1x + agx” + -+ + a,z"

» Interpolacién racional: ¢ es una funcién racional (cociente de polinomio) de z,
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es decir:

_ag+ ayx + ax® + - 4 apa”
b+ by 4 box® + -+ by

O(x;a0,. .., an, b0, ..., by)

» Interpolacién exponencial: ¢ es una combinacién lineal de exponenciales reales,

es decir:

. b b b b
O(x;a0, ..., a0, b0, ..., 0,) = age™® + a1 + ase”™* + -+ + a, "

= Interpolacion trigonométrica: ® es una combinacién lineal de exponenciales

imaginarias, es decir:
, o; 4
O(x;a9,...,a,) = ag + ar1€” + aze”™ + -+ + a,e™”

con i = y/—1. Recordemos que por la férmula de Euler se tiene que e =

cos(z) +isin(z) con z € R

2.6.1. Interpolacion Polinomial

Con frecuencia se encontrara con que tiene que estimar valores intermedios entre
datos definidos por puntos. El método méas comin que se usa para este proposito es
la interpolacion polinomial. La férmula general para un polinomio de n—ésimo grado
es:

f(x) =ap+ a1z + agx® + -+ - + a, 2" (2.2)

Dados n + 1 puntos, hay uno y sélo un polinomio de grado n que pasa a través
de todos los puntos’. Por ejemplo, hay sélo una linea recta (es decir, un polinomio
de primer grado) que une dos puntos; de manera similar, inicamente una parabola

une un conjunto de tres puntos: (figura 2.4).

'De hecho se puede probar que dados n + 1 puntos, con abscisas distintas entre si, existe uno y
solo un polinomio de grado a lo més n que pasa por estos puntos
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i
(]
r
I
)
]
L

Figura 2.4: Ejemplos de interpolacién polinomial. De primer grado (lineal) que une
dos puntos; de segundo grado (cuadrética o pardbola) que une tres puntos; y de
tercer grado (cibica) que une cuatro puntos.

La interpolacion polinomial consiste en determinar el polinomio tinico de n—ésimo
grado que se ajusta a n+1 puntos. Este polinomio, entonces, proporciona una férmula
para calcular valores intermedios.

Aunque hay uno y sélo un polinomio de n—ésimo grado que se ajusta a n+1 pun-

tos, existe una gran variedad de formas matematicas en las cuales puede expresarse

este polinomio.

2.6.2. Aproximacion por Minimos Cuadrados

En el caso de la interpolacién, la condicién impuesta al polinomio de interpolacion
de ser igual a la funcién en los puntos del soporte (P, (zx) = f(xy)), requiere implici-
tamente que el valor f(xy) sea exacto. Sin embargo, en situaciones reales de valores
f(zx) obtenidos experimentalmente, esta situaciéon nunca es exacta debido a multi-
ples factores. En tales condiciones, no tiene mucho sentido exigir que P, (zx) = f(xx).

Se hace pues necesario introducir una técnica de aproximacion que no requiera de

estas restricciones.
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Definamos V' un espacio funcional en el cual se puede definir el producto escalar

(s6lo caso discreto para fines de esta tesis):

(fr9) =>_ flzr)g(zy)ds, z,€ S

Entonces una norma sobre V' se construye a partir de:

11l = |22 2 (x)dx

Con el producto escalar y la norma asi definida, se dice que V' constituye un

espacio de Hilbert.

Consideremos ahora una base formada por las m~+1 funciones by (), by (), . . ., by (),

con las cuales se quiere construir el polinomio de aproximacién:

P, (z) = cobo(x) + c1b1(x) + - - - + cbpm(2)

Entonces el error cometido al aproximar f por P, es:
E(c) = f(z) — Bn(x)

Es obvio que para cada polinomio P,,, el error dependera de los coeficientes ci
que son quienes controlan la calidad de la aproximacion y la cual se trata de que
sea Optima. Esta optimizacion equivale a pedir que el error sea minimo y esto, en un

espacio de Hilbert, significa que el tamano de F(c) sea lo més pequeno posible.
f(z) = Py,(z) es 6ptima si ||E||, es minimo. Pero ||E||, = <E(ck),E(ck)>%

Para valores inferiores a 1, el cuadrado es mas pequeno que el niimero:
(E(cw), Ecr)) < (E(cr), E(cr))®

es mejor entonces minimizar ||E||?, para lo cual es suficiente que:

0
af%HEHz =0 (2.3)
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Por otra parte |[E|[2 = |1 = Pall? = (f(z) = Pu(@), f(x) = Pu(z)} y entonces;
s IEIE = o [ 1) = P e = =2 [ [7(&) = Pal@)] - bo(w)da

La condicién (2.3) es equivalente a:

1o, _
~ 55 1B = (@) = Puw). @) = 0 (24)

Pero como P,,(z) = Y1, ckbr(z), entonces (2.4) se escribe:

<f(fv) - gj(%bk(x% bk(x)> = (f(@) = cobo(@), by(2)) + - - + (f(x) = embm (), bx(2))
= (f(2), bi(2)) = co {bo(@), bk () = -+ = cm (bm (), by(2))

=0
Finalmente:
co (br, bo) + 1 (bg, b1) + K + ¢, (bi, bin) = (f, D)
Como esto debe cumplirse para toda by(x) para k = 0, - - -, m; entonces lo anterior

equivale al sistema lineal:

boo bo1 bo2 -+ bom Co <f, bo>
biog bi1 biz -+ bip C1 <f, b1>
bao ba1 bag - bay | @] 2 | = <f7 b2> (2-5>
me bml bm2 Tt bmm Cm <f> bm>

En donde b;; = (b;, b;) es el producto escalar definido anteriormente. Para el caso
discreto, la ecuacién (2.5) constituye el método de minimos cuadrados. En ambos

casos, el polinomio de aproximacién es:

Pm<x) = (bo(x)’bl(x)vbQ(x)v7bm(x)) (26>
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2.7. Ambientes Tecnolégicos

Un ambiente de aprendizaje es un espacio propicio para la adquisicion de nuevos
conocimientos y experiencias, en donde se presenta la interaccién entre los distintos
componentes que lo comprenden. Como se ha podido ejemplificar en clase, éstos no
solo se presentan mediante la interaccién de profesor-alumno, sino también se pueden
dar entre alumno-alumno y en todos aquellos espacios en los que éstos se relacionan
e interactuan.

Asi mismo, se puede definir como un ambiente de aprendizaje a:

“Un espacio donde se lleva a cabo un proceso de aprendizaje. Se genera
desde una situacion inicial, con unos recursos particulares y unos partici-
pantes especificos, en una institucion educativa con caracteristicas dadas

por su contexto” (Jaramillo, Castellano, Castaneda, Ordonez, 2004).

Lo que denota que los ambientes de aprendizaje son propicios en la interaccién
entre alumno-profesor o alumno-alumno, asi como hace referencia a la experiencia
que se ha generado entre ellos de acuerdo a las necesidades de cada persona.

Segin Nassif (1984):

El ambiente es el medio en el que viven los individuos y a los grupos en
el cual estan inmersos. El ambiente puede referirse al contexto cercano
en el que el individuo vive su cotidianeidad y que es percibido de manera
directa por sus sentidos, como el contexto global y universal. Habiendo
diferentes tipos de ambientes, el ambiente natural, el ambiente social y

el ambiente cultural.

El disenio de los Ambientes Tecnolégicos Interactivos propicios para el Apren-
dizaje de las Matematicas (ATIAM) debe incorporar propuestas tedricas y ademéds
actividades que faciliten y estimulen la construccién de aprendizajes. La potenciali-
dad de motivacion de los ATTAM, permite que el estudiante desarrolle las habilidades
necesarias para el aprendizaje de conceptos matematicos (discusién, andlisis, refle-
xién, etc.) y los procesos de construccién involucrados (Nunez, 2008).

Asimismo, se deben de tomar en cuenta algunos alcances que tienen los ambientes

tecnologicos en el aprendizaje de las matematicas:



2.7. Ambientes Tecnoldgicos 27

1. La interactividad entre los diferentes actores, la computadora y el objeto de

conocimiento se fortalecieron.

2. La motivacién y el dinamismo en los estudiantes con respecto a los tradiciona-

les.

3. Fortalecer de sobremanera el aprendizaje colaborativo cuando se trabaja en

estos tipos de ambientes.

4. La experiencia en un medio interactivo debera ser mas productiva si la tecno-

logia se combina, ademéas con una estrategia metodolégica adecuada.

5. Los estudiantes participantes adquieren un aprendizaje mayor, con un soporte
técnico adecuado que les permita manejar las herramientas del ambiente de

aprendizaje.

6. Se fortalece la capacidad para identificar, acceder y manejar fuentes de infor-

macion.

7. Se presupone que a la mayoria de los alumnos les gustard este ambiente, aunque
esto pueda ocasionar una mayor responsabilidad en su actividad y ansiedad que

en un curso tradicional.

8. El ambiente de interactividad tiende a ser exitoso (segun las teorfas construc-

tivistas) y con efectos positivos sobre el aprendizaje de los alumnos.

Por otro lado, hay que tomar en cuenta que, al cambiar de escenario para la

ensenianza también se deberan cambiar las actitudes de todos los involucrados:

1. Si el profesor no se desprende de los habitos que se adquieren en la ensenianza
tradicional, sera imposible lograr un aprendizaje significativo utilizando estos

ambientes.

2. Es necesario que el alumno trabaje de tal forma que la interaccién con com-
paneros, genere comentar sus dudas y al mismo tiempo encuentren sugerencias
para resolverlas. Si ésta parte se descuida, el ambiente de aprendizaje corre el

riesgo de caer en una clase tradicional.
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3. En ocasiones, muchas escuelas tienen laboratorios de computacién improvi-
sados que no cubren los requerimientos minimos. El espacio fisico debe ser
adecuado a las necesidades de trabajo, es decir, amplio, con mobiliario cémodo
y con espacio suficiente en los escritorios para que los estudiantes pongan sus

libretas cuando estan resolviendo en forma escrita cada una de sus actividades.

4. En algunas ocasiones los centros educativos no cuentan con el tiempo necesario
en el aula de computo, para materias diferentes a las de informética que puedan

accesar por lo menos dos veces por semana al mismo.

2.8. Aprendizaje Colaborativo

Muchos de los desarrollos recientes que integran las nuevas tecnologias a la en-
senanza de las ciencias estan basados en modelos de aprendizaje colaborativo, que
hacen uso intensivo del potencial comunicativo e interactivo de las nuevas tecnologias
(Nunez, 2008).

Las corrientes de pensamiento socio-constructivista han mostrado que las nuevas
tecnologias permiten poner en practica principios pedagodgicos, en los que el estu-
diante es el principal actor en la construccion de sus conocimientos. Con el apoyo de
situaciones disenadas y desarrolladas por el docente, se puede ayudar al alumno a
adquirir aprendizajes significativos, dentro de un marco de acciéon concreta y al mis-
mo tiempo colectiva. Las tecnologias actiian como catalizadores de cambio cuando
son usadas para la ensenanza de las ciencias. El estudiante que aprende cuando se
encuentra en entornos de aprendizaje tecnolégicamente enriquecidos puede construir
una comprension del mundo a través de los objetos que manipula y sobre los cuales
reflexiona (Nufez, 2012)

Waldegg (2002) menciona que “colaboracion se refiere a cualquier actividad que
dos 0 mas individuos realizan juntos”; de manera més precisa, senala que “lo comun
de las diferentes definiciones de colaboracion es que se enfatiza la idea de corres-
ponsabilidad en la construccién del conocimiento y el compromiso compartido de los
participantes”.

Ferreiro y Calder6n (2007) hacen mencién, de que los antecedentes del aprendizaje

colaborativo se remontan a la historia de la humanidad, ya que el aprendizaje, aunque
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es un fenomeno individual, se da en un marco de relaciones sociales y de ayuda.
Hacen mencién de cuatro elementos basicos que pueden ser parte de un modelo

de un grupo pequeno en el aprendizaje colaborativo:

La interaccion cara a cara.

Responsabilidad individual.

Interdependencia positiva.

Desarrollo de estrategias sociales.

Reynolds (1995) senala, “el aprendizaje colaborativo es en esencia, el proceso de
aprender en grupo. Pero el ser capaz de introducir y dirigir el aprendizaje en equipo
implica vivenciar el desarrollo de habilidades”.

Segtin Dubinsky (1996) en el aprendizaje colaborativo, los estudiantes realizan el
trabajo en grupos o equipos, esto proporciona un ambiente de interaccién social que

puede mejorar la maduracion de su entendimiento. En este tipo de aprendizaje:

El papel del profesor se mueve de ser la figura central de toda actividad
a ser un componente del ambiente total de aprendizaje, con un papel de
guia, facilitador, creador de situaciones de aprendizaje y asesor, tomando
el estudiante la responsabilidad de aprender y hacer las construcciones

mentales que requiera.

En adicién, la tecnologia, el trabajo colaborativo y la evaluacion cotidiana son
mediadores del aprendizaje en los alumnos. Al trabajar en equipo con la tecnologia
y las actividades, las interacciones que se suscitan y las negociaciones que se dan
entre los estudiantes, al analizar e interpretar los resultados, ayudan a lograr un
aprendizaje sélido y significativo de los conceptos que trabajan (Nufiez, 2011).

Para Slavin (1999), “La esencia del aprendizaje colaborativo, es la motivacién
para ayudarse y alentarse para aprender, y, quizas mas importante, aplaudir el éxito
de otro y no su fracaso”.

El aprendizaje colaborativo, menciona Ferreiro (2001), es el medio para:

s La construccién social del conocimiento.
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= Lograr la calidad de la educacion.

= Desarrollar las potencialidades individuales y de los equipos.

Las dos principales perspectivas tedricas de la Teoria de la Colaboracion, que
explican los mecanismos para lograr el aprendizaje colaborativo basado en compu-
tadora, son el pensamiento de Piaget y el pensamiento de de Vigotsky.

El primer mecanismo que promueve el aprendizaje en este contexto es el conflicto
sociocognitivo de origen piagetiano, donde los ninos de diferentes niveles de desarrollo
cognitivo o con el mismo pero con perspectivas diferentes, pueden comprometerse en
una interaccion social en el pensamiento de los participantes, que dé como resultado
la construccion de nuevas estructuras conceptuales y una nueva comprension

El segundo mecanismo se formula sobre la base de las ideas de Vigotsky, en donde
hay dos interpretaciones basicas. La primera supone que, a causa del compromiso en
actividades colaborativas, el individuo puede realizar algo que no podia antes de la
colaboracién, gana en conocimiento y desarrolla nuevas competencias como resultado
de la internalizacion que ocurre en un contexto de aprendizaje colaborativo. La otra
interpretacion, enfatiza el rol del compromiso mutuo y la construccién compartida
del conocimiento, en donde el aprendizaje es mas un asunto de participacién en un
proceso social de construccion de conocimiento que un esfuerzo individual.

Hoy en dia las actividades escolares requieren que tanto profesores como alumnos,
sean capaces de organizar, atender y coordinar acciones en equipo para que desarro-
llen en los estudiantes la motivacion de dicho trabajo y sea 1til en la vida laboral

futura de éstos.

2.9. Registros de Representacion

No es posible estudiar los fenémenos relativos al conocimiento, sin recurrir a la
nociéon de representacion. Luego de Descartes y de Kant, la representacion ha sido
el centro de toda reflexién que se preocupe por las cuestiones que tiene que ver con
la posibilidad y la construcciéon de un conocimiento cierto. Y esto, porque no hay
conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin una actividad de representacién. No

es sorprendente pues, que igualmente se haya impuesto la nocién de representacion
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en los estudios psicologicos sobre la adquisicion de los conocimientos o sobre sus
tratamientos. Ahora bien, esta nocién de representacion se ha presentado en tres
ocasiones distintas, cada una con una determinacién totalmente diferente al fenémeno

designado.

La primera vez que se presenté fue en los anos 1924 — 1926, como representacion
mental en el estudio de Piaget sobre La representacion del mundo en el nino, relativo
a las creencias y las explicaciones de los nifnios pequenos sobre los fenémenos naturales
y fisicos. El método empleado para el estudio de las representaciones mentales fue
esencialmente la entrevista, en lo que puede parecer un error, es considerado como
una vision distinta de las cosas o de otra légica. En “El nacimiento de la inteligencia
en el nino” (1937), Piaget recurre a la nocién de representaciéon como “evocacién de
los objetos ausentes”, para caracterizar la novedad del ultimo de los estadios de la

inteligencia sensomotriz (p. 305-306)

La segunda vez, a partir de 1955 — 1960, como representacion interna o compu-
tacional con las teorias que privilegian el tratamiento, por un sistema de las repre-

sentaciones recibidas de modo tal que produzcan una respuesta adaptada.

Y la tercera vez, desde hace unos diez anos, como una representacion semiotica
en el marco de los trabajos sobre la adquisicion de los conocimientos matematicos y
sobre los considerables problemas que su aprendizaje suscita. La especificidad de las
representaciones semiotica, consiste en que son relativas a un sistema particular de
signos: el lenguaje, la escritura algebraica o los graficos cartesianos y en que pueden
ser convertidas en representaciones “equivalentes” en otro sistema semidtico, pero
pudiendo tomar significaciones diferentes para el sujeto que la utiliza. La nocién de
representacion semiotica presupone, la consideracion de sistemas semidticos diferen-
tes y una operacion cognitiva de conversién de las representaciones de un sistema
semidtico a otro. Esta operacion ha de ser descrita en primer lugar como “un cambio
de forma”. Ligar una representacién grafica con una fraccién numérica, o pasar del
enunciado de una relacién a la escritura literal de esta relacién, habra de considerarse

como el “cambio de la forma en que un conocimiento esta representado”.

Se ha probado que cambiar la forma de una representacién, es para muchos
alumnos en los diferentes niveles de ensenanza, una operacion dificil e incluso en

ocasiones resulta casi imposible. Todo sucede como si la comprension de un contenido
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lograda por la mayoria de los alumnos quedara limitada a la forma de representacion
utilizada.

El analisis del desarrollo de los conocimientos y de los obstdculos encontrados en
los aprendizajes fundamentales relativos al razonamiento, a la comprensién de textos
y a la adquisiciéon de tratamientos l6gicos y matemadticos, enfrenta tres fenémenos

que estan estrechamente ligados.

Diversificacion de los registros de representacién semiética. Ellenguaje na-
tural y las lenguas simbdlicas no pueden considerarse como un tnico y mismo
registro. Asi como tampoco los esquemas, las figuras geométricas o los niimeros

fraccionarios.

Diferenciacién entre representacién y representado. O al menos entre forma
y contenido de una representacion semidtica. Esta diferenciacién generalmente
estd asociada a la comprension de lo que una representacion representa y, por
tanto, a la posibilidad de asociar estas representaciones y de integrarlas en los

procedimientos de tratamiento.

Coordinacion entre registros de representacion semiotica disponibles. El co-
nocimiento de las reglas de correspondencia entre dos sistemas semioticos di-
ferentes no es suficiente para que puedan ser movilizados y utilizados conjun-

tamente.

Existen dos aspectos importantes a considerar cuando se trabaja con representa-

ciones, éstas son: la semiosis y la noesis.

La semiosis es cualquier forma de actividad, conducta o proceso que involucre sig-
nos. Incluyendo la creacién de un significado. Es un proceso que se desarrolla
en la mente del intérprete; se inicia con la percepcién del signo y finaliza con

la presencia en su mente del objeto del signo.

La noesis es la actividad del pensamiento por la que éste accede a un conocimiento
directo e inmediato del objeto. Se opone, pues, tanto a la percepcién sensible,
que requiere la mediacién de los sentidos, como al pensamiento discursivo que

recurre a la mediacién del razonamiento y/o del cdlculo. Para Platon la noesis
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representa el grado mas elevado de conocimiento, al ser la tnica capacidad del

alma que permite la captacién directa de las Ideas, de la verdadera realidad.

El fenémeno que nos permite comprender el papel de la semiosis en el funciona-
miento del pensamiento y en el desarrollo de los conocimientos no es el empleo de
tal o cual tipo de signos, sino la variedad de los signos que pueden ser utilizados. La
semiosis es inseparable de una diversidad inicial de tipos de signos disponibles.

Los sistemas semidticos deben permitir cumplir las tres actividades cognitivas

inherentes a toda representacion:

Formacién. Construir una marca o un conjunto de marcas perceptibles que sean
identificables como una representacion de alguna cosa en un sistema determi-

nado.

Tratamiento. Transformar las representaciones de acuerdo con las tnicas reglas
propias al sistema, de modo que se obtengan otras representaciones que puedan
construir una ganancia de conocimiento en comparacion con las representacio-

nes iniciales.

Conversion. Convertir las representaciones producidas en un sistema de represen-
taciones en otro sistema, de manera tal que éstas tltimas permitan explicitar

otras significaciones relativas a aquello que es representado.

No todos los sistemas semioticos permiten estas tres actividades cognitivas fun-
damentales, por ejemplo, el lenguaje morse o la codificacion de transito. Pero el
lenguaje natural, las lenguas simbodlicas, los graficos, las figuras geométricas, etc.
si las permiten.

Los registros de representacién constituyen los grados de libertad de los que puede
disponer un sujeto para objetivarse él mismo de una idea ain confusa, un sentimiento
latente, para explorar las informaciones o, simplemente, para comunicarlas a un
interlocutor. La cuestiéon de la relacion entre semiosis y noesis concierne inicamente
a los sistemas que permiten las tres actividades de representacién y no a todos los
sistemas semioticos.

Generalmente no se distinguen las actividades de tratamiento y de conversion de
las representaciones, no obstante ser tan diferentes. En la descripcion de los proce-

dimientos, de los recorridos o de las estrategias de respuesta, esas actividades son
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reducidas a su tratamiento comun, el de transformacion de las representaciones da-

das. Sin embargo es esencial separarlas muy bien.

Un tratamiento es una transformacién que se efectia al interior de un mismo re-
gistro, aquél en que son utilizadas las reglas de funcionamiento: un tratamiento,

pues, no moviliza mas que un sélo registro de representacion.

La conversidon es, al contrario, una transformacién que hace pasar de un registro
a otro; requiere pues su coordinacién por parte del sujeto que la efectia. El
estudio de esta actividad de conversion debe entonces permitir la naturaleza

del estrecho lazo entre semiosis y noesis.

2.9.1. Representaciones semiodticas y aprendizaje

Duval (1993) senala que cada una de las diferentes formas en que puede repre-
sentarse un objeto matematico proporciona diferente informacién acerca del mismo
y, por tanto, el tener presentes varias de ellas de manera simultanea, permite tener
un mejor entendimiento de él. Asi mismo, las diferentes acciones que se pueden rea-
lizar sobre una representaciéon influyen en nuestro entendimiento de los conceptos
matematicos.

Cuando se realiza un cambio de una representacion a otra; es decir, cuando se
realiza una conversién entre representaciones (Duval, 1993), se conecta y expande
la cantidad de informacién que tenemos del objeto. Asi mismo, cuando realizamos
tratamientos sobre una representacién, modificando algunas condiciones del objeto
representado, se puede observar los invariantes y variaciones en los elementos carac-
teristicos los objetos, lo que puede llevar al planteamiento y verificacién de conjeturas,
y a trabajar en una matematica mas experimental.

Una comprension de las relaciones existentes entre representaciones mentales,
representaciones computacionales y representaciones semioticas, jugando un papel
en la cognicién, pasa por la posibilidad de una clasificacién de estos diferentes tipos
de representacion. Para caracterizarlas, los autores Ny (1985), Palvo (1986), Larkin &

Simon (1987), recurren generalmente a una de las dos oposiciones clésicas siguientes:

1. La oposicién consciente/no-consciente es la oposicién entre lo que aparece

a un sujeto y él observa, de una parte; y lo que a él se le escapa y no puede
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observar, de otra. En este sentido, a conciencia se caracteriza por la mirada de
“alguna cosa” que toma ipso facto el status de objeto para el sujeto que efectiia
esta mirada. El pasaje de la no conciencia a la conciencia, corresponde a un
proceso de objetivacion para el sujeto que toma conciencia. La objetivacion
corresponde al descubrimiento por el sujeto mismo de aquello que hasta enton-
ces no sospecha, incluso si otros se lo hubieran explicado. Las representaciones
conscientes son aquellas que presentan este caracter intencional y que cumplen
una funciéon de objetivacién. La significacién es la condicién necesaria de la

objetivacién para el sujeto, es decir, de la posibilidad de tomar conciencia.

2. La oposicién externo/interno es la oposicién entre lo que de un individuo,
de un organismo o de un sistema es directamente visible y observable, y lo que
al contrario, no lo es. Esta oposiciéon permite dividir el dominio de las repre-
sentaciones mediante dos precisiones suplementarias. La primera es que todas
las representaciones llamadas “externas” son representaciones producidas co-
mo tales por un sistema: no son sintomas. Como por ejemplo, la expresién de
las emociones que se percibe en la cara; la segunda es que la produccién de
una representacion externa sélo puede efectuarse a través de la aplicacion de
un sistema semidtico. Las representaciones externas son, por naturaleza, repre-
sentaciones semidticas. Estas representaciones estan por tanto estrechamente
ligadas a un estado de desarrollo y dominio de un sistema semiético. Son acce-
sibles a todos los sujetos que han aprendido el sistema semiotico utilizado. Las
representaciones internas son las representaciones que pertenecen a un sujeto y

que son comunicadas a otro por la produccion de una representacion externa.

Una representacion interna puede ser consciente ¢ no-consciente, mientras que
una representacién consciente puede ser exteriorizada ¢ no. El cruce de estas dos

oposiciones permite distinguir tres tipos de representaciones.
1. Representaciones semioticas, son a la vez conscientes y externas.

2. Representaciones mentales, son todas aquellas que permiten una mirada del
objeto en ausencia total de significado perceptible. Generalmente son identifi-
cadas con las “imagenes mentales” en tanto que entidades psicologicas que han

tenido una relacién con la percepcién.
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3. Representaciones computacionales, son todas aquellas cuyos significantes, de
naturaleza homogénea, no requieren de la mirada al objeto y permiten una
transformacién algoritmica de una serie de significantes en otra. Estas repre-
sentaciones expresan la informacion externa en un sistema de manera tal que

la hacen direccionable, recuperable y combinable al interior de ese sistema.

2.9.2. Representaciones semioéticas, tratamientos intenciona-

les y aprendizaje

A pesar del parentesco aparente, las representaciones computacionales y las re-
presentaciones semioticas no tienen la misma naturaleza. Unas son representaciones
internas a un sistema e independientes de toda visién del objeto. Otras son repre-
sentaciones conscientes, inseparables de la visién de alguna cosa que toma ipso facto
el status del objeto. Esta diferencia de naturaleza se expresa en la existencia de dos
tipos de tratamiento, cuya complementariedad es indispensable para dar cuenta del
funcionamiento y del desarrollo cognitivo del pensamiento humano: los tratamientos

cuasi-instantaneos y los tratamientos intencionales.

Los tratamientos cuasi-instantaneos. Son aquellos que son efectuados antes de
haber sido observados y que producen las informaciones y las significaciones de
las cuales un sujeto tiene inmediata conciencia. Intuitivamente, los tratamientos
cuasi-instantaneos corresponden a la familiaridad o a la experiencia que resulta

de una larga préctica o de una competencia adquirida en un dominio.

Los tratamientos intencionales. Son aquellos que para ser efectuados toman al
menos el tiempo de un control consciente y que se dirigen exclusivamente a los

datos previamente observados, en una vision incluso furtiva del objeto.

Toda actividad cognitiva humana se basa en la complementariedad de estos dos

tipos de tratamientos.
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2.9.3. Las actividades cognitivas fundamentales de la repre-

sentacion ligadas a la semiosis

Hay tres actividades cognitivas de representacion inherentes a la semiosis. La
primera es evidentemente, la formacién de representaciones en un registro semioti-
co particular, otra para “expresar” una representacion mental, otra para “evocar”
un objeto real. Esta formacion implica siempre una seleccion en el conjunto de los
caracteres y de las determinaciones que constituyen lo que se “quiere” representar.
Las otras dos actividades estan directamente ligadas a la propiedad fundamental de
las representaciones semioticas: su transformabilidad en otras representaciones que
conservan ya sea todo el contenido de la representacién inicial o bien sélo una parte
de ese contenido. Hablaremos de “tratamiento” cuando la transformacion produce
otra representacion en el mismo registro. Y hablaremos de “conversién” cuando la
transformacién produce una representacién en un registro distinto al de la repre-
sentacion inicial. Formacion, tratamiento y conversion son las actividades cognitivas
fundamentales de la semiosis.

Estas diferentes actividades estdn reagrupadas en lo que generalmente se llaman

“tareas de produccion” y “tareas de comprension”.

2.9.4. Formacion de representaciones semiéticas y conformi-

dad a las restricciones de un sistema semiotico

La formacion de una representacién semidtica es el recurso a un signo para ac-
tualizar la mirada de un objeto. Excepto en los casos de idiosincrasia, los signos
utilizados pertenecen a un sistema semiotico ya constituido y ya utilizado por otros:
la lengua materna, un cédigo icénico de representacion grafica o artistica, una lengua
forma, etc. Los actos mas elementales de formacion son, segin los registros, la desig-
nacién nominal de objetos, la reproduccion de su contorno percibido, la codificacion
de relaciones o de algunas propiedades de un movimiento. Naturalmente, estos actos
elementales son interesantes sélo en la medida en que las representaciones asi for-
madas, estan implicita o explicitamente, articuladas en representaciones de orden
superior: frase, imagen, esquema, tabla, etc. Esta articulacién en representaciones de

orden superior depende de las posibilidades de estructuracién propia a cada sistema
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semiotico. Por tanto, es importante que la formacién de representaciones semidticas
respete las reglas propias al sistema empleado no sélo por razones de comunicabili-
dad, sino también para hacer posible la utilizacion de los medios de tratamiento que
ofrece ese sistema semiotico empleado. Asi, mas que reglas de produccion, preferimos
hablar de reglas de conformidad.

Las reglas de conformidad son aquellas que definen un sistema de representacion
y, en consecuencia, los tipos de unidades constitutivas de todas las representaciones

posibles en un registro. Estas se refieren esencialmente a:

» La determinacién (estrictamente limitada, o al contrario, abierta) de unidades
elementales (funcionalmente homogéneas o heterogéneas): simbolos, vocabula-

rio, etc.

= Las combinaciones admisibles de unidades elementales para formar unidades
de nivel superior: reglas de formacién de un sistema formal, gramatica de las

lenguas naturales, etc.

= Las condiciones para que una representacion de orden superior sea una pro-
duccion pertinente y completa: reglas candnicas propias a un género literario

0 a un tipo de produccién en un registro.

Las reglas de conformidad permiten identificar un conjunto de elementos fisicos
o de trazos (sonidos, posiciones opuestas de un circuito, caracteres, rayas, etc.) co-
mo una representaciéon de alguna cosa en un sistema semiético: es un enunciado en
aleman, es un célculo, es una formula fisica, es una figura geométrica, es una carica-
tura, es un esquema de un circuito, etc. Las reglas, pues, permiten el reconocimiento

de las representaciones en un registro determinado.

2.9.5. Tratamiento de las representaciones semiodticas y ex-

pansion informacional

Un tratamiento es la transformacién de una representacién (inicial) en otra re-
presentacién (terminal), respecto a una cuestién, a un problema o a una necesidad,
que proporcionan el criterio de interrupcién en la serie de las transformaciones efec-

tuadas. También es la transformacién de una representacion interna a un registro de
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representacion o a un sistema. El calculo es un tratamiento interno al registro de una
escritura simbdlica de cifras o de letras; sustituye en el mismo registro de escritura
de los niimeros, expresiones nuevas por expresiones dadas.

Las reglas de expansion de una representacion, son por definicién, reglas cuya
aplicacion da una representacion del mismo registro que la representacién de parti-
da, estas reglas son totalmente distintas a las reglas de conformidad. Las primeras
reglas de expansion informacional explicitamente realzadas, lo han sido en el marco
de la légica, bajo la apelacién de reglas de derivacién (regla de apelacion y regla
de sustitucién). Las reglas de produccion, reglas de naturaleza inferencial definidas
en el marco de la Inteligencia Artificial, reglas de coherencia tematica y las reglas

asociativas de contigiiidad y de similitud.

2.9.6. Conversion de las representaciones y cambio de regis-

tro

La conversién es la transformacién de la representacién de un objeto, de una
situacion o de una informacion dada en un registro, en una representacion de es-
te mismo objeto, esta misma situaciéon o de la misma informacién en otro registro.
Las operaciones que habitualmente se han designado con los términos “traduccion”,
“ilustracion”, “transposicién”, “interpretacion”, “codificacion”, etc., son operaciones
que hacen corresponder una representaciéon dada en un registro con otra represen-
tacién en otro registro. La conversion es pues, una transformacion externa relativa
al registro de la representacién de partida. Por ejemplo: el planteamiento en ecua-
cion de los datos del enunciado de un problema, es la conversion de las diferentes
expresiones lingtiisticas de las relaciones en otras expresiones de esas relaciones en el

registro de una escritura simbdlica.
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2.10. Uso de Tecnologias en la Ensenanza de las

Matematicas

Estudios realizados en los tultimos anos han demostrado que el uso de nuevas
tecnologias abre perspectivas interesantes para la ensenanza de las matematicas y de
otras ciencias (Lépez, 2008). Entre los beneficios que brindan se pueden mencionar

los siguientes:

Ofrece al estudiante ambientes de trabajo que estimulan la reflexion y lo con-

vierten en un ser activo y responsable de su propio aprendizaje.

= Provee un espacio problematico comtun al maestro y al estudiante, para cons-

truir significados.

= Elimina la carga de los algoritmos rutinarios para concentrarse en la concep-

tualizacién y la resolucion de problemas.
= Da un soporte basado en la retroalimentacién.

= Reduce el miedo del estudiante a expresar algo erréneo y, por lo tanto, se

aventura mas a explorar sus ideas.

En el area de las Matematicas es posible destacar un sinniimero de herramientas
fisicas e intelectuales que se han venido manejando a través de los anos, hasta llegar
hoy en dia al uso de la computadora, la cual es clasificada como una herramienta
general, limitada en su aplicacién solo por la imaginacion del usuario.

Por lo que respecta a su uso en la ensenanza de las matemaéticas, debemos de
reflexionar la gran influencia que ha tenido tanto en la educaciéon matematica como
en la sociedad, ya que esta nueva tecnologia requiere una nueva interpretacion del
proceso que se lleva a cabo en la ensenanza y en todo lo concerniente con el proceso
de educar a las nuevas generaciones.

Tomando en cuenta la extensa variedad de los recursos tecnolégicos que se ma-
nejan actualmente, incluyendo el desarrollo de nuevos programas para computadora,

ponen de manifiesto la necesidad de que el alumno tenga una nueva visién sobre las
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distintas alternativas que se le pueden presentar para su ensenanza de las matemati-
cas. Actualmente existe un gran acceso al manejo de una computadora, tanto en los
hogares como en las escuelas, esto se debe a la demanda que existe por parte de la
sociedad al uso de nuevas tecnologias.

Es de manejo cotidiano el escuchar el uso de calculadoras en las escuelas, por lo
que es importante destacar la diferencia existente entre las calculadoras y la tecno-
logia computacional; las calculadoras por un lado podrian distinguirse por su natu-
raleza manual, ya que fueron pensadas con propoésitos especificos de herramientas
de célculo para matematicas, cuyo rango de modelos va desde las mas simples con
operaciones basicas, hasta las que incluyen graficacién, resolucion de ecuaciones, ca-
pacidades de programacién, manipulacién simbdlica, etc. Mientras que por el otro
lado, las computadoras son de naturaleza mas general, funcionalmente definidas por
su software, mismas que incluyen modelos manuales, los cuales han sido disenados
con las necesidades de las matematicas de hoy en dia.

La computadora como herramienta de aprendizaje puede favorecer diferentes as-
pectos de la ensenanza; por ejemplo, cuando se requieren hacer calculos repetitivos o
graficar conjuntos de datos, la potencia de calculo de una computadora nos permite
acelerar este proceso. Para la computadora esta etapa es trivial, en el sentido de que
solo ayuda a obtener resultados mas rapidamente. La computadora actia como un
amplificador (Dreyfus, 1994).

Como herramienta, la computadora nos permite ver diferentes angulos que no
se ven en la forma tradicional. En este caso, los alumnos pueden desarrollar y ver
dindmicamente el proceso de incorporacién, repetir la funcién, observar secuencias
numéricas, interactuar con diferentes representaciones a la vez, analizar los cam-
bios que se producen en unas cuando se modifican otras. Muchos de estos aspectos
dindmicos pueden ser descritos en términos cualitativos y no en términos cuantita-
tivos. También puede cambiar la calidad de los objetos matematicos y los procesos
de las experiencias de aprendizaje; asi la computadora puede convertirse en una
herramienta cognitiva para el aprendizaje de las matematicas.

Las actividades matematicas que incluyen la tecnologia computacional a todos

los niveles son:

= Comunicacién.
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= Modelado matematico.
= Buscar, recuperar, analizar y presentar informacion.
= Manipulacion de ntimeros, simbolos y figuras.

= Representacion de ideas matematicas y procesos usando una variedad de for-

mas.
» Estimacion de la racionalidad de resultados.

= Investigacién de patrones de problemas.

El uso de la tecnologia apropiada lleva al usuario a que tome el control de su
propio aprendizaje, lo cual fomenta tanto el aprendizaje colaborativo como el inde-
pendiente, mientras se extiende y soporta el proceso de aprendizaje.

Las herramientas de software apropiadas para el aprendizaje matemético en todos
los niveles, incluyen procesadores de texto, bases de datos, paquetes para dibujar,
para pintar, para comunicarse, etc. Mas especificamente, existe software matematico,
tal como LOGO, hojas de céalculo, graficadoras, manipuladores simbdlicos, geometria
dindmica, paquetes estadisticos, etc.

En el presente trabajo, se hard uso de un software para el aprendizaje de fun-
ciones, derivadas e integrales llamado “Fun-Der”. Su uso se hara con la finalidad de
que el alumno explore, analice, manipule y en general haga uso de su imaginacion
y creatividad para la completa comprension de los conceptos involucrados en las
operaciones con fracciones numéricas.

En tanto que el uso de las calculadoras y las computadoras se ha hecho mas acce-
sible, los profesores de matematicas en todos los niveles han estado experimentando
las diferentes formas de incrementar el aprendizaje de los conceptos matematicos
por parte de los estudiantes; una de ellas es el trabajo de los estudiantes en grupos
o equipos de trabajo, lo que ha llevado a los profesores a observar que a medida
que aumenta la interaccion entre los estudiantes, aparentemente se incrementa su
profundizacion en los conceptos que se estan aprendiendo, asi como su interés en la
solucion de problemas.

Algo que es importante destacar, es que ni la calculadora ni la computadora lle-

garan a sustituir al maestro, sino que hay que tomarlos como instrumentos de apoyo,
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tal como lo son el gis y el pizarrén (o sus equivalentes), aunque sus caracteristicas
sean esencialmente diferentes.

Siendo el objetivo principal del empleo de la tecnologia en el aula, no el reducir
la préactica de algoritmos, sino el de ayudar al estudiante a descubrir y construir con-
ceptos y técnicas mediante el ejercicio de la reflexién. De esta manera, la matematica

pasa a ser mucho mas que una simple mecanizacién de procedimientos.



Capitulo 3

“Fun-Der”

3.1. Introduccion

En este capitulo se presenta el acercamiento a los conceptos de derivadas e in-
tegrales por medio del manejo de tablas y gréficas, las cuales permiten realizar un
desarrollo intuitivo a las funciones derivada e integral. Para tal efecto se desarrollé un
software educativo, que toma como base tedrica las ideas propuestas por Duval sobre
Registros Semidticos de Representacion, para con ellas a su vez, proponer una serie
de actividades didacticas.

Se expondra una alternativa para la ensenanza de los conceptos de derivada e in-
tegral a partir de analizar los puntos de una funciéon dada. Para ello, se construyé un
software educativo en el que se presentan diferentes registros semiéticos de represen-
tacion. Como punto de arranque se inicia con el registro de representacién numérico,
mediante la introduccién de ideas relacionadas con progresiones aritméticas, poste-
riormente se intercala el registro semiético de representacion grafico.

Cabe senalar también, que un tratamiento numérico y grafico del concepto de
razon de cambio, es un pilar importante para abordar posteriormente el concepto
de funcién derivada e integral. Por otro lado, como argumenta Mejia (1997, p. 316),
“en cuanto al manejo de tablas, hay muy pocos trabajos respecto a su tratamiento”
por lo que consideramos importante promover este tipo de acercamiento, ya que de
acuerdo con Confrey (Scher, 1993) “la presentacién algebraica de funciones obscurece

la conexion funcional numérica en un grado importante. Las tablas pueden ayudar

44
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a iluminar a esta conexién”. Parte de este tipo de acercamiento queda plasmado en
los ejemplos que se presentan en el libro Funciones en Contexto (Hitt, 2002) y que se
ha extendido de tal manera, que se permita introducir explicitamente, las nociones
de incremento y de razén de cambio.

Es importante senalar que en diversos estudios se ha comprobado que la conver-
siéon de un registro semiético de representacion a otro, causa un conflicto que no es
trivial; por ejemplo Hitt (1995, p. 63) detectd errores en “no contextualizar (analiti-
camente) la variable independiente que aparece en una grafica”, Duval (1988) afirma
que es de mayor dificultad el paso de una representacion grafica a una algebraica, no

siendo as{ en forma inversa.

3.2. Interfaz Principal

El software Fun-Der tiene tres médulos (Tratamiento numérico, Derivadas, e
Integrales) estructurados a través de un ment, los cudles muestran el proceso de
ensenanza que se propone con la expectativa numérico-grafico y conceptual; cada
modulo presenta a su vez secciones de trabajos especificos. El diseno de la interfaz

principal estd ilustrada en la figura (3.1).

(e NN d) Funciones y Derivadas
Tratamiento Numérico Derivadas Integrales

Figura 3.1: Interfaz principal.

El primer médulo “Tratamiento Numérico” comprende tres secciones (JMenuItem),
estructurados con base en la secuencia de aprendizaje que se propone, comprendiendo
tanto un trabajo meramente numérico y el trabajo numérico-grafico como se presenta
en la tabla 3.1.
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Tratamiento Numérico

Trabajo Numérico

Trabajo Numérico

Trabajo Numérico

Trabajo Numérico

y Grafico y Grafico y Grafico
Progresiones Incrementos (de | Razones de cambio | Diferencias de
Aritméticas una variable) (Construccién de la | funciones

funcién razén de
cambio)

Tabla 3.1: Estructura del médulo “Tratamiento Numérico”.

El segundo y tercer modulo, “Derivadas” e “Integrales” respectivamente, com-

prenden dos secciones (JMenultem), organizadas para presentar en primera , un tra-

bajo numérico (con diferencias e incrementos, respectivamente), y por otra parte el

grafico de derivadas de funciones (gréficas de una funcién y su derivada o integral),

estructurado como se muestra en la tabla 3.2

Derivadas e Integrales

Trabajo Grafico

Trabajo grafico

Grafico de funciones

Grafico de derivadas

Tabla 3.2: Estructura del médulo “Derivadas” e “Integrales”.

3.3.

Tratamiento Numérico

Como se ha mencionado antes, este mdédulo consta de tres secciones JMenuItem,

siendo: “Progresiones Ariméticas”, “Incrementos” y “Razones de Cambio”. Dichas

secciones se describirdn més adelante (figura 3.2).

fanO

Funciones y Derivadas

N EIENGR TG Derivadas Integrales

Progresiones Aritméticas
Incrementos
Razones de Cambio

Figura 3.2: Menu “Tratamiento Numérico”.
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3.3.1. Progresiones ariméticas

En esta primer seccién se propuso realizar un trabajo numérico, con la idea de
que el estudiante recordara progresiones aritméticas, generando en el usuario una
motivacién al momento de retarlo a solucionar el problema planteado.

Por otra parte, al iniciar con una actividad sencilla produce que el usuario en-
tienda perfectamente la tarea que se plantea, y en consecuencia, adquiera confianza.
(Figura 3.3)

amnon Progresiones Aritméticas
Posicion
Valor
Dificultad ..
B Informacion:
() Nivel 1
o [ Verificar )
) Nivel 2
\;, MNivel 3 [ Borrar |
\; Nivel 4
[ Salir )
M

Figura 3.3: Interfaz de “Progresiones Aritméticas”.

Se programan las tablas utilizando algunos JTextField[]; un grupo de botones
(ButtonGroup) integrados por cuatro JButton que representan los niveles de dificul-
tad; un JButton que permite borrar los datos de las tablas; un JButton que verifica
los resultados; y un JButton para regresar a la pantalla principal.

Para que el estudiante pueda comprender la definiciéon de lo que es una progre-
sion aritmética, se abordan ejercicios, como el obtener la diferencia entre dos elemen-
tos consecutivos; también se introduce la terminologia que se usard en el software.
s Qué es “posicion”?, y también “;Qué es “valor”?.

En los ejercicios planteados se relacionan dos progresiones aritméticas, a la pri-

¢

mera se le denomina “posicién” y a la segunda “valor”.
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Nivel 1

La diferencia entre los elementos de “Posicién”, siempre es 1. Las diferencias entre
los elementos de “Valor” es un entero entre 0 y 10 (figura 3.4). Donde la relacién
posicion-valor se presenta en forma de tabla; inicialmente solo se agregan los tres
primeros valores y es el objetivo para el usuario agregar el resto de ellos.

De este modo, el usuario comienza a trabajar con la relaciéon entre progresiones
(cédigo A.12).

Posicion 1 2 3 A 5 b 7 8

valor 3 10 17 |

Figura 3.4: Tabla de Progresiones, nivel 1.

Nivel 2

Dentro de este nivel, la diferencia entre los elementos de “Posicién” es distinto de
1, pero permanece constante y los elementos de “Valores” siguen con una diferencia
constante entre 0 y 10 (figura 3.5), la estrategia en cuanto a trabajar en este nivel

es similar a la del nivel 1 (cédigo A.13).

Posicion 1 ] 11 16 21 26 31 36

Valor 5 15 25

Figura 3.5: Tabla de Progresiones, nivel 2.

Nivel 3

En este nivel la “Posicién” se presenta con diferencias distintas de 1 y no constan-
tes, el “Valor” tendrd una diferencia entre 0 y 10 (figura 3.6). En cuanto al trabajo
del usuario, en este nivel es similar al nivel anterior, salvo posiciones grandes con la
finalidad de que el usuario deduzca una férmula para calcular dichos valores. Parte

del psuedo-cédigo se muestra en el codigo A.14.
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Posicion 1 3 5 13 22 24 29 35

Valor 5 25 45

Figura 3.6: Tabla de Progresiones, nivel 3.

Nivel 4

En este nivel la posicion se presenta con diferencias distintas de 1 y no constantes,
los datos correspondientes al valor aparecen en distintas posiciones, lo que aumenta
la complejidad para el usuario (figura 3.7). En cuanto al trabajo del usuario en este

nivel, se debe explicitar una férmula para calcular los valores (c6digo A.16).

Posicion 1 8 13 15 16 18 21 26

Valor i 86 136

Figura 3.7: Tabla de Progresiones, nivel 4.

3.3.2. Incrementos

Esta clase contiene tablas creadas con JTextField; un grupo de botones de opcion
con cuatro JRadioButton para los niveles del 1 al 4; un objeto Canvas conteniendo un
grafico procedente de otra clase; dos JSlider que manejan la escala del gréafico; tres
JButton, un botén para limpiar los datos, otro para verificar los datos introducidos
y un tercer botén para regresar a la pantalla principal. (figura 3.8)

Con los elementos antes mencionados el desarrollo de la actividad didactica es:
una funcion lineal aleatoria para presentar en las tablas los tres primeros valores de
(z,y) y de sus respectivos incrementos Az y Ay, de igual forma su representacién
grafica. Esto se origina cuando es pulsado uno de los JRadioButton de niveles ya
que cada uno de ellos es asignado a una clase interna anénima, a su vez, los datos
manejados en estas clases internas son enviadas a la clase grafica Canvas para su
trabajo grafico. Cuando el usuario comienza la actividad, debe llenar los JTextField

con los datos correctos, evaluados dentro de la clase “incrementos” en el método
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. Yala) Incrementos
Inc. Posicion i_;eﬁficar |
Posicion l Borrar |
Valor I Salir |
Inc. Valor
O Nivel 1 9 |
() Nivel 2
_ 8 |
() Nivel 3
() Nivel 4 71
6 |
51
4 1
3]
2 1
gl ?
I 0 | | ] ] | | ] ] |
I T T T T T T T T T
-1 1] 1 2 3 4 5 5 7 B 9
-1
Fam
Tr

Figura 3.8: Interfaz de “Incrementos”.

actionPerformed y una vez que sean correctos, se hace la llamada a la clase Canvas,

de ese modo se presentara al usuario la informacién grafica y numérica.

A los JSlider, de igual forma se les tiene programados con clases internas andéni-
mas realizando una llamada a addChangeListener, que permita capturar los eventos
del slider, mandar los valores a la clase Canvas donde esta ultima realizara los res-

pectivos calculos permitiendo el redimension del gréfico.
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En esta seccidén se proponen ejercicios con un enfoque numérico-grafico para que
se pueda producir una aproximacién al registro grafico. El objetivo didactico de los
ejercicios planteados es introducir al estudiante en el uso de los incrementos de una
variable y explicar graficamente lo que es una razén de cambio vista como pendiente

de una linea recta.

Nivel 1

Los valores de la posicién comienzan en 1, y su diferencia siempre es de 1; los
valores tienen una diferencia constante entre —10 y 10.

Se muestran los tres primeros valores de “Incremento en la posiciéon”, de “Valor”
y de “Incremento en Valor”, y se muestra toda la tabulacién de “Posicién” (figura

3.9). Siendo tarea del usuario llenar el resto de la tabla correctamente (codigo A.17).

S Y - [ Verificar |
Posicion 1 2 3 4 e .
Valor 4 8 12 16 Sahr_

Inc. Valor 4 4 4 i)

Figura 3.9: Tabla de Incrementos, nivel 1.

En la ventana grafica se muestran los puntos en azul, y los incrementos en rojo
(figura 3.10).
Con ello se puede explicar la relacién de lo que se estd obteniendo (razén de

cambio) y lo que es la pendiente de la recta que une a dos puntos.
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310
291

P Y
L=

Figura 3.10: Gréfica de Incrementos.

Nivel 2

Dentro de este nivel, el “Inc. Posicién” sera una constante distinta de 1; y los
“Valores” siguen con una diferencia entre —10 y 10 (figura 3.11), la estrategia para

trabajar en este nivel es similar a la del nivel 1. (Cédigo A.17)

Inc. Posicién 8 8 8 | Verificar |
Posicion 1 g 17 25 | Borrar |
Valor 7 8 9 10 [ salir |

Inc. Valor i 1 i

Figura 3.11: Tabla de Incrementos, nivel 2.
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Nivel 3

En este nivel, el “Incremento en la Posicién” se presenta con diferencias no cons-
tantes, el “Valor” tendra una diferencia entre 1 y 10 (figura 3.12). En cuanto al
trabajo del usuario en este nivel, debera ser similar al nivel anterior, salvo en las
posiciones “grandes” con la finalidad de que el estudiante deduzca una férmula para

calcular dichos valores. (Cddigo A.18)

Inc. Posicién 10 10 9 | Verificar |
Posicién 1 11 21 30 40 47 55 63 i—g_orr;;_i
Valor 5 a5 185 [ salir |

Inc. Valor a0 90 81 I

Figura 3.12: Tabla de Incrementos, nivel 3.

Nivel 4

En este nivel, la “Posicion” se presenta con diferencias distintas de 1 y no cons-
tantes; los datos de “Valor” aparecen en distintas posiciones, lo que aumenta la
complejidad para el usuario (figura 3.13). Para resolver este nivel, el usuario de-

bera deducir la formula para calcular los valores. (Cédigo A.18)

Inc. Posician 9 2 4 i . I
Posicion 1 10 12 16 25 27 33 37] [ ovar |

Valor 7 157 327 [ satr |

Inc. Valar 90 20 40

Figura 3.13: Tabla de Incrementos, nivel 4.

En cuanto al manejo gréafico, se mostraran los puntos en color azul, mientras que
los incrementos Az y Ay se mostrardn en verde y amarillo, respectivamente (figura
3.10).
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3.3.3. Razon de Cambio

La interfaz de “Razones de Cambio” (figura 3.14) se compone de un ment (Tipo
de Funcién), el cual engloba funciones polinomiales (lineal, cuadratica y ciibica) y
funciones trigonométricas (seno, coseno y tangente). Muestra también una tabulacién
para los pares (z,y) y sus respectivos incrementos Az y Ay. De igual forma, muestra
otra tabla para la funcién “Razén de Cambio”, y graficos para la funcién seleccio-
nada, como para la funciéon razén de cambio. Se tienen cuatro botones, “Verificar”,

“Cambiar Funcién”, “Borrar” y “Salir”.
b

N.Yele) Razén de Cambio
Funciones Polinomiales Funciones Trigonométricas

7 7

Inc. en X @
X [T7@ " 4'v] [ Verificar Cambiar Funcién
Inc.enY
X Funcién:
R. de Cambio Valores:
Crafica f(x) _ - Créfica de Razén de Cambio _
Opciones para graficar 9 10(7) 9
O Puntos 8] 8 1
O Incrementos 1 1
. 6| 6 1
Uni
(U Uniones s | s |
4 1 4 1
31 30
21 21
10 1]
-5/} : : : —0 f f f f 52 : : : —0 f f f ;
5 -4 -3 -2 -1 4 1 2 3 4 5 -4 -3 2 L1 b 1 2 3 4
-2l =21
=31 -3
=41 =41
=51 =51
-6] -6
-71 =71
-8 -8
-9 -9]
1
-1 10 -1

Figura 3.14: Interfaz de “Razén de Cambio”

Esta clase contiene un JMenu que permite seleccionar el tipo de funcién; la ta-
bulacién con JTextField tanto de la funcién (x,y) como la funcién de la razén de
cambio; sus respectivos graficos (Canvas que contienen los métodos para graficar);
JSlider con los cuales poder modificar las escalas del eje x y del eje y de los graficos;
un grupo de botones JCheckBox de seleccién para dar opcidén sobre qué es lo que se
desea graficar; un par de etiquetas JLabel para mostrar la funcion seleccionada con

sus respectivos valores y parametros; por ultimo la programacion de cuatro JButton,
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para verificar, borrar, salir y cambiar los parametros de la funcion elegida.

La estrategia de esta clase es de la siguiente forma: Cuando se selecciona un tipo
de funcién (con alguno de los JMenuItem), los cuales son clases internas anénimas, se
generan en las tablas los datos (excepto la tabla de razén de cambio) y se envian los
valores a las clases gréaficas asociadas, imprimiendo asi la representacién grafica de
la funciéon que se ha seleccionado, y la funcion razén de cambio. Cuando el usuario
completa la tabla de razon de cambio, son evaluadas con el método actionPerformed
en la clase “Razén de Cambio”, una vez que los datos son validos se envian los valores
para que el segundo Canvas los grafique.

Para la manipulacion de los graficos se tienen programados cuatro JSpinner con
clases internas anénimas, que realizan llamadas a addChangeListener, que permiten
capturar los nuevos valores de los JSpinner y mandar a redimensionar los Canvas.

Para los graficos de las funciones f(z) y la funcién razén de cambio, se dan
las opciones de graficar los puntos, los incrementos y/o las uniones; las acciones
de selecciéon son recibidas por los actionListener de los JCheckBox y pasan la

informacion recibida a los Canvas, para que realicen un repaint y pinten lo necesario.

Funcién Polinomial

Al seleccionar una funcién, por ejemplo una polinomial cuadrética, se muestran
una tabla con la informacién de los puntos (x,y) y sus incrementos (Az, Ay) (figura
3.15), se le pide al usuario que llene la tabla correspondiente a la funcién “razén de
cambio” (figura 3.16) que resulta de dividir Ay entre Az (en los c6digos A.20 y A.21

se muestran como se guardan los arreglos de puntos).

Inc en X i 1 i 1 i 1 i
X 0 1 2 3 4 5 B 7
Y -9 -11 -7 3 19 41 69 103
Inc en ¥ -2 4 10 16 22 28 34

I

Figura 3.15: Tabla de valores (x, f(z)), seccién “Razén de Cambio”.
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X 0 1 2 3 4 5 ]

R. Cambio

Figura 3.16: Tabla de valores ﬁ—z, seccion “Razén de Cambio”.

Se presenta también la informacion en formato grafico; se muestra en el panel
izquierdo la funcién y = f(z), y en el panel derecho la funcién razén de cambio

(figura 3.17), asi como la posibilidad de conocer la funcién generada (figura 3.18).

10 ™

= e Ll = I B - T

T N N N TN N TR TR |
= e Ll = I B - T

T N N N TN N TR TR |

Figura 3.17: Graficos de funciones, seccién Razén de Cambio.

Funcién: fl{x}=ax2+bx +£

Valores= a=3, b=-5% y ¢=-%

Figura 3.18: Recuadro con los valores de funcién, seccion Razén de Cambio.

Para poder graficar la curva f(x) usamos el método descrito en el cédigo A.8,
mientras que para graficar la segunda curva necesitaremos interpolar la funcién que
aproxima a f’(z), para ello usaremos el método del cédigo A.10 y después lo man-

damos graficar (c6digo A.8).
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Funcién Trigonométrica

En caso de elegir una funcién trigonométrica, se obtiene la figura 3.19.

Ann Razdn de Cambio
Funciones Polinomiales Funciones Trigonométricas
Inc. en X e 10 10 10 10 10 10 10 [ T
X 0.0 1.0 20 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 778 "< *1 | Verificar | | Cambiar Funcidn
Y -391 -5.82 -6,98 -6.31 -4.44 -3.08 -3.49 -5.28 -6.82 Borrar | Salir
Inc. en Y -1.9 =12 0.7 15 1.4 =04 =18 =15
X 0.0 10 20 30 4.0 50 6.0 7.0 Funcidn: fix)=a*Sin[x+b]+c
R. de Cambio Valores: Valores: aw2.0, be=10.0, c==5.0
Grafica fix) = = Grifica de Razdn de Cambio
Opcicnes para graficar o] 10 9]
() Puntos 8l & ]
\, Incrementos 7 LS
6L 6L
e Uniones 51 5 |
4 L 4 1
: | 3
T T S e
1 S - Bl - T
5 %) I , 0 ; ; 5 / I il X ,
5 4 3 2 1 P 1 2 3 4 5 4 3 2 Seloaad 1 2 3 4
-
-2] g
bzl 3]
L Sy ~ 4
/ =50 5]
-6.L ™, B.
— -71 s 7.
-8 &/
=91 _— -9
-1 -10 i

Figura 3.19: Interfaz de Razén de cambio, funcién trigonométrica.

De manera andloga al caso en donde la funcién es polinomial, obtenemos la
tabulacién (figura 3.20), y las graficas de la funcién original y razén de cambio
(figura 3.21).

Inc. en X 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 L
X 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0
Y -391  -58  -6.98 -6.31  -4.44  -3.08  -3.49  -528  -6.82
Inc. en Y -1.9 -1.2 0.7 1.9 1.4 -0.4 -1.8 -15

Figura 3.20: Tabulaciéon de una funcién trigonométrica.

El llenado de datos y la gréafica de la funcion original se hace de forma andaloga;
la diferencia estd en la forma de interpolar los puntos para generar un polinomio

trigonométrico de aproximacion.
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Para el panel de la izquierda: se evalia la funcién elegida (cédigo A.22) para
generar la tabulacién (x, f(z)); ahora creamos la tabulacion de las razones de cambio
(cédigo A.21); el tdltimo arreglo de puntos se convierte a pixel (cédigo A.7) y se
mandan a graficar.

Para el segundo panel interpolamos los puntos obtenidos resolviendo la matriz
generadas con el codigo A.24 y codigo A.25, v se manda graficar el nuevo polinomio

de aproximacion.

Grafica fi(x) Gréfica de Razon de Cambio
- —Tol[]

[ = T N N - IV - T. Y
I S T N SR T T R
LIS R R B R B B R

I = N N I - V- .Y
T S T N TR SN TR R |
LIS R R B R B B R

m
B
.
]
.
b
)
=)
{=X3
n
]
!
.
]
.
[
e
\

V
{=X3
n

A1

R
| e B A i il
———+——+

ol

Figura 3.21: Gréfica de una funcion trigonométrica y su razén de cambio.

3.4. Derivadas

Este mddulo consta de dos secciones (JMenultem), siendo: “Aspecto Numérico y
Gréafico” y “Grafica de Derivadas”. Dichas secciones se describirdn a continuacion
(figura 3.22).

En la presente seccion se propone un anélisis de las funciones, en especial de las
polinomiales y trigonométricas, por medio de la observacion de las diferencias que se

implementan, es decir, primera, segunda y tercer diferencia.
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2NN Funciones y Derivadas

Tratamiento Numérico RMIGEGESN Integrales

Aspecto Numérico y Gréfico
Grafica de derivadas

Figura 3.22: Menu “Derivadas”.

En la interfaz de la seccién “Derivadas” (figura 3.23), se aprecia la organiza-
ci6én tanto de tablas y gréficos (de la funcién seleccionada como de sus respectivas
diferencias); también se dispone de elementos como botones, opciones para los grafi-
cos y cajas de texto. Al igual que en la seccion “Razon de Cambio”, también hay
un menu “Tipo de Funciones” para poder seleccionar entre funciones polinomiales

(lineales, cuadraticas y ciibicas) y trigonométricas (seno, coseno y tangente).

ann Derivadas
Funcién Polinomial  Funcion Trigonométrica
- eIl Grifica de fix) " Primer derivada _
g 10 9.1
x & 8 8L
74 il
Y 6 61
1% inc. v i 1 i I
2% inc.y 3] 51
3% inc. 2 1 2.1
inc.y 1] 1l
-5 ——t——- 8 5[] v .
Opclones para graficar Borrar TP TP TV Y ]_;q i—a i o4 5 -4 § i i l-k: 1 ? 3 4
() Puntos Cambiar -3l -3l
= -4l -4]
) Incrementos Salir -5l 5]
O Uniones :?:' :g::
-8 -8L
Funcitn :?._ ol :?__
Valores Segunda derivada Tercera derivada
9 9.
197 i - & &
iferencia 7 71
] 6 L
da a 5 il B
2 diferencia; a] a1
3 4 il
24 24
3* diferencia: 1] 11
: w4 : i :
5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 -4 -3 -2 -1l 1 2z 3 4
-2] -2l
-3L -3L
-4l -4l
=54 =50
-6 -6L
-7L -7L
-8 -8L
-a] -9L
=k -1

Figura 3.23: Interfaz de la seccién “Derivadas”.

Se programaron elementos del tipo: JMenuBar, JMenu, JMenultem, JTextField,

JCheckBox, JButton, JPanel, JLabel, JSpinner, JSlider, JScrollBar, y cuatro
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objetos Canvas.

El funcionamiento de esta clase es similar a las clases anteriores, donde se calculan
valores iniciales segun el tipo de funciéon que el usuario haya seleccionado, se puede
modificar el incremento Az que se asocia con un actionListener, después se envian
los valores a las clases para graficar.

En este espacio se desarrollan ejercicios de diferencias con base en las funciones,
para que el usuario desarrolle un sistema de ecuaciones lineales que le permitan
solucionar los problemas propuestos.

Para la manipulacion de los gréaficos, de igual forma, se tienen programados cuatro
JSpinner’s con clases internas anénimas realizando una llamada a addChangeListener,
que permita capturar los eventos de los spinner’s, mandar los nuevos valores a las cla-
ses Canvas donde se realizan los respectivos cédlculos, permitiendo asi la redimension

del grafico.

3.4.1. Funcion Polinomial

Al seleccionar una funcién ciibica: y = 4a® + 42% + 4z + 3, se asignan los datos
en las tablas: funcién (z,y), incremento en z (Ax), incremento en y (Ay) o bien
primera diferencia, segunda diferencia y tercera diferencia (figura 3.24)

Siendo evidente que:

= Kl primer incremento de y es una funcién cuadratica:

f(z) = 122% + 202 + 12

» Kl segundo incremento de y es una funcién lineal:

fx) = 24z + 32

= Kl tercer incremento de y es una funciéon constante:

flz)=24
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Figura 3.24: Graficos de funciones, seccion “Derivadas”.

Dichas expresiones algebraicas de las diferencias se muestran en cajas de texto
dentro de la interfaz, asi mismo, se puede apreciar la funcién que ha sido seleccionada

y sus respectivos pardmetros (figura 3.25).
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f{x}=ax3+bx2+cx+d
Waleres: a=4.0, b=4.0, c=4.0 y d=3.0

18 diferencia Flx)=12.0xA2+20.0x+12.0
292 diferencia  fx)=24.0x+32.0

3% diferencia fix)=24.0

Figura 3.25: Expresion algebraica de las funciones, secciéon “Derivadas”.

Estas funciones se construyen considerando las siguientes relaciones tabulares. La
expresion f(z) = 1222 + 20z + 12, se obtiene de la tabla mostrada en la figura 3.26:

X 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
1% Inc. v 12.0 44.0 100.0 180.0 284.0

Figura 3.26: Tabla de valores de la primera diferencia.
La expresion f(x) = 24x + 32, se obtiene de la tabla ilustrada en la figura 3.27:

H 0.0 1.0 2.0 3.0
29% |ne .y 32.0 56.0 80.0 | 104.0

Figura 3.27: Tabala de valores de la segunda diferencia.
La expresion f(x) = 24, se obtiene de la tabla ilustrada en la figura 3.28:

x 0.0 1.0 2.0 3.0
3¥Inc.y 240 24.0 24.0  104.0

Figura 3.28: Tabla de valores de la tercer diferencia.

Ademas de todo lo descrito, se puede variar el incremento en x, teniendo un
rango de valores para Az desde 0.1 hasta 2. En este ejemplo tenemos Az = 1, si se
modifica dicho incremento tomando un valor mas pequeno, por ejemplo, Az = 0.1,

los valores cambian al igual que las expresiones algebraicas (figura 3.29).
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Inc. x 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
x 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y 3.0 3.444  3.992 4668 5486 6.5

1®inc.y  0.44 0.55 0.68 0.83 1.0

29 ine. v 0.11 0.13 0.15 0.17

3* inc. y 0.02 0.02 0.02

Funcién: f{x}=ax3+bx2+{x+d

Walores: Valores: a=4.0, b=4.0, t=4.0 y d=3.0

£ra . -
17 diferencia: )= axl +hrte
a=12.0, b=92 y c=4.44

2da diferencia: fix)=ax+h

a=24.0,y b=10.4

3®" diferencia: fix)=a

a=24.0

Figura 3.29: Tabulaciones con Az = 0.1

Para ello, se pretende que se realice un analisis para concluir que las diferencias
son un acercamiento a las derivadas, después de realizar los cocientes correspondien-

tes.

El propédsito de este acercamiento, es el de visualizar como cada una de las di-
ferencias representa una nueva funcion, cada diferencia va reduciendo el grado del
polinomio, ademds analizar que mientras menor sea el incremento de x en la razén
de cambio, se obtiene un mejor acercamiento a la funcién derivada.

En esta seccion se usan los mismos c6digos que se han usado hasta ahora (cédigos

A.21, A7, A10 y A8)

3.4.2. Funcion Trigonométrica

En caso de seleccionar una funcién trigonométrica (figura 3.30) los calculos se
hacen de la misma forma que en la seccién Razon de Cambio, Funcion Trigonométrica

de la pagina 57.
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Figura 3.30: Derivadas, funcién trigonométrica

3.5. Integrales

Este mddulo consta de dos secciones (JMenuItem), siendo: “Tratamiento Numéri-
co” y “Gréafica de Integrales” (figura 3.31). Dichas secciones se describirdn a conti-

nuacion.

L NeNG) Funciones y Derivadas

Tratamiento Numérico Derivadas RIIGEEIEES

Aspecto Numeérico y Grafico
Grafica de integrales

Figura 3.31: Menu “Integrales”

Al igual que en el panel de “Diferencias”, tiene los siguientes elementos: JMenu-
Bar, JMenu, JMenultem, JTextField, JCheckBox, JButton, JPanel, JLabel, JSpin-
ner, JSlider, JScrollBar y Canvas (figura 3.32)

Esta clase funciona igual que la clase “Derivadas”, donde el usuario puede elegir

funciones polinomiales o trigonométricas y tabular sus valores.



3.5. Integrales

65

Ao

Tipo de Funcian
Jera. Antiderivada:
2da. Antiderivada
lera, Antiderivada:

¥
!

Incremento en x

Opciones para graficar

() Puntos

() Puntos e Incrementos

() Puntos, Incrementos y Uniones

fix)

Valores:

Borrar
Cambiar

Salir

10

Integrales

9, 10| 9

gL 8

71 -1

6 6

s s |

4 | 4 1

3l 34

2] 2]

1 B 1]
— 40 — ; ER! 0 R
3. 22 -1-;4 1 2 3 4 -5 -4 L3 =2 -1-;-; 12 3 4

3] -3

-4 -4

-51 -5

-6L -6

-7l -7l

-8 -8l

-af — -9]

-1 1 =1

9 ] 9 ]

8l s ]

71 71

6 6 .

s 1 5 ]

3 4l

3l 3]

2l 2]

1T 1}
—-2 f——t t I f—t—i-Lk f ——t
32 -4 12 3 o4 s 4 -3 -2 -rlp 1 2 3 4

=20 =21

3l E1

4L -4]

=50 =51

-] -6

-7L -7l

-BL -8

1l -9l

-1 -1

Figura 3.32: Interfaz de

“Integrales”

Asi mismo, se pueden modificar los valores de las tablas variando el incremento

en x, o las condiciones iniciales de las antiderivadas; para que finalmente, se manden

a graficar en los Canvas.

3.5.1. Funcion Polinomial

En esta seccion se propone un analisis de funciones, similar a las funciones del

ment “Derivadas”, al mismo tiempo que se muestran las graficas de sus antiderivadas.

En la interfaz principal se observa la organizacién de las tabulaciones y las grafi-

cas; existen botones, opciones para graficar, y un mentu para cambiar entre funciones

polinomiales (constantes, lineales y cuadraticas) y trigonométricas (seno, coseno y

tangente), la interfaz se muestra en la figura 3.33.
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Figura 3.33: Ment “Integrales”.

Por ejemplo, en una funcién constante y = —2, se muestran los valores de la tabla

(x,y), los incrementos en x (Az) y las tablas con sus antiderivadas (figura 3.34).

3era. Antiderivada: 1 2.0 4.0 5.0 3.0
2da. Antiderivada: 1 2.0 1.0 -2.0 -7.0
lera. Antiderivada: 1 -1.0 | [|-3.0 | [-5.0 -7.0
y: -2.0 -2.0 -2.0 -2.0 -2.0
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
Incremento en x: 1.0 1.0 1.0 1.0

Figura 3.34: Tabla de datos, menu “Integrales”

Se pueden ver las graficas de los puntos que se tabularon, asi mismo se muestran

los incrementos y las uniones (figura 3.35).
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Figura 3.35: Graficos de “Integrales” con Az =1

Al igual que en la seccién de Derivadas, el incremento en x puede variar desde

0.1 hasta 2. En la figura 3.35 el incremento es de 1, si variamos el incremento a 0.5,

las graficas cambian (figura 3.36).
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Figura 3.36: Gréfica de “Integrales” con Ax = 0.5

Nuevamente, el propésito de esta actividad es visualizar como se generan las
antiderivadas de funciones polinomiales; y cémo se acerca cada vez mas a la integral

definida conforme el incremento en x se acerca a 0.
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3.5.2. Funcién Trigonométrica

Al momento de seleccionar una funcién trigonométrica (figura 3.37) se hacen los

célculos correspondientes (descrito en la pagina 57).

1. Llenar las tabulaciones de antiderivadas (codigo A.26).

2. Crear la matriz y el vector de la ecuacién (2.5) y resolverlas (codigo A.10).

3. Graficar el polinomio.

4. Convertirlas a coordenadas pixel (cddigo A.7).
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Figura 3.37: Integrales, funcién trigonométrica.
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A medida que las nuevas tecnologias abren un paradigma educacional gracias a la
interaccién del software, a las actividades de aprendizaje, el objeto de conocimiento,
el alumno como el principal actor en la construccion de sus conocimientos y el profesor
como un mediador y facilitador del aprendizaje, se han logrado crear ambientes de
aprendizaje interactivos que abren nuevas posibilidades al proceso de ensenanza-
aprendizaje. Especialmente en la ensenanza de dreas que por su naturaleza requieren

de una gran interactividad, como es el caso de las matematicas.

Para llevar a cabo la implementacion de estos ambientes, es necesario evaluar
varios factores, entre los cuales se encuentran los aportes de la tecnologia, las es-
trategias metodolégicas apropiadas para el uso de las mismas y la participacion del
docente en el proceso.

Dentro de este contexto, el software “FunDer” tiene como propdsito observar los
alcances y las limitaciones que tiene este programa informéatico, para que a través de
un ambiente interactivo los estudiantes aprendan a derivar e integrar.

Podemos concluir que la implementacién de ambientes interactivos de aprendiza-
je asistidos por la computadora, permitira de acuerdo a las observaciones recopiladas,
modificar el modelo tradicional de la ensenanza, llevandolo a un modelo més activo
basado en la construccién del conocimiento, haciendo que tanto el educador como el
aprendiz ejerzan un rol protagénico. En el caso del aprendiz, implica que éste sea un
individuo creativo, analitico, capaz de pensar, razonar y abstraer, resolver proble-

mas, disenar, desarrollar y evaluar trabajos colaborativamente. El rol del educador

70
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también se transforma, dejando de ser un emisor de informacién, para convertirse en
un facilitador del conocimiento, un mediador que organice y disene actividades de
aprendizaje significativas para el aprendiz.

Desde esta perspectiva, el proceso de ensenanza-aprendizaje es un proceso activo,
producto de la interaccion del aprendiz con el medio que lo rodea.

La secuencia de actividades que se presentan en el software “FunDer” permite
al estudiante entender lo que es la funcién derivada y ejercitarse en las operaciones
basicas del cédlculo diferencial. Este software se ha probado de manera informal, con
algunos estudiantes de bachillerato, y segin lo dicho por ellos se les hace una manera

agradable de aprender.

4.1. Recomendaciones

El desarrollo de los ambientes tecnologicos interactivos para el aprendizaje de
las matematicas, no se realiza con el afan de resaltar que son “mejores” métodos
que los métodos tradicionales que se han venido ejecutando, sino por el contrario,
lo importante es que el alumno desarrolle un aprendizaje significativo, por lo que
se deben de tomar los beneficios que ofrecen tanto los métodos que implementan
tecnologia como de los que no, realizar una combinacion de ambos y poder asi generar
un crecimiento en el razonamiento matematico de los estudiantes.

Como maestros, la meta debe de ir mas alla de lograr que los alumnos sepan los
procedimientos para calcular una derivada o una integral, es deber esforzarse para
desarrollar una comprensién mas avanzada que permita a los estudiantes entender a
fondo los conceptos de calculo e incluso aplicarlos.

Por ello se les sugiere:

= No enfaticen mucho en un solo tipo de representaciones, es decir la algebraica,
pues se limita o inclusive se imposibilita la capacidad de razonar y el desarrollo
de la memoria visual del alumno sobre lo que esta haciendo, y en consecuencia,

no puede dar conclusiones a lo que esta realizando.

= Que implementen actividades donde se realice una exploracién inicial con la

tecnologia, teniendo cuidado que los problemas no se vuelvan triviales. Esto
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puede permitir que los estudiantes comprendan mejor el problema, entiendan

exactamente lo que se pide e incluso puedan encontrar una conjetura inicial.

= Por el contrario a lo anterior, se pueden plantear actividades a los estudiantes
donde al inicio se realicen los calculos a través de papel y lapiz, y una vez re-
sueltas, se les permita verificar los resultados con la tecnologia. Esto contribuye
al igual que la metodologia anterior, a que los estudiantes se acostumbren a
que los problemas siempre se deben revisar, validar y tratar de resolverlos de

distintas formas.

El profesor debe de jugar el papel de guia y los estudiantes deben trabajar acti-

vamente en los problemas.



Apéndice A
Cdédigos Auxiliares

En este capitulo se presentaran los pseudo-cédigos auxiliares para cada seccion.

A.1. Generales

Con el siguiente método puedo crear un arreglo de coeficientes para simular un

polinomio entero.

7 S
1| int [] crearPolinomios(int grado){
2 double [] poli=new double[grado+1];
3 while (poli[0]==0) //El primer coeficiente no sea cero.
4 poli[0]=signoAleatorio (5);
)
6 for (int i=1; i<poli.length; i++)
7 poli[i]=signoAleatorio (15);
8
9 return poli;
10(| }
[AS =

Cédigo A.1: Método para crear polinomios

Con el siguiente método genero nimeros aleatorios entre un rango de [—L, L],
con L €N

2

Is N
1|l int signoAleatorio(int limite){
//Obtener un numero en el rango [—limite, limite].
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int numero=numeroAleatorio(limite);

int volado=(int ) (Math.random () *10) ;
volado=volado %2;
int signo=(int)(Math.pow(—1, volado));

return (signos*numero);

=4

Codigo A.2: Método para generar nimeros aleatorios con signo

Con este método genero un nimero entero aleatorio en el rango [0, L.

V
int numeroAleatorio(int limite){

//Este cddigo regresa un nimero aleatorio entre [0 y Limite].
int cifras=cuentaDigitos(limite);

int potencia=(int)(Math.pow(10, cifras));

int aleatorio=(int) (Math.random()=*potencia);

aleatorio=aleatorio %(limite+1);

return aleatorio;

Cédigo A.3: Método para generar nimeros aleatorios sin signo

Este método sirve para contar las cifras del nimero dado.

Vint cuentaDigitos (int numero){

//Regresa la cantidad de digitos de ’numero’
int contador=0;
while (numero >0){

numero=numero /10;

contador++;

return contador;

ﬂ

=4

Codigo A.4: Método para contar las cifras de un nimero
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Método para redondear un nimero dado a los decimales que sean necesarios.

Ig 3
double Redondear(double numero, int cuantos){
double p=Math.pow (10, cuantos);
NUMEero=nuImero*p;
double tmp=Math.round (numero) ;
return tmp/p;
}
[AS |

Cédigo A.5: Método para redondear los decimales

Con el siguiente método puedo “evaluar” el arreglo de coeficientes (polinomio)

en un valor dado.

=
double evaluarPolinomio (double[] poliRecibido, double x){

// Este método recibe el polinomio de la forma an+a(n—1)+...+al+a0
int longitud=poliRecibido.length;

//Esta parte wvoltea el polinomio, para que sea mds fdacil evaluarlo

double [] Polinomio=new double[longitud];
for (int i=0; i<longitud; i++)
Polinomio [longitud —1—i]=poliRecibido [i];

double resultado=0, auxiliar=1;

double coeficiente , temporal;

//Aqui se hace la evaluacidn.

for (int contador=0; contador<Polinomio.length; contador++){
coeficiente=Polinomio [contador |;
temporal=coeficientexauxiliar;
resultado=resultado+temporal;

auxiliar=auxiliar*x;

return Redondear (resultado, 3);

=]

|

Cédigo A.6: Método para evaluar polinomios
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El siguiente método sirve para poder graficar de forma adecuada una funcion

continua. Recibe un arreglo de puntos double[] [] original con las coordenadas

cartesianas, y las convierte en coordenadas pixel.

fint [][] cambiandoaPixel(double [][] original, int tamano){ ]
//Obtener los wvalores del plano.
int xinf, xsup, yinf, ysup;
int longitud=original.length;
int [][] pixel=new double[longitud][2];
for (int i=0; i<longitud; i++){
pixel[i][0]=((original [1][0] —xinf) /(xsup—xinf)*(tamano));
pixel[i][1]=((original [i][1] —yinf) /(ysup—yinf)*(tamano));
}
return pixel;
}
[AS |
Cédigo A.7: Método para cambiar a coordenadas pixel
El siguiente método recibe un arreglo de coeficientes (polinomio) para poder crear
la grafica de esa funcién.
7 5
int [] creacionContinua(double[] polinomio, int tamano){
int [] continuos=new int [tamano ];
int ys;
for (int i=0; i<continuos.length; i++){
ys=pixelaCartesiana (polinomio, i),
continuos [i]=ys;
}
return continuos;
&} =

Codigo A.8: Método para crear la grafica de una funcién
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Con el siguiente método convierto coordenadas cartesianas a coordenadas pixel.

Vint pixelaCartesiana (double [] polinomio, int xpixel){ ]
int ancho, alto;
double xreal, yreal;
int ypixel;
double ymin, ymax, xmin, xmax;
// Cartesianas equivalentes al punto de la pantalla
xreal = (xpixel % (xmax—xmin) / (ancho—1)) + xmin;
// Calculamos el wvalor de ese punto

yreal = Auxiliares.evaluarPolinomio (polinomio, xreal);

// Escalamos la coordenada ’'ypantalla’ dentro de los limites de la
ventana

ypixel = (int)( (yreal—ymin) * (alto—1) / (ymax—ymin) );

// Reconvertinos el zpizel cartesiano a punto de pantalla

ypixel = alto — ypixel;

return ypixel;

Codigo A.9: Método para convertir coordenadas.

Este método recibe un arreglo de puntos, y crea un “polinomio” que pase por

€s0s puntos.

s 5
double [] gaussJordan(double [] polinomio, double paso){
double auxl, aux2, auxr, d, c;
int cuantaslncognitas=1;
if (polinomio.length!=1)
cuantasIncognitas=polinomio.length —1;
double [][] m=new double[cuantasIncognitas|[cuantasIncognitas];
double [] r=new double[cuantasIncognitas|;
//Aqui es el llenado de datos.
for (int i=0; i<cuantasIncognitas; i++){
aux2=evaluarPolinomio (polinomio, (i+1)xpaso);
auxl=evaluarPolinomio (polinomio , i*paso);
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auxr=(aux2—auxl)/paso;
r[i]=auxr;
for (int j=0; j<cuantasIncognitas; j++){
m[i][j]=Math.pow(i*paso, j);
}
}
//Empezamos la reduccidn de la matriz.
for (int i=0; i<cuantasIncognitas; i++){
d=m[i][j];
for (int s=0; s<cuantasIncognitas; s++){
mli][s]=(m[i][s])/d);
}
r[i]=(r[i])/d;
for (int x=0; x<cuantasIncognitas; x++){
if (il=x){
c=m[x][1];
for (int y=0; y<cuantasIncognitas; y++){
m[x][y]=m[x][y]—csm[i][y];
r[x]=r[x]—cxr[i];
}
}
}
return r;
&}

Cédigo A.10: Método para interpolar un conjunto de puntos
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A.2. Progresiones Aritméticas

Con los siguientes cédigos se hace el llenado de los datos en la seccién de “Pro-
gresiones Aritméticas”.

Durante toda la seccién, los elementos de “Posicién” y de “Valor” son arreglos

de enteros:
Is N
1{|int [] posicion=new int [8];
2||int [] valor=new int [8];
[AS =
Codigo A.11: Variables Globales para Progresiones Ariméticas
Nivel 1.

La diferencia entre los elementos de “Posicién” sera 1, y las diferencias entre los

elementos de “Valor” serd un entero entre 0 y 10.

Is N
11| //Llenar las casillas de Posicidn.
2|| for (int i=0; i<8; i++){
3 posicion [i]=i+1;
i1}
5
6|| //Valor
7/] int diferencia=numeroAleatorio(10);
8|| valor[0]=numeroAleatorio (10);
9| for (int i=1; 1<8; i++){
10 valor[i]=valor[i—1]+diferencia;
1]}
[AS =4

Codigo A.12: Progresiones Aritméticas, Nivel 1.
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Nivel 2.

La diferencia entre los elementos de “Posicién” es una constante mayor a 1, y los

elementos de “Valor” siguen con una diferencia constante entre 0 y 10.

=

S
//Posiciones.

posicion[0]=1;
int incrementoPosicion=numeroAleatorio (10);
for (int i=1; i<8; i++){

posicion [i]=posicion[i—1]+incrementoPosicion;

// Valores.

valor [0]=numeroAleatorio (10);

int diferenciaValor=numeroAleatorio(10);
for (int i=1; i<8; i++){

valor [i]=incrementoPosxincrementoValor+valor [i —1];

S =

Codigo A.13: Progresiones Aritméticas, Nivel 2.

Nivel 3.

La diferencia entre los elementos de “Posicién” y de “Valor” no son constantes.

7 3

int k=numeroAleatorio(10);

//Posiciones.
posicion [0]=1;
for (int i=1; i<8; i++){

posicion [i]=posicion[i—1]+numeroAleatorio(10);

//Valores.
valor [0]=numeroAleatorio (10);
for (int i=1; i<8; i++){

valor [i]=kx(posicion[i]—posicion[0])+valor [0];

Cédigo A.14: Progresiones Aritméticas, Nivel 3.
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Nivel 4.

En este nivel la posicion se presenta con diferencias distintas de 1 y no constantes,

los datos correspondientes al valor aparecen en distintas posiciones.

=

int k=numeroAleatorio (10);

//Iniciales .

posicion [0]=1;

valor [0]=numeroAleatorio (10);

//Los demds.

for (int i=1; i<8; i++){
posicion [i]=posicion [i—1]+numeroAleatorio (10);
valor[i]=k#(posicion[i]—posicion [0])+valor [0];

}

//Volados.

int volado=(int ) (Math.random () );
if (volado==0)

//Muestro en pantalla valor [0]
else

//Muestro en pantalla wvalor[1]

//Repetir para los pares {valor[2], wvalor[3]}, {valor[{], wvalor[5]} y {
valor [6], walor[7]}.

=]

Cédigo A.15: Progresiones Aritméticas, Nivel 4.
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A.3. Incrementos

Cédigos de apoyo para la seccién (3.3.2) de Incrementos.

Los arreglos son:

S

deltaPosicion=new JTextField [7];
posicion=new JTextField [8];
valor=new JTextField[8];
deltaValor=new JTextField [7];

//Requeriremos un arreglo de enteros para simular un polinomio :

elPolinomio=crearPolinomio (1) ;

ﬂ

=4

Codigo A.16: Variables globales de la seccién Incrementos

Niveles 1 y 2

=

void nivelesl2 (int nivel){

int diferencia;

if (nivel==1)
diferencia=1;
else

diferencia=numeroAleatorio (10);

//Para llenar los Incrementos Posicion.
for (int 1=0; i<7; i++){

deltaPosicion [i]=diferencia;

//Para llenar la Posicion y el Valor.
posicion [0]=1;
valor [0]=evaluarPolinomio (elPolinomio, 1);
for (int i=1; 1<8; i++){

posicion [i]=posicion [i—1]+diferencia;

valor [i]=evaluarPolinomio (elPolinomio, posicion[i]);

//Para llenar Incremento Valor.
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23 for (int i=0; i<7; i++){
24 deltaValor [i]=valor[i+1]—valor[i];
25 }
26| }
[AS |
Codigo A.17: Incrementos, Niveles 1 y 2
Niveles 3 y 4
7 S
1{| void niveles34 (int nivel){
2 int diferencia;
3
4 //Posiciones.
5 posicion [0]=1;
6 for (int i=1; i<8; i++){
7 diferencia=numeroAleatorio(10);
8 posicion [i]=posicion [i—1]+diferencia;
9 }
10
11 //Incremento Posicidn.
12 for (int i=0; i<7; i++)
13 deltaPosicion [i]=posicion [i+1]—posicion [i —1];
14
15 //Incremento Valor.
16 for (int i=0; 1<7; i++){
17 int cte=elPolinomio [0];
18 int delta=deltaPosicion [i];
19 deltaValor[i]=ctexdelta;
20 }
21
22 if (nivel==3){ //Para el nivel 3.
23 for (int i=0; 1<8; i++)
24 valores [i]=evaluarPolinomio (elPolinomio, posicion[i]);
25 }
26 else //Para el nivel /.
27 //Se repiten los wvolados como en el cddigo (A.16)
28]}
[AS |

Codigo A.18: Incrementos, Niveles 3 y 4
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A.4. Razon de Cambio

Métodos de apoyo para la seccién 3.3.3.

Necesitaremos varios arreglos de JTextField para guardar los datos:

=
JTextField incrementosX [], incrementosY [];

JTextField cajaX ][], cajaY [];
JTextField xRazon[], yRazon[];

int elPolinomio [];
S

|

S

Cédigo A.19: Variables globales, Razén de Cambio

Método para crear la tabulacién (z, f(z)).

=
double [][] ys(){

//Obtener los limites de los Spinners

int xinf, xsup;

int longitud=(xsup—xinf)/paso;

double [][] puntosReales=new double[longitud][2];

double x=xinf, y;

for (int i=0; i<longitud; i++){
y=evaluarPolinomio (elPolinomio, x);
puntosReales[i][0]=x;
puntosReales[i][1]=y;

X+=paso;

return puntosReales;

=4

Cédigo A.20: Método para crear (z, f(x))

Crear tabulacién con las razones de cambio.

=
double [][] razonesReales(double[][] originales){

int longitud=originales.length —1;

double [][] lasRazones=new double[longitud][2];

double dy, dx;
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for (int i=0; i<longitud; i++){
dy=originales [i+1][1]—originales [i][1];
dx=originales [i+1][0] —originales [i][0];

lasRazones [i][0]=originales[i][0];
lasRazones=Redondear (dy/dx, 1);

return lasRazones;

Cédigo A.21: Método para obtener las razones de cambio

A.5. Apoyo Trigonométrico

En esta seccion se escribiran los pseudo-cédigos para los métodos necesarios para

evaluar, graficar e interpolar funciones trigonométricas.

Is N
double evaluarTrigo (int opcion, double[] unPolinomio, double x0){

double wvalor;
double a=unPolinomio [0];
double b=unPolinomio [1];

double c=unPolinomio [2];

if (opcion==1)

valor=axMath. sin (x0+b)+c;
else if(opcion==2)

valor=axMath. cos (x0+b)+c;
else

valor=axMath. tan (x0+b)+c;

return valor;

Cédigo A.22: Método para evaluar un polinomio trigonométrico
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A.6. Interpolaciéon por Minimos Cuadrados

Con este cédigo guardo, y evaliio, las bases trigonométricas para la interpolacion.

s 5
double baseTrigo(int opcion, double valor){

if (opcion==0)
return Math. cos(valor);
else

return —1xMath. sin (valor);

Codigo A.23: Bases trigonométricas

Creamos una matriz segin la ecuacién (2.5).

V

double [][] crearMatriz (double [][] puntos){
double tmp, suma;
double matriz[][]=new double[2][2];

for (int i=0; i<2; i++){
for (int j=0; j<2; j++){
suma=0;
for (int k=0; k<puntos.length; k++){
tmp=baseTrigo (i,puntos[k][0])«baseTrigo(j,puntos|[k][0]);
sumat+=tmp ;
}
matriz[i][j]=suma;
}
}

return matriz;

Codigo A.24: Método para crear matriz

Creamos un vector segun la ecuacién (2.5).

Is N
double [] crearVector (double [][] puntos){

double tmp, suma;
double [] vector=new double[2];
for (int i=0; i<2; i++){
suma=0;
for (int k=0; k<puntos.length; k++){
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tmp=puntos [k][1]* basesTrigonometricas (i, puntos[k][0]) ;
suma+=tmp ;

}

vector [ i]=suma;

return vector;

S

Codigo A.25: Método para crear un vector

A.7. Integrales

Método para crear una tabla de antiderivadas.

V

double [][] crearAntiderivadas(int condicionlInicial , double [][] viejo){
int xinf=0;

int xsup=10;

int longitud=(xsup—xinf)/paso;
double [][] nuevo=new double[longitud][2];

nuevo [0][0]=0;

nuevo [0][1]=condicionInicial;
for (int i=1; i<nuevo.length; i++){

nuevo [i][0]=viejo[i][0];

nuevo[i][1]=paso*xviejo [i—1][1]+nuevo[i —1][1];

return nuevo;

S

Codigo A.26: Método para crear antiderivadas
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