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Introduccion

El propédsito de esta tesis de licenciatura es hacer un andlisis y recuento
de algunos de los resultados y avances sobre la Conjetura de Vaught formu-
lada por el matemdtico Robert Lawson Vaught en 1961. Dicha Conjetura
afirma que si una teoria completa tiene mas de una cantidad numerable de
modelos numerables, entonces debe tener exactamente 2 modelos numera-

bles.

En el primer capitulo se da la notaciéon necesaria que se utilizara a lo
largo de la tesis, se definen nociones bésicas y se enuncian teoremas, propo-
siciones y lemas muy conocidos dentro de la teoria de modelos, los cuales
serviran como herramienta para resultados posteriores.

En el segundo capitulo se definen los modelos atomicos y los modelos
w-saturados, los cuales desempenan un papel importante a lo largo de la
tesis. Se demuestran los Teoremas de Existencia y Teoremas de Unicidad
para los modelos atémicos asi como para los modelos w-saturados. Ademaés,
probamos el siguiente teorema,

Teorema: Toda teoria completa T con un modelo contablemente satu-
rado tiene un modelo atémico numerable.

Usando principalmente estos teoremas mas algunos corolarios conclui-
mos este capitulo con la prueba de el Teorema de Vaught[1], el cual dice lo
siguiente,

Teorema de Vaught: Ninguna teoria completa tiene exactamente dos
modelos numerables no isomorfos.

En el capitulo 3 hacemos uso del lenguaje infinitario £, ., para definir
a un fragmento F' el cual es un subconjunto de L., ., que contiene a todas
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las férmulas de primer orden y es cerrado bajo subférmulas, combinaciones
booleanas finitas, cuantificaciones finitas y bajo cambios de variables libres.
Definimos también lo que son los F-tipos de manera muy similar a lo que
son los tipos en L.

Los fragmentos numerables y el conjunto de todos los F-tipos realizados
por alguna n-tupla en algiin modelo numerable de T', S,,(F,T), nos daran
las pautas para diferenciar a las Teorias Dispersas de las No Dispersas. Es
necesario hacer esta distincion para entender el andlisis que hizo Morley so-
bre la cantidad de modelos numerables no isomorfos de una teoria completa.

Para concluir la segunda seccion de este capitulo probamos el siguiente
teorema sobre teorias dispersas,

Teorema: Si una teoria es dispersa, entonces tiene a lo mds N1 modelos
numerables no isomorfos.

En la tercera seccién de este capitulo definimos el F-diagrama de un
modelo de manera muy similar al diagrama de un modelo en £. Haciendo
uso de la Teoria Descriptiva probamos que el conjunto de todos los F' dia-
gramas de modelos de una teoria T, D(F,T), es Borel. Ademds dando un
mapeo continuo suprayectivo de D(F,T) a S, (F,T), veremos que S, (F,T)
es analitico.

Concluiremos la seccién con la prueba del Teorema de Morley|3], el cual
dice lo siguiente,

Teorema de Morley: Sea T una teoria completa en un lenguaje nu-
merable. Si el numero de modelos numerables no isomorfos de T es estric-
tamente mayor a Ny, entonces este nimero es exactamente 2o

El dltimo capitulo estd basado principalmente en las secciones 2, 3, 4,
5y 6 del articulo “Theories of linear order” de Matatyahu Rubin [6]. En
dicho capitulo se probara la Conjentura de Vaught para teorias completas
de 6rdenes lineales. Antes de esto, se dardan las herramientas necesarias en
la Seccién 1 y Seccién 2.

En la Seccién 1 definiremos a los modelos convexos, a las extensiones
permitidas de un modelo y a los modelos autoaditivos, estos 1tlimos tienen
la propiedad de que no tienen submodelos convexos propios distintos del
vacio.

En la Seccién 2 caracterizamos por completo a las teorias de orden lineal
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T cuyo lenguaje contiene un conjunto finito fijo de predicados unitarios, para
el cual el conjunto de tipos con una variable libre consistentes con T', S1(T),
es finito.

Definimos por recursiéon una clase de modelos Z, de la cual surge el siguiente
resultado,

Teorema(Rubin): Una teoria T de orden lineal tiene un modelo en T
si y solo si S1(T) es finito.

Ademsds definimos una subclase de modelos H de Z y enunciamos el si-
guiente teorema el cual se debe a J.G Rosenstein[4],

Teorema (J.G Rosenstein): T tiene un modelo en H si y solo si T
es w-categorica, es decir, todos los modelos numerables de ésta teoria son
isomorfos.

Finalmente, concluimos la Seccién 3 del Capitulo 4 con los dos siguientes
resultados,

1. Conjetura de Vaught para Teorias de Orden Lineal (Rubin):
El nimero de modelos numerables no isomorfos de una teoria completa
de orden lineal T en un lenguaje numerable es finito o 280,

2. (Rubin) Si el lenguaje de T es finito, entonces este mimero es 1 o0 280,

Estos dos resultados nos aseguran que la Conjetura de Vaught es verda-
dera en el caso de Teorias Completas de Ordenes Lineales.
Ademads obtenemos una caracteristica importante de estas Teorias cuando
son finitas, ya que si tienen menos de 2%° modelos numerables, entonces son
w-categdricas.

Para facilitar la lectura de este trabajo, se recomienda que el lector esté
familiarizado con nociones y resultados bésicos de Légica de Primer Orden,
Topologia General y Teoria de Conjuntos.
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Capitulo 1

Notacion y Preliminares

El lector familiarizado con lo expuesto en las secciones siguientes puede
omitir su lectura. A continuaciéon enunciaremos distintos teoremas, proposi-
ciones y lemas ampliamente conocidos en la Teoria de Modelos, los cuales
no probaremos en este trabajo. Las demostraciones pueden consultarse en

[1] y/o en [3].

1.1. Logica de predicados de primer orden

A menos que se indique lo contrario, trabajaremos dentro de la Teoria

de Modelos de la légica de predicados de primer orden. Un lenguaje L es
una coleccién de simbolos basicos y simbolos adicionales. Los simbolos bési-
cos son: variables, conectivos logicos, cuantificadores, el simbolo de igualdad
y simbolos auxiliares como paréntesis, corchetes, comas, etc. Los simbolos
adicionales se dividen en tres grupos: simbolos de relacion, simbolos de ope-
racion (o funcion)y simbolos de constantes.
Usaremos letras maytsculas latinas con subindices como P4, ..., P, para de-
notar a los sfmbolos de relacién, andlogamente para los simbolos de operacion
usaremos la letra f. Cada uno de los simbolos de relacién y operacion debe
tener asociado un nimero entero positivo llamado aridad el cual indica la
cantidad de variables necesarias para que se dé la relaciéon o la operacion.
Por ejemplo, la relacién de orden < es de aridad 2, ya que se necesitan dos
variables x y y para decir x < y o y < x. Para los simbolos de constantes
usaremos la letra ¢ con sus respectivos subindices y superindices.

Cuando se trabaje con varios lenguajes simultaneamente utilizaremos las
letras £, L', L, etc para denotarlos. La cardinalidad del lenguaje £ la deno-
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taremos, ||L|| y decimos que el lenguaje es numerable si ||£]| es numerable.
Con frecuencia pasaremos de un lenguaje £ a otro lenguaje £ el cual contie-
ne a £ més un conjunto extra de simbolos adicionales. En este caso decimos
que L' es una extensidn de L, la cual podemos escribir como LU X, donde X
es un conjunto extra de simbolos, y decimos que £ es una reduccion de L.
Una extensién simple de £ es cuando sélo se le agregan simbolos constantes.

Un lenguaje de predicados se interpreta en una estructura 2 = (A, R, O, E),
donde:

= A es un conjunto no vacio al cual llamamos universo. Al universo de
2 lo denotaremos por |2| o por A segin se requiera.

= R es una familia de relaciones tal que hay una biyecciéon entre R y
los simbolos de relacién que preservan aridades, si P es un simbolo de
aridad n, entonces la interpretacion de P es una relaciéon n-aria.

= O es una familia de operaciones en A y la interpretacién de un simbolo
de operacién f de aridad n es una operacién n-aria de A i.e. una
funcién de A™ en A.

» La interpretacion de una constante individual es simplemente un ele-
mento de A, y F consta de las interpretaciones de dichas constantes.

A la interpretacién de una constante en la estructura 2 la denotamos,
2A
.

Un término es una expresion que representa a un individuo de un uni-
verso. A continuacién damos la definicién recursiva de término.

Definicién 1.1 (1) Las Variables son términos. (2) Las constantes son tér-
minos. (3) Si f es un simbolo de operacion de aridad n y ty,...,t, son
términos, entonces f(t1,...,tn) es un término.

Una féormula es una expresién cuya interpretacion puede ser calificada
como verdadera o falsa. A continuacién damos la definicién recursiva de fér-
mula.

Definicion 1.2 Fdérmulas atémicas:
Sean ty,...,t, términos.

1. t1 = tg es una formula atémica.
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2. Si P es un simbolo de relacion de aridad n, entonces P(t1,...,t,) es
una formula atomica.

Definicion 1.3 1. Las formulas atdmicas son formulas.

2. Siay B son formulas entonces:
-, (aAB), (aVp), (a—p), (< B) son formulas.

3. St a es una formula y x es variable, entonces:
(Fza) y (Vza) son formulas.

Definicion 1.4 Sea o una féormula.

= Si « es atomica, entonces todas las variables que aparecen en o son
variables libres en «.

= Sia=06Vy,a=pAy,a=0—7v0a=L+ 7, entonces todas las
variables que son libres en B y en v son variables libres en a.

= Si = —f3, entonces todas las variables que son libres en 3 son varia-
bles libres en «.

s St =Vaf 6 a = 3xf, entonces todas las variables que son libres en
B, menos la variable x, son libres en «.

Se define la intrepretacion de términos en 2 bajo una funcién s : VAR —
| como I(t) = I2(t), donde ¢ es un término, recursivamente como sigue :

= Si ¢ es una variable, digamos z, I%(z) = s(z).

» Si ¢ es una constante, digamos ¢, I2(c) es el elemento distinguido de
2 que denotamos por c*.

= Sea f una letra de operacion de aridad n, y sean ti,...,t, términos.
Inductivamente supongamos definidos: I2(t1), I2(t2), ..., I*(tn).
Sea f* la operacién de aridad n en O que corresponde a f como sigue,

I?(f(tla cee ,tn)) = fm(lgl(tl)algl(h)» e "Igl(tn))'

Es intuitivamente claro lo que se obtiene al sustituir un simbolo por una
cadena de sfmbolos. Si ¢ y ¢’ son términos y = es una variable, entonces ¢(* /)
denotard a la expresion que se obtiene al sustituir todas las apariciones libres
de x por t' en t.
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Definicién 1.5 (De satisfaccion de Tarski)

(i) A |= t1 = tas] si y sdlo si t3[s] = t3[s].

(i5) A |= P(ta,. .., tn)[s] si y sélo si (t}]s],...,t2]s]) € P*.

(i13) A = —als] siy solo si A¥ afs].

(iv) A = a A B[s] siy sélo si A= als] y A= Bls].

(v) A = Vza[s] siy sélo si, para toda asignacion s’ que cumpla que s'(y) =
s(y) para toda variable y distinta de x sucede que A = afs'].

(vi) A = Jxals] si y sdlo si existe una asignacion s tal que s'(y) = s(y)
para toda variable y distinta de z, 2 = «afs'].

Definicion 1.6 « es verdadera si para toda asignacion s de valores a las
variables, A |= a[s], todas las asiganciones hacen verdadera a «.
A = «a significa que o es verdadera en 2.

Definicion 1.7 Un enunciado es una formula que no tiene variables libres.

Si « es enunciado y hay una asignacion s tal que 2 ¥ als|, entonces —«
es verdadera en 2.

Decimos que « es universalmente verdadera si para toda estructura del
lenguaje de «a, 2 = a. Por ejemplo, las instancias de tautologia son univer-
salmente verdaderas.

Definicion 1.8 Sea Y un conjunto de enunciados en un lenguaje. Decimos
que una estructura 2 es un modelo de ¥ (2 |= ), si cada enunciado o € ¥
es verdadero en 2.

Sea a un enunciado y ¥ un conjunto de enunciados, entonces decimos
que:
Y. implica légicamente a « (X = «), si toda estructura 2 que hace verdade-
ras a todas las férmulas de ¥ también hace verdadera a «.

Definicion 1.9 Sea ¥ un conjunto de enunciados. Decimos que X es satis-
facible si existe un modelo 2 del lenguaje de ¥ tal que para toda a € ¥,
A E a.

Note que si A C ¥ y X es satisfacible, entonces A también lo es.
Decimos que ¥ es finitamente satisfacible si cada subconjunto finito de X es
satisfacible.
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Proposicién 1.1 (i) Para cada conjunto de enunciados X finitamente sa-
tisfacible existe X C X' maximal finitamente satisfacible.

(ii) Si ¥ es finitamente satisfacible y o es cualquier enunciado, entonces
Y U {a} es finitamente satisfacible o ¥ U {—a} es finitamente satisfacile.
(iii) Si X es maximal finitamente satisfacible y o es un enunciado, entonces
a€Y oaeXx. O

Omitiremos detalles sobre el aspecto sintactico de la logica de primer or-
den, excepto por el concepto de consistencia, que formalmente significa “no
es posible deducir una contradicciéon”, sin embargo, utilizaremos a éste co-
mo sinénimo de finitamente satisfacible y satisfacible en virtud del siguiente
teorema.

Teorema 1.1 (Teorema de Compacidad) Si un conjunto de enunciados 3
(finito o infinito) es finitamente satisfacible, entonces ¥ es satisfacible.O

1.2. Teoria General de Modelos

Sean 2 un modelo en Ly Y C A, Ly y Lg denotan a los lenguajes
LU{cg:a€Y}y LU{cq:a€ A} respectivamente.

Llamamos teoria a un conjunto de enunciados en un lenguaje L. El con-
junto de enunciados ¥ que usamos anteriormente en todas las proposiciones
y observaciones es una teoria. Decimos que una teoria T es completa si, da-
do cualquier enunciado 3, 8 o su negacién estan en T'. Sea 2l un modelo en
L, llamamos teoria completa de A , la cual denotamos Th(2l), al conjunto
de todos los enunciados que se satisfacen en el modelo 2. Claramente para
cualquier modelo A, Th(2() es completa.

Los siguientes teoremas son quizds de los méas importantes y los pio-
neros dentro de la Teorfa de Modelos, férmulados alrededor de 1915 por
Lowenheim y extendidos por Skolem en 1920.

Teorema 1.2 (Léwenheim-Skolem)] Sea T una teoria en un lenguaje L. Si
T tiene un modelo infinito,entonces T tiene un modelo cuya cardianalidad
es a lo mds max{Xo, ||L||}.0

Teorema 1.3 (Lowenheim-Skolem-Tarski)t Sea T una teoria con un mo-
delo infinito, entonces para cada cardinal k = max{Xo, ||L||}, T tiene un
modelo infinito de cardianalidad k.0
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Definicion 1.10 Sea 2 y B dos modelos en el mismo lenguaje, decimos
que:

1. A es isomorfo a B, lo cual denotamos por A = B,
st existe una biyeccion ¢ de A en B tal que

a) si c es una constante, entonces p(c*) = c®;

b) si P es una letra de relacion (o letra predicativa) de aridad n y
ai,...a, € A, entonces (ay,...,a,) € P¥ siy sélo si
(p(af), ..., play)) € P?;

c) si f es una letra funcional de aridad n y ay,...a, € A, entonces
p(fHat, ... an)) = fRle(al), ..., plan)).

2. A es elementalmente equivalente a B, lo cual denotamos por A = B
si para cada enunciado o, A = « si y sélo si B = a.

3. A es un submodelo de B, lo cual denotamos por A C B si:

a) AC B;

b) * =c%;

c) si para cada letra predicativa de aridad n y aq,...,an € A,
(ai,...,a,) € P siysdlo si(ay,...,a,) € P® (i.e. P* = PPN
An)’.

d) si f es una letra funcional n-aria, entonces f* = p® | A™.

4. A es un submodelo elemental de B, lo cual denotamos por A < B, si
pasa lo siguiente,

a) A CB;
b) para cada férmula ¢ en L con variables libres x1,. .., T, y cual-
quier n-ada ai,...,a, en A,

A= plar,...,an] siy sdlo si B = glay,...,a].

Claro que si 2 = B, entonces 2 = B.
Si 2 C B también decimos que B es una extension de 2. Sea a un elemento
en A, el modelo (2, a) es el modelo 2 més el elemento distinguido a. Esta
definicién se puede ampliar a todo subconjunto F' de 2 con el modelo (2, F).
Para todo subconjunto F' de A, el modelo (2, F') es una extensién de 2 y
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le llamamos extension simple.Note que en estos casos el lenguaje se amplia
con constantes para cada elemento distinguido.

Teorema 1.4 (Test de Tarski-Vaught)
Si A C B y para cada formula ¢ con variables libres x,x1,...,Ty y cada
vez que B = Jxp(z,ay,...,a,) con ay,...,a, € A, existe a € A tal que
B = pla,al,...,a,), entonces A < B.0O

Sea 20 un modelo. El diagrama de 2, el cual denotamos D(2l), es el
conjunto de todos los enunciados atémicos y todas las negaciones de enun-
ciados atémicos de L4 que se satisfacen en el modelo (2, a),eca. El diagrama
elemental de 2 , el cual denotamos DiagE(2l), es la teoria Th((, a)qca) de
todos los enunciados de L4 que se satisfacen en el modelo (2, a)qca.

Proposicién 1.2 Sea A un modelo y DiagE () su diagrama elemental. Si
2A C 9B, entonces A < B si y solo si (B,a)eea = DiagE(A).0

Una cadena de modelos es una sucesién creciente de modelos,
AgCA C...CAZC ..., con B < a.

La union de la cadena es el modelo A = U5<a 2z el cual se define como sigue:

= el universo de A es A =z, 4,

= cada relacion en 2 es la unién de las relaciones correspondientes en
Ag, R = U,B<a Rg,
» similarmente, cada funcién G en 2 es G = s<a GB:
= los modelos 20z y 2 tienen las mismas constantes.
Una cadena elemental de modelos es una cadena de modelos
Ap <A < ... <Az < ..., con < a,

tal que 21, < g siempre que v < § < .

Teorema 1.5 (Teorema de la Cadena elemental)
Sea U¢,§ < a, una cadena elemental de modelos. Entonces ¢ < U€<a Ae
para todo £ < .0
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1.3. n-Tipos y la Topologia de Stone

Sea (1, ..., ry) una féormula con las variables libres 7, ..., z,,, decimos
que aq,...,an, € A satisface a ¢ en A si A hace verdadera a ¢ (es decir, es
modelo de ¢) al interpretar a las variables libres z1, ..., x, como ay, ...,an, ¥
se escribe A = ¢[z1/ay,...,x,/ay], pero para fines préacticos lo escribiremos
A= pla, ..., ap).

Decimos que ¢(z1,...,zy,) se satisface en A si y sblo si existe una n-ada
ai,...,an en A tal que A E plag, ..., ay).

Un n-tipo o tipo con n variables libres es un conjunto de férmulas con
variables libres x1, ..., x,, consistente maximal con respecto a la contencién
en L. La expresion I'(xq, . .., z,,) denotara que I' es un n-tipo cuyas variables
libres son x1,...,x,. Dado cualquier modelo | y n-tupla a1,...,a, € A, el
conjunto I'(z1,...,z,) de todas las férmulas ~(z1,...,x,) satisfechas por
ai,...,ay es un n-tipo, de hecho es el inico n-tipo realizado por ay,..., a,,
lo llamamos el n-tipo de ay,...,a, en 2A y lo denotamos I'(a,2l) donde a se
refiere a la n-tupla a1,...,a,.

Sea L' = LU {e1,...,cn} una extensiéon simple de £. Existe una corres-
pondencia uno-a-uno entre los n-tipos I'(x1,...,z,) de L y entre los ti-
pos X (z1,...,x,) de L'. Si ['(z1,...,2,) es un n-tipo de L, entonces I'' =
T(c1, -y Cmy Tma1, - - -, Tn) €s un (n — m)-tipo de L'

Por otro lado, si ¥/(Zy41,--.,%y,) es un (n —m)-tipo de L', entonces

Y ={o(x1,...,7n) : 0(Cly .\ Cmy Tint1,s -+, Tn) €X'}

es el unico n-tipo de £ tal que IV = ¥,

Cada algebra booleana B tiene asociado un espacio topolégico llamado
FEspacio de Stone y denotado por S(B). Los elementos de S(B) son los ultra-
filtros en B. La topologia de S(B) esta generada por una base que consiste
en todos los conjuntos de la forma {x € S(B) : b € z} con b € B. Para toda
algebra booleana B, S(B) es un espacio compacto, totalmente disconexo y
Hausdorff.

Sea T' cualquier teorfa. Considérese By, (1) = {¢ : ¢ es una férmula con n va-
riables libres} y la relacién de equivalencia dada por ¢ ~ 1 < T = ¢ <> 1.
El cosciente correspondiente se denotara por F,(T"), aunque informalmente
supondremos que los elementos de F,(T) con férmulas y no clases de fér-
mulas. S,(7T") denota al espacio de Stone de F, (7). Identificamos a S, (T)
con el conjunto de tipos con n variables libres consistentes con T sobre el
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conjunto vacio.

Sea X(x1,...,2y) un conjunto de férmulas y 2 un modelo en £. Decimos
que X omite a A siy sélo si ¥ no se realiza en 2.
Decimos que un n-tipo ¥ consistente con una teoria T en L es aislado en
Sp(T) siy sélo si existe una férmula que lo genera. Viéndolo desde el punto de
vista 16gico, X es aislado en S, (T) si y sélo si existe una férmula @(x1, . .., )
en L tal que ¢ es consistente con Ty para toda o € X, T = ¢ — 0. Es
decir, cada n-tupla en un modelo que satisface a ¢ realiza a 3. Decimos que
Y es limite en Syp(T') si y sélo si no es aislado. Dicho de otro modo, ¥ es
limite en S, (T') si y s6lo si para cada férmula p(z1, ..., x,) consistente con
T existe 0 € X tal que ¢ A —o es consistente con 7'

Proposicién 1.3 Sea T una teoria completa en L yT'(x1, ..., x,) un n-tipo.
Si T tiene un modelo que omite a I', entonces I' es limite. O

Observe que a un n-tipo aislado I' consistente con T o bien lo realizan
todos los modelos de T o ninguno.

El siguiente Teorema de Omisién de Tipos es el inverso de la Proposi-
cién anterior y es valido para teorias consistentes arbitrarias en un lenguaje
numerable.

Teorema 1.6 Teorema de Omision de Tipos.

Sea T una teoria consistente en un lenguaje numerable L y sea I'(x1,. .., xy)
un n-tipo. Si 1" es limite, entoncesT' tiene un modelo numerable el cual omite
ol'. O

1.4. Juego EF,(2,‘B) y equivalencia elemental

Sean £ un lenguaje finito tal que no tiene simbolos de funcion y 2A, 5
modelos en L.
Definimos el juego EF), (2, B) que consta de dos jugadores I y Il paran € N.
El juego tendra n jugadas. En la i-ésima jugada el jugador I o bien elige un
a; € A oun b; € B. Después le toca al jugador II, si el jugador I eligi6
a; € A, entonces el jugador II debe elegir b; € B y viceversa. El juego
termina después de haber jugado la n-ésima jugada. El jugador II gana si
{(a;,b;) : 1 =1,...,n} es la grafica de un isomorfismo parcial de 2 en B. A
EF,(A,B) lo llamamos el n-juego Ehrenfeucht-Fraissé.
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Una estrategia para el jugador I en EF,, (2, ) es una funcién 7 tal que
si las primeras m jugadas con m < n del jugador I son ¢y, ..., ¢y, entonces
en la m-ésima jugada el jugador II juega 7(cy,...,cy). El jugador II usard
la estrategia 7 en EF, (2, B), si las jugadas de II lucen como se muestra a
continuacién:

I: ¢y, c2, o,y - ..
IT: 7(c1), 7(c1,¢2), T(c1,c2,¢3), - ..

Decimos que 7 es una estrategia ganadora para II si para cada sucesion
de jugadas cy, ..., cn que hace el jugador I, el jugador II gana siempre que
sigue 7.

Definimos recursivamente la profundidad de una formula y la denota-
mos, d(¢). Si ¢ es atémica, entonces d(¢) = 0; d(Ip) = d(V¢p) = d(¢) + 1;
d(¢ — ) = d(¢ V) = d(¢ Np) = max(d(¢), d(¥)); y d(=¢) = d(e).

Decimos que 2 =,, 98 si para todo enunciado con profundidad a lo mas
n, AE psiysolosi B Ep.

Las pruebas de los dos siguientes teoremas se pueden consultar en [3] y
en [5].

Teorema 1.7 Sean L un lenguaje finito sin simbolos de funcion y A, B
modelos en L. El jugador II tiene estrategia ganadora en EF,(A,B) si y
solo st A =, B.0O

Teorema 1.8 A =B si y solo st A =, B para toda n € N. O



Capitulo 2

El Teorema y la Conjetura
de Vaught

En este capitulo definiremos y caracterizaremos a los modelos w-saturados
y a los modelos atémicos para concluir en la primera seccién con el Teore-
ma de Vaught el cual afirma que no puede haber exactamente dos modelos
numerables de una teoria completa T cualquiera. En la segunda seccion
enunciamos la Conjetura de Vaught y analizamos algunos posibles valores
de la cardinalidad del conjunto de modelos numerables en una teoria com-
pleta.

2.1. Modelos w-Saturados y Modelos Atémicos

Definicion 2.1 Un modelo 2 es w-saturado si y sélo si para todo Y C A
finito, cada conjunto de férmulas I'(x) de Ly consistente con Th((A,Y)) se
realiza en (2,Y).

A un modelo numerable y w-saturado le decimos contablemente saturado.

Los modelos contablemente saturados casi como el nombre lo indica los
podemos pensar como “grandes”, no grandes por la cardinalidad de su uni-
verso, ya que nos estamos refiriendo siempre a modelos numerables, sino
porque con ayuda de sus extensiones (2(,Y") son capaces de satisfacer a to-
dos los tipos posibles. Un ejemplo de éstos es el modelo de los nameros
racionales con su orden [1].
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A primera vista, puede parecer que si consideramos tipos con mas de una
variable libre obtenemos un resultado més fuerte al de w-saturacién, pero
esto no es asi, ya que si un modelo es w-saturado, entonces, por medio de
una induccién bésica sobre n, tenemos que para cada Y C A finito, cada
conjunto de férmulas I'(zo, ..., z,,) de Ly consistente con Th((,Y)) se rea-
liza en (2,Y).

Definicién 2.2 Una formula o(z1,...,x,) en el lenguaje de T' es completa
en T siy solo si para cada férmula ¢(z1,...,2,) en el lenguaje de T, pasa
que una de las dos siguientes propiedades

TEep—=¢,TEe—=
se sostiene.

Decimos que una férmula v es completable en T si existe una féormula
completa ¢ tal que T' = ¢ — 1.

Definicion 2.3 Un modelo 2 es atomico si y solo si cada n-tupla
ai,az, ..., a, € A satisface una férmula completa en Th(2A).

Definicion 2.4 Una teoria T es atomica siy sélo si cada féormula de £ con-
sistente con T' es completable en T'.

A un modelo atémico y numerable le llamamos atémico numerable, son
estos modelos los que estdn encajados elementalmente en cada modelo de
Th(20) [1].

Teorema 2.1 Una teoria completa T es atomica st y solo si T tiene un
modelo atémico numerable.

Demostracion: Suponga que 1" tiene un modelo atémico numerable. Sea
2 este modelo atémico numerable de T'. Sea ¢ (x1, ..., z,) una férmula con-
sistente con T, entonces existe un modelo de T' que realiza a 1, llamemosle
B a éste modelo, asi B = (Fx1,...,2,)0(21,...,2,). Como A =B,
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A= e, .. zn)Y(x, ..., x,).

Sean by,...,b, € A tales que B = Y[by,..., by, por ser 2 atémico, existe
una férmula completa p(z1,...,x,) tal que

B = ¢lbi,...,by]. Claramente ¢ A1) es completa y ¢ A — 1), por lo tanto,
1) es completable. Por ser ¢ arbitraria y completable, T es atémica.
Supongamos que 7' es una teoria atémica completa. Para cada n < w, sea
Iy (z1,...,2,) el conjunto de todas las negaciones de las férmulas completas
Y(z1,...,2yn) en T. Como cada férmula ¢(z1,...,z,) consistente con T' es
completable, p A =y es consistente con T para algin v € I'),. Asi, cada I';, es
limite. Por el Teorema Extendido de Omisiéon de Tipos, T tiene un modelo
numerable 2 el cual omite a cada I',. Por lo tanto, cada aq,...,a, € A
satisface una férmula completa y asi 2l es un modelo atémico. O

Cuando hablamos de modelos atémicos podemos pensar en ellos como
“pequenos”, porque estan encajados elementalmente en cada modelo nume-
rable de Th(2l).

Por ejemplo, si T es la teoria de los campos ordenados y real-cerrados, en-
tonces el campo ordenado de niimeros reales algebraicos es el inico modelo
atémico de T [1].

Sea T una teoria en el lenguaje que sélo tiene simbolos constantes
o, C1,..., y axiomas ¢; # ¢j, ¢ < j < w. El modelo con cero no-constantes
es un modelo atémico y el modelo con w no-constantes es un modelo conta-
blemente saturado.

Teorema 2.2 [Teorema de Unicidad para Modelos Atdmicos] Si 2 y B son
modelos a lo mds numerables atomicos y A =B, entonces A = 5.

Demostracion: Si 2 y 26 son finitos, entonces trivialmente 2 = 5.
Sean 2, B infinitos y bien ordenemos a los conjuntos A y B con tipo de orden
w. La prueba se realizard con el método Back and Forth (para verificar como
funciona este método vea [?]).
Sea ag el primer elemento de A y ¢o(xg) una férmula completa satisfecha
por ag en A. Como A = (Jzg)po(xzo) y por hipdtesis A = B, se tiene que
B = (Jzo)po(wo).
Por lo tanto, podemos escojer a un by en ‘B el cual satisface pg(zg). Ahora,
sea by el primer elemento de B\{bo}, vy sea ¢1(xg,x1) una férmula completa
satisfecha por bg,b; en 2B, note que la férmula @1 con las caracteristicas
anteriores existe por ser B atémico.
Entonces ambos, 2 y B, satisfacen
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Vo (po(xo) = (Fz1)p1(z0, 1)),

por ser (g completa.

Por lo tanto, existe a1 € A tal que ag, ay satisfacen ¢1(zg, z1). Ahora toma-
mos ap el primer elemento de A\{ag, a1}, y asi sucesivamente. Usando Back
and Forth [?] una cantidad numerable de veces, obtenemos dos sucesiones

ag, at, az, ... , b07b15b27
Este método nos garantiza que hemos usado todo A y todo B, asi
A ={ag,a1,as,...} , B=1{by,b1,ba,...} .

Maés aun, para cada n las n-tuplas ag,...a,_1 y bo,...b,_1 satisfacen la
misma férmula completa. Se sigue entonces que la correspondecia a,, — by,
es un isomorfismo de 2 en 9B. O

En un capitulo posterior probaremos que todo modelo de una teoria com-
pleta T" puede ser extendido a un modelo w-saturado; lo cual afirma que toda
teoria completa tiene un modelo w-saturado, sin embargo, no cualquier teo-
ria completa tiene un modelo contablemente saturado. El siguente Teorema
nos da las condiciones necesarias y suficientes para que una teoria completa
tenga un modelo contablemente saturado.

Teorema 2.3 (Teorema de Existencia para Modelos Contablemen-
te Saturados)

Sea T una teoria completa. Entonces T tiene un modelo contablemente sa-
turado si y solo si para cada n < w, T tiene solo una cantidad numerable de
tipos con n variables.

Demostracion: Suponga primero que 71 tiene un modelo contablemente
saturado 2. Por ser 2 w-saturado, cada tipo de T' con n-variables libres se
realiza en 2. Pero ningna n-tupla puede satisfacer dos tipos diferentes en n
variables porque los tipos son maximales y completos. Por lo tanto, T tiene
solo una cantidad numerable de tipos.

Ahora suponga que para cada n, T' tiene s6lo una cantidad numerable de
tipos en n variables. Anadimos un conjunto numerable de simbolos de cons-
tantes nuevas C' = {¢y, o, ...} a L, formando asi a L. Para cada subconjunto
finito

Y = {dl, ,dn} c C,
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los tipos I'(z) de T en Ly estén en correspondecia uno-a-uno con los tipos
Y(x1,...,zn,x) de T en L. Por lo tanto, T tiene sélo una cantidad nume-
rable de tipos I'(x) en Ly. Ademads, sélo hay una cantidad numerable de
subconjuntos finitos Y C C. Sea

Fl(l'),rg(x),

una enumeracién de todos lo tipos de T en todas las expansiones Ly con
Y Cc C. Sea

P15 P25 ..

una enumeracién de todos los enunciados de £’. Construimos una sucesién
creciente

T=TyCcTiCcTyC..

de teorfas de L’ tal que para cada m < w:

1. T;, es una teoria consistente que contiene sélo un nimero finito de
constantes de C,

2. se cumple que ¢, € Trny1 0 (7pm) € Trnta,

3. 81 pm = (Fz)1(x) estd en T,11, entonces 1(c) € Tp,41 para algin
ceC,

4. si Ty, (z) es consistente con T),, entonces I'y,(d) C Tj,41 para algin
deC.

La construccién de Ty, es directa para cada m < w. La unién T, = J,, <o In
es una teorfa maximal consistente en £’. Usando (3) vemos que T}, tiene un
modelo A’ = (A, a,az,...) tal que A = {7% : 7 es L'-término cerrado}. Por

consiguiente 2 es un modelo numerable de T'.

Ahora veamos que 2 es w-saturado. Sea Y C A finito y ¥(x) un conjunto
de férmulas con una variable libre consistente con Th((2,Y)). Extendemos
Y(x) a un tipo I'(z) de Th((A,Y)). Para alguna m, I'(z) = I';,,(x) es consis-
tente con T}, y asi también es consistente con Ty, 11. Por (4), T'yu(¢;) C Thng1
para algin ¢; € C, se sigue que a; satisface I'(z) en 2y. O

Corolario 2.1 5S¢ T es una teoria completa con a lo mds una cantidad nu-
merable de modelos numerables no isomorfos, entonces T tiene un modelo
contablemente saturado.
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Demostracion: Note primero que cada tipo de T es satisfecho por algin
modelo numerable de T', y cada modelo numerable satisface sélo una can-
tidad numerable de tipos. Por lo tanto, para toda n < w, T tiene sélo una
cantidad numerable de tipos en n variables. En consecuencia, T tiene un
modelo contablemente saturado.

O

Teorema 2.4 [Teorema de Unicidad para Modelos Contablemente Satura-
dos] Si A y B son modelos contablemente saturados y A = B, entonces
A =D,

Demostracion: En esta prueba se hace una construcciéon usando el méto-
do Back and Forth, la cual se asemeja a la prueba del Teorema de Unicidad
para Modelos Atémicos. Pero en vez de trabajar con férmulas completas
trabajamos con tipos.

Usando la saturacién contable de 2 y B, obtenemos dos sucesiones

ag, at, .. , bo, b1, ... ,
tales que

A= {ag,al, }, B = {bo,bl, }

y para cada n, el tipo que realiza a, en (2, ag, ..., anp—1) es el mismo tipo que
realiza by, en (B, by, ..., b,—1). Luego

(Ql, A0y -eey an_l) = (%, bo, ceny bn—l)-

Por lo anterior, obtenemos que 24 = B con la correspondencia a, — b,. O

Sea R un conjunto no vacio, R<* denota al conjunto de todas las suce-
siones finitas en R. Un subconjunto S C R<% es un drbol sobre R si,

(Vs € S)(¥n € dom(s))(s|n € S)

donde dom(s) es el dominio de s. Es decir, S es cerrado bajo segmentos
iniciales. En particular, ) € S si S es no vacio.

Si s,t € R<¥, digamos s = (sp,...,sk) y t = (to,...,t;), entonces se
define la concatenacién de s con ¢ como sigue:

st = <$0,...,$k,t0,...,tl>
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Teorema 2.5 Toda teoria completa T con un modelo contablemente satu-
rado tiene un modelo atémico numerable.

Demostracion: Probaremos éste teorema por contrapuesta. Suponga que
T no tiene un modelo atémico numerable. Entonces 1" no es atémica. Por lo
tanto, T tiene una férmula consistente ¢(z1, ..., 2, ) la cual es no-completable
enT.

Para cada férmula no-completable ¢ (1, ...x,) de T, escojemos dos fér-
mulas ¥ (z1, ...xn) y ¥1(z1, ...zy) consistentes con T tales que

(1)T):¢0—>¢7T|:¢1—>¢,T):ﬁ(1/10/\¢1)

y %o , 11 son también incompletables. De este modo obtenemos un arbol de
férmulas incompletables

{ps:s€2%tal que T = @50 = s , T FE s 1 — ¥s,
T ’: _|(SOSAO A SOSAl)'

Cada sucesién infinita sg, s1, s3, ... de ceros y unos nos da una rama
Is = {©, ¥sos Psosy s -+ del arbol. Sabemos que hay 2¢ ramas. Por (1), cada
rama ['s(x1,...,2,) es un conjunto de férmulas consistente con 7', y cuales-
quiera dos ramas son inconsistentes entre ellas. Extendiendo cada rama I';
a un tipo de T, obtenemos 2“ tipos diferentes. En consecuencia, T' no tiene
un modelo contablemente saturado.
O

El reciproco de este teorema es falso. Por ejemplo, la teoria de los campos
real-cerrados ordenados tiene un modelo atémico numerable. Pero esta teo-
ria tiene 2“ tipos, por lo que no tiene un modelo contablemente saturado [1].

A continuacién probaremos s6lo una parte del Teorema de Caracteriza-
cion de las Teorias w-categoéricas, la cual es suficiente para nuestros propé-
sitos. Antes veamos el siguiente lema.

Lema 2.1 Sea T una teoria completa con un modelo contablemente satu-
rado y atémico A. Entonces para cada n < w, cada tipo I'(x1,...,x,) de T
contiene una formula completa.

Demostracion: Sea I' un tipo de T'. Como 2l es contablemente saturado,
el tipo I' se realiza en 2 por alguna n-tupla ai, ..., a,. Como 2l es atémico,
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ai,...,a, satisface al menos una férmula completa y(z1,...,2,). No puede
pasar que (—y) € I', por lo que 7 pertenece a I'. O

Teorema 2.6 Sea T una teoria completa. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. T es w-categorica.

2. T tiene un modelo A el cual es contablemente saturado y atomico.

Demostracion:
|| Sea 2 el tnico modelo numerable de T. Como T es w-categérica, por el
Corolario 2.1, T tiene un modelo contablemente saturado y por el Teorema
2.5, T tiene un modelo atémico numerable, por ser 2 el tinico modelo nume-
rable, 2 es éste modelo atémico. De igual manera, como T tiene un modelo
contablemente saturado, 2 es contablemente saturado.
1}] Probaremos por contradiccién que si T' tiene un modelo 2 el cual es con-
tablemente saturado y atémico, entonces 1" es w-categorica. Suponga que 2
es un modelo atémico numerable y contablemente saturado de 7', pero que
T no es w-categdrica. Entonces existe un modelo numerable B de T tal que
A 2B,
Veamos que B es atomico numerable.
Sea b1, ...,b, una n-ada de B cualquiera, veamos que satisface alguna for-
mula completa. Sea I'y, 3, el tipo que satisface by, ..., by, entonces por el
lema anterior I'y, 3, tiene una férmula completa, asi by, ..., b, satisface una
formula completa. Por hipétesis, 28 es numerable. Por lo tanto, B es atémico
numerable. Por el Teorema de Unicidad de Modelos Atémicos, 6 = 2. Con
todo lo anterior obtenemos que 1" es w-categdrica. O

Lema 2.2 Sea 20 un modelo contablemente saturado, entonces (2,Y) es
contablemente saturado para todo Y C A finito.

Demostracion: Sea F' C A finito. Queremos ver que para todo ¥ C A
finito y todo I'(z) conjunto de férmulas con una variable libre en Lz y con-
sistente con Th((A, FUY)), sucede que (A, FFUY) realiza a I'(x).

Sea Y C A finito y I'(x) en Lpyy consistente con Th((2(, FUY")). Como A
es w-saturado y F'UY es finito, se tiene que I'(x) se realiza en (A, FUY).
Por lo tanto, (,Y") es w-saturado.

O
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El siguiente resultado es vital en el desarrollo de la investigacién que
Vaught sigui6 sobre la cantidad de modelos numerables de una teoria com-
pleta, la cual desembocé en la famosa conjetura.

Teorema 2.7 (Teorema de Vaught) Ninguna teoria completa tiene exacta-
mente dos modelos numerables no isomorfos.

Demostracion: Suponga que T tiene exactamente dos modelos numera-
bles no isomorfos. Por el Corolario 2.1, T tiene un modelo contablemente
saturado B y, por el Teorema 2.4, tiene un modelo atémico numerable 2I.
Note que 2 no puede ser atémico ya que por el Teorema de Unicidad de los
modelos atémicos, 2 y B serian isomorfos, lo cual contradice nuestra supo-
sicion inicial. De igual manera, por el Teorema de Unicidad de los modelos
contablemente saturados, 2l no puede ser contablemente saturado.

Como B no es atémico, tiene una n-tupla by,...,b, la cual no satisface
una férmula completa. El plan es obtener un modelo atémico numerable
(€, c1y.ycn) de T" = Th((B, b1, ...,b1)) y mostrar que el reducto € no es
contablemente saturado ni atémico. Asi, T' tendra al menos tres modelos
numerables no isomorfos 2, B y €.

Como ‘B es contablemente saturado, (8, by, ..., b, ) también es contablemente
saturado. En consecuencia, T” tiene un modelo contablemente saturado, asi
que también tiene un modelo atémico numerable (&, ¢y, ..., ¢;,). El reducto €
es modelo de T'. Ademas, el modelo € no es atémico, pues la n-tupla cq, ..., ¢,
no satisface una férmula completa.

Veamos ahora que € no es contablemente saturado. Como 7" no es w-categorica,
T’ tampoco lo es, asi ningin modelo de T” puede ser contablemente saturado
y atémico numerable a la vez. En particular, como (&, ¢y, ..., ¢,) es atémico,
no puede ser contablemente saturado. Se sigue que € no es contablemente
saturado. O

2.2. El Nimero de Modelos Numerables de una
teoria completa. La conjetura de Vaught
Denotamos I(T,Ng) como el nimero de modelos no isomorfos de una

teoria completa T de cardinalidad Ny. En esta seccién analizaremos los po-
sibles valores de (T, Ny).

Veamos algunos ejemplos clédsicos de (T, Rg) para ciertas teorias com-
pletas especificas.



20 El Teorema y la Conjetura de Vaught

= Si T es la teoria completa de los 6rdenes lineales densos sin extremos,
I(T,%g) = 1. Este tnico modelo son los racionales [5].

» Si T = Th(N) (la teorfa completa de N), I(T,Rq) = 2%0.

= Si T es cualquier teoria completa, por el Teorema de Vaught,
I(T,Rg) # 2.

Note que a lo més hay 2% modelos numerables no isomorfos de T', por

lo tanto es valido preguntarnos lo siguiente, ; habra alguna teoria para la
cual Ro < I(T,Rg) < 2%0 ?
Claramente, asumiendo HC(la Hipétesis del Continuo), la respuesta es tri-
vialmente negativa. Sin tomar en cuenta HC, Vaught intuyé que esta res-
puesta seguia siendo negativa, ya que nunca encontré una teoria completa
que cumpliera estas desigualdades, pero a su vez tampoco pudo demostrar
su negacién. Asi se formulé la siguiente conjetura:

Conjetura de Vaught: Sin CH, se puede demostrar que cualquier
teoria T' con méas de Xy modelos numerables no isomorfos tiene 280
modelos numerables no isomorfos.

Con méas de 40 anos de ser propuesto, este sigue siendo un importante
problema de la Teoria de Modelos que continta sin ser resuelto. Se han en-
contrado soluciones para casos especificos de teorias completas como es el
caso de la Conjetura de Vaught para Teorias w-Estables la cual fue demos-
trada por Shelah a principios de los anos ochentas [2].

El resultado méas general y apegado a la Conjetura original es el desa-
rrollado por Morley con el teorema que lleva su nombre el cual dice que si
I(T,Rg) > Ry, entonces I(T,Rg) = 280, Asi que todo se reduce a la siguiente
pregunta jHay teorias T con N; modelos numerables no isomorfos?

Hasta ahora no lo sabemos, asi que enfoquémonos en lo hecho por Morley.



Capitulo 3

El Analisis de Morley Sobre
Modelos Numerables

En 1970, nueve anos después de que Vaught formulé la conjetura en 1961,
Morley publicé un articulo en el cual demostré que, si el nimero de modelos
numerables de una teoria T en el lenguaje infinitario Ly, ., es estrictamente
mayor que Ny, entonces es 2°°, dicho Teorema lleva su nombre.

3.1. Fragmento de un lenguaje infinitario

Definicién 3.1 Llamamos L, ., al lenguaje infinitario con w variables li-
bres, el cual permite las siguientes condiciones:

» el numero de variables libres de cada subformula en cada formula es
finito;

» en cada formula solo puede haber cuantificaciones finitas;

= disyunciones y conjunciones a lo mds numerables de formulas.

Definicién 3.2 Un fragmento F' de un lenguaje infinitario es un subcon-
junto de L, ., el cual contiene a todas las férmulas de primer orden, es
cerrado bajo subférmulas, bajo combinaciones finitas booleanas, bajo cuan-
tificaciones finitas y bajo cambio de variables libres por otras variables que
no hayan aparecido anteriormente en la férmula.

Definicién 3.3 Si F' es un fragmento de L., ., decimos que A = B si
para todo enunciado o € F,
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A =0 siysolosiB=o.

Definicién 3.4 Si F' es un fragmento de Ly, .,, decimos que I'r C F' es un
F-tipo si existe un L-modelo numerable A y a1, ...,a, € A tal que
I'r={y(z1,...,2n) € F: A= ~[a,....,an]}.

Sea Sy (F,T) el conjunto de todos los F-tipos realizados por alguna n-
tupla en algin modelo numerable de T'.

Teorema 3.1 Sea T una teoria en L. Un modelo numerable de T puede
realizar solo una cantidad numerable de tipos.

Demostracion: Sea 2l un modelo numerable de T'. Dado cualquier modelo
de T y toda n-ada aq, ..., a,, €l conjunto de todas las férmulas que realiza
at, ..., ay €s un tipo.

Veamos que existe un tnico tipo I' realizado por ay, ..., ay,.

Suponga que existe IV un tipo de aq, ..., a, distinto a I". Como son maxima-
les, existe una féormula ¢ en I" tal que su negacién esta en I, pero esto no es
posible ya que una n-ada no puede satisfacer a una férmula y a su negacién
a la vez. Por lo tanto, I' es tnico.

Como 2 tiene solo una cantidad numerable de n-adas y cada n-ada satis-
face s6lo un tipo, 2 s6lo puede satisfacer una cantidad numerable de tipos. O

Corolario 3.1 Si |S,(F,T)| = 2% para algin fragmento F, entonces
I(T,Rg) = 2%,

Demostracion: Suponga que hay x < 2“ modelos numerables de T, co-
mo un modelo numerable sélo satisface una cantidad numerable de tipos y
k- Xog = K, hay k tipos consistentes con T, es decir, |S,(F,T)| = k, lo cual
contradice la hipétesis. Por lo tanto, I(T,Rg) = 2%, O

3.2. Teorias Dispersas

A continuacién veremos el caso de cuando una teoria tiene siempre una
cantidad numerable de tipos para todo fragmento numerable F'.

Definicion 3.5 Decimos que una teoria T en L es dispersa si para todo
fragmento F' numerable de L, ,, vy toda n < w, |Sy(F,T)| = No.
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Suponga que T es dispersa. Construiremos una sucesién de fragmentos
numerables {F,, : & < w1} como sigue:
Sea Fy el fragmento que contiene todas las £-féormulas de primer orden. Si
« es un ordinal limite, entonces Fo, = Uz, Fj-
Suponga que F, es un fragmento numerable. Para I' € S,(F,,T), sea
Up(xy,...,2,) la férmula /\WEF 7. Note que ésta es una L, ,-férmula por
que F, es numerable. Sea F,.1 el fragmento mas pequeno que contiene a
Up paratodoI' € S, (Fy,T),n < w. Como T es dispersa, F,1 es numerable.

Si A es un modelo de T' y ay,...,an, € A, sea I'yo(a) € Sp(Fo,T) el
F,-tipo satisfecho por a en A.

Lema 3.1 Para cada modelo numembé@ A de T, existe un ordinal %\ < w1
tal que Va,b € A", si Ty z(a) = 'y r(b), entonces I'y o(a) = 'y o(b) para
toda o < w1.

Demostracion: Note que si Iy (@) # Iy o (b), entonces Ty (a) # Iy 5(b)
para toda > a.
Para a,b € A™, sea

- —1 siTyo(@) = Ty a(b) para toda o < wy
a  siaes el minimo tal que Ty o(a@) # To o (b)

Como 2 es numerable, podemos encontrar 7 < w; tal que v > f (a,b) para
toda a,be A" yn<w. O

Definicion 3.6 Llamamos altura de 2 al minimo ordinal con la propiedad
del lema anterior y lo denotamos A(2).

La altura de un modelo es un invariante del modelo, es una pieza clave
(atinque no tnica) de infomacién para determinar el tipo de isomorfismo del
modelo.

Lema 3.2 Si 2l y B son modelos numerables de T' tales que A =Py B,
entonces A = B,

Demostracion: Sean {ag,a1,az,...} y {bo, b1, b2, ...} enumeraciones de A
y B respectivamente y A = A(2(). La idea de la prueba es construir una
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sucesion de encajes parciales finitos fy C fi C fs... tal que si a estd en
el dominio de f,, entonces I'y x(a) = Ty r(fn(a@)). Nos aseguraremos que
an esté en el dominio de f,11 y que b, esté en la imagen de f,4+1. Luego
entonces f = J,,, fn serd el isomorfismo deseado.

Sea fo = 0. Suponga que a estd en el dominio de f,, y que f,(a) = b. Sea
I' =Ty \(a, an). Debemos encontrar d € B tal que FsBy,\(li), d) =T. Como

A= 32y N\ e V(2,y),

ésta es una F),i-sentencia y por hipotesis & =g, , B, pasa que

B = 323y N\yerv(2,y).

Por esto, existen ¢,d en B que hacen verdadera a /\ﬂYer v(z,y), por lo tanto,
realizan a todas las féormulas del tipo I'. Note que como @ y ¢ realizan el
mismo Fy-tipo, ¢ y b realizan el mismo F)-tipo.

Veamos que ¢ y b realizan el mismo F)1-tipo.

Sea ¥ = I'y z(¢) = ' A(b) y sea ¥(Z) una Fyyi-férmula. Sea © la Fy;1-
féormula

VIvy(Us(Z) A Us(y))) = (@) © ¥(y)).

Como A es la altura de 2, 2l = ©. Por hipétesis, A =p,,, B, entonces
B = O. )

Ast, Ty x41(¢) = T ay1(b).

Como

B =N\ er1(@y)

y ésta es una F),1-formula, sucede que

B E Iy Ayer 7, y).

En consecuencia, existe d € B tal que I' = ' »(b, d).
Usando un argumento simétrico, podemos encontrar un s € A tal que

Fgl’)\(fl, A, 8) = F%)\(i), Cl, bn) Sea fn+1 = fn U {(an, d), (S, bn)} O
Teorema 3.2 Si T es dispersa, entonces I(T,Ng) < Nj.

Demostracion: Para cada 2 = T numerable, sea

i(2A) = (ARL), Taaa+1(0))-
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Note que A =p, B siy sélo si Iy o(0) =Ty o(0), es decir que A y B hacen
verdaderos a los mismos enunciados en F,.

Por el lema anterior, si 2 y 5 son modelos numerables de T', entonces 2 = ‘B
si y s6lo si i(A) = i(B). Como A(A) < wy, hay sélo N; posibles alturas para
los modelos de T. Ademds, por ser T dispersa, para todo « hay sélo Ng
posibles Ty, (0).

Note que si I'y o(0) = T's o (D), cabe la posibilidad de que para cada A < wy
haya un modelo numerable de 1" con altura A, en este caso habria R; mo-
delos numerables de T', ése es el caso donde alcanza el maximo de posibles
modelos.

Por lo tanto, I(T,Rp) < R;. O

Si la Conjetura de Vaught es verdadera, entonces las teorias dispersas
serdn precisamente las que admitan sélo una cantidad numerable de modelos
numerables salvo isomorfismo.

3.3. El Teorema de Morley

Hasta el momento sélo hemos visto cuantos modelos numerables pueden
tener las teorias dispersas, ahora veremos qué pasa con las teorias no dis-
persas. Note que si T es no dispersa, entonces para algin fragmento £y
algtin n < w |S,(F,T)| > Ng, probaremos que |S,(F,T)| = 2%. Para esto
necesitamos un poco de teoria descriptiva.

Suponga que F' es un fragmento de L, ,,. Considere los £-modelos donde
Sus universos sean w.

Definicién 3.7 Si 2 = (w,...) es un L-modelo, llamamos Fdiagrama de 2
al conjunto

Fdiag(2) = {p(zg,...,xn) € F: A = p(0,1,...,n)}.

Llamamos D(F,T) el conjunto de todos los posibles F'diagramas de mo-
delos de T'.

Existe una biyeccién natural entre el conjunto potencia P(F) y 2 (el
conjunto de todas las funciones de F' a {0,1}), identificando a cada con-
junto con su funcién caracteristica. Mas ain, D(F,T) es un conjunto de
subconjuntos de F', por lo que podemos ver a D(F,T) como subconjunto de
2" Dotando a {0,1} con la topologia discreta, podemos pensar a 2" como
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un espacio topoldgico con la topologia producto. La base la conforman los
conjuntos

{fe2f:vaeFy f(z) =0o(z)},
con Fy C F finito y o : Fy — 2. Note que si F es numerable, entonces 27 es

homeomorfo a 2.

Llamamos o-algebra de Borel a la minima o-algebra que contiene a una
topologia dada. Un conjunto Borel es un elemento de esta o-algebra.

Lema 3.3 Si F' es un fragmento numerable de Ly, ., entonces D(F,T) es
un subconjunto Borel de 2F .

Demostracion: Sea

Eo={fe2f: f(v) =1« f(—)) = 0 para toda o) € F}
=Nyperlf €27 (f() =0A f(=¢) =) V (f(¢) = 1A f(-¢) = 0)}.

Como FEj es una interseccion de conjuntos cerrado-abiertos, Ey es cerrado.
Sea By = {f € 2F' . f(3zy(2)) = 1 & f(¢(z;)) = 1 para algin i y toda
P(x) en F}. Si
By, ={f €2": fEr(2) = 1} nUen{f €2 J((w)) = 1} y
Epy={f€2": fE(2)) = 0} N Nien{f €27« f((i)) = 0},

note que el primer intersectando de Efr €8 cerrado-abierto y el segundo in-
tersectando es unién de cerrado-abiertos, por lo tanto, es abierto. Asi, Efr »
es Borel. Andlogamente, E ., €s Borel. Como

By = ﬂweF(EfL,w UEL,),

FE; es Borel.
Sip=Nicr%iyyp€F,sea

Ey,={f€2f: flp) =1« f(¥;) =1 para toda i€ I}.

Como I es numerable, siguiendo un argumento similar al de E; obtenemos
que E3 , es Borel.
Por lo tanto,

EQZQ{EZ@:‘P:/\ieI@/}z'Y‘PEF}
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es Borel.
Similarmente los siguientes conjuntos son Borel:

By ={f €2l f(z; = ;) = 0 para toda i # j},

Ey={fe?2": f(x; = ;) = 1 para toda i},
ES:{f€2F3f($z‘:xj%xj:xi)zlparatodai,j},

Es={f €2": f((zi = xj Nxj=x},) = x; = x) = 1 para toda 4,7, k} y
E; ={fe€2": f(o) =1 para todo o € T}.

Sea I = FEyN...N Ey. Claramente, E es Borel.

Veamos que E = D(F,T).

DO]Veamos que si 2 es un modelo de T' con universo w, entonces el F-
diagrama de 2 estd en E. Claro que como para todo 1) € Fdiag(2), A = 1,
entonces F'diag(2A) € Es,...,Es. Ademds como A = T, T C Fdiag(2),
por lo que Fdiag(2l) € E;. Note que Fdiag(2l) es consistente ya que 2
satisface a todo ¢ € Fdiag(), Ey es la propiedad de ser consistente,
por lo que Fdiag(2) € Ep. Asimismo, si Jz¢(x) € Fdiag(2), entonces
Y(z;) € Fdiag(2l) para algin 4, por lo tanto, Fdiag(2l) € Ey. Andlogamente
Fdiag(2) € Es.

C] Sea f € E. Construimos un L£-modelo Ay con universo w. Si R es
un simbolo de relacién de £ con aridad n, entonces (iy,...,iy) € R¥f si
y sélo si f(R(ziy,...,x;,)) = 1. Sea G un simbolo de funcién de £ con
aridad n. Como f € E7, f(32G(z;,,...,zi,) = x) = 1. Como f € Ei,
f(G(z4y,..yxi,) = xj) = 1 para algin j. Sea G/ (iy,...,i,) = j. Como
f € E, f(G(xiy,....,xi,) = x1) = 0 para k # j, asi G*/ estd bien defini-
da. Usando el hecho de que f € F, podemos hacer una induccién sobre la
formacioén de férmulas para probar que

Qlf ): @D(il, ,’Ln) < f(zp((le, 7$zn)) =1
para toda 9 € F'. Por lo tanto , f € D(F,T). O

Definicién 3.8 i |X| = Ry, decimos que Y C 2% es analitico si existe una
funcién continua 7 : 2X — 2% y un subconjunto Borel B C 2% tal que Y es
la imagen de B bajo .

En otras palabras, los conjuntos analiticos son imagen continua de algiin

conjunto Borel. Observe que podemos ver al conjunto S, (F,T) como sub-
conjunto de 2%, aunque puede que no sea Borel.

Teorema 3.3 S, (F,T) es analitico.
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Demostracion: Construimos un mapeo continuo €2 tal que S, (F,T) es la
imagen de D(F,T) bajo Q. Para f € 2F, sea Q(f) € 2, donde Q(f)(¢) =1
si ¢ tiene a xy, ..., x,—1 como variables libres y f(¢) = 1, Q(f)(¢)) = 0 en
otro caso.

Como Q(f)(v) = Q(g)(¥) si f(v) = g(¢), Q es continua. Si I' € S, (F,T),
entonces existe un modelo 20 de T con universo w tal que (0,1,...,n — 1)
realiza a I" en 2. Asi, el Fdiag() bajo Qvaal. O

Note que como S, (F,T) es la imagen de D(F,T) bajo la funcién conti-
nua  y F' es un fragmento numerable arbitrario, S, (F,T) es analitico para
todo fragmento numerable F'.

Para finalizar con la prueba del Teorema de Morley necesitamos un resul-
tado clasico de Teoria Descriptiva de Conjuntos, su prueba puede consultarse
en [?].

Teorema 3.4 Sea X un conjunto numerable y'Y C 2% analitico.
Si |Y| > R, entonces |Y|=2%.0

Teorema 3.5 (Teorema de Morley) Sea T una teoria completa en un len-
guage numerable. Si 1(T,Rg) > Ny, entonces I(T,Rg) = 280,

Demostracion: Para todo fragmento numerable F, S, (F,T) es analitico.
Por el teorema anterior, sabemos que |S,(F,T)| < Rg o |S,(F,T)| = 2%.
Si para algin F pasa que |S,(F,T)| = 2%, entonces I(T,Rg) = 280 porque
un modelo numerable realiza sélo una cantidad numerable de tipos. Si para
todo F' pasa que |S,(F,T)| < Ry, entonces T es dispersa y por el Teorema
de teorfas dispersas, I(T,Ry) < Ry. O



Capitulo 4

La Conjetura de Vaught en
Ordenes Lineales

Parece que probar o refutar la Conjetura de Vaught para teorias comple-
tas en general no es nada facil, ya que hasta la fecha no se ha logrado. Con
esto surge la iniciativa de hacerlo por casos, es decir, probar la veracidad
de la Conjetura de Vaught para teorias completas con alguna caracteristica
extra. En este capitulo analizaremos y probaremos la Conjetura de Vaught
para Teorias Completas de Ordenes Lineales.

Los dos resultados mas relevantes seran los siguientes:

1. El namero de modelos numerables no isomorfos de una teoria completa
de orden lineal en un lenguaje numerable es finito o 280,

2. Si el lenguaje de T es finito, entonces este niimero es 1 o 280,

En este capitulo T" denotard una teoria completa de orden lineal, es
decir una teorfa cuyo lenguaje incluye un simbolo de relacién binaria < y
posiblemente mas simbolos de relaciéon y constantes; ademés 1" incluye los
axiomas de orden lineal para <, los cuales son:

» Siz<yyy< =z, entonces z < z;
s Six#y,entonces <y by < x;

El lenguaje L7 denotars al lenguaje de T. A = (A, <¥, Py, P»...) deno-
tard a un modelo en el lenguaje usual el cual es ordenado linealmente por
<™. Siempre interpretaremos a <% como el orden lineal < cuyo dominio es
todo el universo de 2. Usaremos z < y para abreviar z < y Vx = y.
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Si {%Aa}a<p es una cadena de modelos, entonces (J,. 5 %o denota la unién
de esta cadena.
La notacién B C, A significa que g es un monomorfismo de ‘B en 2.

Considere T'(LO) una Teorfa de orden lineal. Considere las férmulas até-
micas Ty, = Tn, ¥ T < T, como las férmulas basicas y vo, ..., v, variables
con n > 0. Un arreglo de las variables vy, ..., v, es una combinacion finita
de la forma

AN AAY

donde uyg, ..., u, es una renumeracién de v, ..., v, y cada férmula 6; es, o
bien w; < Uit1, 0 Uj = Ujy1-

Una formula abierta en L es una férmula libre de cuantificadores, es de-
cir, no tiene cuantificadores.

El siguiente resultado dice que cualquier formula sin cuantificadores en
una Teorfa de Orden Lineal es equivalente segiin esta teoria a una férmula
universalmente verdadera, a una contradiccién o bien a una disyuncion finita
de arreglos.

Proposicién 4.1 Toda férmula abierta p(vo, ..., v,) es T(LO)-equivalente
a una de las formulas vy < vy, v9 = Vg, 0 bien a una disyuncion finita de
arreglos de las variables vg, . .., vy.

Demostracion: Primero consideramos el caso n = 0. En este caso, la fér-
mula ¢(vg) esta construida de las férmulas atémicas vy < vy, v9 = vg. Como
T(LO) E vy < vy y T(LO) = vg = vy, debe pasar o bien que T(LO) E ¢y
T(LO) = ¢ <> vg =19, 0 que T(LO) = -y T(LO) = ¢ <> vp < vg.
Hagamos ahora tres observaciones importantes acerca de los arreglos (su-
ponga n>0):

1. Hay sélo una cantidad finita de arreglos diferentes de las variables
VOy« -y Un.

2. Para cada estructura linealmente ordenada 2, cada n-tupla ag, ..., a,
satisface algun arreglo de vy, ..., v,.

3. Sean ¢(vg, ...,v,) una férmula abierta y ¢ un arreglo de las variables
Vg, . . ., Un. Entonces una o ambas de las siguientes formulas ¢ — ¢,
1) — —p, es una consecuencia de la Teoria de orden lineal.
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La observacién (1) es obvia. La observacién (2) se sigue del hecho de que
en una estructura de orden lineal una de las siguientes relaciones binarias
a < b, a =>b,b < asecumple entre cualesquiera dos elementos a,b. Por
induccién sobre la longitud de una férmula abierta ¢, se puede probar la
observacién (3).

Ahora, sea (v, . .., v,) una férmula abierta. Si T(LO) = -, entonces ¢ es
T (LO)-equivalente a la férmula vy < v y asi a una contradiccién. Asumamos
la otra posibilidad, es decir, supongamos que no es el caso que T'(LO) = —.
Considere cualquier modelo 2 de T'(LO) y una n-tupla ag,...,a, que sa-
tisface a ¢ en 2. Por (2), ap,...,a, también satisface algun arreglo ¢ de
v, - - ., U, en 2A. Por lo tanto, no puede pasar que T(LO) = ¢ — —p y por
(3) debe pasar que T'(LO) = 1 — ¢. Formemos a 6 la disyuncién de todos
los arreglos ¥ de vy, ..., v, los cuales cumplen que T(LO) = ¢ — ¢. Por
(1), 0 es la disyuncién de al menos uno y a lo més una cantidad finita de
arreglos. Por lo argumentado arriba, se sigue que T'(LO) = ¢ — 6, y por
como definimos a 6 se sigue que T(LO) |= 6 — . En consecuencia ¢ y 6
son T(LO)-equivalentes. O

Sea 2l un modelo, ® un conjunto de férmulas cuyas variables libres
estan entre {zo,...,z,} y sea a € A", definimos |2A|p; como el conjunto
{b € A: A [ ®b,al}. De igual manera, |Alg = {b € A : A = P[b]}.
Ademas, g y Ap 5 son los submodelos con universo |A|p, |A|e q respecti-
vamente.

Antes de comenzar a probar lo prometido, necesitaremos una serie de
definiciones y lemas como herramienta previa.

4.1. Conjuntos y Modelos Convexos, Extensiones
Permitidas y Modelos Autoaditivos

Definiciéon 4.1 Sea 2l un modelo, decimos que B C A es definible sobre
a en A si existe ¢ tal que B = ||, 5. Decimos que B es definible en 2 si
B = ||, para algin ¢.

Sea A un modelo. Si B C A, definimos conv(B,2() como el conjunto
{c € A: by <c<bypara algin by, by € B}.
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Sea (I, <) un conjunto linealmente ordenado. Para cada i € I, sea 2(; un
modelo. Asumiendo que A; N A; = () para cada i # j definimos A = X;c;
como el siguiente modelo:

- [/ = Uie[ A;.
—a<mbsiparaalg{miEIpasaquea<Q“b,osiaeAiybEAj con
1<j.

- Para cada predicado unitario P de £, P* = Uier P

A A lo llamamos la suma de los 2;. Cuando usamos el modelo 2 + B
siempre nos referiremos a que |I| = 2 y los elementos de A son menores que
los elementos de B.

Sea C = (C, <) un conjunto linealmente ordenado, y sea 20 un modelo en
L. Definimos 2 * C como el modelo ) .~ %A donde para cada c € C, 2. es
una copia de 2 (de forma que las copias resulten isomorfas a 2, pero ajenas
dos a dos).

Definicién 4.2 Sea 21 un modelo y B C A. Decimos que B es un subcon-
Junto convero de A si para cada by,by € Bsib e {a € A:b <a < by},
entonces b € B.

B es un submodelo convexo de 2, si |B| es un subconjunto convexo de || y
lo denotamos B € 2.

Usamos [b1, bo] para denotar al conjunto {a € A : b; < a < ba}.

Teorema 4.1 Sea Ly finito y B € A. Para cada m > 0 yl > 1 existe
un conjunto finito de formulas O™ tal que para cada k > 0 y cada formula
A(v1, ooV, X1, oy T) cON @ lo mds m cuantificadores y para cada a € (A\B)F

existe ¢*(v1, ..., v;) € O™ tal que para toda b € B' A = ¢[b,a] < B = ¢*[b].

Demostracion: Lo probaremos por induccién sobre m para toda [. Para
m = 0, sea ©40 un conjunto finito de férmulas sin cuantificadores con va-
riables libres entre {vy,...,v;} tal que para cada férmula sin cuantificadores
Y(vy,..vp) existe ¢ € O40 tal que - ¢ +— 1. Note que esto es posible
gracias a que el lenguaje es finito, pues hay una cantidad finita de formulas
no equivalentes con a lo mas [ variables libres. Asi, ©0 tiene las propiedades
deseadas.
Suponga que es valido para m, veamos que entonces es valido para m + 1.
Sea

0 = O U {Fup¢ : p € BFLMY



4.1 Conjuntos y Modelos Convexos, Extensiones Permitidas y
Modelos Autoaditivos 33

Qlm+1 _ {\/ Vi {1, Yy COYU{= \/ i {1, .., n} C O}
i=1 =1

Claro que como © es finito, O™ *! también es finito.

Sea x(vi,...v, X1, ..., xx) una férmula con m + 1 cuantificadores y sea a €
(A\B)*. Podemos asumir que x = Jyp(vi,..., v, Y, T1, ..., x1), donde ¢ es
una férmula con m cuantificadores.

Por Hipétesis de Induccién, hay un conjunto finito de férmulas

{1(v1, .0 ooy 0y (V1 ..oy g) } C OF™

tal que para cada c € A\B existe un i ,1 < i < r, tal que para cada b € B’

2 ): (10[(_)’ C,C_L] < B ): 71}1[6]

Por Hipétesis de Induccién, hay una férmula ¢ (vy, v, ..., v, y) € OLm ta]
que para cada b € Bl y c € B, ((b,c) € B

2A = olb,c,al & B = b, .

Sea x*(v1, ..., v) = (Vi_; ¥i) V 3y, entonces x* € O™ se puede ver que
x* es la deseada. O

Corolario 4.1 Sea 2 un modelo en un lenguaje finito o infinito L; sea
B € 2. Entonces para cada férmula ¢(vi, ..., v, T1, ..., Tg) y cada @ € _A\B)k
existe ¢* (v, ...,v;) tal que para cada b € B!, A |= ¢[b,a] < B = ¢*[b].

Demostracién: Como B|L' € A|L' para cada sublenguaje finito £" de £
infinito, dado que cada férmula emplea sélo una cantidad finita de simbolos
y que el teorema anterior vale para cada L', entonces también es valido para

L. 0

En otras palabras el teorema y el corolario anteriores nos dicen que para
determinar si ciertos elementos del submodelo convexo B en 2 satisfacen
cierta formula ¢ en 2, podemos verificarlo “examinando” si satisfacen a la
formula ¢* en B. Note que esto es posible por la convexidad de B, ya que
todos los elementos de B tienen exactamente los mismos pardmetros fuera
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de B a su derecha y los mismos parametros fuera de B a su izquierda, es
decir, si un elemento de B tiene tres parametros fuera de B a su derecha,
entonces todos los elementos de B tienen esos mismos tres pardmetros fuera
de B a su derecha. Es por eso que a ¢* del corolario anterior le llamamos la
formula examinadora de ¢.

Sea 21 un modelo, @ € A!, x(vo,a) una férmula y ¢;(vy,...,v;) una fér-

mula con [ variables libres, la relativizacion de ¢ para x(vg,a) es la féormula
¢2 tal que para toda b € (|%U|y.a)!, Aya = db] & A = da[b].
Construimos a ¢9 recursivamente. Si ¢ es atomica, entonces ¢ = ¢1. Si ¢1
es una combinacién booleana de féormulas 1, ..., @, entonces ¢o es la mis-
ma combinacién booleana de la relativizcién de las féormulas @1, ..., pp. Si
¢1 = Jx1p, entonces ¢o = Jx(x(x,a) AY(y1,...,Yn)). Si ¢1 = Vi), entonces
¢2 = Va(x(z,a) = (Y1, ..., yn))-

Corolario 4.2 Sea Ly finito o infinito, sean ¢ € A"™ y B un subconjunto
convexo de 2 definible bajo ¢ en 2A. Sea ¢(v1,...,v;, 1, ..., T) una formula,
a € (A\B)*; entonces existe ¢*(v1,...,v;) tal que para cada b € Al, A =
¢*[b,d) & be Bl y A= ¢[b,al.

Demostracion: Sea x(vg, ¢) la que define a B bajo ¢. Sea ¢1(v1,...,v;) la
férmula examinadora de ¢ en B, sea ¢a(v1, ..., vy, €) la relativizacién de ¢;
para x(vp, ). Sea ¢* = /\§:1 X(C,v;) N ¢a, asi, ¢* es la deseada.O

Definicion 4.3 Sea © O U; decimos que D es una extension simple de A
si no hay dy,do € D\ Ay a€ Atal que d; <a<ds.

Definicion 4.4 Sea A O B; decimos que ® es una extension permitida de
B relativa a Asi A DD DB yparacadad e D\ B, Aj ={ac A\ B:
Vbe Bla<b<d<b)}CD.

Teorema 4.2 Sea B < 2, y sea D una extension permitida de B relativa
a A; entonces B <D < A.

Demostracion: Para demostrar que © < 2 es suficiente probar que si
d(x1,...,xk, ) es una férmula cualquiera, dj,...,dy € D, a € A\D y A
¢ldi, ..., dg, a], entonces existe d € D tal que A = ¢ldy, ..., dk, d]. Sin pérdida
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de generalidad, sean di,...,d; € D\B y dj+1,...,d; € B. Adem&s, podemos
asumir que

di < ..<dr <a<dpy <..<d.

Como ® es una extensiéon permitida de B, existen b1,by € B tales que
d < by < a < by < dyy1. Podemos asumir que diy1,...,d;j+; € [b1,b9]
Y ditiq1s s di & [b1,b2]. Sea ¢* (b1, b2, Tit1, ..., Ty, ) tal que para cada
ai,...,a;,b €A,

20 ': d)*[bla b?a at, ..., ag, b]

siy sélo si aq,...,a;,b € [by,ba] y
i ): d)[dh"‘7di7a17"'7aludi+l+17"'7dk7b]'

Note que
2 ’: 3$¢*(b1, b27di+17 "'7di+l7$)

y todos los pardmetros en la féormula pertenecen a B; como B < 2, existe
d € B C D tal que

Q[ ): ¢*[b1a b27di+17 cey di-i—la d]

Asi, A = ¢[dy, ..., d, d]. Por lo tanto, ©® < 2, mas atin B < 0. O
El siguiente corolario es un caso explicito en donde el teorema anterior
se aplica.
Corolario 4.3 Sea B < 2, y sea D1 = conv(B,2l); entonces B < D1 < A.
Demostracion: Por convexidad de D1, ®; es una extension permitida y,

por el teorema anterior, 8 < D, < 2. O

Corolario 4.4 Sea 2 un modelo de T en L, T € S1(T) tal que A omite a T';
entonces existe una extension simple de A, B, tal que B = A y ' se realiza

en $B.
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Demostracion: Veamos primero que existe € > 2 tal que I' se realiza
en €. Sea L el lenguaje que resulta de agregarle a £ una constante ¢ para
cada tipo consistente con T. Tomamos 7" = DiagE(2) U {T'(¢) : T tipo
consistente con T'}. Queremos ver que T” es finitamente satisfacible para
usar el Teorema de Compacidad y asi ver que T” tiene modelo, el cual serd
el candidato para €. Veamos esto por contradiccion.

Suponga que existe S C T” finito el cual no es satisfacible, entonces existen
v € DiagE(), ¥; € Ti(¢;) coni=1,...,n tal que p A1 A... A1, es una
contradiccién. Es decir,

E o3z, .., 3z, Iy AL AL AU (21, T, Y))

donde x1,...,Zm,y NO aparecen en @ ni en v; para toda i.
Note que
DiagE(l) = 3z, ..., 3xm, Jyp(z1, ..., Tm).

Ademas, como T';(¢;) es consistente con T, T' ¥ —(Jy1;(y)) para toda i. Por
la completud de DiagE(2l),

DiagE(2A) = Jyii(y).

Asi,
DiagE() = 3x1, ..., 3xm, Jyp(z1, ..., 2m) AU(y),

pero esto no es posible ya que DiagFE(2l) es consistente y no puede implicar
légicamente a contradicciones. Por lo tanto, S es satisfacible y asi T" es
finitamente satisfacible.

Usando el Teorema de Compacidad, obtenemos que € >~ 2.

Suponga ¢ € C tal que € |= T'[c]. Sea Z = {z € C : z realiza a I'(x)},
AU Z C C es una extensién permitida. Sea W C Z convexo, tomemos B el
modelo con universo AU W, claramente es extensién simple permitida de 2
relativa a € con ¢ € B; entonces 2 < B, y I' se realiza en 8. O

A partir de ahora [¢,2l, d] denota al conjunto {a € A: ¢ < a < d}.

Teorema 4.3 Sea B <2 y B =B + €+ Bo.
Si D es una extension permitida de € relativa a A y D C conv(C,2l), en-
tonces € < D.

Demostracion: Sea €; el submodelo de 2 cuyo universo es conv(C,2l).
Basta demostrar que € < €1, ya que si © es tal que satisface la hipdtesis,
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entonces es una extensién permitida de € relativa a €1, y, por el teorema
anterior, € < 3 < €.

Sean {c¢}ecy, {de}e<y, sucesiones en B, tales que cg, < cg, < dg, < dg, para
cada & <& <vy U£<V[c§,%,d§] =C.

Para cada £ < v, sean & y ¢ los submodelos de 2l cuyos universos son
[ce,B,de] v [ce, U, de| respectivamente. Entonces € = B (cede) ¥ Ae =
le7<c§7d§>, donde x = ¢ < wvg < de. Como € < 2, es facil ver que €¢ < e,
¢ = U€<V¢§ y &€ = U£<V9l§.

Veamos que € < €. Sea c¢1,....,c; € C, a € C1 y & = ¢le, ..., ¢k, a]. Basta
probar que existe b € C' tal que

< ): ¢[C1, -+ey Chy b]

Sea & donde cy,...,cx,a € A¢. Como 2 € €, existe una férmula examina-
dora ¢* tal que para cada ay,...,ay, ar+1 € Ag,

¢ = Plar, ..., akt1]
si y solo si
Qlﬁ ): Qs*[al? "‘7ak+1]'

Por lo tanto,
Ae = Jxd™(c1, .0y Clg1, ).

Como €¢ < ¢, existe b € C¢ tal que

52(5 ': ¢*[01, coey Clot 1, b],

asl,
@1 ): (;5[01, vees Cly b]

En consecuencia, € < ¢;. O

Proposicion 4.2 Sea 2 un modelo en un lenguaje L cualquiera de primer
orden. Existe una extension elemental B de 2 tal que para todo F C A finito
y todo tipo T'(x) en Lp, B realiza a T'(z).

Demostracion: Sea {I'n(z) : a € k} una enumeracién de la familia de
tipos en £4 omitidos por (A, A). Claramente, x < 2/£l.
Recursivamente se construyen las siguientes cadenas,



38 La Conjetura de Vaught en Ordenes Lineales

Lo=LaCL1C...C L, C
TozDiagE(Ql)ngg...gTa
’BoZQ[-<%1(LA<...<‘Ba’—LA

donde B, es modelo de T},. Si « es limite, entonces

Lo=|] L5,

B<a
To = J T
B<a
y
S:Ba - U %ﬁ-
B<a

Si o = B+ 1, entonces L, = L3 U {co}, donde ¢, es una constante tal que
o (ca), €l cual es el tipo que extiende a I'y(x) en L, y

T, = DiagE(B5) UL 4(cq).

Usando un argumento muy similar al de la prueba del Corolario 4.4, obtene-
mos que T, es finitamente satisfacible y por el Teorema de Compacidad, Ty,
tiene un modelo, digamos B’. Note que como B’ es modelo de DiagE(2l),

A < %,|£A.

Tomemos a B, = B\,
Sea B = B, por el Teorema de la Cadena Elemental, para todo £ < k,

a<k

%g% U B,.

a<k

Con todo, B = B, es el modelo deseado. O

Teorema 4.4 Sea L un lenguaje de primer orden y 2 un modelo cualquiera
en L, entonces existe B = A w-saturado.

Demostracion: Construimos una sucesién de modelos {B,, : n < w} tal
que By = Ay By11 es el modelo que se obtiene al aplicar la Proposicion
anterior a B,,.

Sea B = UncwBrn vy B = B|,. Claramente, 24 < B. Veamos que es w-
saturado. Sea F' C B finito, entonces existe n < w tal que F' C B,,. Si I'(x)
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es un tipo en L, entonces I'(x) se realiza o se omite en 98,,. Suponga que se
omite, entonces por la proposiciéon anterior, como 5,1 realiza a todos los
tipos en L con F' C B,, finito, B,,41 realiza a I'(x). Por lo tanto, B realiza
al'(x). O

Este teorema se cumple en todo lenguaje de primer orden por lo que su
validez no es exclusiva para los lenguajes con la relacién binaria de orden
lineal <.

Los racionales tienen la propiedad de que Q +Q > Q, la teoria completa
de los racionales cumple el siguiente teorema.

Teorema 4.5 Suponga que T tiene un modelo que contiene a mds de un
punto, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) St A es un modelo de T, entonces 2 no tiene subconjuntos convexos
definibles distintos a || y 0.

(i1) Existen modelos de T', A y A’ tales que A+ A" = A, A y A=A

(iii) Para cada 2, B, si A y B son modelos de T, entonces A+ B = A, B.

Demostracion: Claramente el inciso (iii) implica el (ii); también es facil
ver que el inciso (ii) implica el (i).
Sea C' C A convexo propio definible por ¢ y tal que es acotado por arriba en
A, ysea f(C) C A’, donde f es el isomorfismo de 2 en 2. Claramente f(C)
también es definible por . Note que la propiedad de que C' sea convexo la
podemos describir con el enunciado

VaVyVz(x < z <y A p(x) A p(y)) — ¢(z).

Este enunciado es verdadero en 2 y en ', entonces lo debe ser en la suma
de ambos por ser extensién elemental. Por lo tanto, el conjunto {z € AUA’ :
©(z)} debe ser convexo. Como f(C') y C son definibles por ¢, la unién de am-
bos también es definible por ¢. Ademéds, CUf(C) = {z € AUA" : ¢(z)}, pero
CUf(C) no es convexo en A+’ ya que existe b € Atal que C < b < f(C)y
b no realiza a . Por lo anterior, no puede haber convexos definibles propios
en 2 modelos de T distintos a || y 0.
Suponga (i), probemos (iii). Es facil ver que los modelos de T" no tienen pri-
mer ni dltimo elemento. Més atin, para cada férmula ¢(x1, ..., 2, ) el enun-
ciado
(1) Fz1..3zn¢(21, ..., xn) — YyIzr.. 3z, (A (20 > y) A d(21, ..., 20))
pertenece a T. Sean 2 y 8 modelos de T'; podemos asumir que AN B = ().
Sea

Y = DiagE(2) U DiagE(B)U{a <b:a € A,be B},
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donde DiagE(2) denota al diagrama elemental de 2. Si ¥ no es consistente
entonces existe un ¥y C X finito tal que DiagE(2l) U Xy no es consistente.
Sin pérdida de generalidad,

S0 = {A(b1,...;bp), @ < bi,....d < by}

cona € Ayb; € B,donde i =1,...,n. Como los b; no estéan en DiagFE (),

n

DiagE () b Va1.. Yo ( \ (@ < 2:) = ~¢(21, .., 7)),
=1

pero esto contradice (1). Por lo tanto, ¥ es consistente.

Sea € un modelo de ¥. Podemos asumir que A, B < €. Sea A = {c:c<a
para algin a € A} y B = {c: b < c para algin b € B}.

Incluso podemos asumir que ¢ = A + D + B. Por Teorema 4.2, A = Ay
B > B, en consecuencia

A+D+B-A+D+ B

y por esto
A4+ +5 >~ A B.

Sélo falta ver que A+ D 4+ B > A 4+ B, ya que en consecuencia obtenemos
que 2A + B = A, B. Probemos esto. Sea A’ = A + D + B, basta con ver que
para toda férmula ¢(x1,y,z2) y cada a € A, b € B, si existe d € D tal que

A" = ¢la,d, b,
entonces existe ¢ € AU B tal que
A" = Pla, c,b].

Sea ¢*(x1,y) la formula examinadora para ¢(z1,y,x2) en 2. Suponga por
contradiccién que no existe ¢ € A tal que ' = ¢[a, ¢, b]; entonces

A = —Jyo*(a,y).

Como A’ = 2,
A = -Fys*(a, y).
Por lo tanto, A’ = ¢|a, d,b] A =Fyd*(a,y). Probemos que

A = Vedr Iy(zr < 2 Ay < 2 A d(x1,y,b) A =Fud*(z1,u)) —def
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. Si no, entonces, como B < A, B | —y. Por lo tanto, existe b’ € B tal que

B = Vo Vy((z1 <V Ay <b) = =(¢(a1,y,0) A ~Fug™ (21, u)))

. Como 2" = B, lo mismo vale en A’; pero esto es imposible ya que a < ¥/,
d < b, sin embargo,

A" = ¢(a,d,b) A =Fup*(a,u)).

Sea a’ € A; por lo anterior

A' = 3z Iy (e <d' Ny < d Ag(xr,y,b) A—~Fug™(x1,u));

como ¢* es la férmula examinadora de ¢ en 2A y o’ € A, entonces
A=y Fy(2r <d ANy <a Ad(zr,y) A —Fud™(z1,u)),
pero esto es imposible. Asi, debe haber un ¢ € A tal que 2 |= ¢|a, ¢,b]. O

Daremos una definicién de un modelo cuya teoria cumple el teorema an-
terior.

Definicién 4.5 A se llama autoaditivo(SA) si (i), (ii) o (iii) del teorema
anterior se cumple para Th(2l).

Como ya dijimos antes, el modelo de los racionales es un modelo auto-
aditivo. Ejemplos de modelos no autoaditivos son los modelos finitos. Un
ejemplo mads interesante de un modelo no autoaditivo es el siguiente

A= (N7 >N) + (Z7 <Z) + (N7 <N)7

es decir, el modelo de los naturales invertido mas los enteros con su orden
usual mas los naturales con su orden usual. No es autoaditivo ya que 2 + 2
hace verdadero al enunciado

B =3ydzx((y < z) ANVw(w >y — Jz(y < z < w))A
Yo(v >z — Ju(z < u < v))),
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este enunciado S nos dice que hay dos elementos en el modelo los cuales no
tienen sucesor inmediato (los testigos de esta férmula son los ceros de las dos
copias de (N, >y)) lo cual no pasa en 2. Por lo tanto, 2 no es elementalmente
equivalente a 2+ 2, entonces no pasa 2 < A+ 2. El siguiente lema nos dice
que cualquier subsuma de una suma de modelos autoaditivos es submodelo
elemental de la suma.

Lema 4.1 Sea (I, <) un conjunto ordenado. Si para cada i,k € I, A; = Ay,
y A; es SA; entonces para cada J C I, XjejU; < XicrA;.

Demostracion: Por induccién sobre ||I||. Es fécil ver el caso finito por
lo que sélo probaremos el caso infinito. Sea ||I|| = a > w y suponga que
el lema es verdadero para cada I’ con ||I'|| < a. Sea J C I, A = ;e y
B = Y;csAU;. Veamos que B < A. Sea {i, : ¥ < a} = I una enumeracién
de I, {ig:¢&<vi=0LyJ,=1,NJ, sean A, = Xic, U y B, = Xjes, Aj,
entonces por la hipétesis de induccién,

Mg <A < ... <A, ...

By <B1<...<%B,...

ademas

Ao = B, Ay = Bq,...,20, =B, ...

como A= J,., A y B =,o B, por el Teorema de la Cadena Elemen-
tal B < 2. O

Definicién 4.6 Sea 2 un modelo, y a € AF. Se define el n-tipo de @ en A
como el conjunto {¢ € Ly : A = ¢la] y d(¢) < n}.

Extendemos nuestra antigua notacién para los n-tipos. Si 2 es un mo-
delo, a € A, a € A¥, B C A, entonces I',,(a, ), T'n(a,A), T',,(B,2A) denotan
los n-tipos de a, a y {I',, (b, 2A) }pep respectivamente.

Sea F), 1 el conjunto de todas las férmulas ¢ cuyas variables libres estan
entre {vg,...,vx—1} vy d(¢) < n, entonces la equivalencia(<+) parte a F, j
en un numero finito de clases de equivalencia. Como F), ; es cerrado ba-
jo A, Vy =, F, 1 puede ser considerada como algebra booleana. Sea t,
el nimero de atomos en F}, ;. Para cada n-tipo I' existe un dtomo de I}, x,
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1, tal que para cada modelo 2 y cada a € A*, 2 |= T'[a] si y sélo si A = [al.

Para cada n sea t,, = t, 2. Definimos dos sucesiones, s, y u,; so = ug = 0,
Snt+1 = 2(8n) (tu,)*" + 1Y Unt1 = Spt1 + Un.

La manera en la que estd enunciado el siguiente lema es para que pueda
ser probado facilmente por induccién [6], pero ya que no tenemos una apli-
cacién directa del mismo, sélo probaremos el corolario del que si hacemos
uso mas adelante.

Lema 4.2 Sea A =C+ B, A = + B, B =B ¢ =¢". Seaby,..., b
EBU),...,b, € B b1 by <. <y, by <y <...< b, n>0,y donde
las siguientes condiciones se cumplen:

1. Para cada i, Ty, (b;,A) =Ty, (0],2).
2. Al menos una de las siguientes condiciones pasa:

b) Fun—l([%abl)vm) = Fun—l([%/7b/1)7gl/)7

y para cada T € (Ty,_1([B,b1),2A))*", T se realiza en [B,b1) y en
[B', b)) relativo a A y a A" respectivamente.

3. Para cada i, 1 < i < k, una de las siguientes condiciones se cumple:

a) Tu, ((bi; biy1),A) = T, (B, b, 1), 2A).
b) b # biy1,b; # b1, Dup—1((0i big1),2A) = Topp -1 (05, 0741), ) y

para cada B
I'e (Tu,-1((bis bit1),A))*", T se realiza en (bs, biy1) y en (b, b, ,)
relativo a A y a A" respectivamente.

Entonces Ty, ((b1, ..., bg),B) =Ty, ((b],...,0), D).

Corolario 4.5 Si a1 < by y ay < by, I'(a1,A) = I:(ag,Ql), L',2A) =
lj(b2791)7 F(<a17b1)791) = F((a27b2)79l) y para cadan yl' € (F((alabl)am))n;
I' se realiza en (a1,b1) y en (az, ba2), entonces I'({(a1, b1),A) = I'({az, b2),2A).

Demostracién: Sea € tal que contiene un sélo elemento, sea A’ = € + 2.
Aplicamos el Lema anterior a la descomposicién de 2’ en € y 2, note que 2
cumple las condiciones (2)-(b) y (3)-(b) del Lema anterior, asi concluimos
que F(<CL1, b1>, Ql) = F(<CLQ, b2>, 2[) O
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Sea ' C F(T) el algebra booleana generada por el conjunto de todas las
férmulas con una variable libre ¢(x), las cuales definen conjuntos convexos
en cada modelo de 7.

Denotamos a Fr como el conjunto de ultrafiltros de F', a los elementos de
Fr los llamamos tipos convexos. Note que Fr C S1(T).
Fr es un espacio topoldgico con la Topologia de Stone, heredada de S1(T).

Sea 2 un modelo de T, definimos
Ko = {|Us : ® € Fr,|Als # 0}

y le llamamos conjunto de kernels en 2.
Note que ICy es una particion de 2l y cada uno de sus elementos es convexo.
Ademas si 2 es w-saturado, entonces el orden en /g induce un orden en Fr.
Este es,

2Ale < [2A|w

si y s6lo si @ < W. Observe que es posible dotar a Fr de la topologia del
orden inducida por este.

Definicion 4.7 Decimos que 2l es w-homogeneo si para cada par de n-adas
a1,y Qpn Y b1, ..., 0, de A tales que

(Qla ai, "'aan) = (Ql7 blv 7bn)
y cualquier ¢ € A existe un d € A tal que
(A,a1, ..., an,c) = (A, b1, ..., by, d).

Decimos que un conjunto ordenado (X, <) es completo si cada vez que
X =LURcon L < R pasa que L tiene un maximo o R un tiene minimo.
L 6 R pueden ser vacios.
El siguiente Teorema es un resultado conocido dentro de la teoria de 6rdenes.

Teorema 4.6 Sea (X, <) un conjunto ordenado. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. X con la topologia del orden es compacto.
2. (X, <) es completo.

3. Cada subconjunto de X # () tiene un supremo y un infimo.
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Sea (X, <) un conjunto ordenado. Para cada i < w sean L;, R; tales que
L;UR; = X y L; < R;. Decimos que (L;, R;);<., es una sucesion separadora
para X, si para cada x < y existe un ¢ tal que x € L; y y € R;.

Sea 21 un modelo, a € A, y K € Ky. Decimos que K es definible por
abago si el conjunto {b € A:b> K o b€ K} es definible en 2. La definicién
de K definible por arriba es andloga a la anterior.

Cada vez que digamos que K € Ky realiza a una férmula ¢, nos estare-
mos refiriendo a que todo k € K realiza a .

El siguiente Teorema hace una comparacion entre la Topologia de Stone
de ICg heredada de F; y la topologia de orden.

Lema 4.3 Sea A un modelo w-saturado, y K € IKCq. Entonces

1. a) K tiene un sucesor inmediato en Ky si y solo si K es definible
por arriba.

b) K es un sucesor inmediato en Ky si y solo si K es definible por
abajo.

c) K es aislado en Ky si y sdlo si K es definible en 2.

2. Ky tiene una sucesion separadora.

3. Kg es completo.

Demostracion: 1.a) Suponga que K es definible por arriba. Sea ® tipo
tal que K¢ = K. Como K es definible por arriba, entonces el conjunto
K> ={a€ A:a<k,ke K} es definible. Asi que existe una férmula ¢(x)
tal que K> = ||,. Note que queremos encontrar un tipo ®'(x) tal que Kg
sea el sucesor inmediato de K. Sea G = {—~¢@ A : ¢ € ®, 1) consistente con
—p}. Sea ' un tipo que extiende a G.

Claro que si z realiza a ® entonces Vk € K, k < z. Sea 2’ que realiza a ®’
y z < 2z’ que no realiza a p(x); entonces z realiza —p(z). Como las ¢’s en
® son convexas, z realiza a 1 para toda 1) € ®. Con todo lo anterior, ®’
cumple las propiedades deseadas y asi K¢ es el sucesor inmediato de K.

Suponga que K tiene un sucesor inmediato en Kg. Sea K’ sucesor inmediato
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de K y ®', ® lo tipos que definen a K’ y a K respectivamente. Por ser ® y
&’ distintos, exite una férmula convexa 1 tal que ¢ € ® y ¢p ¢ &',

Sea o(y) = ¢¥(y) VVz(y(x) — x > y). Note que si z < k con k € K entonces
claramente z realiza a ¥ (y) o realiza a Vai(z)(x > y). Por lo tanto, K es
definible por arriba bajo ¢(y).

La demostracion de 1.b) es andloga a la anterior. Usando éstas dos obtene-
mos la demostracién directa de 1.c).

Probemos 2). Sea K € Ko y {¢; : i € w} una enumeracién de ¢ donde
Kg = K. Para cada 9; € @, sea L; el conjunto definido por la férmula

pi(y) = (Ve(i(z) = 2 > y)) vV i(y)

y R; el conjunto definido por la férmula

—pi(y) = (Fr—wi(x) Az < y) A —hi(y).

Del hecho de que cada tipo convexo contiene a ¢; 0 a —;, se obtiene que
(Lj, R;)i<. es una sucesién separadora.

Probemos 3). Esto lo haremos probando una serie de incisos.

a) Primero veamos que todo convexo definible es un abierto en la topologia
del orden (claramente lo es en la Topologia de Stone). Es decir, debemos
probar que un convexo en Ky definible por una férmula ¢ tiene extremos,
con lo que tal convexo serfa un intervalo.

Sea I, un convexo definible por ¢. Sea I' el conjunto de todas las férmulas
convexas 7 tales que I, & I, y Iy, # 0, donde

Yy (y) =Vap(z) — ((y > 2) Av(y) A —e(y)).

Note que por ser 7 convexa v, también lo es. Claro que I' es finitamente
satisfacible, por lo que I' es satisfacible. Usando Lema de Zorn, sea I'' una
extension completa de I', un tipo. Como a 2 lo podemos pensar w-saturado,
A realiza a IV, asi K € Ky. Veamos que para toda K’ € Kg, si C < K' <
Kt/ con C € I, entonces K’ € I, o K' = Kpv. Sea C € I, y sea K € Ky
tal que C < K < Kpv.
Por como elegimos a I, existe una a € IV tal que K realiza a . Claro que
Ky realiza a toda v € I'. Como K realiza a a, entonces K € I, 6 K € I, .
Supongamos que K ¢ I, entonces K satisface a ¢, y por hipétesis K < K.
Sea

B(x) = p(z) Na(z) Va < cg,
con ckx una constante para K, por obvias razones  es convexa, ademas
Ly, # (). Por lo tanto 3 € I'" y entonces Ky satisface a 3, asi

K < K < Ky,
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con lo cual obtenemos que K = Kpv.

Con todo lo anterior probamos que todo convexo definible (todo abierto con-
vexo en la Topologia de Stone) es un intervalo abierto en la topologia del
orden.

b) Ahora veamos que hay una base de abiertos definibles en la topologia del
orden.

Sea A un abierto en Ko y K € A. Por demostrar que existe un intervalo I,
definible por una férmula ¢ el cual cumple K € I, C A.

Sean K¢, Ky € A tales que (K¢, Ky) = Ay asi K¢ < K < Ky; note que
como ¢ y ¥ son distintos, existen ¢ y 1 convexas tales que ¢ € ® A ¢ ¢ U
yi eV A D,

Caso 1: Suponga que ¢ A1) es tal que K € I, N Iy,.

Como K¢ omite a ¢ y Ky omite a ¢, entonces Iy NI, C (Ko, Ky). Cla-
ramente por a), I, N Iy es un intervalo abierto en la topologia del orden y
K e I¢ N I¢ .

Caso 2: Suponga que ¢ A1) es tal que K ¢ I5 N Iy. Sea

a = (=¢ A=) A (VyVz(o(y) AY(2)) = (¥ < = < 2)),

claro que K € I, y I, C (K¢, Kg) y por a) I, es un intervalo.

Caso 3: Suponga que K realiza a 1 y no realiza a ¢. Sea ~ férmula tal
que K realiza a vy v ¢ W. El convexo I 5y claramente contiene a K,
Ly C (Ko, Ky) y por a) Iy es un intervalo.

Con lo anterior tenemos que hay una base de intervalos abiertos definibles
en la topologia del orden.

c¢) Finalmente veamos que Cg es completo. Por el Teorema 4.6 basta ver que
Kq es compacto en la topologia del orden. Por un resultado bien sabido de
Topologia General, es suficiente con demostrar que cada cubierta de abiertos
bésicos tiene una subcubierta finita.

Sea A una cubierta de intervalos abiertos de Cq, por b) podemos tener una
subcubierta B de intervalos definibles en Kg. Como Fr con la Topologia
de Stone es compacto, entonces podemos tener una subcubierta B’ finita de
intervalos definibles. O

Observe que en la parte (3)-(a) y (3)-(b) de la prueba anterior demos-
tramos que la Topologia de Stone es mas fina que la topologia del orden en

Ko

Lema 4.4 Sea 2A =B; A y B son w-saturados y ® C F1(Th(A)) es finita-
mente satisfacible. Entonces AUy = Bg.
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Demostracion: Por el Teorema que dice que 2" =,, B’ si y sélosi A" = B/,
basta probar que Ap =, Bo.
Para n = 0, sea ¢ un enunciado atémico con n constantes y c%[, c%l, o las
interpretaciones de estas constantes en 2 las cuales estan en g, claramente
Ap = .
Note que ¢ s6lo puede decir cosas del orden entre éstas constantes o si son
distintas entre si, ya que por ser enunciado atémico no tiene cuantificadores.
Como las interpretaciones de éstas constantes en 2 estdn en U, estas sa-
tisfacen todas las féormulas del tipo ®; por lo que sus interpretaciones en B
estdn en Bg. Claramente A = ¢, como A =B, B = ¢y cP,c5,...,C0
estan en Bg; Bo = .
Por lo tanto, s =¢ Bs.
Veamos que 2A¢ =, Bo para toda n. Para esto usaremos el juego EF,, y
el teorema que dice que ' = B’ si y sélo si el jugador IT tiene estrategia
ganadora en E'F, para toda n, dicho juego y teorema se enuncian en los
preliminares. Por lo tanto, basta describir la estrategia de I1.
Empieza el jugador I tomando un elemento cualquiera ag en g, el jugador
IT eligira un by tal que su tipo es I'(ag,2s) y realiza a cada

I’ e {F(x‘l, .. .,ZL’n) € Sn(T) 23dy, ..., dpq € U,
para algun k (dy,...,dg_1,a0,dk,...,d,—1) realiza a I'}

sustituyendo a ag por by y los d;’s por unos d;’s en Bg. Note que la eleccién
de este by es posible por ser B w-saturado.

Es el turno de I, el cual elige a un a; arbitrario. Ahora el jugador 11, debe
elegir un b; tal que el tipo de (b, b1) es I'((ag,a1),UAs) y realiza a cada

e {D(er,... 2n) € Su(T) : 3, .. dn s € Aap,
para algun k (di,...,dg_1,a0,a1dg,...,d,—2) realiza a I'}

sustituyendo a ag por by, a1 por by y los d;’s por unos d;’s en Bg.
Este razonamiento se sigue para toda n-jugada y asi describimos la estrate-
gia ganadora para II. O

Lema 4.5 Sea 2 un modelo w-saturado de T y ® € Fp. Entonces, o bien
g consta de un solo elemento b definible en A, o pasa que Ag es autoadi-

tivo(SA).



4.1 Conjuntos y Modelos Convexos, Extensiones Permitidas y
Modelos Autoaditivos 49

Demostracion: Primero veamos que, usando el Lema anterior, podemos
asumir que 2 es w-homogeneo.
Sean ay,...,an,b1,...,b, € A tales que (U, a1,...,a,) = (A, b1,...,by).
Por demostrar que para toda ¢ € A 3d € A tal que (A, a1,...,an,¢) =
(A, b1,...,bp,d).
Sean ¢ € A, A" := A, a1,...,a,), B := (A, b1,...,b, y [(c,A) =T el
tipo de ¢ en 2. Como 2l es w-saturado, entonces 2" y B’ son w-saturados.
Usando el Lema anterior,

[ — /

™ = %F/;
ademds por la w-saturacién existe d € B, tal que d satisface a I".
Asi entonces, los enunciados que satisface ¢ con respecto a aq, ..., a, son los
mismos que satisface d con respecto a by, ..., b,. Por lo tanto,

(2, a1,...,an,¢) = (A,b1,...,by,d).

Ahora comencemos con la prueba de Lema.

Sea ¢(v1) una férmula no necesariamente convexa tal que existe un a € ||,
tal que 2 = ¢lal.

Afirmacion: Para cada ¢ € ||e existe un b € |™A|g tal que ¢ < by A = ¢[b].
Suponga que no, entonces existe un ¢ € |A|p y algin ¥(vg) € P tal que
no existe b € Ay que cumpla ¢ < by A = P[b]. Sea x(vo) = Fx(ve <
x A p(x) A ¢(x)); entonces |Ay es convexo y Al 2 [Alpugyy # 0. Esto
prueba que x ¢ ® y —x ¢ @, lo cual contradice que ® es un tipo convexo.
Por lo tanto para cada ¢ € ||p existe b € [~A|p, c < by A= ¢[b].

Sea I' € S1(T) y suponga que I' se realiza en ||g. Sea ¢ € |A|g; por la
afirmacién anterior, {¢ < vp} U es finitamente satisfacible y, como 2 es
w-saturado, {¢c < vp} UT es satisfacible. Por lo tanto, si I' se realiza en ||e
entonces para cada ¢ € |U|p , I' se realiza en

Ao N{a € A:c<a}.

Sean a,b,a’ € |2A|p tales que b < o’ y I'(a/,2A) = T'(a,2A). Como A es w-
homogeneo existe un automorfismo f en 2 tal que f(a) = a’. Claramente
f|2g es un automorfismo en 2Ag. Asi entonces, para cada a,b € |U|p existe
a’ > by un automorfismo f en 2g tal que f(a) = d'.

También se puede definir el dual, para cada ¢ € |2|e existe b € [A|p tal que
b<cy2E¢[b.

Si /e tuviese un subconjunto convexo propio definible, este estaria acota-
do superior o inferiormente. Sin pérdida de generalidad, suponga que estd
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acotado superiormente y sea 1 férmula convexa que define tal conjunto. Sea
a € Ap tal que Agp | Y[al, y sea b cota superior. Por el argumento an-
terior existen a’ > by f automorfismo tal que f(a) = a/, pero como f es
automorfismo pasa que

g = la]

lo cual es una contradiccién.

Esto implica que no hay subconjuntos definibles convexos de |2|¢ distintos
de |Alp y 0. Con esto podemos concluir que Agp es SA o |A|p consta de
un solo elemento; como 2 es w-saturado entonces claramente este elemento
debe ser definible. O

4.2. Teorias de Ordenes Lineales con S;(T) finito

En ésta seccion caracterizamos a las teorias completas de 6rdenes lineales
T y sus modelos cuando el conjunto de tipos con una variable libre, S1(T),
es finito. Ademds introduciremos la clase de modelos Z, la cual da lugar al
Teorema que establece la relacién entre la finitud de Sy (Th(21)) y la perte-
nencia del modelo 2 en la clase Z.

Definicién 4.8 Sea A un modelo SA de T y a € A. Definimos Cg como la
union de todos los subconjuntos convexos y acotados de A que tienen a a y
son definibles sobre a.

g es el submodelo de 2 con universo Cg y lo llamamos la componente con-
vexa de a en 2.

Para la siguiente Proposiciéon necesitamos un poco de notacién nueva:

Coy=Csn{ccA:a<clyCy=Cyn{ce A:c<al.

Proposicion 4.3 Sea 2 modelo SA; entonces para cada a,b € A, o bien
C*NCt =0 o C*=C".

Demostracion: La prueba se divide en distintas afirmaciones.
., . — —b -
Afirmacion 1): Probaremos que si b € C*, entonces C° D2 C*N{ce A:b<

c}.

Si no, sea ¢(x,vg) tal que |A|y , es acotado, convexo, con a como minimo y
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tal que existe un d € ||y, €l cual cumple d > C". Por el Corolario 4.2 existe
una férmula examinadora ¢*(z, vo) tal que [Alg-p = |A|p o N{c € A: b < c}.
Asi d € |4+, contradiciendo la eleccién de d. Por lo tanto "' o0 n {ce
A:b<c}.

Afirmacidn 2):Probaremos que sib € C*, entonces ek cC'n{ce A:b<c)
Suponga que esto no se cumple. Sea ¢(x,vp) tal que a,b € |Alg, C 'y
Ay, € A Como [ek 2 C"N{ce A:b< c) entonces existe una férmula
Y(x,vp) tal que b € |2Aly, C c Y A ypa 2 C'n{ceA:b<cl}.

Podemos asumir que para cada ¢ € A, |2A|y . es convexo, acotado y tiene
a ¢ como minimo. Sea x(z,vg) = ¢(x,v9) V Jy(od(x,y) A ¥(y,v9)). Note
que ||y 4 es convexo, tiene a a como minimo, y |Aly . 2 C”. Por lo tanto
|Aya = {c € A:a < ¢}, asi que A = Vy(y > a — x(a,y)). Definimos
I' = {-(d,v) : d € |A|p 0} U{vo > a}. Como |A]y . es acotado por arriba
para cada ¢ € A, T es finitamente satisfascible en 2. Asi entonces existe B
tal que A+ B = Ay A+ B |=I'[c] para algin c € B. Pero

A+DB Ea<cAVy(da,y) = Yy, c));

como ||y, es acotado,
A+B |: _'Qb[aa C]'

Asi
A+DB =a < cA-xla,d]

por lo que
A Jyla <y A -x(a,y)).

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto la Afirmacién 2) es verdadera.
Afirmacion 3): Si b€ C entonces a € C.

Podemos asumir que C” es acotado por arriba. Por contradiccién. Suponga
que b € C" y a ¢ C° Sea ¢(x,vp) tal que |A|yq es acotado, convexo,
con minimo a y b € |A|4 4. Ademas podemos asumir que |2A|y . es acotado,
convexo y con minimo ¢ para cada ¢ € A. Entonces para cada d € A existe
c < d tal que

A= e, b],
ya que si esto no fuera cierto témese

X=T > /\Ely(y < g /\gb(y,a:)),

luego entonces |2, es convexo, acotado, con minimo b y contiene a a; asi
Ay 5 2 C® 1o cual es una contradiccion.
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Por lo tanto 2 = Vy3z(z < y A ¢(z,b)). Como A es SA y C” es acotado,
existe ' > C* tal que

A VyIz(z < y A d(z,b)).

Asi que existe un a’ < a tal que 2 = ¢[d’, b'].

Con lo anterior obtenemos que C* 2 12| ,ar 2 C" lo cual contradice la
Afirmacién 1) y por lo tanto Afirmacién 3) es verdadera.

Si cambiamos a C por C en las Afirmaciones 1), 2) y 3) la prueba es analoga.
Con todo lo anterior es facil deducir que si C*NC? # () entonces C* = C°. O

Lema 4.6 Sean 2 y B modelos SA. Entonces

(i) si2A <B yaec A entonces g < CG;.

(ii) sia € A", b € B", (A,a) = (B,b), y los elementos que componen la
n-ada a estdn todos en la misma componente €, entonces los elementos que
componen a b estdn todos en la misma componente digamos ©, y (€, a) =

(D,b).

Demostracion: Probemos (i). Sea « la férmula Jzp(x, a1, ..., ay,) tal que

% F e ar,...,a,) conay,...,a, y b€ €. Sea By, conjunto acotado,

definible por 1 bajo a, convexo y que contiene a b. Claramente B, , C €3 C
5. Entonces,

s E el al,...,a,) Np(b)

(B,a) E Jx(o(x,a1,...,a,) Np(z)).
Como 2 < B, entonces (A, a) < (B, a) por lo que
(B, a) = x(o(z,a1,...,a,) ANp(x)).

Asi que existe a’ € |2y | el cual satisface a ¢(z,a1,...,ay), claro que |Ay| C
|€5|. Por lo tanto,

Ch = o(d,a1,...,a,).

Probemos (ii). Veamos que by, ..., b, estdn en la misma componente. Note
que por la Propocisién anterior € = €% para toda i € {1,...,n}, por lo que
pensaremos a € como €*. Sean cq,...,c, constantes tales que la interpre-

tacién de cada ¢; en 2 y en B son a; y b; respectivamente. Sea 2, ,, C €
definible por ¢ bajo a; tal que az € ™A, 4,. Ademas,

(le ai, ... 7an) ': QO(C%[, C%l)v
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entonces por la equivalencia elemental

(%7 bl) RN bn) ): (10(61%702%)‘

Asi B, 5, es definible por ¢ bajo by y ba € B, . Claro que B, € Dy, por
lo que D1 N Dy # (). Por lo tanto, ®1 = Ds. Lo mismo pasa para toda b;,
D1 =9;.

Ahora veamos que (€, ay,...,a,) = (D,b1,...,b,). Note que basta pro-

barlo para los enunciados de la forma Jxp(ai,...,a,, ), ya que los enun-
ciados con el cuantificador universal Vzp(aq,...,a,,x) son equivalentes a
—(Jz—p(ar, ..., an, ).
Sean € componente de 2 tal que ay, . .., a, y a el enunciado Ixp(ay, ..., an,x)
tal que

(€, a1,...,ay) = Jxp(ay,...,an, x).
Claro que

A, a1,...,a,) EJzp(ay,...,an,x)
y

(B,b1,...,b,) EJxp(by,... by, ).

Sean ¢ € C tal que (€, ay1,...,a,) = p(ai,...,an,c) y a1, ¥ tales que ¢ €
Ay.qa; € €. Entonces

(A, a1,...,ay) = Ix(p(ay,...,an,x) ANP(ar,x)),
por lo que

(B, b1,...,bn) E Fx(p(bi, ... bn,x) ANp(by,x))
Yy Byp €. Asi, existe d € D tal que

(B,b1,...,b,) = @(b,...,bp,x,d).

Por lo tanto, todo enunciado que hace verdadero (€, ay,...,a,) también lo
hace verdadero (©,b1,...,b,).

Anélogamente se prueba que todo enunciado que hace verdadero (9D, by, ..., by,)
también lo hace verdadero (€, ay,...,ay). O

Lema 4.7 Sea 20 SA, T = Th(2l), S1(T) finito. Entonces,
1. 8i C es una componente en A, entonces ||S1(Th(€))|| < ||S1(T)|]-

2. FExactamente una de las siguientes opciones pasa:
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» (a)Vae A, € <A

w (b)Va € A, € es definible sobre a. No hay ni primera ni ultima
componente. Si C* < C*? yI' € S1(T') entonces existe a € A tal
que T(a,A) =T y C1 < C* < C%.

Demostracion: Probemos (1). Note que si € es una componente de 2,
entonces a 2 lo podemos ver como A =20 +C+ Ay, conA; ={a€ A:a<
c,ceClyUr={acA:c<a,ceC}.

Sea I'" un tipo consistente con Th(€), entonces existe € = € tal que ¢
satisface a T'. Note que A" = 21 + € + 2, es elementalmente equivalente a
2 por lo que A’ = Th(€). Como € C A y ¢ realiza a I, sean ¢ € C' que
realiza a I' y a ¢(x) una férmula convexa en I', note que por Proposicién
4.3 C'° = C'. Ademds, por la convexidad de ¢(z), si a € A’ satisface a p(z)
entonces a € C’. Asf entonces ' realiza a I con elementos en C”. Por lo tanto
I' € S1(Th(2)), luego entonces S1(Th(€)) C S1(Th(A)). En consecuencia,
11 TR(@)]] < 1S (Th())]].

(2) Por ser S;(T') finito, todos los tipos consistentes con T' son aislados. Es
facil ver que para cualquier B, si I'(b, B) es aislado en S1(Th(B)) y €4 es
definible bajo b, entonces es definible bajo cualquiera de sus elementos.
Caso 1: Si C* = A para algiin a € A entonces (a) se sostiene.

Caso 2: Suponga C* # A y C® no es definible bajo a para algiin a € A,
entonces claramente C'® no es definible bajo ninguno de sus elementos.
Primero veamos que € < 2(. Por contradiccién. Sean ¢(x,y) una férmula y
b € C® SPG podemos asumir que existe un d > C° = C*N{ce A:a < ¢}
tal que 2 = ¢[b, d] y para ningtin ¢ € C%, 2 = ¢[b, c|.

Note que por Proposicién 4.3 €% = ¢* ademaés es acotado por d, asf éb es
definible bajo b por la férmula

P(b,vg) =Vz(b < z < vy — —¢(2)).

Sean « una férmula que genera a I'(b,A) y

X(b,v0) = vo < bAV2[Fy((aly) A6y, 2)) Az <b) = (2 <wo)l,

es facil ver que es convexa y que define a C? bajo b, por lo tanto C? es
definible bajo b y esto es una contradiccién.

Con esto concluimos que €% < 2. Ademds, como cada tipo en S;(7T') es ais-
lado, I'(C%,A) = S1(T); por (ii) del Lema anterior para cada componente
¢ de 2, € = €% En consecuencia, como 2 es la suma de las componentes
de cada uno de sus elementos las cuales son SA y €% < 2, entonces 2 es
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la suma de modelos SA elementalmente equivalentes. Asi 21 > € para cada
componente € de 2. Con lo anterior probamos que si para algin a € A, C®
no es definible bajo a entonces (a) se sostiene.

Caso 3: Suponga que para cada a € A, C* # A y C? es definible bajo a. Su-
ponga C% < C? y existe I' € S1(T') el cuél no se realiza por ningtin elemento
c tal que C® < ¢ < C®. Similar a como se hizo en el Caso anterior como C®
es definible bajo a y C¢ < C” sea (b, v) una férmula que define a Cly
¢(a,vp) una férmula que define a C”. Sea a que genera a I' y 8 que genera
a I'(b,20). Sea

x(a,v0) = a < voAJz(vg < 2 AB(2)AVY((a <y < zA—Y(z,y) A\d(a,y)) —

—a(y)));

entonces |Aly, = {c € [a,V] : para algin b tal que I'(0,A) = T'(b,2A) y
no existe elemento entre C* y C¥ que realiza a I'}. Ast |2]y.a es convexo,
acotado y |Alyq 2 C“ lo cual es imposible. Falta ver que no hay primera
ni ultima componente en 2A. Si C'® fuera la dltima componente en 2 ésta
es definible en 2, entonces C'* = A, contradiciendo nuestra suposicién. Con
todo (b) se sostiene. O

Lema 4.8 Sea S1(Th()) finito, by < ba < bs elementos de A, I'(by,A) =
[(bg,2A) =T, y I'([b1,b3],A) = S1(Th(A)). Entonces, pasa T'([by,ba],A) =
S1(Th(2)) o pasa T'([be, b3],A) = S1(Th(2)).

Demostracion: Primero probemos la siguiente.

Afirmacion: Si [by, ba] realiza un tipo I, entonces [be, bs] realiza a I".

Por contradiccién, suponga que I se realiza en [by, ba] y se omite en [ba, b3].
Como los tipos en S1(Th(2)) son aislados, sea v una férmula que genera a
I'V. Sea (b3, vp) la férmula Jy((vo < y < b3) A y(y)). Claramente by hace
verdadera a (b3, vg) por lo que ¢ € I'(b1,2l), pero bz no hace verdadera a
(b3, v0), lo cual contradice que by y by tengan el mismo tipo.

Con ésta Afirmacién obtenemos que

[([b1,b2),2A) C IT'([ba, b3],2A) C S1(Th()).

Pero
L([b1, ba],A) UT([be, bs],2A) = T'([b1, b3],2A) = S1(Th()).
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Asi entonces T'([bg, b3], () = S1(Th(2A)). O

A continuacién vamos a definir una clase de modelos en £, la cual ca-
racterizara a las teorias completas de estos modelos.

Definimos recursivamente a la clase de modelos Z. 7, contiene a todos
los modelos con un sélo elemento. A € Z; 1 siy solo si A € Z; o bien una de
las siguientes condiciones sucede:

1. A2 A 4+ Ao v Ap,As € Z;.

2. A= ZTGQ A" donde Q son los racionales, cada A" € Z,, y la familia
{{r e Q: A" = A;}|i € {1,...,n}} es una particién de Q en subcon-
juntos densos de Q.

3. A= ZzEZ 2, donde para cada z € Z U, € Z; y para cada z1, 20 € Z,
A, =2,

Teorema 4.7 Sea 2 un modelo en L; entonces S1(Th(2)) es finito si y sdlo
siA=A €T.

Demostracion: Veamos por induccién que si 2 € Z entonces S1(Th(2l))
es finito. Claro que si 2 € Zy entonces 2 es un sélo punto por lo que
1S4 (Th@))]| = 1.

Suponga que para cada B € Z,, S1(Th(8)) es finito. Veamos que para cada
A € Zpt1, S1(Th(A)) es finito. Es claro que si 2 es finito entonces S; (Th(2))
es finito.

Caso 1: Si A = 3 _, . donde para cada z € Z 2, € I, y para cada
21,22 €L, A, =2As,.

Sea zg € Z, como para cada z € Z 2l, es elementalmente equivalente a 2,
entonces A, = Th(2,,), por Hipétesis de Induccién ||S1(Th(2,))|| es finito
por lo que todo I' € S1(Th(2,,)) es aislado, asi entonces cualquier modelo
de Th(2l,) satisface a todo I" € S1(Th(2,,)). Por lo tanto, para todo z € Z,
2, vy A, satisfacen exactamente los mismos 1-tipos.

Sean I' € S1(Th(2l)) el tipo de b en A y 7 la férmula generadora de T', claro
que 2 = «[b]. Por un caso particular del Corolario 4.2 tomando cero para-
metros, existe v*(x), la formula examinadora de v, tal que A, = ~v*[b]. Es
claro que (v*) =T es el 1-tipo de b en 2,.

Afirmacion: Si ' # ¥ 1-tipos en 2, entonces I'* # ¥*.

Existe ¢ tal que ¢ € 'y —¢p € 3, asi ¥* € I'™" y (—¢))* € ¥*. Basta ver que
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() € ¥* siy sélo si (—p)* € X,
Suponga —(1*) € ¥* y sea b € A, tal que A, = —(v*)[b],

si y solo si 2, ¥ *[b]

si y solo si 2A ¥ 1[b] (por Corolario 4.2)
si y solo si 2A = —p[b]

si y sélo si A, = () [D] (por Corolario 4.2).

Asi entonces —(¢*) € ¥* si y sélo si (—p)* € ¥*, por lo tanto I'* # ¥*.
Con la afirmacién anterior podemos construir una funcién uno-a-uno f :
S1(Th(A)) = S1(Th(,,)), donde T" — T'*.

Por lo tanto S1(Th(2l)) es finito.

Caso 2: A = ng@ A" donde cada A" € Z,,, Q son los racionales y la familia
{{r e Q: A" = 2A;}|i € {1,...,n}} es una particién de Q en subconjuntos
densos de Q.

La prueba de este caso es analoga a la prueba del Caso 1 con

[ SUTh()) = S1(Th(2)) U S1(Th(2A)) U...U S (Th(Ay,)).

Ahora probaremos por Induccién sobre la cardinalidad de S1(Th(2()) que si
[|S1(Th(20))|| < n entonces 2 € Ty, 1.

Veamos que esto es cierto para n = 1. Sea I" este unico tipo.

Caso 1: T tiene a la férmula p(z) = -Jy(y < =) A —-3z(z < z), “No tengo a
nadie a mi izquierda ni a mi derecha”.

Note que todos los puntos de 2 deben satisfacer a la férmula por lo tanto 24
es un sélo punto.

Caso 2: T tiene a la negacion de ¢(x).

Suponga que Jy(z < y) € I'. Sea a € A, claro que a satisface a ésta férmula,
asi que existe b € A a < b, pero b satisface a la férmula 3z(z < z) la cual
debe estar en T' ya que I'(b,2d) = T', ademés I'(a,2) = I'. Por lo tanto, si
Jy(z < y) €I, entonces 3z(z < =) € I'. El reverso también se cumple usan-
do un razonamiento similar.

Subcaso 2.1: Y(x) = Jy(x < yAVz(r <z —=y <z)) el.

Usando los mismos argumentos que antes tenemos que ¥(x) = Jy(z <
yAVz(z <z—y < z))siysolosi p(x) =Tyly <z AVz(z <z — 2z <y)).
Observe que un modelo 2 con un sélo tipo I' el cual contiene a —p(z), ¥(x)
y a ¢(x), o bien es Z o copias de Z. Usando el juego E'F,, es ficil ver que
para todo conjunto J, } .. ;Z; = Z. En este caso 2 es como dice (3) en la
definicién de Z. Por lo tanto 2 € 7.
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Subcaso 2.2: —p(x) € I, la cual dice Vy(x < y) — Fz(z < z < y). Note que
cada elemento de Q satisface a I', por la w-categoricidad de Q todo modelo
numerable 2l con I' como su unico tipo es isomorfo a Q. Asi A es como dice
(2) de la definicién de Z. Por lo tanto 2 € Z.

Suponga que ||S1(Th(2))|| =n + 1.

Primero consideremos cuando 24 no es SA; entonces existe una férmula con-
vexa la cual define a un subconjunto propio y convexo en A, asi que pode-
mos ver a A como la suma de dos subconjuntos propios definibles convexos,
2A = A, + A-,. Por lo tanto ||S1(Th(A,))||, [[S1(Th(U-y))|| < n, debido a
que ambos estan contenidos en S1(Th(2)), son ajenos y no vacios. Por la
Hipétesis de Induccién 24, y A, estdn en Zy,_1 por lo que A € Zyy,.
Ahora suponga que 2 satisface el caso 2-(b) del Lema 4.7. Probaremos que
para cada a € A, €% € Ty,,.

Note que si ||S1(Th(€%))|| < n entonces esto es verdadero por la Hipdtesis
de Induccién y asi pasa (2) de la definicién de Z.

Suponga que |[S1(Th(€"))|| = n + 1 para algin a € A.

Afirmacion: Para cada b € A, €% = ¢?.

Sea f3 el enunciado 3zt (z) tal que €° = B. Sea d € C? tal que €’ |= ¢[d].
Ast ¢(x) € I'(d, ). Como ||S1(Th(€"))|| = n + 1 pasa que existe e € C°
con I'(d,2) =T'(e,2l), por lo que €% |= 9[e]. Por lo tanto € |= Jzp(z). Con
esto queda probada la afirmacién.

Por Lema 4.1 si €% es SA pasa que €% < 2, lo cual es imposible ya que
estamos en el caso 2-(b). Asi entonces €% no es SA; como ya probamos el
caso no-SA obtenemos que €% € Zy,. Sea J C A el cual contiene sélo un
representante de cada componente de 2. Es facil ver que la descomposicién
2l =) ,c;€" cumple las condiciones del inciso (2) de la definicién de Z.
Con esto concluimos que 2l € Zo;,11.

Suponga que 2l satisface el caso 2-(a) del Lema 4.7. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos asumir que 2l consiste de una sola componente. Sea
I' € S1(Th(2)), como Si(Th(A)) es finito podemos encontrar una suce-
sién {a}.cz de elementos en A que realizan a I'. Sea z — a, un isomor-
fismo de orden. Suponga que tal sucesiéon cumple que para cada z € Z,
I([az, az41],A) = S1(Th(A)), y no existe a € (az,a.4+1) que realice a I' tal
que I'([az, a],A) = T'([a, az4+1],A) = S1(Th(A)). Sea ~ la férmula que genera
a I'. Como S1(Th(2)) es finito, sea S1(Th(A)) = {T'1,...,T\n} v sea v; la
férmula que genera a cada I'; € S1(Th(2)). Si {a,}.cz fuera acotado enton-
ces con la féormula

a(vo) = JzIy(z < vo < y) A (v(@) Av() A (Vi< (G2l < 2 < y) —
W) A V(@ < w < g) Ayw)) = (Viom (Tl < 1 < w) A%i(u)) A
(Vs (Bu(w < u < ) A5i(w)))
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obtendriamos un submodelo de 2 convexo, propio y definible por «, lo cual
contradice el que 2 sea SA.

Sea z € Z; definimos Al = {a € A:a > a, existe b > a que realiza a I, y
I'([az,b],2A) # S1(Th(A))}, A7 ={a € A:a < a, existe b > a que realiza a
T,y T([b,a,],2A) # S1(Th(2A))} tal que A, = A + AT.

Para ver que A, no se superpone con A, basta con verificar que existe un
1-tipo de T el cual no se realiza en ningiin A,, asi entonces A, U A,41 no
contiene a [a;,a,+1]. De hecho, basta con ver que existe un 1-tipo I'; =
el cual no se realiza en A,, ya que como A, es definible sobre a,, el hecho
de que ningun elemento de A, tenga tipo 2 se expresa con una férmula p
la cual estd contenida en I'. Asi entonces ningtin A, tiene un elemento cuyo
tipo sea ).

Veamos por contradiccién que existe un 1-tipo €2 tal que no se realiza en A,.
Suponga que todo 1-tipo se realiza en A, entonces existen elementos by, by €
A, con tipo T tales que b; < a, < by y cada 1-tipo de T se realiza en [by, b].
Si algin 1-tipo de T no se realiza en [b, a.], entonces el conjunto I(b;) =
{d > b1 : no todo 1-tipo de T se realiza en [b1,d]} es definible sobre b; y
contiene a [by,a;]. Similarmente hay un I(a,) que contiene a [a,, bs]. Como
a, y by tienen 1-tipo I', si Q no se realiza en [b1,a,], entonces tampoco se
realiza en [a,, ba|, pero esto contradice el que cada 1-tipo de T se realiza en
[b1,ba]. Asi que, o bien cada 1-tipo se realiza en [b1, a.] o en [a, bo] pero esto
contradice la definicién de A,. Con todo, €2 no se realiza en ningin A,.
Por lo tanto, A, U A.4+1 no contiene a [a,,a.+1], asi que hay 6rdenes linea-
les no vacios {6, : z € Z} tales que B, = {a € A: A, < a < A1}y
A=>{A.+B,:z€Z}.

Afirmacién: T no se realiza en ningin B, .

Por contradiccion. Sia, < b < a,4+1, donde b € B, y b tiene tipo I', entonces
o bien algun 1-tipo de T" no se realiza en [a,, b], en cuyo caso b € A, o algin
1-tipo de T no se realiza en [b,a,11], en cuyo caso b € A1, por lo tanto en
ambos casos se contradice la definicién de B,. Asi, I" no se realiza en ningtin
B, y la afirmacién queda probada.

Note que A,, = A,, para cada z1, 23 € Z, ya que cada A, es definible sobre
a, por la misma férmula, asi que cualquier enunciado verdadero en A, su
relativizacién estard en I

Veamos que ||S1(Th(2,))|| < |[S1(Th(2))|| para poder usar la Hipétesis de
Induccién.

Primero veamos que |[S1(Th())|| < ||S1(Th(2))||. Sean bi,bs € A, con
el mismo 1-tipo I'g en 2 y g la férmula generadora de I'g. Como ya vimos
anteriormente,

A = vo[b1]
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y

A = 70[b2]
si y sélo si,

A= 5 1bi]
y

A = 5 [b2]-

Mads aun, (7*) es el 1-tipo de by y de by en 2.

Asi que si by, by € A, tienen el mismo 1-tipo en 2 no puede pasar que tengan
tipos distintos en 2,. Por lo que ||S1(Th(2L.))|| < ||S1(Th(20))]|.

Ahora por contradicciéon suponga que ||S1(Th(,))|| = [|[S1(Th(R))|| =
n + 1, entonces existe un modelo B tal que B = Th(,) y realiza a Q.
Como todos los elementos de S1(T'h(2(;)) son aislados, €2 es aislado y asi
o bien todos los modelos de Th(2l;) lo realizan o ninguno. Por lo tanto 2,
realiza a 2, lo cual es una contradiccion.

Analogamente como I' no se realiza en B, entonces ||S1(Th(*B,))|| <
[|S1(Th(A))|| vy B., =B, para cada z1, 22 € Z.

Por Hipoétesis de Induccién XA,,B, € Zy,_1, por lo que A, + B, € Iy,.
A =5 ,& +9B,) y ésta descomposicion cumple las condiciones de la
definicién de la clase Z, asi entonces A € Zop 1. O

Finalmente, la existencia de la sucesién {a, : z € Z} usada en la prueba
anterior se asegura por el siguiente Lema:

Lema 4.9 5i A es SA, % = €% para algin o’ € A, y S1(Th()) es finito,
entonces para cada a € A, si ' =T'(a,2) entonces:

1. existeb > a tal que b realiza T, T'([a, b],A) = S1(Th()) y para cada c €
(a,b) que realiza a T pasa que T'([a,c],A) # S1(Th(A)) o T'([c,b],A) #
S1(Th(2L)).

2. existe b < a con propiedades similares a (1).

Demostracion lema:

(1) Por contradiccién. Suponga que no existe b con tales propiedades. Sea
bp > a tal que I'([a, bo],A) = S1(Th(A)) y I'(by,A) = I'. Por nuestra su-
posicién existe un by que realiza a I' tal que a < by < by y I'([a, b1],2A) =
[([b1,bo],2A) = S1(Th(2)). Siguiendo ésta construccién obtenemos,

L(la, bis1], 2A) = T([bit1, bi],2A) = S1(Th(A))



4.2 Teorias de Ordenes Lineales con S;(T) finito 61

para cada i € w. Sea ||, convexo, acotado y by € || 4. Sea b que realiza
al'yb> |4 Porlo tanto b > by.

Por Corolario 4.5, I'({a, by),A) = I'({a, b),A). Pero esto es imposible ya
que A = x[a, bo] pero A = —xla,b]. O

A continuacion probamos dos importantes resultados derivados del Teo-
rema anterior.

Corolario 4.6 Para cada n < w, {T : ||S1(T)|| < n} es finito.

Demostracion: Note que
{T : ||S1(T")]] <n} C{T : T tiene un modelo en Zy,_; };
como el lenguaje es finito {7" : T tiene un modelo en Zy} es finito. Haciendo
una induccién directa obtenemos que {7T" : T tiene un modelo en Z,} es
finito. Por lo tanto {7": ||S1(T)|| < n} es finito. O

Corolario 4.7 Si L(T) es finito y S1(T) es finito, entonces T tiene una
aziomatizacion finita.

Demostracion: Siguiendo lo hecho en la prueba del Teorema anterior.
Si [|S1(T)|] = 1 entonces, claramente, T' tiene una axiomatizacién finita. Si
|S1(T)|| = n+ 1y para alguna ¢ convexa A = A, + A, claramente en
A, y A, se satisfacen a lo més n tipos ya que en 2, no se satisfacen los
tipos que contengan a la férmula —¢, andlogamente en 2-,. Construimos
una axiomatizacion finita para 2 usando las axiomatizaciones de 2, y -
Usando este mismo argumento para los otros casos del Teorema anterior
obtenemos que T tiene una axiomatizacion finita. O

Sea H la minima clase de modelos que contiene a todos los modelos con
un solo elemento, A € H; 1 si y sblo si A € H,; o si A se descompone bajo
las operaciones 1) y 2) de la clase 7.

El siguiente Teorema se debe a J.G. Rosenstein el cual no probaremos
en este trabajo pero puede, si el lector lo desea, ser consultada su prueba en
su articulo [4] y en su libro [5].

Teorema 4.8 [Teorema de Rosenstein./
A es w-categorico si y solo si A € H.
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El siguiente Lema nos ayuda a ubicar dentro de la clase H a los submo-
delos convexos de los modelos que pertenecen a la clase H.

Lema 4.10 Si € H, y B € U, entonces B € Hay,.

Demostracion: Veamos por induccién sobre n. Si 2 € Hg entonces 2 es
un sélo punto por lo que para todo B € A, B =A y asi B € Hp.
Suponga que se cumple para n. Veamos que si A € Hy1 y B € 2, entonces
B € Hatmt1)-
El caso cuando 2 € H,, es trivial.
Suponga que A = qu(@ 2, tal que para cada ¢ € Q, 2, € H,, y existen
{q1,...,¢-} tal que A, = A, paraalgini € {1,...,r} y {ge Q: A, =2, }
es denso en Q.
Sea B € A, si B € 2, para algin ¢ entonces por Hipétesis de Induccién
B € Han € Hy(y41)- Ahora suponga que existe un intervalo J tal que para
cada i € J BNA; # 0. Claro que B NLA; es convexo en A; y a B lo podemos
ver como B = ), (B NA;). Ademds como cada BNA; € Hap y J = Q
entonces B cumple la definicién recursiva de H y asi B € Hopt1 C Ha(n1)-O

Lema 4.11 Sea L un lenguaje finito o infinito.

(i) Si A y B son w-categoricos, entonces A + B es w-categdrico.

(i) SiA =23 oA donde Q son los racionales, la familia {{r € Q : A" =
A;}i € {1,...,n}} es una particion de Q en subconjuntos densos de Q y cada
A; es w-categorico; entonces A es w-categorico.

Demostracion: (i) Como 2 y B son w-categdricos, por Teorema de Ro-
senstein estan en la clase H. Por lo tanto, 2 € H, para algin n < w
y B € H,, para alguin m < w. Sin pérdida de generalidad, suponga que
n < m. Por como definimos a la clase H, si A € H,, entonces A € Hy1,
A€ Hpto,..., A € Hyyy con n+ 1 =m. Por lo tanto A, B € H,,. Asi enton-
ces, A+ B € Hpyy1. Por Teorema de Rosenstein 2 + B es w-categdrico.
(ii) Andlogamente, usando el Teorema de Rosenstein la prueba es directa. O

Lema 4.12 Sea 2 w-categdrico en L finito o infinito, entonces
1. siB €U, B es w-categdrico.

2. {Th(*B) : B € A} es finito.
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Demostracion: (1) Por Lema 4.10 es claro que B es w-categdrico.
(2) Como A es w-categdrico, entonces A € H,, para algin n < w,ademds
como B € A, por Lema 4.10, B € Hay,. Asi, Th(B) tiene modelo en Ha,,.
Note que por Corolario 4.6 {T" : T tiene un modelo en H,,} es finito para
toda m < w. Con lo anterior, {Th(*B) : B € 2} es finito. O

4.3. Numero de Modelos Numerables en Teorias
de Ordenes Lineales

Primero probaremos cuatro Lemas que nos servirdn como herramienta
para poder demostrar La Conjetura de Vaught para teorias completas de
ordenes lineales.

Lema 4.13 Sea 2A; un modelo SA, A1 = Ao = A3 y A = Ay +As + As. Sea
de Ay yB =2 —i—Cgl12 + 23, entonces B < A.

Demostracion: Primero observe que como 2y es SA y 24; = 2As = A,
entonces Az y Az son SA, ademds 2; < 2 para cada i € {1,2,3}. Veamoslo
para 2. Por ser SA 2; < 2y + 2s. Por lo tanto A1 = 2; + s, asi que

Ay 4+ As < (Qll —I-ng) + As.

Por lo tanto
A < Aqp + Aoy + As.

Probemos que B < 2.

Sea ¢ una férmula con pardmetros en B tal que 2 = ¢[b,a] con a € A.
Veamos que existe a’ € B tal que 2 = @b, a’].

Caso 1: Los pardmetros estdn en A; U Az y a € Ay U As. Claramente a = a’
con lo cual queda probado este caso.

Caso 2: Los pardametros estan en A1 U Az y en ngb y a € As.

Seabe AfjUAs y c € Clez' Sin pérdida de generalidad, suponga b € Aq,
a€ AQ\C’%2 y b < a < ctales que A = @b, a, c|.

Probaremos que el ' € B que satisface a ¢ esté precisamente en A;. Haremos
esto por contradiccion.

Sea ¢*(vg,v1) la férmula examinadora de ¢(vg,v1,c) en ;; entonces

2 = —Jugp* (b, u).
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Como 2; < 2 pasa que
A = —Jug*(b,u) A ¢(b,a,c).
La férmula
X(w0,€) = (v < €) A JxTy(x < vo Ay < v A —3ud* (z,u) A Bz, 4, ¢)).

define bajo c al conjunto convexo 2, ., ademds |2, . 2 C’de N{a€eA:a<
c}. Como Az y A con SA, d,c € C’de, entonces ngb =Cq, v Oy, =C4.
Note que como ||y, 2 C§ v x es convexa, define un subconjunto convexo
bajo ¢ y no estd en la componente de c; entonces Y es no acotada. Por lo
tanto |Aly . ={a€ A:a <c}.

Sea d' € Ay, como A = x[d/, ¢]; existen V', a’ < d’ tales que

A —Jug (¥, u) AoV, d, c)),

por lo que
Ay =™V, d).
Como 247 < A,
A"V, a)
lo cual contradice nuestra suposicién.
El caso ¢ < a < b con b € A3 es anédlogo al anterior. O

Lema 4.14 Sea 2 un modelo en L y K C Kg un conjunto de kernels limite,
tal que ningun K € K es un punto de acumulacion relativo a Kgy. Sea B el
submodelo de 2L con A\ U{K|K € K} como su universo, entonces B < 2.

Demostracion: Por contradiccién. Suponga que existen b € B”, ¢ férmula
con una variable libre y pardmetros en B, a € A\B tales que 2 = ¢[b,a] y
para ningtn b € B, 2 = ¢[b, b].

Sea K € K tal que a € K; como K = |2|s para algin tipo convexo ® y
K no es punto de acumulacién en K, existe 1(vg) € ® tal que K C |2y,
Ay €A, |A|ly N K’ =0 para todo K’ € K\{K} y ademds |2|, no intersecta
ab.

Por Corolario 4.2 existe ¢*(vy) tal que para toda o’ € A, A |= ¢*[d] —
a €Ay y A ¢b,ad]. Sea

a(vo) = w1 Iz ((71 < vo < @2) A (¢ (1) A 9% (72)))
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« define un conjunto convexo no vacio de A. Note que los elementos que
satisfacen a ¢*(z) estdn en A\ B ya que satisfacen a ¢(b, ), ademds estan en
|y el cual contiene a K y sabemos que no intersecta a ningin K’ distinto
de K. Por lo tanto los elementos que satisfacen a ¢*(z) no pueden estar
fuera de K. Asi entonces ||, € K y como K € Ky pasa que [2|, = K lo
cual nos dice que K es aislado, contradiciendo nuestra hipétesis.O

Lema 4.15 Sea 2 modelo de T, Lt finito, {¢;|i € w} € Fr, B; € A
B; €y, Biy1, By w-categorico y B = J;,(Bi, g:); entonces existe
A~ A tal que B € Ay, jicwr-

j<i®j?

Demostracion: Sea {b, : z € Z} C B tal que by, < b,, si z1 < z0y B =
U.~olb—z,b.]. Note que, para cada z > 0, existe un B; tal que B; 2 [b__, b.];
para ver esto sea b, = max{b_.,b,}, entonces [b_,,by] D [b_.,b;] como la
sucesién de los B;’s es creciente témese B; D [b_y, by].

Sea ©, = (9, (b—»,b_»4+1,...,b,)) donde D, es submodelo de B tal que
|D’| = [b—2,b.]. Como cada B; es w-categdrico, B; 3 [b_,,b,] para algin j
y 9. = |9, = [b-.,b.], entonces por Lema 4.12 D, es w-categérico. Por
lo tanto ©, € H C Z, asi S1(Th(D.)) es finito y por Corolario 4.7 D, tiene
axiomatizacién finita.

Sea 1)/, la axiomatizacién finita de D, y 1, la relativizacién de ¢, para el
submodelo definido por la formula ¢(b_,vo,b.) = b_, < vy < bs. ¥ nos
dice que ¢, se satisface en [b_.,b.].

Podemos pensar que [2|NB = (). Sea ¥ = DiagE(2)U{t, : z > 0}U{¢;(b.) :
i € w} donde DiagE(2) es el diagrama elemental de 2. Note que tomando
un subconjunto F' finito de ¥ podemos encontrar un submodelo convexo de
2 lo suficientemente grande que realice a F'. Asi 3 es finitamente satisfacible
y por Teorema de Compacidad ¥ es satisfacible. Ademds X es consistente
con T por lo que X U T tiene un modelo 2, por el Teorema Lowenheim-
Skolem| podemos suponer que es numerable. Sea a, la interpretaciéon de b,
en A, B’ el submodelo de A" tal que [B'| = conv({a, : z € Z}) y €, el
submodelo tal que |C.| = [a_.,a;]. Como B’ = {J,.(la—z,a:] y €, =D,
entonces B’ = B. Con todo A'[Lr - Ay B & Qlf{@:ie“}}. 0

El siguiente Lema es otra versién del Lema de Koénig por lo que no se
prueba en este trabajo.

Lema 4.16 Sea (A, <) un conjunto infinito parcialmente ordenado. Para
cada a € A, {x|z < a} es finito. Para cada a € A, definimos h(a) = maz{n|
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existen a;,i = 0,...,n, tales que ay < a1 < ... < a, = a}. Para cada n,
{a]h(a) < n} es finito. Entonces existe B C A con tipo de orden w.

Lema 4.17 Sea L un lenguaje finito, M un conjunto infinito de modelos
de L que son numerables, w-categoricos y no isomorfos; tal que si A € M y
B € A, existe B' € M tal que B' = B; entonces existen sucesiones {A; }icw
Y {gi}icw tal que para cada i < w, A; € M yA; €y, Witr.

Demostracion: Definimos un orden parcial, transitivo e irreflexivo sobre

M:

B < A <= Para algin n, B € H,, B ¢ Hyik, A € Hyr\Hy, para algin
k>1y*‘B &, 2 para alguna g.

Si 2 € MNH,, entonces {B : B < A} € M N, Hi- Veamos que
{B : B < A} es finito. Note que {Th(B) : B < A} C {Th(B) : B € A}
entonces por Lema 4.12- (ii) es finito, ademds cada B es w-categérico; por
lo tanto, {B : B < A} es finito. Sea h(A) = mazx{r : existen B;,i =0,...,7
tales que By < ... < B, = A}. Es facil ver por induccién sobre n que
h(A) = n siy sélo si A € H,,. Note que como |[{2: h(A) =n}| ={A: A€
Hn}l € {T : T tiene modelo en H,}| y T son w-categéricas entonces por
Corolario 4.6 {2 : h() = n} es finito. Con todo lo anterior, M cumple las
hipétesis del Lema anterior y por lo tanto tiene un subconjunto de tipo de
orden w, lo cual garantiza la existencia de las sucesiones y prueba el Lema.O

Lema 4.18 Si L es finito y para cada i < w, A; es un modelo w-categdrico
numerable en L, A; 2 A; para cada i # j y A; € Ajp1 para toda i < w;
entonces | J; ., 2 no es w-categorico.

Demostracién: Por contradiccién. Suponga que J;_,, /s es w-categérico,
como cada 2; es w-categérico y ; € |J,., i, entonces {Th(2;) : A; €
Ui i} es infinito, contradiciendo lo dicho en el Lema 4.12. Por lo tanto,
U< &i no es w-categdrico. O

A continuacién, probaremos una serie de Lemas y Teoremas importantes
que hablan de la cantidad de modelos numerables no isomorfos de una teoria
completa de orden lineal.

Lema 4.19 Si ||S1(T)|| > w y los modelos de T' son autoaditivos, entonces
T tiene 2¥ modelos numerables no isomorfos.
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Demostracion: Sea I' un tipo no aislado de S1(7"). Sea ; un modelo nu-

merable de T el cual realiza a I' y sea 22 otro modelo numerable de 7" el cual
omite a I' (se puede porque un tipo aislado o lo realizan todos los modelos
o ninguno). Sea B = Ay + C, + Ao tal que I'(a, A1) =T para algin a € A;.
Por Lema 4.13, B < 2As + 2, + s, como 2, es autoaditivo y 2y = s, pasa
que Ay < Az + Ay + Ay, Por lo tanto, ['(a,B) =T y C = %> esto dltimo
por que Cy no puede tener elementos de %A por ser convexo.
Ahora témese D y Dy dos érdenes no isomorfos, note que el conjunto de
componentes convexas de B x Dy y B * Do tienen tipo de orden D; y Dy res-
pectivamente, ademdas componentes convexas deben ir a componentes con-
vexas bajo cualquier isomorfismo de orden; por lo anterior B * D1 y 9B % Do
no son isomorfos. Como hay 2% tipos de orden numerables, entonces tenemos
2“ modelos numerables no isomorfos de la forma B %« D. O

Teorema 4.9 Si ||S1(T)|| es finito, entonces T es w-categdrica o tiene 2%
modelos numerables no isomorfos.

Demostracion: Suponga que L es finito, esto se puede por ser S1(7") fini-
to ya que cada tipo es aislado por alguna férmula ¢, asi podemos considerar
solo el lenguaje de éstas férmulas ;. Por induccién sobre la cardinalidad de
S1(T). Sea ||S1(T)|| = 1 veamos que T tiene un modelo con un sélo punto o
T tiene un modelo con el tipo de orden de los racionales o de tipo de orden
de los enteros, y cada predicado unario P en un modelo de T es vacio o todo
el universo, es decir P es realizado por todos los elementos de un modelo o
por ninguno. Sea I este tnico tipo.

Caso 1: T tiene a la férmula () = =Jy(y < ) A ~3z(z < z), “No tengo a
nadie a mi izquierda ni a mi derecha”.

Note que todos los puntos de 2l deben satisfacer a ésta formula por lo tanto
2 es un sélo punto.

Caso 2: T tiene a la negacion de ¢(x).

Suponga que Jy(x < y) € I'. Sea a € A, claro que a satisface a ésta férmula,
asi que existe b € A, a < b, pero b satisface a la férmula 3z(z < z) la cual
debe estar en I' ya que I'(b,2) = I', ademds I'(a,) = I". Por lo tanto, si
Jy(z < y) € I, entonces 3z(z < z) € I'. El reverso también se cumple usan-
do un razonamiento similar.

Subcaso 2.1: Y(x) = y(xr < yAVz(r <z —y < z)) €.

Usando los mismos argumentos que antes tenemos que ¥(x) = Jy(z <
yAVz(x <z =y <z))siysolosi ¢p(z) =Tyly <xAVz(z <z — 2 <y)).
Observe que un modelo 2( con un sélo tipo I' el cual contiene a —p(z), ¥(x)
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y a ¢(x), o bien es Z o copias de Z. Usando el juego EF,, es facil ver que
para todo conjunto J, > ;Z; = Z. En este caso 2 es como dice (3) en la
definicién de Z. Por lo tanto 2 € 7.

Subcaso 2.2 :—p(x) € T, la cual dice Yy(z < y) — Jz(z < z < y). Note que
cada elemento de Q satisface a I', por la w-categoricidad de Q todo modelo
numerable 2 con I' como su Unico tipo es isomorfo a Q. Asi 2 es como dice
(2) de la definicién de Z. Por lo tanto 2 € Z.

En cada uno de estos casos pasa que 1" tiene un modelo en la clase Z y por lo
tanto es w-categorica o T tiene 2% modelos numerables no isomorfos ya que
dados dos érdenes lineales numerables D y D’ pasa que Z * D no es isomorfo
a Z * D' por que el isomorfismo debe ser de bloque de enteros a bloque de
enteros, como hay 2“ tipos de orden numerable, entonces hay 2* modelos
numerables elementalmente equivalentes a Z no isomorfos.

Suponga que para |[S1(T)|| = n ya estd probado el teorema, ahora veamos
para n + 1.

Caso 1: Los modelos de T no son autoaditivos.

Sea 2 modelo numerable de T'; como no es autoaditivo existe al menos una
formula la cual define un subconjunto propio de A convexo, por lo tanto
podemos ver a 2l como %A, + 2, para alguna ¢ convexa, note que no pasa
que ||S1(Th(2y))|| = n+ 1 ya que existe un tipo I' en ||S1(T)|| que contie-
ne a la férmula —¢, asi entonces I' no estd en S1(Th(2l,), en consecuencia
[|S1(Th(AL)|| < ny ||S1(Th(&-p)|| < n. Si A, y A, son w-categdricos,
2l también lo es y asi T' es w-categdrica. Si 2, no es w-categérico, por Hi-
pétesis de Induccién hay 2% modelos numerables no isomorfos de Ty,. Sea
{B, : v < 2¥} tal que para cada v, B, = ,, note que si v; # v, entonces
B, ZB,,. Sea A, =B, +2A-,. Claro que A, = A, ademds A, % 2A,,; por
lo tanto, {2, : ¥ < 2¥} son modelos numerables no isomorfos de 7.

Caso 2: Suponga que los modelos de T' son autoaditivos y que se cumple (a)
del Lema 4.7(ii). T tiene un modelo numerable 2 tal que para toda a € A
Cy < A. Como Cy = T podemos suponer que 2 = Cy consta de una sola
componente. Sean Dy y Dy conjuntos ordenados numerables no isomorfos,
claramente por ser Cy convexo Cy*D1 2 Cy Dy, por lo tanto, A+Dy 2 AxDs.
Por ser 2 autoaditivo y por Lema 4.1, 2 < A+ D;. Por lo tanto A« D; = T.
Con todo, T tiene 2 modelos numerables no isomorfos.

Caso 3: Los modelos de T son autoaditivos y pasa (b) del Lema 4.7(ii)
Como Si(T") es finito, dado A modelo de T pasa que 2 € Z. Por las ca-
racteristicas de este caso y del Lema 5.4(ii), podemos escoger 2 numerable
tal que 24 = X,cq,, cada 2, es una componente de A y hay AL, ., AR tal
que A # A para i # j, donde Q; = {r : A, = A*} son densos en Q y
Ule Q; = Q. Ademads asumimos que 2, es definible sobre cualquiera de sus
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elementos. Si los A*’s son w-categéricos, entonces por Lema 4.11 también lo
es 2. Si para algiin ig, A% no es w-categérico, entonces ||.Sy(Th(A©))|| < n 6
|1S1(Th(2A%))|| = n+1 y 2% no es autoaditivo, usando Caso 20 Caso 1 més
la Hipétesis de Induccion obtenemos que T tiene 2 modelos numerables no
isomorfos.O

Lema 4.20 Si para algin modelo A de T y algin ® € Fr, Ap no es w-
categdrico, entonces T tiene 2 modelos numerables no isomorfos.

Demostracion: Sea B = Ay B w-saturado (esto se puede por el Teorema
4.4). Sea ® el submodelo de B con universo conv(||gs,B). Note que como
g es convexo podemos ver a 2 como A = 2A; 4+ Ag + Ao, donde

|20 ={a € A:Vbe |Agpa < b}

|s] ={a € A:Vbe |AUsa> b}

Por Teorema 4.3 y como ® es una extension permitida de 2g relativa a B,
Ap < 2.

Como e no es w-categdrico, ® tampoco lo es. Ademas, ® € By ya que
g es convexo maximal para todo ¢ € Fr y todo 2 modelo en L. Entonces,
por Lema 4.12 B¢ no es w-categorico.

Por Lema 4.5 B4 es autoaditivo, entonces podemos usar Lemas 4.19 y el
Teorema 4.9 los cuales afirman que hay 2 modelos numerables no isomorfos
elementalmente equivalentes a Bg.

Sean {B,|v < 2“} el conjunto de estos modelos. Sea € < B un submodelo
numerable y sean

C. ={ceClc<|Bls},
Cs ={ceCle> |Blo}.

Por lo tanto, {C< + B, + Cs|v < 2¥} es un conjunto de 2* modelos nume-
rables no isomorfos de 7. O

Lema 4.21 Sea ® € Fr yT = {Th(s)|2A es modelo de T}; si cada T' € T
es w-categorica, entonces T es finito.
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Demostracion: Para cada T' € T sea A(T’) un modelo de T tal que
A(Te E T'. Sea B(T') w-saturado tal que B(T') > A(T’') para cada
T" € T. Como en el lema anterior, B(T")e > D = A(T’) donde Dy =
conv(|A(T")|e, B(T")). Como B(T")e es w-categdrico, por Lema 4.12
{Th(D7) : D € B(T')e} es finito. Como para cada A(T")e hay un
D € B(T")s, entonces {Th(A(T)e) : UT e < D € B(T')o} es fi-
nito. Por lo tanto 7 es finito. O

El siguiente Teorema prueba la Conjetura de Vaught para érdenes linea-
les.

Teorema 4.10 Sea T una teoria completa de orden lineal, entonces T tiene
solo una cantidad finita de modelos numerables no isomorfos o T tiene 2%
modelos numerables no isomorfos.

Demostracion: Por los lemas anteriores esto es cierto cuando los modelos
de T son autoaditivos.
Si para algtin n, ||S,(T)|| = 2¥, trivialmente T tiene 2* modelos numera-
bles no isomorfos porque cada modelo numerable s6lo puede satisfacer una
cantidad numerable de tipos. Usando el mismo argumento de la prueba de
que S, (F,T) es analitico para toda n y F' fragmento numerable del capitu-
lo anterior obtenemos que S, (7") es analitico para toda n. Asi entonces, lo
que resta por demostrar es cudndo los modelos de T' no son autoaditivos y
[|Sn(T)|] £ w para toda n.
Caso 1: Hay una cantidad infinita de kernels limite en Kgy.
Sea K C Kg infinito donde sus elementos son puntos limite y no hay K € K
tal que K es punto de acumulacion de K, esto es posible ya que por compa-
cidad de Fr el conjunto de puntos aislados es finito, por lo que debe haber
una infinidad de puntos limite. Para cada K’ C K, sea 2k el submodelo
de 2 con A\ U{K': K' € K'} como su universo. Por Lema 4.14 i es
un modelo de T para cada K’ C K. Note que P(K) = 2¢ y claro que si
K1 # Ko entonces RAx, 2 Ux,. Por lo tanto 7" tiene 2* modelos numerables
no isomorfos.
Caso 2: Suponga que T tiene una cantidad finita de kernels limite y hay un
modelo A de T'y ® € Fr tal que g no es w-categorico.
Entonces por Lema 4.20 T tiene 2* modelos numerables no isomorfos.
Caso 3: Suponga que T' tiene una cantidad finita de kernels limite en Fr y
para cada ® € Fr y 2 modelo de T', g es w-categorico.
Para cada ® € Fr sea To = {Th(Ue) : A =T}, por Lema 4.21 T es finito
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para cada ® € Frp.

Afirmacion: Si @ es aislado en Fr, entonces tiene sélo una completacion.
Tomando en cuenta la topologia de Stone de S;(T"), {®} es cerrado-abierto;
note que si U es un abierto basico que contiene a ®, entonces {®} C U.
Por contradiccién, sean Ug y U-g abiertos basicos distintos que contienen
a ®, note que Uy, O Uy <= a — 7, por lo tanto ® = By & = -3, en
consecuencia ® es inconsistente, contradiciendo el hecho de que ® tiene un
modelo por ser consistente con T'. Asi entonces, ® tiene sélo una extension
completa.

Por la afirmacién anterior obtenemos que ||7¢|| = 1, entonces T = {Ts :
® € Fr} es finito. Asi, hay una cantidad finita de estructuras de la forma
Ap con A =T y & € Fp. Como a todo modelo B lo podemos ver como
suma de éstas subestructuras y sélo hay un nimero finito de combinaciones
de las mismas, entonces sélo hay una cantidad finita de modelos numerables
deT. 0O

A continuacién probaremos un caso especifico del Teorema anterior.
Cuantos modelos numerables tiene una teoria completa cuando su lenguaje
es finito.

Teorema 4.11 Si Ly es finito, entonces T es w-categorica o tiene 2% mo-
delos numerables no isomorfos.

Demostracion: Por Lema 4.19 este Teorema es verdadero para teorias cuyos
modelos son autoaditivos y por el Teorema 4.9 también es verdadero para
teorfas con S1(T') finito. Para completar la prueba del teorema basta con
probar cuando hay una cantidad infinita de tipos en Fr; la prueba se divide
en los siguientes casos.

Caso 1: Hay una cantidad infinita de tipos limite en Fr.

Por la prueba del Teorema 4.10, si hay una cantidad infinita de tipos limite
en Fr entonces T tiene 2* modelos numerables no isomorfos.

Caso 2: Hay s6lo una cantidad finita de tipos limite en Fr.

Sea 2l un modelo numerable de T'. Si g no es w-categdrico para algin pun-
to aislado ® en Fp, entonces como 2Ag es autoaditivo, T tiene 2 modelo
numerables no isomorfos.

Suponga que para cada tipo aislado ® en Fr, A es w-categérico. Note que
como hay una cantidad finita de tipos limite, entonces debe haber una canti-
dad infinita de tipos aislados en Fp. Ademads, recuerde que cada tipo aislado,
o bien lo satisfacen todos los modelos de T o ninguno. Como estamos supo-
niendo que para cada tipo aislado ® en Fr, 24 es w-categdrico entonces en 2
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se satisfacen todos los tipos aislados. Asi entonces, g es infinito. Note que
si nos tomamos un kernel limite K € Ky y una sucesion de puntos aislados
que converge a K, entonces podemos encontrar una vecindad V de K tal que
no tiene més kernels limite distintos a K y contiene un subconjunto convexo
V! C V que tiene tipo de orden w + 1. Por lo tanto, podemos suponer que
Ko tiene un subconjunto convexo de tipo de orden w + 1. Sea {R;}icw+1
este subconjunto y ¢ — K; un isomorfismo de orden. Primero suponga que
existe un subconjunto infinito de w, M, tal que si 4,5 € M y i # j entonces
Ri 2 R;. Por Lema 4.17, existen sucesiones {v; }i<w, {€i}icw tal que v; > v;
para i > j y v; € M para cada i, €; € R, y para cada ¢ existe g; tal que
¢ Cy, Civ1.

Sea R, = Ap con ® € Fr; entonces por Lema 4.15, | J,,(€;, g;) € By para
algiin B = 2. Por Lema 4.18, (J;_,,(€;, g;) no es w-categérico, entonces por
Lema 4.12, B¢ no es w-categdrico. Por todo lo anterior y por Lema 4.20, T'
tiene 2* modelos numerables no isomorfos.

Ahora suponga que existen modelos €1, ..., €, tales que para cada i < w,
R = € para algtin j. Definimos por recursién una sucesion {k;};<,, donde
1 < k; < ny para cada i el conjunto {v|Ry; = &,,0 < j <if = M; es
infinito.

Definimos a ky = m donde m es el minimo [ € {1,...,n} tal que el conjunto
{v : Ry = €} es infinito, claro que My = {v : K, = &, }. Suponga que
ko, ..., k; ya fueron definidas. Por Hipétesis de Induccién M; es infinito, por

lo que existe r, tal que {v € M; : Rytit1 = €, } es infinito. Sea ki1 = 1,
entonces k;11 tiene las propiedades deseadas.

Sea D; = Zé‘:o €,; entonces D; es w-categdrico porque cada &, lo es. Si
i > j entonces D; © D;. Para cada ¢ > j existen D'; y D’'; tales que
A>57D 57Dy, D;2 D}, D'y =D, y D' = Dj; ademas D; es definible en
D;, asi D'; es definible en D'; por lo que ||S1(Th(D;))|| > ||S1(Th(D;))||,
por lo tanto D; % D;. Por Lema 4.18, | J,., D; no es w-categdrico y por
Lema 4.15, | J;.,, Di € Bg para algiin B = 2A. Con todo lo anterior y por
Lema 4.20 concluimos que hay 2* modelos numerables no isomorfos elemen-
talmente equivalentes a 2. O
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