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Introduccion

La tabla de marcas de un grupo contiene extensa informacién del grupo, lo
ideal seria que lo caracterizara totalmente, es decir, dada una tabla de marcas
correspondiera a un tinico grupo salvo isomorfismo, pero esto no ocurre como
prob6é Thévenaz en 1988 dando un ejemplo de grupos de orden 5 - 112 no
isomorfos con tablas de marcas isomorfadl Recientemente se encontraron dos
grupos de orden 96 con tal propiedad, obtenidos computacionalmente usando
GAP (ver [2]). En esta tesis se pretende demostrar que éste es el ejemplo méas
pequeno, es decir, dados dos grupos no isomorfos de orden menor que 96 sus
tablas de marcas no son isomorfas.

En realidad sélo faltan los casos més dificiles que son los de orden 24, 32,
36, 40, 48, 54, 56, 60, 64, 72, 80, 81 y 84, ya que los otros fueron tratados en
una tesis anterior (ver [4]). La dificultad reside en que hay mas de 10 grupos
no abelianos y no isomorfos de cada orden.

La forma de trabajo consiste en encontrar todos los grupos hasta isomor-
fismo de cada uno de los 6rdenes anteriores, después dados dos grupos no
isomorfos se buscaran invariantes preservados bajo isomorfismos de tablas de

marcas tales que un grupo lo tenga y el otro no, por lo que sus tablas de

!Jacques Thévenaz. Isomorphic Burnside rings. Communications in Algebra,

16(9):1945-1947, 1988.



CONTENIDO 1

marcas no seran isomorfas.

La tesis se divide en tres capitulos:

En el primer capitulo se revisan las nociones bésicas que serviran para
el desarrollo de la tesis, y algunos de los métodos que se pueden seguir para
encontrar todos los grupos no isomorfos de cierto orden.

En el segundo capitulo se verd el proceso que se debe seguir para encontrar
la tabla de marcas de un grupo, cudles son sus propiedades, qué informacion
se puede encontrar en ellas y los invariantes que las caracteriza.

Finalmente, en el tultimo capitulo se demuestra que los grupos cuyo orden
es distinto de 72, no es multiplo de 16 y es menor que 96 estan caracterizados

por su tabla de marcas.



Capitulo 1

Nociones Basicas

1.1. Grupos

Desde los inicios de la teoria de grupos con Galois en el siglo XIX, los
grupos han aparecido en casi todas las areas de las matematicas, de alli la

importacia de su estudio. ;Pero qué es un grupo?

Definicién 1. Un grupo es un conjunto no vacio G con una operacién

binaria asociativa *, denotado (G, ), que contiene un elemento 1 tal que:
i) 1xg =g paratodo g € G.
i1) ¥ g € G, existe un elemento h € G tal que hx g = 1.

Debido a la unicidad de estos elementos se les asigna un nombre especial:

el 1 es llamado elemento neutro y a h se le llama inverso de g y se denota

por g~ L.

Se suele escribir G para referirse a (G, %) y gh en lugar de g*h. A lo largo

del capitulo, G serd considerado un grupo.
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Definicién 2. El nimero de elementos contenidos en un grupo G se llama

orden y se denota por |G|. Si |G| < oo se dice que el grupo es finito.

A continuacion se definird una familia de grupos que facilitard el anélisis,

ya que sus tablas de marcas los caracterizan.

Definicién 3. Dos elementos g y h en un grupo se dice que conmutan si

gh = hg. Un grupo es llamado abeliano si todos sus elementos conmutan.

Existen unas funciones especiales que ayudan a comparar un grupo con

otro:

Definicién 4. Sean (G,*) y (H,-) grupos. Un homomorfismo ¢ : G — H
es una funcién tal que ¢(g * h) = ¢(g) - ¢(h) para todo g, h en G. Usando la
notacion usual quedaria: ¢p(gh) = ¢(g)p(h).

Cuando los homomorfismos tienen alguna caracteristica adicional reciben

un nombre de acuerdo a ella:

- Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo.
- Un epimorfismo es un homomorfismo suprayectivo.

- Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Dos grupos G y H

son isomorfos, denotado por G = H, si existe un isomorfismo de G en

H.
- Un endomorfismo es un homomorfismo de un grupo en si mismo.

- Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en si mismo.
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Los subconjuntos de un grupo que a su vez son grupos con la operacion

heredada son muy importantes:

Definicién 5. Un subconjunto no vacio S de un grupo G se llama subgrupo
de G, denotado por S < G, si para todo g, h € S se tiene que ¢g~' y gh estan
en S. Se dice que es propio si S < G y S # G, y se denota por S < G.

Hay una clase de subgrupos que es muy interesante ya que esta intima-

mente relacionada con los homomorfismos.

Definicién 6. Sea N un subgrupo de G. Se dice que N es un subgrupo
normal de G, denotado N <G, si N = gNg ! para todo g € G. La notacién
N < G significa que N es un subgrupo normal de G distinto de G.

Sea S un subgrupo de G. El normalizador de S en GG, denotado Ng(.S),
es el conjunto Ng(S) = {g € G : gSg! = 5,5 < G}. Si Ng(9) = G,

entonces S es un subgrupo normal de G.

El kernel de un homomorfismo f : G — H es un subgrupo normal de G.

Inversamente cada subgrupo normal es el kernel de algiin homomorfismo.

Las clases de conjugacién son bésicas para definir la tabla de marcas de

un grupo como se vera en el siguiente capitulo.

Definicién 7. Sea a € GG. Una conjugacién por a es una funcién v, : G —

G, donde ,(g) = aga™".

Definicién 8. Sean k,g € G. Se dice que k es un conjugado de g si k =

aga™' = v,(g), para algiin a € G.

Analogamente se pueden conjugar subgrupos:
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Definicién 9. Dos subgrupos H y K de un grupo G se dicen conjugados

si K = aHa ! para algiin a € G.

Teorema 1. La relacién ser conjugado en GG es una relaciéon de equivalencia

en G.

Definicién 10. Las clases de equivalencia bajo esta relacion se llaman cla-
ses de conjugacién de G. G, = {aza™' : a € G}. Se denota por ¢(G) al

conjunto de las clases de conjugacion de los subgrupos de G.

Usando esta definicién se puede encontrar una equivalencia de la defini-

cién de grupos abelianos.

Teorema 2. Un grupo es abeliano si y solo si todas sus clases de conjugacién

son conjuntos de cardinalidad 1.
Y también una para subgrupos normales:

Teorema 3. Sea S un subgrupo de GG. S es un subgrupo normal de G si y

s6lo si y(.5) es un subgrupo de S para toda conjugacién .

Ahora se vera qué es un G-conjunto, esta definicién surge de las propieda-
des fundamentales del grupo simétrico S,,. Pero hay otro rasgo fundamental
de .S,,: sus elementos son funciones actuando en algin conjunto dado. La idea

de G-conjunto es la abstraccion adecuada a esta idea.

Definicién 11. Un G-conjunto es un conjunto X en el que el grupo G
actia, es decir, existe una funcién - : G x X — X (llamada la accién de G

en X)) para la cual usamos la notacién gz que satisface:

i) V z € X se tiene que 1z = x, donde 1 es la identidad de G.
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it) Y g,h € GyVYxe X, setiene que (gh)r = g(hx).
Para finalizar esta seccion, se vera lo que es un producto directo:

Definicién 12. Sean G'y H grupos. El producto directo externo de Gy
H, denotado G x H, es el conjunto de pares ordenados (g, h), donde g € G,
h € H, con la operacién binaria (g, h)(k,l) = (gk, hl).

Definicién 13. Sea G un grupo con subgrupos normales N y M. Si NNM =
{1} y NM = G, entonces se dice que G es el producto directo interno de
los subgrupos N y M, es decir G = N x M.
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1.2. Clasificando grupos

En esta seccién se verdan algunas definiciones y teoremas que son ttiles
en la clasificacién de grupos hasta isomorfismo, tales como los teoremas de

Sylow y las extensiones de grupos.

Teoremas de Sylow

Una tarea importante que se deriva de la teoria de Galois es la bisqueda
de subgrupos de un grupo finito. El teorema de Lagrange garantiza que el
orden de todo subgrupo es divisor del orden del grupo, lo que acota las
posibilidades.

Ahora nacen dos preguntas: ;Se debe buscar subgrupos de orden cualquier
divisor del orden del grupo? ;Cudntos y cudles son los subgrupos que posee
un grupo G de un orden dado?

En el caso de grupos ciclicos, se han contestado estas preguntas: Para
cada divisor del orden del grupo, existe un uinico subgrupo de ese orden, que
ademas es ciclico.

Por otro lado el reciproco del teorema de Lagrange es falso, como con-
traejemplo se tiene a Ay, el cual tiene orden 12 pero no tiene subgrupos de
orden 6.

Para el caso de que la primera pregunta sea afirmativa nétese que Ss
tiene 3 subgrupos de orden 2; estos grupos son isomorfos; ain mas, los 3
son conjugados, lo que facilita su localizacién. Otra situacién no tan deseada
la presenta Dg: es un grupo de orden 8 que tiene un subgrupo de orden 4

que es ciclico y dos subgrupos de orden 4 que son productos directos de
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grupos ciclicos de orden 2. Por lo tanto, no pueden ser isomorfos y deben ser
localizados uno a uno. Los teoremas de Sylow localizan en un grupo finito

los subgrupos de orden potencia de primo.

Definicién 14. Sea p un ntmero primo. Un grupo K es un p-grupo si para

todo elemento g en K, el orden de g es una potencia de p.

Definicién 15. Sean p un ntmero primo y H un subgrupo de G. Se dice

que H es un p-subgrupo de GG si H es un p-grupo.

Definicién 16. Sea p un nimero primo. Un subgrupo H de G es un p-
subgrupo de Sylow de G si es un p-subgrupo de GG que no esta contenido

propiamente en ningin otro p-subgrupo de G.

Teorema 4. (Teorema de Cauchy) Si G es un grupo finito y p es un primo

divisor de |G| entonces existe al menos un elemento de orden p.

El primer teorema de Sylow dice que todo grupo finito posee p-subgrupos de

Sylow.

Teorema 5. (ler Teorema de Sylow)
Sea G un grupo de orden p™m, con p primo y p f m. Entonces para cada

r=20,---,n, G posee, al menos un subgrupo de orden p".

El segundo teorema de Sylow ayuda a encontrar el nimero de p-subgrupos

de Sylow que tiene un grupo.

Teorema 6. (2do Teorema de Sylow)

Sea G un grupo y p primo.

i) El nimero n, de p-subgrupos de Sylow es congruente con 1 mod p.
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i1) Los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados. En consecuencia, si H

es un p-subgrupo de Sylow entonces n, | [G : H].

Teorema 7. (3er Teorema de Sylow)

Cada p-subgrupo de G estd contenido en un p-subgrupo de Sylow.

Extensiones

Un grupo G que tiene un subgrupo normal K se puede factorizar en K
y G/K. El estudio de extensiones trata de resolver el problema inverso, es
decir: dados K <G y G/K, jhasta qué punto se puede recuperar a G?

Primero se vera qué es una extension:

Definicién 17. Si K y @) son grupos, entonces una extensién de K por @)
es un grupo G que tiene un subgrupo normal K isomorfo a K y con G/K;

isomorfo Q.
Ejemplo 1. Si K < G entonces G es extensién de K por G/K.

Ejemplo 2. Si ¢ : G — G’ es un homomorfismo entonces G es extensién de

ker(p) por G/ker(yp).

Ejemplo 3. Tanto S3 como Cg son extensiones de C5 por Cy. Sin embargo,
Cg es una extensiéon de Cy por C3 y S3 no, porque S3 no tiene subgrupos

normales de orden 2.

El problema de extension (formulado por O. Holder) consiste en encontrar
todas las extensiones de K por ), con K y () grupos dados. Una solucion
a este problema consiste en determinar a partir de K y ) todos los gru-

pos G para el cual G/K = @Q, pero jqué significa que algo “determine” al
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grupo? Una respuesta es que la clase de isomorfismo de G puede ser carac-
terizada, es decir, que si se cuenta con el grupo de automorfismos de K se
) b

podré determinar al grupo.

Definicién 18. El conjunto de todos los automorfismos de G' bajo la ope-
raciéon de composicién de funciones forma un grupo, llamado el grupo de
automorfismos de G y denotado por Aut(G).Un elemento ¢ en Aut(G) se
dice que es interno si es la conjugacion por algin elemento de G, es decir
@ = @, con a en G. El conjunto de todos los automorfismos internos de G se

denota por Inn(G).

Por otra parte si V' es un K-espacio vectorial, el grupo GL(V') se defi-
ne como el grupo de transformaciones lineales invertibles de V a V', cuya
operacion es la composicién de funciones.

Si V = F" para algtin campo F, entonces el grupo GL(V') es denotado
comunmente por GL(n,F). En este caso si se identifica cada transformacién
lineal T": V' — V con su matriz, respecto a su base estandar, este grupo
se identifica con el grupo de matrices invertibles de tamano n x n, bajo la

operacién de grupo de producto de matrices.

Los siguientes cuatro teoremas ayudan a determinar el grupo de automor-

fismos de algunos grupos especificos (su demostracion se puede encontrar en

H):

Teorema 8. Si G es un grupo ciclico de orden p con p primo, entonces

Aut(C,) = C,_.
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Teorema 9. Aut(Cs) = 1; Aut(Cy) = Cy; si n > 3, entonces Aut(Con) =
CQ X 0277,72.

Teorema 10. Si p es un primo diferente de 2, entonces Aut(Cyn) = C,. donde

r=(p-1Lp""

Teorema 11. Si G = H x K, con (|H|,|K|) = 1. Entonces se cumple que:

Aut(G) = Aut(H x K) = Aut(H) x Aut(K).

Productos semidirectos

A continuacién se presenta la definicion de producto semidirecto que es
un tipo particular de extensiones y muchos de los grupos que se estudiaran

son de esta forma:

Definicién 19. Sean K, () subgrupos de G. Se dice que el grupo G es el
producto semidirecto de K por (), denotado G = K x (@), si se cumplen las

tres condiciones siguientes:
(i) K es normal en G,
(i) KQ =G,
(1)) KNQ ={1}.
También se dice que G se divide sobre K.

Antes de presentar algunos ejemplos se veran algunas equivalencias de

este concepto.
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Lema 1. Si K es un subgrupo normal de un grupo G, entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) G es el producto semidirecto de K por @ donde Q = G/K.

(77) Existe un subgrupo @ < G tal que cada elemento g € G tiene una

Unica expresion g = ax, cona € K y x € ().

(¢77) Existe un homomorfismo s : G/K — G con 7s = 1g/k, donde 7 : G —

G/K es la proyeccién natural (cociente).

(1v) Existe un homomorfismo 7 : G — G con ker(mw) = K y 7(x) = x para
toda x en I'm(m). El mapeo 7 es llamado retraccién de G y la I'm(w)

es llamado el retracto de G.

Ejemplo 4. A, = (Cy x C3) x Cs.
Ejemplo 5. 5, = A, x Cj.
Ejemplo 6. D,, = C, x C>.
Ejemplo 7. Aut(Ss)=Ss x Cy

Ejemplo 8. Si G = (a) es ciclico de orden 4 y K = (a*), entonces G no es
un producto semidirecto de K por G/K.

Demostracion. K = Cy, G/K = (5 entonces la extensiéon de K por G/K
serfa ) = Cy x Cy pero G 2 Q.

Ejemplo 9. Tanto S3 como Cg son productos semidirectos de C3 por Cs.
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Lo ideal seria que el producto semidirecto estuviera determinado por sus
dos subgrupos factores, pero este tltimo ejemplo muestra que no siempre
ocurre. Sin embargo, se puede ver que el producto semidirecto depende de

“cOomo” K es normal en G.

Lema 2. Si GG es un producto semidirecto de K por (), entonces existe un

homomorfismo 6 : @) — Aut(K), definido por

conre€Q yacekK.

Maés atn, para todo x,y,1 € Q y a € K, se tiene que

bi(a) =a 'y 0.(0,(a)) = Ouy(a).

El objetivo es recuperar a GG a partir de K y ) cuando G es producto
semidirecto de K por @), sélo que GG también involucra a un homomorfismo

0:Q — Aut(K).

Definicién 20. Sean ) y K grupos, y ¢ : Q — Aut(K) un homomorfismo.
Un producto semidirecto G de K por @) realiza a ¢ si para todo z € Q y
a € K,

o(a) = zax™".

En este contexto el lema [2[ dice que cada producto semidirecto G de
K por @) determina algin 6 al cual realiza. Intuitivamente, “realizando a
f 7 es una manera de describir como K es normal en G. Por ejemplo, si
es el homomorfismo trivial, es decir, 6, = 1k para cada x € G, entonces

a = 0,(a) = rax™! para cada a € K, y por lo tanto K < Cg (Q).
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Definicién 21. Sean Q) y K gruposy 6 : Q — Aut(K) un homomorfismo. Se
define G = K x4 () como el conjunto de los pares ordenados (a,z) € K x @

con la operacion:

(a,2) (b, y) = (afe(b), xy).

Entonces un grupo G que es producto semidirecto de K por Q = G/K
queda determinado por K, () y por el homomorfismo 6 : Q) — Aut(K):

Teorema 12. Sean ) y K grupos y 6 : Q — Aut(K) un homomorfismo,
entonces G = K Xy () es un producto semidirecto de K por () que realiza a

0.
Ademas cualquier producto semidirecto realiza a un homomorfismo.

Teorema 13. Si G es un producto semidirecto de K por (), entonces existe

0:Q — Aut(K) tal que G = K x5 Q.
La siguiente proposicién da la relacién entre los ordenes de K,Q y G.

Proposiciéon 1. Sea G un grupo y sean K y () subgrupos de G tal que
G = K x Q. Entonces |G| = |K||Q)|.

Los productos directos son un caso especial de los productos semidirectos

como se ve en la siguiente proposicion:

Proposicién 2. Sea G un grupo y sean N y M subgrupos de G. Las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes:

i) G es el producto directo interno de N y M.

i1) G es el producto semidirecto interno de N por M y también el producto

semidirecto interno de M por N.
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Extensiones ciclicas

Hay un tipo de extensiones que son de gran utilidad las cuales seran
tratadas en esta seccién y son utilizadas en [I0] para encontrar todos los
grupos hasta isomorfismo de orden 81.

Sea G un grupo finito y N < G tal que G/N es ciclico, es decir, G/N es
isomorfo al grupo ciclico de orden n. Ahora, tomese a € G — N tal que la
clase Na genera a G/N. Sea v = a" € N y sea 7 € Aut(N) que actia via

conjugacion con a. Entonces se tiene que:

En otras palabras: 7 fija a v. También, para z € N,

1

"= ovxv".

() = a"za”
Asi, 7" actua via conjugacién por v. En particular, si N es un grupo

abeliano, entonces 7" es el automorfismo identidad.

Definicién 22. Un tipo de extensién para un grupo N es una cuadrupla

(N,n,T,v), que satisface las condiciones anteriores.

Noétese que esta definicién se establece sin menciéon de un grupo G es-
pecifico. Sin embargo, empezando con un grupo G que tiene un grupo factor
G/N = C,, se puede construir un tipo de extensiéon (N, n,7,v) como se ex-
plico en lineas anteriores; ain mas, el tipo de extensién determina a GG hasta

isomorfismo.
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Teorema 14. (Teorema de extensiones ciclicas)

Cada tipo de extensién (N,n, T,v) es realizada por un grupo G adecuado.

Definicion 23. Dos tipos de extension son equivalentes si ambas determi-

nan grupos isomorfos.

Definicién 24. Los tipos de extensién (N,n,7,v) y (N',n,0,w) son conju-

gadas si hay un isomorfismo ¢ : N — N’ tal que 0 = ¢poT0o¢ 1 y w = ¢(v).

El lema siguiente nos dice que la conjugacion de tipos de extension es una

relacion de equivalencia.

Lema 3. Los tipos de extension conjugadas son equivalentes.



Capitulo 2

Tablas de marcas

En este capitulo se explicard como se construyen las tablas de marcas,
qué informacion se puede deducir de los grupos a partir de ellas y cuéles son
los invariantes que ayudan a deducir cuando dos tablas de marcas no son

isomorfas.

2.1. Construccion de Tablas de Marcas

Sean G un grupo finito y € (G) la familia de todas las clases de conjuga-
cion de los subgrupos de G. Para todo [H] € € (G) se elige un representante,
por ejemplo H, y se numeran (de menor a mayor respecto al orden), por
decir Hy, Ho, ..., H,.

La tabla de marcas de G es la matriz T = (ai;), cuya entrada a;;
es el niumero de puntos fijos bajo H; del G-conjunto G/H;, denotado por

vu, (G/H;). Es decir:
Qi = $H; (G/Hj> = ‘{I € G/H] : hx = I,Vh € Hz}|

Ejemplo 10. Sea G' = C,, el grupo ciclico de orden p primo. Los subgrupos
de G son H; = {1}, Hy = G.



2.1 Construccion de Tablas de Marcas 18

G/H =G/{l} =G=C,y G/Hy =G/G = {1}.

ann = {xr € G/Hy : h(z) = 2z,Yh € Hi}| = |{z € C, : h(z) = z,Vh € {1}}]
=P

ajs = |{x € G/Hy : h(z) = x,Vh € H1}| = [{x € {1} : h(x) = z,Vh € {1}}|
=1

ann = |{x € G/H; : h(z) = z,Vh € Hy}| = |{z € C}, : h(x) = z,Vh € C,}|
=0

age = {x € G/Hy : h(z) = x,Yh € Hy}| = [{z € {1} : h(z) = 2,Vh € C,}|
=1

por lo que su tabla de marcas se ve

1
(1)

Las dos afirmaciones siguientes dan equivalencias que ayudan a calcular

las entradas de las tablas de marcas.

Afirmacién 1. ¢y (G/K) = a (H, K) ‘Nﬁg()‘.

Donde « (H, K) es el nimero de subgrupos de G que son conjugados a

K y que contienen a H.

a(HK)={N<G:H<N,N=gKg'gedG}.
Demostracion. Se puede ver en [3].

Afirmacién 2. ¢y (G/K) = ((H, K)Wf_lgf)\

Donde B(H, K) es el nimero de subgrupos de G que son conjugados a H

y estan contenidos en K.

B(H,K)=|{N<G:N<K,N=gHg' geG}.
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Demostracion. También disponible en [3].

Ejemplo 11. Sea G = (Y el grupo ciclico de orden 9. Los subgrupos de G
son H1 = {1},H2 = 03, H3 = Cg.
|Ne (H1)|=|Ne (Hz)|=|Ne (Hs)|=|G|=9

)
B(Hy, Hy)={N < Cy: N < C5,N =g {1} g7', g € Cy}|=1
Hy, H3)=|{N < Cy: N < Cy,N =g{1}g " g€ Co}|=1
Hy, H))=|{N < Cy: N < {1} ,N = gC39~",g € Co}|=0
Hy, Hy)=|{N < Cy: N < O3, N = gCsg", g € Cy}|=1
)=H{N < Cy: N < Cy, N =gCsg7",g € Cy}|=1
)={N < Co: N < {1}, N =gCog~",g € Co}|=0
)=H{N <Cy: N < C3,N =gCyg", g € Co}|=0
)={N < Cy: N <Cy, N=gCog', g€ Co}=1

aij = i, (G/Hj) = § (H;, Hj) et

por lo que la tabla de marcas queda:

Te, =

oS O O
S W W
—_ =

Los dos ejemplos siguientes involucran a los grupos hasta isomorfismo de

orden 6.

Ejemplo 12. Sea G = Cj el grupo ciclico de orden 6. Sus subgrupos son

H, ={1},Hy = Cy, Hy = C5, Hy = Cj asi que su tabla de marcas es
6 3 2 1

Te, =

o O O
o O W
S NN O
— = =
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Ejemplo 13. Sea G = S; el grupo simétrico de orden 6. Los tinicos subgrupos
de G son Hy = {1}, Hy = ((12)), Hy = ((123)), H, = S3 entonces se tiene

que su tabla de marcas luce

Ts, =

3

O OO
o O = W
SN O DN
— =

Las tablas de marcas anteriores no son isomorfas ya que difieren en la

entrada ass.

Si se observan los ejemplos se puede notar que hay ciertas caracteristicas
que todas las tablas tienen en comun, por ejemplo que la iltima columna

tiene sélo unos. La siguiente proposicion reune estas peculiaridades.
Proposicién 3. La tabla de marcas T = (a;;) del grupo G satisface:
1. T¢ es cuadrada de tamano n x n donde n = |€(G)].
2. Tq tiene coordenadas enteras.
3. T es triangular superior.

4. a;, =1, 1 < i < n,esdecir, la tltima columna es la unidad de H Dy
€% (Q)

5. La primer fila de G corresponde a los indices de los subgrupos de G,
esto es:

7. Un elemento en la diagonal divide a cada elemento de la misma colum-

na, es decir:
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en; (G/H;) | o, (G/H;), 1 < j <.

8. aj; = |G| es la entrada mayor de 1.
9. ’HZ| = 2—111_.

. ) = %
10. o (H;, H)) -

11 ﬁ(HuH]) - w

a;ial;’

Demostracion. Se puede consultar en [4].

2.2. Propiedades de las tablas de marcas

Dada una tabla de marcas T se pueden obtener muchas propiedades del
grupo G al que estd asociada. La siguiente informaciéon se deriva de conocer

la tabla de marcas de un grupo.

El orden del grupo G: Es la entrada més grande de T (en el lugar (1,1)).

El nimero de clases de conjugacion de subgrupos de G: Esel tamano

de Tg.

Los indices de los subgrupos de G: Son las entradas del primer rengléon

de TG-

Los 6rdenes de los subgrupos de G: Se sigue de conocer los indices y el

orden de G.
Los p-subgrupos de Sylow de G: Se conocen por su orden.

El indice de H; en su normalizador: Es la entrada a;;.
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El orden del normalizador de H; en G: Se obtiene de la siguiente forma

[No (H)| = 24

ai;

El indice del normalizador de H; en (G: Se encuentra como se muestra
abajo, notese que también es el nimero de conjugados del subgrupo H

en G,
|G : N¢ (H;)| = &x = HK <G:gHg'=K,qge G}

El niimero de subgrupos de G: Se obtiene sumando el nimero de con-

jugados de H; para todo 1,
ai;

{N<GH=) —.

=1

Los subgrupos normales de G: Son los H; tales que la columna i-ésima

tiene solo dos valores que son cero y el indice de H; en G.

Los subgrupos H; (hasta conjugacién) de un subgrupo H; de G: Son

aquellos para los que la entrada a;; es diferente de cero.

Los subgrupos maximales propios de G: Son los H; para los cuales las

entradas del renglén i-ésimo entre la a;; y la a;, son cero.

El subgrupo de Frattini de G: El subgrupo de Frattini de un grupo es la
interseccién de todos los subgrupos maximales. En T se puede iden-
tificar por ser el mayor subgrupo normal de G contenido en todos los

subgrupos maximales.

La tabla de marcas de un grupo cociente GG/H: Usando el teorema de
la correspondencia se obtiene encontrando los subgrupos de G que con-

tienen a H.
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Si G es abeliano: Podemos saber si G es abeliano por su tabla de marcas
checando que todos sus subgrupos son normales y no tienen ningun

cociente isomorfo a los cuaternios de orden 8.

El subgrupo derivado de G: Es el mayor subgrupo normal de G cuyo co-

ciente es abeliano.

Los subgrupos ciclicos de G: Son los H; tales que tienen un tnico sub-

grupo para cada divisor del orden de H;.

Los subgrupos elementales abelianos de G: Estan caracterizados por el
nimero de subgrupos de orden p?. Un subgrupo H de G es elemental
abeliano si el orden de H es p™ para algin p primo y un entero n > 1,

y yasea que n =1, 0 que n =2y H no sea ciclico, o que n > 3 y que

@"=1)(p"—p)

. 2
el namero de subgrupos de H de orden p~ sea D)

2.3. Invariantes preservados por isomorfismos
de tablas de marcas

Como se ha mencionado anteriormente se puede decir mucho acerca de
un grupo en términos de su tabla de marcas. Pero ;Qué tanto se puede decir
acerca de los subgrupos de un grupo conociendo su tabla de marcas? En esta
seccion, se veran algunos atributos de los subgrupos que se preservan bajo

isomorfismos entre tablas de marcas.

Definicién 25. Sean G, @) grupos finitos. Sea ¢’ (G) la familia de todas las
clases de conjugacion de los subgrupos de . Se asume que los elementos

de €(G) estdn ordenados en orden creciente, respecto al orden. Sea v una
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funcién de €(G) a €(Q). Dado un subgrupo H de G, se denota por H' a
algtiin representante de ¢([H]), donde [H]| es la clase de conjugacién de H.
Se dice que 1) es un isomorfismo entre las tablas de marcas de Gy Q) si ¢ es
una biyeccion y si g (Q/K') = g (G/K) para cualesquiera subgrupos H,
K de G.

El siguiente teorema es la herramienta principal usada en la tesis para

decidir cuando dos tablas de marcas no son isomorfas.

Teorema 15. Atributos preservados

Sean G y () grupos finitos con tablas de marcas isomorfas. Sean K, H
subgrupos de G y sean K', H' representantes en sus respectivas clases de
conjugacion de subgrupos bajo el isomorfismo entre sus tablas de marcas

entonces tenemos que:

1. .@=0Q
- (1g) =1q
|Gl = ¢
- [H| = |H

o (H,K) = a(H', K')
: 6(H7K)ZB(H/7K/>
- [N (H)| = [Nq (H')]

2. El subgrupo H es normal en G si y s6lo si H' es normal en ). En

consecuencia G/H y QQ/H' tienen tablas de marcas isomorfas.

3. Si K < H y si al menos uno de estos dos subgrupos es normal en G,

entonces K’ < H' para cualesquiera H' y K.
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10.

11.

12.

13.

. Si Ky H son subgrupos normales de G, entonces (KNH) = K'NH'y

(KH) = K'H'. En particular dos subgrupos normales con interseccion
trivial corresponden a dos subgrupos normales con interseccién trivial.
Aun més, si G = H x K entonces Q = H' x K', K y K’ tienen tablas

de marcas isomorfas y H, H' tienen tablas de marcas isomorfas.
El subgrupo H es maximal en G siy sélo si H' es maximal en Q.

Si G es un p-grupo, entonces socle(Z(G)) = socle(Z(Q)). El socle de
un grupo es el subgrupo generado por los subgrupos normales minima-

les.
Los subgrupos de Frattini se corresponden, es decir, ®(G) = ®(Q).

Para cualquier divisor d del orden de H, el nimero de subgrupos de H
de orden d es preservado; en particular, el nimero total de subgrupos

de H se preserva.
El subgrupo H es ciclico si y sélo si H' es ciclico.

Si H es isomorfo al grupo de los cuaternios de orden 8, entonces H’

también lo es.
Si G es abeliano entonces G = Q).

Los subgrupos conmutadores se corresponden, es decir [G, G] = [Q, Q].

Por otra parte los grupos abelianizados se corresponden esto es:

G/G,GI=Q/1Q, Q.

SiG=S, conn>5, entonces (Q = G.
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14. El subgrupo H es elemental abeliano si y sélo si H' es elemental abe-

liano.

15. El grupo G es nilpotente si y sélo si ) es nilpotente. Sin embargo, hay

p-grupos no isomorfos con tablas de marcas isomorfas.

Demostracion. 1. No es dificil de ver.
2. Se sigue de 1.

3. El subgrupo normal corresponde a un tinico subgrupo: el resto se sigue

de 1.

4. La interseccién de dos subgrupos normales es el subgrupo normal més
grande contenido en ambos subgrupos, K H es el subgrupo normal méas

pequeno que contiene a K y a H; el resto es claro.

5. Asumase que H es subgrupo maximal de G. Sea M’ un subgrupo de
Q entre H' y @, v sea M el subgrupo correspondiente en GG. Como
0=a(H' M) =a(H,M), un conjugado de M contiene a H. Pero H
es maximal, asi que este conjugado es o bien H (asi que M' = H') o G

(por lo que M’ = Q).

6. Note que el socle del centro de un p-grupo esta caracterizado por ser
el subgrupo normal mas pequeno de G tal que tiene interseccién no
trivial con cada subgrupo normal no trivial de G. Esta propiedad es

preservada bajo la correspondencia.

7. Sea X = ®(G). Por simetria, es suficiente mostrar que X’ < ®(Q). No-

te que X es un subgrupo normal de G contenido en todos los subgrupos
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

maximales. Como los subgrupos maximales se corresponden, entonces
X’ es un subgrupo normal de ) contenido en todos los subgrupos ma-

ximales, por lo que X' < &(Q).

Cada p-subgrupo de Sylow de GG es normal y esta propiedad es preser-

vada.

El nimero de subgrupos de H de orden d es igual a Y 5 (K, H) para
todo K € € (G) de orden d.

Un subgrupo H es ciclico si y sélo si para cada divisor d de |H|, H

tiene exactamente un subgrupo de orden d.

El grupo de los cuaternios es el tnico grupo de orden ocho con tres

subgrupos de orden cuatro.
El grupo G es un producto directo de subgrupos ciclicos.

El subgrupo conmutador es el subgrupo normal méas pequeno de G con
un cociente abeliano. Esta propiedad es preservada bajo la correspon-

dencia.

S, con n mayor o igual a 5 esta caracterizado por las siguientes tres
propiedades. (1)Tiene orden n!; (2)Solo tiene un subgrupo normal pro-
pio, cuyo orden es n!/2; (3)Tiene un subgrupo de indice n (la accién en
las n clases de conjugacién da un isomorfismo a S,,). Estas propiedades

son preservadas por un isomorfismo entre las tablas de marcas.

Se demuestra en [1].



Capitulo 3

Aportaciones Originales

Ahora que ya se tienen las nociones bésicas, se abordara el objetivo prin-
cipal de esta tesis. Cada seccion serda dedicada a uno de los 6rdenes que se
establecieron en la introduccion. Se empezarda dando la lista de grupos hasta
isomorfismo de cada orden, en la cual también se indicard el ID del grupo en
la libreria de GAP para facilitar su manejo. Después se localizara alguno de
los atributos que aparecen en el capitulo anterior, por ejemplo si el grupo es
abeliano, se puede estar seguro que su tabla de marcas no es isomorfa a la
de ningun otro grupo por el atributo [11] del teorema [15]

Nota: Sélo se tomaran en cuenta homomorfismos con los que se constru-
yan grupos no isomorfos: K X, Q = K Xy, Q si ¢’ = ¢f con f €Aut(Q) o si
' =a-p-a! con a eAut(K).

3.1. Grupos de orden 24

La clasificacién de los grupos de orden 24 se puede encontrar en [5], en

total hay 15 grupos no isomorfos y estan listados a continuacién:
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* Gl = 024 = [24, 2]
* G2 = Clg X 02 = [24, 9]
* G3:C6' XCQ XCQZ [24,15]

G4 = Cg X Qg = [24, 1]_]

*

x Gs = C3 x Dy = [24, 10]

x Gg = Cs % Cs = [24, 1]

*x G7 = Cy x S3 = [24,5]

* Gy = Cy x (C3 x Cy) = [24,7]
* Gg=Cy x Ay = [24,13]

* Gpo = Cy x Cy x S3 = [24, 14]

* GH = Qg b Cg = [24, 3]

*

Gz = C3 X Qg = [24,4]

* Gy3 = Doy = [24, 6]

* Gy = (Cg x Co) x Cy = [24, 8]

* G5 =5, = [24,12]

. Por qué no pueden tener tablas de marcas isomorfas?

- (1, G5 y G5 son abelianos.
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- Gy, Gs5,Gr,Gg, Gy v G1p son productos directos, por el atributo [4] se
sigue que la tabla de marcas de cada uno de estos grupos no es isomorfa

a otra.

- Qg es subgrupo de G11 y G, por el atributo [10|no pueden tener tablas
de marcas isomorfas al del resto de los grupos. (g es normal en G1; y

(12 no tiene subgrupos normales de orden 8, por el atributo [2| se tiene

que Ty, Z Toy,-

- Cs es subgrupo solamente de Gg por [0, se sabe que su tabla de marcas
no es isomorfa a la de ningin otro grupo. Analogamente, como Ci,
es subgrupo de G13 y no lo es de G4 ni de Gy5 se llega a la misma

conclusién.

- (3 es subgrupo normal de G4 pero no de G5, por lo que T¢,, 2 Ty, -

3.2. Grupos de orden 36

Por los teoremas de Sylow n3 € {1,4}.

Lema 4. Sea GG un grupo de orden 36, si n3 = 4 entonces G tiene un tnico

2-subgrupo de Sylow y este es isomorfo a Cy x (.
Demostracion. Ver [7].

Teorema 16. Sea GG un grupo de orden 36, entonces GG es isomorfo a uno de

los grupos de la siguiente lista:
* Gl = Clg X CQ = [36,5]

* G2 = (Cg X Cg) Ao Cg = [36,3]
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*

*

*

G5 = Cg x Cg = [36,14]

Gy = C5 x Ay = [36,11]

G5 = Cs6 = [36,2)]

G = Cy x, Cy = [36, 1]

G7 = D3¢ = [36, 4]

Gs = Cg x S5 = [36,12]

Gy = Cy x ((C3 x C3) x, Cy) = [36,13]
Gio = S3 x S5 = [36, 10]

G11 = C5 x C19 = [36, 8]

G = C3 x (C5 %y, Cy) = [36, 6]
Gz = (C5 x C3) X, Cy = [36,7]

G14 = (Cg X 03) N g C4 = {36,9]

Demostracion. Sea G un grupo de orden 36, P, @ < G tal que |P|=4y |Q|=9.

Recuerdese que ng € {1,4}.

(@)

ng = 4. Por el lema {4}, se sigue que P = Cy x (5 es subgrupo normal
de G, como PNQ =1y PQ = G entonces G = P x,() donde ¢ : Q) —
Aut(P) es un homomorfismo. Supongase que Cy x Cy = () X (y).

AUt(P):Aut<OQ X 02):‘53 = {17’717727/73705170[2}'

Debido a que existen dos grupos no isomorfos de orden 9, entonces se

tienen dos casos:
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1. Q= Cy= (o)
Primero se obtendran todos los posibles homomorfismos ¢ : Cy —
Ss.

|[Im(¢)| € {1,3}, los tnicos elementos de S; de orden 3 son oy
y g, pero como son conjugados lo productos semidirectos que se
obtienen de ellos son isomorfos, asi que s6lo hay dos homomorfis-
mos:

wo(o) =1

p1(0) = ay donde ai(z) =y y ai(y) = ay

Con ellos se contruyen los primeros dos grupos de la lista.

No son isomorfos porque ker(pg) = Cy y ker(p1) = Cs.
2. Q=C3xCy3= (o) x (1)
w:C3x C3— S5
|[Im(p)] € {1, 3}, como en el caso anterior se tienen dos homomor-
fismos:
po(0) =1, (1) =1
p1(0) = a1, i(7) =1
con los que se obtienen GG3 y (G4 respectivamente.

G5 2 G4 ya que ker(pg) = C3 x C3 y ker(py) = Cs.

(b) mg = 1 esto implica que @ es un 3-subgrupo de Sylow normal, entonces
G = @ x, P donde ¢ : P —Aut(Q). Nuevamente como hay 2 grupos

de orden 9 se tienen 2 casos:

L. Q=Cy=(a)
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Aut(Cg):Cﬁ = <O'> .

Como también existen dos grupos no isomorfos de orden 4 hay 2

subcasos:
i) P=0Cy=(x)
p:Cy — Cy

i)

2. Q=

[Im(p)] € {1,2}, Cs solamente tiene un elemento de orden 2,

por lo que hay dos homomorfismos:

po(x) =1

¢1(x) = 03 donde o3(a) = a~!

con los que se obtienen G5 y Gg.

No son isomorfos pues ker(¢g) = Cy v ker(p1) = Cs.
P =Cyx Cy={(x) x(y)

Q : 02 X 02 — Oﬁ

()] € {1,2}

Hay dos homomorfismos:

wo(x) =1, po(y) =1

p1(r) = 0°, p1(y) = 1 donde 0°(a) = a~

1

Con los que se construyen los grupos:

Go = Cy Xy (Cy x Cy) = Cy x Cy x Cy = Cig x Cy

que es el primero de la lista y ya se habia encontrado.

G = Cy Xy, (Cy x Cy) = Cy x (Cy Xy, Co) = Cy x Dyg = Dsg
que es el séptimo de la lista.

Como ker(ypg) = Cy X Cy v ker(p;) = Cy entonces no son

isomorfos.

C3 x C3 = () x ().
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Aut(C'3 X Cg)ZGL(2,3)
i) P=CyxCy= () x (y)
@ : CQ X CQ — GL(2,3)

|[Im(y)| € {1,2}. Hay dos clases de conjugacién de los sub-
grupos de GL(2,3) de orden 2:

(o )0 5))

Los subgrupos de orden 2 estan en correspondencia con los
elementos de orden 2, por lo que los generadores de las clases

de conjugacién de orden 2 son con los que se definen los ho-

)

momorfismos:

10

gpo(:c,l):( 01 ) wo(l,y)Z(
¢1(x,1)=( (1) _01 ) wl(l,y)Z( (1) )
¢2<x,1):( 0 > 902(1,31)=< - )

¢3(x,1)=( _01 (1) ) @3(1,y)=( (1) _01 )

Con ellos se obtienen los grupos:

GOZ(C;gXCg)X]@O(CQXCQ)203X03X02X02206X06

O =

— O



3.2 Grupos de orden 36 35

que es el tercero de la lista y ya se tenia.

Gl :<aaﬁ7'r7y | a?’:BS:xQ :fUZ: 17a52504a$y:$?/a
roxt = a,xﬁx_l = 6_17 yay_l = OQyﬁy_l = 6)

:(03 X CQ) X (Cg thl CQ) = 06 X DG = CG X Sg
que es el octavo de la lista.

Gy =(a,B,z,y | o® = B =2 =y* = 1,08 = Ba,zy = 2y,
zar ' =a zfa = B yay T = a,yBy Tt = B)
:CQ X ((03 X 03) Ny 02)

que es el noveno de la lista.

Gs =(o,B,z,y | o’ =p° =2 =y = 1,08 = B, zy = xy,
rar ' =a L xBrt = Byayt = a,yBy =7
:(03 X3 CQ) X (03 A g 02) = 53 X 53

que es el décimo de la lista.
Estos grupos no son isomorfos porque ker(yg) = Cy x Cs,
ker(p1) = Ca, ker(pa) = Cyy ker(ps) = 1; G tiene elemento
de orden 6 y GG no, por lo que G; 2 Gb.

i1) P=Cy= (x)
¢ Cy — GL(2,3)
|[Im(¢)| € {1,2,4}. Solamente hay una clase de conjugacién
de subgrupos ciclicos de GL(2,3) de orden 4, (sélo importan
los ciclicos porque el otro grupo de orden 4, que es Cy x (s,

no tiene elementos de orden 4):
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()

Asi que tomando este generador y los elementos de orden 2

obtenidos anteriormente se tienen cuatro homomorfismos:

900(37):< (1) ? )
901(33)_( (1) _01 )

903(95):( _01 (1) )

Gi1 = (C5 x C3) Xy, Cy = C3 x C3 x Cy = C5 x Cha.
G ={a, x| ®=p=2'=108 = Ba,zaz™ = q,
ofal = 57
=C3 x (C3 Xy, Cy)

Giz=(o, B,z |’ =5 =2'=1,08 = fa,zaz™ =o',
Bt =571
=(C5 x O3) My, Cy
o =lo o | 0 = 9 = 4 = 109 = o pas™t = 7,
rfrt = a)
=(C5 x C3) Xy, Cy

Obteniendo asi los ultimos cuatro grupos de la lista. No son

isomorfos pues ker(pg) = Cy, ker(p1) = Co, ker(ps) = Cy y
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ker(e3) = 1. Gio tiene elementos de orden 12 y G13 no, por

lo que G5 2 Gis.

[]

Ahora que ya se conocen todos los grupos de orden 36 hasta isomorfismo,

se verificard que sus tablas de marcas no son isomorfas.

- (G1,G3,G5 y Gqp son abelianos.
- G; coni € {4,8,9,10,12} es producto.

- Uy x (Y es elemental abeliano y es subgrupo de G5 y Gy, por la pro-
piedad [14] se puede concluir que sus tablas de marcas no son isomorfas
a alguna otra. G5 tiene 3 elementos de orden 2 mientras que G tiene
19 elementos de ese orden, como los grupos de orden 2 estédn en corres-

pondencia con los elementos de orden 2 y por el atributo |8 se sigue que

Ta, 2 Tq,.

- Andlogamente C3 x (3 es subgrupo de G153 y G4 por lo que sus tablas
de marcas se distinguen del resto. C x C5 es subgrupo normal de G13

y no lo es de G4 asi que T, 2 Ty, -

3.3. Grupos de orden 40

Teorema 17. Si G es un grupo de orden 40, entonces G es isomorfo a uno

de los grupos de la siguiente lista:

* Gl = 040 = [40,2]
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* GQ = 020 X CQ = [40,9]
* G3 = ClO X 02 X CQ = [40, 14]

* G4 = 05 X Dg = [40,10]

*

G5 = Cs x Qs = [40, 11]

* Gg = Cy x,, Cy = [40,1]

* Gr = Cy 1, Cy = [40, 3]

* Gg = Cy X (Cy Xy, Cy) = [40,12]
* Gg = Cy X (C5 My, Cy) = [40,7]
x Gio = Cy x Dyg = [40, 5]

* Gy = Cy x Cy x Dyg = [40, 13]
* G2 = Dyy = [40, 6]

* Gz = (Cip x Cy) x Cy = [40, 8]

* G14 = 05 N Qg = [40,4]

Demostracion. Sea G un grupo de orden 40, H, K < G tal que |H|=8 y

| K|=5. Por los teoremas de Sylow se sabe que ny € {1,5} y ns = 1.

(a) Sing =1 entonces H << G como K <G se sigue que G = K x H, ya
que existen hasta isomorfismos 5 grupos de orden 8 y uno de orden 5,

se obtienen 5 grupos los cuales son los primeros de la lista.
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(b) ng=5. Como K <G, KNH =1y KH = G entonces G = K X,
H donde ¢ : H — Aut(K). El homomorfismo trivial da el producto
directo de los grupos los cuales se encontraron en (a), por lo que sélo
se consideraran homomorfismos no triviales.

K= C5 = <Ck>
Aut(K)=Aut(Cs5)=Cy = (o) definido por o(a) = .

Hay 5 casos dependiendo de quien sea H:

Q: Cg — Oy
|[Im ()| € {1,2,4} por lo que se tienen 2 homomorfismos no tri-

viales:

e1(x) =o?

pa(z) =0
con los que se construyen los grupos:

Ge =(a, x| o’ =2t =1,zar! = oz_1>

:C5 NSOl Cg
y
Gr ={a,v | a® =12° =1, zaz7" = o?)
:C5 >4§02 Cg
respectivamente.

G¢ 2 G7 porque Ker(p1) = Cy y Ker(gpy) = Cs.
2. H=Cyx Cy={(x) x(y)
w : 04 X Cg — 04
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[Im(e)] € {1,2,4}.

Se tienen 3 homomorfismos no triviales:
Yi(z,1) = 0,91(1,y) =1

Ua(z,1) = 0%, (L, y) = 1

Y3(z, 1) = 1,93(1,y) = o3

con los que se obtienen los grupos:

Gs =(o, z,y | a’ =gt = y2 =1l,zy = yx7xax_1 = Oéz,yozy_l = a)
:CQ X (05 Xapy 04)
G9 :<Oé,$,y | 055 = 334 = y2 = 1,373/ = yx,xax’l = Ckil’y@y*l = a)

:CQ X (05 ><]¢2 04)

4

G ={a, x,y | o =zt=y =10y =yx,z0 = oz, yoy ' = ofl>

=Cy x (C5 Xy, Cy) = Cy X Dy
Estos 3 grupos no son isomorfos pues Ker (¢;)=C5, Ker (¢5)=C5 X
Cy y Ker (3)=Ci.
3. H=Cy x Cyx Cy={(x)x(y) x (2)
w:Cy x Cy x Cy = Cy
[Tm(e)] € {1,2}.
Solo se tiene un homomorfismo no trivial:
oz, 1,1) = 0% 0(1,y,1) = 1,0(1,1,2) = 1

con el que se construye el grupo:

2

Gu=(a,2,y,2 | a® =2 =y’ = 2* = 1,2yz = zyz,ya = ay,

za = az,var !t =a )

:Cg X 02 X (05 Ay 02) = 02 X Cg X DlO-
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4. H=Dg=(r,f|rt=f2=1,frf 1t =r71)
@ : Dg— Cy
[Im(p)] € {1,2,4}.
Hay dos homomorfismos no triviales con los que se obtienen dos

grupos nuevos:
p1(f) = 0%, o(r) = 1p(r?) =1
p2(f) =1, (r) = 0%, ¢(r*) =1

G =(a,r, fld=rt=f=1frf'=r faf '=a™,

rar ' = a,r’ar™? = a)

=(C5 x Cy) Xy, Oy = Uy Xy, Cy = Dy,

Gu=(a,r,fla®=rt=f=1frft=r"t faf ' =

:(05 X CQ X CQ) Ncpz CQ = (Cl() X CQ) NSOZ CQ.

G2 2 Gy porque el ker(py) = Cy y el ker(ps) = Cy x Cs.
5. H=Qa=(r,f |11=f =102 = f2, frf~ =)
p: s — Cy
[Im(p)| € {1,2,4}.
Unicamente hay un homomorfismo no trivial:
p(r,1) = 0% ¢(1, f) = 0”
Gu=(a,r,fla®=rt=f'=10"=f frf ' =r",
rar~t =o' faft=at)
=C5 X, Qs.
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]

A qué se debe que estos grupos no tengan tablas de marcas isomorfas?

- (G1, G5 y G3 son abelianos.

- G; coni € {4,5,8,9,10,11} son productos.

- Qg es subgrupo unicamente de G14.

- (G es el Unico que no tiene subgrupos normales de orden 4.

- Uy x (5 es subgrupo de G135 vy G13 pero no de Gg, asi que no pueden

tener tablas de marcas isomorfas a este ultimo.

- El niimero total de subgrupos de G2 es 48 mientras que el de G3 es

40, por el atributo [§| se concluye que T, 2 T6,,-

3.4. Grupos de orden 54

Teorema 18. Si GG es un grupo de orden 54 entonces es isomorfo a uno de

los siguientes grupos:
* Gy = Csy = [54, 2]
* Gy = C1g x C3 = [54,9]
* G3 = Cy x ((C3 x C3) x C3) = [54, 10]
* Gy =Cy x (Cy x C3) = [54,11]

* G5206X03XC3:[54,15]
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* G6 = D54 = [54, 1]
* G7 = (09 X 03) Ay Cg = [54, 7]
* Gg = (03 X 03 X 03) X Cy = [54, ]_4]

* Gg :Cg X SgI [54,4]

>

G = C3 x C3 x S3 = [54,12]

* Gy1 = C3 X Dig = [54, 3]

* G2 = ((C5 x C3) x C3) X, Cy = [54, 5]
* Giz = ((C3 x C3) x C5) Xy, Cy = [54, §]
* Gra = (Cy 1 C3) %, Cy = [54, 6]

* G5 = C3 x ((C5 x C3) %, Cs) = [54, 13]

Demostracion. Sea G un grupo de orden 54, P,QQ < G tal que |P|=27y

|Q|=2, @ = Cy = (x). Los grupos de orden 27 son 5 y se listan a continuacion:
o P1 = 027 = <CL>
0 Po=CyxCs3={a,b|a®=0=1bab~" = a)

<>P3:(03X03)>403

= {(a,b,c|a®>=0=c*=1,aba™! = b,aca™ = cb,cbc™! =)
o Py=CyxCs="{(a,b]|a®=0=1,aba™" = ba?)

<>P5:C;3X03><Cg

= <a7 b, c | === 1,aba_1 =b, aca~! = c, chel = b>
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Por los teoremas de Sylow se tiene que n3 = 1, es decir G tiene un 3-
subgrupo de Sylow normal, debido a que PN Q@ = 1y PQ = G entonces
G =P x,Q, donde ¢ : Q —Aut(P) es un homomorfismo. También se tiene

que ny € {1,3,9,27}.

(a) ng = 1, esto implica que Q <G y como P <G entonces G = P x @, ya
que hay 5 grupos de orden 27 y uno de orden 2, se obtienen 5 productos

que son los primeros de la lista.

(b) ng = 27. En este caso habria 27 elementos de orden 2 y como |P|=27,
se tendrian los 54 elementos del grupo por lo que no hay elemento
de orden 2 -3,2-9,2 - 27, esto quiere decir que los elementos de @)
no conmutan con los de P. Los tnicos grupos nuevos de orden 54 se

obtienen con Py, P, y Ps:
PrxCy={a,z|a* =2*=1,zax™' = a') = D5y = G

PyxCy={a,bx|a’=0"=2>=1,bab ' =a,zax"' =a *, xbz™' =b"")
:<Cg X 03) x Cy = G7
Psx Cy ={a,b,c,x | a®* =0 =c® =2* =1,aba™" = b,aca™' = c,cbc™ = b,
1 -1

var ' =a L abr Tt =b wer T =)

:(03 X Cg X 03) X Cg = Gg
(¢) nmg = 8. Se sigue que 3 elementos de orden 2 no conmutan con elementos
de P. Solamente hay grupos de orden 54 nuevos con P, y Ps:

Py xCy={a,bx|a’=0"=2>=1,bab ' =a,zax™' = a,xbx™ ' =b"1)

:Cg X 53 = Gg
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Psx Cy ={a,b,c,x | a®* =0 = =2*=1,aba™" = b,aca™ =c,
cbet =b,xar™t =at aba™! = b,xcx™! = c)

:Cg X 03 X Sg = Glg.

(d) ng =9, es decir, 9 elementos de orden 2 no conmutan con elementos

de P:

Py xCy={a,bx | a’=0"=2=1,bab ' =a,zax™' =a * xbx™" = b)

=C3 x Dig = G4

Py x Cy =(a,b,c,x | a® =b* = =2® =1,aba™" = b,aca™" = cb,cbc™' = b,

var ' =a L abr Tt = b wer! = ¢)

=((C3 x C3) x C3) x Cy = G

Py x Cy ={a,b,c,x | a®* =0 =c® =2*=1,aba™" = b,aca™' = cb,cbc™* = b,

var ' =a ' abr ! = bwcr ! =)

=((C3 x C3) x C3) x Cy = Gy3
Los dos grupos anteriores no son isomorfos porque el subgrupo derivado

del primero es C5 x C5 y del segundo es (C5 x C3) x Cs.

Py xCy ={a,b,x | a® =0 =2 =1,aba™" = ba®, vax™' = a ', xbx™! = b)

:<Cg X Cg) X Cg = G14

1

Psx Cy ={a,b,c,x | a®* =0 =c® =2*=1,aba™" = b,aca™' = ¢,cbc™* = b,

var ' =a L abr ' = b wer ! = ¢

:Cg X ((03 X Cg) X 02) = G15.

Lo que da un total de 15 grupos no isomorfos.
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. Cuales son las razones por las que se puede asegurar que sus tablas de

marcar no son isomorfas?
- (1, G5 y G5 son abelianos.
- G3,Gy4, Gy, G1g, Gy v G5 son productos.
- Uo7 es subgrupo solamente de Gg.
- (U3 x (3 x (3 es subgrupo de Gg pero no de los restantes.

- Los subgrupos derivados de G7,G12,G13 v G14 son respectivamente:
Cy x C3,C3 x C3,(C3 x C3) x C3 y Cy. Por el atributo [12] se sabe que

no tienen tablas de marcas isomorfas.

3.5. Grupos de orden 56

Existen 13 grupos no isomorfos de orden 56, los cuales se obtuvieron de

[8]:
x Gy = Csg = [56,2]
*x Gy = Cog X Cy = [56, 8]
*x G3 = Oy x Cy x Cy = [56, 13]
* Gy = Cy x Cy X D1y = [56,12]
* Gy = Cy x (C7 %, Cy) = [56, 6]

* G6 = 04 X D14 = [56,4]
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* G7:C7 >4¢ng [56,1]

*

Gg = C7 X Qg = [56, 10]

*

Gy = C7 1, Qs = [56, 3]

x Gio = Cy x Dg = [56,9]

* G11 = (C14 X Cy) X, Cy = [56, 7]
* G2 = D3¢ = [56, 5]

* G13 = (CQ X CQ X CQ) Ao 07 = [56, 11]

Ahora se veran argumentos que justifiquen que las tablas de marcas de

los grupos anteriores no son isomorfas.

- G1,G49 y G5 son abelianos.
- Gy, G5, G, Gg v Gy son productos directos.
- Qg es subgrupo solamente de Gy.

- (G13 es el Unico con un subgrupo elemental abeliano, el cual es Cy x

02 X Cg.
- (g es subgrupo unicamente de G7.

- Finalmente el nimero total de subgrupos de G1; es 50 y el de G5 es

62.
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3.6. Grupos de orden 60

La clasificacion de los grupos de orden 60 estd dada en [9], en total hay

13 grupos y se presentan en seguida.
* G = A; = [60, 5]
* Gy = Ay x C5 = (60, 9]
* G3 = Cgy = [60, 4]

* G4 = 03 X (05 >4<p1 04):[6072]

:<a’7 b,.T | CL5 = b3 == ZLA = 1,a/b = ba,xa:c_l = (I—l’xbx_l = b)

* G5 = Cg X (Og, Ay 04):[6076]

=(a,b,z | d® =0 =2 =1,ab=ba,raz™' = a? zbr~' = b)
*x Gg = Cs x (C3 x4, Cy) = [60, 1]

* G7 = 015 >4<p4 04:[60,3]

={a,b,x | a® =0 =2 =1,ab=ba,vax™ = a™ ' zbx~t = b71)

* Gg = 015 N 04:[60,7]

={a,b,x | a® =0 =2 =1,ab = ba, vax™" = a* xbx™' = b7 ')
G = Cyo x Co=[60,13]
% Gro = Cg x Dyo=[60,10]
% Gy = Cio x S5=[60,11]

* G12 = D30 X 02:[60,12]
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* G13 = Dw X 53:[60,8]

,Por qué ninguno de los grupos anteriores tienen tablas de marcas iso-

morfas?
- (G3 v Gy son abelianos.
- G, Gy, Gy, Gg, Gro, G171, G2 ¥ G13 son productos directos.
- As es el inico que no tiene subgrupos normales no triviales.

- Por ultimo Cy es subgrupo normal de G7 y no lo es Gg por lo tanto

T, Z Ta,.

3.7. Grupos de orden 81

Por el teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados

se sabe que los grupos abelianos de orden 81 son:
* Gy = Cg = [81,1]
* Gy =Cy x Cy = [81,2]
*x G3 = Cqr x C3 = [81, 5]
* Gy =Cy x C3 x C3 = [81,11]
* G5 =C3 x C3 x C3 x C3 = [81,15]

En [I0], se clasifican los grupos no abelianos de este orden usando ex-
tensiones ciclicas. Se concluye que cualquier grupo con estas cualidades es
isomorfo a uno de los siguientes tipos de extension:

Para N:CQ X 032
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03 XCg XOgI

Para N
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10.
110 0

N3 o 1o0]|,]|o0

00 1 0

O escribiendolos de una forma maés familiar:

>

Ge = (a,b,z | a® =0 = 23 = 1,bab™! = ab?®, vaz™! = a,zbr~" = a3b)

= (Cg X 03) X 03:[81,14]

*

Gy = {(a,b | a®*" =V = 1,aba™! = ba’) = Cy7; x C3=[81,6]

*

GS = <(l, b,$ | a9 == b3 == 1'3 = 1, babil = abB’l'a[L‘*l = a4’xb$71 — b>

= Cg X (09 X 03)2[81,13]

* Gg = Cg b 09:[81,4]

%

Gro = {a,b,x | a® =03 = 2% = 1,bab™ ! = ab® vax™ = ab, xbz~' = b)

= (Cg X 03) X 03:[81,3]

*

G ={a,b,x | a®=0b=2%=1,bab™! = ab® vax™ = ab, xbx~' = a3b)

(Cg X 03) X 03:[81,8]

G = {a,b,x | a® =03 =2° = 1,bab™! = ab®, vax™ = ab, xbx~' = ab)

(09 X Cg) X 03:[81,9]

*

* Glg = (03 X 03) — G — (Cg X 03):[81,10]

1

*x Gy ={a,bc,r | a*=0"=c =2 =1,aba™" =b,aca™ =c,beb™ ! =,

rax~' = a,zbr™! = ab, zcx™! = be)

:(03 X 03 X 03) X 03 = [81,7]
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x G5 ={a,b,c,z | a®* =V =

var~' = a,xbr™! = ab,xcx”! = ¢)

=C3 x ((C5 x C3) x C3) = [81,12]

Ahora se dan atributos que senalan que sus tablas de marcas no son

isomorfas.
- Los primeros 5 grupos son abeliano.
- Gs y G15 son productos.

- El grupo elemental abeliano C3 x C3 x (5 es subgrupo solamente de
G0 y G14. El subgrupo derivado de G4 es C3 x C'3 mientras que el de
G es U3, por el atributo [12] se sigue que sus tablas de marcas difiere.

- (3 es el subgrupo derivado de Gg, G7 v Gy, mientras que C3 x C5 es el
de G11,G12 y Gus.

1. Los subgrupos de Frattini de los primeros 3 son distintos:
(I)(GG) = Cg, (I)(G7) = Cg y @(Gg) = Cg X 03.

Por el atributo[7]se tiene que no tienen tablas de marcas isomorfas.

2. El nimero de subgrupos de G11,G12 v G13 son respectivamente

32,50 y 23.

3.8. Grupos de orden 84

Existen 15 grupos de orden 84 hasta isomorfismo, se clasifican en [I1] y

se presentan en seguida:

=22 =1,aba "t =b,aca™ =¢,bcb™! = ¢,
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* Gl = A4 X 07 = [84, 10]

*

Gg = (07 X 04) bl 03:[84,1]

1 1 1

={a,z,y|at=23=y" =1L, ayz™! =yt ava™ = x,aya! =y 1)
* Gg = C4 X (07 b 03)2[84,2]
* G4 = Cg X 02 X (07 X 03)2[84,9]

* G5 = Cg X ((07 X Cg) X 02)2[84,7]

*

Gﬁ = (014 X CQ) X 03:[847]_1]

3

=(a,z,y,2 | *=y* =2 =d" =12y = yz, (22)* = 1,

rax™' = a,yay~' = a,zaz7! = a')
* G7 = Cya x Cy=[84,15]
« G = Dy X S5=[84,8]
Gy = Dis x Co=[84,12]
% Gho = Dap x Co—[84,14]
« G = S5 x Cra=[84,13]
% Gy = Co=[84,6]
« Gz = Cs x (Cr x Cy)=[84.4]
* Gy = C7 x (C3 x Cy)=[84,3]

* G15 = 021 X 04:[84,5]
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. Cuales son los atributos que permiten distinguir las tablas de marcas de

los grupos de orden 847
- G'7 y G5 son abelianos.
- G;coni€{1,3,4,5,8,9,10,11,13,14} es producto directo.
- (15 es el nico con un grupo ciclico de orden 21.

- (5 es subgrupo normal de G5 pero no de Gé.

Restaria para un trabajo posterior, analizar los grupos de orden: 32, 48,

64, 72 y 80. Cada caso tiene mas de 50 grupos no isomorfos.



Apéndice A
GAP

GAP es un sistema para algebra discreta computacional, con especial
énfasis en teoria de grupos.

Dispone de un lenguaje de programacion, una libreria de miles de funcio-
nes empleando algoritmos algebraicos escritos en el lenguaje de GAP asi como
una larga libreria de datos de objetos algebraicos. Es importante resaltar que
incluye una libreria con todos los grupos de orden menor o igual a 2000.

Es usado en investigacion y ensenanza de grupos y sus representaciones,
anillos, espacios vectoriales, algebras, estructuras combinatorias y mas.

El sistema, incluyendo la fuente, es distribuido gratuitamente y se puede

obtener en http://www.gap-system.org/.

Algoritmos

Algunos de los algoritmos que fueron utlizados a lo largo de la tesis son

los siguientes:
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1. Ejemplo con el que se obtiene la tabla de marcas de un grupo cono-

ciendo su ID.

Display(TableOfMarks( SmallGroup(24,3) ));

2. Este es un ejemplo de como se escribe la presentacién de un grupo, se

necesitan los generadores y las relaciones.

#[56,4]

f:=FreeGroup("p","q","x"); # generadores

g:=f/[£f.174,£.272,f.377,f.1*f .2%xf . 17-1xf .27 -1,
£f.3°(f.1)*f.37-1,f.3°(£f.2)*f.3] ;# relaciones

P:=PresentationFpGroup( g );

Print( IdSmallGroup( g ) ); # Imprime el ID del grupo:[56,4]

Print( StructureDescription( g ) ); # Imprime el grupo en una

forma mas conocida: C4 x D14.

3. Encuentra los p-subgrupos de Sylow de todos los grupos de un orden
dado, estan acomodados segin la ID cada grupo. Se requieren el orden

del grupo y un nimero primo divisor del orden.

# p-Subgrupos de Sylow de los grupos de orden n.

n:=24; # orden del grupo

p:=2; # p primo

for i in [1..NumberSmallGroups(n)] do
G:=SmallGroup(n,i);
s:=SylowSubgroup(G,p);
Print(i,":",IdSmallGroup(s),"\n");

od;
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4. Encuentra los subgrupos hasta conjugacion de un grupo dado, sélo se

necesita la ID del grupo en la libreria de GAP.

n:=24; # Orden del grupo

t:=1; # ID de SmallGroup en GAP.
G:=SmallGroup(n,t);
1:=LatticeSubgroups(G);

k

:=ConjugacyClassesSubgroups (1) ;

lista:=[];

for i in [1..Length(k)] do
subg:=IdSmallGroup (Representative(k([i]));
Add(lista,subg);

od;

5. Regresa una lista con las IDs de los sugrupos normales de uno o mas
grupos dados. Sirve para comparar los subgrupos normales de varios

grupos del mismo orden.

GruposN:=[];

n:=8; # Orden del grupo

for i in [2,3,5]do # ID de los grupos que queremos comparar
G:=SmallGroup( n,i );
list:=NormalSubgroups(G);
1:=Length( list );

Grupos:=[];
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for i in [ 1..1 ] do
Add( Grupos,IdSmallGroup( list[i] ) );
od;
Add ( GruposN,Grupos) ;
od;

for i in [1..Length(GruposN)] do
Print (GruposN[i],"\n","\n");
od;

6. Regresa las IDs de subgrupos maximales de uno o varios grupos. Sirve

para comparar los subgrupos maximales de varios grupos.

n:=40;

totoro:=[];

for i in [6,8] do
G:=SmallGroup(n,i);

m:=MaximalSubgroups (G) ;

toto:=[];

for i in [1..Length(m)] do
Add(toto,IdSmallGroup(m[i]));

od;

Add(totoro,toto);

od;

for i in [1..Length(totoro)] do
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Print(i,totoro[i],"\n","\n");

od;
7. Con este algoritmo se pueden obtener los grupos de orden 36 que son
productos semidirectos de C3 x C3 y Cy x Cs.

Produto semidirecto () x, P, donde ¢ es un homomorfismo de P al

grupo de automorfismos de Q).

# 1) Productos semidirectos (C3 x C3) : (C2 x C2), en GAP “ :”

representa al producto semidirecto.

c3:=CyclicGroup(3);
Q:

DirectProduct(c3,c3);

c2:=CyclicGroup(2);
P:

DirectProduct(c2,c2);
pl:=Generators0fGroup(P) [1];
p2:=Generators0fGroup (P) [2];

AutQ:=AutomorphismGroup(Q) ;
IsAutomorphismGroup (AutQ) ;

1:=Elements (AutQ) ;

lista:=[];
for i in [1..Length(1)] do

if Order(1[i])=2 then
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Add(lista, 1i);

elif Order(1[i])=1 then
Add(lista, 1i);
Print (i) ;

else
i:=i+1;

fi;

od;

HOM:=[];
for i in lista do
for j in lista do
Add (HOM, GroupGeneralMappingByImages( P,AutQ,
[p1,p2],[1[0i],1031] ));
od;
od;

IdsGrupos:=[];
for i in [1..Length(HOM)] do
if IsGroupHomomorphism(HOM[i])=true then
sem:=SemidirectProduct( P,HOM[i],Q );
Add (IdsGrupos,IdSmallGroup(sem));
else
i:=i+1;

fi;
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od;

De forma similar se obtienen los otros casos, pero no seran anexados.
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