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Introduccion

La Hipdtesis del Continuo(C'H) fue uno de los problemas més importantes a
finales del siglo XIX y gran parte del siglo XX. Georg Cantor al final del siglo XIX
planteo este problema: ;2% = N;? Al final de la vida de Cantor este fue el ulti-
mo gran problema que traté de resolver, sin llegar nunca a una conclusion. En 1900
David Hilbert lo presenté como su primer problema de una lista propuesta en la con-
ferencia de Paris durante el Congreso Internacional de Matematicas. Cuando Kurt
Godel publica en 1930 los teoremas de incompletud, se tenia la preocupacién de que
la Hipétesis del Continuo fuese uno de estos enunciados indecidibles. En 1940 Godel
publica la consistencia relativa de Hipdtesis Generalizada del Continuo(GCH) y
Axioma de Eleccién(AC) a partir de Axiomas de Zermelo-Fraenkel(Z F') con lo cual
se concluyd que era consistentemente cierto que C'H fuese valido. En 1963 cuando
Paul Cohen termina con este problema creando un modelo en el que C'H es falso.

En el presente trabajo se da una breve explicacion de qué es el universo cons-
truible y algunas de sus propiedades basicas. Es cierto que Goédel construye este
modelo de ZF', sin embargo varias definiciones y resultados son publicados después
de “The Consistency of the Axiom of Choice and of the Generalized Continuum
Hypothesis with the Axioms of Set Theory”; por ejemplo la teoria Kripke-Platek
que fue introducida en 1964. Esta teoria se caracteriza por ser la teoria mas pequena
a partir de la cual es posible crear el universo construible. Por otra parte, también
se muestran varias férmulas en su forma logica que son herramientas para ir creando
conjuntos que son necesarios para hablar de conceptos como satisfaccion, sustitucion
de variables en una férmula, etc. La intencion de estas féormulas es ofrecer una forma
explicita a tales conceptos.

Otra parte del objetivo es mostrar todos los teoremas hasta la secciéon tres con el
fin de que al menos hasta esta parte las tinicas referencias sean el teorema de com-
pacidad y el teorema de Lowenheim-Skolem. Asi que al terminar de leer los primeros
tres capitulos sin referir a otro libro se pueda comprender la idea general de cual
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fue la idea de Godel para construir el universo L y de como probé la consistencia
relativa de GCH y AC.

Este trabajo se divide en cuatro capitulos. En el primero se abordan algunas
nociones acerca de Ldgica y del lenguaje de la Teorfa de conjuntos(LST), ademés
de algunas herramientas que se usan més adelante y que fueron demostradas des-
pués de 1940; por ejemplo el Colapso transitivo de Mostowski-Shepherdson que fue
introducido en 1949 de forma independiente. En esta secciéon se toman teoremas,
observaciones y resultados de [6] y [3]. El principio de reflexién generalizado 1.6.1
se deben a Mountague y Lévy en 1960. La jerarquia de Lévy fue introducida por
Lévy en 1965. Sin embargo, los conceptos de absolutez descritos en el teorema 1.6.3
se deben a Godel. Finalmente la tltima seccién del capitulo 1 presenta un repaso a
algunos conceptos sobre cerrados y no acotados, los cuales seran retomados en los
siguientes capitulos, especialmente en el capitulo 4. Ademaés varios de los conceptos
basicos se escriben como una férmula légica de manera que con el teorema 1.6.3,
varios de ellos pueden usarse como formulas de apoyo en la redaccion de otros con-
ceptos en las siguientes secciones.

En el segundo capitulo se aborda un concepto conocido como el lenguaje £, el
cual se considera como LST, junto con constantes individuales por cada conjunto;
la intencion es contrastar LST y £ para concluir que en modelos transitivos son
equivalentes. Primero enumeramos los simbolos que son utilizados en la creacion de
formulas de la Teoria de conjuntos. La Teoria B.S se utiliza para mostrar qué axio-
mas son suficientes para hablar del concepto de satisfaccion, es decir, si tenemos una
férmula ¢, queremos saber si esta formula es vélida en la estructura (u, €). Final-
mente agregamos dos conceptos, el concepto de definible, y la Teoria K P. Con la
teoria K P se trabaja un poco hasta concluir que desde K P es posible tener algunas
versiones mas fuertes de los axiomas de K P mismo.

Hasta aqui las primeras dos secciones son de trabajo para tener los elementos
necesarios para crear el universo construible.

En el tercer capitulo se precisa cuando un conjunto es definible, en las secciones
1 y 2 las demostraciones son tomadas de la idea original de Godel, excepto el final
cuando se prueba que L, para « limite es admisible, esa es una observacién de [3]
que se cambio a teorema. Como ya se dijo la jerarquia de Lévy es posterior a los
trabajos de Godel, asi que varios resultados de la tercera seccién son posteriores.
En la seccion cuatro se especifica qué es el Axioma de Constructibilidad. La seccién
cinco, que es acerca del Axioma de Eleccién, es una version posterior a la version de
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Godel, pero el argumento es el original de Godel. Se muestra el lema de condensacion
que es una parte central de la teoria construible de conjuntos, de la cual se deriva
facilmente GC H; este teorema facilita el estudio de submodelos de subteorias de ZF
dentro de L. Finalmente en la seccién 7 se concluyen los resultados de consistencia
relativa, que son el objetivo principal de esta tesis, cuyo argumento es una vez mas
el de Godel, sin embargo; el teorema 3.7.4 se debe a Shepherdson.

En el cuarto capitulo se presentan dos temas adicionales donde se hace uso de
la Axioma de Constructibilidad. En la primera seccién se habla acerca de el prin-
cipio combinatorio {# que es estudiado por Keith Devlin en 1982 [2] y que es una
hipdtesis més fuerte que 7, este principio fue introducido por Ronald Jensen en
1972. En [3] hay una demostracién de que V' = L implica {; sin embargo nosotros
probaremos que V = L implica {>*, para ello hablaremos un poco acerca de qué es
una funcién primitiva y recursiva, las cuales fueron introducidas por Carol Karp y
Ronald Jensen en 1962. En la segunda seccién se usa V' = L para crear un sistema de
escaleras con propiedades interesantes, otras variaciones del método permiten otras
construcciones de sistemas de escaleras con diferentes propiedades. En este caso en
especifico se usa el sistema de escaleras para crear un objeto topolégico que es un
ejemplo de un espacio normal X pero que X X I no es normal.

Con respecto a las refencias historicas antes mencionadas la mayoria estan co-
mentadas en [3] y www.bit.ly/12re EUf.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Lenguaje

La Légica de primer orden, también llamada Légica de predicados o Célculo
de predicados, es un sistema formal disenado para estudiar la inferencia en los len-
guajes de primer orden. Los lenguajes de primer orden son a su vez lenguajes
formales con cuantificadores que alcanzan sélo a variables de individuo, y con pre-
dicados y funciones cuyos argumentos son sélo constantes o variables de individuo.

Los simbolos basicos de un lenguaje formal £ son:

Ll e

EIR A

Delimitadores y simbolos auxiliares B={ ), (, }, {. |, [, ), (, = }.

Los conectivos Légicos “y” Ay “negacion”—.

El simbolo cuantificador “existe”d.

Un conjunto tal que para cada natural n, v, es una variable y V = {v, :
nesnatural} es el conjunto de variables.

Un conjunto R = {R; : i € I} de simbolos relaciones.

Un conjunto F = {f; : j € J} de simbolos funcionales.

Un conjunto C = {¢;, : k € K} de simbolos de constantes individuales.

Un lenguaje es un conjunto de simbolos tal que £ consta de:

</\7_'7§|7V7R7F76>

Con los conectivos Légicos A y — se pueden definir los demaés conectivos Logicos

’

implicacion “—”, doble implicaciéon “<”7y 6 “V’a partir de los dos primeros
como sigue:
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o o Vihi=(—pA).
o o =Y i==(pAY) = —p Vb
o oY= (=) A (Y — ).

Donde p y ¢ intuitivamente son proposiciones, mas adelante se definira formal-
mente, por ahora sélo se define bajo esta intuicion.

Para el caso del cuantificador para todo V, se define a partir de los conectivos
Jy —, de tal forma que Yrp(z) := ~Jr—p(z).

En estos casos el Lenguaje £ no esta incrementando nuevos simbolos ya que sélo
es una abreviacion de la definicién antes mencionada, por ejemplo se escribe p — ¢
pero esta férmula abrevia —(p A =¢q) que ademés de ser mas complicada sintéctica-
mente no es intuitiva como p — q.

Los conjuntos de simbolos relacionales y funcionales cada uno de ellos tiene
asignado un nuimero natural que se conoce como aridad, este nimero se refiere a
la cantidad de elementos que necesita para operar dicha relacion o funcion. Los
conjuntos I, J y K son conjuntos de indices que enumeran relaciones, funciones y
constantes respectivamente.

Un término es una expresion que representa a un individuo de un universo. Las
formulas se definen de manera recursiva de la siguiente manera:

Definicién 1.1.1. Sélo son términos:
e Las Variables.
e Las constantes.
e Si h es un simbolo funcional de aridad n y ti,...,t, son términos, entonces
h(ti,...,t,) es un término.

Una férmula es una expresion que se interpreta como alguna relacién que puede
ocurrir o no entre individuos del universo de interpretacion, las formulas se definen
recursivamente de la misma manera que los términos.

Definicién 1.1.2. Una férmula es atomicas si cumple alguno de los siguientes es-
quemas:
e Sit; y ty son términos t; = ty es formula atéomica.
e Si h es un simbolo relacional de aridad n, y t1,...,t, son términos entonces
h(ty,...,t,) es una férmula atémica.
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Una funcion es en general una relacion que puede tener ¢ parametros y exhibe un
unico elemento como resultado, es decir usando la notacion que se usara méas ade-
lante, (@, ¢) € f quiere decir que f es una funcién y f(¢) = @. También ¢ = ¢y, ..., ¢,
y d=ay,...,a,, esta notacion es muy utilizada para abreviar pardametros.

Ahora las férmulas de primer orden se definen a partir de los términos como
sigue:

e Las formulas atémicas son férmulas.

e Si oy [ son férmulas entonces: (—a) y (o A ) son férmulas.

e Si v es una formula y x es variable, entonces: dxa es férmula.

Es importante resaltar que en todas las definiciones anteriores se considera h letra
funcional o relacional que esta en el lenguaje definido. El Célculo de predicados
consta todos los esquemas de formulas universalmente verdaderas, ademas de las
reglas de inferencia Légica, un estudio formal y extenso se encuentra en [7].

1.2 Modelos y submodelos

Dado un lenguaje de predicados £, un modelo 2l es una dupla (A,Z) donde A
es el universo y donde Z es la interpretacién que identifica los simbolos de .Z con
funciones, relaciones y constantes al universo A. Esta funcién de interpretacion se
define de manera recursiva; entonces si s = (s, : n € w) una sucesién de elementos
de A se interpreta de la siguiente manera:

e Si 7, es una variable, entonces x.[s] = ¥} = sy

e Si c es una constante, entonces para cualquier asignacién c es c*.

e Si h es un simbolo relacional o funcional de aridad n y ¢i,...,%, son térmi-

nos cuyas interpretaciones son t1[s|,...,t%[s], entonces la interpretacién de
h(ti,...,t,) bajo s es K¥*(t¥[s], ..., t2[s]).

Para definir la nocién de satisfaccion también se hace de manera recursiva, entonces
sean tq,ty términos, ¢ una férmula, y entonces decimos que A = ¢|s] si:
1. Sipest; =ty y t¥[s] es el mismo elemento que t3s].
2. Si ¢ es h(ty,...,t,) y sucede que (t3[s],...,t%[s]) € h*¥, donde h es letra
relacional de aridad n.
3. Si ¢ es de la forma —) y no sucede que 2 = 9]s].
4. Si ¢ es de la forma ¢y A1 y sucede que A = 1 [s] y A = sls].



4 Preliminares

5. Si ¢ es de la forma Jxv) y existe una asignacion s’ que cumpla que s'(y) = s(y)
para toda variable y distinta de  sucede que A = ¢[¢'].

Entonces dado un modelo 2l y un modelo B se definen las siguientes propiedades y
comparaciones entre estos.
1. A = B (A es isomorfa a B), si existe una biyeccién G de A en B que

cumpla que si ¢ es una constante entonces G’(cm) = c%, si p es una letra
predicativa de aridad n y ai,...a, € A entonces (ai,...,a,) € p* si y sélo si
(G(ay),...,G(ay,)) € p® ysi f es una relacién o funcién de aridad n y a1, . . . a,

€ A entonces

G(fMar, ... an) = f2(G(ar),...,Gan)).

2. A =B ( A es elementalmente equivalente a *B), si para cada férmula ¢ del
lenguaje de 2, se tiene que

A = ¢ siysélosi B = .

3. 2L C B (2 es subestructura o submodelo de B) si A C B, ® = ¢® para
toda constante c.Para cada letra predicativa h de aridad n, aq,...,a, € A,
(ai,...,a,) € h* si y sélo si (ay,...,a,) € h® (es decir h* = h® N A).
Finalmente para cada letra funcional f en B hay una letra funcional g en 2
de aridad m tal que ¢* = f | A™.

4. A < B (A es subestructura elemental de B) si A C B, para cada formula ¢
con variables libres z1,...,x, v cada aq,...,a, € A.

AE o(xy,...,xn)|ar,...,a,] siysélosi B = p(ry,...,z.)[a1,. .., a4,

Este ultimo caso, para ser mas claro dice intuitivamente que cualquier cosa que
se puede decir en la estructura B también puede ser dicho dentro de la estructura
2A; desde luego restringiendo la toma elementos dentro del modelo .

Para darle sentido a los modelos, considérese una lista de enunciados T escritos
en logica de primer orden, entonces decimos que 2 es un modelo para 1" si para cada
férmula ¢ de T sucede que 2 = .

Se define la nocién de deduccion T+ ¢, si con T junto y el célculo de predicados
es posible obtener la férmula . Entonces dada una teoria T" tenemos las siguientes
propiedades:

e Satisfacible: Hay un modelo en cual la hace verdadera.
e Completa: Si para cada enunciado o o bien o € T' o ~x € T'.
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Dos teorias T'y T" son equivalentes, si tienen los mismos modelos.

Un conjunto de axiomas para 7', es simplemente una teoria equivalente para
T.

T es axiomatizable, si existe un conjunto decidible de axiomas para 7.

T es finitamente axiomatizable, si existe un conjunto finito de axiomas para 7T'.

Es muy comin reemplazar A = ¢ por A |= ¢, donde A es el universo de inter-
pretacion de 2A; cuando se desea resaltar el universo de interpretacion.

Teorema 1.2.1. (Compacidad) Sea T un conjunto de enunciados. Si cada subcon-
jgunto finito de T es satifacible entonces T es satifacible.

Por otra parte si tenemos una teoria 1" satifacible, es posible encontrar modelos
de ciertas cardinalidades de esta teoria, en particular el teorema de Lowenheim-
Skolem afirma que existe un modelo para 7' de tal manera que su cardinalidad es
determinada por la cantidad de elementos del lenguaje.

Teorema 1.2.2. (Léwenheim-Skolem) Sea 2L un modelo infinito y sea X C A. En-
tonces existe B < A tal que:

i) X C B.
i1) |B|= maz{|p|,Ro, | X|} = K, donde p =R UF UC.

Si tenemos dos modelos 2, B y queremos mostrar que 2 < 85 el siguiente teorema
simplifica mucho esta demostracion.

Teorema 1.2.3. (Criterio de Tarski-Vaught) 2 < B si y solo si A C B y para
todas las formulas (3x)p(z, x1,...,2,) Y a1,...,0, € A, siB = Jxplr,ay,...,a,),
entonces existe a € A tal que B | pla,a, ..., a,).

Una demostracién de estos tres ultimos teoremas requiere un poco mas de trabajo
en Logica, estas demostraciones pueden ser encontradas en [1] y [7].

1.3 Lenguaje de la Teoria de conjuntos

El lenguaje de la Teoria de conjuntos (LST por sus siglas en inglés) es un len-
guaje de primer orden que consta de solo una letra relacional € de tal forma que
sélo (v, = vn) ¥ (U € vy) son férmulas atémicas. Se agregan mdas simbolos que
abrevian ciertas formulas, estos son:
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(Fv, € vy)Y reemplaza a Fv,, (v, € v, A ).

(Y., € v, )Y reemplaza a Y, (v, € v, — V).

Um C v, reemplaza a (Yug € vy,) (v € vy).

v, reemplaza a Jv, (V(vy) A VU (Y (v) > vy = U)).

Para hacer méas amable la notacion, se tiende a usar x, y, z etcétera como va-
riables, y ¢ (z,y) significa que x,y son variables libres en la férmula 1, donde ser
variable libre quiere decir que no esta al alcance de un cuantificador.

Ahora los axiomas de la Teoria de conjuntos, primero se enuncia cudl es su sig-
nificado, después se escribiran en Légica de primer orden.
Estos son los axiomas:

Extensionalidad: Si todo elemento de y es un elemento de z, y todo elemento
de x es un elemento de y, entonces x = y.

Unién: Para todo conjunto x existe un conjunto y tal que para todo z, z estd en
y si y sélo si existe un v en z tal que z esta en v.

e Infinito: Existe un conjunto infinito.
e Fundacion: En cada conjunto no vacio x existe u en x tal que u y x son ajenos.
e Conjunto Potencia: Para cualquier conjunto z existe un conjunto s (usualmen-

te denotado por & (x)) tal que a estd en s si y sélo si a es un subconjunto
x.

Esquema de Comprensiéon: Sea ¢ una férmula, para cualquier conjunto a, hay
un conjunto b tal que x estd en b si y sélo si x estd en a y x satisface la férmula
0.

Esquema de Coleccién: Para todo parametro a, para todo x existe y tal que si
¢(z,y,d) entonces para todo u, si x € u existe v tal que hay un y € v y z,y
hacen verdarera a ¢(z,y, @).

Axioma de Eleccién: Sea x un conjunto no vacio, entonces para todo y no vacio
en x hay un z de tal forma que hay un tnico v € y tal que v € z.

Y su forma en Légica de primer orden:

Extensionalidad: VaVy[Vz(z € x <> z € y) — (x = y)].

Unién: VadyVz[z € y <> (Fu € z)(z € u)].

Infinito: Jx[Fy(y € z) A (Vy € 2)(3z € x)(y € 2)].

Conjunto Potencia: Vz3yvz[z € y «» z C x].

Fundacién: Vz[Jy(y € x) — Jy(y € c A (Vz € y)(z & 2))].
Esquema de Comprension: VavVxIyVz[z € y < (2 € v A P(z,d))].
Esquema de Coleccién: Va[VaIyd(y, x,d) —
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Vudv(Ve € u)(Jy € v)P(y, x,d)].
e Axioma de Eleccion: Vz[(Vy € x)(y # 0) A (Vy,y € 2)(y # ¢y — YVw(w € y
wé¢y)— (I2)(Vy € 2)(Av € y)(v € 2)].

El Axioma de Eleccién y el Axioma de Infinito tienen muchas formas distintas
de enunciarse, en este caso las formulas de estos dos axiomas son las féormulas que se
interpretan como la existencia de un conjunto infinito y la existencia de una funcién
de eleccion. El Axioma de Esquema de Reemplazo dice que si v es un conjunto y
© es una férmula con dos variables libres z,y, tales que para cada x € v existe un
tnico y tal que O(x,y) se cumple, entonces existe un conjunto w tal que y € w si'y
sélo si ©(x,y). A partir de axioma se implica el Esquema de Coleccién y Esquema
de Comprensién. Usualmente se agregan los Axiomas del Par y de Existencia; sin
embargo, el de existencia es implicado por el Axioma de Infinito, y el del par es una
es consecuencia de los Axiomas del Conjunto Potencia y Esquema de Comprension.

Como definicién mas general a un conjunto se toma la nocién informal de clase;
si ¢(y,Z) es una férmula, entonces una clase es la coleccién de todos los conjuntos
que cumplen tal férmula, es decir

C={y: ey, )}
por ejemplo, se puede considerar la clase universal
V={y:y=y}

También es posible decir que dos clases C' y D son iguales si y solo si dadas @ y
U respectivamente sucede que ZFC' puede probar que ® y ¥ son equivalentes. Es
posible definir nociones de operaciones de clases, tal y como se hizo con la nociéon
de igualdad.

1.4 Ordinales

En esta seccién, ademas repasar las definiciones de ordinales, se escribirdan las
formulas que mas adelante nos serdan de utilidad en el objetivo de esta tesis. Sea

Trans(x) = (Vy € x)(Vz € y)(z € ).

Definicién 1.4.1. Un conjunto x es transitivo si y sélo si Trans(z).
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Un numero ordinal es un conjunto transitivo que es linealmente ordenado por €.
La férmula que dice x es un ordinal es:

On(z) =Trans(x) N (Vy € z)(Vz € x)(y=2Vy € zVzey).

Para referirse a los ordinales usualmente se usan las letras griegas «, (3, v, etcéte-
ra. Por el Axioma de Fundacion € es una relaciéon de buen orden sobre On. La clase
On = {x : On(x)}, es conocida como la clase de ordinales, a continuacién se varias
convenciones acerca de como se trabajan los ordinales, cémo son referidos y algunas
observaciones acerca de ellos.

a < 3, significa a0 € f.
a < B, significaa € fVa = f.
Como los ordinales son una clase transitiva o < [ también es o C f3.

a={f:p0<a}l.

Sea, A un conjunto de ordinales, entonces:

e § = sup(A) =|J A es el supremo de los ordinales de A.
e § =min(A) =) A es el infimo de los ordinales de A.

El primer ordinal con el buen orden € es el conjunto vacio @), que es denotado
por 0, 1 = {0} o {0}, entonces

e a+1=aU{a}, que es el sucesor de a.
e Un ordinal es sucesor, si es de la forma a + 1, es decir si cumple que succ(z)

que es la siguiente féormula
On(x) N (Fyex)(Vzex)(zeyVz=y).

Si un ordinal no es sucesor se conoce como ordinal limite, un ordinal es limite
si cumple la férmula lim(z) que es:

On(z) AN (Vy € x)(3z € z)(y € ).

Usando el Axioma de Infinito es posible demostrar que un ordinal limite existe;
por ejemplo, el segundo més pequeno de ellos se denota por w (el primero es 0)
y es el conjunto de todos los ordinales finitos (puede decirse que es el conjunto
de los nimeros naturales), w puede ser definido por la siguiente férmula:

lim(x) N (Vy € x)(succ(y) V (Vz € y)(z # 2)).

e Escribimos JaW(a) en lugar de 3z[On(z) A V(z)].
e Escribimos VaW(«) en lugar de Va[On(z) — ¥(x)].
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e Si (X, <) es un conjunto bien ordenado entonces existe un tnico ordinal « tal
que (X, <) es isomorfo a a. Este a es llamado tipo de orden de (X, <) que es
denotado por otp(X, <).

Las siguientes definiciones son repaso rapido de objetos referentes a los ordinales

que seran utilizados de forma cotidiana en el capitulo 3 pero mas en el ultimo
capitulo.

Definicién 1.4.2. Un numero cardinal es un ordinal « tal que no hay un ordinal
B < a y una funcién f: f — « de tal forma que f sea suprayectiva.

Claramente los niimeros naturales son cardinales, w es cardinal.

Definicién 1.4.3. Un cardinal A es sucesor de un cardinal s y se denota como x*
si es el minimo cardinal més grande que k.

Definicién 1.4.4. Un cardinal s es sucesor si sucede que existe un cardinal A tal
que At = k y un cardinal es llamado limite en otro caso.

Definicién 1.4.5. Se define por recursion los siguientes cardinales:
® Wy =w.
® Woi1 =w.
® W5 = SUPa<s{wa}, sid es limite.

En muchos textos (originalmente introducida por Cantor) se utiliza X, en lugar
de w, y este ultimo es usado mas para ser tomado en cuenta como un ordinal.

1.5 Lema del colapso transitivo

Definicién 1.5.1. Sea E una relacién binaria para una clase P, entonces para cada
x € P definimos:
extp(r) ={z € P: zEx}.

Definicién 1.5.2. Una relacién F sobre una clase P es bien fundada si:
i) Para cada X C P no vacio, X tiene un elemento E-minimal, es decir que existe
un a € X tal que para cualquier x € X no es cierto que zFa.
i1) extp(x) es un conjunto para cada x € P.

De la definicién anterior € es una relacién bien fundada.

Definicién 1.5.3. Un elemento s de una clase C' es €-minimal si s N C = (.
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Lema 1.5.4. Para cada conjunto s hay un conjunto transitivo t de tal forma que
sCt.

Demostracion. Definimos s = s, s,11 = s, ¥ t =, -, 5. Note que s C ¢, ahora
suponga que z € sy x € t, entonces hay un z; € z de tal forma que z; € ¢ de
lo contrario z; C s, para algin n y por consiguiente z; € s,.1, por lo tanto hay
un zo € 11y T2 ¢ t; si suponemos que z, ¢ ¢ entonces hay un z,. € x, de tal
forma que w11 € t y por lo tanto hay una cadena descendiente de elementos de la
siguiente forma:

e E Ty 1 €ETpEXTIET

lo cual contradice el Axioma de Fundacion. O
Lema 1.5.5. Cualquier clase C' tiene elemento €-minimal.

Demostracion. Sea S € C un conjunto arbitrario, si S N C' = () ya terminamos,
asi entonces supongase S N C # (. Sea T' un conjunto transitivo de tal forma que
SCTy X =TnC, por Fundacién existe un z € X de tal forma que x N X = (),
ahora solo falta mostrar que x N C' = (), suponga que no, esto implica que existe
y € x tal que y € C, por lo tanto y € T pues T es transitivoyy € eNTNC = xNX,
lo que es una contradiccion; por lo tanto  es €-minimal. O

Teorema 1.5.6. (Induccion sobre relaciones bien fundadas) Sea E una relacion
bien fundada sobre P. Sea ® una propiedad y suponga que:

i) Cualquier elemento E-minimal tiene la propiedad ®.

it) Six € P y para cada z tal que zEx la propiedad ®(z) es cierta, entonces ®(x).
Entonces cada x € P tiene la propiedad .

Demostracion. Supéngase que existe un x € P de tal forma que =®(x), entonces
sea C' = {z : =®(z)}, entonces C tiene elemento F-minimal s. Sin embargo, para
todo yFE's sucede ®(y) y esto implica que ®(s) lo cual contradice la minimalidad de
s y por lo tanto para todo = € P, ®(x). ]

Teorema 1.5.7. (Recursion bien fundada) Sea E una relacion bien fundada sobre
P, sea G una funcion (Sobre V- x V'), entonces existe una unica funcion F en P tal
que

F(z) = G(z, F | extg(x))

para cada x € P.
Demostracion. Para cada zFE P sea:

F(z) = y +» Existe una funcién f tal que:
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i) dom(f) es un conjunto de tal forma que (VzE dom(f))(z C dom(f)),

it) (VzEdom(f))f(z) = G(f I 2),

iii) f(z) =y.

Dadas las condiciones anteriores, F' es la funcién que necesitamos, ahora por FE-
induccién vemos que F' es unica. Sea F’ una funcién que cumpla las condiciones
anteriores y C' = {x : F(z) # F'(x)}, entonces C tiene elemento F-minimal s.
Como F'y F’" cumplen con las condiciones del teorema existen fy f’ de tal forma que
(VzE dom(f))f(z) = G(f | z) = f'(2) y f(z) = y = f'(z), entonces F(z) = F'(x),

una contradiccién, entonces es tinica. O

Una vez probado E-recursién, €-recursion es una consecuencia de este teorema.
Esto permite cambiar la forma de ver a la clase universal V', antes se definié como
los conjuntos que cumplen la férmula z = x para ello se usa el Axioma del Conjunto
Potencia &2, ahora por induccién transfinita se define:

Vo=0 Vonu=2V, V,= U V., si a es limite.

Y finalmente:

Teorema 1.5.8.

i) Cada V, es transitivo.

it) Si f < a entonces Vg C V.
iii) a C V.

Demostracion. Por induccién, para o = 0 se cumple trivialmente, ahora suponga
que hasta antes de « suceden las tres condiciones, entonces hay dos casos: a es un
ordinal limite, v es un ordinal sucesor. Si x € V,, para « limite, x € V4, para algin
f+1<ayaqueV, = 5<a Vp, ast entonces solo es necesario verificar cuando el
ordinal es sucesor. Sea av = 3 + 1:

i) Seay € x € V41, entonces x C V,, y por hipdtesis de induccién y € V,, implica
que y C V, y entonces y € 2 (V,) = Vai1.
i1) Por hipétesis de induccién para f < «, Vi3 C V,. Sea © € V,, por i) V, es
transitivo, entonces t C V,y x € V41, asi V, C V,.q; por lo tanto si § < a+1,
Vﬁ g ch g Va—l—l-
i11) B C Vg, entonces {f} € Vg1 =V, ya=U{8} CV,.

Lema 1.5.9. Para cada conjunto x hay un ordinal o tal que x € V.
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Demostracion. Sea C' la clase de todos los conjuntos que no estan en ningun V.
Si C' es no vacia tiene elemento €-minimal. Entonces hay x € C'y z € (J Vi

a€eOn 7o
para cada z € x y entonces x C |J V.. v por Esquema de Coleccién se cumple
la siguiente férmula:

aeOn

Vz3da(z € x — 2z € V,) = (39)(Vz € 2)(Fa € 0)(z € V).

Entonces existe un ¢ tal que = € Vs, y entonces C' es la clase vacia. O

Es muy importante senalar que este cambio en la forma de ver la clase universal es
otra forma de formular el Axioma de Fundacion, y no sélo como se habia mencionado
antes donde V' = {z : = = x}. Al decir que todo conjunto estd en la clase V se
esta suponiendo el Axioma de Fundacion, por ejemplo al definir la nocién de rango:

Definicién 1.5.10. Para cada x € V:
rank(x) = el minimo ordinal tal que = € V.

Una vez definido el rango tenemos las siguientes propiedades:
1. z € y implica rank(z) < rank(y).
2. rank(a) = a.

Estos teoremas definen las caracteristicas de las relaciones bien fundadas; en
particular se usard para la relaciéon €. Se enunciara un teorema que es extremada-
mente importante en teoria de constructibilidad, el lema del colapso de Mostowski-
Shepherdson.

Definicién 1.5.11. Un conjunto X es extensional si:
Mue X)) MeX)utv— (JreX)(zeuwx ).

Es decir que X es extensional si y sélo si (X, €) es un modelo del Axioma de
Extensionalidad.

Teorema 1.5.12. (Lema del colapso transitivo). Sea X un conjunto extensional,
entonces hay un unico conjunto transitivo M y una unica biyeccion m : X <— M
tal que:

i) m: (X, €)= (M, €), es decir que si z,y € X yx € y entonces w(x) € 7(y).

i) S1Y C X es transitivo, entonces m [ Y =id [ Y.

Demostracion. Primero, supongamos que 7 existe, lo que queremos es notar algunas
de sus propiedades. Sea y € x € X, como 7 es un isomorfismo 7(y) € 7(z), ademés

{m(y) :y € X Ny € v} C7(x).
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Ahora sea x € X y z € w(z), como M es transitivo z € M entonces para algin
y € X z=m(y) y por lo tanto 7(y) € m(z) y como 7 es un isomorfismo y € z,
entonces

m(x) C{n(y) 1y € X Ny € z};

luego
m(x)={r(y):ye X Ny € z}.

Si existe una funcién m que cumpla las condiciones del teorema esta es tinica. Supon-
ga que existen dos funciones m; y 7y de tal forma que cumplen el teorema, entonces
sea C = {z € X : m(x) # me(x)}, este conjunto tiene elemento €-minimal y,
entonces para todo z € y m(2) = m(z), sin embargo como se vio anteriormente,
my)={m(z) 1z € X Nz € y}={ma(2) : y € X A z € y}=ma(y) contradiciendo que
m(y) # ma(y). Para que M sea unico, M = ran(w) es el que necesitamos. Por lo
tanto si m existe, es unica.

Se define 7 por €-recursion para X

w(x) ={n(y):ye X Ny € z}.

Primero probaremos que 7 es inyectiva, supéngase que no y sean xi,rs € X
distintos de rango minimo y de tal forma que 7(z;) = 7(x2), como X es extensional
existe y € X de tal forma que y € 21 y y ¢ x2 0 viceversa.

Suponga, sin pérdida de generalidad, y € x1 y y ¢ z2, entonces w(y) € w(z1);
por definicién de 7, como 7(z1) = 7(x2); w(y) € 7(z) y entonces hay un z € x, de
tal forma que m(z) = 7(y). Sin embargo y # z, pues y ¢ x5 y esto contradice la
minimalidad de z, x5. Entonces 7 es inyectiva.

Para ver que es isomorfismo sea x € y € X, por la definicién de 7(y), 7(z) € 7(y).
Ahora suponga m(z) € 7(y), por la definicién de 7(y) hay un z € y de tal forma que
7(z) = m(z). Sin embargo, como se vio antes, 7 es inyectiva y entonces # = z. Por
lo tanto, m es un €-isomorfismo.

Ahora suponga que Y C X es transitivo. Entonces para x € Y tenemos que
yex —yeY.Porlotantosix €Y

m(x) = {n(y) 1y € v}.

Supongase que 7 [ 'Y # id [ Y, entonces tomemos x el €-minimo que cumple que
m(x) # x y para todo y € z m(y) = y. Por lo tanto n(z) = {n(y) :y ez} ={y:y €
xr} =z y esto contradice a minimalidad de z. ]
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De este lema es posible desprender con una demostracién casi idéntica el siguiente
lema:

Teorema 1.5.13. (Lema de Representacion) Sea X una clase, E una relacion en
X que cumpla:

i) Vue X)(VveX)(u#v— (Fx € X)(xEu + —xEv).

i1) E es bien fundado.
Entonces hay una unica clase transitiva M y una inica funcion m : (X, E) = (M, €).

1.6 Relativizaciéon y reflexion

Sea M una clase, para cada ® se define una nueva férmula ®* que es conocida
como la relativizacién de ® en M, ® también es una férmula de LST. La idea de
crear estas férmulas es que sélo se refieran a conjuntos de M, sobre todo con las
formulas que tienen cuantificadores. Como antes se menciond, si M es una clase en-
tonces hay una LST-férmula que refiere a la clase M. La definicién de estas férmulas
es recursiva.

Si ® es primitiva, entonces & = .

Si ® es de la forma ¥y A Uy, entonces @M = W A Wl

Si ® es de la forma =¥, entonces @M = —=(¥TM).

Si ® es de la forma Jv, ¥, entonces ®M = (Jv,, € M)(¥M).

Otra forma de ver este ultimo caso es tomando en cuenta que M = {z : O(z)}
y entonces la férmula M es la férmula Ju, (O (v,) A YY),

El siguiente teorema fue probado por Montague y Lévy (1960-1965).

Teorema 1.6.1. (Principio de reflexion generalizado) Sea (W, : a € On) conjuntos
transitivos definidos por una LST-formula V de tal forma que:

i) Wo ={z:¥(z,a)}.

it) a < B implica que W, C Wj.
iii) Si 0 es limite, entonces Ws =, s Wi.

Sea
W= W

acOn
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Sea ®(V) una LST-formula con variables libres en U, entonces la siguiente formula
es un teorema que puede ser demostrado a partir de ZF':

(Ya) (3B > a)[lim(B) A (V0 € Wp)[@Y (7)) > @72 ()]].

Demostracion. Sea ®(U) una LST-féormula. Sean ®y(zp), ..., P, (£,) una sucesion
de férmulas LST de tal forma que &, (z,) = ®(V) y para cada i = 0,...,n &;(;)
es una formula primitiva o es obtenida por férmulas previas por medio de aplicar
negacion, conjuncién o el cuantificador existencial (esto es posible por cémo se de-
finen las férmulas LST).

Para cada formula ®; sea f;(7;) = 0 si ®;(z;) es de la forma —®;(z}) para alguna
J <io ®;(z;) NPy(z}) para algin j, k < i o es primitiva. Si es el caso que ®;(7;) es
de la forma Jy®,(y, ;) sea fi;(Z;) el menor ordinal v de tal forma que:

(Fy e W)Y (y,7;) — (Fy € W)@V (y, 7).

Sea  un ordinal limite tal que para cada i =0,...,n,
(VZ; € We)(fi(7:) < B),
la existencia de este [ es por el Axioma de Coleccion, por inducciéon en i =0,...,n

vamos a porbar que para z; € W,

)

O (7) ¢ ;' (),

para i = 0 ®fV () es primitiva y se cumple trivialmente, suponga que hasta antes
de i el resultado es valido, vamos a demostrar para i. Si ®!(z;) es de la forma
—®V (1) o @V (z;) A @)Y (2%) la induccién es inmediata. Si &}V (7;) es de la forma
EIyCIJ}’V(y, 7;). Sea ¥; € Wy y suponga que ®V(Z;); entonces:

1%74 —
(Jy € W)@} (y, 73),

como f;(%;) < B, (3y € Ws)®} (y, ;). Por hipétesis de induccion, si y,#; € Wj
sucede @Y (y, 7;) < (D;/Vﬁ (y, 7).

Ahora suponga (IJZ-WB (x}), entonces
W, S
(Fy € Wp)®, " (y, 7).
Usando la hipotesis de inducciéon

(Jy € Wp)®, " (y, 7);
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pero Ws C W, por lo tanto,
W, —
(Fy € W), " (y, 73);
asi @V (Z,). O
Tomando como caso particular Wy = Vj tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.6.2. (Principio de reflexion) Sea ®(v) una LST-formula con variables
libres en U, entonces la siguiente férmula es un teorema que puede ser demostrado
a partir de ZF':

(V)38 > a)[lim(8) A (V0 € V)@V (5) & 2% (D)]].

Sea M una clase transitiva y sea ®(Z) una LST-férmula, decimos que ®(Z) es
absoluta hacia abajo (D-absoluta) para M si y sélo si

(V& € M)(®(Z) — &(z)M).
O () es absoluta hacia arriba (U-absoluta) para M si y sélo si

(Vi € M)(®(D)M — &(%)).

En el caso de que sucedan ambas simplemente decimos que ®(Z) es absoluta
para M. La jerarquia de Lévy es una clasificacion de las formulas por medio de
sus cuantificadores. Una férmula es ¥g,II 0 Ay, si las férmulas son primitivas, o con
cuantificadores acotados (por ejemplo de la forma (Vx € y)). Una férmula es 3,
si es de la forma Jdy®, donde ® es Ag. Una férmula es IIy, si es de la forma Vy®,
donde ® es Ay y una férmula es Aq, si es ¥ y II;. Se define de la misma forma
las férmulas X, II,, vy A,, de tal forma que por ejemplo una féormula 3, si hay una
formula ® que es II,,_; de tal forma que es de la forma Jy®. Como consecuencia
de esto la base de las férmulas son las Ay pues una férmula por ejemplo II,, por un
bloque de cuantificadores y al final una férmula Ay. Ahora, si tenemos una teoria T’
decimos que una férmula ® es T, 117 o AT si y sélo si hay una férmula ¥ que es
Y, II, 0o A, respectivamente, de tal forma que

TE® < W

Lema 1.6.3. Sea T alguna subteoria de ZF, sea M una clase transitiva tal que ©M
para cada axioma © de T. Sea ® cualquier formula de LST, entonces:

i) Si ® es AL, entonces es absoluta (en M).

ii) Si ® es X1, entonces es U-absoluta.
i17) Si @ es [T, entonces es D-absoluta.



1.6 Relativizacién y reflexion 17

iv) Si ® es AT, entonces es absoluta.

Demostracion. i) Sea ® una férmula cuyas variables libres estdn en v y sea V()
una Yo férmula de LST de tal forma que T'F & < ¥, como T es una subteoria
de ZF se tiene que YU[® «» U] y entonces como para cada axioma © de T sucede
OM entonces [Vi]® <+ ¥]]; por lo tanto, Vi[®M < UM] es valido, entonces en este
caso es suficiente probar el resultado para ¥, es decir que no se pierde generalidad
al pensar que ® misma es una férmula A,.

Si @ es primitiva se cumple trivialmente, si ¢ es de la forma ®; A 3 o =P,
donde ®; y ¢, cumplen el teorema, también se cumple, entonces los tinicos dos ca-
sos que faltan son (Vo € y)¥ y (3 € y)V¥. Entonces suponga que ®(y, ) es de la
forma (3x € y)¥(z,y,0) y que ¥(x,y,7) <> YM(z,y,v). Sean y,7 € M, supéngase
OM(y,7), entonces [(Fz € y)V(xz,y, V)| y para algin z € M,z €y y \I/M(a:,y, v);
entonces por hipétesis de induccion V(z,y,v) y por lo tanto (Jz € y)V(z,y, V).
Ahora suponga ®(y, ¥), entonces (z € y)¥(x,y,v), por lo tanto para algin = € y
VU (x,y,7), entonces para algin z € y € M M (x,y, ¥), como M es transitivo z € M
v Bz € )V (z,y, V)M que es ®(y, V). El caso (Vz € y)¥(z,y, ) es andlogo.

i1) Como en la parte i) sin pérdida de generalidad suponga ®(¢) es ;. Sea
¢ = ®(¥) = Jua¥(d,v), donde ¥(¥) es una férmula Ay. Supdéngase &M (%) donde
U € M. Entonces para algin @ € M WM (4, ¥), por i) entonces W(i, ) y entonces
a0V (i, v), es decir (7).

i11) Suponga @(ﬁ) es I1, sea & = ®(v) = Vu¥(u, v) donde ¥ (v) es una férmula
Ag. Supéngase ®(%) donde v € M. Entonces para todo @ € M WM (i, %), por i)
entonces V¥ (u, v) y entonces [VuW (i, 7)™, es decir &M (7).

iv) Por ii) y iii). O

Como se verd mas adelante, muchas formulas que seran de gran utilidad pueden
ser escritas como una férmula Ay, Aq, X7 o II;. Entonces, si tenemos una clase
transitiva M y una subclase transitiva N podemos saber si una férmula es absoluta,
absoluta hacia arriba o hacia abajo.

Lema 1.6.4. Las siguientes formulas son Ag:

1.z =y. 5.y = (x1,...,2,).

2. x €y. 6. y= () parai=0,...,n— 1.
3. xCuy. 7 y=zUz.

4. y=Ax1,...,zn}. 8 y=xNz.
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9. y=x. 20. y =1z X z.

10. y==. 21. y=a71.

11. y=2—z. 22. y =z U{zx}.

12. x es una n-ada. 23. On(x).

13. x es una relacion en y. 24. lim(x).

14. x es una funcidn. 25. suce(x).

15. y = dom(x). 26. x es un numero natural.
16. y = ran(x). 27. x es una sucesion.
17 y = x(z). 28. vy — z.

18. y=ran(R | z) =a"z. 29. x 1y 2.

19. y=2x | z.

Ahora un ejemplo de una férmula ;.
Lema 1.6.5. La formula “x es finito”es 3.

Demostracion.

x es finito <> In3f[n es un numero natural A f:n <— z].

Lema 1.6.6. Sea T una LST-teoria, sea ® y V dos LST-formulas, entonces:
i) Si® y W son Al también lo son @ ANV y —d.

ii) Si ® es 2T entonces ~® 11L; Si @ es 1L entonces ~® XL

i) ® es AT siy sélo si ~® y ® son formulas XL

iv) Si® y ¥ son XL también lo son @ AW, =&, Fx¥ y (Jz € 2)V.

)

1i1)
)

v) Si ® y U son I1L también lo son ® AV, -®, Vo y (Vo € 2)U.
)
)

vi) Si® y U son AT también lo son @ AT y —P.

T 1T T
vit) m<n— X 110 CAJ.

Una nocién muy importante es la de ser bien fundado. El siguiente lema convierte
esta nocion en una LST-férmula.

Lema 1.6.7. La férmula W F(x,y) <> “z es una relacion bien fundada en y”es AT.

Demostracion. Primero para decir que “x es una relacién binaria en g”, la siguiente
LST-férmula dice eso:

O(z,y) = (Vz€x)(z=(a,b) Na €y ANb E y).

Sea E una relacién sobre un conjunto X entonces la formula que dice que E una
relacion bien fundada es:

VAIACXANA#D — (Fa € A)(Vz € A)—~(zEa).
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Esta es II;, para mostrar una equivalencia ¥; note que E es una relacién bien
fundada sobre X si y solo si:

Af[f: X — On A (Va,y € X)(zEy — f(z) < f(y))].

En esta equivalencia se usa el principio de recursién y es claro que esta férmula es
Y1; por lo tanto, ser bien fundado es una proposicién A;. O

Dada una LST-férmula ®(y, 2), se denota ¥((x)g,2) como la siguiente LST-
féormula:

(Fu € z)(Ja € u)(Tb € u)[x = (a,b) A V(a, 2)],

similarmente para ¥((x)q, 2).

Corolario 1.6.8. Si ¥(z, 2) es una formula Ay entonces también son Ag W((x), 2)
y V(@)1 2).

Lema 1.6.9. (Contraccion de Cuantificadores) Sea T cualquier LST-teoria y que
incluya el Axioma del Congunto Vacio y el Azioma del Conjunto Par (considerando
que el Axioma del Par es una consecuencia de el Axioma del conjunto Potencia y el
Esquema de Comprension, se debilita la teoria al sélo pedir que cumpla el Azioma
del Par), entonces:
i) Sean > 1y sea V(Z) una formula X,. Entonces hay una férmula V(Z,Z) Ag
de tal forma que:

TE®(2) < I Voodesg - - — 2,V (21, T, . .. Ty, 2).

—

i1) Sea n > 1 y sea V(2) una formula 11,,. Entonces hay una formula V(Z,2) Ag
de tal forma que:

TE®(2) < Vo droVas - - — 2,V (2, T, . .. Ty, 2).

Demostracion. Sélo se va a probar el inciso i), i) se demuestra de la misma for-
ma. Considérese el caso n = 1 entonces, una férmula 3; ®(2) es de la forma
Jy13ye ... YW OY1, - -+, Ym, 2), donde O(yy, ..., Ym, Z) es Ag. Si m = 1 no hay nada
que probar, suponga m = 2, (cualquier caso m > 2 sigue los mismos argumentos)
Sea W(x, Z) la siguiente férmula:

(x es un par ordenado ) A O((z)o, (z)1, 2),

por el corolario 1.6.8, esta formula es Ay y entonces para cualquier 7' que tenga el
axioma del Par y el Axioma del Conjunto Vacio

TF®(2) < Jz¥(x, 2).
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Para n = 1 4i) se demuestra de la misma forma, asi que podemos suponer in-
ductivamente que para antes de n el teorema es cierto, hay que mostrar para
n + 1. Esta vez probaremos ii), i) es una demostracion casi identica. Sea ®(Z)
una férmula I, entonces existe una férmula ¥(yq,...,y,Z) que es ¥, tal que
O(2) = Vyr.. . Yym¥(y1,...,ymZ) v por hipdtesis de induccién existe una férmula
Ay de tal forma que

D) =y .. Yy ItiVts - — .01, - Y, 1y - s tny 2)
y por el lema 1.6.6 la férmula
(x es una m — tupla) A I, Vto - — t,0((2)1, ... (X)), b1y - - -y En, 2)
es X,, entonces
ThH®(Z) < VeIt Vg — t,0((x)1, .. . (T)myt1, - -+ 5 Ty 2).
O

Para terminar esta seccion es importante notar que con estos teoremas podemos
crear férmulas e indicar rdapidamente en qué nivel de la jerarquia de Lévy se encuen-
tran. Si creamos férmulas en bloques separados por los conectivos 16gicos, sélo es
necesario identificar cudl es la formula que estd més lejana en la jerarquia y ese seria
el nivel de la férmula.

Lema 1.6.10.
i) Si ® es una LST-férmula 3,, entonces (Vx € y)® es LZF.
ii) Si ® es una LST-férmula 11, entonces (Ix € y)® es TIZT.

Demostracion. Probaremos i) y ii) al mismo tiempo. Para n = 0 no hay nada que
probar. Suponga que para n el teorema es valido, entonces probaremos i) y i) para
n+ 1.

i) Sea ® una férmula X, 41 por el lema 1.6.9 hay una férmula ¥ que es II,, de tal
forma que ZF F ® <+ 3zV. Entonces ZF F (Vx € y)® <> (Vo € y)32V.

Entonces por el Axioma de Coleccién,
ZF F (Vx € y)32V¥ < Ju(Vx € y)(3z € u)V;
consecuentemente

ZFF (Ve € y)® < Ju(Ve € y)(Iz € u) V.
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Por hipétesis de induccién (32 € u)¥ es I1ZF. Entonces usando el lema 1.6.6

(Vo € y)(Fz € u)¥ es IIZF, por lo tanto Ju(Vz € y)(3z € u)¥ es BZL,. Lo cual

significa que (Vz € y)¥ es 2L,

ii) Ahora suponga que ® es II,;1, entonces ~® es L2, Por el inciso anterior
(Vz € y)=P es B2 entonces —~(Iz € y)P es B2, y por lo tanto (Jz € y)P es

nzs, 0

1.7 Cerrados y no acotados

Definicién 1.7.1. Sea a un ordinal limite, y sea f una funcién de un ordinal 5 menor
o igual que o, y f : B —> « creciente de tal forma que el sup{f(d) : § € f} = a,
entonces [ es la cofinalidad de «: si 3 es el minimo ordinal que cumple estas hipdtesis.

Definicién 1.7.2. Un cardinal x es regular si su cofinalidad (abreviada cf(k)) es
igual a k. Un cardinal es singular en otro caso.

Definicién 1.7.3. Sea « un ordinal limite, A C « es no acotado si y sélo si
(Vv € a)(Ir € A)(T > v).

Definicién 1.7.4. Un conjunto A C « es cerrado si y sélo si cld(A, «) que es

(VB € a)[(lim(B)) A (sup{y N A:y < B} =) = B € Al

Un conjunto es cerrado y no acotado (abreviado en textos mateméticos casi siem-
pre como “club”) si cumple las dos definiciones anteriores.

Definicién 1.7.5. Sea k un cardinal, y f : kK — & una funcién creciente (es decir
f(a) < f(a+1)), f es normal si para todo ordinal limite menor que x sucede que

F6)=1J r3).

B<é

Teorema 1.7.6. Sea k un cardinal no numerable y reqular, entonces la interseccion
de menos que k clubs es club.
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Demostracion. Primero hay que ver que la interseccion de dos clubs es club. Sean C'
y D clubs, y sea una sucesion {as : § < A} de tal forma que esté contenida en CN D,
entonces en particular esta contenida en C'y D y entonces el limite de esta sucesion
estd en C'y D y por lo tanto en C' N D. Para ver que es no acotado considere la
siguiente sucesion:

ap <o <...<op,<...

de tal forma que ay, . . ., ag, sean elementos de C'y ay, ..., Q9,11 sean elementos de
D, sea 3 el limite de la sucesién ap < a3 < ... < a, < ... entonces § € C'y § € D
por lo tanto § € C'N D.

Para el caso general se va a demostrar por induccién sobre v < k que la intersec-
cién de (C,, : a < =) cerrados y no acotados es cerrado y no acotado, suponga que
hasta antes de v el resultado es cierto, si v es sucesor es como en el caso de dos clubs.
El caso faltante es cuando ~ es limite, entonces para cada « reemplazamos C, por
ﬂf <, C¢ vy obtenemos una colecciéon de conjuntos decreciente cuya interseccion es la
misma. Entonces, sin pérdida de generalidad, sucede Cy 2 C; 2 --- D Cy, D ...,
por hipdtesis de induccién para todo o < v C, es club, entonces por demostrar que
C' = {Nacy Ca es club.

Para mostrar que C' es cerrado, sea § < Ky (ag : £ < §) una sucesiéon en C, sea
n el punto limite. La sucesion estda en C, para todo o < v y C,, es club, el punto
limite de esta sucesién esta en C', para toda « y entonces n € C.

Ahora sea o < K vamos a construir una y-sucesion:

Bo<fPr<...<pBe<... (€ <)

como sigue:

Sea [y € Cy de tal forma que By > «, para cada § < 7y sea 3 € C¢ de tal forma
que B¢ > sup{B, : v < £}. Sea (3 el punto limite de esta sucesién, como « es regular
el limite de esta sucesion existe es menor que . Para cada u < v, 8 es el punto
limite de la sucesion (f5¢ : p < & < 0) y esta sucesion estd en C),, entonces § € C. [

Lema 1.7.7. Sea r cardinal regular no numerable y f normal, entonces el conjunto
{a€r: fla) =a} es club en k.

Demostracion. Sea

A={aekr: fla) =a}.
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Si v < k es un punto limite de A, entonces

f(’V):Uf(oz): U fla) = U a=r

a<y a€ANy a€ANy

(como J(AN~) =7). Asi, v € A. Por lo tanto A es cerrado en k.

Para ver que A es no acotado en k, sea oy € k dado. Por recursién definimos
any1 = flom). Sea o = |, on. Entonces como f es normal a > ag y por conti-

nuidad
f(a) = U f(an) - U f(an—i-l) = .
n<w new
Asi, o € A. Por lo tanto A es no acotado en k. O

Lema 1.7.8. Sea k un cardinal reqular no numerable, f una funcion normal, en-
tonces el conjunto A = {f(«a) : a« < K} es club en k.

Demostracion. Por lema anterior es no acotado, para ver que es cerrado sea (o < K :
¢ < ) una sucesién en A y sea (3 el punto limite, entonces como « es regular § < k.
Como (ag < Kk : £ < ) estd en A entonces existe una sucesion (6 < £ : £ < ) de
tal forma que f(Jd¢) = ae y (0 < Kk : £ <) tiene un punto limite J, entonces

B=Jae=J 0 = £05),

&<y £<6
por lo tanto 8 € A y con todo A es club. O

Para definir con Légica de primer orden si un conjunto es club es posible con la
férmula club(A, ) que es

cdd(A,a) N [(Vv € a)(IT € A)(T > v)].
Corolario 1.7.9. “C es club”es una LST-formula Ay.

Un concepto méas débil de club es la nocién de estacionario.

Definicién 1.7.10. Sea s un cardinal regular no numerable, entonces S C k es
estacionario en k si y sélo si sucede:

Va(club(z, k) A =(z NS = 0)).

Corolario 1.7.11. “S es estacionario”es una LST-formula ¥ .






Capitulo 2

El lenguaje %y,

Junto con el lenguaje LST ahora se desarrollard un analogo que incluye ademas
del mismo lenguaje LST a cada uno de los conjuntos en V' como constantes indivi-
duales, el cual se denota %}, para indicar la presencia de estas constantes. También
se utiliza para denotar sublenguajes Zx donde X es un conjunto arbitrario y la
presencia de las constantes son sélo las que aparecen en X.

Cabe destacar que todo el desarrollo de £, tiene lugar dentro de la Teoria de
conjuntos, en particular, todos los “simbolos”y las “formulas”de £y, seran conjuntos.
Nosotros exigiremos a las diversas nociones sintacticas y semanticas de %4y, de ser
posible, que tengan ciertas propiedades referentes a X1, II; o A;. Este sera el objetivo
de este capitulo.

2.1 Formulas

Se va a trabajar libremente entre los conceptos £y y LST, para ello las formulas
que se usaran al menos en esta seccion seran diferenciadas como lo hace [3] tomando
letras griegas ¢, o 1 para referirse al lenguaje £, y ®,¥ y O para referirse a las
formulas LST.

Es importante notar que una férmula es sélo una sucesion finita de elementos
cuyo dominio es un nimero natural y el rango son los simbolos de la Légica de
primer orden, de acuerdo a esto es posible notar que podemos tratar los simbolos
l6gicos como cadenas de naturales visto como sigue:

<$07 s 7$n—1>7

25
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esto es una funcién de dominio {0,1,...,n—1} y valores zg, ..., z,_1. Asi es posible
tomar dos sucesiones finitas digamos s y ¢ y definir una nueva sucesion finita que es
la concatenacién de s y t denotada por s™t que es (To, ..., Tn_1,Y0,- - -, Ym_1). Para
precisar los elementos x,, y y, que son elementos de .Z definimos un valor para los
simbolos del lenguaje segin la siguiente tabla.

)

()] vow | © |€|=|A|-]|3
1/(2n) | Bx)|4|5|6|7]|8

Donde v, son las variables y & son las constantes individuales del lenguaje. Tam-
bién es posible definir cuando un simbolo es una constante, una variable o una
formula primitiva de la siguiente forma:

Const(x) < [x es un par ordenado] A [(x)y = 3
Vbl(x) <+ [z es un par ordenado] A [(z)o = 2] A [(x); es un nimero natural|.
reyes (0,x,4,y,1).
r=uyes (0,z,5y,1).
Donde estos dos ultimos es posible escribir ambos casos en una férmula:
PFml(z) <> [z es una funcién] A [dom(z) = 5] A [z(0) = 0]
AVDl(z(1)) V Const(z(1))] Alz(1) =4V x(2) = 5]
AVDl(x(3)) V Const(x(3))] A [x(4) = 1].

Vbl(z) dice que x es una variable, Const(z) dice que z es una constante y
PFml(z) dice que x es una férmula primitiva. En la construccién de estas férmulas
se nota que se usa féormulas del teorema 1.6.4 y cada uno de los bloques separados
por el conectivo A son A entonces el siguiente resultado es inmediato.

Corolario 2.1.1. Las LST-formulas Vbl(x), Const(z) y PFml(x) son férmulas
Ay.

El resto de los esquemas 16gicos son construidos a partir de las férmulas primi-
tivas, entonces las demas formulas serian de la siguiente forma:

o (pAY)={0)"e(6)"y(1).
o (~¢) ={0,7) "¢ (1).
o (Juyp) = (0,8,2)7 ¢ (1).

Se crearan algunas formulas que dirdn si una cadena de caracteres es una sucesion
finita.

Lema 2.1.2. La LST-formula Finseq(x) que dice “r es una sucesion finita” es
Ay.
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Demostracion. La siguiente formula es Ag y dice que x es una sucesion finita
[z es una sucesién] A[(Vu € dom(x))(u es un nimero natural)]
A[(Fu € dom(x))(Vv € dom(x))(u € vV u =v).
La cual por lema 1.6.4 es A,. n

Las siguientes son LST-férmulas que describen la construccién de las féormulas

de gv.

Lema 2.1.3. Suponga x,y son variables o constantes, si (,0 Y son formulas entonces

hay Ay formulas Fe(0,x,y), F_(0,2,y), FA(©,,¢), F.(O,¢) y F5(0,u, p) tales

(O,z,y) <> O es la Ly formula (z € y).
it) F_(O,x,y) <> O es la L formula (x = vy).
i) Fa(O,0,10) <> O es la Ly formula ¢ N\1.
i) FL(O,p) < O esla Ly formula —p.
v) F5(0,u,p) <> O es la Ly formula Juyp

Demostracion. Sea ||s|| = dom(© — 1), para cada caso crearemos una férmula A.
i) Sea Fe(O,x,y) la siguiente LST-férmula.
[Finseq(©)] Aldom(©) =5] A[O(0) =0] A [O(1) =4] A [O(2) = z]
NOB) =yl A [O4) = 1].
i1) Sea F_(O,z,y) la siguiente LST-férmula.
[Finseq(©)] Aldom(©) =5] A[O(0) =0] A [O(1) =5] A [O(2) = x]
AOB) =yl A[O(4) = 1].
i11) Sea Fx(O,p,1) la siguiente LST-férmula.
[Finseq(©)] A[Finseq(¢)] A [Finseq(1)]
Aldom(0) = dom(p) + dom(v) + 3] A [©(0) = 0]
A[@(dom(p)) = 6] A [O(]|O]]) = 1]
A(Yi € dom())[p(i) = O(i + 1)
A(Vi € dom(¢)) (i) = O(dom(p) + 1 + 2)].
iv) Sea F.(O, ) la siguiente LST-férmula.
[Finseq(©)] A[Finseq(p)] A [dom(©) = dom(yp) + 3]
AE0) =0 A [O(1) =TI Afe(e]) = 1]
A(Vi € dom(p))[p(i) = O(i + 2)].
v) Sea F5(0,u, ) la siguiente LST-férmula.
[Finseq(©)] A[Finseq(¢)] A [dom(©) = dom(p) + 4]
AO(0) = 0 A [O(1) =8| A [O(2) = ul AO(]|O]) = 1]
A(Vi € dom(p))[p(i) = O(i + 3)].
Por la construccién cada una de las férmulas anteriores estan formadas por

subféormulas que son Ag y por el lema 1.6.6 y el lema anterior las férmulas son

Ay. [l
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El objetivo de crear las formulas anteriores es tomar una féormula ¢ de % no-
tando que hay una sucesion finita de féormulas 1)y, ..., de £ donde v, = ¢
y para cada ; es una férmula primitiva o obtenida por una o dos férmulas de la
lista g, ...,1;_1 es una aplicacién de las formulas del lema anterior. La sucesion
Yo, - . ., Y, describe como es cosntruida la féormula ¢ a partir de esta sucesion. para
ello crearemos una LST-férmula conocida como Build(yp, ) dice que ¥ es tal suce-
sién vy, . . ., ¥y, entonces la férmula Build(p, 1) es la siguiente:

[Finseq(¥)]  Alyy = @] A (Vi € dom(4))[PFmi(1);)
V(T4 k € 1) Fa(ti, by, vn) V (35 € 1) FL (i, ;)
V(37 €i)(Fu € ran(p))(Vol(u) A F3(i, u,;))].
Corolario 2.1.4. La LST-formula Build(p, ) es Ao.
Con esta férmula Build(y, f) es posible decir lo siguiente:

¢ es una féormula de & < (3f)Build(p, f).

Claramente esta formula es Y1, nuestro proposito en las secciones siguientes es
analizar la complejidad logica de las nociones sintacticas de £y, y probar resultados
de absolutez, en el caso de las férmulas Aq es facil pues por el lema 1.6.3 son una
nocién absoluta para clases transitivas. Para desarrollar estas nociones en la siguiente
seccién se va a abordar una teoria que es conocida como la teoria bésica de conjuntos

(BS).
2.2 La Teoria BS

BS es la LST-teoria que tiene los siguientes axiomas:

(1) Extensionalidad: VaVy[Vz(z € x <> z € y) — (v = y)].

(2) Esquema de induccién: Va[Ve((Vy € 2)P(y,d) — (z,d)) — YaP(x,d)], donde
@ es cualquier LST-férmula con variables libres entre z y a.

(3) Par: VaVy3zVw|(w € z) <> (w =2V w =y)].

(4) Unidn: Va3yVz([z € y <> (Vu € z)(z € u)).

(5) Infinito: z[On(z) A (x £ 0) A (Vy € x)(3z € z)(y € 2)].

(6) Producto cartesiano: VaVy3zVu[(u € z) <> (Ja € z)(F € y)(u = (a,b))].

(7) Ao Esquema de Comprension: VaVz3IyVz[z € y <» (2 € © A ®(z,d))], donde
®(z,d) es una Ay LST-férmula.
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BS es una subteoria de ZF, pues los axiomas (1), (4) y (5) son axiomas de ZF'. El
Axioma de Infinito ahora da como resultado una ordinal infinito. Los axiomas (3) y
(6) son un teorema de ZF'y (7) es una consecuencia del Esquema de Comprensién de
ZF, el axioma (2) de BS es consecuencia de el Axioma de Fundacién y del Esquema
de Comprension. Con esta teoria BS demostraremos la absolutez de varias férmulas.
Con la teoria BS' es posible construir todos los conjuntos finitos, es decir para cada
1,

BSFVYzy.. Ve, NVz[(z €y) <> (z=a1 V-V 2z =1,)]

Escribiremos una LST-férmula Seq(u,a,n), que dice que u es el conjunto de
todas las m-sucesiénes de miembros de a para cada m < n. Entonces Seq(u,a,n) es
la siguiente féormula:

(Vx € u)(Im € n)(x es una m-sucesién de miembros de a
A(Vz)(¥Ym € n)(z es una m-sucesién de miembros de a — = € u).

Esta férmula es Iy, para poder concluir que Seq(u, a,n) es una férmula A; vamos
a cambiar la definicién de Seq(u, a,n) para hacer una férmula ¥; que méas adelante
podremos concluir que puede ser equivalente a una II;. En la siguiente férmula los
miembros del conjunto u seran construidos por la longitud de las sucesiones, es decir
primero las sucesiones de tamano 1, después las sucesiones de tamano 2 y asi su-
cesivamente, la funcién f enumera estos conjuntos de sucesiones finitas, entonces
Seq(u,a,n) es la siguiente formula:

(3f) [Finseq(f) A (n es un nimero natural) A (dom(f) =n)

Au=ran(f)) A (Vi € dom(f))(Vx € f(i))(Finseq(z)
Aldom(z) =) A (Vj € i)(z(j) € a)) A (Vi € dom(f))
(Vjei)(Ve e f(7))(Vpea)i=j+1—zU{(pi)}e fi))

Lema 2.2.1. La LST-férmula Seq(u,a,n) es ABS,

Demostracion. El tnico cuantificador no acotado en la férmula Seq(u, a,n) es 3f.
De la teoria BS tenemos

BS + (Va)(Vn € w)(Ju)Seq(u, a,n).

Entonces
BS + YaVnYuVv[Seq(u,a,n) A Seq(v,a,n) — u = v].

Por lo tanto

BS F Seq(u,a,n) <> [(n es un nimero natural ) A Vz[Seq(z,a,n) — z = ul].
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Esta dltima férmula dice que Seq(u, a,n) es equivalente a una férmula II; ;Cémo
es esto? En la parte derecha de la doble implicacién, “nes un numero natural”es g
y Vz[Seq(z,a,n) — z = u] es realmente Vz[~Seq(z,a,n)V z = u, entonces por ii) y
v) del lema 1.6.6 es II;. Este “truco” serd utilizado un par de veces més adelante. [

La férmula F'ml(x) es la siguiente férmula:

Fml(z) <> = es una férmula de 4, <> (3f)Build(zx, f)

Esta férmula ¥, pero el siguiente lema nos ayuda a crear un mejor resultado
acerca de esta férmula.

Lema 2.2.2. La LST-férmula Fmi(x) es APS.

Demostracion. Vamos a trabajar primero sobre el cuantificador Jf, este elemento
f, sin importar que sea, queda dentro del siguiente conjunto:

A)= UJ "' U ™'ran().

nedom(x) medom(z)

Ya que (3f)Build(x, f) — (3f € A(z))Build(z, f); mas aln,
BS FVz3yly = A(z)]

y por lo tanto:

BS t Fml(z) <> Finseq(x) A VYuVo[Seq(u, ran(x), dom(z) + 2)
NSeq(v,u, dom(x) + 2)(3f € v)Build(x, f)].

Por la férmula anterior hay una ITP-férmula equivalente a F'ml(z). O

Como se menciono antes dada una clase X, Zx es el sublenguaje de .4, que
omite todas las constantes individuales z que cumplen que z ¢ X, tomando en
cuenta que por convencién £y = £y, en particular trabajaremos con sublenguajes
%, donde u es un conjunto, hasta ahora algunas de las férmulas que hemos creado
las modificaremos para este lenguaje .%Z,. Sea Const(x,u) la siguiente LST-férmula:

Const(z) A (x) € u.

Las férmulas PEFml(z,u) y Fml(z,u) se definen a partir de PFml(x)y Fml(x)
respectivamente al sustituir Const(z) por Const(z,u) en todas las apariciones de
esta férmula. Entonces se cumple

Fml(xz,u) <> x es una férmula de .Z,,.

También es claro el siguiente resultado:
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Corolario 2.2.3.
i) Las LST-formulas Const(z,u) y PFml(x,u) son Ay.
it) La LST-formula Fml(z,u) es A;.

Dada una féormula ¢, vamos a comprobar si un conjunto x es el conjunto de
las variables libres de ¢. Una forma es concentrarse en la sucesion ¢ de la formula
Build(p, ), y continuar a través de miembros de ¢ y dando seguimiento a las
variables libres en cada etapa. Este enfoque lleva a la siguiente férmula, tomamos
la siguiente LST-féormula Fr(p,x) que dice:

3f[Build(p, ) A Finseq(f) A (dom(f) = dom(¢)) A (x = f(I[f]]))

A(Vi € dom(f))[3], k € D)[En(i, 5, ¥) A (f(2) = £(7) U f(K))]
V(37 € F(s, ¢3) A (f(0) = f(5))]
V(3j €4)(Fu € ran(p))[VOl(u) A F5(¢s, 3,45) A (f(0) = f(G) —u)]
VIPEmI(;) A[VOL((4:)2) A VOL((4hi)s) A f(i) = {()2, (¥4)3}]
VIVOI((4i)2) A Const((4i)s) A f(i) = {(¢i)2}]
V[Const((1i)2) A VOI((4i)s) A f(i) = {(¢i)s}]
V[Const((1hi)2) A Const((¢i)s) A f(2) = O]]]].

Esta férmula, si se observa con detenimiento va pasando a través de las instancias
de Build(p,1) y verifica en cada caso que es lo qué pasa, si se mantiene libre o en
alglin momento cambia este estado.

Lema 2.2.4. La LST-férmula Fr(p,z) es ABS.

Demostracion. La formula dentro de los cuantificadores Ju3f es Ag, por lo tanto
por definicién Fr(yp,r) es $55
Siguiendo la forma de demostrar del lema 2.2.2 claramente:

BSF Fr(p,z) < [Fml(p) AVz(Fr(p,z) — z = x)]].
Esto nos da una equivalencia I12% de Fr(p, ). O

Ahora crearemos una LST-férmula Sub(¢’, ¢, v, t), que dice que ¢’ y ¢ son férmu-
las de 4/, v es una variable y ¢’ resulta de sustituir esta variable por ¢ en cada
aparicion libre de v en ¢. Para crear esta férmula usaremos el método con el que
fue construido la férmula Fr(p,z) tomando la sucesion 1 que aparece en la formu-
la. Build(p, 1)), para ello vamos a sustituir en cada aparicién de v la cambiaremos
por t, pero al momento de que se en encuentre un cuantificador con la variable v
deshaga la modificacién antes realizada, para poder dar una férmula mas entendible
comenzaremos debilitando el objetivo y creamos la férmula S(¢', ¢, v,t) que es la
restriccion de Sub(y’, p,v,t) a féormulas primitivas . Entonces S(¢, ¢, v,t) es la
siguiente formula:
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PFml(¢") N PFml(p) A Vbl(v) A Const(t)
N[F=(, 02, 3) NMlp2 # v A3 # v A (¢ = ¢')]
[p2 = v Az £ vAF-(¢', 1, 03)]

[pa ZV AN s =vNF_(¢,02,1)]

[p2 = v A3 =vAF(¢,t,1)]]]

V
[Fe(p, 02, 03) N[p2 ZV A ps £ 0A (= ¢)]
[p2 =v A3 #vAFe(¢',t,03)]

[2a v A p3=vAFe(¢, pa,1)]

[p2 =v A s =vAFe(¢,t,1)]]].

S(¢',p,v,t) es Ag y ahora usando esta férmula podemos crear la férmula
Sub(¢', ¢, v,t) como sigue:
Fml(¢') AN Fml(p) A Vbl(v) A Const(t) A Fp30[Build(p, 1)
AFinseq(0) A (dom(0) = dom(v)) A (00 = ¢')
AV € dom(¥))[(34, k € i) (Fa(i, 5, Vi) A Fa(0:,05,01))
V(3j € 0)(FL (i, v5) A F-(6:,6;))
V(375 € 4)(Fu € ran(v))(Vbl(u) A (u # v)
AFe (i, u, ¥5) A F5(6;,u,65))
V(Fj € 1) (F5(thi, u, thj) A (0 = 13))
VS(0i, i, v,1)]].

Esta es una féormula >;, mas atin podemos tener el siguiente resultado.
Lema 2.2.5. La LST-férmula Sub(6;,;,v,t) es APS.

Demostracion. Una vez mas como en el lema 2.2.2 claramente:
BS F Sub(¢', p,v,t) < Fml(p) AVbl(v) A Const(t) AVY[Sub(i), o, v,t) — 1 = ¢'],

entonces hay una equivalencia I1%5 de Sub(¢', ¢, v,t). O]

Estas férmulas son de utilidad para simplificar las férmulas que se veran en el
siguiente capitulo.

2.3 Satisfaccion

Hasta la seccion anterior se prepararon las formulas necesarias para definir la
nocion de satisfaccién para lenguajes ., crearemos la LST-férmula Sat(u, ¢) cuya
definicion debe decir:
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Sat(u, ) <> ¢ es una férmula de %, la cual es cierta en la estructura (u, €) bajo
la interpretaciéon = para cada x en wu.

Para ver si una funcién es o no satisfacible vamos a crear dos funciones f y g de
dominio w, f(0) serdn todas las férmulas primitivas de .Z, (esdecirz € oz =19)y
f(i4+1) es el conjunto de todas las férmulas de %, que son obtenidas de las férmulas
de f(i) por una sola aplicacién de uno de los 3 esquemas de construccién de férmulas
(las férmulas F¢, F y F.). La segunda funcién, la funcién g(7) es el conjunto de
todas las férmulas en f(i) que no tienen variables libres y que ademads son verdaderas
en (u, €) esta segunda funcién g se usa para manejar la negacién de una férmula al
pasar de g(i) a g(i + 1). La férmula Sat(u, @) serd obtenida considerando el proceso
anterior y para un paso suficientemente lejano ver si ¢ estd o no en g(i), cuando i
es de tal forma que ¢ € f(i).

Primero como en el caso de Sub(¢', ¢, v,t) crearemos una férmula que es como
Sat(u, @) pero para féormulas primitivas, esta LST-férmula es St(¢,u) que dice:

(3z,y € u)[(z € y) A Fe(p, 2,9)] V (3r € u)(Jz € ran(p))(y = 2 A F=(p,y,Y))-

St(p,u) es Ay, ahora antes de la férmula Sat(u, ¢) crearemos otra que bésica-
mente es Sat(u, @), entonces sea S(u, ¢) la siguiente férmula:

(u # 0) A Fml(p,u) A3f3g[Finseq(f) A Finseq(g) A (dom(f) = dom(g))
A € g(llgl) AV € f(0) <> PEmI(y, ) AVip(y € g(0) <> St(y,u))
A(Vj € dom(f))(Vi € §) (V) € f(i+1) < (¥ € f(i))

V(30,0" € f(i)En(p,0,0') v (30 € f(i))F-(,0)
V(30 € f(i))(Fv € ran(y))(Vbl(v) A Fe(,v,0))
V(Vj € dom(g))(Vi € §)(VY) [ € g(i + 1) <> (
V(30,0 € g(i))Fa(y,0,0) V(30 € f(i))(0 ¢ g
V(30 € f(i))(Fu € ran(y))(Fx € u)(30" € g(i)

AF3(1,v,0) A Sub(@, 6,0, x)]]].

]
Y € g(i))
(1) N FL(2,0))
)[Vbl(v)

La formula anterior es la féormula para comprobar la satisfaccién de una férmula
¢ en la estructura (u, €), sin embargo esta férmula es mayor a ;. Ahora vamos a
acotar los cuantificadores, para ello es necesario considerar el conjunto:

w(t, ©) = (Unedomp[9U {vi 11 € w}U{i : z € u}])
(U:zzldom(@) [Uﬂéim(w) DU 11 € wpU{Z: 2z € ul]]).

C

En el primer conjunto incluye todas las formulas de longitud a lo més la longitud de
¢ v la segunda parte del conjunto incluye todas las sucesiones finitas cuyo dominio
es a lo mas dom(p). La férmula S'(u, ¢, w) es la férmula obtenida de acotar con w
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a todos los cuantificadores no acotados de la formula S(u, ) (es decir, que en la
férmula S(u, ¢), por ejemplo, hay un cuantificador de la forma 3 f, entonces este se
cambia por 3f € w). Entonces La férmula Sat(u, ¢) es la siguiente LST-férmula:

JwIzIyIaIbIt[a={z:2€u}) AN (t=wW)A(b={v;:1€1t})
ASeq(z,9UaUb,dom(p)+1) AN Seq(y,z,dom(p)+ 1)
A (w=zUy)AS(u,o,w).

Aquli la parte de la formula que dice “t = w”puede ser escrito por la siguiente fomula
AO:
On(t) N Lim(t)Vi e t)[(3je)i=7+1)V (Vjei)(i#j)]

Entonces la férmula Sat(u, ¢) es la férmula que dice que una férmula ¢ es satis-
facible en la estructura (u €). Los tnicos cuantificadores no acotados en Sat(u, ¢, )
son los que aparecen al principio de la férmula, y dentro del paréntesis es uan férmu-
la Ay, entonces es claramente ;. Este método es muy utilizado para disminuir la
complejidad de las formulas.

Lema 2.3.1. La LST-férmula Sat(u, ) es ABS.

Demostracion.
[F[Fml(p, u) A Fr(e,0)] V 30[F.(0, ) A Sat(u,0)]] — —Sat(u, p).

Entonces —Sat(u, @) es ©P por lo tanto por el lema 1.6.6 Sat(u,p) es ABS. [

Usualmente denotamos =, ¢ para expresar la férmula Sat(u, ¢). Los siguientes
resultados son para contrastar las nociones de LST y .%Z,, también para dar una
nocién genuina de satisfaccion. De esta manera el lenguaje %, tiene como constantes
individuales a los elementos del conjunto u (0 més general una clase) y el lenguaje
LST consta de las férmulas que pueden escribirse teniendo en el lenguaje la relacion
€. Entonces el siguiente resultado nos da una prueba de que nuestra nocién Sat(u, )
es en realidad una nocion real de satisfaccion.

Lema 2.3.2. Sea ®(vy,...,v,) cualquier LST-férmula y sea ¢(vo,...,v,) su con-
traparte en &y, entonces:

ZF FYu(Vzy € u)...(Vz, € u)[@“(zo,...,z,) <> Sat(u, o(Zg ... 1T,))].

Demostracion. Antes de comenzar es muy importante recordar algunas cosas, se
denota por ¢ a las férmulas de .Z y @ a la férmula que es la contraparte de ¢ en
LST. Sat(u,p) es la formula que se obtiene al acotar S(u, ) para que pueda ser
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Ay, sin embargo S(u, ¢) es la férmula que analiza si ¢ es verdadera en la estructura
(u, €). La férmula S(u, ¢) concluye si ¢ es satisfacible, o no en casos. El primer caso
es St(u, ¢), que es cuando la férmula es primitiva. Los demds casos los va tomando a
través de la construccion de las férmulas. Para esto, la férmula utiliza dos funciones
fvg, f(n+1) son las férmulas que se obtienen de f(n) por construccién a partir
de los esquemas 1dgicos, y g(n) son las férmulas que son satisfacibles en (u, €). Si
hay un n tal que ¢ € g(n) entonces para todo m tal que n < m ¢ € g(m).

Para la demostraciéon de este teorema se va a tratar de localizar ¢ en g(n), para
algin n. La demostracién es por induccién en la formacion de &* (o en su contra-

parte ¢).

Caso I, ?* es atémica. En este caso * es de la forma (z € y)* o (x = y)*, ambos
casos son casi idénticos. Entonces dado z,y € u probaremos

[z € y]* <> Sat(u,z € y),

suponga [x € y]“, por lo tanto x,y € u son tal que = € y, asi & € ¢y y entonces
St(u, ), por lo tanto Sat(u, p).

Ahora suponga Sat(u, ), entonces £ € y y z,y € u cumplen x € y pero esto
quiere decir [z € y]*.

Caso II, Suponga que % (zo,...,x,) y P4(xo,...,T,) cumplen el lema, para
simplificar omitiremos las variables de @Y (xq,...,x,) vy P4(zo, ..., xm) ¥y SUs contra-
partes en .Z. Para xg,...,T,, X, ..., T, € u por demostrar

(D1 A Do]" < Sat(u, p1 A @2).

[@1 A Do]" sucede si y sblo si @Y y DY suceden, por hipétesis de induccién &Y y Py
suceden, si y sélo Sat(u,p1) y Sat(u,py) suceden, por lo tanto existen m; y my tal
que 1 € g(my) y a2 € g(ms), entonces @1, @ € f(max(my, my)) y en consecuencia
©1 N\ g € f(max(my,ms) + 1) y con ¢ = p; A @2 tenemos que

¢ € g(maz(mi, ma) +1) > (36,0" € g(max(my, m2))) F(p,6,0),

y es claro que 6 = p1 y 0/ = ¢y cumplen, por lo tanto Sat(u,p1) v Sat(u,ey) son
clertas si y sélo si Sat(u, p).

Caso III, & = —~®; y &, cumple el lema.

Q" <5 =P} - ~Sat(u, py);
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—Sat(u, @) siy sélo si existe n tal que 1 € f(n)y v1 € g(n) y FL(p, 1), asi en-
tonces Sat(u, ~p1) = Sat(u, ), por lo tanto

" — Sat(u, ).

En el otro sentido suponga Sat(u,p) = Sat(u,—¢;), entonces hay un n tal que
01 € f(n)y ¢1 ¢ g(n) por lo tanto =Sat(u, ), y 7Sat(u, 1) < d*y

Sat(u, p) — .
Caso IV @ = 3xP(x) y @1(x) cumple el lema.

QU (x, zo, ... xy) = [F2Pi (2, 20, ..., 20)|" = (Fx € w)PY(x, x0, ..., T,), por hipite-
sis de induccién

DY (x, 20, ..., xn) > Sat(u, o1(x, xg, ..., Ty)).

Suponga ®“, entonces para x,...,ZT, hay un z € u tal que ®%(z,xq,...,2,) ¥
por hipétesis de induccién es equivalente con Sat(u, p1); Sat(u, py) si y sélo si hay
un n € w tal que p; € g(n), por consiguiente, dada la variable v F5(¢,v, 1) v
Sub(p1, ¢, u, ) entonces Sat(u, ) y

" — Sat(u, ).

Ahora suponga Sat(u, ), por lo tanto hay un n tal que ¢ € g(n + 1) (como ¢ =
drpr(x), ¢ no puede ser primitiva) y ¢; € g(n) es tal que ¢ = Jvy;(v) cumple
que Sub(p1, @, v, T), asi entonces para & Sat(u, p1) y esto si y sélo si para x, Y (x);
entonces (Fv € u)P*(v) = P, con esto se concluye:

Sat(u, ) — P“.
O
En %, vamos a crear una férmula tal que prueba si una féormula es Ag. Cémo
es la idea, si un cuantificador aparece en la férmula, entonces tiene que obedecer
alguno de los siguientes dos esquemas:

Ju, (v, €xA..., 0esdelaforma —3v,(v, €ExA...,

donde  es una variable o una constante, la siguiente férmula que se denota Fml®°(¢)
es la féormula requerida.
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Fml(p) A (Vi € dom())[(¥ = 0 A i1 =8 AVbI(pir2))
= (Pi3=0APia=6Api5s =0A @iy =4
Apirr = @ira A (Const(piys) V VOl(pitrs)) A pive =1
\/(\V/Z c dom(go))[(@/)z =TNPix1 =0Apirg=8A Vbl((,OH_g))
= (Pira =0A@irs =6 A pire =0Apiyr =4
Npirs = Pir3 A (Const(pirg) V VUI(@itg)) A piyio = 1.

Es claro que sélo la parte F'ml(y) no es Ay, para el caso de un lenguaje %, al
igual de como se hizo anteriormente se toma la férmula Fmil®°(p,u) que diga que
@ es una Ay formula en el lenguaje .Z,. Ahora el siguiente resultado es inmediato:

Corolario 2.3.3. Las LST-férmulas Fml®(p) y Fml®(p,u) son APS.

Continuando con la jerarquia de Lévy, una formula es >3 si es de la forma Jv,v
vy ¥ es Ag, una féormula es Iy, si es de la forma —3v,1) donde ¢ es Ay. En general
una férmula es 3,1 si es de la forma Jv,y, v ¥ es 11, una férmula es I, si es
de la forma —) donde v es ¥,,1. Asi que podemos tener el siguiente resultado:

Lema 2.3.4. Sean > 1 fijo. Entonces las siguientes formulas son APS:
i) Fmi* () <> es una férmula 3, en Ly .

ii) Fmi' (o) <> es una férmula 11,, en % .

iit) Fmil* (o, u) <> es una férmula 3, en %,.

iv) Fmi'(p,u) < es una férmula 11, en &,.

Demostracion. Estos cuatro incisos son mas o menos con la misma féormula, sal-
vo pequenas diferencias, sélo explicaré la férmula F'ml® (). La creacién de esta
formula serd de forma inductiva. La base de la induccién es Fmi?0(), y la forma
en que funciona esta férmula es usando contraccion de cuantificadores, es decir, con
la teoria BS es posible dada una férmula ¢ que es ¥, decir que

2 4 Elvovvl T vn,lvba

donde 1) es Ag. Separando en dos partes, para una formula que es de la forma 35, se
usa la primera parte de la formula antes de la primera aparicién de V en la férmula,
para el caso de las féormulas de la forma >,,; se usa la hipdtesis de induccién al
bajar un nivel en la jerarquia y trabajar con una subférmula de ¢ con el caso anterior
que es par. Asf entonces, para n > 0 fijo, Fml* () es la siguiente férmula:

Fml(e) AN [(3m =n)[(2m <n — (Yk <m)(p(0)=0

Np(bk +1) = o(bk +4) =8 AVbl(p(5k 4+ 2)) A p(bk +3) =7

AVbI(o(5k +5)) A (Vi < ||l = (5m +1))(1(0 = 0)

Ap(i+1) = p(dm + 1 +1i)) A Fml?o ()] V [p(0) = 0 A (1) = 8

AVBI((2)) A(Vi < Jo]] = 3)((0 = 0) Ap(i+ 1) = p(i + 3)

AFmI® (1)) V Pl ()]
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Es claro que Fmi®—1(y) y Fml*—1(p) son las tinicas partes de la férmula que
son AP, Por lo tanto, F'ml* (1)) es APS, O

Es muy comun dado un lenguaje %, agregar un numero finito de letras predica-
tivas; es decir dado algin nimero finito k y A; C "V, ..., A, C v*¥. El lenguaje
fu(%il, e ,Ak) es basicamente en todos los aspectos el lenguaje £, excepto que
ahora estas nuevas letras predicativas primero se les relaciona una aridad, entonces
para cada ¢ = 1,...,k la aridad de AZ es n(i), entonces ademds de las férmulas
que ya teniamos (las sucesiones de caracteres que se pueden hacer con los simbolos
numerados del 1 al 9) ahora tenemos k esquemas nuevos de férmulas

(0,8 414,21, ., T(n(ay))

donde wy,..., 24 € Vbl U Const,. Por simpleza las relaciones = y € se tratan
diferente, ya que la manera estrictamente mas correcta seria = (x,y) para ser con-
gruentes con la notacién anterior, o por ejemplo € (z,y) que dirfa z € y pero al
ser muy utilizadas la cadena de estas dos relaciones es distinta a las demads letras
predicativas que se agregan al lenguaje. Ahora esta modificacion de agregar al len-
guaje estas letras no hace sino més que agregar k férmulas primitivas (entendiendo
que € y = son relaciones agregadas de forma automatica) que dicen A;(z1, ..., Ty))
entonces todos los resultados hasta ahora son validos en esta modificacién de .Z,.

Para finalizar esta seccién se va a dar un analogo al lema 1.6.3 pero con la
modificacién siguiente:

Sea () cualquier .Z,(Ay, . .., Ay) formula, sean M y N esctructuras para este
lenguaje de tal forma que M sea subestructura de N. Decimos que una férmula es
U-absoluta para M y N si y sdlo si:

(V¥ € M)(Ewm ¢(¥) implica En ¢(T)).

Decimos que una férmula es D-absoluta para M y N si y sdlo si:

(V& € M)(En () implica Fa (7).
Para finalizar ¢ es absoluta para M y N si y sélo si es U-absoluta y D-absoluta.

Lema 2.3.5. Sean M, N fu(fil, e ,fik)—estructums, N subestructura de M y su-

ponga M, N conjuntos transitivos. Sea (%) una L,(Ay, ..., Ay)-férmula, entonces:
i) Sip es Ag, entonces es absoluta para M y N.

i1) Sip es ¥y, entonces es U-absoluta para M y N.

iii) Si ¢ es ®q, entonces es D-absoluta para M y N.
)

w) Si ¢ es Ay, entonces es absoluta para M y N.
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Demostracion. Los argumentos de este lema son los mismos que del lema 1.6.3.
O

Lema 2.3.6. Sea ®(Z) una Ay LST-formula y o(Z) la contraparte en £, entonces
ZF b “Para cualquier conjunto transitivo M, (VE € M)(®(Z) <= ()] 7.

Demostracion. La demostracion de este lema en por induccién en la formacion de
@. Por defincién si @ es primitiva, entonces @M = &, asi, si ¢ es primitiva la
demostracion es la misma que en el lema 2.3.2. Si @ es de la forma &; A @5, 0 es el
caso que ¢ = —P; también es la misma idea que el lema 2.3.2. Por lo tanto, sélo
falta cuando @ = (Jx € y)P; y @, cumple el teorema.

¢ = (Jx € y)P, = Jz(x € y NP(x)),
sin embargo x € M y entonces
Jz(r €y AD(x)) = (Fz € M)(x € y AD(x)) = &V,
una vez mas por el lema 2.3.2
M = (),

por lo tanto
O(z) <rum ().

2.4 Definibilidad

Definicién 2.4.1. Sea M = (M, €, Ay,..., A;) una estructura, donde M es un
conjunto no vacio, A; € M™9 para cada i = 1,...,k y N C M. Un conjunto
R C M™ es llamado X (N) si y sélo hay una férmula o(vg, ..., v,_1) que sea X,
en el Lenguaje de M cuyas constantes son todas miembros del conjunto {a : a € N}
de tal forma que:

(Vzo, ..., Tme1 € M)[(z0, ..., Tm-1) € R M ©(To, -+, Tin—1)]-

Similarmente se define cudndo un conjunto es I (N), y si un conjunto R es
YM(N) y TM(N) entonces es AM(N). También es comtin denotar =M a XM () y
SM(M) a SM(M).
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Definicién 2.4.2. Un conjunto R C M™ es M-definible si y sélo si hay algin n de
tal forma que R sea X, (M).

Definicién 2.4.3. Sea A una clase de tal forma que cada elemento de A sea de la
forma (ay,...,a,), dada una estructura M decimos que una clase A es ¥M(N) si y
s6lo si AN M™ es un conjunto XM(N).

Una nocién muy parecida es la siguiente definicion:

Definicion 2.4.4. Sea A una clase de m-tuplas y .# la clase de las estructuras de la
forma M = (M, €, Ay, ..., Ag), donde k es fijo, entonces decimos que A es uniforme
SM para M C .7 si y slo si hay una férmula (v, . . ., vm—1) de Zu(Ay, ..., Ay) de
tal forma que para cada M C .%,

ANM™ ={(zo,. .., Tm-1): Fm@((To, s Tm1)}

Para definir si una clase es IIM, AM uniformemente ITM o uniformemente AM
se hace de la misma forma a las dos definiciones anteriores.

Definicién 2.4.5. Un conjunto se llama ameno si y sélo si satisface las siguientes
condiciones:
i) (Va,y € M)({r,y} € M).
it) (Ve e M)(Uz € M).
i) we M.
iv) (Ve,y € M)(x xy € M).
v) Si R C M es Xo(M), entonces (Ve € M)(RNx € M).

Un conjunto que es ameno de forma intuitiva puede ser pensado como un con-
junto que cumple ser un modelo de BS.

Corolario 2.4.6. Sea x C M finito, entonces x € M.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre la cadinalidad de z, si x
es vacio, se cumple trivialmente, suponga que para n el resultado es valido, en-
tonces © = {zg,...,2n_1,2,} y por hipétesis de induccién {zg,...,z,_1} € M
y {z,} € M, entonces por i) {{zo,...,2n_1},{zn}} € M entonces por ii) x =

Ullzo, ... ona ), {2 )} € M. ]

Lema 2.4.7. El predicado “x es finito”es uniformemente XM par un conjunto ameno

M.
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Demostracion. Sea @(x,n, f) la siguiente Xy LST-férmula:
(n es un numero natural) A (f : n <— x).
Si z es cualquier conjunto, entonces
x es finito <> InIfP(x,n, f).
Sea ¢ el andlogo de @ en .. Probaremos que para cualquier conjunto ameno M,
(Vo € M)[Fn3f(x,n, f) < Indfelsn, ),

lo cual probaria el lema.

Sea M un conjunto ameno, x € M. Suponga primero que

Fu Indfo(e,n, f).

Por el lema 2.3.2,
Bn3fd(a,n, f)]M.

Como las férmulas 37 son U-absolutas para clases transitivas In3f®(x, n, f).

Ahora suponga In3fP(x,n, f). Tome z, f tal que @(z,n, f). Como M es transi-
tivoy w € M w C M, entonces n € M, por lo tanto x xn € M, pero f Cx Xny
f es finita, entonces f € M. Por D-absolutez de las ¥ férmulas LST

(@, n, I,

entonces

[Fn3fd(z,n, £V,

y una vez més por el lema 2.3.2

Ey Indfe(z,n, f).
UJ

Definicién 2.4.8. Sean R(xq,...,zn)y S(xo,...,T,) relaciones en M, entonces se
definen las siguentes relaciones:

(RAS)(xo,...,%m) siy solosi (xg,...,z,) € RNS.

(RV S)(xq,...,2Tm) siysolosi (zg,...,x,) € RUS.

(=R)(xq, - .,Tm) siy sdlosi (zg,...,T,) € M\ S.

(FzoR)(xo, ..., xm) siy solo si (Fzg € M)((zo,...,2Tm) € R).
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e ((Jzg € 2)R)(wo,...,xm) siy sblosi (Jzg € 2)((xg,...,Tm) € R).
o (VroR)(xg,...,xy) siy sélosi (Vxg € M)((xg,...,Tm) € R).
o (Vo € 2)R)(zo,...,xy) siy sblosi (Vzg € 2)((xg,...,2m) € R).

De estas definiciones se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.4.9. Sea M un conjunto ameno y M = (M, Ay, ..., Ay), sean R, S rela-
ciones de aridad m, entonces:
i) Si R, S son AY(N), entonces también lo son RAS, RV S y —R.
) Si R es YM(N), entonces ~R es TIM(N).
) Si R es IIM(N), entonces =R es YM(N).
iv) Si R es AM(N), si y sdlo si R y =R son SM(N) (o TIM(N)).
) Si R,S son XN, (N), entonces también lo son RAS, RV S, =R, 3R y (3z €
2)R.
vi) Si R, S son IIM | (N), entonces también lo son RAS, RV S, =R, VR y (Vx €
2)R.
vii) Si R, S son AM (N), entonces también lo son RAS, RV S y —R.

Demostracion. Como para todos los casos el conjunto en el que estan las constantes
es N, entonces queremos ver que, por ejemplo, en el caso i) si R(xg,...,Z,) y
S(zg,...,Ty) son Ag y ademds T € R <> ¢(xg,...,x,),y T ES < Y(xg,...,x,)

TERNS < p(xo,...,x0) N(T0, ..., Tp),

es decir basta mostrar que @ A 1 es Ay, lo cual es cierto por el lema 1.6.6. Para las
demas partes del inciso y el resto del teorema sélo hay que probar que la disyun-
cién, conjuncion, negacién y agregar algunos cuantificadores a formulas tiene cierta
complejidad en la jerarquia de Lévy, lo cual es cierto por los lemas 1.6.6 y 1.6.10. [

Lema 2.4.10. Sea M un conjunto ameno y M = (M, Ay, ..., Ag), sea f C M x M x
una funcién, si f es SM(N) y dom(f) es TIM(N), entonces f y dom(f) son AM(N).

Demostracion. Como z € dom(f) +» Jyly = f(x)], podemos ver que dom(f) es M.
Ahora, para ver que f es IT1M,

y= () & [ € dom()] AVzlz = f(x) =y = 2].
O

Corolario 2.4.11. Sea M = (M, Ay, ..., Ap), si f: M — M es SM(N), entonces
[ es AM(N).
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Demostracion. z = dom(f) <> [y = f(x) — x € 2], asi dom(f) es IM y por lema
anterior f es AM.
[

Lema 2.4.12. Sea M un conjunto ameno y M = (M, Ay, ..., Ag), si R(z) es una
relacion de aridad 1, YM(N), entonces también lo es Q(x) que dice:

Q(z) < [z es un par ordenado N R((x)o)].

Similarmente para (x)1, por comodidad Q(x) se denota como R((x);) parai € 2.

Demostracion.
Q(z) <> x es un par ordenado A (Ju € z)(Jy € u)(y = (x)o A R(y)).
[

Mas adelante también se va a utilizar un debilitamiento de ser subestructura
elemental, esto es en el caso de un lenguaje f(z‘io, e ,zflk), una estructura M y una
subestructura N, N es una estructura es elemental si y sélo si cualquier férmula de
ZN(AO, - ,folk) En @ siy sblo si =m . Entonces la restriccidon que se tiene es la
siguiente definicion:

Definicién 2.4.13. N es una ¥, subestructura elemental si y sOlo si para cualquier
férmula de £ (Ao, ..., Ax) que sea X, sucede que =N ¢ siy s6lo si F=m @.

2.5 La Teoria KP

K P (Kripke-Platek) es una subteoria mas fuerte que BS; con esta teoria, al igual
que con BS, se van a crear herramientas que nos seran muy utiles para mostrar la
existencia de algunas formas mas débiles de los axiomas de ZF' en algunos modelos
que crearemos. Los axiomas de K P son los mismos de BS mas el Ag Esquema de
Coleccion:

VaVeIyd(y, x,d) — YuIv(Vz € u)(y € v)P(y, z,d)],
donde @ es una Ag LST-férmula.

Junto con esta teoria K P al igual que en la seccién anterior se agrega la definicién
de un conjunto que es:
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Definicién 2.5.1. Un conjunto M es admisible si es ameno y para cada relacion
R C M x M que sea Ag(M) sucede que

(Vz € M)(3y € M)R(y, x)
entonces para cada u € M hay un v € M de tal forma que
(Vo € u)(Jy € v)R(y, x).

Como en el caso de un conjunto ameno, un conjunto es admisible si es un modelo
de la teoria K P. Sin embargo nosotros nos enfocaremos mas en demostrar que con
esta teoria K P es posible tener los Axiomas de Comprensién y de Coleccién para
formulas que no sélo sean Ag.

Lema 2.5.2. (3;-Esquema de Coleccion) Sea P(y,x,d) una LST-férmula 3, en-
tonces:
KP & VYaNVae3yd(y, z,d) — Yudv(Ve € u)(Jy € v)P(y, z, d)].

Demostracion. Sea V(z,y,x,d) una Ay férmula tal que
KPF® <+ 32V(z,2,y,d).
Sea @ dado, y suponga Vx3Iyd(y, z,d), entonces
Vaedy3zV(z,y, x,d),

por lo tanto
VeIw¥((w)o, (W), z, d).

Para u debemos encontrar v tal que
(Vz € u)(Jy € v)P(y,z, @),

pero por el corolario 1.6.8
\I]((w)O’ (w)lv Z, Ei)
es Ay y por Ay-Coleccion, hay un t tal que

(Vz € u)(Fw € t)¥((w)o, (w)1,x,d).
Sea v = (JJt. Entonces
(Vo € u)(Jy € v)(32)¥(z,y,z,d),

por lo tanto
(Vo € u)(Jy € v)P(y, z, d).
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Lema 2.5.3. (A;-principio de Comprension) Sea ®(z,@) una AKE LST-férmula,
entonces:

KPEVavz3ayWz[z € y < z € y AN P(z,d)].

Demostracion. Como D(z,a@) es AKX por el lema 1.6.9 hay ¥y férmulas tal que:

KPF ®(z2,d) < YwO(v, z,d),
KPtE &(z,d) < V(v z,a).

Sean @, x dados; mostraremos que Vz[z € y <> z € x A &(z,a)|. Ahora,
Vz[@(z,d) V —P(z,d)].

entonces

V[V (v, z,d) A O(v, z,d)].
Por Ay-Coleccién, hay un conjunto u tal que
(%) (Vz € 2)(F)[¥ (v, z,d) AN —O(v, z,d)].
Por Ayp-Comprension, sea
y={z€x:(JveuV(vzas}.
Para terminar mostraremos que
y={z€x:P(za)}.

Para cada z € =

(Fv € w)V(v,z,d) — Fv¥Y(v, z,a)
— &(z,d),

por lo tanto sélo basta probar que
D(z,d) — (Fv € u)¥(v, z,a).
Por () sabemos que hay un v € u tal que
U(v,z,d) V-0O(v,z,a).

Pero
D(z,d) +» YvO(v, z,qd).

Asi, para v € u tenemos que ¥ (v, 2, @). ]
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El siguiente lema es una préctica alternativa al »;-Esquema de Coleccion.

Lema 2.5.4. (¥,-Esquema de Coleccion localizado) Sea @ una LST-formula ¥,
entonces:

KPEVd[(Vr € u)IyP(y, z,d) — FJv(Ve € u)(Jy € v)P(y, x, d).

Demostracion. Suponga
(Vo € u)Iyd(y, z,a),

entonces
Voedy(x ¢ uV d(y,x,qd)).

Por ¥; Coleccién hay un v tal que
(Ve eu)(Jy € v)(z ¢ uV D(y,z,d)).
Pero esto es logicamente equivalente con
(Vo € u)(Jy € v)P(y, x,d)
ya que T € u. O

Lema 2.5.5.
i) Si ®(y,T) es una Xy LST-féormula, entonces (Vx € y)®(y, T) es LKL,
ii) Si ®(y,T) es una Iy LST-férmula, entonces (3x € y)®(y,T) es IEP,

Demostracion. Probaremos i), 1) serfa cierto por ser la negacion de ). Sea ¥V (w, z, ¥/)
una Yo féormula tal que

KPF &y, 7) + FJw¥(w,y, 7).

Por el lema 1.6.6 esto es posible. Ahora, en K P tenemos:
(Vz € y)B(z7) < (Vo € y)(Fw)b(w,y,7)
—  (Fv)(Vz € y)(Fw € v)¥(w, 2,Z) por el lema 2.5.5
—  (Vz €y)(Fw)V(w, z,7)
« (V2 ey)P(z, 7).
Esto nos el ¥i-equivalente.

(Fv)(Vz € y)(Fw € v)¥(w, 2, 7).
Entonces (Vz € y)®(z, ©). O

Lema 2.5.6. Sea M un conjunto admisible, sea F' una ¥,(M) funcion sobre M. Si
u€ M yu € dom(F), entonces F [ u, F"'u e M.
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Demostracion. Por el lema 2.4.10, f [ u es Aj(M). Por A;-Comprensién (lema
2.5.3),
weM—wn(Fu) e M.

Ahora,
(Vo € u)Fyly = F(z)],

y por el lema 2.5.4 hay un v € M tal que
(Vo € u)(Fy € v)[y = F(z)].

Entonces F' [ u C v X u. Pero w = v x u € M, por el Axioma del Producto
Cartesiano. Por lo tanto
Flu=w(F [u) € M.

Por Ag-Comprension

ffu=vn{y: 3z €u)|(y,x) € F | u]} € M.

2.6 Principio de recursion y clausura transitiva

En esta seccion se trataran teoremas que van sobre clases, entonces una E{“D
clase es una clase de la forma
{z: P(x)}

donde @ es una LFP LST-férmula, una LXP funcién sobre V' es una clase de la
forma

{(y, 7) - 2(y, )}
y @ es ¥ de tal forma que

KP VY27 3yd(y, Z) — yd(y, T)).

Lema 2.6.1. (Teorema de Recursion) Sea G una funcidn total (es decir, dom(G) =
V') de aridad (n +2) y P entonces hay una funcion F definida sobre todo V de
aridad (n + 1) y 5P de tal forma que:

KPF F(y,7) =Gy, 7z, (F(2,%) : z € y)).

Demostracion. Sea ®(o, %) la siguiente férmula:
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[“o es una funcién”] A [“dom(o) es transitivo”|
A(Vy € dom(a))(a(y) = Gy, z,0 [ y))].

Como G es una funcién total por el lema 2.4.10, G es una clase AXF. Por lo
tanto existe ¥(z,y, ) una férmula XX tal que

U(z,y,Z) = (J0)[@(0,Z) ANo(y) = z].
Afirmacién 1. KP F (VZ,y)(32)¥(z,y, Z).

Demostracion de la afirmacion: Argumentando dentro de K P, utilizaremos el
esquema de induccién de la teoria BS, con la féormula

2V (z,y, 7).
Entonces queremos ver que
KPEVZ[Vy(VY € y)(32)¥(2,y, %) — (32)V(z,y,2)] = VyTz¥(z,y, T)].
Sea y tal que (Vy' € y)(32)V(z,v/, &), entonces
(Vy' € y)(32)(3F0)[@(0, 2) No(y') = 2].

y esta féormula es la misma que

(VY € y)(32)(Jo)[[“c es una funcién”] A [“dom (o) es transitivo”]
A(Vy' € dom(0))(o(y) = Gy, 2,0 [ y)]Ao(y) = 2]
implica

(Vy' € y)(32)(Fo)[[y € dom(o)] A [“o es una funcién”| A [“dom(o) es transitivo” ]
N(Vy' € dom(0))(o(y) = Gy, 2,0 [ y)]Ao(y) = 2]

por lo tanto
(Vy' € y)(32)(Fo)][[y’ € dom(o)] AP0, T) Na(y') = 2].
Asi, entonces
(Vy' € y)(32)(Fo)][y’ € dom(a)] A (0, T)]

en esta férmula ya no estd la variable z, y por lo tanto el cuantificador 3z ya no
cuantifica ninguna variable, por lo tanto

(Vy' € y)(3o)lly’ € dom(o)] A D(0, )],
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por el lema 2.5.4 es posible encontrar un conjunto v tal que
(Vy' € y)(Vo € v)(y € dom(o) N D(0,T)).
Por A;-Comprension sea
w=vN{o:P(o,7)}.

Sea ¢ = |Jw. Entonces hay que probar que p es una funcién. Para ver esto, note
que si probamos que para z € dom(oy) N dom(os), tal que @(oy,7) y P(02,T) para
01,092 € v implica 01(2) = 09(z). Por €-inducccién, si 01(2') = 09(2’) para toda
Z€zentonces oy [z2=03 [ 2y

01(2) = G(z, 3,01 | 2) = G(z,2,02 | 2) = 02(2).

Por lo tanto ¢ es funcién. dom(p) es transitivo ya que si s € dom(p), s € dom(o)
para algin ¢ € v, como para todo o € v ¢(0,%) s C dom(c) C o(p). Por lo tanto
&(p,T). Sea

T=0U{(g(y.Z,0 1)y}

entonces &(7,Z), pero como 7(y) = G(y,Z,0 | y) entonces ¥(7(y),y,T) y esto
implica 3¥(z, y, ¥). Por el Esquema de induccién se concluye

(VZ,y)(32)¥(z,y, T).
Asi queda demostrada la afirmacién 1.

Sea F' la siguiente clase

{(2,9,7) - ¥(2,y,7)}.

Afirmacién 2. KP F F es funcién. Suponga ¥(z,y,Z) y ¥(2/,y,¥), por demostrar
z = 2. Como ¥(z,y, &) entonces Jo[P(0, %) A o(y) = z] y también Jo'[P(c’, T) A
o'(y) = 2] y por lo tanto z = o(y) = ¢'(y) = 2’. y por lo tanto F' es funcion.

Por su construccién F(y,7) = z = o(y) = G(y, &, (F(t,Z) : t € y)). O
Corolario 2.6.2. La funcién TC (clausura transitiva) es AKT.

Demostracion. La definicion de la clausura transitiva de un conjunto z es el menor
conjunto transitivo que contiene a x. Es equivalente definir la clausura transitiva

(T'C') como
TC(x) =z U| {TC(y) 1y € x}.
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Es claro que esto esta definido por recursiéon, pero ahora veremos que K P conoce la
clausura transitiva de un conjunto.
Como y =TC(z) <> p(y, x) <>

Bf)(dom(f) =w A f0) =z A fn+1) =] () Ay =] f(n))

new

Es claro que esta funcién es 7. Entonces para ir de acuerdo con la notacién del
lema anterior,

T(y,x,(TC(y,z) : z € ))

dice “y es la clausura transitiva de z”serfa la funcién G y TC(y,z) = 2 UJ{TC(z) :
z € x}. Asi TC es una funcién total, y por el corolario 2.4.10 TC(y, z) es AKF. [



Capitulo 3

El universo construible

En la Teoria de conjuntos los axiomas de ZF'C' describen las propiedades de los
conjuntos. Por ejemplo, si X es un conjunto infinito, el Axioma del Conjunto Poten-
cia nos dice que hay un conjunto Z(X), que se compone de todos los subconjuntos
de X. Pero los otros axiomas no nos dicen mucho acerca de los miembros de Z(X),
ni tampoco indican qué tan grande es este conjunto. El Axioma de Comprension
dice que Z(X) contendra todos los conjuntos que pueden ser descritos, en cierto
sentido, bien definidos. Por otra parte AC proporciona diversos conjuntos de elec-
ciéon y buenos ordenes. Pero la palabra “todos”en la frase “todos los subconjuntos
de X" no es realmente explicado. La Teoria de conjuntos de Z F'C' puede ser tomada
como una teoria perfectamente razonable. Pero, como sabemos, la Teoria de conjun-
tos ZF (' tiene varias preguntas formuladas que no pueden ser contestadas a partir
de los axiomas de ZFC. Un ejemplo clasico la Hipdtesis del Continuo 2% = wy.

Una manera de superar la dificultad de las cuestiones indecidibles es extender
la teoria ZF'C', para obtener una teoria mas rica que proporcione mas informacién
acerca de los conjuntos. Una extensién de Z F'C' es la Teoria de conjuntos construible
de Godel. En esta teoria el concepto de “conjunto”se hace preciso.

La imagen del universo de los conjuntos es visto en la jerarquia acumulativa de
conjuntos como ya se vio en el capitulo 1. Entonces, esta jerarquia acumulativa se
obtiene a partir del Axioma del Conjunto Potencia.

En la Teoria de conjuntos construible no tomamos como base al conjunto poten-
cia, mas bien, decimos que un conjunto sélo puede decirse que existe, si es definible
sobre los conjuntos existentes més o menos de la misma manera que se obtienen las
clases. Recordar de la seccion 2.4 un subconjunto y de un conjunto X se dice que es

51
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z-definible si y sélo si existe una férmula ¢(vy) de £ tal que

y={ae X : Exepa)}

Para obtener el universo construible de conjuntos, empezamos con el conjunto
vacio e iteramos la operacién de tomar todos los subconjuntos definibles en cada
etapa. Esto nos proporciona con un universo de conjuntos en los que la nocién de lo
que constituye un conjunto es muy precisamente definido.

Ahora, aunque podemos considerar la Teorfa de conjuntos construible como una
alternativa a la teoria ZFC', de hecho la Teoria de conjuntos construibles es ZF
junto con uno adicional el Axioma de Constructibilidad.

[3] afirma que muchos matematicos consideran que la Teoria de conjuntos cons-
truible no es fundamental en la Teoria de conjuntos en el sentido de ZF'C'; es decir,
no es basico para la teoria de conjuntos y que la constructibilidad debe sélo ser
estudiado como un concepto adicional a ZFC'. En cualquier caso esta es la parte
central de esta tesis, ademas de que a partir de esta idea es posible deducir muchos
enunciados de la Teoria de conjuntos que ZF no puede demostrar. En este capitulo
se define el universo construible y varias de sus propiedades.

3.1 Definicién de los conjuntos construibles

Definicién 3.1.1. Sea x un conjunto, definimos la funcién Def : V — V tal que
a € Def(x) siy sélo si:
a={ycz = e)}

Donde donde ¢(y) es un elemento del lenguaje Z,.

Def(x) es una funcién bien definida.

v=Def(u) < Vzrev)(Ie)|Fml(e,u)AFr(p, {ve})A

(x ={z € u: IY(Sub(y, ¢, vy, 2) N Sat(u,1))})]A
(Vo) [F'ml(e,u) A Fr(p, {vo}) —

(Fz € v)(z = {2z € u: FY(Sub(, p,vy, 2)

A Sat(u, ¥))})]-

Por recursién definimos la siguiente jerarquia acumulativa de conjuntos:

Ly=10 Loy = Def(La)
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L, = U L., si o es limite

<o

{L, : a € On} es la jerarquia acumulativa construible de conjuntos, y se tiene
que

Donde se conoce a L como el universo construible. Un conjunto x es llamado
construible si y sélo si x € L.

3.2 Propiedades del modelo L

Lema 3.2.1.

i) a < B implica L, C Lg.

it) Cada L, es transitivo (Asi también L es transitivo).

ii) Lo €V, para todo .

iv) a < B implica o, Lo, € Lg (AsiOn C L) .

v) Para todo o, LN v = L, NOn = av.
)
)

171

vt) Para o < w, L, =V,.
vii) Para a > w, |La|=|a|.

Demostracion. Vamos a mostrar i) y iz) de forma simultdnea por induccién en a.
Las hipétesis de induccion son:

a) y<a—L,C Ly
b) L, es transitivo.

Si a = 0 el resultado es inmediato. Si v es limite Lo, =, _,, L, entonces a) y b)
también son inmediatos. Para el caso sucesor probaremos en orden a) y b) para a+1,
suponiendo «. Por hipétesis de induccion es suficiente probar que L, C L,11, pues
si v < a entonces L, C L,. Sea = € L,, entonces por b) x C L, y por Ag-absolutez:

x={y € Ly : L, “Uet’} € Def(Ly) = Loy

Para probar b) para a + 1, sea © € y € Loy1. Como y € Loy = Def(L,) C
P(La), yC Ly, x € Ly ypora) xz € Loy.
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i11) Por induccién en a. Si a = 0 tenemos Ly = Vo = ). En los casos limites

LA:: LJ La y L&:: LJ V;7

a<A a<A

entonces, si para todo a < A\ L, C V,, entonces Ly C V). Asi, solo falta probar el
€aso SuCesor:

La+1 = Def(La) - '@(La) C ’@(Va) = Va+1~

iv) por i) sélo es necesario probar que «, L, € L,41 para cada a.
Para cada « :

Lo={x€ Ly:[L, “©=12"} € Def(Ly) = Lay1-

Para probar que a € L, procederemos por induccién sobre «, suponga v €
L..;. Para cada v < a, por i) v € L, para todo v < a y entonces a C L,. Por
i1) o = Lo N On, pero como On(x) es una férmula Ag y esta es absoluta para L,
entonces:

a={x € L, =L, On(z)} € Def(Ly) = Lo1.

En esta parte se utiliza de forma sutil los lemas 2.3.2 y 2.3.6, en la féormula
On(z) se utliza la LST-férmula definida en la seccién 1.4, sin embargo usamos el
equivalente en ¢ de On(z) y usando los lemas 2.3.2 y 2.3.6 sabemos que ambas
formulas son equivalentes para cualquier conjunto transitivo M, en este caso L, es
el conjunto transitivo. Para cada x y para z C L,

x es un ordinal <> | On(x).

Maés adelante también se usaran estos lemas aplicados a L,, el argumeto de su
validez es similar al anterior y por este motivo se tratara de forma indistinta las
LST-féormulas y sus contraparte en . en conjuntos transitivos.

v) Durante la prueba de iv) se demostré que para toda o, « = L, NOn y
a=L,NOnC LNacCoa.

vi) Para a =0, Ly = 0 = Vj. Sea a < w y suponga L, = V,, por ii) es suficiente
probar V.1 C L,y1. Sea x € V.1, entonces x C V,, = L, y hay a; dots, a,, € L, tal
que z = {ay,...,a,} (por que para todo a < w V,, es finito), asi

r={z2€Ly:Fr, Z=aV---VzZ=a,)} € Def(Ly) = Laot1.

Por la inducciéon anterior para todo a < w V,, = L, por lo tanto:
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Lo=JLo=JVa=Ve

a<w a<w

vii) Por v) |a| <|L,| para toda a. Por induccién en a > w probaremos | L, | <|a|.
Para o = w por vi) |L,| =|V,| = w.

Ahora el caso limite, sea A un ordinal limite y suponga que para todo a < A
|Lo| <|c|, entonces:

Lol =1 La <) ILal <D lal =[N

a<A a<A a<<

Finalmente suponga que |L,| <|a|. Sélo falta | L, + 1| <|a| =|a + 1]. Nétese que
Z es numerable (las férmulas son sucesiones finitas de 9 U {v,, : n € w}), entonces
la cardinalidad de todas las posibles formulas de .2, es |L,|-w =|L,|, por lo tanto:

| Laa| =|Def(La)| <|La| < af.
0

Teorema 3.2.2. La clase L es un modelo de ZF', es decir para cada axioma ® de
ZF:
ZF F ot

Demostracion. Para cada axioma ® de ZF se va a dar un argumento desde ZF
para probar ®.

i) Extensionalidad. Lo que se desea probar es
(Y, y)[(V2)(z € v & z € y) = (z = Y)]I",
es decir para x,y € L
(V2)(z €z 2 €y) = (z =y)]",

lo cual significa:
(Vzel)(zex < zey) = (x=y).

Como L es transitivo, x,y C L, entonces
(V2)(z ey z€x) = (x=1y).

Lo cual es cierto por el Axioma de Extensionalidad de ZF'.
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i1) Unién. Queremos probar

VaVyVz(z € y +» (Fu € 7)(z € u))]™.

Dado x € L vamos a mostrar un y € L tal que:

Vz(z € y <> (Fu € ) (2 € w))]*,

es decir: (Vz € L)(z € y > (Ju € z)(z € u)). Por el ZF-Axioma de Unidn, sea
y =Jx como x € L hay un « tal que z € L, y como L, es transitivo, y C L,. Més
aun,

y={z€L,:FEL, (Fu €2)(z€uv)},
y entonces y € Def(L,) = Lot1 C L.

Como y = J =,
(V2)(z € y) > (Fu € x)(z € u),

en caso particular
(Vze L)(z€y) <> (Fuex)(z €u).

i41) Infinito. Por iv) del teorema 3.2.1 w € L.

iv) Conjunto Potencia.
[VaVyVz(z € y ¢ 2 C x)]".
Dado = € L vamos a mostrar un y € L tal que
(VzeL)(z€y <> zCux).
Por el Axioma de Esquema de Comprension y del conjunto Potencia sea
y={z€ P(x): z€ L}.

Probaremos que y es el conjunto requerido. Para cada z € y sea f(z) el minimo
ordinal 3 dal que z € Lg. Por el Axioma de Coleccién, sea o el menor ordinal tal
que para todo z € y f(z) < «, entonces y C L. Pero

y= {Z € La: ):La (’% C ‘%)} S Def(La) = Lay1-

Asiy € L.



3.2 Propiedades del modelo L 57

v) Fundacion.
Va[Ty(y € x) = y(y € x A (V2 € y)(z ¢ 2))]]".

Sea v € Ly x # 0, por el Axioma de Fundacién de ZF hay un y € z tal
que (Vz € y)(z ¢ x), como L es transitivo y y € L. Por lo tanto y es tal que

(V2 € y)(= & 2)]".

vi) Esquema de Comprensién. Sea W(vy,...,v,) una LST-férmula. Queremos
mostrar:

[VaVvo, . .., Yo, 3yVz[(z € y) & (2 € 2) AU(z,v1, ..., v,)]]"
Sea x,ai,...,a, € L. Vamos a encontrar un y € L tal que
(Vz€ L)[(z €y) & (z € 2)V(2,a1,...,a,)].

Tome « de tal forma que z,aq,...,a, € L,. Aplicamos el principio de reflexién
generalizado (teorema 1.6.1) podemos encontrar un g > « tal que

(VZ € Lg)[Vhe (2) « UE(Z)].
Sea ¥ (vg, . ..,v,) la £ férmula correspondiente a ¥, y fijemos
y={z€Lpg:Fr, (2 a1,...,an) N (2 € T)]}.

Entonces y € Lgy; € L. Pero por el lema 2.3.2

y={zecx: V%2 ay,...,a,)},
pero por la eleccién de 3

y={z€z: 9%z a,...,a,)},
por lo tanto y € L.

vii) Esquema de Coleccién. Se quiere mostrar que si W(vy,...,v,) es cualquier
LST-férmula, entonces:

Yoy ... Yo, [VedyVU(y, x,va, ..., Uy)
— VuTv(Ve € u)(Jy € v)V(y, z,vq, . .., v,)]]".
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Sean as, ...,a, € L dados, supongase

(Vo € L)(3y € L)V (y, 2, vy, ..., vp).
Se va a mostrar que para u € L existe v € L tal que

(Vo € u)(3y € v)WE(y, 2,09, ..., 0,).

Como u,v Cy L es transitivo z,y € L. Para cada x € u sea f(z) el menor ordinal
v tal que
(Ely S L’Y>\IJL(y7 T, V2, ... 7UTL)'

Sea « tal que para todo = € u f(x) < a y sea v = L,, por el lema 3.2.1 L, € Ly
claramente
(Vo € u)(3y € v)W(y, 2,09, ..., 0,).

Teorema 3.2.3. Para cada ordinal limite o« > w L, es ameno.

Demostracion. Para que un conjunto M sea ameno debe cumplir:
i) (Vo,y € M)({z,y} € M).

i) (Ve e M)(Jzx € M).

i) we M.

iv) (Ve,y e M)(x xye M).
v) Si R C M es ¥o(M), entonces (Vx € M)(RNz € M).

i) Sean z,y € L,, como

Lo = | Ls,

B<a

Hay un 8 < « tal que x,y € Lg. Entonces:
{o,y} ={2€ Ly :fer, (5 =0V i=9)} € Ly C L.

it) Sea x € L,, para algin 8 < a, © € Lg. Como Lg es transitivo |Jx C Lg, y
tenemos que

Jz={z€Ls:fr, Gue ) €uw)} € Ly C La.

i1i) Como w < « entonces por el lema 3.2.1 w € L,.
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iv) Sean x,y € L,. Paraalgun § < a z,y € Lg. Como Lg es transitivo x,y C Lg.
Sean a € z, b € y, entonces a,b € Lg. Por i) de este mismo teorema {a}, {a,b} €
Lgy1, entonces (a,b) = {{a},{a,b}} € Lgyo, por tanto x X y C Lgia y

v xy={2€ Lgyr:Fr,, (Jacr)3bey)[Z=(a,b)]} € Lgy3 C Lq.

v) Sea R C L, tal que R es Ayg(Ly), u € Ly. Mostraremos que R Nu € L,. Sea
o(vg, ..., v,) una Ay féormula de £y ay,...,a, € L, tal que

(Vo € Ly)[xr € R, o(T,aq,...,a4,)]
Sea f < « tal que u,aq,...,a, € Lg. Como Lg es transitivo, u C Lg, entonces:
RNnu={r:zcunrzeR}={xe€lg:xcurze R}
Como ¢ es Ay, ¢ es absoluta entre L, y Lg y para algin = € Lg
FL, o(T,a1,. .., 0n) < FL, 92,01, .., a4n).
Por tanto
RNu = {rxelsg:xeculkE=L, o(T,a1,...,0,)}

{relg:vcunrL, o(T,a1,...,0,)}
= {velg:r, [z cune(,an,... a,)]} € Ley1 C L.

Teorema 3.2.4. Para cada ordinal limite o > w, L, es admaisible.

Demostracion. Por el teorema 3.2.3 y la definicién de admisible, sélo es necesario
mostrar que:

VaVxIye(y, z,a) — Yudv(Ve € u)(Jy € v)p(y, x,ad)).

Sea d € Lq, ¢(y,z,d) de tal forma que para cada constante individual y simbolo
sea elemento de Lg es decir que sea posible escribir ¢(y, x, @) con elementos de Lg.
Suponga que Vx3Iyp(y,z,d) v sea u € L,, entonces u € Lg, para § < «; considere
~v = maz{[,0}, entonces definimos

v={t:ieiunp(t,ia)} e Ly C L.

por lo tanto
Vudv(Ve € u)(Jy € v)p(y, z, d)

y asi L, es admisible. O]
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3.3 Formulas en L

En esta seccién se van a estudiar algunas funciones y formulas definidas sobre
subconjuntos de L de tal forma que se va establecer si son ¥,,, II,,, 0 A,,, de tal forma
que pueda utilizar el lema 1.6.3, estas formulas serdan ttiles en la siguiente seccién.

Definicién 3.3.1. Se define la férmula Seq(y, x) la LST-férmula tal que y es el
conjunto de todas las sucesiones finitas de x, Seq(y, z) es la siguiente férmula:

(3f)[(fes una funcién) A (dom(f) =w) A (f(0) = 0) A (y = Uran(f))
AVnew)(Vse f(n+1)(3t e f(n)(Fa e z)(s=tU{(a,n)})
AVn ew)(Vs e f(n)Facz)(3te f(n+1))(t=sU{(a,n)})]

Teorema 3.3.2.
i) La LST-férmula Seq(y,x)es AKP.

i1) la clase Seq es uniforme AT para a > w limite.

Demostracion. i) Seq(y,x) es ¥y, sustituyendo w por la férmula que antes se men-
ciono para crear w. Usando K P, més precisamente el teorema de recursién (lema
2.6.1) para cada x podemos construir una funcién f tal que y = f(z) <> Seq(y, x),

entonces
KP FVa23ySeq(y, ).

Maés atn, y es unico y por lo tanto
KPF Seq(y,x) <> Vz[Seq(z,x) = z =y].

Asf entonces Seq(y, z) es AKP.

i1) Para esta parte se van a usar varios argumentos que seran usados algin par
de veces en otras demostraciones mas adelante. Por lo cual se debe en primer lugar,
tener en cuenta en general la forma en que se puede obtener de XX definibilidad
un resultado de L definibilidad.

Suponga @(f, z) una Xy LST-férmula, consideramos la siguiente clase A = {z :
3f(f,2)}. Queremos probar que la clase A es ¥ para algtin ordinal limite a > w.
Considere el .Z analogo de la formula If@(f, z), la cual seréd de la forma Ifp(f, z),
donde @(f, x) es una férmula ¥4 de Z.

Queremos mostrar que para cada x € L,

reA si y sélo si =, 3fe(f, ).
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Por el lema 2.3.6 si z, f € L, tenemos que
O(f,2) b, o(f,#).
Con esto se concluye que
Afo(f,x) implica . 3fe(f, ).

En la practica debemos probar que si hay un f tal que &(f, x), entonces hay un f
en L,. Ahora veamos como funciona esto en el caso de esta demostracién.

Sea p(y, x) es .Z andlogo de la LST-férmula Seq(y, z). Sea a > w tal que lim(a).
Probaremos que para cada z,y € L,,

Seq(y, v) <=L, oy, ).

Por lo tanto se concluird que Seq(y, %) es uniformemente Y2 si a > w y lim(a).
También probaremos que para cada x € L, hay un (unico) y € L, tal que Seq(y, x),
de hecho se sigue como en la parte i) que Seq(y, x) es también uniformemente Hf"
sia>wy lim(a).

Sea x € L,. Tome w < v < a tal que € L,. Si a € z entonces

(avn) = {{CL}, {avn}} € L'y+1

para cada n € w. Si s es cualquier sucesion finita de elementos de x, s € L4, y por
lo tanto Seq(y, x), donde

={se€ L,.o:=1 ., “Ses una sucesion finita de 2”7 }.
'Y+ a+2

Peroy € L,43 C L,. Ahora veamos la funcién f que aparece en la férmula Seq(y, x).
Si tal f existe (es decir ocurre Seq(y, x)),

f=A(s,n):s="xAn€w}.

SeQ(?/? ZL‘) H):La (p(?l ‘%)

Hasta aqui termina la demostracion, observe que nunca sustituimos w por una férmu-
la, esto se debe a que w € L,,. O
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Definicién 3.3.3. Se define la férmula Pow(y, z) la LST-férmula tal que y es el
conjunto de todos los subconjuntos finitos de x, Pow(y, x) es la siguiente férmula:

dz[Seq(z,x) Ny = {ran(u) : u € z}]

Teorema 3.3.4.
i) La LST-férmula Pow(y,r) es AKP.
i) la clase Seq es uniforme ALY para o > w limite.

Demostracion. i) Pow(y,x) es ¥y, al igual que en el lema 3.3.2
KP +Vz3lyPow(y, x),

asi Pow(y, ) es AKP.

i1) Sea ¢(y, ) la contraparte de Pow(y, x) en .Z, la demostracion es basicamente
la misma que en el lema 3.3.2; es decir, si z € L,, entonces existe 7 < « tal que
x € L, y queremos mostrar que los elementos a los cuales se hace referencia en
Pow(y,z) estan en Lg, tal que B < . si € L, la f a la cual hace referencia
Seq(z,y) esta en Ly y y = {ran(u) : u € z} sabemos también por lema anterior
2 € Lyyg, y por lo tanto y € Def(Lyy3) = Lyy4. De esta forma

Pow(y, z) <=L, ().

Definicién 3.3.5. La LST-férmula A(v,u) tal que
A(v,u) <> v = Def(u)
que es:

(Vo € v)(Jp)[Fml(p,u) A Fr(p,{ve}) A (z € u)
AVz € u)(z € x <> F(Sub(, v, v, 2) A Sat(zL )]

AVR)[(Fml(e,u) A Fr(p,{v})) = (Vo € v)[(z C u)
Az € u)(z € x + FY(Sub(, ¢, vg, 2) A Sat(u, )) 1]-

La férmula A(v, u) es la forma natural de definir v = Def(u), acotaremos cuan-
tificadores de forma analoga a como lo hicimos en el caso de la férmula S(u, ), es
decir modificarla hasta obtener una formula >; de tal forma que sea equivalente a la
definicién de A(v,u). Primero definimos B(v,u) como A(v,u) al sustituir todas las
apariciones de Sat(u, 1) por S(u,), ahora sea C'(w, v, u) la férmula que se obtiene
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de B(v,u) al acotar todos los cuantificadores con w (es decir si aparece un cuanti-
ficador por ejemplo de la forma Vz lo sustituye por (Vz € w)), ahora C'(w,v,u) es
una férmula Ay ahora lo que hace falta es decir quién es este w, crearemos un w de
tal forma que nos sea util. Los cuantificadores que acotamos en B(v,u) son de tres
tipos, (Y, J¢ que se refieren a férmulas que dan un objeto, y el tercer tipo que son
variables) por lo tanto sin perder generalidad los cuantificadores se pueden acotar
en el siguiente conjunto:

K(U) = [El conjunto de todas las sucesiones finitas de 9
U{v; 1i e wpU{Z : z € u}]
UIEI conjunto de todas las sucesiones finitas de las sucesiones
finitas de 9U {v; : i € w}U{z : x € u}]
U[EI conjunto de todas las sucesiones finitas de
Usubconjuntos de {v; : i € w}].

Recordando que el conjunto 9 se refiere a los simbolos 1égicos y demas antes
definidos.
Sea K (w,u) la siguiente LST-férmula:

(Ja,b,c.d,e, f) [[(Vz € d)Vbl(z) A (Vi € w)(v; € d)]
N [(Vz € e)Const(z,u) A (Vz € u)(z € e)]
A [Seq(a,9Ud,dUe)]
A [seq(b,a)]
A [Pow(f,d) A Seq(c, f)]
A [w=aUbU(]

Al igual que en el teorema 3.3.2 puede uno reemplazar la definicién de w con una
férmula, como Pow(y, x) y Seq(y, x) son formulas A; en particular son ¥; y entonces
K(w,u) es ¥1. Sea ahora D(v,u) la siguiente férmula:

Jw[K (w,u) A C(w,v,u)],

entonces, como sélo se acotaron cuantificadores, sucede que D(v,u) <> v =
Def(u). Por la construccién de D(v,u) es ¥q, sin embargo una vez més por los
argumentos mencionados en el lema 3.3.2 podemos concluir lo siguiente:

Corolario 3.3.6.
i) La LST-férmula D(v,u) es ¥y y AP
i1) La clase D es uniformemente Al si Limite y o > w.

El corolario anterior ya nos dice bastante acerca de L, cuando o > w y lim(«),
este corolario nos dice que es cerrado bajo la nocién de definibilidad, también que
con K P ser definible ya es una nocion absoluta.
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Corolario 3.3.7. La funcién Def es uniforme AX* para o > w limite.

Definicién 3.3.8. La LST-férmula E(f, «), de tal forma que E(f, a) dice E(f, a) <>
f=(Ly:7 < a),laférmula es:

On(a) A (fes una funcién) A (dom(f) = a+ 1) A (f(0) = 0)
A (Vy € dom(f))[((lim(y) Ay > 0) = (F(7) = Us<,, [(9)))
A\

(succ(y) = D(f(7), f(v = 1)))].

La férmula FE(f, o) da como resultado la sucesion {Lg : § < a} para < «, ahora
modificaremos esta féormula hasta obtener un equivalente ¥, justo como se hizo en
la formula D(v,u). Sea F(w, f,«) la Ay férmula obtenida de E(w, «) al reemplazar

D(f(7), f(y=1)) con C(w, f(7), f(y = 1)), también cambiaremos f(7) = Us.,, f(9)
por una férmula Ay que es (Vo € f(7))(36 € v)(x € f(0)) A (Yo € v)(f(9) C f(v)).
Ahora en la definicién de F(w, f, a)) acotaremos con K (|Jran(f)), ahora sea G(f, «)
la siguiente ¥; férmula:

Jw[K (w, | ran(f)) A F(w, f,a)],
entonces tenemos que G(f,«) <> f = (L, : 7 < a) por la construccién de G(f, «v).

Lema 3.3.9.
i) La LST-férmula G(f,a) es AKP
ii) La clase G es uniformemente ALY si Limite y a > w.

Demostracion. i) Como se vio en el corolario 3.3.10 y el lema 2.6.1 nos permite
construir, dentro de KP, la funcién (L, : 7 < «) para cada ordinal o, entonces.

KPFVYa3fG(f, ).

Y al igual que antes se puede concluir que G(f,a) es AKL.

i1) Aqui se reduce a demostrar que para cualquier ordinal limite o > w (L, : v <
d) € Ly, si § <, entonces L, € Lsyq, por el lema 3.2.1, por tanto {L., : v < d} €
Def(Lsy1) = Lsyo. Como se vio en el lema 3.3.2 (L, : v <) € Lyiq. O

Definicién 3.3.10. La LST-férmula H(x, «), de tal forma que E(f, «) dice, x = L,
la formula es:

fG(f, ) Az = fa))]
De la definicién de H(z, «) se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3.11.
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i) La LST-férmula H(z,a) es AKP
ii) La clase H es uniformemente ALY si Limite y o > w.

Todos estos lemas son importantes para establecer que si a es un ordinal, entonces
L, por el teorema 3.2.1 y (8 < «) resulta que también es cerrado bajo la funcién
v L.

Corolario 3.3.12. La funcion v — L. es uniformemente Akesia es Limite y
o> w.

Todas estas férmulas dan una idea de la cantidad de informacién que tienen los
L,, si « es limite. Ademas las férmulas anteriores tienen la caracteristica de ser
AKP “entonces son nociones absolutas entre modelos de K P.

3.4 El Axioma de Constructibilidad

En esta seccién se habla de el Axioma de Constructibilidad, la forma de enun-
ciarlo como formula y las propiedades que posee.

Lema 3.4.1. Sea M un modelo interno de KP. Para cada o« € On, L, € M vy
(Lo)™ = L, (esto significa que [H(z,a)|™, entonces ¥ = Ly, es decir que (L)M = L.

Demostracion. Como se observé anteriormente, por K P-recursion nos permite cons-
truir (L, : v < «), para cada ordinal «. Por lo tanto si @ € On, tenemos que
(LA" v < a) € M, en particular L)' € M. Pero por el lema 1.6.3 y el corolario
3.3.11, LM = L,,. O

Lema 3.4.2. Sea M un conjunto admisible, sea A = sup(MNOn). Para cada o € A,
(Lo)™ = Ly por lo tanto (L)M = L,.

Demostracion. Para cada ordinal o < A por el corolario 3.4.1 L, € M. Y por el
lema 1.6.3 y el corolario 3.3.11, LM = L,,. Para ver que (L)™ = L,

entonces

Corolario 3.4.3. Para cada o, (Ly)* = Ly, por lo tanto (L)Y = L.
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Demostracion. Por lema 3.4.1. OJ

Lema 3.4.4. Sea o > w un ordinal limite. Para cada v < «, (L))" = L., por lo
tanto (L)te = L,,.

Demostracion. Por el teorema 3.2.4 L, es admisible y por el lema 3.4.2 queda de-
mostrado. O

Lema 3.4.5. La LST-férmula “x es construible” es LK7.

Demostracion.

z es construible <+~ x €L
< Ja(r € L,)
< JaTu(u= Lo Az € u).

]

El Axioma de Constructibilidad es la afirmacion de que todos los conjuntos
son construibles, su formula es:

Ve(z € L)

y es usualmente abreviada V = L.

Como refiere [3], V = L es una interesante afirmacién de la Teorfa de conjuntos
pero no es visto como un axioma fundamental de la Teoria de conjuntos en el sentido
de los axiomas de ZF'C'. Asi, el uso de la palabra “axioma’en esta conexién es algo
diferente que en su uso més comun. Desde el punto de vista, al menos [3], tal vez seria
méas adecuado referirse a V' = L como la Hipotesis de Constructibilidad. Sin
embargo, la forma mas comun de referirse a esta afirmacion es la frase Axioma de
Constructibilidad, también en otros textos se agregan al autor de esta afirmacion
refiriéndose a el como Axioma de Constructibilidad de Godel.

Lema 3.4.6. La LST-férmula V = L es L.
Demostracion. V = L <> Vx(x € L), lo cual por lema anterior es TIX7 . O

Teorema 3.4.7. ZF & (V = L)X, Por lo tanto L es un modelo interno de la teoria
ZF + (V=1).

Demostracién. Por el corolario 3.4.3 (L)t = L, pero (V)L = L, entonces
(V)F = (D)~

Es decir
(V = L)~



3.5 Axioma de Eleccion en L 67

3.5 Axioma de Eleccion en L

El Axioma de Eleccién ha generado controversia desde que se axiomatizo la
Teoria de conjuntos, muchos matematicos consideraron poco natural este axioma y
sus resultados paraddjicos agregaron fuerza a esta postura. Sin embargo, este axioma
es muy utilizado, suponiendo su validez. Es decir que se trabaja con la teoria ZF
méas el Axioma de Eleccion. En esta seccion vamos a concluir que al menos en el
universo L, podemos concluir que:

ZF k=, AC.

Para ello primero argumentaremos como se crea un buen orden (recodando que
AC es equivalente a que todo conjunto es bien ordenado [5]) sobre L, y después se
analizara su complejidad 16gica y varias caracteristicas de AC en L.

Teorema 3.5.1. Sea x € Lyy1, entonces hay una formula ¢(vo, ..., v,) en el len-
guaje de la Teoria de conjuntos, y ordinales 7y, ...,v, < « tales que:

xr = {Z G LOC :):La SO(ZO:’ 13’}117 . "i'}‘n)}'

Demostracion. Probaremos por induccion sobre a. Para @ = 0 el tnico conjunto
posible es el conjunto @). Ahora sea a > 0, si « es un ordinal limite entonces si
x € L, entonces x € |J;_, Ls y por lo tanto « € L, para v < a y 7 ordinal sucesor,
por lo tanto sélo bastara con demostrar el caso sucesor. Suponga que para todos los
ordinales § < « el teorema es vélido, como x € L, entonces existen una férmula

1/)("007“' 7Un) YDP1,---:Pn € La tal que:
T = {Z S La : ):La ¢(7i'ap01,"' 7pon)}

Sea 7 < « tal que py,...,p, € L,41. Por hipétesis de induccién p; cumple la
hipétesis: ) )
i = {Z S Lfy . ):L’Y 1/)1(73', L’Y{’ ceey Lwlic(n))}'
Sea (v, - -, Vk(i), Uk(i)+1) La férmula que se obtiene al acotar ;(vo, - -+ , Uk())
pOr |, Ug(i)+1, entonces:
bi = {Z € Ly : ):La [(2 S L’Y) N ¢;<27L7ia - >Lﬁ/}'€(n)7 L'y)]}
r={z2€ Lo Fr, C@Pl) T (Hpn)[l/}(z,ph T 7opon)
AYO)[(0 € pr) & (6 € L) A4} (8, Lo, . Ly L))+
AYV)[(v € p) ¢ (0 € Ly) AN (0, Lan, . ... va,’j(n)aLv))H}
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y el teorema queda demostrado. O

Recordando que antes se definié una relacién de los simbolos l6gicos y variables
con la siguiente tabla:

()| vo |Z|E|=|N]|"]|3
0120 345678

Donde v,, son las variables, = son las constantes individuales del lenguaje y la
forma de tomar las féormulas como cadenas finitas de caracteres es de acuerdo al
capitulo 2, sin embargo se colapsan las constantes al niimero 3, asi por ejemplo
10 € 21 es la misma férmula que 11 € 31 segtn esta identificacion.

Ahora se va a crear un buen orden a las formulas del lenguaje de Teoria de con-
juntos:

Sea A=9U{v,:n €w}, k(x) : A — w se define como:

T, st x €9,
k(z) =
r+9, six=uv,(v, =(2,n)).

Sean ¢ y ¥ dos férmulas, decimos que ¢ = 9 si y sélo si:
e ( es un segmento inicial de .

o k(p(i) < k().

Ahora un buen orden sobre sucesiones finitas de ordinales:

Sean s,t dos sucesiones finitas de ordinales entonces s <* t si y sélo si:

e dom(s) < dom(t) 6

e dom(s) = dom(t)y s(i) < t(i), donde i es el minimo nimero tal que s(i) # t(i).

Ahora el buen orden para L. Sean z,y € L, decimos que = <, y en cualquiera
de los siguientes casos:

1. « es el minimo ordinal tal que x € L,,1 y @ es menor que (3, donde 3 es el
minimo ordinal tal que y € Lg4.
2. Existe un ordinal « tal que x y y ambos se encuentran en L, \ L, entonces:
(a) ¢ = 1, donde ¢ y ¥ cumplen que son las Z-férmulas tales que existen
ordinales vi,..., 7, < @y 01,...,0m < « respectivamente y x, y son:
x=A{z € L, : L, go(é,lo'm, . ,lOL%)}
y={{2€ Ly :EL, ¥(z,Ls,...,Ls,)}
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(b) Las férmulas de 2a son iguales pero (yi,...,7,) <* (01,...,0m), donde
(My-esYn) ¥ (01, .., 0m) son los <* ordinales que cumplen.
<1, es un buen orden. Sea X C L (X subconjunto o subclase)

e Sea « el minimo ordinal tal que L, N X # 0y Sea Xg =X N L, , Si X =1
ya terminamos, si no note que si y,z € X, entonces existe z,y € Lay1 \ La-
e Sea X1 = {y € Xo: (V2 € Xo)(py 2 ¢.)}, donde ¢, y ¢, cumplen (2a),
si | Xi| = 1 ya terminamos, si no,
o Sea Xy ={y € X;: (Vz € Xy)(sy <" s,)}, donde s, y s, cumplen (2b).
Note que en este punto |X3| = 1. Ya que si se llega a la ltima condicién del
orden entonces si z,y € X5 implica que y = x. Asi x € X5 es el primer elemento de
X,y <r es un buen orden.

Ahora lo que se va a realizar es dar una férmula que refiera a este buen orden,
ademas de que se va a concluir que tal férmula serd A;.

La siguiente LST-férmula, N(a, x, ¢, t) que dice ¢ es una formula de .Z, t es una
sucesion finita de ordinales menores que «, las variables libres de ¢ son vy, ..., v,,
donde n = dom(t), y

xr = {Z € La . ):La @(g,it(o), . ,[O/t(n,]_))}

que es:

Ju3fInTy  [Fml(p, D) A Finseq(t) A (dom(t) =n) A (Vi € n)(t(i) € a)
AEr(o,u) AN(fin+1ou)ANVien+1)(f(0) =v)
AFinseq() A (dom() = n+ 1) A ((0) = )

A(Yi € n)Sub(v(i 4 1),9(4), Vis1, L)) A (@ € Lq)
A(Vz € Ly)(z € x <> 30(Sub(0,¢(n), v, 2) A Sat(Lq,0)))].

La siguiente LST-férmula dice:

e3¢+ [(A=9U{v,:newh]A[(x €INk(x)=1a)V
(x = vn ANR(z) = n+ )] A [(Fm € w)(k(p(m)) € k(¢'(m)))V
((vm € man{|lel], l¢'[[}) (k(0(m)) = k(¢'(m))) Allell € [l€'l)]

La férmula anterior compara dos férmulas en nuestro caso, pero es mas general, por
simplicidad compara dos cadenas de caracteres y no necesariamente dos formulas,
teniendo en cuenta N(«,z, ¢, t) ya considera cuando es una férmula y més atin que
funcione para el criterio de comparaciéon de elementos en L antes mencionado. La
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siguiente LST-férmula, M («, z, ) dice que @ es la 3-férmula £ tal que N (o, z, ¢, t)
para algun ¢:

FON (e, 2,0, ) A (V)E)N (2,9, 8) = (0 Z¢' Vo=
La siguiente férmula dice que la sucesiéon finita de ordinales es la <*-minima
sucesién que cumple que es menor que «a y ademds sucede que N(«, z, @, t):

N(a,z,0,t) N (V)N (v, z,0,t") — (£ <5 1)),

Hasta ahora hemos creado férmulas que van diciendo las partes necesarias para
definir a partir de una férmula la relaciéon = <; y, ahora crearemos tal férmula,
X(x,y) la LST-férmula que expresa x <p, y:

(Fa)[(z € La) Ay ¢ La)] V B)Q(z, y, a),
donde Q(z,y, a) es la LST-férmula:

[(:L‘ < La+1> (y S La-i-l) N (33 §§ La) A (y ¢
NBpI) M (a, z,0) A M(e,y,9) Ap T )]
V(3p)[M (a, z, 0) N M(a,y, ¢)

A(Fs3Ft)[Pla, e, @, 8) A Playy, @, t) A (s <*t)]]].

Como ya se noto, (s <* t) no se ha definido, sin embargo veamos que si los ordinales
usados para crear las variables que utiliza esta relaciéon son menores que « entonces
<*€ Lg4ys. Primero supongase o > w, la expresion (s <* t) toma dos n-adas de
ordinales y las compara, por ejemplo suponga que t; <* to, vy t1 = (Yo,---,%) ¥
to = (v, - -, ), los ordinales implicados son menores que « entonces, los conjuntos
{7}, - {70,---,} estdn en L., entonces t; y to € Lo, ahora con las mismas
condiciones se puede argumentar que (t1,%2) € Loyq y €l orden <* es un elemento
de L,5 pues

<= {(t1>t2) : (tl = (707 . >7n) Nty = (767 B 77;n))
ANFS€a)k ew)(m=0Nd€)}

Ahora sea R(x,y, «, w) de tal forma que todos los cuantificadores libres que aparecen
en Q(x,y,a) son acotados por w, entonces z < y esta expresado por la siguiente
formula:

Ba)l(z € La) A (y ¢ L)l V ) (Fw)[w = Linaa(wats) A B2, y, @, w)].

Esta férmula estd denotada por WO(x, y). Es importante notar que como se vio
antes <* es un elemento de L,5, de igual manera se concluye que todas las herra-
mientas usadas pueden ser acotados en L,.5. Tembién es claro que es una férmula
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Y1 (pues esté formado por dos subférmulas 31). El siguiente teorema muestra que
este buen orden es una nocion absoluta.

Lema 3.5.2.
i) KPF(x,y): WO(z,y)} es un buen orden de L”.

i) La LST-férmula WO(z,y) es AFPTV=E),

Demostracion. 1) Por la definiciéon de WO(z,y), si x # y WO(z,y) o WO(y, z),
perosixz #yx <pyoy<rpx, suponga r <y, y, entonces si x,y € L,

):Lmaz{w,aure} WO(:B7 y) :

Por como antes se mostré la construccién de la férmula WO(z, y) todos los elemen-
tos de esta formula (incluido w) son elementos de L5, es decir WO(z,y) es una
formula definible desde L 5.

i) WO(x,y) es ¥ por i) tenemos
KPtF (Vz,y € L)WO(x,y) < -z =y VvV WO(y, x)]].

asf WO(x,y) es ITEPHV=E) O

Corolario 3.5.3. Sea wo(x,y) el andlogo de WO(z,y) en £, entonces:
i) Six,y € Lo, entonces WO(x,y) <+, wo(z,y), donde v = maz(w,a + 6).
i1) La relacion x <y y es uniformemente AlL‘* para o > w.
i1i) Si a > w un ordinal limite, entonces: {(x,y) :Fr, wo(z,y)} es un buen orden
de L,.

Demostracion. Por i) del lema anterior i) queda demostrado. ii) es consecuencia de
i) y tit) es cierto por i) y K P-teorema de recursion. O

Corolario 3.5.4.
i)  <p Y,y € Ly implica © € L.
1) * € Lo, y & Lo tmplica © <p y.
i) © € y € L implica x <p y.

Demostracion. iii) x € y € L entonces sea o + 1 tal que y € Loy1 y y € La,
x €y C Def(Ly) C P(Ly)yx € Ly, asi v <p y.
O

Definicién 3.5.5. Sea pr(z) la funcién predecesor definida en L por:

pr(z) ={z:z < x}.
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Lema 3.5.6.

i) x € L — pr(z) € L.

i1) Si o > w es un ordinal limite, entonces x € Lo, — pr(z) € L.
iii) pr es uniformemente AT para o > w y « limite.

Demostracion. i) Directamente de 7).

it) Sea x € L,, Sea f < « tal que x € Lg. Como z <, & — z € Lg. Por el
corolario 3.5.3 i),

(Ya,b € Lg)[WO(z,y) <1, wo(a, b)),
donde v = max{w,  + 6}. Entonces
pr(z) ={z € L, :Fr, wo(z,2)} € L1 C L.

i1i) Sea w(z,z,t) la £ obtenida al acotar todos los cuantificadores de wo(z, z)
por t. Por el corolario 3.5.3 ),

y=pr(z) < ., GO)(E € Lg) A (y € Lp)
ANVz € Lg)(z € y <> wo(z, T, Linaz{w,p+6}))]-

Entonces pr es uniformemente Ef“ si @ > w y es limite. Por el corolario 2.4.11 pr
es A« O

Ahora crearemos una funcién que enumera a los elementos del modelo L, Enum/(«, )
dice que z es el a-ésimo miembro de L bajo el buen orden <j,, entonces Enum/(«, )
es la siguiente formula:

(3f) [(f es una funcién) A (dom(f) = a+ 1)
ANVE € a+1)(VCea+1)(§ < (= f(E) <w f())
AN32)[(z = pr(z)) A (Vy € 2)(3B € a)(y = f(B))] A (fla) =2)].

La férmula Enum(a, x) es 3, entonces:
Corolario 3.5.7. La formula Enum(a, x) es Xy, para L absoluta y es tal que:
KPF “Sit F={(z,a): Enum(a,z)}, entonces F : On «— L”.

Demostracion. Es claro que Enum es »;. Por teorema de recursion en K P Enum
es ARP, O

Este siguiente teorema da como resultado que la hipdtesis V' = L puede ser
debilitada obteniento el mismo resultado de la siguiente manera:
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Teorema 3.5.8. KPFVa(aCOn—acl)— (V=L).

Demostracion. (Dentro de la teoria K P.) Suponga que el conjunto de todos los or-
dinales es construible. Probaremos por €-induccién Vz(x € L). Sea x dado, suponga
yex—yeL.

Por ¥;-Coleccion, sea
a={a€OnA(Jy € x)Enum(a,y)}.
Por hipdtesis a € L. Entonces usando hipotesis de induccién
' = {y: Ba € a) Enum(a,y)*} € L.
Y por absolutez de Enum, x = ', por lo tanto = € L. O
Teorema 3.5.9. ZF + (AC)L.

Demostracion. Por el corolario 3.5.7. O
3.6 GCH en L

En esta seccion se trabaja sobre la Hipotesis Generalizada del Continuo, tratando
de llegar a conclusiones analogas a las que se llegé con AC'. Entonces empezaremos
con un par de lemas que son importantes por que ayudan en el trabajo de decidir
GCH dentro de L, pero también en las demostraciones de la siguiente seccién y en
general con el uso del Axioma de Constructibilidad son muy importantes y de una
utilidad trascendental.

Lema 3.6.1. Sea M = (M, €, Aq,...,A,), donde M es un conjunto ameno y N =
(N, e, A, ..., Al) una subestructura de M. Sea n > 0, entonces son equivalentes:
i) N <, M.
ii) Si A es no vacio y es SN(N) subconjunto de M, entonces AN N # .

Demostracidn. i) — ii). Sea A un XM (N) subconjunto de M, sea p(x,y) una I,
formula del M-lenguaje, con parametros en N tal que:

A={ae My yp(z,y)}.

Como A # (),
Far J23ye(, y).
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Como M es ameno,
= 320((2)o, (2)1)-

Al suponer i) N <,, M entonces

v 320((2)o, (2)1)-

Asi, para algin x € N,

=r Jye(z,y).
Pero =n Jye(x,y), es una X, férmula del M-lenguaje con pardmetros en N, asi por
i)

= Jy(d, y).-

Por lo tanto x € A, pero x € N también. Por consiguiente
ANN # 0.

i1) — 1). Probaremos sobre la longitud de las férmulas para cada férmula ¢ en el
M-lenguaje con parametros en N que sean a lo mas .,

Enx @  siysolo si Eu e

Si ¢ es primitiva el resultado es inmediato(x € y,x = y tienen que estar en
N después de todo los pardmetros estdn en N). Suponga que @1 y @2 cumplen
el teorema, entonces 1 A w9, —p; también cumplen el teorema. Sélo es necesario
considerar el caso en el que ¢ es de la forma Iz (z). Suponga

EN .

Entonces
Fr 32y ().
Asi para algiin x € N,
Fn ¥ (@)
Por cémo se crea ¥ () es a lo mas II,_; y también es de menor longitud que ¢,
entonces por hipotesis de induccion

= ().
Entonces

es decir

Fu .
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Inversamente, suponga que
Fum e,
entonces
Fu 3z ().
Sea
A={z e M :Epy(2)}.
Entonces A es no vacio y es un LM (N) subconjunto de M (mds exactamente es

1M ). Entonces por ii),
ANN #0.

Sea ¢ € AN N. Entonces
v (E).

Pero ¢(z) tiene parametros en N, ademds de ¢, y es a lo més I1,,_;. Asi, por hipétesis

de induccién
Fu Y(2),

entonces
Far (),
es decir
= o).
]

Lema 3.6.2. (Lema de condensacion). Sea o un ordinal limite. Si X <1 L, en-
tonces existe un unico ™ y un unico B < a que cumplen:

i) (X, €)= (Lg, €).

i1) SiY C X es transitivo, entonces m [ Y =id [ Y.
iii) w(x) <p x para todo v € X.

Demostracion. Primero por induccién en m podemos mostrar que L,, € X para
todo m < w. En efecto, si x € L,,.1, entonces x es de la forma

x=A{ay,...,a,},
para algunos ai,...,a, € Ly, ¥y
Fr, Jzl(aex) N N(arex)ANVzex)((z=a1) V-V (z=ap))],

Entonces si L,, C X esta formula es cierta en X. Ahora, en caso de que a = w,
tenemos que X = L,, y el teorema es trivialmente valido. Entonces suponga o > w.
Note primero que X es extensional. Suponga z,y € X, x # y. Entonces

o, B2z € d o 2 ¢ ),
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entonces X <y L,
Ex dz(zex < 2¢7),

lo que significa que para algin z € X,
zET 2 ¢ y.

Como X es extensional, por el lema del colapso transitivo 1.5.12 hay un dnico 7 y
un unico conjunto transitivo M tal que

m: X =M.
Entonces lo que hay que probar que para algtn tnico ordinal 8 < a tal que M = Lg.

Por el lema 3.3.10 hay una Ay LST-férmula @(z, v, ) tal que
(a) VyVulv = Ly < @(z,0,7)],
y mas auin, si ¢(z,v,7) es el Z-andlogo de &(z,v, ), entonces usando el lema 2.3.6
(b) (Vy < a)(Vo)[v = L, <> v € LA =r, 320(2,0,7)].

Ahora sea 7! : M <; L,, entonces si =y On(z), entonces 7 !(z) € a. Por (b)
tenemos

(¢) (Vy < @)[Fr. Fvzp(z, v, 9)).

Entonces aplicando 7!, tenemos

@) (%7€ M)l FIzp(s0,9)).

Asi,

(€) (Vy € M)(Vv € M)(3z € M)[f=n ©(2,0,7)].
Como M es transitivo por el lema 2.3.6 tenemos

(f) (Vy € M)(Vv € M)(3z € M)P(z,0,7)

En consecuencia por (a)

(9) (Vy € M)(L, € M).

Ahora, como M es transitivo, M N On = 3 para algin ordinal 5. Por consiguiente
(g) se convierte en

(h) (Vy € B)(Ly € M).
Por consiguiente, como M es transitivo, concluimos

(Z) U'y<ﬁ L’Y - M.
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Nuevamente, como

v<a
tenemos

() (Vo € Lo)[Fr. 3vvz(p(z,v,7) A (& € v))].

Aplicando 771,

(k) (Vo € M)l IyFvdz(e(z,v,7) A (2 € v))].

Entonces,

(1) (Ve e M)(Fye M)(Fve M)(3ze M)[Em ¢(2,0,7) A (x € 0)].
Entonces por 2.3.6,

(m) (Ve e M)(Fy e M)(Fve M)(3z e M)[Em ¢(z,v,7) A (x € ).
Asi, por (a),

(n) (Vo e M)(3y e M)(z € L,).

Entonces por definicién de f3,

()  (reM)@yep)ze L)

En otras palabras,

»  MCU,.,L.

Combinando (7) y (p) concluimos

(q) M = U'y<,3 Ly.

Como lim(«), sucede
(Vv € o)L, IT(v < 1),

de lo cual se concluye que
(Vv e M)[Ewm IT(v < 7).

Asi,
(Vv e p)3r € B)(v < 7).

Por lo tanto lim(3), y (q) significa que
M = L.

Con esto se completa la demostracién de ¢) del teorema.



78 El universo construible

i1) Se sigue inmediatamente del lema de condensacion. Asi, sélo falta iii).

Suponga que para algin x € X w(x) >, z. Sea xg el <;-menor tal que cumple
esta propiedad. como zy € X, m(x¢) € Lg. Pero zy < m(x¢). Asi, por el corolario
3.5.414), x9 € Lg, y xg = m(x1) para algin z; € X. Entonces

m(z1) = xo <p 7(20).

Pero <, es uniformemente X1, si A > w y limite.
Como 77! : Lg <y Lg, a, 8 limites,

m(x1) = m(zo),

implica x1 <p zo y 1 <p 7(x1) lo cual contradice la minimalidad de . Con esto
se concluye la demostracion del lema. O

Lema 3.6.3. Seas a un ordinal limite, X C L, y M el conjunto de todos los
elementos de L, que son definibles desde elementos de X, es decir que a € M si
y sdlo si para alguna formula ¢(vy) de Lx, hay un unico elemento de L, tal que

Er. e(a), entonces:
X CM < Ly,

mds aun M es la menor subestructura elemental de L, que contiene a todos los
elementos de X .

Demostracion. Si o = w, entonces como se vio en la demostracién del lema de
condensacién 3.6.2, M = L, y el inico submodelo elemental de L, es L, mismo.
Entonces suponga a > w de aqui al final de la demostracion.

Si x € X, entonces x es definible en L, con la férmula (vo = ), asi X C M.
Para mostrar que M < L, probaremos que para cualquier férmula ¢(vy) de Ly,

Er, Jzp(x)  implica (Jz € M)[EL, p(z)].
(Criterio de Tarski-Vaught) Sea 1(vg) la siguiente Zx-férmula:

p(vo) (Vor)(v1 <z vo — —p(v1)).

Si =L, Jre(x) entonces =r, Jri(x) (1 nos da el <;-minimo x tal que p(z)).
Pero es claro que sélo un « € L, cumple =1 ¥(z). Entonces la férmula 1 (vy) define
x desde elementos de X en L,. Asi, x € M. Como =r, ¢(Z), hemos terminado.

Suponga ahora que X C N < L,, mostraremos que M C N. Sea x € M. Para
alguna férmula ¢(vy) de , z es el tnico elemento de L, tal que =1, ¢(x). Ahora,
L., Juop(vg), como X C N < L, tenemos =x Jvgp(vy), asi para algin y € N,
L. ©(y). Sin embargo N < L, por lo tanto =1, ¢(y) y © = y. ]
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Corolario 3.6.4. Sea a un ordinal limite. Para cada X C L, hay una minima
subestructura elemental M < L, tal que X C M. tal que:

| M| = maz{|X],w}.

Demostracion. Sea M como en el lema anterior. Como Zx tiene maz{|X|,w} férmu-
las y | M| = max{|X|,w}.
[l

Hay una diferencia notable entre la jerarquia construible y la jerarquia acumula-
tiva de conjuntos, esta diferencia es la tasa de crecimiento. Por definicion, si z € V,
en el nivel V., aparecen todos los subconjuntos de x. Pero lo mismo no puede de-
cirse de la jerarquia construible. Por ejemplo, L, o contendra algunos subconjuntos
de w, pero no todos ellos. Mas apareceran en el nivel L, 3, atin mas en el nivel L4,
etcétera. Sin embargo, el siguiente lema, hay un limite a este proceso de “crecimiento
gradual”.

Lema 3.6.5. Suponga V = L, sea k un cardinal. Si x C L, para algin o < K,
entonces x € L.

Demostracion. Para Kk < w el resultado es inmediato ya que V,, = L,. Entonces
suponga k > w. Tomemos a < k de modo que a > w y x C L,, sea A un ordinal
limite tal que A > ky o € Ly. Por el corolario 3.6.4 sea M < L, tal que L,U{z} C M
y |M| = |La|. Por el lema de condensacion, sea 7 : M = L.. Como L, U {z} es un
subconjunto transitivo de M y

m [ LoU{z} =id | L, U{z}.

En particular, 7(x) = x, asi € L,. Ahora por el teorema 3.2.1 vii), |L,| = |a] y
|L,| = |v|. Por lo tanto

1Ly = [y = [m" M| = [M| = [Lo| = |a] < &.
Entonces v < ky L, C L, por lo tanto z € L,. O
Teorema 3.6.6. V = L implica GCH.

Demostracion. Por el lema 3.6.5 (k) C L.+ para todos los cardinales infinitos.
Por el teorema 3.2.1 vii),
(VK)(2" < |Lp+| = k1).

Corolario 3.6.7. ZF + (GCH)*
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Demostracion. Sabemos que
ZF & [ZFC + (V = L))"

Por el corolario 3.6.7
ZFC+ (V=L)FGCH.

O

Hasta aqui se concluye que GC'H es una consecuencia de ZF en el modelo L,
de aqui al final de esta seccién probaremos algunos resultados que son utiles para el
trabajo con el Axioma de Constructibilidad.

Lema 3.6.8. Sea o > w un ordinal limite, N C L, y A(z) un predicado no vacio
Aé“(N) de Lo. Sea x el <j, elemento de L, tal que A(x). Entonces x es ¥ -definible
de elementos de N en L.

Demostracion. Nosotros podemos definir x € L, por el predicado

A(x) A (Fu)[u = pr(z) A (Vz € u)-A(2)].
Y por el lema 3.5.6, es ;. O
Lema 3.6.9. Suponga V = L, si X <1 L, , entonces X = L, para algin o < wy.

Demostracion. Por lema de condensaciéon, hay un 7, o tal que « < wy y m: X = L.
SiY C X es transitivo, entonces w [ Y = id [ Y. Entonces si podemos demostrar
que si X es transitivo quedara todo demostrado.

Sea z € X. Entonces z € L, = U'y<w1 L., asi x € L,, para algin v < w;. Pero
|L,| < |y| + w, entonces como L. es transitivo, x es numerable. Hay una funcién
suprayectiva f : w — x. Sea f la <gp-menor funcién. Por el lema 3.6.5 f € L.
Pero por lema anterior, f es ¥j-definible en L, desde z. Pero z € X <y L, . Asi,
f € X. Pero claramente w C X. Entonces f(n) € X paran <w. Asiz = f"w C X.
Por lo tanto X es transitivo. 0

Lema 3.6.10. Suponga V = L, sea k > wy un cardinal. St wy € X <1 L., entonces
X N L, = Ly para algin o < wy.

Demostracion. Como w; € X y X <; L, tenemos que L,, € X por el corolario
3.3.12. Claramente
XNL, ={re X Ex “cel,”}
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Pero X <; L,. Entonces para cada X; férmula de Zxn L., » tenemos

FL.,, ¢ siysolosi=r, o1 siy sélo si f=x @1 siy sélo si FXNL,, ¥

Entonces X N L, <1 Ly,, y por lema anterior queda demostrado (Tenga en cuenta
que, de hecho, el anterior argumento funciona para cualquier ¢, 1 0 no, asi que en
realidad tenemos X N L, < Ly,). O

En conexiéon con el lema anterior, si usamos x > w; es un cardinal y X <5 L,
entonces autométicamente wy, L,, € X, ya que L, es definible en L, por la Y-
férmula

(Fv)(u=L,)ANNVereuw)(3f :w—>x)ANNVf)-(f:w—>u).

Donde — quiere decir que la funcién es suprayectiva.
3.7 Consistencia relativa

En las anteriores secciones se construyeron y se estudiaron varias propiedades del
modelo L, con este modelo se va a probar un resultado parcial de consistencia. Por
los teoremas de incompletud de Gédel (ver [6]) si tenemos una teorfa que suponemos
consistente, que contenga a la teoria AP (Aritmétrica de Peano) en nuestro caso ZF
no es posible probar su consistencia desde si misma. La intencién en esta seccién
es dar una idea de cémo se argumenta una prueba de consistencia partiendo de
la suposicién de que ZF es consistente; es decir, si ZF' fuese consistente ;| ZFC lo
seria? | ZFC+ GCH? Por el teorema 3.2.2 al suponer ZF', se obtuvo una deduccién
de cada axioma de ZF' el modelo L, es decir

ZF - (ZF)".
Mejorando el argumento del teorema 3.2.2 es posible establecer
ZF & (ZF + ®)*,

donde ® puede ser AC, GCH, V = L o varias otras afirmaciones. Es decir, si es
posible tener una deduccion de ZF + ® dentro de la clase L, entonces la consistencia
de tal afirmacion proviene de la consistencia de ZF'. Incluso se puede generalizar
esta observacién como

ZF - (ZF + &)M,

donde M es un conjunto o una clase propia.
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Una forma intuitiva de entender esta afirmacion es suponer que ZF + ® es in-
consistente. Entonces hay una prueba W,..., ¥, de tal inconsistencia, en la que
U, es una LST-féormula, para cada i = 0,...,n, que o bien es un axioma de la
teoria ZF 4 WU, o se sigue de algunos axiomas por medio de la aplicaciéon de alguna
regla de inferencia de la logica de primer orden y V¥, es una contradiccién. Ahora
considere las relativizaciones (Vo)™ ... (¥,)M. Si ¥; es un axioma de ZF + &,
entonces (¥;)™ es un teorema de ZF, si lo suponemos en M. Si ¥; proviene de
Uy, ..., ¥, ; por medio de reglas de inferencia légica, entonces (¥;)* proviene de
(Uo)M ... (¥;_1)™ por medio de las mismas reglas de inferencia. Entonces ¥,, es un
teorema de ZF; sin embargo, como ¥,, es una contradiccién, entonces (¥,,) es un
teorema inconsistente Z F'; consecuentemente Z F' es inconsistente, lo cual contradice
nuestra hip6tesis de que ZF es consistente. Por lo tanto, (ZF + ®) es consistente si
ZF lo es.

Ahora tenemos los siguientes resultados que son muy importantes pero por todas
las observaciones anteriores pueden ser vistos como corolarios.

Corolario 3.7.1. Con(ZF) — Con(ZF +V = L).

Demostracion. Por el corolario 3.4.5. [
Corolario 3.7.2. Con(ZF) — Con(ZFC).

Demostracion. Por el teorema 3.5.9. O
Corolario 3.7.3. Con(ZF) — Con(ZFC + GCH).

Demostracion. Por el corolario 3.6.7. O

Asi como se hizo en los anteriores corolarios; si ® puede ser probada en ZFC' +
(V = L), entonces automaticamente tenemos una consistencia parcial a partir de
ZF.

Esta teoria del universo construible fue en realidad construida para crear un mo-
delo donde la Hipotesis del Continuo fuese cierta; como ya se vio en los corolarios
anteriores, este modelo L también es la preba de varios enunciados de la Teoria de
conjuntos. La Hipotesis del Continuo es cierta en V' = L desde el momento en que

GCH lo es.

Para concluir este capitulo se muestra una propiedad muy importante del modelo
L que lo distingue de otros modelos de ZF'.
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Teorema 3.7.4. (Propiedad del modelo minimal). L es el modelo interno mds pe-
queno de ZF (es decir que si M es otro modelo de ZF entonces L C M ).

Demostracion. Por el lema 3.2.1, L es una clase propia. Por el teorema 3.2.2 L es
un modelo interno de ZF'. Sea M cualquier otro modelo interno de ZF'. Por el lema
3.4.1, (LM =L, asi L C M. m






Capitulo 4

Uso del Axioma de
Constructibilidad

En ese ultimo capitulo se presentan dos ejemplos en los que se usa el Axioma de
Constructibilidad. En la primera seccién se expone un poco acerca de un principio
combinatorio conocido como {}*. En la segunda seccién se trata sobre cémo a partir
de suponer V = L se crea un sistema de escaleras y con él un ejemplo de un espacio
topoldgico conocido como espacio de Dowker.

4.1 El principio combinatorio {#

Uno de los principios combinatorios méds poderosos es {*, en [3] hay una de-
mostracién de que V = L — {1 sin embargo, es posible probar un resultado mads
fuerte de tal forma que ' serfa un corolario de esta afirmacién. Este principio
combinatorio es {$# que es la siguiente afirmacién:

Existe una sucesién (N, : @ < wy) de tal forma que cumple:
i) N, es un conjunto numerable primitivo recursivo cerrado (pr-cerrado) que con-
tine a .
i1) Si X C wy entonces hay un club C' C w; de tal forma que « € C' — XNa, CNav €
N,.

ii1) (N, :a < w;) es [i-reflexiva.

Sin embargo, para poder llegar a este enunciado es necesario explicar qué son las
funciones primitivas recursivas y los conjuntos pr-cerrados.

85
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Definicién 4.1.1. Una funciéon F : V™ — V es primitiva recursiva (pr) si es
el caso que que puede ser obtenida por sustitucion y recursion de algunos de los
siguientes esquemas:

i) Poi=xi, 1 <i<n,z=(v1,...,2T,).
) Z(y) = 0.
) M(z,y) =z U{y}.
iv) C(z,y,u,v) =z, si u € v, y en otro caso.

) F(z) = K(Gy(x),...,Gg(x)), x = (1,...,2,), n < w (Sustitucién).

) F(z,2) = H(U{F(u,z) :u € z},2,2), x = (x1,...,2,), n < w (Recursién).

Definicién 4.1.2. Una relaciéon R es primitiva recursiva si la funcién caracteristica
(xr(xz) = (1), si R(x) y xr(x) = (0) en otro caso) es una funcién primitiva y
recursiva.

Un conjunto X es cerrado bajo funciones primitivas recursivas, si para cualquier
funcién primitiva recursiva f definida a partir de elementos de X y cualquier z €
X se tiene que f(x) € X. En el siguiente teorema veremos algunas propiedades
enunciadas en [8], sin embargo ya que la prioridad es hablar de {># sélo enunciaremos
algunas propiedades basicas de las funciones primitivas recursivas.

Teorema 4.1.3.

i) Pr es cerrado bajo casos.

i1) Pr es cerrado bajo operaciones booleanas.
iii) Si H y R son Pr, entonces

F(z,z) = U{H(u,x) cu € 2N R(u, )}

es pr.

iv) Cualquier Ag-relacion es pr(es decir una relacion que es definida por una Ay-
formula).

v) Si H y R son pr, entonces

F(z,z) ={H(u,x) :u € z A R(u,x)}
es pr.

vi) Las funciones rango y clausura transitiva son pr, donde rango y clausura tran-
sitiva son:

TC(z) =xU U{TC(y) cy €x},  rank(x) = U{mnk‘(y) +1:y €z}
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Demostracion.
i) pr es cerrado bajo casos, es decir si H, K, R son pr, entonces:

Pl) = {H(a:), si R(z),

K(x), en otro caso.

es pr.
En efecto, usando el esquema iv) y v) de funciones primitivas recursivas,
F(x) = C(H(x), K(x), Z(x), xr()),
por lo tanto F' es pr.

i1) Note que M(Z(y),Z(y)) = 0U{0} = 1. Si Ry S son pr, entonces hay que
mostrar que

)1, si R(x) =0,
~R(@) = {0, st R(z) = 1.

1, si R(z)=1VS(z)=1,

0, en otro caso.

(RV S)(x) = {
son primitvas recursivas. Para demostrar que -R y RV S son pr

x-r() = (0,1,0, xr(z)),

Xsvir(r) = maz{xr(z), xs(x)} = C(xs(2), xr(), Xr(2), X5(2)).

El resto de los esquemas booleanos se obtiene a partir de combinaciones de los an-
teriores.

i1i) Sea D pr, considere la funcién

L(z,z) = U{D(u, x):u € z}

y sea
D(u,x), siuc€ z,

Y, en otro caso.

E(y,u,z,x) = {
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Sea
J(u,z,x) = E(U{J(u,z,x) Tu €V, 2, T).

Entonces J es pr por recursion. Por otra parte:
J(z,z,2) = U{J(w,z,2): wez}
= WH{EJ(u,z,z) :u€w}w,z,x):w € z}
= U{D(w,z):w e z}.
Entonces L es pr. Asi iii) se sigue de lo anterior ya que:
F(z,z) = UH{H(w,z):weE z Rw,z)}
= (H{CH(w,z),0,0,xr(w,x)) : w € z}.

iv) xe(z,y) = C(1,0,z,y). Por ii) pr es cerrado bajo =y V, asi que sélo falta
ver para cuantificadores acotados, ya que x = y si y s6lo si [(Vz € z)(z € y)|A[(Vz €
y)(z € x)]. Ahora la funcién caracteristica de S = (Ju € 2z)R(u,x) = U{xr(u,z) :
u € z}es pr.

v) Sean H, R pr, entonces:

F(z,2) = J{H(u,2)} s u € 2, R(u, x)}
y {H(u,z)} = M(0, H(u,x)).

vi) TC(z) = FL(U{TC(y) : y € z},x), donde F,(z,y) = x Uy. Para rank(zx),
primero sea rk(z) = Po1(U{rk(y) : y € x}, x), entonces

rank(z) = U{M(Tk:(y),rk;(y)) cy € x}.
[

Para entender el punto iii) de $# veamos qué es I3 -reflexivo. La idea detrds de
la formulacién de {# es obtener una sucesién (N, : @ < w;) en la que varios de los
N, exhiben un comportamiento de o que tenga un gran parecido con el comporta-
miento w; en el mundo real, mucho mas fuerte que el mero hecho de que a = w{v‘*.
Necesitamos una definicién de modo que haga presiso qué propiedades de w; debiese

tener a dentro de N,. Entonces, esta es la intencién de incluir la TI}-reflexividad.

Considérese una estructura (A, €, (A);<,) donde X es un ordinal, y los A; son una
cantidad finita de letras predicativas. Una II3-férmula es una férmula que es de la
forma Vx3ye donde ¢ es Ay, donde el superindice se refiere a que se trabaja una
Légica de primer orden. La nocién de que una férmula sea valida en una estructura

<)‘v Ev (A)z<w>
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para una asignacién ay, ..., a, de valores en las variables libres es definida:

(N €, (A)icw) E*VXIY @lay, ..., a,) siy sdlo si
(VX Q /\m)(EIY S )\k)[</\, SN X, Y, (Az)z<w> ’: gO[CLl, c. ,CLn”,
donde m y k estan determinados por ¢. Hay muchas propiedades de A que pueden
ser expresadas por IIi-férmulas, por ejemplo que un ordinal sea w;, que H es esta-
cionario, etcétera.

Una vez visto lo anterior, decimos que una sucesiéon (N, : a < k) es [13-reflexiva,
si para cualquier IT}-férmula que es verdadera en la estructura (k, €, (A4;)i<,) hay
un ordinal o < k tal que

N, = “p es verdadera en («, €, (4; | @)icw)”,

donde A; | « es usada para denotar la interseccion de A; con el o de tal manera que
m es la aridad de A; En el primer caso k = wy, pero esta es la defincién generalizada.

Una vez definido todo lo anterior se va a mostrar que V = L — {7,
Teorema 4.1.4. V = L implica 7.
Demostracion. Suponga V = L. Para cada o < wy, sea
Se={v<w :L,EZF & a=w;"}.

Donde ZF~ son los axiomas de ZF menos el Axioma del Conjunto Potencia.
Como suele suceder en este tipo de situaciones tal y como esta formulada ZF~
serd una teoria de LST', y no tenemos ningin concepto de un modelo de una LST-
teoria para ZF~. Podemos evitar este descuido ya sea mediante la formulacién
de una “copia’de la teoria ZF~ en el lenguaje, o bien definir dentro de la Teoria
de conjuntos la nocién de “un modelo de ZF~"de la misma forma como hemos
definido las nociones de conjuntos amenos y admisibles. Lo que nos importa es que,
trabajando dentro de L, podemos llevar a cabo cualquier tipo de construcciéon que
se puede llevar a cabo en ZF sin que se haya del Axioma del Conjunto Potencia.

Sea

D={a<w :S,#0 & sup(Sa) ¢ Sa}.

Defina N,, a < w; como sigue. Si o ¢ D, sea f(a) el menor ordinal v tal que
a€ Ly <L, SiaeD,sea f(a) = sup(Sa). Entonces Ny = Ly () es pr-cerrado y
a C N,. Entonces probaremos que (N, : @ < w;) es una <{¥-sucesién.

Por céomo fueron creados los N, es claro que son pr-cerrados. Veamos ahora
O (ii). Suponga que {7 (i4) falla, sea X C w; el <y-menor contraejemplo. Note que
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(Sota<wiy), D, f, (Ny : @ < wy) son definibles en wy, asi también X es definible
en wo. Definimos los submodelos M, < L,,,, v < wy, por recursion.

i) My es el menor submodelo elemental M < L, tal que (S, : a < wy), D, f,
(Ny : o < wy) € M.
i1) M, 11 es el menor submodelo elemental M < L, tal que M, U{M,} C M.
iii) Mg =, M, si ¢ es limite.

Para cada v < wy, sea a,, = M, Nwy. Por lo tanto (v, : ¥ < wy) es una sucesién
cofinal, creciente y continua y por el lema 1.7.8 C' = {a € w; : ¥ < w;} es club.
Vamos a encontrar una contradiccion mostrando que para cada o € C' es el caso que
CNa, XNa € N,.

Para cada v < wy, sea m: M, = Lg,).

Observaciones:

o m, | Ly, =1id]| L,,.

[ 7'(',/((,()1) = .

e 7,(X)=XNa,, en particular X Na, € Lg,.

Si a, € D, entonces B(v) € S,,, esto quiere decir que B(v) < f(a,). Si
L .
o, ¢ D, entonces como a, = w;”™ y Ly@,) = “a, es numerable”, una vez mds

B(v) < f(a,). Por consiguiente en todos los casos, f(v) < f(«,), entonces X Na, €
L(,) = Na,. Por lo tanto o € €' — X Na € N,,.

Falta mostrar que si a € C, entonces C Na € N,. Sea v < wy; dado. Queremos

Lyer
ver que C' Ny, € N,,. Como para cada 7 < v, a,; = w, "7,

C’ﬂaV:{aT:T<V}:{wfﬁ(T) 1T < v},
entonces es suficiente mostrar que {4(7) : 7 < v} € N, .

Por recursion definimos los modelos M’ < Lgq,), 7 < v de la misma manera que
los modelos M., 7 < w; definidos desde ws. En particular como B(v) € S,,, N,, es un
modelo de ZF'~, o la unién de modelos de ZF~; Lg,) € No, vy (M. : T < v) € N,
(por el lema de condensacién dentro de Ly(,,)). Entonces (5'(7) : 7 < v) € N,,,

donde Ly es el colapso transitivo de M. Pero como 7 < v,

T<v—M,<M,<L,,
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y como m, : M, = Lgy, entonces (m, [ M;) : M, = M. Por lo tanto Lg (. es
el colapso transitivo de M.. Pero esto quere decir que §'(7) = [B(7). Por lo tanto
(B(T) : T <v) € N,, v queda demostrado.

Entonces 4i) de la {# es cierto. Ahora sélo falta mostrar que i) es valido.

Sean A;, i < w predicados en wy, ¢ una férmula de (wy, €, (A;)i<w, X, Y), donde
X Cwl, Y Cwi tal que

<W1, €, (Al)l<w> ):* VXHYQO
Ahora, (A; i <w) € L, y para Z(w]) U Z(w]) C Ly,,
Lu, = [(w1, €, (Ai)icw) E* VX 3Y ¢,

Sea p < wy tal que la férmula anterior sea valida en L, y L, < L,. Sea 7 el
menor ordinal tal que (4; : i < w) € L,, y para cada n < w sea k(n) el (n+ 1)-ésimo
ordinal més grande que v tal que L., = ZF~ y

L,{n }: [(wl, c, (Az)z<w> }:* VXHYQO]

Para cada n < w definimos los submodelos M} < L), ¥ < w; como sigue:

1. M} es el menor submodelo elemental M < L, tal que (A;:i <w) € M.

2. M, ;1 es el menor submodelo elemental M < L, tal que M," U{al} C M.
3. My =, M) si A es limite.

Para cada v < wy sea o) = wy N M. Al igual que en la construccién para probar
ii) de OF (a1 v < wy) es creciente continua y cofinal en w.

Sean C,, = {a} : v < w; & o], = v} y a el menor elemento de (), _ C,. La
intencion es mostrar que « es el elemento de w; en el cual la sucesion (N, : a < wy)
es II}-reflexiva. Para cada n € w, ! = a. Entonces si hacemos m, : M2 = L,
tenemos:

1. m, a=1id | a.

2. mp(wy) = o

3. m((Aisi<w))=(A; Ja:i<w).

Note que para cada n, v(n) € S,, més ain (r(n) : n < w) es estrictamente
creciente ya que como £(n) < k(n + 1) implica que a” < a?*! entonces v(n) <
v(n+1). Como m,((A; : i < w)) = (A; | o i < w) para cada n, si 7 es el
menor ordinal tal que (A; [ @ :i < w) € L+, tenemos que para todo n m,(y) = 7,



92 Uso del Axioma de Constructibilidad

7 (v(0)) = k(0),..., 7, (v(n—1)) = k(n—1), v(n) es el (n+ 1)-ésimo ordinal m4s

grande que 7 tal que Ly, = ZF "y

Lu(n) ): [<Oz, E, (Az f a)i<w> ):* VXHYSD]

Sea v = sup(v(n) : n < w). Entonces
L, |: [<Oé, <, (Al [ a)i<w> ):* VXHYSO]

Completaremos la prueba mostrando que L, = N,, es decir v = f(«). Es sufi-
ciente mostrar que (v(n) : n < w) es cofinal en S,, es decir que si p > v entonces

pé Sy
Como v(n) es el (n + 1)-ésimo ordinal més grande que 7 tal que L,y = ZF~ y
L, E [{a, €, (Ai | a)icw) F" VX3V ],

la sucesién (v(n) : n < w) es L,-definible. Asi L, no puede ser un modelo de ZF~
(va que wi” = a), entonces v ¢ S,. Sea > v, mostraremos que ju ¢ S,. Si
a es numerable en L,, o si L, no es un modelo de ZF~ es inmediato. Suponga
que L, es modelo de ZF~ y «a no es numerable. Como (v(n) : n < w) € L,
dentro de L, podemos definir C,Ca= wlL“, n < w de la misma forma que C,, C
w; fueron definidos anteriormente (cambiando v, k(n) por 7, v(n) respectivamente).
Claramente para cada n, C,, = C,, N a.. Por lo tanto

L, = “C,Na:n < w) es una sucesion de clubs contenidos en a”,

esto implica que
L,E=« ﬂ (C, Na) es club en a”,

n<w

pero « es el minimo elemento de (), __ C,,, entonces [ C,Na) es no vacio, lo cual

n<w n<w(

es absurdo. Por lo tanto o bien L, no es modelo de ZF~ o wlL“ # a, y el teorema
queda demostrado. O

En [2] se demuestra que si existe una {# sucesién, entonces
{a: Ny =w)> & “p es verdadera en (a, €, (A; | @)icy,)”}

es estacionario en wi, es decir que la {* sucesién es reflexiva en un conjunto esta-
cionario.
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Una vez mostrado que V = L implica {*, veamos que {* — . Primero &7
es la siguente afimacion:

Eziste una sucesion (S, : o < wy) tal que S, es numerable,
Se € Z(a) y para cualquier X C wy hay un conjunto
club C tal que X Na, CNa € S,.

Sea (S, : a < w;) tal que Sy, = N, N Z(a), entonces por {# para todo
X C wy hay un club C tal que X Na, CNa € N,, como X Na, CNa € P(a),
XNa, CNaeS,, entonces C' es el club necesario para ™.

Una vez concluido {# la intencién es generalizar, definimos {># como el siguiente
enunciado:

Existe una sucesion (N, : o < k) de tal forma que cumple:
i) N, es un conjunto numerable primitivo recursivo cerrado (pr-cerrado) que con-
tine a av y |No| < | + Ny,
i1) Si X C k entonces hay un club C' C & de tal forma que « € C — XNa,CNa €
N,.
i17) (N4 : a < k) es I}-reflexiva.

Sin embargo, esta afirmacién no puede ser gereralizada si x es inefable. Un car-
dinal es inefable, si para cualquier funcién f : [k]*> — 2, hay un conjunto X
estacionario tal que | f"[X]?| = 1. Los cardinales inefables son de los llamados cardi-
nales grandes. Si k es inefable, k es el k-ésimo débilmente compacto. A pesar de que
aqui en ningin momento se habld acerca de los cardinales grandes, si ZFC'+V = L
es consistente, es consistente ZFC 4+ V = L + “no existe un cardinal inefable”. El
nombre de inefable es la traduccién literal de su nombre en inglés, el significado de
esta palabra es aquello que no puede explicarse con palabras.

Para poder demostrar {7 es necesario un resultado que es demostrado en [3]
que es una caracterizacion de los cardinales inefables.

Teorema 4.1.5. Un cardinal es inefable si y solo si para cualquier sucesion (A, :
a < K) tal que Ay, C « para cada o < K, hay un A C Kk tal que el conjunto
{a€r: ANa = A,} es estacionario.

Teorema 4.1.6. Suponga V = L, entonces si k es reqular, no numerable y no
inefable 7 es wdlido.

Demostracion. Para cada o < Kk sea

Sa={v<rk:v>a&l, E “aesregular’}.
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Sea
D = {a € k: a “es singular y S, no tiene maximo” }.

Por el teorema 4.1.5, sea (A, : a < k) la <p-menor sucesién tal que A, C «
y para todo A C k, {a € kK : A, = AN a} es no estacionario. Si a € D,
sea f(a) = Sup(S,). Si @ € k\ D, sea f(a) el menor ordinal v tal que a,
(Ao : @ < k) € L, < L,. Sea N, = L,, y mostraremos que (N, : a < k) es
una {#-sucesion.

N, es pr-cerrado, continene a «. Para ver que |N,| < |a| + Ny, vea que para
a € k\ D es inmediato ya que |N,| = |a]. si & € D, entonces « es singular, entonces
para algin v < |o|™,
L., = “a es singular”,

por consiguiente f(a) < 7y entonces |f(«a)| = |a|, por lo tanto |N,| = |a.

Ahora hay que verificar {7 (4i). Suponga que esta condicién falla, sea X el <;-
menor contraejemplo. Note que todos los conjuntos antes mencionados son definibles
en k1. Definimos submodelos M, < L, v < k por recursion:

1. My es el menor submodelo elemental M < L,+ tal que M Nk es transitivo.

2. M, es el menor submodelo elemental M < L.+ tal que M, U{a,} C My

M N k es transitivo.
3. My =,.\ M, si X es limite.

Sea «,, < K, entonces (a,;v < K) es estrictamente creciente, continua y cofinal
en k. Sea C = {a, : v < k}. Vamos a obtener la contradiccién mostranto que
XNa,CNaée N, para cada o € C.

Para cada v < k, sea m, : M = Lg,).
Observaciones:

e m, [ Ly, =id ] Lyg,.

o m,(K) = ay.

o T,(X)=XNa,.

Al igual que en el teorema 4.1.4, si se demuestra que S(v) < f(a,), entonces
habremos terminado. Si o, € D no hay problema ya que

Lswy F “ayes regular”

y por lo tanto B(v) € S,.
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Suponga ahora que «, € £\ D. Como A,, € Ly, (asi fue establecido para los
a que estan en k \ D), para mostrar que (v) < f(«,). Suponga lo contrario. Como
T Lgw) < L+ ¥y Aay Caw, 12 Loy < Lt v Ao, C o, 7 Hay,) = K, tenemos
que

Lgw) = “Hay un conjunto club C' C o, tal que a,, € C — Ao, Ny # A,
Entonces tomando C' C o, C € Lg, tal que
Law) “Cesclubena, y& a, € C — A, Ny # A7
Sea A = 7171(A,,), C =7 (C), entonces
L+l “Cesclubenk&vyeC— ANy #A.
C = CnNa,, como a, es punto limite en C significa que a, € C. Entonces
L+ E“ANa, #A,.
Pero A = 77 1(A,,) tenemos que ANa, = A,,, lo que es una contradiccién. Por lo

tanto {7 (ii) es valido.

Para ver {7 (iii) es vélido, el argumento es el mismo que la correspondiente
demostracién de {# (iii) visto en el teorema 4.1.4.
m

Como ya se noté, la parte de IIi-reflexividad no se traté mucho, sin embargo
esta propiedad puede dar {>#-sucesiones interesantes, que de manera estacionaria
reflejen propiedades que sean necesarias en determinado caso. En [2] hay un par de
ejemplos en los cuales se usa esta propiedad para reflejar estacionarios.

4.2 Sistema de escaleras

En esta ultima secciéon se va a hacer uso de una técnica de construccion de un
sistema de escaleras que es posible gracias al universo L. Este objeto es conocido
como espacio de Dowker de cardinalidad N;. Recordar que un espacio X es de Dow-
ker, si es normal pero X x I (I = [0,1]) no es normal. El primer ejemplo de un
espacio de Dowker lo dio Mary Ellen Rudin en 1971 con un espacio de cardinalidad
N® (suponiendo V = L, se tiene que R =N, ) en [9].

Para comenzar a sefialar cémo se crea en [4] un espacio de Dowker, empezamos
con las siguientes definiciones.
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Definicién 4.2.1. E = {E, : a € Lim(w;)} es un sistema de Escaleras si:
i) E, C a.

i1) otp(Ey) = w.

iii) sup(E,) = a.

Definicién 4.2.2. E golpea pares de estacionarios, si para cada par de esta-
cionarios S, T C w; existe un v € w; tal que £, NS y £, NT son cofinales en

.
Definicién 4.2.3. E es fuertemente anticipante de clubs, si para cada club
C C wy hay un club K C w; tal o € K implica:

(3B < a)(E,\ B CC).
Ahora veamos que V' = L implica un sistema de escaleras.

Teorema 4.2.4. Supongamos V = L. Si {S, : n € w} es una particion de w; en
conjuntos estacionarios, entonces hay un sistema de escaleras E tal que cumple:
i) E es fuertemente anticipante de clubs.
it) a €S, = Ey CUj_y Sk-
i) Si A, B C UZ:O Sk son estacionarios entonces existe un estacionario T’ C S, 11
tal que:
v €T implica sup(E, N A) =~ = sup(E, N B).

Demostracion. Sea f : w; — w tal que f~*({n}) = S,. Para cada v € Lim(w,)
se van a construir los conjuntos A,, G, y H, como control en la construccién del
sistema de escaleras.

a €A, siy sélo si:
i) Lo E ZF~; es decir, L, es un modelo de ZF menos el conjunto potencia.
i) v = wie.
i) f 7€ Lay
Lo E “f | 7 codifica una particién en conjuntos estacionarios.”

A, es numerable, ya que existe una funcién h : @« — w inyectiva y un Lg tal
que h € Lg, con < wy. Por lo tanto si § > 3, § ¢ A, y A, es numerable.

Definimos G, como:
G, ={CCy:Cesclubeny & (Ja € A,)(C € L,)}.
(A% AY) € H., siy solo si:
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i) (Vi e 2)(A" C ).

ii) (3o e A)) (Vi€ 2)(A" € L,).
iii) (VC € G,)(Vi € 2)(CNA #0).
i) (Vi € 2)(v€ € A)(f(£) < f(7))-

Entonces empezamos la construccion de E que es por recursion sobre los or-
dinales v € Lim(w;). Supongamos que v € S,, enumeramos G, = {Chlnew ¥

= {(A% Al) : n € w}, con la condicién de que cada elemento (A%, Al) se repita
N veces en la enumeracién. Sea {a, : n € w} enumeracién de A, asi para supA,
hay dos casos:

Caso I, A, no tiene méximo, sea {a, : n € w} de A, sucesién cofinal tal que
para todo m < n:
i) {(A%, ALY} € L.
ii) Chy € L, .

Caso II, A, tiene maximo, entonces para todo n € w sea o, = ay = supA,.

Sea {0, : n € w} creciente y cofinal en 7, ahora la construccion:

Yo € (Ag N Cy) \ do N € (A5 N Ch) \ o0

Yon € (A(Q)n N ﬂm<n Om) \ 5271 Yon+1 € (A%n N ﬂm<n Om) \ Von

Entonces E., es una sucesién cofinal en v, sup{E, N A’} = ~, ademds como
v € Sy, E, CU;_, Sk Finalmente sea:

E,={y :necw}

De esta forma si £ = {E, : v € Lim(wy)}, ii) del teorema es valido por la
construccién de la sucesion.

Afirmacién 1. Si C C wy es club y (A% AY) es un par de estacionarios tal que
f(AO U Al) C m+ 1, entonces existe un estacionario T' C Sy,11 y un club K C w,
tal que:

i) (AN, A'Ny) € Hy para todo v € T

it) CN~yeg, para todo v € K.

Demostracion. Note que el club K es el necesario para el punto 1. del teorema, y
que T es el necesario para el punto #ii). Crearemos el conjunto K club que cumpla
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la condicion del teorema.

Sea C' C w; club y (A% A') estacionarios, por recursién definimos una sucesion
de submodelos elementales M, < L, con v < w; como sigue:

i) My es el menor submodelo elemental M < L, tal que (A% Al), C € M.
i1) M, es el menor submodelo elemental M < L, tal que M, U{M,} C M.
iii) Mg =, M, si ¢ es limite.

Sea o, = M, Nw; y entonces (a, : ¥ < wp) es una funcién normal. Para cada
v <wseam, : M, = Lg, donde , es el isomorfismo dado por el colapso transitivo

de M,.

Observaciones:

o7, [ Ly =1td]| Lg,.

o T, (W) =q,.

e 7,(C)=CnNa,.

o m,((AY, AY) = (AN, A'Nay,).

Sea K el conjunto de puntos limite de la sucesién (o, : v < wy), por tanto K es
club. Sea v € K, para v € wy, o, < 8, ya que «, es la interseccion de M, Nw; y
como Lg, es el colapso transitivo de M, a,, € 3,. Por otra parte M, 1, es submodelo
elemental tal que {M,} € M, y entonces

My | “Ly, = M,

v B, € a1, entonces para un ordinal limite A < wy,

Y = supa, = supf,.
V<A v <A

Por lo tanto v = ay. Asi ) € A, pues Lo, = Lg, =y = wi”, vy Lg, = ZF~;
ademds C' N~y = m\(C) € Lg, y por el corolario 1.7.9, Lg, = m\(C) es club en 7.
Entonces C'N vy € G,, por lo tanto K es el club necesario para la condicién 2 de la
afirmacién. Ahora sélo falta T

También (A° Na,, A'Na,) € Lg,. Para A, # 0 y sea pu, = supA, definimos:
E={yeSn:(Vie 2)(LM,:“AZ' N~ es estacionario en vy = wlL‘””)}_

Ahora veremos que E es estacionario en w;. Sea F' C w; club, encontraremos
un ordinal tal que este en la interseccién de F'y E. Sea £ < ws el minimo ordinal
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tal que {{S, : n € w}, F, AY, A'} € L. Para cada n € w sea k, el (n + 1)-ésimo
ordinal més grande que ¢ tal que L, = ZF~. Para cadan € wy v < w; definimos
la siguiente cadena de submodelos elementales M]' < L, como sigue:

1. M es el menor submodelo elemental M < L, tal que A%, A F € M.

2. M, es el menor submodelo elemental M < L, tal que M," U{M}} C M.

3. MP =, M} si C es limite.

Sea o) = M} Nw;. Entonces la sucesion (o) : v < wy) es normal para cada
n€w. Sea Gy ={v<w :v=ay}yG=(),e, Gn Entonces para cada n € w,
v € GG implica v = o).

Fijemos v = min(G N S,,41) (de aqui hasta el final de la demostracién v es un
ordinal fijo) y consideremos los siguientes colapsos transitivos, Para cada n € w sea
T o M} = L.

Observaciones:

e m, [v=id]|v.

o 7, (w)=vr.

e 7,(Sk) = Sy Nv para todo k € w.
e T, (F)=FnNv.

o T, (A)=ANv

o ) cA,.

Sea 7, = SUpp<,7", entonces:

“,, )
® L'Vl/ ): V=w .
o L, E=“SpNv es estacionario”para cada k € w.
o L, E=“A'Nv es estacionario”para cada i € 2.
e L, E“FNuves cofinal en v”.

Para cada -, < p vamos a probar que u ¢ A, para poder concluir que p, = 7,
para ello, note que L, = “v =w,” y L, = ZF~. Supdngase que L, = “v = w,”.
Sea &, el menor ordinal tal que {SkNV}rew, {A"Nvticoy FNv € Lg,, entonces se
tiene que m,(§) = &, para cada n € w. Si n > 0 entonces:

(Wn)_l(')/z[/)) = Ko, (Wn)_l(’yi) = K1y, (Wn)_l(%?}_l) = Kp—1

y 72 es el (n+1)-ésimo ordinal més grande que &, tal que Lg, = ZF~ asi que en L.,
se define la sucesién de ordinales (7)) : n € w) € L., . Entonces L., no es un modelo
de ZF~ ya que tiene una sucesién cofinal numerable a v, y asi v, ¢ A,. Si v, < p
dentro de L, definimos las L,-versiones G,, de los clubs antes definidos G,, C w;
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(a? =M Nvtal que ¢ <v = wlL“, donde M se hace como la cadena elemental
reemplazando las definiciones &,, y k, con &, y 77 respectivamente, entonces G,, =
{¢<v:(=a}). G, =GNvparacadan € w, ademds L, = )¢, Gn es club”,
pues cada G, es club segun L,, si u € A, entonces

u):“mG m+1ﬂl/)7é®”

new

lo cual no es posible ya que v = min(GNS,,+1), entonces 1 ¢ A, y v, = p,, entonces:

i) Ly, E‘v =w".

it) L., E“A"Nv es estacionario 7, para cada i € 2.
i1i) L., =“F Nv es cofinal en v”
El punto 1 y 2 junto con la eleccién de v implican que v € E y la tercera implica
que v € F ya que F' es cerrado. O

Como F es estacionario, entonces sea ' = E' N K, y por lo tanto si v € T'
Como v € K entonces C'N~y es club en « para algin 8 € A,.

LH’y??

Si C es un club de v para Lg, § € A, entonces L, F“Cescluben y = w,

LM’Y ):“’Y — w177

Como vy € E entonces v € Sy1y Ly, E“A'N7y es estacionario en y = wf’””
5. Entonces L, = CN (A" N~y) # 0.

Por lo tanto (A° N v, A'Nv) € H,y K y T quedan construidos. O

Ll

Una vez visto que en V' = L hay un sistema de escaleras veamos cémo crear un
espacio de Dowker a partir de este sistema.

Para las siguientes demostraciones se van a usar resultados topologicos que pue-
den ser vistos en [10] y que s6lo mencionaremos para hacer méas claro los argumentos
en la tltima demostracion.

Teorema 4.2.5. Sea X un espacio topologico regular y Lindelof, entonces X es
normal.

Teorema 4.2.6. X x I es normal si y solo st X es normal y numerablemente
paracompacto.

De lo anterior, encontrar un espacio de Dowker se reduce a encontrar un espacio
normal pero que no sea numerablemente paracompacto. Sin embargo con el siguiente
teorema es posible mostrar de una manera mas sencilla que X es numerablemente
paracompacto.
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Teorema 4.2.7. X es nuemerablemente paracompacto si y solo si toda sucesion
de cerrados Fy O Fy O --- D F), ... con interseccion vacia tiene una erpansion a
abiertos con interseccion vacia (es decir F; C G; y (e Gn =10).

Finalmente veamos un ejemplo de un espacio de Dowker construido a partir del
Axioma de Constructibilidad.

Teorema 4.2.8. Si{S, : n € w} es una particion de wy en conjuntos estacionarios
Y E un sistema de escaleras de tal manera que cumplan:

i) E es fuertemente anticipante de clubs.

ZZ) aesS,=FE,C UZ:O Sy
iti) St A, B C UZ:O Sk son estacionarios entonces existe un estacionario T C Syyq

tal que:
vyeT = sup(E,NA)=v=sup(E,NDB).

Entonces X = (w1, T) es un espacio de Dowker, donde T es la topologia asociada al
sistema de escaleras E.

Demostracion. La topologia asociada al sistema de escaleras E es la topologia de
orden, més una base de vecindades para los puntos limites de w; U C w; es un
abierto si para cada « limite que estd en U (30 < a)(E, \ f C U).

Para ver que X es un espacio de Dowker es necesario ver que X es normal. En-
tonces sean A, B C w; cerrados, por demostrar que existen C, D abiertos tales que
CND=0,ACCy BC D. Consideremos los siguientes casos:

Caso I A o B es acotado. Sin pérdida de genaralidad, suponga A acotado. Sea
f € wy tal que € A implica 5 < «a. En este caso, Note que (a, 7’) (el subespacio
a con la topologia restringida) es numerable, también note que (w, 7") es regular, y
por ser numerable es Lindelof. Por lo tanto es normal y entonces hay dos abiertos
UV CatalqueUNV' =0y ACU y (anB) CV'. Porlo tanto U = U,
V =V'Uuw; \ (e + 1) son los abiertos que separan A y B.

Caso II A y B son no acotados. Note que si los dos fuesen estacionarios, como E
golpea pares de estacionarios entonces existe « limite tal que £, N Ay E, N B son
cofinales en . Entonces o € AN B ya que es punto de acumulacién bajo esta nueva
topologia. Una vez visto esto, construiremos U,V abiertos tales que UNV =0 y
ACU,BCYV.

Sin pérdida de generalidad, suponga B no estacionario; entonces existe un club
C tal que C' N B = (). Como E es fuertemente anticipante de clubs, hay un D club
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tal que
(Vy € D)(38 < a) (B, \ B € O).

Por recursién sobre D vamos a construir abiertos ajenos U, V' tales que AUD C U
y B C V. Suponga que para a € C existen abiertos tales que (AUD)Na C U,Nay
BNnaCV,Nay UV ajenos hasta a, veamos que para o™ = min{ € D : a < }
existen U,+, V,+ que hacen ajeno a (AU D) Nat, BNa'. De esta manera hay que
hacer ajenos a (AUD)N[a, at+1] de BN[a, a™+1]. Una vez més la topologia restrin-
gida a ot 41 es Lindel6f, por lo tanto hay U’, V' que separan a (AU D) N o, at +1]
de BN [a,a’ 4+ 1] y hacemos Uy+ = U, UU’' y Vo+ =V, UV’ para hacer ajenos a
AUD y B hasta a™.

Si @ € C'y «a es ordinal limite, entonces note que a ¢ B ya que hay § < « tal
que E, \ f C C. Para todo v € D N« existe una vecindad N () tal que

Ny e | U

£eCna

asi

Vo= |J Ve, Uu= |J Ueu{a}

£eCna EeCna

son los abiertos para hacer ajenos a AU D y B.

En el caso de que A, B sean cerrados, ajenos y B considerando que B es no
estacionario, acorde con lo anterior

AcAuDcU=|JU, BCV=|JV
§eC 1356

son abiertos tales que U NV = (). Por lo tanto X es normal.

Como X es normal, veamos que pasa con la propiedad de ser numerablemen-
te paracompacto. Sea (S, : n € w) la particién asociada al sistema de escaleras,
entonces:

VnlA, = U Sy es abierto en X].

k<n

Sea o € A, limite, entonces por el teorema 4.2.4 £, C A, por lo tanto A,, es abierto.

La idea es crear una sucesién de cerrados F,, = wy \ 4,. Note que para n € w,
Fri1 € oy Nyew Fr = 0. Suponga ahora que W, son abiertos tales que F,, € W, y
(W, :n € w} =0:hay un T C X \ W, que es estacionario. Como W, es abierto,
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la cerradura de 7" es un subconjunto de w; \ W,,,. Mds atin, hay un 6 € S,,;; tal que
d € cl (T) Cw \ Wy, lo cual contradice que S, C F,,, € W,,. Asi X = (wy,7) no
es numerablemente paracompacto y por lo tanto un espacio de Dowker. O
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