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Nomenclatura

A continuacion senalamos algunas instrucciones acerca de los simbolos
usados en el texto:

Descripcion de simbolos

Simbolo Descripcion

C Campo de los niimeros complejos.

R Campo de los nimeros reales.

N Conjunto de los numeros naturales {0, 1,2,3,...}.
T Conjunto de indices {0,1,2,...,k}, k € N.

T \ {0} Conjunto de indices {1,2,...,k}, k € N.

Mat,x, (C) || Conjunto de las matrices de tamafio p x p con entradas

en C
A* La transpuesta conjugada de la matriz A.
At La transpuesta de la matriz A
¢ Termina una demostracién.
Sz Parte imaginaria del nimero complejo z.
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Capitulo 1

Resumen

En la presente tesis se estudiaran algunas propiedades de la matriz resol-
vente del Problema Matricial de Momentos de Hamburger la cual se repre-
senta por una matriz polinomial de dimensién 2q X 2q y tiene la forma

Un(2) = (3:((2 §Z<(§>>>

donde los elementos a,(z), Bn(2), Yu(2) ¥ d,(2) son polinomios ¢ X ¢ que
llevan la informacion de los momentos. La matriz resolvente es usada para
dar la soluciéon del problema de momentos de Hamburger en términos de la

funcién asociada
_ m(2)w(z) 4 Ba(2)
s(z) = .
Tn(2)w(2) + 0n(2)
Para ¢ > 1 mediante % se denota A - B! asumiendo que existe la inversa

de B. Otra propiedad especial de la matriz resolvente que se estudiard es la
J-forma de la matriz resolvente.

Recordando brevemente que el problema clasico de momentos de Ham-
burger trata acerca de la relacién entre una colecciéon de ntimeros llamados
momentos denotados {s;}32, y una medida de Borel positiva o relacionados
por medio de la igualdad

S = / t*do(t), parak=0,1,2,... (1.1)

o0

Aparecen preguntas acerca de:  cuando ésta medida positiva o existe 7 y si
existe, ; es unica ?. Algunas de las aplicaciones del problema de momentos
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VIII CAPITULO 1. RESUMEN

es en la teoria de Probabilidad asi como en la teoria de Control y el estudio
de circuitos eléctricos.

Se demostrard que los polinomios «;(z), 8(2), vj(2) y 6;(2) pueden ser
escritos en términos de polinomios ortogonales { Py(z)}7_, respecto a la me-
dida correspondiente al problema de momentos de Hamburger y polinomios
{Qk(2) }7—, lamados polinomios de segunda especie.

También se estudiara una representacién multiplicativa de la matriz resol-
vente de la forma U;(2) = b (z) - bV (z)---bU)(2), mediante factores ele-
mentales b¥)(z) llamados factores de Blaschke-Potapov, donde cada funcién
matricial b(j)(z) tiene dimension 2¢ x 2q y es una funcién lineal con respec-
to de z. A su vez se verd que las matrices b\ (2) se representan como un
producto de matrices que contienen ciertos parametros elementales llamados
parametros de Stieltjes.

Para concluir, se verificard que las matrices b¥)(z) heredan las J-forma
propiedades de la matriz resolvente U;(z).



Capitulo 2

Introduccion

En el presente trabajo se estudiaran las propiedades principales de la
matriz resolvente del problema de momentos de Hamburger truncado. Acla-
ramos estos dos conceptos:

Problema de Momentos de Hamburger.

El problema de momentos de Hamburger [5] (nombrado asi en honor a
Hans Ludwig Hamburger), consiste en lo siguiente: Dada una coleccién de
nimeros reales {sg, $1, So, . .. }, hallar una medida positiva de Borel o(t) tal
que

sj = / t'do(t), para j =0,1,2,.... (2.1)

Este problema se subdivide en los siguientes puntos:

1. ; Cuéando el problema de momentos de Hamburger tiene solucion ?

2. ; Cuando el problema de momentos de Hamburger tiene solucién tinica
(lamado problema determinado) y cuando tiene un nimero infinito de
soluciones (llamado problema indeterminado) ?

3. Determinar el conjunto de soluciones del problema de momentos de
Hamburger.

Los puntos 1 y 2 seran tratados en el apéndice. El conjunto de soluciones del
punto 3 se discutird mediante la funcién fraccionaria lineal (2.5).

IX



X CAPITULO 2. INTRODUCCION

Si la secuencia de momentos dados s; es finita y contiene un ntimero im-
par de momentos {Sj}?io entonces el problema de momentos (2.1) se llama
truncado ( problema de Momentos de Hamburger truncado ).

Denotemos el conjunto de todas las soluciones del problema de Mo-
mentos de Hamburger truncado mediante M,,.

Usualmente en cada situacion o se asocia una funcién holomorfa en

C\R de la forma
s(z) = /_ do(t) (2.2)

ot — %

donde o(t) es una medida positiva definida en R.

Tal funcién es denominada funcion asociada al problema de Momen-
tos de Hamburger truncado. El conjunto de funciones asociadas denotado
mediante Z,,.

Matriz Resolvente del Problema de Momentos truncado

Sea U;(z) una funcién que va de los complejos a las matrices complejas de
tamano 2 x 2, es decir, U; : C — Matoyo (C), definida de la siguiente forma

1 — 2uiRI(Z)H; vy 2ujR;(Z)H; 'y >

o= (o, e,

Esta matriz se llama matriz resolvente del problema de momentos de Ham-
burger, cuyas matrices R;(z), H;, v;, u; se definen en la pagina 1, con H; > 0,
es decir H; es positiva definida. Definimos:

(2) :=1— zu;R;(E)Hj_lvj,
Bi(z) = 2ui R} (2) H; 'uy,

(2) := —ZU;R;(E)H;lvj,

(2)

=1+ 20, R} (2)H; 'uy.

Entonces la matriz resolvente U;(z) se puede escribir en la siguiente forma

ue = (29 09)- (24



XI

Las funciones «;(z), 8(z2), vj(2) y 0;(2), son polinomios que dependen de los
momentos {s;}:".

Con las entradas de la matriz U;(z) se describen las soluciones del punto
3. Més precisamente, sea la funcién s(z) definida de la siguiente forma:

aj(2)w(z) + B5(2)
s(z) == :
i(2)w(z) + 6;(2)
es la funcion asociada a la solucién del problema de momentos de Hambur-
ger truncado, aqui, la funcién w(z) es un parametro de la solucion, el cual
esta determinado por la relacion

w(z) = /_OO d,u(t). (2.6)

ot — 2

(2.5)

Esta funcién es holomorfa en C\R, donde p es una medida positiva arbitraria
en R.

Sea Ry el conjunto de pardmetros w que satisface (2.6), denotemos con
7€0 := Ro U {oc0}. De esta manera el conjunto de todas soluciones Z, del
problema de momentos de Hamburger se describe mediante el conjunto de
pardmetros Ry, ver Akhiezer [3].

Mediante la formula de inversién de Perron-Stieltjes se obtiene o de la
funcién asociada s. Considerando que para cualquier t,c € R y que ¢ < t:
o(t+0)+o(t—0) 1 [

=lim— [ Ss(x+ ie)dr, (2.7)
2 e—0 77 ¢

donde se considera que las funciones que buscamos ¢ son continuas por la
izquierda, es decir o(t) = o(t — 0). Esto se puede consultar de la pagina 124
de [3], asi como en la pagina 11 de la seccién 59 (volumen II) de [4].
Observacion. Hasta aqui hemos considerado el caso escalar, todo lo que sigue
estudiaremos el caso matricial.

J-forma de la Matriz Resolvente de Hamburger

Una de las propiedades mas importantes de la matriz resolvente del pro-
blema de momentos de Hamburger son las denominadas J-propiedades, con
las cuales, junto con el Teorema de Identidad para funciones analiticas, nos
permitird encontrar la inversa de la matriz resolvente de manera explicita.
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Maés precisamente, sea .JJ una matriz de dimension p x p con las siguientes
2 propiedades: J* = J y J* = I,, donde I, denota la matriz identidad de
tamafno g x ¢, es decir, I, € Mat,, (C) y sea A una matriz p x p, entonces
las J-propiedades de A se clasifican de la siguiente forma:

= A es J-contractiva si y solo si J — AJA* > 0.
= A es J-expansiva siy solo si J — AJA* < 0.
= A es J-unitaria si y solo si J — AJA* = 0.

Se demuestra en la pagina 8 que considerando la matriz

= (0, —ul,
Ja = <in Og ) (28)

donde 0, denota la matriz 0 de tamafio ¢ X ¢, es decir, 0, € Mat,x, (C),
entonces la matriz resolvente satisface

. Sz e (0,00)
Ty = Ui(2)JUs(2) =$ =0, z€R (2.9)
<0, Sz€ (—00,0)

es decir:
= Uj(2) es J,-contractiva cuando 3z > 0.
= Uj(2) es J,-unitaria cuando Sz =0 (2 € R).

= Uj(2) es J,-expansiva cuando 3z < 0.

Polinomios Ortogonales y Polinomios de Segunda Especie

En la presente tesis también se estudian los polinomios {P;(z)}}_, ¥
{Q;(2)}j=¢ que surgen al construir la matriz resolvente, los cuales son 2
familias que satisfacen lo siguiente:

= {Pj(2)}7_, es una familia de polinomios ortonormales respecto de la
medida o correspondiente al presente problema de momentos (teorema
4.2.1 pagina 21). Recordemos la definicién de ortogonalidad en polino-
mios matriciales:
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Sea o una medida positiva de ¢ x ¢ en R. Decimos que la matriz
polinomial P(t) = Y7_, Ayt* con coeficientes A, de tamaro g X ¢
tiene grado j si A; es distinto de cero. Una sucesién finita de matrices
polinomiales {P;}7_, es llamada Matrices Ortogonales de Polinomios
con respecto a o si:

i) deg P;(t) =7V j€{0,...,n}.
ii) [ Pu(t)do(t)Pr(t) = 0miCmj, ¥ m,j € {0,...,n} donde Cp; es
una matriz constante distinta de cero de tamafio qxq.

Si C,; es la matriz identidad I, entonces la sucesién de polinomios
matriciales {P;}7_, es una familia de polinomios ortogonales matricia-
les.

= {Q;(2)}}_, es una familia de polinomios de segunda especie, es decir,
para cada j, Q;(z) surge a partir de P;(z) por medio de la relacion

o= [ BE=R0a6) 2.10)

oo z—1

(lema 4.3.1, pagina 26).

Factores de Blaschke-Potapov y Parametros de Stieltjes

En el capitulo 3 verificaremos que la matriz resolvente se puede escribir en
forma multiplicativa usando los factores de Blaschke-Potapov (ver definicién

5.1.2)
~p TT—175 ~x T7—1
bO)(z) = j'q—zij'f vj‘ zw; H; wlj 7 (2.11)
—2U H; v, ‘Iq—i-zi?;-‘Hj w;

los cuales son funciones matriciales lineales respecto de z, b9 : C — Mata,x 24 (C).
Se demuestra en el teorema 5.1.1 que U;(z) se representa como producto de
b\ (2), es decir:

3
Ui(z) = [[p™(2). (2.12)
k=0

Donde la flecha — indica que el producto se hace de izquierda a derecha.
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Ademas demostramos que cada factor de Blaschke-Potapov hereda las jq-
propiedades de la matriz resolvente (ver péagina 49). En el teorema 5.3.1
(pagina 43) se demuestra que las matrices b (z) se representan usando los
pardmetros de Stieltjes {L;}7_o v {M;}}—,.

7j—1 7j—1

; I, L; 1 0 1, —L;

b9 (2) = ( I ) ( 1 q) ( ‘ ) : 2.13
(2) ill 0 1y) \—2M; I, pn 0, I (2.13)
Observacion. Senalemos que la presente tesis considerara las propiedades
principales de la matriz resolvente y no asi el problema de momentos de
Hamburger.

Observacion. En la presente tesis no se presentan resultados originales, mas
bien se estudia detalladamente el articulo de 1.V., Kovalishina [6] donde se
expone el método de la desigualdad fundamental de Potapov [8] y [9] creado
a principios de los anos 60 del siglo XX.

Como referencias principales en este trabajo, menciono los siguientes articu-
los: [2], [1] v [6].



Capitulo 3

J-forma de la Matriz
Resolvente

Introduccién

En éste capitulo se introducira la definicién de matriz resolvente, la cual
es muy importante para el problema de momentos y constituye el tema del
trabajo actual. Se dardn las definiciones de las matrices que se usan para
la construccién de la matriz resolvente, las cuales se usaran a lo largo del
presente texto, también se daran las definiciones de matriz J-contractiva,
J-unitaria y J-expansiva (J-forma o J-matriz), las cuales, permitirdn, con
la ayuda del Teorema de Identidad para Funciones Analiticas del Analisis
Complejo, a encontrar la inversa de la matriz resolvente.

3.1. Definiciones Preliminares

Definicién 3.1.1. Sean z € C, {s; ?io € Mat,«,(C) tal que para j € Jo,
se cumple que s; = s}, sea p € N entonces [, serd la matriz identidad de
tamafo p x p, es decir I, € Mat,y,(C), sea p,q € N entonces 0,, sera la
matriz 0 de tamafo p x ¢, es decir, 0y, € Mat,,(C). A lo largo del trabajo
I serd la matriz identidad de tamano ¢ x ¢ y 0 la matriz cero de tamano ¢ X ¢
(0,1 € Mat,«,(C)), entonces las siguientes matrices quedaran definidas de la

siguiente forma para j € J,:
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S0 S1 tee Sj Oq [q
S S cee 8, —s 0
H, — 1 82 j+1 ’ . 0 ’ vy = q
8j Sjt1 o 82 —Sj-1 Ug
04 0, 0, S;
]q Oq Oq —1
T; = N Rj(2) == (g — 2T5) 5 Y= | 7
04 I, 04 52j-1
Aj = (OqXJ Dg> ) (0g, 0g, - .-, Ig)
Hj = sy — Y H Y
Notemos que
I 0g  0g
Ry(z)=| Mo O Oaf (3.1)
zj]q ET-7 PR

Observacion 3.1.1. Las matrices de la definicién 3.1.1 se pueden escribir en
bloques de la siguiente forma:

_E[‘7 — (HJ;1 }/]) s u] = (ujl ) R ’Uj = (Ujl) ,
Yi' sy —5j-1 Og

A1,
Ti-1 Oigx > (R~_1(z) 0,0x ) N 7,
T, =" Ixa) o Ri(z) = 72 H9E94) 0 con Z; = ' ,
J < )\j Oq J( ) ZJT Iq J :
21,

donde j € J, \ {0}.

Lema 3.1.1. Sean j € J,, sea H; y ?[j invertibles Vj € J,, entonces se
tiene que:

-1 ) _Hg-1lyv.
-l — ( Hj—l Ojgxq ) + ( Hj[—lyj )HJ ( Y*H]— 1 ]q). (3.2)

J .
O‘]X]q Oq q
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Demostracion. Se demostrard que H; - H; ! = I,,, comenzando por calcular
directamente H; - H ;1 haciendo uso de la observacion 3.1.1:

Hj-H:'=
Hj Yj) (Hj_ll 0jqxq> (Hjl Yj) (‘H-_llyj ) F-1 (_y+ -1
e : +( 1 : j H'(-Y/H 1) =
(Y; 52j Ogxjq  Og Y sy I, J ( 77t q)

. Hj—l . H-_fll 0jq><q —Hj_lHj_,llyvj + Y; 77—1 *rr—1 _
- ( E*H;_Ii 0, ) " =Y H LY+ s Hi' (=Y HZ 1) =

j—

I 0, 0 71 *rr—1

_ Iq quXq Oq quxq _ Iq Oq
— (Y‘*Hfl Oq + _}/J*H]—J1 [q - Oq ]q . (33)

J i1

¢

A continuacién enunciamos unas observaciones que utilizaremos para de-
mostrar la identidad fundamental ( lema 3.1.2 ) que se utilizard en el trabajo
actual.

Observacion 3.1.2. Sean H;_; y A; como en la definicién 3.1.1, entonces se
cumple la siguiente igualdad:

Sj
Sj+1
Hi - )= : (3.4)
S25-1
82]'

Demostracion. La demostracion es obvia ya que \; deja la tltima columna
de la matriz H;_;. ¢

Observacion 3.1.3. Sean Y; y Tj_; como en la definicién 3.1.1, entonces se
cumple que

}/}* ’ jﬂ‘;fl = (Oqa Sjs Sjtly .- 52]'72) (35)
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Demostracion. Por calculo directo tenemos

Oq [q Oq Oq
Oq Oq Iq Oq
YT = (85,8541, 8502y 5 S92, 825-1) - | 11 b el (3.6)
0, 0, 0, -~ I,
0, 0, 0, - 0,
denotando al vector §; = (s;, 841, ..., S2j_2) de tamaflo g x ¢(j —1), se puede

reescribir lo anterior de la siguiente forma:
* * ~ OQ(j_l)Xq IQ(j_l) Y
YTy = () - 0D ) — o, ) @)
q gxq(j—1)

con lo que se concluye que
Y}* . j?:l = (Oq, SiySi415-- 0, 82j72> . (38)

¢

Observacion 3.1.4. Sean Y; y A; como en la definicién 3.1.1, entonces se
cumple que:
Yj* . /\j = 525-1 (39)

Demostracion. La demostracion es obvia haciendo los célculos directamente.

¢

Observacion 3.1.5. Sea H; y T; como en la definicién 3.1.1, y haciendo las
particiones en bloques de las matrices como en la observacion 3.1.1, se puede
ver que para j = 2,3,...,2n, se cumple lo siguiente:

H, { Y, T A* H,_{-TF H,_{-)\;
H. -TF = Vit A R b B A ) R j=17 41 =1 (310
s ( Yy 321’) (qujq OQ> < i Ty, Yie A (3.10)

J

Ahora procederemos a demostrar la Identidad Fundamental .

Lema 3.1.2 (Identidad Fundamental). Sean T}, H;, u; y v; como en la
definicion 3.1.1, entonces se cumple la siguiente igualdad llamada Identidad
Fundamental:

H;T; — TjHy = ujv; — vjuj. (3.11)
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Demostracion. Primero, observemos que para j = 0, se tiene que Hy1; —
ToHy = upvgy — vouy = 0. Ahora calcularemos explicitamente H; - T} para

j=1
mrs = (Y % (3.12)
141 Oq S1 '
para j = 2, hacemos uso de las observaciones previas:
Oq S0

Oq S1
Oq S9

(3.13)

«_ (Hi-T7 Hi- )

53

para j = 3, haciendo lo mismo que en la igualdad previa, se tiene que:

Oq So S1| S2

. HQTQ* HQ')\g . Oq S1 Sg | S3
Hg,.T3_(Y3*_T2* vion) = | o s sls (3.14)

Oq S3 84‘ S5

se puede observar que para j > 3, haciendo directamente los célculos de
Hj - T7 se obtiene que:

Oq S0 S1 S92 cee Sj—1
O s1 s2 83 | 8
" Oq S9 S3 Sq cee Sj+1
H; TS = 0 ‘ (3.15)
J q S3 S4 Sy cee Sj+2
O Sj+1 Sjt2 Sj43 -+ | S2j-1
cambiando la asignacion de bloques, se tiene:
Oq So S1 S92 L Sj—1
Og | s1 Sy S3 - 5
N Oq So S3 Sq cee Sj+1
H; T = 0 (3.16)
J q S3 Sq Sy cee Sj+2
Og | Sj+1 Sj42 Sjy3 -+ Szj—1
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ahora definiendo la matriz léj de tamano ¢qj x qj de la forma:

S1 S9 S3 s Sj
S22 S3 S4 0 S

kj — | S3 Sy4 S5 te Sj+2 (317)
S5 Sj+1 Sjy2 0 S25-1

asi como el vector ; de tamano g x ¢(j — 1) de la forma:

Tj = (80781)827837‘-'7Sj—1) (318)

entonces Hj - T7 se puede reescribir como:

H; - T; = (Ooq ifj) (3.19)

qjxq J

o

ahora, calculando la diferencia H;-T} —T;- H; y recordando que (Hj - T?“)* =
T; - H; ya que H; es simétrica, se consigue que:

0 T 0, Oyxqi T
H; T} —T; H; = ( ‘ %{) — (fi qggﬂ) = <_0q Of”f ) (3.20)
Ogjxg K; Z; j Ly Vgixgj

por otro lado, calculando directamente u; - v7:

Oq Og Og 0y - 04
—S0 —So Oq Oq ce Oq

wjvi=| =51 | (I;,04,0q...,0) = | st 0y 0p -~ 041 (321)
—Sj-1 —sj-1 0g Og -+ g

recordando la definicién de Z;, lo anterior se puede reescribir de la forma:

uj - vl = ( 02* quqﬂ‘) (3.22)

—Z; Ogjxqs
luego calculando la diferencia u; - vi — v; - uj:

* * Oq qujq) ( Oq _jj ) < Oq jj )
U v —v U = . — = . 3.23
A <_$j 0jgx g Ojgxq  Ojgxjq —L; 0jgx g ( )
ahora, igualando (3.20) con (3.23), se concluye que:
Hj];k — ]}H] = UJ]'U; — 'Uju;f. (324)
¢
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3.2. Matriz Resolvente

Definicién 3.2.1. Sea U;(z) una funcién matricial con dominio en los com-
plejos e imagen en las matrices de 2¢q x 2q con entradas complejas, es decir,
U;(z) : C — Matg,x2,(C) definida de la siguiente forma:

J

_(fe R G s B
= (" 1 ) 629

Donde las matrices u;, vj, R;(z) y Hj son las definidas en 3.1.1, y H; es
invertible.

Denotando:
j Z) = Iq — zu;R;(i)Hjlvj,

(

B;( zujRj(?)Hj’luj,
(
(

Q

z

i(2) == —20; R} (2)H; vy,

8;(z) := I+ 20} R} (2)H; 'uy.

z

=2

)
)
)
)

se tiene que

() B
ue = (20 50) (330)

3.3. J-forma de la Matriz Resolvente

Definicién 3.3.1. Sea J una matriz compleja de p X p, es decir, J €
Mat,,(C) que satisface J* = J y J? = I. Una matriz compleja A de ta-
mano p X p se dice que es J-contractiva (respectivamente .J-expansiva) si
J — A*JA > 0 (respectivamente, A*JA — J > 0). Si A es compleja de ta-
mano p X p, entonces A es J-contractiva (respectivamente J-expansiva) si y
solo si A* es J-contractiva (respectivamente J-expansiva). Mas atn, si A es
una matriz compleja de p X p no singular, entonces A es J-contractiva si y
solo si A™1 es J-expansiva. Una matriz compleja p X p se dice es J-unitaria
siJ—A*JA=0.Si A es una matriz J-unitaria compleja de p X p entonces
A es no singular y las matrices A* y A~! son J-unitarias también.

A este conjunto de propiedades (J-contractiva, J-unitaria, J-expansiva)
les denotaremos como J-forma.
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Para el presente texto, se usard la matriz de tamano 2¢q x 2q

7 ._ (0 —til,
J, = (Z.[q 0, ) (3.31)
Observacion 3.3.1. La siguiente igualdad es vélida Vj € 7,
Uj(2) = Loy + iz (uj, v)" R (2)H; ' (uy, v;) Jy. (3.32)
Demostracion.
Log + iz (uj, v;)" Ry (2)H; ' (uy, v5) Jy = (3.33)
(1, 0, R T N N L e 7 A
_ (Oq Iq) +is (U;) R (v ([ )= 33)
_Iq(]q . U; % /— 1N
= <Oq [q) +iz (U;) Ri(Z)H; " (ivj, —iuj) = (3.35)

S N

/s Oq) (u}fR}f(z)H-‘lvj —u;R;<z>H;1uj>
- < * D* (= - * % (= — - 3.37
(Oq I, viR;(Z)H, Lo, —vr R (Z)H, L, (3.37)
oG GG,
= Pk (N TT— PRE Q =U;(2). 3.38
< —oiR;(2)H vy I+ 20 RE(Z)H My i(2) (3.38)
¢

Observacion 3.3.2. Sea {s; ?;‘0 una sucesion de momentos; de la Identidad
fundamental se tiene que la igualdad

(u 03) Iy (ug, v0;)" = —i (H;T} — T;Hy) (3.39)

es valida Vj € J,. La demostracién es obvia, ver lema 3.1.2 y (3.31)
Lema 3.3.1. Sea U,(z) la matriz resolvente, entonces se satisface que:
a)

Jy— Uj(z)jqu’.*(z) =i(z—2) (u;, vj)" R;(%)Hj_le(Z) (uj, v;). (3.40)
b) En particular, se tiene que:
0, Sze(0,00)
Jo—Uj(2) U (2) =4 =0, z€R (3.41)
0, Sz€ (—00,0)

Demostracion: a).
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Comenzando por hacer el cilculo de J, — Uj(2)J,U5 (2), se tiene que:

Jo = U(2) U3 (2) = Jy = (Tag + 12 (a5, v)" Ry ()H; ™ (g, 05) Jy) - o
(B = 2, (g, v)" H Ry (2) (g, 05) ) - (3.42)
Distribuyendo jq por la derecha en el primer producto y recordando que
Jq2 = I54, tenemos:
Jo = U(2)IU3(2) = Jy = (Jo + 2 (g, ) BV H; (g, 05 ) -
(B = 2, (u, v)" H Ry (2) (g, 0y) ) - (3.43)
Realizando el producto en la ecuacién anterior
jq—U()JU* / /+zz (uj, v;)" H; ' R;(Z) (uy, v;) —

— iz (u;, v;)" Rj(2)H, (uj,vj)—
— 27 (uy, Uj)* R;(?)H ! (uj 5 ;) j (uj ) UJ) H]-_le(Z) (uj, vj) (3.44)

haciendo uso de la observacién 3.3.2, se puede apreciar que:

— 2% (uy, Uj)*R;(E)H (uj, ;) j (uj, v;)° Hj_le(E) (uj, v;) =
=142Z (u;, vj)" R (Z )H (H T TjHj) Hj’le(E) (uj, vj). (3.45)

J

Ahora simplificando:

i(uj, v3)" B5(2) (2 (Igang = 217) Hy ' = 2H; " (Ig4ne — 2T5) +
+2zH; ' (H;T; — T;H;) H ') R;(Z) (uy, vy) =
= i(uy, v;) Ry H; " (ZH; (141 — 2T5) — 2 (Igvg — Z15) Hy+
+27 (H;T; — TjH;)) H; ' R;(Z) (u;, v;) (3.46)

reduciendo el término dentro del paréntesis en (3.46), tenemos:

ZH; (I(j11)q — 2T5) — 2 (Ig4ng — 2T;) Hy + 22 (H;T; — T H;) =
:EH- —EZH<T*—2H-—|—zET~H4—i—zE(H-T* —T-H‘) =

=zZH; — zH; — 22 (L T—="T;H;) + 2z (HT—=T;H;) = (z - 2)

(3 47)
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sustituyendo (3.47) en (3.46), se consigue que:
i(uj, v;)" R;(Z ﬁ//FV/rR (uj, v;) =
=i(Z = 2) (uj, v;)" Rj(Z)H; ' R;(Z) (u;, vj) . (3.48)
Por lo tanto, se cumple que
Jo = Uj(2)JUf (2) = i(z = 2) (uy , vy)" R} (2)H; ' Ry(2) (uy , v5) . (3.49)
La parte a) queda demostrada. ¢

Demostracion: b).

Como z € C, se puede suponer que z = x + iy para x,y € R, entonces
i(Z — z) = —2i - iy = 2y, por lo que se puede concluir lo siguiente:

>0, Sze(0,00),
Jo—=Uj(2)JUs () ={ =0, z€R, (3.50)
<0, Qze€ (—00,0).

De esta manera se tiene que
= Uj(2) es J,-contractiva cuando Iz > 0.
= Uj(2) es J,-unitaria cuando 3z = 0 (2 € R).

= Uj(z) es J,-expansiva cuando 3z < 0.

3.4. Inversa de la Matriz Resolvente

Con la ayuda del teorema de identidad para las funciones analiticas [7],
podemos obtener la inversa explicita de la matriz resolvente y enunciamos 3
identidades que satisfacen «;(z2), 8;(2), v;(2)yd;(z) de la matriz resolvente:

Lema 3.4.1. La inversa de la matriz resolvente U;(z) tiene la forma

I+ 2w H'Rj(Z)v;  —zulH ' R(Z)u; )

eyt = (B ity e e s ). e
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Demostracion. Sea Uf(z) := U7 (%) y denotando a F'(z) de la siguiente forma:
F(z) = J, — Ui(2) J,U (), (3.52)
La funcién F'(z) es analitica ya que sus entradas son polinomios (ver teorema
4.1.1). Del lema 3.3.1 se tiene que F(z) = 0, Vz € R, como R es denso,
entonces 3{z,}22; (sucesién de Cauchy) tal que z, — a € R cuando n — oo,
por lo tanto, del Teorema de identidad para las funciones analiticas se tiene
que F(z) = 0,. Es decir
Jy = Uk(2) J,U;(2) = 0, (3.53)
= J, = UN2)J,Uj(2), (3.54)
multiplicando jq por la izquierda se consigue
Ly = JUN2)J,Uj(2) = JU; (2)J,U;(2). (3.55)
Por lo tanto se llega a que:
(U;(2) " = J,U; (2)J,, (3.56)

es decir:
wor~(5, 3-8 38) (3 3)-
(5 - (5 49). o

escribiendo de forma explicita:

I,+ 2w H'Rj(Z)v;  —zulH ' R(Z)uy )

—1 .
(st = ( w H Ry(Z); Iy — 2vfHj Ry (Z)uy (3.58)

De esta manera hemos encontrado la forma explicita de la inversa de la matriz
resolvente Uj(z). ¢

Lema 3.4.2. Sean «a;(z), B;j(2), vj(2) y 0;(2) las entradas de la matriz re-
solvente del problema de momentos de Hamburger, entonces tienen lugar las
siquientes 1qualdades:

a(2) - 65(2) = 55(2) - 03(2) = I, (359)
a,(=) - B(2) = B(2) - a}(2), (3.60)
() 5(2) = 85(2) -7 (). (3.61)
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Demostracion. Sea U;(z) la matriz resolvente del problema de momentos,
entonces toma su matriz inversa (3.57) y se satisface que U;(z2) - (U;(2))”" =

I5,, es decir:

(0 26 (5 ) - (). e

haciendo los cdlculos directamente, se consigue que:

(aj(z)(s;(z) = Bi(2); (7). —ay(2)5;(2) +5J(Z)Oé;“(5)) _ (Iq 0q>
74(2)85(2) = 6;(2)7} (2) —%(Z)ﬁ (2) + 6;(2)aj(2) Og 1g)°

(3.63)
es decir:
a;(2)0;(Z) — B;(2)7; (z) = I, (3.64)
a;(2)B;(Z) + Bj(2)a (?) = 0y, (3.65)
75(2)0;(Z) = 6;(2)7; (Z) = (3.66)



Capitulo 4

De la Matriz Resolvente a los
Polinomios Ortogonales

Introduccién

En este capitulo veremos que los elementos «;(2), 5;(2), v;(2) y d;(2) de la
matriz resolvente se pueden expresar mediante ciertos polinomios { P;(z)}%_,
y {Q;(2)}7—,- Luego demostramos que los polinomios { P;(2)}}_, son ortogo-
nales respecto de la medida o correspondiente al problema de momentos de
Hamburger. Ademas verificaremos que {Q;(z)}7_, son polinomios de segunda
especie respecto de los polinomios {P;(z)}7_.

4.1. Nociones basicas

Asumamos que H; y ﬁIj son invertibles Vj € J, y del lema 3.1.1, la
inversa de H; puede ser escrita como:

_ H 0 —H 1Y\ 5 N
H<1:( j—1 quq)+( }1J)H-1<—Y-H-1 Iq) (41)

J 4 J VR I
Ogxjq  Og q
Ahora introducimos los polinomios siguientes:

o s s 2 ., .
Definicién 4.1.1. Sea {Sj}jZo una colecciéon de momentos y las matrices

R;(2), uj, v;, Y;, Hj y PAI]- como en la definicién 3.1.1, asumamos que H; y

13
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~

H; son invertibles. Definamos los siguientes polinomios para j € J,:

Py(z) :==5,"7, (4.2)
Pi(z) = H V2 (~Y;HZ, | 1) Ry(2)v;, (4.3)
Qo(z) = 0g, (4.4)
Qi(z) == —H; "2 (~Y;H, | 1) R,(2)u;. (4.5)

Teorema 4.1.1. Sean P;(z) y Q;(2) polinomios como en la definicion 4.1.1,
entonces las siguientes relaczones son validas ¥Vj € Jy:

Uri(2) = a5(2) = I, + 2 ) (Qi(2))" PA0), (4.6)

=0

Uis;(2) Z ), (4.7)

Ua14(2) = 75(2) = =2 p_ (Fi(2))" £2(0), (4.8)
Uaa,(2) = 0;(2) = Iy — 2 Z (P:(2))" Qi(0). (4.9)

La demostracion se realizara considerando 4 pasos, cada uno comprendien-
do una de las relaciones enlistadas en el teorema:

Paso 1) Demostremos que Uy, j(2) = I, + 2 30_, (Qi(2))* Pi(0).

De la definicion 3.2.1 y de la observacion 3.1.1 tenemos que:

Urr(z) = I, — 20 R (Z)H; o = (4.10)
< R (Z) |z Hiy | 0y Vo1
— * —g. =1 J i—1 | Yiaxq J
]q ¥4 (Uj,1 ) S]—l) ( Oq><jq ‘ Iq > < qujq ‘ Oq Oq +
(4.11)

iR 3 ) vy (4.12)

Hesg ) ( A, ) (v
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De donde:
( R, (2) | 2 ) ( H;, | Ojgxq ) ( vj-1 ) _ ( R (Z)H; v ) '
qujq ‘ Iq qujq ‘ Oq Oq Oq

(4.13)

Por lo tanto al multiplicar por z (U;'—1 , —sj_l)* y restar de I, se tiene que

* = -1,
= —se) (B

== Iq — ZU;_lR;_I(g)Hj__llUj_l = U1 Lj_l(Z). (415)
Por lo tanto se consigue lo siguiente:

—H; LY

U, 1’]'(2) =U; 17j71<2) -+ (—Z)U;R;(E) ( ]q > H;l (_Y;*H]*_ll , [q) Vj.
(4.16)
Tomando ahora con el segundo sumando de la parte derecha de esta ecuacion,

tenemos

* Dk (— _H;—lly} 77—1 xr7—1
(—2)u;R;(2) 7 H Y (=Y}H 1) vy = (4.17)
* % (= _H_—l Y; - 7— * T7—
—z (—ujRj(z) < }ql J ) o, 1/2) (Hj V(Y HY L) Rj(O)vj) :
(4.18)
Donde R;(0) = I(j11)q, se puede apreciar que:
s e [ —HILY: Y\ 5o
@@y = (~ume (T R )
P(0) = (ﬁj‘l/? (Y H, , 1) Rj(())uj) . (4.20)
Por lo tanto:
Uig(2) = Un1ga(2) + A(Qi(2)) B(0), j € o (4.21)

Ahora considerando 7 = 1, se tiene que:

Ur11(2) = Up10(2) +2(Q1(2))* Pi(0) = I,— zul Ry (Z) Hy Moo+ 2(Q1(2))* Py (0),
(4.22)
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Donde u} = 0,, Hy' = sy, R5(0) = I, vo = 1, se consigue que:
U1 1,1(,2) = [q—Z‘Oq'Iq'Sal'Iq—l-Z(Ql(z))*Pl(O) = q+Z(Q1<E>>*P1(O) (423)

Por lo tanto, haciendo uso de la relacién anterior y del hecho que Qo(z) = 0,
el indice se puede hacer correr desde ¢ = 0, entonces se tiene que:

Up1(2) = I, + 2 Z(Qi(z))*ﬂ(o). (4.24)

Ahora haciendo uso de (4.24) y (4.21) se tiene que

Urj(2) = I+ 2> _(Qi(%))" Pi(0). (4.25)

i=0
Paso 2) Urs(2) = 2 310 (Qi(2))" Qi(0).
De la definicién 3.2.1 se sabe que

Ulg’j(Z) == ZU,;R;(E)HJ_IU,] (426)

Ahora haciendo una particién como en el caso anterior, se tiene que:

. o R |20\ ((Hi | Ojaxa ) (w51
Ura(2) = 2 (w1, =s;-1) ( (J)q:jq \IZ )<0qjqu joq o)

* Tk [— _H_—l Y; 77— * 77—
+ 2ulR(Z) ( 7 1 J> HV(Y)HZ 1) Ri(0)uy. (4.27)

q

Haciendo el algebra y usando la definicién 4.1.1 se puede ver que:
U1 Q’j(z) = Ulg’jfl(Z) + ZQ;(E)QJ<O) j € jn (428)

Ahora considerando cuando n = 1, se tiene que paran —1 = 0: uj = up = 0,
. _ * . -1 _ -1 ‘.
s Ro=Ry=1,; Hy” = s, y ademaés:

Ur2,1(2) = Ur2,0(2)+2Q}(2)Q1(0) = 204145 -0+2Q7(2)Q1(0) = 2Q1(2)Q1(0).
(4.29)
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Ahora para j = 2 se tiene que:
Ui22(2) = Ur21(2) + 2Q5(2)Q2(0) = 2Q7(2)Q1(0) + 2Q5(2)Q2(0).  (4.30)

Por lo tanto, escribiendo en forma de suma, se tiene que:

2

Uiaa(2) = Y 2Q;(2)Qi(0). (4.31)

J=1

Para j = 0, de la definicién 4.1.1 se tiene que Qy(z) = 0, por lo tanto, se
puede hacer correr el indice desde j = 0, entonces se concluye que:

2

Uiaa(2) = Y 2Q; (2)Q:i(0). (4.32)

i=0
Y por construccién para j, se puede apreciar que:
J

Ui (2) = > 2Q5(2)Q:(0). (4.33)

1=0

Paso 8) Uy1(=) = —= Y20, (P(2))" PA(0).

De forma similar se tiene para Usq ;(2):

Us1,j(2) = =20 R (Z)H; vy = (4.34)
. R’f_(z)%.x><ﬂ.__10»x)(v-_l)
— U*L , 0 j—1 Ja4Xq 7—1 Ja4Xq J + 4.35
( - q) ( ijjq ‘ Iq qujq ‘ Oq Oq ( )
* % (= _Hji—lly} 7—1 *rr—1
+(—2)v R} (Z) 7 H V(=Y H 1) vy = (4.36)
q
= —2v}_\R;_,(Z)H; L vj1+ (4.37)
* % (= _Hj_—lly} 7—1 *r7—1
+(—2)vj Rj(Z) 7 Hi' (=Y H | 1) v = (4.38)
q
* % (— _H_—l Y; I7— * 77—
=Us1,-1(2) — zijj(z) ( } 1= ) H; ! (—Y] ijl , Iq) ;. (4.39)
q
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Ahora en el otro sumando se puede reescribir un poco haciendo lo siguiente

1) R;(0)v; = (4.40)

—Hlyvy. ~ ~
q
_Z(Pz(z))*Pi(O)‘ (4.41)
Entonces se ha conseguido que:
Uz1,5(2) = Usrj1(2) = 2(Fi(2))" Bi(0) J € Tn- (4.42)
Usando (4.42) y haciendo j =1
Ug11(2) = Ui (2 )—Zpl ( =
() (o) (e )( ) ()
Og Og | 1 0g | 0g
—2(P1(2))" P (0) =
= —zs5y — 2(P1(2))"P1(0) = —2(R(Z )) ( ) = 2(P1(2))"Pi(0). (4.43)
Por lo tanto de (4.43) y (4.42) se tiene que:
1
Unii(2) = =2 ) (P(2))" Pi(0). (4.44)
i=0
Haciendo uso de lo conseguido y de (4.42) se puede concluir que
(4.45)

U21] _—ZZ

¢
Paso 4) Uss(2) = I + 2 3200 (Pi(2))" Qi(0).
Al igual que en los casos anteriores, de la definicién 3.2.1 se tiene que
Uzs,(2) = I+ 2v; R} (2) H; . (4.46)
Ahora particionando las matrices y vectores
* ‘% 1 ‘ OJqu Uj—1
Uzz5(2) = Itz (vj_y , 0g) My
qXJq ‘ I, Ogxig ‘ —Sj-1

H- Y> H7Y (YFHZY |, 1) Rj(0)uy. (4.47)

+ 2v; R;(Z) ( Iq
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Haciendo el algebra y sustituyendo las expresiones por los polinomios de la
definicion 4.1.1:

Uza,j(2) = Iy + 2vj_ Rj_y (2)H;Zyuj—1 — = (Pi(2))" Qi(0), (4.48)

j—

=Uz2(2) = Uaz,j-1(2) = 2 (Fi(2))” Qi(0) j € T (4.49)

Analizando el caso j = 1, se tiene para j—1 = 0 del lado derecho que: v§ = I,
c Ry =1,;u9=0,; Hy' = sy, por lo tanto

Usoi(2) = Ij+2-1, 1551 -0—2 (Py(2)) Q1(0) = I,—2 (P1(2))" Q1(0). (4.50)
Ahora para j = 2:

Uzz2(2) = Uag1(2)—2 (Pa(2))” Q2(0) = I,—2 (P1(2))" Q1(0)—z (P2(2))" Q2(0).

(4.51)
Por lo tanto:
2
Uzaa(2) = I, — 2 Y (Pi(2))" Q:(0). (4.52)
i=0
Ya que Qo(z) = 0 por definicién, por lo tanto, se aprecia que:
J
Usaj(2) = Iy — 2 ) (Pi(2))" Qi(0) (4.53)
=0
¢

4.2. Ortogonalidad de los polinomios Pj(z)

Para la demostracion de la ortogonalidad de los polinomios, se enunciaran
algunas observaciones y lemas

Lema 4.2.1. Sean jymeN conm+1<j<ny

SO 81 PR Sm
1 S22 - Sm+1

W .= : _— : : (4.54)

Sj—1 S5 - Sjtm—1
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Entonces las siguientes igualdades son validas:

W =H,_- ( 0 Lomy ) : (4.55)

(j—m—1)x(m+1)

so 8 e S
S1 Sy o Smid

(=Y H 1) : A : =0. (4.56)
Sj=1 S5t Sjtm—1
Sj Sj+1  Sjtm

Demostracion. Asumiendo que m < j, entonces dentro de la matriz H;_,
hay una submatriz H,,:

So St Sm Sm41 Sj—1
S1 So . e Sm+1 sm+2 . e Sj
H._| = 5. s ‘ ' 3. S ‘ . S . _ (U
= R 9 omal e , -
J m m+ m m+ m+j U2 ‘/2 ’
Sm+1 Sm+1 " S2m+1 | S2m42 7 SmA4j+l
Sj—1 St SmAj—1 | Sm4jy T 8251
(4.57)

donde la dimensién de Uy es (m+1) x (m+1), Vi es (m+1) x (j —m — 1),
Uyes (j—m—1)x(m+1)y Vaes (j—m—1)x (j —m—1) Ahora, definiendo
una particién dentro de la matriz W de la forma:

80 81 PR Sm
S1 S2 ce Sm+1
: : . : U,
W = Sm Sm4l ccc Som = ( o) (4.58)
2
Sm+1 Sm e S2m+1
Sj—1 Sj o Sitm—1

Ahora haciendo los célculos de (4.55), se consigue que:

(U1 %)( Tt >:
UQ V- 0(j—m—1)><(m+1)

Up - Iy + V1 0G—m—1)x(m+1) ) < Uy >
= ! = =W. (4.59
( Uz - Lny + V2 - 0G—m—1)x(m+1) (4.59)
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Ahora para probar (4.56):

SO 81 .o .. Sm
S1 So Sm+1
(Y7 Ho ) =
Sj-1 §j 0 Sjtmetl
Sj Si+1 t Sjtm

— (_v* g-1 w _
~ () () -

==Y HZ) - W (55 Sj41 - Sjm) =

* — ]m
= -Y] Hj_ll.Hj_l.( (m+1) )+(Sj3j+1...5j+m):

0(j—m—1)x(m+1)

I
:_Y* . (m+1) +(s;: s; cee Sia) =
! ( 0(j—m—1)x (m+1) (55 8341 sm)

= — (Sj Sj41 Sj—i-m) + (Sj Sj41 Sj+m) =0. (460)

Cuando 7 < m, es de forma similar. ¢

Observacion 4.2.1. Para m < j (m + 1 = j incluido), los céalculos son los
mismos.

Teorema 4.2.1. Los polinomios {Pj(2)};_, son ortogonales respecto de la
medida o, es decir:

I,, 7=k

0 (4.61)

| P pw - {

oo

Demostracion. La demostracion se hara por 2 casos:
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Asumiendo que j = k Escribiendo el producto punto y recordando la
definicién de P;j(z), se consigue que:

/m Py(t)d (o(1)) P (1) =

1 *
12y N —H7 - Y7\ me1ge
/ H'? (~y;-H L) Rj(t)-uj-d(a(t))-vj-Rj(t)-( Iq )-Hj /
=B v ) [ R ().
(4.62)
Ahora, recordando la definicién de R;(t)
I, 04 04 04 I, I,
tl, I, 0 -+ 04 04 tl,
Ri(t)-v; = | Ly tl I, - 0, O [ =] 1y |. (4.63)
v, ¢, R, - 0, 1,
Entonces
v Ri(t) = (Rj(t) - vy)" = (g thy, t1g, -+ H1,) . (4.64)
Por lo tanto
Iq
tl,
R;(t) - v; - vj - Ri(t) = el |- (qut]q7t2]qa"‘ 7thI> =
1,
I, ¢, 1, --- VI,
tr, 1, 1, --- tt,
— | ¢, ¢, 1, - T, | (4.65)

tij tj-i-l]q tj+2]q tQj]q
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Entonces calculando la integral en (4.62) usando (4.65):
I, tl, I, 1,
- |t L, I, 1,
| Rt mo = [ PL PL e e,
1, v, 2, t1,
[T do(t)y [T tdo(t) [T tdo(t) - [T tdo(t)
[otdo(t) [T tdo(t) [T tddo(t) oo [T t7Tdo(t)
— | ST tdo(t) [T tido(t) [T _tdo(t) - [T t3+2d0(t) -
[ tdo(t) [T tTdo(t) [T ¢do(t) --- [T t2jda(t)
S0 S1 S92 Sj
S1 So S3 Sj+1
= s2 s3 54 Sji+2 | = H;. (4.66)
Sj Sj+1 Sj+2 52j
Ahora reescribiendo (4.66) en forma de bloques matriciales
So S1 S9 Sj
S1 S2 53 Sj+1
H;, 1Y,
H:.= | s2 s3 Sy4 Sjt2 = J I, 4.67
’ : g < Yy 52j) (467
Sj Sj+1 Sj+2 52j
usando (4.66) y (4.67) en (4.62):
o . =~ . H;,1|Y; ~H -
| mwdieoypo = a7 (v () (T
(4.68)
= 0
=H! . H: : e = 4.
2 (Y7 i 1) <—Yj*'Hj1'Yj+52j) (469)
=H' (-Y H7\ Y +sy)=H' H =1, (4.70)

do(t)

Y

)_
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Asumiendo que k < j

* =i . -1 * ok _Hl;ll'yk*
V2 (<) - H7 1) Ry(t)v-d (o) Bir)-( 0.

o] q
'ﬁk—uz:
77—1/2 * _
= H; / (=Y HiZy s 1)
> D —HL YN Sl
R dtoo) o mie) - (T ) A @
oo g
como en el caso previo:
L, t, 1, - [, - ¥,
tl, I, 31, - oo g
Ri(t)-v; - viRy(t) = | I, L, 'y e L 12
VAT PSR P ARl PR £ A AL
(4.72)
Por lo tanto
80 Sl 82 ... Sk ... SJ
oo 31 82 83 . e Sk+1 . e 8j+1
| R R0 =] 2 os s e s s
Sk Sk+1 Sk4+2 0 S2k T Sj4k
Sj
Sj+1

= | W*|sjz2 |. (4.73)

Sj+k
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Donde W* como W fue definido en el lema 4.2.1, entonces usando (4.73) en
(4.71):

| pate) pew = 7 (- 1)

Jj=1>
Sj
Sj+1 1
W™ | i1 <_Hk[1'y’“ )Hk1/2. (4.74)
. q
Sj+k

Pero checando la siguiente parte:

Sj
S
741 1
W* 3j+2 ( _kal Yk > _
: Iq
Sj+k

W *
_ _j/'* . f{_l 3 e L
(( k k=1 Iq) ( Sj Sj+1 * Sj+m )> Oq Oq' (4.75)

Entonces se sigue de (4.75) usando (4.56) del lema 4.2.1 que

| P pw o, (476)

—0o0

Por lo tanto, { Pj(z)}7—; son polinomios ortogonales respecto de o(t). 4

4.3. Polinomios de segunda especie );(?)

Los polinomios @;(z) también tienen una propiedad interesante, aunque
estos no sean ortogonales respecto de la medida o(t). Existe una relacién
entre P;(z) y Q;(z), la cual se propondra como un lema.
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Lema 4.3.1. Sean Q;(2) y P;(2) como en la definicion 4.1.1, entonces tiene
lugar la siguiente igualdad:

@)= [ 800000, (1.77)

z—1

—00

Demostracion. Usando la definicién de los polinomios en 4.1.1, se tiene lo
siguiente:

/OO PJ(Z) B P)J(t)d<0'(t)) _

o z—1

_ ]’_jj—l/Q ( Y H]— I ) /Oo Rj(z)vj — Rj(ﬁ)vjd(a(t)) _

o z—1
1, 1,
~ 1 21, tl,
— P v [ B | 2] e -
Zj]q tj]q
Oq
00 Iq
= ﬁj_l/2 ( Y*H]— . Iq) / (Z + t)Iq d(o—(t)) —
P A B R A
Og
S0
= H'? (~Y;H, 1) z50 + 51 —
Zj_lSo + Zj_281 + -2 2+ 551
1, Og e O Oq
~ I 0 - 0 -5
. ~1/2 — “1q q q o |
= —H; (YHﬂl’]) : : o : o
sz zj_lf R —5j_1
5—1/2 "
= —H " (<Y H L 1) Ri(2)uy = Qy(2). (4.78)



Capitulo 5

Matriz Resolvente como
Producto

Introduccién

En este capitulo se procedera a desarrollar una forma que permitira ex-
presar a la matriz resolvente como un producto de matrices de la forma:

5
Ui(z) = [Jo9 (). (5.1)

donde la flecha — indica que el producto se hace de izquierda a derecha y
b9 (2) son los factores de Blaschke-Potapov. A su vez las matrices bY)(z) se
representan usando los pardmetros de Stieltjes (ver definicién 5.3.1). También
se estudiard la J-forma de los factores de Blaschke-Potapov, con lo cual se
podra apreciar que dichos factores, heredan las propiedades como J-matriz
de la matriz resolvente.

5.1. Preliminares

Definicién 5.1.1. Sean Y;, H,;_1, R;(2), uj, A\j y s9; como en la definicién
3.1.1. Asumiendo que H; es invertible V5 € 7, entonces definiremos los

27
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siguientes simbolos:

7U\J(Z) = Zj] — Y;-*Hj__lle_1<Z)Uj_1, (52)
1/17](2,’) = (-Y;* + Z)\;Hj_l) Hj_ille_l(Z)Uj_l — Sj-1-
Para z = 0:
i)\j = i)\j(Z)|Z:0 = —Y;*HJ-_Jl’l)j_l, (54)
Wj = Wj(2)]a=0 = — Y Hjuj1 — sj-1.

Definicién 5.1.2. Sean PAI].’l, v; y w; como en las definicién 5.1.1, entonces
procedo a definir la matriz b)(z) para j € J,, de la siguiente forma:

T 1 ~x TT—1~
b (2) 1= ( I, — =0 H'%; | =03 H; '@, ) | (5.6)

1o ‘ ~Serr—1.-5
zijj v; Iq+zijj w;

aqui, b (2) recibe el nombre de Factor de Blaschke-Potapov.

Observacion 5.1.1. Sean T}, Y11, Hj, A\jy1 y v; como en la definicién 3.1.1,
entonces se satisface la igualdad:

T+ Yja — Hidjp 055 = 0y, (5.7)

Demostracion. Usando las definiciones basicas del texto y sustituyendo, se
tiene que:

Oq Oq cee Oq Oq Sj+1 So S1 So e S Oq
Iq 0(] Oq Oq S]+2 81 82 83 . . S]-‘rl Oq
Oq ]q ‘e Oq Oq Sj+3 — S9 S3 Sy SRR P Oq +
Oq Oq ce Iq Oq S52j+1 Sj Sj+r1 Sjr2 v S2; -[q
(5.8)
Oq Sj S
Sj+1 Sj+1 Oq
= | sz | = | Sz |+ | Vo =0, @ (5.9)

')

82]' ng

S O W
QR S

5
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Lema 5.1.1. Sean H;, T}, Y11, H;, A\jy1, vj y u; como en la definicion 3.1.1
Y Wjr1 Y Ujp1 como en la definicion 5.1.1, entonces se satisface lo siguiente:

* —1 sk ~k
HiTyHy Yy — HiAj = 05t — w05, (5.10)
Demostracion. Usando las definiciones basicas del texto se tiene que:
~~k ~x *r7—1 * * rr—1
VUL — UVT ) =U; (—ujHj Y — sj) — U, (—ijj Vi), (5.11)
=— vju;Hj_leH —v;s; + ujv;Hj_leH, (5.12)
= (—vju +u;v}) H 'Y — vjs]. (5.13)

Haciendo uso de la identidad fundamental ( lema 3.1.2 ) en la ecuacién an-
terior, se tiene que:

(—vjul +uvy) H; Wiy —vyss = (=T H; + HjT) H; 'Y — vjsh. (5.14)
Sustituyendo (5.14) en la hipétesis del Lema, se tiene que

HTPH Yy — Hidj = (=T H; + HiT7) H 'Y —vgsy, - (5.15)

> (TH; = B+ B H, Yy = Hd o vy =0, (5.10)
= T‘jY}Jrl — Hj)\j+1 + UjS; = 0. (517)
Lo cual por la observaciéon 5.1.1 se cumple. ¢

Teorema 5.1.1. Sea U; la matriz resolvente y bUtY como en la definicion
5.1.2, entonces la siguiente igualdad es verdadera:

Upaa(2) = Uy(2) - 090 (2), (5.18)

Previamente a la demostracion del teorema, se haran unas observaciones:
recuerda que la matriz U;(2) estd compuesta por 4 componentes: «;(z), 5;(z),
v;(2) v 9;(2), por lo tanto se tiene lugar a la siguiente igualdad:

(ajﬂ(z) Bj+1(2)) _ (O@(Z) Bj(Z)) _ (bgjf U(z) by 1)(2)> (5.19)

Yie1(2) 8 (2) %(2) 6(2)) \bg(z) b5 (z)

de aqui, la demostracion del teorema 5.1.1 se hara por 4 casos, demostrando
asi que la igualdad se da, entrada por entrada haciendo uso de las siguientes
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igualdades ya conocidas:

aji1(2) =0;(2) — 2@ (2) H; Dy, (5.20)
Biva(2) =B;(2) + 2541 (2) H; iy, (5.21)
Yi1(2) =75(2) = 20741 (2) Hy D41, (5.22)
01(2) =6;(2) + 2074, (2) Hyy @1 (5.23)
O (2) =1, — 27 H D, (5.24)
by (2) =2, Hy @4, (5.25)
b9 (2) = — 20, Hi 0y, (5.26)
b5, (2) =1, + 20 H . (5.27)

(2) =I, — 2u;R;(2)H; vy, (5.28)
B(z) =zulR;(Z)H; 'uy, (5.29)
(2) = — 20} R} (2) H; vy, (5.30)
(2) =I, 4 20} R} (2) H; ;. (5.31)

Wi (2) = = wj R () Hy 'Yia + 205 R (Z) A1 — 55, (5.32)
@;H = @;H(O) == U;Hj_ly}—i-l - Sj; ( )
0 (2) =2/, — IR (Z)H; 'Y, (5.34)
(0) = — v; H; Y. (5.35)

Para la demostracién del teorema 5.1.1, sin pérdida de generalidad, deno-
taré las funciones desde (5.20) hasta (5.31) como funciones que no dependen
de z, es decir, a;(2) la denotaré como «;.

Caso 1) aji1(2) = aj ()b (2) + B ()05 (2).
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Sustituyendo a1 de (5.20), asi como bgjfrl) y bgij) de (5.24) y (5.26) en
la hipétesis de este caso se tiene lo siguiente:

77r—1 ~ o A~k 77r—1 ~
aj Zw]+1(Z)Hj+1Uj+l = Q; (Iq ]—i—lH +1Uj+l> - ﬁjZUjHHjHUjH»
(5.36)
o~k 5—1 ~ o ~k 5—1 ~
=05 — zij(z)HijHl = g4 — za]w]HH Hvﬁl 8207 1 H V),
(5.37)
s 7—1~ -1~ ~  17-1=
= — 2Wji, (2)H; U1 = —2zow H 0500 — B205, Hi 7 U500 (5.38)

Ahora sustituyendo «; y (; de (5.28) y (5.29) en la igualdad anterior se
consigue:

~

— 201 () H O = =2 (I, — 205 Ry () Hy o) @5 B —

J
RS (2)H; " ujijH-ijH. (5.39)

J

Distribuyendo en la parte derecha:

~

Ak —1 ~ _ o~ 7-1 2, * %
2Wi 4 (2) Hy Ui = —2Wi Hi 00 + 27uj Ry (Z) Hy ijgHH U

2w R (Z)H; g ]HHM%. (5.40)
Igualando a 0y:

~

-1 ~ ES
2w, (2)H 50540 — szHH 0+ 22U R (Z)H v]ijH 01—

j
— ZQU;R*( )H u;j j+1HJ+1Uj+1 =0, (5.41)
Ahora factorizando z por la izquierda y H 1Uj+1 por la derecha:

2 (W7 11(2) = Wiy + 2 (W R (R H o5y — wi R (2)H; uy03,4) ) iU = 0y
(5.42)

Factorizando ufR¥(Z)H; ' en la parte de adentro:

ale) = T R (0T~ 0T)) Bk =0y
5.43

. ~ o~ .. . «T7—1
Sabiendo que w;11 = w41, se puede usar la observacion 5.1.1: H; T  H; " Yj4q

gy OT* _ O
HjAjpr = vy — uvi,

z (@H(Z’) ]+1 +zu*R* ﬂ/r ﬂ/T* Y1 — #/)‘JH ) J+1U]+1 = 0q.

(5.44)
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Distribuyendo zu} R} (Z):

2 (W5, (2) — W)y, + 2w R (Z)T Hy 'Yy — 20 R (Z) A1) Hy 05401 = Oy
(5.45)
Haciendo uso de @, ,(z) de (5.32) y sustituyendo en la ecuacién anterior:

2 (U B () H) Yy + 20 RHEPGTT — 55 — @y + 20 RS ()T H; Yy
— 2t RAZ j+1) Hj:_ll/'ljjurl = Oq. (546)

J

Simplificando y factorizando —u}R}(Z) por la izquierda y H; 'Y, 1 por la
derecha dentro del paréntesis se llega a:

(s — Wy — *WMH i) H y+1%+1 = 0. (5.47)

Donde al simplificar y multiplicar todo por (—1) resulta que:

— 2 (@541 + 55 + W H Vi) Hi B = 0y, (5.48)

donde @}, = —utH; 'Y 1—s; de (5.33) y por lo tanto @} +s;+uiH; 'Yy =
04, concluyendo asi la demostracion. ¢

Caso 2) B (2) = aj (25 (2) + Bi(2)b85 ™ (2).

Como en el caso anterior, sustituyendo 3;1; de (5.21) asi como bJ (1) y
bg;l de (5.25) y (5.27) en la hipétesis se tiene que:

Nk 7 ~ 771 ~
B+ ij+1(Z>H]+1wJ+1 = O‘JZU)JHH LW+ B ( + Zvj+1Hj+1wj+1) )

(5.49)

=57+ 2w, (2)H; W44 = a]szHH Wi+ g+ ﬁjzv]HHleJH,
(5.50)
:>z@;+1(z)Hj_+111ﬁj+1 a]zw]HH L+ szi)\;HHjjrll@jH. (5.51)

Ahora sustituyendo a; y ; de (5.28) y (5.29) se tiene que:

2054 (2)H: Wi = (I — 20 R (2)H; 'vy) 2007, Hy 00+

+ 22w R (2) Hy 0t H @ (5.52)



5.1. PRELIMINARES 33

Distribuyendo el producto sobre la suma:

~

A -1 ~ ok
ij+1(Z)Hj+1wj+1 = ij+1H +1w3+1
2, % % 2, x % —1, =~ -1~
— 2z ui R (Z)H; v]ijH Wi+ 2SR (Z)H gty H Wi (5.53)
Igualando a 0,:

~

zw]+l<Z)Hj+1wj+1 Zw]-HH +1w3+1+
2k k% (— —1 A~k 2k % 17

+ 2*u R (Z) H; vjijH W1 — 2SR (Z)H  uor  H g = 0,

(5.54)

Factorizando z por la izquierda y H +1w]+1 por la derecha consigo lo siguien-
te:

2 (W) (2) — W4y + 20 R (Z )H VW7 — 2u R (Z )H w07, ) H W1 =0,

Dentro del paréntesis, se factoriza zu’R¥(z)H; -

z (@;ﬂ(z) — Wiy +2uiRG(Z) Hy ' (Ungﬂ “j@\;+1)) H];ll@'ﬂ = 0g-
(5.56)
Y por (5.43) del caso anterior, queda demostrado. ¢

Caso 3) Y11 = v ()0 (2) + 6;(2)b5, ) (2).

Como en los casos anteriores.s se comienza por sustituir ;41 de (5.22)

asi como bﬁ“ y b(J+1 de (5.24) y (5.26) en la hipétesis para este caso y se
tiene que:

~

—1 ~ . 7—1 ~
Y — Wi (2) H Ui = (Iq ngﬂH 1Uj+1> 05205 1 Hj 1 U4,

(5.57)
Afl -~ ~ 771~
:>y/ ]+1 Hj—o—lUjJrl ;y/ ’)/]ZUJ]+1H 1Uj+1 — (SjZUj+1Hj+1'l}j+1,
(5.58)
o~ I7—1 ~ ~  717—1 =
= — 2071 (2)H 1 Uj41 = %zw]HH R 0207 1 Ho 051, (5.59)

Ahora sustituyendo v; y J; de (5.30) y (5.31) en la ecuacién anterior se
consigue que:
771~ 2, % p¥ =\ 7—1 ~ 71~
— 2051 (2)Hy Vi1 = 27V Ry (2) Hy vz H U —

— (g + 20y Ry (2)H; 'uy) 205, Hy 040, (5.60)
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Distribuyendo el producto sobre la suma:

7—1 2 k(= 17—1 ~ 771~
— 2054 (2)H 3 Uj1 = 27V Ry (2) H) vz H U —

Sk I7—1 ~ 2 *x % 7I7—1 ~
— 205 H LU — 20 R (2) H a0 H U (5.61)

Avanzando un poco mas rapido y de forma similar a los 2 casos anteriores.s
igualo a 0 y factorizo lo siguiente: —z por la izquierda y H +1UJ+1 por la
derecha ; dentro del paréntesis factorizo zvj R} (zZ)H j_l por la izquierda:

~% ~k * Tk (— 1 % 7—1 ~ _
-7 (Uj+1(2) — Uiy + 20 R (Z)H (0,05 Wjt1 UjUjJrl)) Hj [y Ujp1 = 0.
(5.62)
~ ~ Ny —1
Ahora, recordando que w; 1 = ;11 y usando la observacion 5.1.1: H; T H; Y4
T e : .
HjAjy1 = vjujy — uvj,, se consigue que:

< (@11(2) - ﬁ;ﬂ + ZU;R;@)HJ‘_I (HijHj_IYjH - Hj/\j+1)) Hj_—f—llaj-i-(l = O)q-
5.63
Distribuyendo ZU*R*H en la suma dentro del paréntesis:

—z(ﬁ;ﬁrl() Uiy + 20 RI(Z f]/r T H
— 2RIz y/;mm) 01 = 0, (5.64)

Simplificando:

— 2 (051 (2) = Ty + 20 R (Z) T Hy Wiy — 20iREZ) A1) Hi 40 (: oq.)
5.65

Sustituyendo v, {(z) de (5.34) en la igualdad anterior, se tiene que:
J+1

— (Zj‘HIq — ijj(E)ijlyjH _ @\;erl + ZU;R;(Q)Y?HJIYJ-H B
_ZU;R;(Z))‘J'-i-l) H'_Jr11i)\j+1 = 04. (5.66)

J
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Ahora poniendo atencién al sumando zv} R;(Z) ;11 y desarrollandolo:

I, =21, 2*I, --- ;j]q 0q
0, I, =I, - Z7',||0,
ZU;R;(E))\jﬂ:Z(Iq,()q,()q,...,()q) Op 0p I, oo 272 Og | =
0, 0, 0, - I I,
(5.67)
0‘]
Oq
(Igo 20y, 2% 1y, ... 2 1) | O | = 2 271, = 2%, (5.68)
I

Por lo tanto, volviendo a la demostracién del caso 3), se concluye que:

By (M— VIR () H Yy — 00y, + 207 BT H; Yy —
— 20k ;k Z j+1) Hj_+1vj+1 = Oq. (569)

Simplificando:

—2 (=0 Ry (2)H; 'Yjp1 — 04y + 20} R (Z) T H; 'Y) H 041 = 0,

(5.70)
=2 (—00,y — VIR (2) H; WYja + 20} RS (2)T H i) Hi 000 = 0,
(5.71)
=z Aj+1 *R/*%WH 1Y}+1) ]+1UJ+1 OQ7 (572)
=z (=05, — v H 'Y 4) Hj+1vj+1 =0, (5.73)
La expresion dentro del paréntesis satisface
— U5y — v H Y =0, (5.74)
yaque 0%, = —viH; 'Yj; de (5.35), con lo cual se concluye la demostracion.
¢

Caso 4) 6541 = 7, (2)0% ) (2) + 6;(2)b%, " (2).
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De forma analoga se comienza tomando d;;; de (5.23) junto con by JH)

béj; Y de (5.25) y (5.27) y se sustituyen en la igualdad que se quiere demostrar,
quedando lo siguiente:

~ I7—1 ~ o
0j + 2051 (2) Hj Wy = 'szwgﬂH Wi+ ( + ZU]+1H]+1w]+1>

(5.75)

:>§J/+ 207,4(2 )H]ij—irl = ’ijwﬁ—lH +1w3+1 +§/+ 0; ZUJ+1H]+1,I’UJ+17
(5.76)
:Z@\;—H(Z)H]ij—&-l = %ZUJJHH Wi + 65 Zvj+1H]+lw]+1 (5.77)

Sustituyendo ~; y ¢; de (5.30) y (5.31):

~

zvﬁl(z)Hjjrll@jH —2z U*R*( )H 'U]w]HH +1wj+1+

+ (I + 20 Ry (2) H; uy) 205 H L @40, (5.78)
Distribuyendo 207 HPA[ 11Wj41 se obtiene:

~ ~

zvﬁl(z)Hjjrll@jH =—z U*R*( )H v, Ho LWt

+ZUJ+1HJ+1IUJ+1+Z v; R*( )]—] 1u] J+1Hj_+11ﬁ7j+1. (5.79)

Igualando a 0 y factorizando H +1wg+1 por la derecha, z por la izquierda y
reorganizando términos dentro del paréntesis:

2 (07,1(2) =0y + 20y Ry (2) H toywy, — 205 R (2)H; 'uy0), ) He W40 = 0.

(5.80)
Dentro del paréntesis factorizo zvj R; (z2)H j_l por la izquierda en los términos
que lo poseen:

z (@\;H(z) — v +2v; RE(Z)H " (vywy Wy — u;05,4)) Hjjrllﬁ?jﬂ =0, (5.81)
Y por (5.62) del caso anterior, queda demostrada la igualdad. ¢
Consecuentemente queda demostrada la 1gualdad:

Ui (2) = Uy (2) - 09D (2). (5.82)
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Observacion 5.1.2. Para j = 0, la matriz resolvente tiene la forma:

_ Iy 0
Up(z) = <—zsal Iq) . (5.83)
Demostracion. Para calcular Uy(z), solo basta ver de las definiciones que:
Ri(Z) =1, vo = I, up = 04, Hy = 5o = H,' = s;', por lo tanto se obtiene
lo siguiente: ap(z) = I, Bo(2) = 0,4, 0(2) = —z85' v do(2) = 1. ¢

Denotamos mediante b () := Uy(z).

Corolario. Sea U;;1(2) la matriz resolvente del problema de momentos de
Hamburger y sea b9 como en la definicion 5.1.2, entonces tiene lugar la
siquiente iqualdad:
H
1
Uppa(2) = [[p™(2). (5.84)

k=0

Demostracion. Por el teorema anterior, para j = 0 se tiene que Ui(z) =
Up(2)-bM(2) = b (2)-b(2), para j = 1 se tiene que Uy(z) = Uy (2)-b?)(2) =
b (2)-bM(2)-b2)(2), por induccién se puede ver que el corolario es valido. 4

5.2. Preliminares para Parametros de
Stieltjes

Ahora procederemos a definir algunas matrices que utilizaremos en la
seccién posterior.

Definicién 5.2.1. Sea {sj}f.io una colecciéon de momentos, entonces se de-
finird la matriz K; de dimensién ¢j x gj y el vector 1, de tamano j + 1 de la
siguiente forma:

S1 S92 s Sj+1 —So
S9 S3 e Sj+2 —S1

K; = : N : , =\ . |- (5.85)
Sj+1 Sj+2 0 S2j41 —S;

A continuacién se haran 2 observaciones y 1 lema que ayudaran para
realizar algunos cédlculos mas adelante.
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e 2 L
Observacion 5.2.1. Sean {sj}jio una coleccién de momentos y v; como en la
definicién 3.1.1, sea @; como en la definiciéon 5.2.1, entonces se satisface lo
siguiente:

—50 —Sp Oq Oq

s —851 —381 Oq ce Oq

ujv; = : '(IQ70q7"' 7Oq) = : : . : ) (586)
—38y —Sj Oq Oq

Observacion 5.2.2. Sean {sj}izo una colecciéon de momentos y 7T como en la
definicién 3.1.1, sea K, como en la definicién 5.2.1, entonces tiene lugar la
siguiente igualdad:

* p—
KT = (5.87)
S1 S9 S3 Sq cee Sj Sj+1 Oq Il] Oq Oq 0‘1
S9 S3 S4 S5 R S | Sj4+2 Oq Oq Iq Oq Oq
S3 Syq S5 Se s Sj+2 Sj+3 Oq Oq Oq ]q Oq
= S& S5 S¢ St -t Sj43  Sj4 0y 0, 04 0y Oqg
Sj Sj+1 Sj+2 Sj43 v S2j-1 S2j 0 05 04 0O 04
Sj+1 Sj+2 Sj+3 0 Sj+d o S25 S2j41 Og O Og Og --- 0
(5.88)
Oq S1 S9 S3 v Sj—1 Sj
Oq S92 S3 S4 tee Sj Sj+1
Oq S1 Sj
Oq S3 S4 Sy cee Sj4+1 Sj+2
0 Oq 82 e S]—"-l
= q S4 S5 Sg s Sj+2 Sj+3 —
0, s. B So.;
q °j+1 2j
Oq 8]' Sj+1 5j+2 ce 32]'72 52_7'71
Oy Sj+1 Sjt2 Sjy3 o0 Sgj-1 Sz
(5.89)

Lema 5.2.1. En virtud de las observaciones 5.2.1 y 5.2.2, la siquiente igual-
dad es vdlida:

Demostracion. De las observaciones 5.2.1 y 5.2.2 se puede apreciar lo siguien-

o O O O
QR Q

_Q

S~




5.2. PRELIMINARES PARA PARAMETROS DE STIELTJES 39

te:
Oq S1 Sj —S0 Oq Oq
0 s S —s51 0 0
_ q 2 J"‘rl _ 1 Yq | _ (5.92)
Og Sj+1 S2j5 —s; 04 Og
So S1 Sj
S S DRI S .
e A I - A (5.93)
Sj o Sj+1 o S5

Enseguida se proponen otras 2 observaciones interesantes:

., 2 sz
Observacion 5.2.3. Sean {sj}jzo una coleccion de momentos, u; y T; como
en la definicién 3.1.1, sea ; definido como en 5.2.1, entonces se cumple que:

Demostracion.
O0q 05 --- 04 0 —Sp Oq
[q Oq cee Oq Oq —S51 —S0
Tjia; = |0g 1 -+ 0O Of : = : = u,. (5.95)
: —Sj-1 —Sj—2
Oq Oq cee Iq Oq —Sj —Sj-1
¢

Corolario. De la observacion anterior, se puede ver que

_ . * 0~k *
u; = Tiu; < uj—ujTj.

Observacion 5.2.4. Sean {sj}?.io una colecciéon de momentos, Y; y A; como
en la definicién 3.1.1, sea K; como en 5.2.1, entonces la siguiente igualdad se
satisface:

Yigr = KjAjia. (5.96)
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Demostracion.
S1 S2 S Og Sj+1
So 83ttt Sjyo Oq Sj+2
Kidjpi=| . —_— A N e R R (TSP
Sj+1 Sj+2 0 S2j41 I, 82j+1
(5.97)

Por adelante requerimos que K; > 0 Vj € J,, es decir K; sea positiva
definida.

Corolario. Una consecuencia inmediata del resultado anterior:

Vi = Kihn & | K'Y = A | (5.98)

Con las herramientas previas se procedera a demostrar el siguiente teore-
ma:

Teorema 5.2.1. Considerando que w; = w}(0) y vj = v7(0), entonces tiene
lugar la siguiente igualdad:

Ak vk -1 ~
Wi = uj_ K705 (5.99)

Demostracion. Por un lado, se tiene que
Uy = —v;_ H; Y], (5.100)

y por otro lado se tiene que:

~x%

w] = _u;—lHj_—ll}/J — Sj—l' (5101)

Sustituyendo (5.100) y (5.101) se tiene que:

—us_H Y — s = = K vy H LY, (5.102)
=l H Y, — @ K v HZ Y+ s;1 =0, (5.103)

Factorizando H J__llYJ por la derecha en los términos que lo poseen, se consigue
que:

(wi_y — @ Ky qvi_y) Hi LY+ 5500 = 0, (5.104)
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Ahora, usando la observacién 5.2.3 y su respectivo corolario (u} = @;T}) en
el resultado anterior, se consigue que:

(T — i K iy_av5_y) HZ Y + sj0 = 0, (5.105)

j—

. . . ~ %k 1 3 3 .
Como siguiente paso, factoriza u;_; K;; por la izquierda:

W K (K Ty — ay-1v)_y) Hi YY) + 55210 =0y (5.106)

j—1
Después, usando el lema 5.2.2 (K; 1T} —1;_1vj_, = H; 1), se puede ver que:

W K (H=THAY; + sj-1 = 0y, (5.107)
= KLY+ 550 =0, (5.108)

Ahora usando la observacién 5.2.4 con su respectivo corolario (K Y =
Aj+1) en la ecuacién anterior, se puede apreciar que:

0(1
- Oq
Uj_l/\j—i-l + Sj—1 = (—So, —81,..., _Sj—l) . . + Sj—1 = —8j-1 + Sj—1 = Oq.
Iq
(5.109)
Por lo tanto, se concluye que:
Wy = K105 | (5.11(2

5.3. Parametros de Stieltjes

s 2 .y .
Definicién 5.3.1. Sean {Sj}jZo una coleccién de momentos, la matriz H; y
el vector v; como en 3.1.1, sean K, y @; como en la definicién 5.2.1, y sean

H; y K; invertibles. Entonces definimos las siguientes matrices:

My = 557, (5.111)
M; == v;H;  v; —v5  H: ;. (5.112)
Lo := 5057 " S0, (5.113)
Lj = WK by — a5 K iy (5.114)

a los cuales, se les llamara parametros de Stieltjes.
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Ahora, observando la estructura de M; y L;, se puede concluir que:

Observacion 5.3.1. Sean {L;}_, v {M;}]_, colecciones de parametros de
Stieltjes, entonces se satisface lo siguiente:

> M;=viH; v, (5.115)
=0
J
L = w;K; i (5.116)
=0

Para la demostracién, basta ver que son sumas telescopicas, es decir, sea
X, =x; —x;_1, con x_1; = 0, si tomo la suma

ZX"' =rp—x_1+x1—To+To—T1+ -+ Tp1— Ty o+ Tp—Tp_1, (5.117)
=0

donde todos los términos distintos de z,, y z_; se cancelan, y como x_; = 0,
entonces

> Xi=u, (5.118)
j=0

A continuacién se analizard una propiedad bonita de unas matrices que
procederemos a usar en instantes:

Observacion 5.3.2. Sea {Li}g':o una coleccién de pardametros de Stieltjes, en-
tonces tiene lugar el siguiente producto:

J
[q L; _ Iq Zgzo Li
H (Oq Iq) a (Oq Iq ' (5.119)

i=0
Demostracion. La demostracion se puede hacer por induccion, primero, para
j=1

f[ ((I)Z i) = (5.120)

1=0

(I Lo\ (1 Li\ _ (I Lo+ L\ _ (Iy Li+L\ _ (1, S oL
“\o, ,)\o, ,b)7\o, 1, J7\o, 1, )T \o, 1,
(5.121)

1
. Iy L _(1q Z;:OLZ'
-l (Oq [q)_<0q o). (5.122)

7

)
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Suponiendo se cumple para 7, ahora queda por demostrar para j + 1:

j+1 j ;
fe 510 G 56 %9 @ 5)-
Pl 0g Iq 0 0 Ig) \Og I 0q 1, 0 I

(2

(5.123)
— Ig Ljyi + ZZ:O L — 1 Ziol L _ (5.124)
Oq Iq Oq [q
Con lo cual, queda demostrada la observacién. ¢

Corolario. Dado el resultado anterior, se aprecia inmediatamente que:

I, L\ (I, =L\ (1, —Li+L)\ (I, 0,
(0‘1 I‘]) (Oq ]q ) B <Oq ]‘1 ) (Oq ]‘1 ' (5125)

Por lo tanto, se concluye que:

-1
I, L; (1, —L;
(Oq Iq) a (Oq Iy ) . (5.126)

A continuacién se presentara un resultado importante

Teorema 5.3.1. Sea j fijo, entonces se satisface que:

I, — 201 H;'0; | 205 H '@,

B (z) = 1~ )~
—sz v] ‘I + 2V H; W

—1
_ I, L, I, 0, j L L
N g (Oq Iq) (_ZMj Iq> H Oq Iq . (5.127)

i=0

Demostracion. Haciendo uso de la observacion 5.3.2, por el lado izquierdo de
la igualdad se tiene que:

() (5 DI )
Lo, 1, M 11

i—1
_ q Zi:() ( Iq Oq ]q —Zizo L;
B <Oq I, > <_2Mj Iq) (Oq I, - (5128)



44 CAPITULO 5. MATRIZ RESOLVENTE COMO PRODUCTO

Ahora, haciendo uso de la observacion 5.3.1:

]q ZZ;éLz ]q Oq ]q _Zg;SLi _
0, I —zM; 1,) \0, I,

(L K (g 00 (I —E KT g o)
04 I —zM; 1, Og I ' '

q

vk 1 . . . .
Denotaremos por K; = @;_; K; ;4,1 para simplificar las operaciones:

I, K; I, Og I, =K\ _ (I, —=2KM; Ky I, =K;\ _
0, I, —zM; 1, 0o, I, ) —zM; I, 0, I, )

(5.130)
_ (1= 2KMy (I — 2K M) (=) + K5 (5.131)
(1= 2KpMy KRG+ 2K MK + K5 (5.132)
—,ZMj [q + ZMJ’Cj '
_ (1= 2K My 2K MK
= ( —2M; I, +zM;K; ) (5.133)

El resto de la demostracion se realizara en 4 casos para cada una de las
entradas de las matrices.

Caso 1) I[,—:K;M;=1,— z@;fffj_lﬁj.

Partiendo de K;M; y de la definicién de M}, se tiene que:

ICij = ICj (U;Hj_lvj — v H»_llvj_l) . (5134)

J—1775—
. . . .. % -1
Haciendo las siguientes particiones para vj, vy, y H;

v = (vj1,04) . (5.135)

(06—1) , (5.136)
q

L (HiZ 0 —H; Y5\ 7- N
H‘1:< e Jqu) +( 1 j) (-YPHD L), (5137)

J .
Oq xJ4q Oq

Uj
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y sustituyendo en el resultado anterior, se consigue que:

HY 0, Vi_
j—1 VYigxq j—1
KM ,C(Jh q)(Oquq Oq)(oq>+

HLY; .
+/cjv]< 7 )H] (=Y H Y\ 1) v; — Koy H Yoy (5.138)

Simplificando un poco el primer termino se tiene que:
IC]'MJ' = ’C-U*.L ji—lvjfl—i_
—HlY; v . -
5 (v, )( T j)H (= YH&A)(Q)—W.
(5.139)

Eliminando los términos cancelados y haciendo las operaciones matriciales,
se concluye por el momento que:

KM, = K; (—vi_ H\Y;) H' (=Y; H o) (5.140)
Pero recordando que v} = —v;le;_llY} y vy = =Y/ H ! vj_1, entonces al

sustituir en lo conseguido anteriormente, se puede aprec1ar que:
KCiM; = K;v H vj. (5.141)
Sustituyendo el valor de K; en la parte derecha:

ICij =1 Kf_llaj_ﬁ;ﬁ[;lﬁj. (5142)

*
j—17%g

Ahora haciendo uso del teorema 5.2.1, se sabe que W} = @ _ KJ 1 U510}, por
lo tanto, al sustituir se consigue:

K;M; = @7 H; ;. (5.143)
Multiplicando por —z y sumando I, se tiene que:
I, — 2K;M; = 1, — 207 H '0;. (5.144)

Lo cual demuestra que las entradas (1, 1) son iguales. ¢

Caso 2) zK;M;K; = z@;"ﬁj_l@
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Haciendo uso de la ecuacion (5.143) del caso anterior se tiene que
IC]‘M]'ICJ' - A;f[j_li)\jlcj. (5145)

Substituyendo el valor de K; en la derecha de la igualdad y asociando, se
consigue:

~

Ht (v K i) . (5.146)

j—1

_ A*A—IA' ~ % -1 - o
leMlej = ij~ U] (ujflKj_luJ_l) =

*
J J

Donde lo que esta dentro del paréntesis es @;, entonces:

ICij]Cj - A;-([/:[jil’&)\j, (5147)
:Z]Cij]Cj = Z@;ﬁ;le. (5148)

Por lo tanto, queda demostrado el caso 2). 4
Caso 3) —zM; = —z??]*f];lﬁj.

Tomando la definiciéon de M;:

Mj = U;Hj_ll)j — vk Hj__ll’l}j_l, (5149)

J—1

y particionando los elementos del termino v;H; 11)]- como en el caso 1), dis-
tribuyendo y organizando se consigue:

H1 0, Vi_
o (a* j—1 Vigxq Jj—1
M] (U]_I’O) (Oquq Oq ) ( Oq >+

* _H]_—ll}/; 77—1 *rr—1 * -1
+ Uj Iq Hj (—Y; ijl ,Iq) v — vj_lijlvj_l. (5150)

Simplificando lo anterior:

M; = v B2+

A —H Y\ 4 e s —
+ (Uj,qu) ( } ! J> Hj ! (—Y} Hj_ll ,Iq) <Ujoq1) — U T

q
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Por lo tanto, se concluye que:

. ~H LY\ ~_ S i
M; = (vj_4,04) ( }ql ]) Hi (=Y H L) (Ug)ql) ’
Y,

=M; = (—vi HYG) Hi (Y7 HZ )
=M, =0 H; ', | (5.152)

Ya que —vj_; H j__lle = @;’f, por lo tanto, multiplicando lo anterior por —z se
concluye que:
~ETT—1~
—zM; = —2v; H; v;. (5.153)

Con lo cual queda demostrado el caso. ¢
Caso 4) [, +zM;K; =1,+ z@?f[jl@j.
Partiendo de M;/C; y (5.152) del caso anterior
M;K; = 0 H 9K (5.154)

Sustituyendo el valor de KC; en lo anterior y sabiendo que vju;_; K ]-__111,1]-_1 =
w; de 5.2.1 se consigue:

_ = A—l/\‘v*
M;K; = UjH~ ViU

J j—1

K iy o =03 Hy '@y (5.155)

j
Ahora multiplicando lo anterior por z y sumando [ se puede apreciar que:
I+ 2MK; = I, + 20 H: '@ (5.156)

Con lo cual queda demostrado el caso 4). ¢

Dado que los 4 casos han sido demostrados, se concluye la demostracion
del teorema. ¢

5.4. J-forma de la matriz b\ (z)

Ya que se tiene la representacion de la matriz resolvente como un producto
de matrices, ahora se procedera a demostrar que las matrices b%), heredan
sus propiedades de J matriz (J-contractiva, J-unitaria y J-expansiva).
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Observacion 5.4.1. Sea K; = w%_, K ' 1i;_1, entonces la matriz

J—17%g

4 (1, =K
A; _(Oq L) (5.157)

es J-unitaria.

Demostracion. La demostracién se consigue facilmente haciendo los calculos
directamente:

T ] A A A 2’[ I, 0,
o= A7 JAT = <uq 0, 0, 1, )\il, 0, J\-K; I,
(0, =il [(—iK; =i\ [ I, 0, 0, —zI il
i1, o, i, 0, )\=K; I, il,

J

=J;— Ogq- 5 158)
¢
Observacion 5.4.2. La matriz
I 0
By(z) = (_ijj [Z> : (5.159)

tiene las mismas propiedades de J-contractiva, J-unitaria y J-expansiva que
Uj.

Demostracion. Denotando a la matriz usando la variable B:

By(z) = (_ ,f?wj %) , (5.160)

se procedera a demostrar que es J-contractiva, J-unitaria y J-expansiva en
las mismas regiones que U; haciendo los célculos directamente y considerando
que z € C tiene la forma z = = 41y, para z,y € R:

= = * 0, —l 1 0 0, —d, 1

i -4 -( 5, (% ) (G

_ (0, =i\ (0, =il (I, —EM;\ _ (0, —il, _
i[q Oq ZIq 22«']\4J Oq Iq Z[q —ZZ]\JJ + ZEMJ

(% il N (% =il N (% =il g6
il, iM;(z—z) il, iM;(—2iy) i, 2yM;) " "

—zM

j>:

—il,

I

q

)
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Ahora para checar el signo de (5.161), se toma un vector arbitrario (¢, d) con
c,d € Cy se procede a averiguar su signo:

(0, =i\ (e o —idl, N N
(c,d) (z’[q 2yMj) (d) = (e.d) (ic[q—l—deMj) = =ied icd + 2y M,

>0, ye€(0,00)
=2yd’M; ={ =0, y=0 (5.162)
S Oa Yy € <_OO7 0)

recordando que y = $z, entonces se concluye que:
>0, $z€(0,00)

Jo— (Bi(2) - Jy- (Bi(2) = { =0, 32=0 (5.163)
<0, SQz€ (—0,0)

viendo asi que B; hereda las propiedades de J-matriz de Uj. ¢

Observacion 5.4.3. Sea K; = a;_lK;_llaj_l, entonces la matriz

_ ]q le
Aj = (OQ I ) , (5.164)

q

es J-unitaria.

Basicamente lo que dice esta observacion es que la inversa de la matriz en
5.4.1 también es J-unitaria.

Ahora se procederd a demostrar que b (z) hereda las propiedades de
J-matriz de Uj(z).

Lema 5.4.1. Sea b (z) como en la definicion 5.1.2, entonces b9) hereda las
propiedades de J-matriz de U;(z).

Demostracion. Recordando que b (z) = A; - B;(z) - A;' con Aj, B)(z), A}
como en las observaciones 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3 y comenzando por la observacion
5.4.2, se tiene que:

>0, Sze (0,00)
Jo— (Bi(2) - Jy- (Bi(2) ={ =0, 32=0 (5.165)
<0, Sz€(—0,0)
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. ., ¥ _ 1 —1%*
considerando la observacion 5.4.3, se sabe que J, = A; 1Jqu1 , entonces
sustituyendo esto en la ecuacién anterior, se tiene que:

= J,— (B(2)) - <A;1qu;1*> (Bi(2) =4=0, $2=0 (5.166)
<0, Sze€(—0,0)

multiplicando la ecuacién anterior por A; por la izquierda y A} por la derecha
y recordando que A; es J-unitaria, se tiene que

Ay (Jy = (By(2) - A7 Ty AT (By(2)°) - 4 =
= A Jg A= Ay (Bj(2) - A g ATV (By(2)) - A =

>0, Sze(0,00)
=Jy— Aj(Bj(2)) A7" - Jy - ATV (Bi(2)) A= =0, Sz=
<0, Qze€(—00,0)
(5.167)

quedando demostrado el lema. ¢



Capitulo 6

Resultados

A continuacién se presenta un resumen de los resultados obtenidos a lo
largo del trabajo desarrollado.

s Lemas:

Lema (3.1.1). Sean j € J,, sea H; y PAI]- invertibles ¥Vj € J,,
entonces se tiene que:

Hil 0. _Hfl Y. N

—1 _ A . ) 3

H; :(Oqjle J(f)z;q)Jr( }13)Hj (_YjHj_l,]q).
(6.1)

q
Lema (3.4.2). Sean o;(2), B;i(2), v;(2) y §;(2) las entradas de la
matriz resolvente del problema de momentos de Hamburger, en-
tonces tienen lugar las siquientes iqualdades:

a;(2) - 05(2) = 6;(2) - 5 (2) = Ly, (6.2)
a;(z) - B (2) = B;(2) - 5 (2),
74(2) - 65(2) = 6;(2) - 7} (2)-

Lema (4.2.1). Sean jymeNconm+1<j<ny

Q

SO 51 ) Sm
S1 S22 - Sm4-1
W .= )
Sj—1 S5 0 Sjtm-1

o1
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Entonces las siguientes igualdades son validas:

W = ijl : < I(m—i—l) ) b

O(j—m—1)x(m+1)

SO Sl “ee Sm
S1 Sg v Sm+41
(Y HE ) s =0
Sj—1 S5 0 Sjitm—1
Sj Si+r t Sjtm

Lema (5.1.1). Sean H;, T;, Y11, H;, A\jy1, v; y u; como en la
definicion 8.1.1 y w41 y Vi1 como en la definicion 5.1.1, entonces
se satisface lo siguiente:

HijHj_IYjH — HjAj1 = vy — w0y, (6.5)

Lema (5.2.1). En virtud de las observaciones 5.2.1 y 5.2.2, la
siguiente iqualdad es valida:

KjTj—ﬁj ;:Hj. (6.6)
n Teoremas:

Teorema (4.1.1). Sean P;(z) y Q;(z) polinomios como en la de-
finicion 4.1.1, entonces las siguientes relaciones son validas ¥Vj €

o
Uin(2) = aj(2) = I, + Zé (Qi(2))" P(0), (6.7)
Ura(2) = B;(2) = Zio (Qi(2))" Qi(0), (68)
Uz1,3(2) = 75(2) = —22; (Fi(2))" P(0), (6.9)
Uzaj(2) = 0(2) = Iy — 2 i (Fi(2))" Q:(0) (6.10)
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Teorema (4.2.1). Los polinomios {P;(z)}"_

j=1 Son ortogonales res-
pecto de la medida o, es decir:

/_OOP]-<t>d<a<t>>P,:<t>={éq’ PPN

Teorema (5.1.1). Sea U; la matriz resolvente y bU*Y como en la
definicion 5.1.2, entonces la siguiente igualdad es verdadera:

Usia(2) = Uy(2) - 09 (2), (6.12)
Teorema (5.2.1). Considerando que w; = w;(0) y v = v;(0),

entonces tiene lugar la siguiente igualdad:

Ak vk -1 ~ Sk
W} =iy K405 (6.13)

Teorema (5.3.1). Sea j fijo, entonces se satisface que:

Bz = (L1~ z@*ﬁflaj\ (I H D\
B — 2] H ‘] —i—ziJ\'fH._lﬁ?j B

) (A DI )

7
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Capitulo 7

Conclusiones

Como se menciona en la introduccion, en este trabajo no hay resultados
originales sino mas bien un estudio detalladamente del articulo de I.V., Kova-
lishina [6], pudiendo apreciar asi algunas propiedades de la matriz resolvente
del problema de momentos de Hamburger.

Propiedades como son los polinomios ortogonales { P;(z)}—, respecto de la
medida o que satisface el problema de momentos y los polinomios de segunda
especie {Q;(2)}}j—o los cuales son un componente fundamental de la matriz
resolvente.

Asi como el desarrollo del método de Blaschke-Potapov usado para escribir
la matriz resolvente en forma de producto usando los factores de Blaschke-
Potapov y los parametros de Stieltjes, los cuales, estan relacionados con la
teoria de las fracciones continuas la cual puede estudiarse incluso en el caso
matricial ya que el trabajo ha sido realizado para el caso matricial para
matrices de tamano ¢ X ¢ (el caso escalar es cuando se toma ¢ = 1).

Se ha podido visualizar la inversa de la matriz resolvente cuya forma ex-
plicita es muy similar a cuando uno invierte una matriz de 2 x 2 con entradas
reales, pero recordando que el caso estudiado es matricial, todo esto haciendo
uso de la J-forma propiedad la cual contiene la matriz resolvente.

Todas estas propiedades aparecen tras estudiar las 3 preguntas que surgen
a la hora de plantear el problema de momentos cuya riqueza puede apreciarse
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en la forma en que naturalmente estan conectadas.



Apéndice A

Solucién del problema de
momentos

Como referencia a este apéndice hago uso de [3].

§ 1. Solucién para el problema determinado

Teorema § 1.1 (Hamburger). La condicion necesaria y suficiente que se
debe satisfacer para que una funcion no decreciente o(u) (—oo < u < 00)
pueda existir teniendo un numero infinito de puntos de crecimiento y sea tal
que

/OO ubdo(u) = s, (k=0,1,2,...), (A.1)

o0

la cual es que la secuencia {s;}5° debe ser positiva.

Demostracion. Es muy simple probar que esta condicién es necesaria.

Si las ecuaciones (A.1) se satisfacen, entonces para cualquier m y cualquier
real x1, 2o, ..., x,,, tenemos

m 00 m 2
Z SitkTiT) = / ( xkuk) do(u) >0 (A.2)
- 0

i,k=0 o0

Si el signo de la ecuacion se aplica a esta relaciéon polinomial
m
A(u) = E rpuf
0
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debe ser cero en todos los puntos en los cuales la funcién o(u) crece. Pero de
acuerdo a nuestra condicién, hay una cantidad infinita de estos puntos y por
lo tanto, el polinomio A(u) debe ser idénticamente cero. Entonces el signo
de la ecuacién es imposible en (A.2) si no todos los zy, xs, .. ., x,, son ceros.
Esto completa la prueba de necesidad.

La prueba de que la condicién es suficiente es mas complicada y por con-
veniencia la dividiremos en 2 partes.

a) Asumamos que la secuencia positiva {s;}5° es dada. Para cualquier en-
tero n vamos a considerar el llamado problema truncado de momentos de
orden 2n — 1:

sk:/ uFdo(u), (k=0,1,2,...,2n—1), (A.3)

o0

donde o(u) es buscado de entre la clase de todas las funciones no decrecientes.
Es muy simple construir un conjunto continuo de soluciones a este problema.
Asf es, tomemos un ndmero arbitrario ¢ (—oo < t < o0) y escribamos la
ecuacién probada en la seccién 4.2 del capitulo 1 de [3]

Quir(2) —1Qn(z) _ - i
p— A.-4
P,1(2) —tP,(2) Z z—=N\ (A.4)
donde
A <A< < A = A" @)]
y

1
pi =" (t) > 0
Como estd establecido en la seccion a la cual se hace cita, tenemos

n+1

sk=> A (k=0,1,2,...,2n~1) (A.5)

i=1

Ahora introducimos la funcién constante a trozos o, (u) la cual tiene como
sus puntos de crecimiento a \; en cuyas discontinuidades son los ;:
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entonces las ecuaciones (A.5) toman la forma

Sp = / ufdo,(u) (k=0,1,2,...,2n — 1) (A.6)
Por lo tanto la funcién o,(u) que hemos construido es precisamente una
solucién del problema de momentos truncado (A.3).

Notemos que para t < oo las ecuaciones (A.5) se satisfacen asi como para
las ecuaciones (A.6) también se satisfacen para k = 2n, y si t = 0 también
para k = 2n + 1.

b) Ahora tomemos cualquier secuencia de soluciones no decrecientes o, (u)
del truncado problema de momentos de orden 2n — 1(n = 1,2,3,...), por
ejemplo, la secuencia que fue construida anteriormente. Esta secuencia {o,,(u) }5°
satisface las condiciones del teorema de Helly, ya que para cualquier n la total
variacién de la funcién o, (u) es

/ do,(u) = so.

Por lo tanto existe una funcién no decreciente o (u) y una secuencia {o,, (u) }52,
tal que en todos los puntos de discontinuidad de o(u) la ecuacién

o(u) = lim o, (u)

se satisface. Hemos probado que o(u) es una solucién de el problema completo
de momentos el cual estamos discutiendo, para que se cumpla que

/oo ubdo(u) = s, (k=0,1,2,...). (A1)

Asume que —A < 0y B > 0 son dos puntos de discontinuidad de o(u). En
este caso tenemos por el segundo teorema de Helly que

B B
/ uFdo(u) = lim uFdo,, (u) (A.7)
_A i—oo J_ 4

Por otro lado si 2r es un nimero positivo mayor que k, entonces para n; > r
tenemos

/ ) utdo, (u) = / ’ uFdoy, (u) + / - u*doy,, (u) + / ) u*do,, (u)

9 A —00 B
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—A 00 k
[ 7 et =| [+ [ i
2r 2r
—C%k{/ / doy, (u }—m’
donde C' = min{ A, B}. Por lo tanto se sigue de (A.7) que
Sor

B
k
/;AU dO’(U)—Sk S W

Ahora lo que resta es incrementar A y B sin limite, pero de tal forma que
—A y B siempre continten siendo puntos de discontinuidad de o(u). Esto
prueba la ecuacién (A.1).

La funcién o(u) la cual hemos encontrado evidentemente tiene una can-
tidad infinita de puntos de crecimiento. Asi es, si o(u) hubiera tenido solo
una finita cantidad de puntos de crecimiento (por ejemplo uy,us, ..., uy),
hubiéramos tenido para el polinomio

Pu) = (u—uy)*(u—u)?... (u—uy)?
la desigualdad

S{P(u)} = / (u—up)?(u—up)?. .. (u—uy)do(u) =
lo cual es un absurdo porque la secuencia {sy}3° es positiva.

Entones la suficiencia en la condicion del teorema § 1.1 ha sido probada.

§ 2. Solucién para el problema indetermina-
do

Del teorema del ejemplo 8 de la pagina 83 de [3] se obtiene el criterio de
Hamburger:
Para que un problema de momentos

sk:/ ubdo(u) (k=0,1,2,...)

o0
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sea determinado, es necesario y suficiente que

SO 81 R STL
S1 52 Tt Sp4l
, Sp Sp41 Son
lim =0
n—oo 54 85 o« o 81’L+2
S5 S6 1 Sn43
Sn+2 Sn+3 Son
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Apéndice B

J-Matrices

§ 1. Conceptos fundamentales de las J-alge-
bras

Sea J = (P ;) una matriz hermitiana, en general signo indefinido de orden
“n”, tal que J* = J, J? = I. en el espacio lineal L complejo de dimensién m de
Vectores f=1&,&,...,&n], introduzcamos una metrica indefinida definiendo
al producto escalar mediante la igualdad

[f.9l=fJg" = Z&;Pkm]

k,j=1

Como en el caso comun la metrica < f,g >= fg* = > " | &7, del funcional
bilineal [f, g] tiene las siguientes propiedades.

1. [)\1f1 + )\2f2:g] = Al[flag] + )‘2[f27g}

2. (9. f]=f.q

Sin embargo ahora no se puede afirmar que el producto escalar [f, f] del
vector f # 0 es el numero positivo. En relacién a esto los vectores g €
L se dividen en “vectores mas”, “vectores menos” y “vectores neutrales”
que corresponden a [g,g] > 0,[g,9] < 0,[g,9] = 0. En la teoria general
la forma especifica de la matriz .J, la cual da una métrica, no es esencial.
Sin embargo, en situaciones concretas con mas frecuencia se encuentran las

63



64 APENDICE B. J-MATRICES

siguientes formas de la matriz J (matrices de Pauli):

— _[p Opxq . — Oq [q . _ Oq _Uq
1= ( Ogxp 1 2= I, 0, s = il, 0, )’
donde p+ g = m y 2¢ = m. La matriz .J; esta estrechamente relacionada con

la teoria de redes eléctricas, la matriz J3 con problemas clasicos; en estos 2
casos m necesariamente es un nimero par.

El producto escalar permite a cada matriz A hacer corresponder la ma-
triz J-conjugada AT requiriendo se satisfaga la igualdad [f, gA*] = [fA, g]
Vf,g € L. Esta relacién significa que fJ(A")*g* = fAJg* de donde en vir-
tud a la arbitrariedad de los vectores f y ¢ v el hecho que J? = I obtenemos
At = JA*J.

La matriz H se llama J-Hermitiana (J-autoadjunta ), si H = H' o La
igualdad equivalente HJ = JH*. Esta claro que para la matriz H el producto
escalar [fH, f] es un nimero real Vf € L si ademas este producto escalar a
f € L, ademas este producto escalar Vf € L es no negativo, entonces H se
llama J-Hermitiana no negativa y obviamente que se caracteriza por HJ > 0.

La matriz U se llama J-unitaria si este mantiene al cuadrado escalar
[fU, fU] = [f, f] (f € L). Ya que de la igualdad de formas cuadraticas
en el espacio vectorial complejo se mantiene la igualdad de los bilineales,
entonces [fU, gU] = [f, g] v consecuentemente U JU* = J.

Finalmente la matriz W se llama J-contractiva si esta matriz no aumenta el
producto escalar [f] es decir, st W JW* < J. La expresiéon J — W JW™* > 0 se
encuentra con frecuencia adelante y se llama J-forma, la teoria que conside-
ramos estudia la clase de funciones W, J-contractivas. Un hecho importante
de esta clase es su forma multiplicativa: si wy, wo € W entonces wyyw, € W™

en efecto J — (W W) J(WiWo)* = J — Wi W + Wi (J — Wod W)W > 0.

El siguiente resultado es crucial:

Teorema § 1.1. ST W es una matriz J-contractiva (J-unitaria) entonces
W* tiene las mismas propiedades.
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Demostracién: Para la demostraciéon consideramos la transformacion frac-
cional lineal de la clase W (W) y la clase de contracciones X(X) (tales rela-
ciones se encuentran con frecuencia en otros temas de las matrices J). Para
la realizacién de esta conexién introduzcamos la matrices P = (I + J)
Q= %(I — J). Es fécil de ver que Py(@) son proyecciones ortogonales
PP=P=P"2>20;Q"=Q=Q"20;PQ=QP=0yque P+Q=1;
P — @ = J. Para la transformacién fraccionaria lineal

X =WaQ - P)*l(—WP +Q) (B.1)
son validas 3 afirmaciones.

I) Esta transformacion tiene validez para cualquier matriz W J-contractiva.

IT) El mismo puede ser escrito en la forma:

X =(PW+Q)(QW+P)! (B.2)

IIT) Esta transformacion traslada una matriz J-no expansiva en una
contraccion X, mientras una matriz J-unitaria en otra unitaria.

1. El hecho de que W es J-no expansiva es equivalente a la desigualdad
P+ WQW* > Q + WPW*. Multiplicando por la derecha al numerador en
(B.1) por la expresién adjunta obtenemos (W@Q — P)(QW* — P) = WQW* +
P. De estas 2 ultimas relaciones se sigue que si g(IW@Q — P) = 0 entonces al
mismo tiempo gP =0y g@Q) = 0 es decir g = 0.

2. Es facil de comprobar la identidad
(WQ —P)(PW +Q)=(-WP+Q))QW + P (B.3)

de donde se obtiene que QW + P es una matriz no degenerada. En efecto,
si (QW + P)h* = 0 entonces de (B.3) y 1. se sigue (PW + Q)h* = 0.
Multiplicando por la izquierda la primera el primero por P mientras que
el segundo por ) y sumando tenemos que h* = 0. Consecuentemente esta
identidad (B.3) se puede escribir la forma (WQ — P)"Y(-WP+Q) = (PW +
Q(WQ+ P)~.

3. Utilizando la primera y la segunda de las formulas de transformacién
calculamos [ — X X* = (WQ—P) Y{J-WJIW*HQW*—P) ', I-X*X =
(WQ+ P)"Y{J - WJW*HQW* + P)~L.
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Después de esto, la afirmacion del teorema se convierte en un corolario de
propiedades conocidas de matrices contractivas y unitarias.
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