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Introduccion

El trabajo esta dedicado a la introduccién de la teoria clasica de los Operadores Diferenciales
Parciales Elipticos. Especificamente, en este trabajo se demuestra la existencia, suavidad y
unicidad de las soluciones de la ecuacion diferencial parcial A(z,0)u(x) = f(z), = € IR"
con coeficientes variables. Para investigar este problema se usa la teoria de los Operadores
Pseudodiferenciales.

Ya que los operadores pseudodiferenciales actuan en los espacios de las funciones generaliza-
das, presento los hechos principales y necesarios para las metas de esta teoria (véase Capitulos
1-4). En particular, introdusco el espacio &’ de las distribuciones temperadas y construimos
la teoria de la transformada de Fourier en estos espacios (véase Capitulo 2 y 3). El espacio &’
no es el espacio de Hilbert (atn no es el espacio normado). Por tanto, es necesario representar
a &’ como la union de los espacios de Hilbert. Tal representacion existe y esta dada como
S = |J H® donde cada H*, llamado el espacio de Sobolev, es un espacio de Hilbert (véase

seR
Capitulo 4).

Resulta que cada operador diferencial parcial con coeficientes variables C'™ y que satisfacen
algunas condiciones adicionales (véase (11.2.21) y (11.2.22)) actuan de H®* a H*~™ donde m es
el orden del operador A.

Los resultados principales del trabajo son los siguientes tres:

I. Todas las soluciones de la ecuacion homogenea (12.2.10) donde A es fuertemente eliptico
con coeficientes C*> y no se distinguen “mucho” de los constantes son infinitamente suaves
(u e C).

II. La dimension del espacio de la solucion de la ecuacion (12.2.10) tiene dimension finita.

III. La ecuacion no homogenea con el operador fuertemente eliptico A y f € H*™™ admite
solucion w € H*® si f satisface un namero finito de “condiciones de ortogonalidad” (véase
Teorema 12.2.3).

La tesis esta organizada de la siguiente manera.

En el primer capitulo, introdujé los espacios de Schwartz S y el de las funciones de prueba
D. Demostré que el espacio de las funciones de prueba es denso en LP y, por tanto, lo es S.
Defino el espacio de funciones generalizadas o temperadas S’. Mostre algunos ejemplos de los
elementos que pertenecen a S'.

En el segundo capitulo, se ha definido la transformada de Fourier en los espacios S 'y §'.
Ademas, expongo la Teoria de Parseval-Plancherel.

En el tercer capitulo se generalizan los conceptos antes mencionados. Ademas, demuestro

IV



la densidad de las funciones de prueba D en los espacios Lebesgue LP sobre IR".

En el capitulo 4, defino los espacios de Sobolev H® y muestro que son espacios de Hilbert
con embedimiento continuo a §’. También, mostre que el espacio S es denso en H*. Defino los
operadores diferenciales con coeficientes constantes que actuan de H® a H*™™.

En el quinto capitulo, demuestro el Teorema de Inmersion de Sobolev que muestra la
suavidad de un funcional que permanece en todos los espacios de Sobolev. Ademas, probé el
Teorema de Inmersion Compacta de Sobolev.

En el sexto capitulo, caracterizo los espacios Sobolev para los naturales y muestro la im-
portancia del concepto de los funcionales (véase Observacion 6.0.14).

Defino los operadores elipticos y fuertemente elipticos. Muestro que el operador de Laplace
y Schrodinger pertenecen a cada clase, respectivamente. Concluyo mostrando la existencia
y unicidad para la ecuacion diferencial parcial con coeficientes constantes para operadores
fuertemente elipticos.

Continuo con la caracterizaciéon de Fourier para los Operadores Diferenciales Parciales con
Coeficientes Variables. Defino la clase de simbolos S™, los simbolos del operador diferencial,
propiedades y ejemplos, v la clase A™ de Operadores Pseudodiferenciales.

En el noveno capitulo muestro que los Operadores Pseudodiferenciales estan bien definidos
y son continuos en el espacio S y, similarmente, para los espacios Sobolev.

La composicion de Operadores Diferenciales y Operadores Pseudodiferenciales esta bien de-
finida. El Teorema de Composicién muestra que los operadores forman una clase de operadores
y la generalizacion de la formula de Leibniz, muy conocida en la bibliografia.

Defino al operador Regularizador R que es “casi” el inverso del operador A. Demuestro la
existencia del operador Regularizador para los operadores fuertemente elipticos de orden m y
con las condiciones (11.2.21) y (11.2.22).

Finalmente, demuestro los tres resultados principales del texto.

La base de este trabajo es el libro [1]. Traduje este libro y recupere todas las afirmaciones
que no se han demostrado o cuyas demostraciones son muy breves. Ademés, anexé algunos
hechos necesarios para mejorar la comprension del texto.



Capitulo 1

Distribuciones Temperadas

1.1. Espacios de Schwartz S.

Definicion 1.1.1 Definamos el espacio de Schwartz S = S(IR) como el espacio lineal de
funciones ¢ € C*(IR) con las semi-normas

[llan = Su]g(l + |z[)Y|05 p(a)| < oo (1.1.1)
S

para cualquier a, N = 0,1,2, ... donde 0%p(x) = 0@ (z).
Es obvio, para toda ¢ € S :
[ellar < l@llan, si K <N (1.1.2)

Notemos que
oz ()] < (1 + |z ellaw, € R (1.1.3)

para cualquier ¢ < N. En efecto, ||¢]lan = sup,er(1+|z))V]0% ()] > (14 |z|)9|0%p()|, para
¢ < N. Multiplicando por (1 + |z|)~% > 0, obtenemos que |05 ()| < (1 + |z])7|¢|lan,z € R
que es lo deseado. [ |

Lema 1.1.2 (1.1.3) implica que |o(x)| < (1+ |z|)72||¢l|l2. Por lo tanto, ¢ € L'(IR). Entonces
S(R) C LYIR).

Observacion 1.1.3 Ya que C(IR) N LY(IR) C LP(IR),p > 1, entonces S(R) C LP(IR) por
Lema 1.1.2

Lema 1.1.4 S(IR) # {0}.

. . * — 2
Demostracion: Mostraremos que la funcion e pertenence a S(IR). Notemos que
2

(e="*)" = P(x)e~*" donde P(z) es un polinomio. Por tanto, (1 + |z|)™[(e~*")™] = (1 +



|z|)"P(x)e™*", por lo que es suficiente que (1 + |z|)"|P(x)le™ — 0 cuando |z| — oo. Si

x>0,
lim (1 + z|)"P(z)e™ = lim (1 4+ 2)"P(z)e " = lim Q(z)e™™, (1.1.4)

T—r00 T—00

donde Q(x) := (1+x)"P(z) es un polinomio. Usando la regla de L‘Hopital, tenemos que para
algtn k, (Q(x))* = 0, lo que implica

Iim Q(z)e " = lim @uN™ _ 0 0

T—00 T—00 (exz)(k) T—00 R(l‘)exz

porque R(x) es un polinomio.
Similarmente para z < 0,

lim (14 |z))"P(z)e™ = lim (1+2)"P(z)e™ =0 o

Tr——00 T——00

Lema 1.1.5 Para toda ¢ € S, existe By € R tal que
[éllo.v < Bullellsntp-ar a<B,1<N. (1.1.5)

Demostracion: Parax > 0:

) (@) =

/ S (E) df‘ < / (14 ™ Y@ llasrnes dE < [@llarin / (146N
< Byll¢llasine1(T+2) ™ = By(1+ 2)) "¢l at1,5+1-

Para z < 0:

T

@l = [ ©d] < [ 1= 9 ol de < lelln [ (1= 97 dg

— 00 —0o0

< Byll@llasin+1(1—2)™ = By (1 + [2]) "V [l@llat1,n11-

Por tanto, ¢ (2)] < By[l¢llasi,nve1(1+ [2)) ™ ¥ l¢llay < Bull@llati,nt1- De aqui, por
induccion obtenemos (1.3.10). u
Definamos la convergencia en S(IR).

Definicion 1.1.6 La sucesion ¢, (z) — ¢(x) en S si y solo si, para cualesquier o, N
lon(x) — o(@)]|lany — 0, cuandon — oco. (1.1.6)

Proposicion 1.1.7 1. ¢/ €S sipe S.

d

2. El operador 7= : S — S es lineal y continuo.



Demostracion: 1. Sea ¢ € S, por Definicion (1.1.1), obtenemos la siguiente igualdad
1 o v = sup(l + 205 ¢ (2)] = sup(l + ) ™10r ()| = llpllassn- (1.1.7)
Te ze

Por tanto, ||¢'||a.n = ||¢]latiy < o0, Va,N =0,1,2..., por ¢ € S.
2. Linealidad: obvia.
Demostraremos la continuidad. Es suficiente demostrar que ¢/, (z) — 0 en S si ¢, (z) — 0 en

S. Sea ¢, — 0 en S, entonces Vo, N = 0,1, 2, ... ||¢n|la,y — 0 cuando n — oo, por Definicién
1.1.6. Usando convergencia en S y la igualdad (1.1.7) obtenemos ||¢),|la.v = ll€nllaviy — 0
cuando n — oo, para toda «, V. [ |

1.2. Espacio de Funcién Prueba D

Definiciéon 1.2.1 Sea p € C°(IR). El soporte de v, es la cerradura del conjunto de los puntos
x € R tales que p(x) # 0, i.e.,

supp ¢ := IR\ ¢o71(0).

Definicion 1.2.2 Sea ¢ € C*(R), decimos que ¢ es una funcion prueba si eviste K C R
compacto tal que supp ¢ C K. Nombraremos a este espacio como el espacio de las funciones
prueba denotandolo como D(IR).

Lema 1.2.3 D(RR) # {0}

Demostracion: Definamos las siguientes funciones

e(z) = { e_oﬂ :ii izg (1.2.8)
o(x) =e(l +x)e(l —x). (1.2.9)

Demostraremos que ¢ € D(IR). Para esto es suficiente demostrar que
1. ¢ € C*(IR).
2. supp ¢ C [—1,1]

1. Es evidente que e(z) € C*°(IR \ {0}). El tnico punto donde e(z) puede perder la conti-
nuidad pueden ser solamente x = 0, ya que % tiene singularidad en este punto.
Demostremos que e(z) € C*(IR) en una vecindad de x = 0.

L 2
.o ! ) I . 1™
lim e72 = lim — = lim | — = lim (- = 0.
z—07t z—0t e2z z—0t \ € r—+00 \ €
Dado que 1 < e, asi, % < 1. Por tanto e es continua en 0.

3



Ahora probaremos que los limites laterales de las derivadas son ceros cuando x — 0. Para
eso es suficiente demostrar que los limites de las derivadas por la derecha son iguales a 0.
Para la primer derivada tenemos:

_1 1 2

le 2 1 = 1 x
lim ¢'(z) = lim -—— = = lim - =~ lim — =0.
z—0+ z—0t 2 T 2 2—0t p3; 2 m—+o0 ¥

por la regla de L’Hopital.
Similarmente para cualquier derivada de orden k, existe polinomio P(z) tal que

1
lim e®(z) = lim P <—) e % = lim P(z)e > =0.
z—0t z—0t T T—+00
usando la regla de L’Hopital.
Nos falta demostrar que las derivadas e*)(0) existen y son cero. Efectivamente, para k = 1,
por (1.2.8) es suficiente demostrar, que

Esto se cumple por la regla de L.’Hopital y del cambio de variable % — 2z.
Para demostrar que €¢”(0) existe, es suficiente demostrar que el limite correspondiente sea
identicamente 0.

'(z) — ¢ SheTEm 1 1.
¢’(0) = lim {M} — lfm 257 _C g e =
z—0+ T a0t T 2 z—0+ a3

por las mismas razones. Por tanto €”(0) = 0. De igual manera, ¢*)(0) por induccién sobre k
existe y son identicamente 0. Por tanto, e(z) € C*(IR).
Dado que e € C*°(IR) es continua y ¢ es el producto de funciones C*(IR), asi ¢ es C*°(IR).
2. Se sigue de (1.2.9) directamente. u

Observacién 1.2.4

[ ¢(x)dx # 0. En efecto, se sigue de las observaciones: ¢(0) #0, ¢ >0 y ¢ € C(IR) [

Observacion 1.2.5 ¢(z) se representa en la forma

e s lz] <1
= = 1.2.10
o) { N (12.10)

Demostracion: Se sigue de (1.2.9). u

Definicion 1.2.6 Sea {p,} C D(IR), decimos que la sucesion ¢, — ¢ en D, si y solo s,
eziste [a,b] C IR compacto tal que



1. supp o, C [a,b]

2. DW (o, — @) = 0 uniformemente en IR para todas k=0,1,2 ...
Entre D(IR) y S(IR) existe una relacion.

Lema 1.2.7 1. D(R) C S(IR).

2. La inclucion natural i : D(IR) — S(IR) es continua.

Demostracion: 1. Sean ¢ € D(IR), [a,b] C IR el soporte de ¢. Para cada «, N tenemos
que:
lellay = sup(l + |2)¥[0¢(z)| = sup (1+]z])"|0%p(x)| < co.
zeR z€[a,b]
En efecto, (1 + |2|)V|0%p(x)| es una funcién continua, ya que las imégenes continuas de com-
pactos es compacta, asf, existen C,, vy € R, V a, N tal que (1 + |z|)V]|0%(x)| < Cun, = € IR,
por lo tanto, ¢ € S(IR).

2. Sea {¢n} C D(R), con ¢, — ¢ en D(IR). Dado &' = Grzw > 0 existen [a,b] C Ry

N(e) € IN tal que supp ¢, C [a,b] ¥
0% (pn(2) — ()| <&, sin> N,z € [a,b].
Asi para n > N tenemos que

len = @llan = igﬂg(l +12])V10%(¢n(2) — p(2)| = xsel[lapb}(l +[2]) V10 (¢n(2) — p(2))| =

(1+18))" sup [0*(pn(z) —p(2))| <'(1+ D) =-e.

z€la,b]

Esto implica, ¢, — ¢ en S. Ademas, que la inclucion i es la identidad restringida a D(IR) el
cual es subconjunto de S, por el inciso 1. Por tanto tenemos que i(¢,) = ¢, = ¢ =i(p). N

Definiciéon 1.2.8 Sean f(z) € C§°(RR), g(x) € LP(IR), para p > 1. Definamos la convolucion
de f x g como la funcion

(f*g) () = /R o) f (@ — y) dy. (12.11)

Notemos que la integral (1.2.11) converge, ya que f(z) tiene soporte compacto.

Lema 1.2.9 Sean f(z) € C5°(IR), g(x) € LP(IR), para p > 1. La convolucion f * g cumple las
siguientes propiedades:

1.
frgell, con ||fxgller <\ fllerllgllce- (1.2.12)



2. fxg=gxf
3. Sisupp f C [—a,a] para a € IR, entonces

r+a

(f % 9)(x) = / " o) fla—y) dy = / o(y)f(x —y) dy. (1.2.13)

—a r—a

Demostracion: 1. Representamos |f(z — y)g(y)| de la siguiente forma |f(x — y)g(y)| =

|f(r — y)|1_%[|f(95 — y)|%|g(y)|] Utilizando Desigualdad de Hélder, a [ f(z — y)g(y) dy con
p1 = p%l, ¢1 = p, obtenemos

f gl = ( | |f<x—y>|1—%[|f<x—y>|%|g<y>|]dy)p
<|[ (o) dyf [ (1= ala)” dy]ﬁ

< ( /| \f(x—y)ldy)p_l [ 18 = llswrdy

= /R £~ 9)llg(w) P dy (12.14)

Integrando con respecto a z, la desigualdad | f * g|? < ||f||1’g1 Jg |f(x—=u)llg(y)|P dy obtenemos

||f*g||ip=A|f*g|pdx§||f||’£l/R /R @ —y)llgl)P dy du

= A1 N NerllglZe = A1 Ngl1Zs (1.2.15)
Por tanto, f x g € LP, y se sigue la desigualdad de (1.2.12).
2. Haciendo cambio de variable ¢ = z — y con d§ = —dy, tenemos

(f g)(x) = / o) fa—y)dy = — / A ©)g(e— ) de = / " F©)gla—€)de = (g% f)(x).

o0

3. Notemos que f(xr —y) =0siy ¢ [v —a,z+a]. En efecto, f(x —y) =0siz—y ¢ [—a,al,
lo que se cumple, si solo si, y ¢ [x — a,x + a]. Por tanto,

r+a

(f % 9)(x) = / ) —y) dy = / g(y)f(a— ) dy.

o Tr—a

Proposicion 1.2.10 El espacio D(IR) es denso en S(IR), es decir, D(IR) = S(IR).

Primero demostraremos el lema siguiente:



Lema 1.2.11 Euziste n(z) € D(IR) t.q. n(z) =1 para |z| < 1.

Demostracion: Sean Cy = [ ¢(x) dx, donde ¢(x) esta definida por (1.2.10). Por Obser-
vacion 1.2.4 Cy # 0. Definamos
¢()

Az) = N z € IR. (1.2.16)

Entonces -
/ A(z)dx = 1. (1.2.17)

Notemos que A es funcioén par, por que ¢ lo es.
Definamos

n(x) = X2 * A = /Oo Mz —y)x(y) dy = /_ Mx —y)dy (1.2.18)

—00 2

donde
1 si x€a,b

X[ap] (2) :{ 0 si o¢lab (1.2.19)

funcion caracteristica para [a, b]. Demostremos que 7 esta bien definida. En efecto, por (1.2.19),
la integral en (1.2.18) se hace por [-2,2], i.e.,

n(x) = / ANz —y)dy = / Ay —z)dy (1.2.20)

—2 -2

por que A es par. Notemos que 0 < n(z) <1 ya que A(z) >0, x € IR por (1.2.16) y

2 o0
/ AMz) de < / AMy)dy =1 (1.2.21)
—2 —00
por (1.2.17).

Si —1 < x < 1, entonces supp A(y — x) C [—2,2]. Esto implica que

n(x) =1, parax € [—1,1]. (1.2.22)
Cuando |z| > 3, supp A(y — x) no intersecta el intervalo [-2,2]. Es decir,
n(x) = 0, para |z| > 3. (1.2.23)

Ademas, n € C*(IR), dado que se puede derivar n(x) en (1.2.20) infinitas veces, bajo el
signo de la integral, usando que A(xz) € C*°(IR) y el teorema de la diferenciacién bajo el signo
de la integral, véase [2|. Lema esta demostrado. u

Continuaremos con la demostracion de Proposicion 1.2.10. Sea ¢ € S. Considere ¢, (z) :=
o(x)n(xz/n). Obviamente, p,(x) € D(IR). Nos falta demostrar que ¢, — ¢ en S, cuando
n — o0o. Por Definicién 1.1.6 de la convergencia en S, la afirmacion es equivalente a Vo, N =
0,1,2, ... (1+|2)N]L5[o(x)(1 —n(%))] — 0 uniformemente, cuando n — co.

dx® n
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Notemos que por (1.2.22), (1.2.23), tenemos
(f) 1, st |z <n
Tn) =0, si |z| > 3n

i ()]

donde, por (1.2.21), se tiene que

Esto implica que

0, si fz[<n

L= na/m)| <1, n< ol (1.2.25)

Asi
(@)L =n(z/n)]] <le()], n <zl (1.2.26)
Como ¢ € S, por (1.1.3) existe C' € IR tal que |p(z)| < ﬁ, en particular, si |z| > n,

obtenemos |p(z)| < ﬁ

Por tanto, tomando en cuenta (1.2.24), tenemos

C

(@)1 = nfe/ml| € 7. 7R
es decir, ¢(x)[1 — n(z/n)] — 0 uniformemente, cuando n — oco.
Similarmente
. 0, si |z <n
A+ o)V |o@) [1=n(5)]] = { @ +1a)¥0" [p@)(1 —nla/n))], si n<|e]<3n .
(L+[z))Yo%p(x), si |x] = 3n

(1.2.27)

Aplicando la formula de derivacion de Leibniz para ¢(x)[1 — n(z/n)], obtenemos
(o)l = e/ =3 (4 ) P01 = ata/m), (1228)

=0

Existe Cp € IR, tal que
10°(1 —n(x/n))| < Cs, V¥n,z € R.

En efecto, para 8 = 0, se sigue de (1.2.25). Para 8 # 0, existe Cs € R" tal que |0°(1 —
n(a/m))| = 10 (=nla/m)| < Cs ¥, va que 19°n(2)] = [ 50%n(2)| < L sup,cx [0°n(y)] <
sup,x, [9°n(y)| < C por (LL3).

Por tanto, de (1.2.28) obtenemos

07

o a3 () Gl o€ R (1:229)

J=0
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Definamos C!, = maxj<a{( j ) C,}. Ademas, como ¢ € S, 3 C; x € IR tal que ¢ (z)| <

Cin/(1+]z)¥*1 0 < j < a,z € R por (1.1.3). Definiendo C,, xy = méxj—g1._o Cjn, de modo
que,|pW) (z)] < Con/(1+ |z|)N*L, para j = 0,1, ..., . Multiplicando la desigualdad (1.2.29)
por (1 + |z|)Y, obtenemos de aqui

N Q Co N(a + 1)
<
(1 + |2])Vo [ [ ( )H <=y ns el (1.2.30)
ademés, (1 + |z|)N0*[p(x)[1 —n (%) =0, |z| < n,ya que 0%¢(x)(1 —n(z/n))] = 0 para
|z| < n por (1.2.27). Esto 1mphca lo(x)(1 — n(x/n)||a,ny = 0 cuando n — co. Va, N. Queda
demostrada Proposicion 1.2.10. [ ]
Sea ¢ de (1.2.10). Definamos para k € IN
or(z) = o(kx). (1.2.31)
(1.2.10) implica que
11
C|l——, - 2.

supp ¢ C [~ 7] (1.2.32)

Sea )
() = F0n(2), (1.2.33)

donde C' = [ ¢(£) d§. Entonces supp pr C [—%, |, por (1.2.32), y

=

/ ep(§)d¢ =1, ke N (1.2.34)
R

Lema 1.2.12 Sea f € C([—n,n]). Entonces para cada a > 0, fi(z) := f*op(x) = f(z) sobre
[—n +a,n — a] cuando k — oo, donde

= v | flz), para x € [-n,n]
fl@) = { 0 para x ¢ [—n,nl.
Demostracion: Por la continuidad uniforme de f Ve >034 > 0 4

lf(x) = fly)| <esi|lr—y|<d ¥V x,y € [-n,n]. (1.2.35)

Notemos que por (1.2.32), fr(z) = f;fé f)er(z—y)dy, conz € [-n+a,n—al, y + < a.
k
el
Ademas f(z) = fxl’“ f(z)pr(x —y) dy, con z € [—a,a] por (1.2.34). Por tanto,
k
x—l—%

fx) = fulz) = /_ [f(x) = f()len(x —y)dy, ©€[-n+an—ad. (1.2.36)

1
%
Sea k > max{%,2}. Entonces |f( ) — f(z)| < & para z,y € [-n,n], y |y — x| < 1 por

(1.2.35) y |fr(z) — f(x)| < 5f 1 op(z —y)dy = ¢, para © € [—n + a,n — a]. Lema queda
demostrado. [ ]



Lema 1.2.13 D(IR) es denso en L?(IR).

Demostracion: I) Sean f € L*([—n,n]), € > 0 arbitrario. Por continuidad absoluta de la
integral de Lebesgue existe a. tal que
€
Hf||£2([—n,—n+a5}u[n—a5,n}) < g (1237)

Existe un sistema de polinomios ortogonales completo en £?([—n,n]), véase [4]. Por tanto,
existe P.(z) polinomio tal que

€
1f = Pellc2((=nm)) < 3 (1.2.38)
Por el Lema 1.2.12, existe K € IN tal que para k > K
€
||Pa - Pa,k||£2([—n+a5,n—a5}) < g (1239)

donde P. ; = P: x ), y ¢y, esta definida en (1.2.33). Obviamente
P. ), € D([-n,n]). (1.2.40)

o (@) | |
- | P.p(x), si z€|[-n+a,n—a.
Ferl(z) = { 0, siox ¢ [-n+a,n—al

Usando (1.2.38) y (1.2.39) implica que

If = Pellc2nm) < Il c2(=n-ntacium—aem) + [If = Pe 4+ Pe = Pl 2((—ntacin—ac))
£ e € €
< g + ||f - PEHCQ([—n—i-ag,n—ag]) + ||Pe - Pe,k||£2([—n+a57n—a6]) <=+ =-+=-=c. (1241)

3 3 3
IT) Sean e > 0y f € L2(IR). Por la definicién de la integral de Lebesgue existe n tal que
1f = fullezwy < /2 (1.2.42)
donde fa) [ ]
— zr), para z € |-n,n
falz) = { 0, para ¢ [—n,n]. (1.2.43)
Por lo que demostramos en 1) existe ¢ € D(IR) tal que
5
If — 80||c2([—n,n}) < 5 (1.2.44)
De aqui
e €
1 = ellezay < If = Fallezawy + 1o = Pllezay < 5+ 5 =
va que ||f — |l c2mwy = lf = @llc2(-n,n)) por (1.2.43) y (1.2.40). u

Lema 1.2.14 S es denso en L2

Demostracion: Se sigue del Lema 1.2.13. [ ]
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1.3. Espacio de Distribuciones Temperadas S’.

Definiciéon 1.3.1 Definamos a S'(IR) como el espacio de las funciones continuas en S(IR), es
decir, f € S'(R) si f : S — C es funcion lineal y continua en las normas (1.1.1). El funcional
f € S'(IR) es llamado Distribucion Temperada. El producto escalar < f(x),p(x) > denota
el valor del funcional f € S'(IR) a una funcion prueba ¢ € S(IR), es decir,

< f(x),p(x) >= f(¢), ¢ €S. (1.3.45)

Observacion 1.3.2 Para demostrar que un funcional lineal f : S — C es continuo es sufi-
ciente demostrar que < f, ¢, >— 0 cuando n — oo para cada ¢, — 0 en S.

Ejemplo 1.3.3 Sea f € C(IR) satisface acotacion
If(x)] <CQA+|z))P, v€eR (1.3.46)

con algunas constantes C,p € IR. Consideremos el funcional

< fyp>= /f(x)go(x)dm, peS. (1.3.47)

Lema 1.3.4 La integral (1.8.47) converge y es una Distribucion Temperada.

Demostracion: I) Por (1.1.3) para a« = 0,N > ¢ := p + 2 tenemos |p(z)] < C(1 +
lz|) P 2||ollon, z € IR, asi (1.3.46) implica que |f(x)p(z)] < Cllpllon(1 + |z])72, por tan-
to, la integral (1.3.47) converge, ademés, | < f,¢ > | < C|l¢llon [(1 + |2])72 dz < .

ii) Linealidad del funcional se sigue de las propiedades de la integral.
iii) Continuidad: Si ¢,, — 0 en S cuando n — oo, entonces ||y, |lo,y — 0. Por tanto | < f, ¢, > |
< Cllgnllan J (14 |z])~2dz — 0 cuando n — oo.

Observacion 1.3.5 La cota (1.3.46) motiva el término Distribucion Temperada para las
funciones correspondientes.

Proposicion 1.3.6 FEl funcional de tipo (1.3.47) es distribucion temporada si:
1. f(z) € LY(R)
2. f(x) € L*(IR)
3. f(z) € L*(IR), conp > 1.

Demostracion: 1. Sea f(z) € L(IR). Usando la teoria de la integral de Lebesgue y la
desigualdad (1.1.1) para & = N = ¢ = 0, obtenemos:

| < f(x), p(x) > ] < /If(x)IISO(fE)Idw < ||<P||ovo/ |f(@)]dz = llellooll fllcrm)-
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Linealidad: se sigue de las propiedades de la integral.
Continuidad: Si ¢, — 0 en S cuando n — oo, entonces ||¢y |00 — 0. Por tanto | < f, ¢, > | <
1 fllz1w)yllnlloo — O cuando n — oo. Ahora, continuidad se sigue de Observacion 1.3.2.(En
adelante demostraremos continuidad sin referirnos a Observacion 1.3.2.

2. Sea f(x) € L*(IR). Usando la teoria de la integral de Lebesgue, desigualdad de Cauchy-
Schwartz y la desigualdad (1.1.3) para ¢ con a = 0,qg = 1, N = 1. obtenemos:

- (/ |f($6)||@0(x)\dx)2 < ([1etras) ([ 1repa)

< (/(1 +12) et dév) £ 122y = Cllellgall 22wy < oo

| < Fl@)p(a) > P = \ [ r@ptwis

donde
C:/(1+\x|)_2dx<oo

por tanto
< fx), o(z) >| < Cillelloallf ()]l c2my < oo (1.3.48)

Linealidad: Sigue de las propiedades de la integral.

Continuidad: Si ¢, — 0 en S cuando n — oo, entonces ||¢y, |01 — 0. Por tanto | < f, ¢, > | <
| fll 22wyl enllo, — 0 cuando n — oo.

3. Sean p > 1, f(z) € LP(IR). Usando la teoria de la integral de Lebesgue, desigualdad de
Holder y la desigualdad (1.1.3) para ¢ con o = 0, N = 1 obtenemos:

p—1
P

< ([rerta) " (f |f<x>|f°dx)‘l’

p— p—

1
P
£l zr Ry < o0

< f(a)ole) > | = ' [ 1wty

1
= (/ (+ I el dx) I oy = lellos ( o+ |x\>—mx)

dado que p > p—1> 0, demodoquep%l>1asi

cz/(1+\x|>—% < oo,

por tanto
< f(@), () >[ < Cillelloallf (@)l eram) < oo

Linealidad: Se sigue de las propiedades de la integral.
Continuidad: Si ¢, — 0 en S cuando n — oo, entonces ||¢y, |01 — 0. Por tanto | < f, ¢, > | <
| fllzearyl|@nllo,1 — O cuando n — oo. u

12



Corolario 1.3.7 La inyeccion natural i : L2 — S’ es continua.

Demostracion: Es suficiente demostrar que si f,, — 0 en £2, entonces f, — 0 en §'. Sea
fn — 0 en L2(IR) esto implica que

| foll 2wy — 0, cuando n — oco. (1.3.49)
Sea p € S, por (1.3.48) tenemos
| < fasp > < Cllglloall fallc2ary — 0 cuando n — oo.
Esto termina la demostracion. [ ]
Proposicion 1.3.8 La funcion e* ¢ S'.
Para demostrar esta afirmacion, primeramente demostraremos el siguiente lema.
Lema 1.3.9 Sea ¢, (z) = e “¢p(x —n), con ¢ definida en (1.2.10). Entonces ¥, — 0 en S(IR).

Demostracion: Notese que ¢, € C*(IR) con supp ¥, C [n —1,n+ 1]. Mostraremos que
|1Ynlla,ny — 0, cuando n — oco. Aplicando la férmula de derivacion de Leibniz para v, tenemos
que

0 (z) = Zi; < ;1 ) (=) g0~ ( — ).

De donde obtenemos la siguiente cota

«

[¥nllan = Suﬂg(l + )V ()] < (n+2)N
xre

( ;u ) 1(e=)@||(¢ @D (z = n))|.

J=0

Tenemos:
(e @) <e D s xen—1,n+1]

10D (x —n)| = |9 D(z)| <C!, Ve eR,j=1,..,a.
Por lo tanto ||t [lan < (o + 1)CLC" (n + 2)Ne~ =Y donde C!, = méxj<a{( ? )} Ya que,

sin — oo, (n+2)Ne" Y — 0, asi ||1y]la.y — 0 cuando n — oo y por tanto ¢, — 0 en S.
Lema queda demostrado. [ |
Demostracion de la Proposicion 1.3.8. De la definicion de v, (x) obtenemos:

< e¥ i, (z) >=< e e p(r —n) >= / ¢(r —n)dr = / ¢(z)dr = cte » 0, n — oo.
R R
por el Observacion 1.3.2. Por tanto e no es funcional continua sobre S. [ ]

Definicion 1.3.10 Definamos la topologia débil en S'. f, — 0 en S’ sii

< frnyo>—0, cuando n — o0 V¢ €S. (1.3.50)
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1.4. Espacio de Distribuciones D'.

Definiciéon 1.4.1 El espacio de las distribuciones D'(IR) de Schwartz, es el espacio de las
funcionales lineales continuas sobre D(IR), donde la continuidad se entiende en el siguiente
sentido:

< foon >=< f,p >, (1.4.51)

si on — @ en D(IR) en el sentido de la Definicion 1.2.6.

Definicion 1.4.2 Definamos la topologia débil en D'. Decimos que f, — 0 en D’ si para toda
peD
< fn, 0 >— 0, cuando n — o0 (1.4.52)

Definicion 1.4.3 Sea f € S'. Definamos un funcional f sobre D, que actua por la férmula
< fio>=<f,o> ¢ DR). (1.4.53)
Observacion 1.4.4 (1.4.53) esta bien definida, ya que D C S por el Lema 1.2.7.
En la siguiente Proposicion demostraremos que (1.4.53) define un funcional f € D'.

Proposicién 1.4.5 1. f es lineal sobre D,

2. f es continua sobre D.

Demostracion: 1. Linealidad: La Definicion (1.4.53) determina un funcional lineal sobre D.
Dado que f es lineal sobre S,y D C S.

2. Continuidad: si ¢, € Dy ¢, — 0 cuando n — oo entonces ¢, — 0 en S por el Lema
1.2.7 inciso 2. Ya que f € &', asi < f,p, >— 0. Esto implica que f es continua en D, i.e.,
feD. [ |

La Proposicion 1.4.5 implica, que cuando distribucion f € S es una distribucion de D’. De
esta manera tenemos una aplicaciéon 7' : 8" — D’. En el siguiente Lema demostraremos que 4’
es lineal, continua e inyectiva.

Lema 1.4.6 1. i es lineal,
2. 1" es continua,

3. i es inyectiva.

Demostracion: 1. Linealidad: es evidente, dado que #'(f) = f.

2. Continuidad: sea f,, — 0 en S’ entonces i ( fn) = 0 en D'. En efecto, i'(f,) — 0 en D’ sii
< fn,o >— 0, Vo € D. Pero esto se cumple, ya que < f,,¢o >—= 0,V eSSy D CS.

3. Inyectividad: sii'(f) = 0 entonces f = 0. En efecto, i'(f) = 0 entonces < f,p >=0 Vo €
D. Dado que D es denso en S por Proposicion 1.2.10. Por tanto, < f,o >=0, Vp € S. [ |
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Definicion 1.4.7 Para ¢ € S, definamos
< 0, >:= ¢(0) (1.4.54)
Lema 1.4.8 Probar que 6 € S', es decir
1. § es lineal sobre S,
2. 0 es continua sobre S.
Demostracion: 1. Sean 1,92 € S, a € IR entonces
< 0, 1 + po >= a1(0) + p2(0) = a < 6,1 > + < 9,09 > .

2. Sea ¢, — 0 en S, esto implica en particular que sup, . |on(x)| = 0 cuando n — oo, por
Definicion 1.1.6, luego ¢,(0) — 0 cuando n — oo. Por tanto, < §, ¢, >— 0 cuando n — cc. B

Definicion 1.4.9 Para toda p € S, definamos

< pv%, p >:=lim [/_8 @ dz + /:O #la) d:v} (1.4.55)

e—0 oo x
Lema 1.4.10 El limite (1.4.55) existe.
Demostracion: Dada p(x) € S(IR), entonces p(z) = ¢(0) +z(x), [U(z)| < C, x € [-1,1].

Por tanto,
p(x) _ ¢(0)

= (), v e 1,1 (1.4.56)

ya que ¢ € S(IR) todas las integrales en la siguiente identidad convergen

/_—ewdx+/w@dx:/|m|21@dx+/€§|m|gl [@Hp(@} do—  (L45T)

o T x x x

C+ _E@b(x) dx + /1w(x) dz+/_5@dx+ /1 @dx. (1.4.58)

i

Cuando € = 0, [ ¢(z)dz+ fel ¥ (x) dx tiene limite ya que ¥ (x) es integrable sobre |-1,1| por
(1.4.57). Falta demostrar que existe limite para [~ @ dx + f: @ dx. Integrando

/@dﬁ/ @dx:gpm) I fe] — In[1[] + (0) [ln 1] — In <[] = 0.

Por tanto, el limite existe. [ |
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Corolario 1.4.11

1 —

< pu—,p >= / @dm —i—/ #lz) = #(0) dx (1.4.59)
X loj>1 ¥ |z|<1 x

Demostracion: Se sigue de (1.4.57).

Corolario 1.4.12 pv% determina una funcional lineal sobre S.

Demostracion: (1.4.59) implica que pv% actua como una aplicacién lineal a ¢ € S. En efecto,
esto se obtiene de (1.4.59) sustituyendo en lugar de la funciéon ¢ por la funcion ap; + o, R

Corolario 1.4.13 pv% es continuo sobre S.

Demostracion: Sea ¢,(z) — 0 en S, esto implica que (1 + |z|)pn(x) = 0 por Definiciéon
1.1.1, obtenemos £~

T

— 0 uniformemente cuando 1 < |z|,n — o0, asi

/ #n(z) — 0 cuando n — 0. (1.4.60)
|lz|>1

i

Ademas, M = ¢/ (£), £ €0,1] por el Teorema de Lagrange y ¢! () = 0 uniforme-
mente en [-1,1] cuando n — co entonces

1 _
/ #nlw) = Pn(0) dx — 0 cuando n — oo. (1.4.61)
-1 i
De (1.4.59) obtenemos que < pv%, 0, >— 0 cuando n — oo. [ |

1.5. Diferenciacion de Distribuciones Temperadas
Definicion 1.5.1 Para f € §' definamos la derivada f' como la siguiente funcional en S
<fllo>=—<f¢> ¢ec8. (1.5.62)

Observacion 1.5.2 La Definicion 1.5.1 es correcta por que ¢’ € S para toda ¢ € S, por la
Proposicion 1.1.7 inciso 1.

Lema 1.5.3 Si f € &', entonces f' € S’ i. e.,
1. f" es lineal sobre S,

2. [ es continua sobre S.
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Demostracion: 1. Usando sucesivamente la definicién de derivada, linealidad de la derivada,
linealidad de f y la Definicién 1.5.1, obtenemos

<flLAprFpa > = — < f,( Ao +a) >
= A< flLo>+<f o>

2. Sea ¢, — 0 en S. Usando la Definiciéon 1.5.1 tenemos < f',p, >= — < f, ¢/, >— 0 ya
que gpn—>OenScuand0n—>oo [ |
Demostremos que operador es continuo en S’

Lema 1.5.4 Si f,, — f entonces f) — f'.

Demostracion: f, — f € 8. Usando Definicion 1.5.1, Definicion 1.3.10y ¢’ € SVp € S
tenemos:

<fllo>=—<fo,¢ > —<fo>=<fp>.
Por tanto, f/ — f'. [ |

1.6. Multiplicacién por Funciones Suaves

Consideramos las funciones suaves M (z) que satisfacen
|\M®) ()| < C(R)(1+ |2|)*®, z€R, k€N (1.6.63)
con algunas constantes C'(k),p(k) € IR para todo k=0, 1,2,...
Lema 1.6.1 1. Todo polinomio M(z) = >_;_, Mya" satisface (1.6.63),
2. La funcion exponencial e* no satisface acotacion (1.6.63)

Demostracion: 1. Sea M(x) = > ;o Myz" = 377 N;(1+x)’ un polinomio, notese que
|1+ < 1+]x], ast [(1+2)"] < (1+]z])" para todo i,y (1+]z])/ < (1+]x[)’, sij < i. Ademas,

la k-ésima derivada de M es M*) (z) = > i %(1 +1)7~* asi obtenemos cota para M*) (x).

MBI (2)| <> —— (9 ) NG|+ 278 < (1 ) kz ) (IN;| = Ck)(1 + [ )"
=0
La primer afirmacién esta probada.
2. Supongamos que ¢* < C(1+ |z|)V, Vz € R. Ya que por la regla de L'Hopita —
0, cuando x — oo, entonces existe K > 0 tal que C(1 + z)V < €%, para x > K. Esto
contradice a la suposicion. [ |

17



Lema 1.6.2 Sea M(x) satisface (1.6.63). Entonces
1. Mp €S parap €8

2. La funcion multiplicacion M : S — S es lineal y continua.
Demostracion: 1. Por definicién (1.1.1), por demostrar que sup, g (14]z|)V]0% (M (z)p(z)| <
oo para cualquier oo, N =0, 1,2, ... Aplicando la férmula de derivacién de Leibniz:

«

et =3 ((§ ) MO (16.64)

=0

y usando (1.6.63) para M (z), obtenemos la siguiente cota

o7 M |<Z( ) Ol e |<Z( )+ lpl o)

(1.6.65)

Sea N E IN arbitrario. Usando (1.1.3) con ¢ = N + p(j) obtenemos |¢ @) (x)| < (1 +

|2) NP ol ajntp(), € IR, 5 = 0,1, ..., a. Luego, multiplicando a (1.6.65) por (1+ |z|)",
obtenemos que

o < o ) ) i @
(L [2)) Yo (M (z)p(x))| < (1+|z)N ) ( ; ) C(H)(1+z)PPY@ D (@)] < Ca Y ellazsn+pt)-
=0 =0
(1.6.66)
Donde C, = méxp<j<q < ? ) C(j). Esto implica que sup,cg(1 + |z])V]02(M(z)p(x)| < oo.

La afirmacién 1. se demostro.
2. Continuidad: sea p, — 0 en S entonces Y7 [|nlla—jn1p() — 0. Por tanto, [[Mpy|la,n —
0 cuando n — oo Va, N, por (1.6.66).
Finalmente, la linealidad de la funcién multiplicacién es obvia. [ ]
Ahora definamos la multiplicacién de funciones suaves con distribuciones temperadas.

Definicion 1.6.3 Sea f € S’ definamos Vp € S
< M(x)f(x),o(x) >=< f(x), M(z)p(x) > . (1.6.67)

Lema 1.6.4 1. La funcional M(z)f(x) es distribucion temperada, donde f € §" y M sa-
tisface (1.6.63),

2. La funcion M : 8" — §' definida como M(f(x)) = M(x)f(z) donde M(x) satisface la
acotacion (1.6.63) es lineal y continua.
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Demostracion: 1. Linealidad: obvia.
Continuidad: Sea ¢, — 0 en S(IR). Usando (1.6.67) entonces

< M(z)f(x), on(x) >=< f(x), M(x)p,(x) >— 0, cuando n — oo, (1.6.68)

ya que M (x)p,(x) — 0 por Lemal.6.2 inciso 1y f € §'. Por tanto, M f € §'.
2. Sea f, — fen S, por (1.6.67) tenemos

< M(x) fo(2), p(2) >:=< fulx), M(x)p(r) >=< f(z), M(x)p(r) >=< M(z)f(x), p(z) > .

(1.6.69)
Asi M f, — M f por Definicion 1.3.10 de convergencia de distribuciones temperadas. [ ]
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Capitulo 2

Transformada de Fourier de
Distribuciones Temperadas.

2.1. Definicion.

Definicion 2.1.1 Sea ¢ € S, la transformada de Fourier esta definida como

F(p) =¢(k) := /]Re““ap(x) dz, ke RR. (2.1.1)

Ya que ¢ € S(IR) C L}(IR) por Observacion 1.1.2, la integral (2.1.1) converge absoluta-
mente, de modo que, esta bien definida la transformada de Fourier.

Proposicion 2.1.2 1. ¢(k) € S para p(z) € S,
2. La transformada F : S — S es lineal y continua.

Demostracion: 1. Tenemos que mostrar la acotacion (1.1.1) para la transformada de
Fourier, pero primero demostraremos los lemas siguientes.

Lema 2.1.3
|@llan = 2up(1 + |kDN0g@(k)| < 00, o, N =0,1,2, ... (2.1.2)
cR

es equivalente a
sup |k|N[0g @ (k)| < 00, a,N=0,1,2,... (2.1.3)
keR

Demostracion: 1) Probaremos que (2.1.3) implica (2.1.2). Por la Definicion 1.1.1 y
desarrollando el binomio, obtenemos

12l = sup(1+ k1) 2 5(k)| = ig]g{ <Z () |k:|M> \a;:@w} S e

M=0
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Haciendo Cy = méxy<y ( ﬁ ) y usando (2.1.3) implica

N
|llay < Cn D sup [k[M|p (k)| < oo.
oo kR

2) El hecho que (2.1.2) implica (2.1.3) es evidente. Lema esta probado. u
Lema 2.1.4 La transformada de Fourier cumple las siguientes formulas de derivacion para

v e S(IR).
Orp(k) = Fl(ix)(e(2))], (2.1.5)
k@(k) = F[(i0:)(¢(x))]- (2.1.6)

Demostracion: Usando el teorema de la derivacion bajo el signo de la integral, véase,[2].
Podemos derivar la integral (2.1.1) con respecto a k, por que después de la derivacion, el
integrando converge absolutamente, ya que p € Sy z¢(z) € S(IR) C L}(IR), esto ultimo, por
Lema 1.6.2 y Observacion 1.1.2. Entonces

ohp(k) = /R(z'x)eikxgp(x) dr = F|(iz)(p(z))], keR. (2.1.7)

La identidad (2.1.5) esta probada.
Probemos (2.1.6). Usando (2.1.1) e integacion por partes obtenemos

F[(i0,)e(x)] = /]Reikxz'ap'(x) dr = ip(z)e™™ < —i /R(ik:)eikxgp(x) dzx. (2.1.8)

Ya que, ¢(z) € S, implica ¢(z)e** |*_= 0. Por tanto, F[(i0,)¢(x)] = kp(k). u

Observacion 2.1.5 En la forma de operador las identidades (2.1.5) y (2.1.6) pueden ser
escritas como

0. F = Fliz], kF = F[id,] (2.1.9)
Corolario 2.1.6 Para o, N € IN. Entonces kN0¢¢(k) = F[(i0,)™ ((iz)*(p(x)))].

Demostracion: Aplicando N veces (2.1.6) a la funcion (ix)“p(z), después, aplicando «
veces (2.1.6) a la funcion ¢(z) obtenemos

KN (k) = F(i0,)" ((iz)*¢(2))). (2.1.10)

|
Continuaremos la demostracion de Proposicion 2.1.2. Demostraremos que VN, a 3Cy o (¢) €
R tal que [kNO2p(k)| < Cnalp), k € IR. La igualdad (2.1.10) puede ser escrita como

ENoRo(k) = /eikx(iax)N((iz)aap(x))d:v. (2.1.11)
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De aqui se tiene la siguiente cota:
KN o2o (k)| < /| (10,) ((12)%p ()| dz. (2.1.12)

Aplicando la férmula de derivacion de Leibniz para (i0,)" ((iz)®p(x)), obtenemos

0. (i w(e) = 3 (3 ) (@01 @) Mo, 113

M=0
De aqui
N N
|(i0.) N ((i2)*p(x))] < Cn Y (1 [a)* M|V M (2)] < Ona(l+ [2)* Y ™M (@)];
M=0 M=0
(2.1.14)
ya que
N (@) < 1+ |2) P llellv-mrare < 1+ 12) @l rsar
Por Lema 1.1.5
|(i0,)" (ia”p(x)| < Cna(1+ |2)) el pria < COnall +12) 72l vasn- (2.1.15)
Por (1.1.2). Sustituyendo en (2.1.12), obtenemos que
KYOp p(k)| < CN,a||<P||N,N+a/ (1+ |2]) 7 do < o0. (2.1.16)
R
Asi, implica la cota deseada.
2. Linealidad: es obvia. Continuidad:
[&]la,ny < Danllellnnta (2.1.17)

por (2.1.3) y (2.1.16). Ahora la continuidad sigue de la definicion de la convergencia en S. H

Teorema 2.1.7 Existe la Transformacion de Fourier Inversa y esta dada por

1

o(r) = F7Hp((k)] == 27T/ e * (k) dk, r € R,p € S. (2.1.18)

Demostracion: Véase [3].

Observacion 2.1.8 Obviamente, (2.1.18) implica que
1 ~

—3(~a). (2.1.19)

pla) = o

Corolario 2.1.9 F,F~1: 8 — S son isomorfismos topologicos.

Demostracion: El hecho que F'y F~! son los isomorfismos lineales se sigue que F o F~1 =
F~'o F =I. La continuidad de F'y FF~! se sigue de la Proposiciéon 2.1.2 y (2.1.19). [ |
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2.2. Transformada de Fourier para Distribuciones Tempe-
radas.

Lema 2.2.1 Para cualesquiera funciones prueba f(x),o(k) € S, la siguiente identidad se
cumple

< f(k), o(k) >=< f(z),¢(z) > (2.2.20)

Demostracion: Por (2.1.1) y Teorema de Fubini, obtenemos

< .ot >= [ ( | e““””f(:c)dx) o(k) dl; =
[ st ([ ety ar) o =< s, pto) >

El Lema queda demostrado. [ ]
El lema probado nos sugiere la siguiente definicion de las transformadas de Fourier de las
distribuciones temperadas.

Definicion 2.2.2 Sea f € S'.

1. Definamos la transformada de Fourier F|[f] := f(k) sobre ' como el funcional

~

< f(k), (k) >=< f(z),p(x) >, ¢€S. (2.2.21)
2. Definamos la transformada de Furier Inversa F~[f] sobre S' como el funcional

< F7Uf(k), p(k) >=< f(z), F'[¢](z) > (2.2.22)
La Proposicion 2.1.2 y Teorema 2.1.18 implican que f(k) y F71[f] estan bien definidas.

Lema 2.2.3 1. Los operadores F, F~': 8 — &' son isomorfismos algebraicos.

2. FoFl=][=F1loF

Demostracion: 1. Se sigue de la teoria general de los operadores lineales y continuos ya que
F y F~! son isomorfismos por Corolario 2.1.9, véase [3].
2. Demostraremos F'~' o F' = I. Usando (2.2.22) y (2.2.21) obtenemos

< Fl'oF[f],o >=< F[f],F'[¢] >=< f,Fo F'[¢] >=< f, o >.

Esto implica que F~! o F' = I. Similarmente, F'~! o F' = I. Lema queda demostrado. [
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2.3. Teoria de Parseval-Plancherel.

La transformada de Fourier f (k) esta definida para cualquier distribucion temperada f(z).
Estudiaremos f(k) para funciones Lebesgue medibles f(z) € £P(IR) con p > 1. Esto es posible,
ya que LP(IR) C & para todo p > 1, por Proposicion 1.3.6.

Definiciéon 2.3.1 C,(IR) es el espacio de las funciones continuas y acotadas sobre R.

Primeramente, consideraremos la Transformada de Fourier de las funciones de £!.

Lema 2.3.2 Sea f(x) € L'(IR), entonces su transformada de Fourier f(k) € Cy(IR), y esta
dada por

Ff(k) = f(k) ::/ e* f(x)dx, kelR (2.3.23)

R
donde identidades se mantienen en el sentido de distribuciones aunque el seqgundo miembro es
una cldsica funcion continua.

Demostracién:  Demostraremos que f(k) € Cp(IR), es decir, mostraremos que F(k) es
acotada y continua de k € IR. Por Definicion de f(k), la integral (2.3.23) y f(z) € L}(IR)

obtenemos la siguiente cota
fol < [ 1f@)] do = fler < oo, kR (2.324)
R

Entonces f (k) es acotada. Demostremos continuidad: Sea k,, — k cuando n — oo, entonces,
e f(z) — e f(x) por ser la exponencial una funcién continua, ademas, | f(z)| = | f(x)],
k€ R, f € L', Vn Usando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue obtenemos

/eik"xf(x) dz%/eikxf(x) dz
R R

Por tanto, f(k,) — f(k) cuando n — oo.
Usando Definiciéon 2.2.21 y Teorema de Fubini para cualquier ¢ € S obtenemos

< F0plh) >=< fa).9t0) 5= [ i) ([ ooty an) do =

/]R ( /R e f () dw) (k) dk. (2.3.25)

La comparacion del primer y el dltimo término implica (2.3.23) en el sentido de funcionales. B
Lema 2.3.3 [Riemann-Lebesque/[3] Sea f(z) € LY(IR). Entonces f(k) — 0 cuando |k| — .

Ahora consideremos p=2.
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Teorema 2.3.4 [Parseval] Para f(x) € L2(IR), entonces f(k) € L2(IR) y se cumple la si-
quiente identidad:

1F1Z2 = 27 £ Z- (2.3.26)

Demostracion: Primero mostraremos (2.3.26) para f(z) € S. Sea f(z) € S, entonces f(k) €

S por Proposicion 2.1.2 inciso 1. Ademas, f(k) = [ e**f(k)dk = [ e=ik= f(k) dk = 27 f(x) por
(2.1.18). de aqui

< f(k), f(k) >= 27 < f(2), f(z) >, (2.3.27)

ya que < f,? >=< f,? > por (2.3.25). Queda demostrado la identidad (2.3.26) para f(z) € S.
Sea f(x) € L*(IR), existe f, € S(IR) tal que

| fu(x) — f(2)]|2 = 0 cuando n — oo, (2.3.28)

por que S es denso en L£?, véase Lema 1.2.13. La convergencia (2.3.28) implica que f, es
sucesion de Cauchy en L£%(IR), i.e.,

| fu() = fin(2)||z2 = 0 cuando n,m — oo. (2.3.29)
Aplicando (2.3.26) a (2.3.29) obtenemos que f,, es de Cauchy en £2(IR), i.c.,
1 fo(k) = fr(E)|l 22 = 0 cuando n,m — co. (2.3.30)
Dado que £%(IR) es completo, existe g(k) € L*(IR) tal que
1 £ (k) — g(k)||z2 — 0, cuando n — oc. (2.3.31)
Falta demostrar que g = f . Tenemos,
fn(x) = f(x) cuando n — oo en &', (2.3.32)
por el Corolario 1.3.7. Similarmente, la convergencia (2.3.31) implica que

Fu(k) = g(k) cuando n — oo en & (2.3.33)

Ademas, por continuidad de la transformada de Fourier en &’ por Lema 2.2.3 inciso 2, la
convergencia (2.3.32) implica que

fn(k‘) — f(k) cuandon — coen S'. (2.3.34)

Por tanto, g = f € L2

Retomando la prueba la identidad de Parseval (2.3.26). Hemos probado, || £, |2 = 27| f|/%,
Vf, € S. Considerando el limite n — oo. Entonces, obtenemos ||g||> = 27| f||* por (2.3.28)
en el miembro de la derecha y (2.3.31) en el miembro izquierdo. Por tanto, (2.3.26) se cumple
tomando en cuenta que g = f . |

Corolario 2.3.5 La identidad de Parseval (2.3.26) implica que f — \/%—Wf en L%(R) es una
1sometria.
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Capitulo 3

(zeneralizacion de la Teoria de
Distribuciones para R".

3.1. Definiciones y Ejemplos.

Definamos a las funciones Prueba y Distribuciones Temperadas de n variables © = (21, ..., x,) €
IR"™. Denotemos |x| = /22 + ... + 22,y 0%(x) := 0"...0% ¢(x) = ¢'®(x) para cualquier multi

indice a = (v, ..., a,,) con a; = 0,1,2,.... Aqui 9;” ¢p(z) := 8‘;;&?’,%]'.

Definicion 3.1.1 1. Definamos S = S (IR") el espacio de las funciones p(x) € C*°(IR")
tal que
lellon = sup (1+ 2105 p(a)] < oo (3.1.1)
zeR™

para cualquier N = 0,1,2, ... y multi indice o« = (o, ..., ) con a; = 0,1,..Vi=1,... n.
2. La sucesion @, — ¢ en S sii
len — @llay = 0, cuando n — oco. (3.1.2)
para cualquier N =0,1,2, ... y multi indice « = (o, ..., ) con a; =0,1,..Vi=1,....,n.
Ejemplo 3.1.2 § (IR") # {0}.

Demostracién: Similarmente, que el Lema 1.1.4. La funciéon e *I* € S (IR™). n
De manera similar, el espacio de las Distribuciones Temperadas &’ (IR") se define como en
el caso paran = 1.

Ejemplo 3.1.3 1. Sea f € C(IR") con la siguiente cota

|f(2)] < C(1+ |z])P, 2 €R" (3.1.3)
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para algunas C,p € R. Definamos el funcional
< fip>= flz)p(x)dz, ¢€S. (3.1.4)
Rn
Entonces la integral (3.1.4) converge y es una distribucion temperada.

2. El funcional (8.1.4) es distribucion temperada si f € LP(IR"™) con p > 1.

3. La funcion delta de Dirac definida como en (1.4.54) es distribucion temperada.

3.2. Diferenciacién de Distribuciéon Temperadas.

La Diferenciacion para Distribuciones Temperadas esta definida de manera similar para el
caso n = 1.

Definicion 3.2.1 Sea f € S§’. Definamos la derivada 0* f de la manera siguiente:
< 0“f(x),p(x) >= (=) T+ < f(2),0% () > Vped8 (3.2.5)

para cualquier multi indice o = (o, ..., ).

3.3. Transformada de Fourier para Distribuciones Tempe-
radas.

Definiciéon 3.3.1 La transformada de Fourier para las funciones prueba ¢ € S (IR") esta
definida por

Fo(k) = ¢(k) := / e*o(r)dr, k€ R, (3.3.6)
donde kx = kyx1 + ... + kyx,. La Transformada Inversa de Fourier esta dada por

1 / ik ~

x) = e " o(k)dk, e IR" 3.3.7

o) = g [ el (337)

Similarmente que paran =1, F : § — § es isomorfismo topoléogico y

1 )

F~Yop|(x) :== —/ e *p(k) dk, r € R" (3.3.8)

2m)" Jge

que también es isomorfismo topoldgico.
Finalmente, la transformada de Fourier F[f] para distribuciones temperadas f € S’ (IR")
es definida como

<F[flp>=<[f,Flp] >, ¢€S8 (3.3.9)
También la transformada de Fourier inversa F'~1[f] como
< FUfl,o>=< f,Fp] >, pcS8. (3.3.10)

Similarmente al Lema 2.2.3, F, F~! : &’ — &’ son isomorfismos algebraicos.
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Lema 3.3.2 Sea f(x) € L' (IR"). Entonces su transformada de Fourier f(k) € Cy(IR") y esta
dada por

Ff(k) = f(k) = /ne“’“f(x) dr, kcIR" (3.3.11)

Teorema 3.3.3 [Teorema de Parseval] Sea f(x) € £2 (R"). Entonces f(k) € L2, y se cumple
la identidad de Parseval (2.3.26)

IF1P = 2m)" |l A1 (3.3.12)

3.4. Derivacion de la Transformada de Fourier

Lema 3.4.1 Para f € &' (IR"), las siguientes identidades son generalizacion a las identidades
(2.1.5) y (2.1.6) )
(k) = Fliog f () (3.4.13)

k
9, f(k) = Fliz; f(x)]. (3.4.14)

Demostracion: Para f € S (IR") (3.4.13) y (3.4.14) se obtienen similarmente a (2.1.5)
y (2.1.6). Sea f € S’ (IR"). Para toda ¢ € S tenemos

<k Ef(R), o(k) > = <Ff(k‘) jp(k) >
( y@O(/f)) >

= <[fl@),

= < [(x), =10, F(p(k)) >
= <zé‘xjf( ) Fle(k)) >

= < Fli0y, f(x)], o(k) > .

Aqui usamos sucesivamente (1.6.67), (2.2.20), (2.1.5), (1.5.62) y otra vez (2.2.20).
Demostremos (3.4.14). Usando (2.2.20) y (1.6.67) tenemos

< Flia; f(2)], o(k) >=<iz; f(x), §(x) >=< f(2),iz;p(x) > . (3.4.15)

Como kp(k) = F[i0,p(x)] por (2.1.6) se tiene ikp(k) = F[—0,p(x)]. Aplicando la ultima iden-
tidad a ix;$(z) obtenemos ix;p(x) = F[—0k;¢(k)]. Asi para (3.4.15) obtenemos por (2.2.20)

< f(x), F[=0, (k)] >=< f(k), =0, (k) >=< Oy, f(k), p(k) > (3.4.16)

donde la primera identidad se cumple por (2.2.20) y la segunda por Definicion 3.2.1. Por tanto
(3.4.14) se demostro. n
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3.5. Densidad de D(IR") en LP(R").
Lema 3.5.1 Sean x,y € IR con x,y > 0. Para p > 1 existe C(p) > 0 tal que
(x+y)" < Cp)a” +y"). (3.5.17)

Demostracion: La desigualdad (3.5.17) es equivalente con demostrar que existe C'(p) > 0
tal que

(1+1¢)P
<C t>0 3.5.18
T <) (3.5.15)
donde t = £. Ya que lim;_, (iig,p = 1 existe R > 0 tal que (iizp < 2 para t > R. Ademas, ya

que (1+¢t)? <(1+R)P para0 <t < Ry1l<1+1t parat > 0 obtenemos

(L+1¢)?
14t

<(1+R)P, t<R (3.5.19)

+

o

Por tanto (3.5.18) se cumple para C(p) = méax{2, (1 + R)"}. u

Lema 3.5.2 Sea u € LP(IR™),p > 1. Para € > 0 existe N. € IN tal que

/ lu|Pdz < e. (3.5.20)
[zl >N
Demostracion: Definamos
_ Joulx), x| <m
U () 1= { 0, lz]| > m. (3.5.21)

Y Gm () = |u(x) = um(2)[".
1) Tenemos: g,,(x) — 0 puntualmente cuando m — oco. En efecto, scan =z € IR",¢ > 0.
Existe N € IN tal que si ||z|| < N, entonces g, (z) = |u(z) — up(x)? = 0 < € cuando m > N.
2) gm(x) < 2P|u(x)|P, para x € IR™. En efecto, usando la desigualdad triangular y |u,,| < |u|
para x € IR",m € IN tenemos g,,(z) = |u(x) — upm(2)|P? < (Ju(x)| + |um(2)|)P < 2P|u(z)P.

Usando el Teorema de Lebesgue tenemos [ g, dr — 0 cuando m — oo, es decir, [ |u —
Up|? dr — 0 cuando m — oo. Esto implica que para cada ¢ > 0 existe M. € IN tal que
|u—u,|P dr < € siempre que m > M,. Usando la definiciéon de u,, dada en (3.5.21) tenemos

para m = M,

/ |u—uM5|pdx:/ |u—uM5|pdx+/ |u—uM5|pdx:/ lu—up P dz < e.
" llzll <M. llzl|= M- llzl|= M-

Luego para N, = M, se cumple (3.5.20). Lema queda demostrado. [ |
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Lema 3.5.3 Sea u,, — u cuando m — oo en LP,p > 1. Para ¢ > 0 existe M. € IN tal que

/ |um|? doe < e cuando m > M.. (3.5.22)
llzll> M-

Demostracion: Existe C(p) > 0 tal que

[um|? < (Ju| + |u— uy|)P < C(p)(Julf + |u — upl?), m e N (3.5.23)
por Lema 3.5.1. Sea ¢ > 0.
Para u € LP existe N, € IN tal que / |ul? do < c por Lema 3.5.2. Dado que
EE 2C(p)

Upm — wen LP existe N; € IN tal que ||u — up, |7, < 30y cuando m > Ny. Considerando a
M. = méx{Ny, N.} tenemos para m > M,

/ |um [P dz < C’(p)/ |ul? dx+C’(p)/ |u — up [P dx
> M. > M. o> M.

€

< W) 5505+ C0) / = 4P iz

€
= 5+ OOl —umlz

2
€ €
< —+00p) —=—=c¢. 3.5.24
5+ ) 350 = (35.24)
Lema queda demostrado. [ |

Teorema 3.5.4 [Lebesgue] Sea u € LP([a,b]),p > 1 y [a,b] C R. Entonces

b
/ lu(t + ) — u(h)? dt — 0, cuando h— 0 (3.5.25)

Demostracion: Véase 8] Teorema 1.18. u
Definamos a p(z) : R" — IR como

1 1.2
o(x) :{ ge ", el <1 (3.5.26)

1
dondeC':/ e 1-le? dl'?éOY|ZE'|:1/[L'%+{L’%
lz|<1

Lema 3.5.5 p € D(IR").
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Demostracion: 1) p € C*(IR"). Dado que (z1,...,7,) € R" = r = 2?2+ ---+22 € R
es C°(IR™ \ {0}) v p(r) = ¢(r) donde ¢ definida en (1.2.10) que es C*°(IR) implica que
p € C*(IR™\ {0}). Es facil obtener que las derivadas de ¢(r) en 0 son identicamente 0. Por
tanto p € C*°(IR").

IT) Claramente supp p C {x € IR" : |z| < 1}. Esto prueba el lema. [
Definamos p.(z) := e "p(%). Claramente p. > 0, |z| < ¢&; p(2) =0, |[z]| > ey
/pg(x) dr = 1. (3.5.27)

Lema 3.5.6 Sea u € LP(R"™), p > 1. Entonces ux p. € C*(IR").

Demostracion: Por definicion (ux*p.)(x) = / pe(z —y)u(y) dy. Dado que para a € IN" se
Rn

cumple 0%p.(z —y) € C*(IR") por Lema 3.5.5 y supp p. compacto, entonces 9% (u * p.)(z) =
J0%p-(x — y)u(y) dy < oo. Por el teorema de diferenciacion bajo el signo de la integral
(ux*p:)(x) € C2(R"). u

Lema 3.5.7 Sea u € LP(IR"), p > 1. Entonces p. x u — u en LP cuando € — 0.

Demostracion: Denotemos u. := p. * u. Por Lema 1.2.9, u. = / pe(y)u(x — y) dy. Por
lyl<e
(3.5.27), tenemos que

u() - ulz) = /| ol y) dy — ul) = /| =) @]y (3529

1o
Obviamente p.(y)|u(x —y) —u(x)| = pi (y)pf (y)|u(z — y) — u(z)| donde % + 1—1) = 1. Usando la
desigualdad de Hélder y (3.5.27) obtenemos

jua(e) - u(@)P < ( /| o)z — y) — u() dy)p

(f

= [ o) —updy (35.29)
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Consideremos §(y) = supy|<€/|u(x —y) — u(x)|? dx. Usando que 6(y) — 0 si € — 0 por

Teorema 3.5.4, Teorema de Foubini y (3.5.27) obtenemos

/g|ua(x) —u(z)]P dz < / /|y<6 Pz — y) — u(@)? dyde
= LI<€pe(y) dy/Rn lu(z —y) — u(y) [P de

T

< 1-0(y) =0, si e—0. (3.5.30)
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Lema 3.5.7 se demostro. [ |
Corolario 3.5.8 Sea u € LP(IR"),p > 1. Entonces u. € LP(IR")

Demostracion: Sea u € LP(IR"). Por Lema 3.5.7 u. — u en £? cuando ¢ — 0. Por tanto
luellze < ||ue — ullze + ||u||c» < co. Corolario queda demostrado. u

Hemos demostrado que para u € LP,p > 1 existe suceciéon u,, € LP N C* tal que u,, = u
en LP cuando m — oo por Corolario 3.5.8 y Lema 3.5.7.

Lema 3.5.9 D(IR") es denso en LP(IR"),p > 1.

Demostracion: Sea u € LP(IR"). Por Lemas 3.5.6 y 3.5.7 existe u,, € C*(IR") tal que
Uy — uw en LP(IR™) cuando m — oo. Definamos n;(x) = n(|x|), donde n se define en Lema
1.2.11. Consideremos vy, () := 71 (% )t (). Obviamente, v,, € C*(IR") y

_ J unl@), |z[<m
Um(z) = { 0. | > 2m. (3.5.31)

Basta demostrar que v,, — u en £? cuando m — oo. Ya que u,, — u en LP cuando m — oo
entonces para € > 0 existe N; € IN tal que

|l — Upl||cr < €/2 cuando m > Nj. (3.5.32)
Obviamente ||, — v, [[7, < / 2P| U, |Pdz. Dado que la sucesion u, converge a u en L
[[z]|=m
existe Ny € IN tal que |um|P dx < (¢/4)P cuando m > N, por Lema 3.5.3. Por tanto
[[z[|= N2

eP

= S—i Consideremos a M = méX{Nl, NQ} tenemos por (3532)

[t — V[ < 2P -
lu — vmllee < ||u— wmllcr + ||t — Vmllcr < € cuando m > M. (3.5.33)

Lema queda demostrado. [ |

Corolario 3.5.10 S(IR") es denso en LP(IR™),p > 1.
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Capitulo 4

Los Espacios Sobolev.

Introduciremos los Espacios Sobolev y probaremos propiedades simples. Sea s un ntmero
real.

4.1. Definicion.

Definicion 4.1.1 Definamos a los espacios Sobolev H® = H* (R™) como el espacio de dis-
tribuciones temperadas f(x) € 8 (IR™) tal que (1 + |k|)*f(k) € £L? = L* (R"), con la norma
Sobolev definida como

1Flls = 1(L + [R])* (k) 2. (4.1.1)

Observacion 4.1.2 Para s = 0, el espacio de Sobolev H°(IR") coincide con el espacio de
Hilbert L2(IR") por el Teorema de Parseval 3.3.3 y

[fllo = [[f(B)llc2 = (2m)" Lf ()] 2 (4.1.2)
por (3.3.12).
Lema 4.1.3 La inyeccion natural H® — S’ es continua,

Demostracion: Sean ¢ € Sy f, — 0 en H®. Hay que demostrar que < f,, o >— 0. Por la
Definicion 2.2.2 y (2.1.19)

< Fule), olw) =< Fulk), FRl(R) >=< Fulk), 5-B(—k) >= 5 / Fu(k)B(—k) dk. (4.13)

Notemos que gAb(—k) € S por (2.1.18) y Proposiciéon 2.1.2. Usando la Definicion 4.1.1 para fn
n (4.1.3) obtenemos

A 1
< Fulh), 530 5= o [ 0Bk k= o= QD W1+ R) FR)dk = 0, 1 o0
por Corolario 1.3.7, ya que (1+ |k)* fu(k) = 0en £2y (1 + |k|)"2¢(—k) € S. u
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Observacion 4.1.4 H*(R") C H**(IR"), si s1 > so.

Demostracion: Sea u € H*'. Es suficiente demostrar que ||(1 + |k|)®a(k)||z2 < co. Dado
que (14 [k])® < (1 + |k])®** por que sy < s1 y usando la monotonia de la Integral obtenemos

I(X+ k)= a(k)] 2 = /(1 + [K])*|a(k) | dk < /(1 + [K])* a(k)[* dk = [|ulls, < oo

Por tanto, ||(1+ |k|)*>@(k)||z2 < oc. u

Lema 4.1.5 Todo espacio Sobolev H* es isomorfo al espacio de Hilbert L2(IR™). El mapeo
(1 +|k|)*F : H® — L% es continuo, y el mapeo inverso F~Y(1 + |k|)™ : L2 — H*® es también
continuo.

Demostracién: I) Por Definicion 4.1.1, g(k) = (1 + |k|)*f(k) € £2 si f(x) € H*. Méas atin,
1 (@)lls = [lg(k)l 2, asi
lg(R)llc2 < 1 ()]s (4.1.4)

Esto implica la continuidad del mapeo (1 + |k|)*F : f(z) — g(k) de H® a L2

IT) Ya que g(k) = (1 + |k|)*f(k), tenemos f(k) = (1 + |k|])~*g(k) asi, el mapeo inverso
esta dado por f(z) = F~'f = F~Y(1+ |k|)~*g(k)]. Notemos que F~'(1+ |k|)~* : L2(IR") —
H*(IR") esta bien definido. En efecto, sea f € L2(IR") entonces (1 + |k|)*f(k) € &' (R") por
Proposiciéon 1.3.6 y Lema 1.6.4. De modo que F~'[(1+ |k|)~* f(k)] existe. Falta demostrar que
F7Y(1 + |k|)~*f(k)] € H*(IR"). Tenemos [(1 + |k])~*f(k)](1 + |k|)* € £* (R") por (4.1.1) y
f(k) € £? (IR™). Para demostrar que este operador es continuo, basta con notar que ||F~![(1+

KD f R = T+ RN F RN+ [ED* |2 = [[fllc2 ast [[FHL+ RN (R)]lls < [1f[lc2. m
Lema 4.1.6 Definamos la funcion |- |, : H* — R* como

[uls = 1L+ [KP)*2f(B) ez, f € H. (4.1.5)
Entonces | - | es norma y es equivalente a || - ||s definido en (4.1.1).

Demostracion: I) Evidentemente | - |; es norma para H*.
IT) Obviamente 2(1 + |k|?) > (1 + |k[)® > (1 + |k|?). Entonces

(L4 k> > (14 k)%, k€eR", s <0 (4.1.6)

(1+ k> >2752(1 + |k|)*, k€ R™, s>0. (4.1.7)

Esto implica que existe C;(s) > 0 tal que

(14 [k]?)*? > Ci(s)(1 + |k|)*, k€ R", s €R. (4.1.8)

34



Evidentemente (1 + [k|)> > (1 + |k[*) > (1 + |k|)*. Entonces

s/2
1
(5) (14 |k])* > (14 k)2, z€R", s<0 (4.1.9)

(14 [k])* > (14 [K?)¥?, kR, s>0. (4.1.10)
Esto implica que existe Cs(s) > 0 tal que
[(1 4+ [K]?)¥?] < Cy(s)(1 4 |k)*, k€R", s € R. (4.1.11)
Usando (4.1.8) y (4.1.11) obtenemos
Chi(s)(1+|k])* < (L+k?)7* < Co(s)(1+ |k])*, keR", s€R.

Asi obtenemos
C*)|Iflls < If]s < CH)Ifls, f € H".

Por tanto |- |s v || - ||s son equivalentes. Lema queda demostrado. u

4.2. Densidad de § en H”.
Lema 4.2.1 Sean k € R" y P(k) polinomio con deg P = m. Cumple las siguientes propiedades
1. deg 0°P <m —|a|, a € N"
2. Eriste C' > 0 tal que |P(k)| < C(1+ |k|)", k€ R".
Demostracion: 1. Sean a € N"y P(k) =} 5., CskP. Aplicando 9* obtenemos
°P(k) =Y Cpok’ =Y ChkP= > Cui”.
|B]<m |B]<m 1B]<m—|a

Esto implica que deg 0°P < m — |a|.
2. Dado que |k;| < |k| para todo i =1, ..., n, tenemos

(PR < D G- ki) < ) |CBIRIPHP < (L [RI)™ ) Cl < C(1+ [KD)™

|8|<m |8|<m |Bl<m

Lema 4.2.2 Sea k € IR". Para a € IN" existe P(k) polinomio tal que degP < |a| y
OR[(1+ [K[*)*72] = P(k)(1 + [K[?)*/2~ el
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Demostracion: I)Sean k € IR" y o € IN". Primero demostraremos que para «; existe Py (k)
polinomio tal que 9¢![(1 + [k[*)*/?] = Pi(k)(1 + |k|*)*/>" y deg P, < . Usemos induccion
sobre «;. Para oy = 0 es evidente con P;(k) = 1. Supongamos que existe Pj(k) polinomio tal
que deg Py < ay y Op[(1+ |k|?)*/?] = Pi(k)(1 + |k[*)*/*~1. Esto implica que

O P IAH[K?) 2] = (L[ 2) 2OV, Pu(k) (1K) +(s—2a0) ki Py (k)] = (14K Y Ry (k)

donde deg Ry < ay + 1.
IT) Ahora demostraremos que para as existe P3(k) polinomio tal que 92 [Py (k) (1+|k[?)*/2~*] =
Py (k)(1 4 |k|?)*/?2~*1722, Usando la regla de derivacion de Leibniz y el paso anterior obtenemos

O [Pr(k)(1+ |k[2)/21] = Z ( 0 )8?j‘jP1(k)%2[(1 + [K[?)/2o]

o 7
- ; ( 0;2 )8§j—jP1(k)le(/{;)[(1 )
= (1+ |]€|2)8/2—a1—‘12 Z ( 0;2 ) 8,'3‘22—1P1(k)R1j(/€)[(1 + ‘/{;‘2)‘12—j]

J=0

= PyR)(1+ b2

donde deg Py < a4+ ap. Continuando asi obtenemos la afirmacion del Lema con P(k) = P, (k).
Lema queda demostrado. [ |

Corolario 4.2.3 Para s € R y a € INj existe C(s,a) > 0 tal que
[ORI(L+ [k < C(s, @) (1 + [k])*el. (4.2.12)
Demostracion: Usando (4.1.11) haciendo cambio de parametro s por s — 2|a| tenemos
(1+|k»)* e < O(s,) (1 + k)72 ke R, s € R, o € INL. (4.2.13)

Por Lema 4.2.2 existe P(k) polinomio tal que 9¢[(1 + |k|?)*/?] = P(k)(1 + |k[?)¥/?7 el y
deg P(k) = |al|. Existe C; > 0 tal que |P(k)| < Ci(1 + |k])l® por Lema 4.2.1 inciso 2.
Por tanto

02[1 + |k[2)*2]] = |P(k)|(1+ |k[?)7/2
< C(s,a)Cr(@)(1+ kD' + [k])* 2
= C’g(s,a)(1+\k\)s_‘°‘|, kL ecIR"™.

A

Corolario queda demostrado. [ |
Definicion 4.2.4 Definamos H* := {u € §'| . € H*} con norma

[l s += Il (4.2.14)
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Teorema 4.2.5 S(IR") es denso en H*(IR").

Demostracion: Sea u € H*(IR™). Entonces a(k)(1 + |k|)* € £*(IR") por Definicion 4.1.1.
Definamos w(k) = (1 + |k[?)*/2. Obviamente w € C>®(IR").
I) w(k)a(k) € L2(IR™)). Para s € IR existe C(s ) >0 tal que lw(k)]*> < C(s)(1+ |k|)*, k €
IR" por (4.1.11). Por tanto, [ |a(k)w(k)|?dk < C(s) [|a(k)|*(1+ |k])** dk = C(s)]|ul|? < cc.
IT) Por Corolario 3.5.10 existe sucesion ¢, € S(IR") tal que Om(k) = w(k)a(k) en L2(IR™).

I17) Demostremos que %’Zg;) — 4(k) en H*. Es equivalente a demostar que

JECE

Usando (4.1.11) y (4.1.8) tenemos que para s € IR existe C; > 0 tal que

(k)) I2(14 |k)** dk — 0 si n — oo. (4.2.15)

(1+ |k))* < Ciw(k)?, k€ TR. (4.2.16)

Mas atn, usando I1) tenemos

[1atw

Por tanto, I7) implica (4.2.15).

IV) gOuil(g;) € S. Por Corolario 4.2. 3 |aa[ : ” < Cy(1 + [k[)~*71ol. Esto implica que ﬁ

| (1 + [k[)* dk < CY[|a(k)w(k) — @ (k)| Z2-

cumple la cota (1.6.63). Por tanto '” ) € 8 por Lema 1.6.2.

Por lo tanto F~'[220](z) — F [ (k)](x) = u(z) si m — oo en H*. ]

4.3. Operadores Diferenciales.

Definiciéon 4.3.1 Sean o = (o, ..., ) € IN" un multi indice y ky, ..., k, € C. Definamos el
monomial k* = k{*..ky" de n variables complejos, los polinomiales A(k) = 37, <., aak® de
orden m = 0,1,2, ... y el correspondiente operador diferencial

= Z a,0%u(x). (4.3.17)

lal<m
Proposicion 4.3.2 AQ)jue S siue S'.
Demostracion: Se sigue de los Lemas 1.5.3 y 1.6.2. [ |

Lema 4.3.3 Sean s € R y u € H®. Entonces
1. A(Q)u € H>™,

2. El operador A(0) : H® — H*™™ es lineal y continuo.
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Demostracion: 1. Por Definicion 4.1.1 A(Q)u € H*™ si (1 + |k|)* "™ F[A(O)u](k) € L2, y
[A@)ulls—m = (1 + [K[)*" FIA(Q)u] (F)]| c2- (4.3.18)
Usando (3.4.13) obtenemos F[0%ul(k) = (—ik)*u(k), asi F[A(Q)u](k) = A(—ik)u(k). Por tanto

obtenemos
|A@)ulls—m = [[(1 + [k])*™ A(—=ik)0(k)]| c2. (4.3.19)

2. Ya que el polinomial A(k) es funciéon continua, asi el producto (1 + |k|)*"™A(—ik)u(k)
es funcion medible de k € IR". Mas aun, |A(—ik)| < C(1 + |k|)™ para k € IR", asi

(14 k)™ A(=ik)] < C(1+ |k|)*, ke IR™ (4.3.20)
Esto implica que
1L+ [k~ A(=ik)ak) |z = /Rn(l + [k A(—ik)a(k)[* dk
< Rn(l + |k)*[a(k)|* dk
= CI(1 + [k]) a(k)[|Z: = C*[Jull3.

Por tanto, (4.3.19) implica que ||A(9)ul[s—m < Cl|ul|s < co. Esto prueba el Lema. u
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Capitulo 5

Teoremas de Sobolev

5.1. Primer Teorema de Inmersion de Sobolev.

El Lema 3.3.2 puede ser reformulado para la Transformada Inversa de Fourier de la manera
siguiente:
Lema 5.1.1 Para g € L' (R"), entonces F~'g € C, (R") y esta dada por

1

Flg(z) = @)

/ e *g(k)dk, x€IR™ (5.1.1)
]Rn

Ahora demostramos Primer Teorema de Inmersién de Sobolev.

Teorema 5.1.2 [Primer Teorema de Inmersion de Sobolev] Sea v € H*(IR") con s > n/2.
Entonces u € Cp(IR"™) y
sup |u(x)| < C(s)||luls- (5.1.2)

zeR™
donde C(s) € R. Es decir, tenemos una inmersion continua H*(IR™) C Cy(IR").

Demostracion: Paso I). Por Definicién 4.1.1 para u(z) € H® se tiene (1 + |k|)*u(k) € L£2.
Representando a |a(k)| = |(1 + |k|)~*(1 + |k|)*u(k)| y usando Desigualdad de Cauchy, tenemos

[ttt = [ 1 )0 k) di
< ( [ s dk) - ( IR |k|>8a|2dk) C ol es 613

donde I(s) = (fgn (14 |Kk])72 alk:)l/2 < oo para s > n/2. Por tanto v = F~'4 € C, por Lema
5.1.1.
Paso IT). Por (5.1.2), ya que @ € L' por (5.1.3) y

1
(2m)"

u(x) = /n e *rq(k)dk, » € R" (5.1.4)
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por tanto

1 I(s)
sup |u(z)| < —— u(k)| dk < uls.
sup [u(o)] < oo [ fath)] dk < Gl
por (5.1.3). Esto implica (5.1.2) con C(s) = % u

Observacion 5.1.3 C(s) — oo cuando s — n/2.
Demostracion: Dado que

1 dk 1 o0 pn—1 iy
C) = Gry /R TR = <27r>"/0 T <
1 1

1 * dr ~
(2m)" /0 (14 r)2s—(n=1) B (2m)" (28 — n)(1 +r)2s—n 0"

Implica que C(s) — oo siy solo si s — n/2. u

Corolario 5.1.4 Sea v € H*(R") con s > n/2+ k,k > 0. Entonces 0*u(z) € Cp(IR") para
cualquier o € IN" con |a| < k.
En otras palabras, tenemos una inmersion continua H*(IR™) C CF(R") si s > n/2 + k.

Demostracion: Sean u € H*(IR™), con s > n/2 + k,k > 0. Obtenemos 0%u € H*~lol ¢
H*=* por Observacién 4.1.4. Por tanto 9%u € Cy(IR™) por Teorema 5.1.2 ya que s — k > n/2.
|

Corolario 5.1.5 w € ", siu € H®, s € R.

Demostracion: Por Corolario 5.1.4, H*(IR") C CF(IR") si s > n/2 + k. Esto implica que
u € CF(IR"™), k € INy, es decir, u € C*(IR"). u

Corolario 5.1.6 I) Por el Corolario 5.1.4, para n = 1, H'(IR) € Cy(IR) ya que 1 > 1/2.
H*(R) C CHR) ya que 2 >1/2+1,.....

II) Para n = 3 : HY(IR?) C Cy(IR*) ya que 2 > 3/2. H3(IR*) C CLHIR®) ya que 3 >
1/2+42,.....

Probaremos que algunos conjuntos acotados de H**(IR") son precompactos en H**(IR") si
$1 > 89. Sea Q C IR™ abierto.

Definicion 5.1.7 Sea H® (Q) es el subespacio de las distribuciones temperadas u(z) € H*(IR")

tal que u(x) se desvanece en el complemento de Q, i.e., u(z) = 0, z € (Q)°. La norma de H* (Q)
coincide con la norma de H*(IR").

Por Definicion H* (Q) C H**(IR") asi H* (Q) € H**(IR") si 81 > sy por Observacion
4.1.4.
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Lema 5.1.8 H* (Q) con la norma || - ||s es subespacio cerrado de H*(€2).

Demostracion: Sea f, cH* (Q) vy fo— fen H?(S2) con la norma || - ||s. Demostremos que
f(r) =0, 2 ¢ Q. Dado que f,, — f en || - ||s entonces f, — f en la topologia S’ (€2) por Lema

4.1.3. Para ¢ € D con supp ¢ C IR™\ Q se tiene que < f,,, o >—< f,o > . Yaque f, Eﬁs (),
entonces < f,, ¢ >= 0 Vn € IN. Esto implica que < f,¢o >= 0 i.e., f(x) =0, z ¢ Q. Esto
prueba el lema. [ |

Corolario 5.1.9 H* (Q) es espacio de Hilbert.

Demostracion: Se sigue de los Lemas 5.1.8 y 4.1.5. [ ]

5.2. Teorema de Inmersién Compacta de Sobolev.

Definiciéon 5.2.1 Sea K compacto. Decimos que un subconjunto F de C(K,C) es uniforme-
mente acotado en K si existe una constante M tal que

|f(@)| <M VfEF, veK. (5.2.5)

Definiciéon 5.2.2 Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que un subconjunto F de C(X, C)
es equicontinuo si para cada € > 0 existe § > 0 tal que

|f(z) — f(y)| <e siempre que z,y € X, d(z,y) <dy f EF. (5.2.6)

Lema 5.2.3 Sea F un conjunto de funciones diferenciables de C(IR", C) con derivadas unifor-
memente acotadas, entonces F es equicontinuo.

Demostracion: Sea f € F. Definamos a F(t) = f(x + t(y — x)) funcién continua en
0,1]. Ya que F(1) = f(y) y F(0) = f(z) existe £ € [0,1] tal que f(y) — f(z) = F(1) — F(0) =
Vix+&@y—=z))-(y—x). Denotemos z = x + &(y — ). Por hipotesis, existe M > 0 tal que
|V f(z)| < M para x € IR". Esto implica que

|f(y) — f(2)| < My —z| <e,

siempre que |y — x| < § y § = 4;. Esto significa que (5.2.6) se cumple y Lema 5.2.3 esta
probado. [ ]

Teorema 5.2.4 (Arzela-Ascoli)[7] Sea X un espacio métrico compacto. Un conjunto F en
C(X,C) es compacto, siy sdlo si, es cerrado, acotado y equicontinuo.

Corolario 5.2.5 Sea F C C(IR",C) acotado y equicontinuo entonces para cada {u;}jen Su-

cecion de F existe {u;} subsucesion tal que uj =3 w uniformemente sobre todo compacto en
R".
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Demostracion: Definamos X, = {z € R" : |z| < m}. Para X existe ugl) subsucesion

de u; tal que u'" )
j q j j

que ugz) = u® cuando j — oo sobre X,. Sucesivamente, para X,, existe u

(m—1 (m)
J J

Notemos que para cada m € IN, u™(z) = u(™~Y(x) para 2 € X,,_1. En efecto, esto se

sigue del hecho que la sucesion ug-m) es subsucesion de ug-m_l). Usando el proceso diagonal,

€sco 1 ion v™ . T (m) b ion de cad ion u'™
gemos la sucesion uy, . Tenemos que uy, es subsucesion de cada sucesién u; " y por tanto

j
™ = u™ sobre X,, V. m € IN. Tomando en cuenta la coincidencia 4™ ‘Xmﬂ = (=1

Vemos que existe u(z) € C(IR", €) tal que u(z) |x, = u™(z) y ul’ = u(z), z € IR" sobre
X [ ]

— u) cuando j — oo sobre X;. Para X, existe u'” subsucesion de ugl) tal

g_m) subsucesion de

u ) tal que u;™ = u™ cuando j — oo sobre X,,.

Lema 5.2.6 La funcion a(e) = 2% es acotada para ¢ € (0,1], |z| < M i.e., existe C(M) > 0
tal que

ine
Smg Tl<own), ee (0,1, |2 <M. (5.2.7)
Demostracion: Es conocido que |#2¥| < 1, y € IR. Haciendo el cambio y = ex para
e € (0,1], z € IR, obtenemos [#2£] < |z], 2 € IR. Por tanto |22 < M si |z < M. u

Teorema 5.2.7 (Inmersion Compacta de Sobolev) Sea Q C IR"™ abierto y acotado, s; > $s.
Entonces la inmersion H® (Q) C H*2(IR") es compacta, i.e., para cualquier sucesion de fun-

ciones acotadas u;(z) €H® () existe una subsucesion u;(x) convergente en H**(IR"), i.e.,
|lujr — ulls, = 0 cuando j" — oo (5.2.8)
donde u(z) € H**>(IR").

Demostracion: Demostraremos el Teorema para el caso s; > 0. El caso s; < 0 se analiza
similarmente. Probaremos que u;(z) contiene una subsucesion de Cauchy u; en H**(IR"), i.e.,

Uit — Upy|ls, — 0 cuando j',m’ — oo. 5.2.9
J 2

Entonces (5.2.8) se sigue, ya que H*2(IR") es espacio de Hilbert por Lema 4.1.5 y por tanto
completo.

Paso I) Demostremos que la sucecion u;(z) es acotada en L' (IR") i.e., existe B; € IR tal
que

sl sy = /Q huy(2)] dz < By < 00, j=1,... (5.2.10)

o
Por Definicién de una sucesion acotada en H*' (£2), existe B > 0 tal que

sup ||lujlls, < B < o0. (5.2.11)
jEN
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Dado que s; > 0 tenemos H* (Q) Cc H°(R") = £? (IR") por Observacion 4.1.4. Por tanto,

a1 22y = / Juj ()] dz = JJu;(@)|[§ < [l ()2, < B (5.2.12)

Maés atn, tenemos

uj(r) =0, z€Q (5.2.13)

ya que u; fosl (©). Usando Desigualdad de Cauchy y (5.2.12) obtenemos

/Q|uj(x)\dx < </Q dx)m (/\uj(x)ﬁdx)l/z < |0*B. (5.2.14)

Por tanto (5.2.10) se cumple con By = ||z B.
Paso II). Estudiaremos la transformada de Fourier de las funciones u;(x). Primeramente,
tenemos

(k) = /Q ey, () d. (5.2.15)

por Lema 3.3.2 y (5.2.13). Probemos que las derivadas parciales de las funciones 1; son acotadas,
ie.,

0 (k)

%

sup <By<oo. i=1,2,.. (5.2.16)

keR™

para cualquier [ = 1, ..., n. Usando Definiciéon de la derivada parcial tenemos

o . ) ei(k—i—ael)x _ eik:c
8—]ﬂuj(k:) = ll_r)l(l) : . u;(z) dz (5.2.17)
donde ¢; = (0, ..., 1;, ..., 0). Demostremos que el limite (5.2.17) existe y es igual a
8 ~ 8 ikx
8—]{;luj(l{;) = /Q 8—]{%6 Mo (r) da. (5.2.18)

Para demostrar esto vamos a usar el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue. Para
aplicar este teorema necesitamos dos afirmaciones

1.
i(k+ee))r _ ikx )
‘ . < u;(z) — %elkxuj(x), cpd. x €. (5.2.19)
2. Existe M(Q2) > 0 tal que
ei(k—l—eel)x _ eik:c
uj(z)| < M(Q)|u;(z)|, z€Q, €€(0,1]. (5.2.20)

€
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(5.2.19) se sigue de la definicion de derivada. Demostremos la afirmacion 2. Tenemos para
Ty =T €

ei(k—i—ael e __ ikx

e e’it’:‘xl/2 _ e—i&xl/Q

eiaxl -1

£

_ 2| sin =7 |

(5.2.21)

9 €

Por Lema 5.2.6 existe M(€2) > 0 tal que

ei(k—i—ael)x _ eikx

<M(Q) <oo, z€, €€ (0,1]

3

ya que € es acotado. Esto implica (5.2.20). Afirmaciéon 2. se demostro. Por el teorema de
Lebesgue, las afirmaciones 1. y 2. implica (5.2.18). Ahora (5.2.18) implica (5.2.16). En efecto

Por tanto (5.2.16) se cumple con By = M(Q)B
Paso I11). Consideremos las normas en (5. 2 9) Definamos Aj,,(R) como

ul x)dz

/|m “u(x)| dx < M(Q)B, (5.2.22)

Ajn(R) = [l — w2, = /R (U B2 g () = () (5.2.23)

Separando la region de integracion dentro de la bola |k| < Ry su complemento |k| > R, donde
R es escogido después.

A (R) = (/ +/ ) (1 + |k])**? | (k) — () |> dk = Ljm(R) + Jjm(R).  (5.2.24)
lk|<rR J|k|>R
Estimemos la segunda integral

Jjm(R) =/ (L K2 (1 [k 72 iy (k) — don (K)|* dk <
k>R

(14 R)*27% / (1 + |K])* (k) — G (K)|* dE (5.2.25)

k=R
ya que sy — s1 < 0. Por tanto, usando (5.2.11) para (5.2.25) tenemos

(2B)?

- <
J]m(R) - (1 + R)2(81—S2)’

Y j,m. (5.2.26)

Paso IV'). Finalmente demostraremos (5.2.9). El conjunto {a;(k)};=1.... es equicontinuo en
C(IR™, C) por (5.2.16) y Lema 5.2.3.
Ademas, por (5.2.10) obtenemos

/ e* ;i (x) dv
Q

(k)| =

Q
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Esto muestra que {a;(k)};=1,.. es acotado en C(IR",C). Asi por el Corolario 5.2.5, existe
subsusecion u; (k) que converge uniformemente en cada compacto IR™. Por tanto

|ty (k) — Gy (k)] — 0, cuando j',m’ — oo (5.2.28)
y la convergencia es uniforme en todo conjunto compacto de IR}. En particular para |k| < R

méi% |tijr — G| — 0, cuando j',m’ — oo. (5.2.29)
<

Esto implica que la primer integral en (5.2.24) converge a 0 para R > 0 fijo, i.e.,
L (R) — 0, cuando j',m' — oo. (5.2.30)
Detalladamente. Sea ¢ > 0. Por (5.2.26) existe R. > 0 tal que
| Ty (Re)| < €/2, Vj',m/. (5.2.31)
donde s; — so < 0. (5.2.30) implica que para R. existe N, tal que
| L (R:)| < /2, para j',m' > N.. (5.2.32)
Ademés Ajiy (Re) = Ly (R:) + Jjmw (R:) por (5.2.24). Por lo tanto
| (R < | L (R)| + |y (Re)| < €, para j',m' > N,

por (5.2.31) y (5.2.32). u
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Capitulo 6

Espacios de Sobolev para s > 0 enteros.

Daremos una caracterizacion equivalente para los espacios Sobolev con s € IN.

Definicion 6.0.8 Sea E espacio normado. Sean iy, 1o normas para E. Decimos que son equi-
valentes si existen C1,Cy € IRT tales que

Crur(x) < po(z) < Copg(x), Vo € E. (6.0.1)

D=

Lema 6.0.9 Las normas ||z|jy == >, |u| y |zll2 := 0L, 27)2 son equivalentes en IR™.

Demostracion: Seaz € IR" z # 0. Sea S = {ﬁ : ¢ € R}. Dado que S es cerrado y

acotado implica que es compacto. Ademaés || - ||2 es funciéon continua, lo que implica que || - |2
alcanza su méximo y su minimo en S, i.e., existen C7, Cy > 0 tal que

¢; < ‘ |l < Cq
11 1]
por tanto
[z Cr < flaflz < [lzfli G2y 2w € R™
]
Definiciéon 6.0.10 Sea o = («q,..., ) un multi indice. La funcion S(k) se define como
Lema 6.0.11 S(k) # 0 para cada k € R".
Demostracion:  Usamos los multi indices oy = (0,...,1;,...,0) para acotar a S(k) de la
siguiente manera: Y, o, [((k)*> = 30, K > 200 k)P > 3L k7 > 0, para cada
ke IR", k# 0. Ademas S(0) = 1. Por tanto S(k) # 0 para cada k € R". n
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Lema 6.0.12 Para S(k) de Definicion 6.0.10. Existe B > 0 tal que

B(1+ k)™ < S(k), keR" (6.0.2)

N

donde |k| = 31, [kil?)

Demostracion: Demostraremos que para k € IR" existe B tal que

B(1+ k)™ <1+ [k (6.0.3)
Dado que
1+ [k
—_— = 6.0.4
|k\1£>noo (1+ |k|)* ( )
existe R > 0 tal que
1
1+ |k > 5(1 + k)", |k| > R. (6.0.5)
Ademas 1 <1+ |k|*” para k € R", y
B(1+ k)™ <1. |k|<R (6.0.6)
Para B < W. Por lo tanto (6.0.3) se cumple para B = min{%, W} ]

Lema 6.0.13 1. Para s € IN, H*(IR") coincide con el espacio de funciones u € L?* tales
que 0°u € L? para cualquier multi indice o = (o, ..., o) con |a| < s.

2. La norma Sobolev ||u||s es equivalente a norma |||ul||s definida por

ull[2= ") 10%u]Z- (6.0.7)

| <s
es decir, existen C,Coy > 0 tal que
Hullls < Cillulls, Yu e H. (6.0.8)
Collulls < [llullls, Vue H". (6.0.9)

Observacion 6.0.14 1) Las derivadas 0°u de la funcion u € L? se entienden en el sentido
de distribuciones, véase la seccion 1.5 y del hecho que £L*> C S’ por Proposicion 1.5.6.
IT) Si se trata de derivar en el sentido cldsico entonces el Lema falla.

Demostracion de la Observacion Inciso II: 1) Definamos

p(x) = Xpy(r) = { (1) . ; %8: H
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Como 1
llollf = llels = [ o@?dr= [ dz=1 (6.0.10)

Calculando ¢(k). Usando Definicion 2.1.1 obtenemos

1 6ik_1
@(k):/ e dy = ———. (6.0.11)
0 'lk
Por tanto ot 2
0o ) etk _ 1
Wﬁ=/|WMW+WW%=/-T@rGHWWh

Ya que |eF — 1| = |e*/2 — e=*/2| = 2| cos(k/2)|.

NE
ol = [ an = 1 [ eosthy2) dk = oo
Esto significa que (4.2.2) no se cumple para s = 1 en virtud de (6.0.10). u
Demostracion del Lema 6.0.13: Demostremos 1. 0%u € L2 siu € H* y u € H® si
O%u € L? para cualquier |a| < s.
1. En efecto, sea m = |a| < s. Por Lema 4.3.3 tenemos que el operador 9* : H®* — H*™™
es continuo, i.e., existe C' > 0 tal que

10| s— < Cllullss Vu € HE

Ya que s —m > 0, entonces H*™™ < £? y la inyeccién es continua. Por tanto, existe C; > 0
tal que
[0%ull2 < Cil|0%ul|s—rm-

Esto implica que
|0%ul| 2 < Cyllulls, Yu € H®, |a] < s. (6.0.12)

Sumando (6.0.12) con respecto del indice «, |a| < s obtenemos (6.0.8).

2. Reciprocamente, consideremos u € £? tal que 9%u € L? para a € IN" con |a| < s. Por
demostrar que u € H* y (6.0.9) se cumple.

Por Teorema de Parseval 3.3.3, tenemos que F[0%u] € £? (IR"). Por otro lado, F[0%u] =
(—ik)*a(k) por (3.4.13), asi (—ik)*a(k) € £* (IR"). Mas aun, por la Identidad de Parseval
2.3.26 tenemos

/ =ik alk) P dk = | Floullfz = (2m)" |0°ulz < oo. (6.0.13)

Haciendo la suma para || < s por Definicion 6.0.10 obtenemos que

/]Rn > l(=ik)*? |ﬂ(k)|2dk:/

S(k)|a(k)]* dk = C Y~ [|0%ull 2 = C|l[ul|]? < o0
la|<s R" |a|<s

(6.0.14)
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Por Lema 6.0.11, S(k) # 0 para cada k € IR". Asi (6.0.14) implica que la distribuciéon
temperada @(k) es funcion Lebesgue medible. Més atn, Lema 6.0.12, implica que

B/(l kD2 alk)2 dik < /S(k)|ﬁ(k:)|2dk: < . (6.0.15)

Por tanto
Bllullz < CllJull]? < o0 (6.0.16)

por Definicion (4.1.1) de la norma || - ||s. Esto significa que u € H*® y la cota (6.0.9) se conserva.
|
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Capitulo 7

Ecuaciones Diferenciales Elipticas con
Coeficientes Constantes.

Consideremos Ecuaciones Diferenciales Parciales en IR™ con coeficientes constantes
> aa(x)0u(z) = f(x), r€R" (7.0.1)
o] <m.

donde 0% := 97" - - - 99". Planeamos estudiar en el futuro la cuestion de existencia, unicidad y
suavidad de la solucion u(x) de esta ecuacion.

Ejemplo 7.0.15 Consideremos la ecuacion estacionaria de Schrodinger
(H — E)u(z) = (-A+V(z) — E)u(z) = f(x), v € R" (7.0.2)
donde A = 2?21 %22_ es el operador de Laplace, H = —A + V(x) es el operador de
J
Schrodinger, V (z) es la energia Potencial, y E € C es un parametro (energia).

La investigacion del operador inverso (H—FE)™! = (—=A+V (z)—FE)~! es el objetivo principal
de la Teoria Cuantica de Dispersion. Aqui estudiaremos las ecuaciones con coeficientes
constantes

Au(z) = Y a,0u(x) = f(z), ©€R" (7.0.3)

laj<m

Suponemos que el lado derecho f(x) es una distribucién temperada, f € &', y buscamos la
solucion de u(z) también en el espacio de distribuciones temperadas, u € S'.

Definicién 7.0.16 El polinomial a(k) = 3, <, aa(—1k)* es el simbolo del operador diferen-
cial A. -

En la transformada de Fourier, la ecuacion (7.0.3) se convierte en
a(k)a(k) = f(k), keR" (7.0.4)
por (3.4.13).
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Definicion 7.0.17 1. Un operador diferencial A(O) es eliptico de orden m si
la(k)| > (1 +|E])™, |k| > R, ke R" (7.0.5)
para algunos R >0 y c > 0.
2. Un operador diferencial A(0) es fuertemente eliptico de orden m si
la(k)| > e(1+ |k))™, ke R" (7.0.6)
donde ¢ > 0.
Lema 7.0.18 FEl operador de Laplace A (y —A) es eliptico de orden 2.
Demostracion: Sea k € IR". Basta con demostrar que existen R, c > 0 tal que
k2> c(1+|k])?, |k| > R. (7.0.7)
Es equivalente con demostrar que existen R,c; > 0 tal que
|k| > (1 + |k]), |k| > R. (7.0.8)

Dado que lim‘k|_,oo%“k| = 1 existe R > 0 tal que |k| > 3(1 + |k|) para |k| > R. Esto

significa que (7.0.5) se cumple con ¢; = 3. u
Lema 7.0.19 El operador Schrodinger —A — E es eliptico para todo E € C.
Demostracion: Sea k € IR". Basta con demostrar que existe R, c > 0 tal que
| — B+ |k]*| > c(1+|k])?, k€ R" con |k| > R. (7.0.9)
Dado que limx|— ‘Zﬁ%k‘\k)ljl =1, existe R > 0 tal que | — E + |k[*| > $(1+ |k[)%, |k| > R. Por
tanto (7.0.9) se cumple con ¢ = 3. n
Lema 7.0.20 El operador de Schriodinger —A — E es fuertemente eliptico para
1. E <0,
2. E € C\IR", donde R* = {a: a > 0}.
Demostracion: 1. Demostraremos que existe ¢ > 0 tal que
|k|> — E > c(1+ |k|)? ke R™ (7.0.10)
Sea —F = a > 0. Demostraremos que existe ¢ > 0 tal que
a+ k2> c(1+ |k|)2 (7.0.11)
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Dado que im0 (YZ"%‘;‘Z = 1 existe R > 0 tal que o + |k|> > 1(1 + |k|)? para [k] > R. Ya
que a > 0 existe ¢; > 0 tal que ¢;(1 + R)* < a. Ya que ademés o < « + |k|? para k € R"
obtenemos

a+|k]? > (1+ k)2 |k <R (7.0.12)

Por tanto (7.0.11) se cumple para ¢ = min{c, 1 }.
2. Haciendo E = a+ify p = |k|* > 0, se tiene que |[E—|k|?|* = [p—a—i8]* = (p—a)?+ 5%
Demostraremos que
(p—a)’+p2>0, a+ifeC\R". (7.0.13)
En efecto, si 8 # 0 es evidente. Sea = 0. Yaque p > 0y —a > 0, a ¢ IR* obtenemos
p—a > 0. En cualquier caso (7.0.13) se cumple. Esto implica que |E — |k|?| > 0, para k € R".
Por tanto, para todo R > 0 existe mg > 0 tal que

= min{|k|* — E}. 0.14
i = min {4~ B} (7.0.14)
Como mpg > 0 existe ¢1(R) > 0 tal que mpg > ¢;(R)(14+ R)?. Ademas, ya que lim oo % =

1 existe Ry > 0 tal que £ — |k|* > 1(1+ |k|)? para |k| > R;. Por tanto (7.0.10) se cumple para
¢ =min{3,c1(R)}. [ |
Teorema 7.0.21 Consideremos la ecuacion con coeficientes constantes (7.0.3). Sea A ope-

rador fuertemente eliptico de orden m. Sean s € R y f € H* ™(IR"). Entonces la ecuacion
(7.0.8) admite solucion unica u € H*(IR") y la cota siguiente se cumple

ulls < C|[ flls—m (7.0.15)
para algin C' > 0.

Demostracion: Aplicando la transformada de Fourier a (7.0.3) tenemos (7.0.4) donde
Uy f son funciones localmente integrables segiin Lebesgue en IR". Por tanto la soluciéon esta
dada por A

u(k) = %, cpd. kelR" (7.0.16)
donde a(k) # 0 por ser A es fuertemente eliptico y por lo tanto (7.0.6) se cumple,

Notemos que u(z) = F~![a(k)] por (2.1.18). Usando Definicion 4.1.1 en (7.0.16) y Definicién

7.0.17 para A obtenemos

2 (1 + |k|)2s R 2 2(s—m)| £ 2 _
i = [ OB fan <€ [ WO ik = Ol < oo (1017

Por tanto, (7.0.15) se cumple. u
Corolario 7.0.22 A: H® — H*™™ es un isomorfismo para A operador fuertemente eliptico.

Demostracion: Por Lema 4.3.3 se tiene la continuidad de A y por (7.0.15) la continuidad
de A!. En efecto, por u = A~'f. [ ]

Mas adelante extenderemos el Teorema 7.0.21 y Corolario 7.0.22 para ecuaciéon diferencial
parcial fuertemente eliptica con coeficientes variables.
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Capitulo 8

Operadores Pseudodiferenciales

8.1. Representaciéon de Fourier para Operadores Pseudo-
diferenciales

Consideremos la representacion de Fourier para operador diferencial parcial en IR"™ con
coeficientes variables
Au(z) = Y ao(2)0u(z), =€ R" (8.1.1)
laj<m
donde u € S.

Primero consideremos el caso de coeficientes constantes: a,(x) = a,. Sea u € S. Entonces
Au(z) = 34 1<m @a0%u(z) y FlAu(z)] = a(k)i(k), donde a(k) es el simbolo del operador
A. Ademés a(—ik)a(k) € L' por Proposicion 2.1.2, Lema 1.6.2 y Lema 1.1.2. Entonces la
transformada de Fourier inversa Au(x) = F~a(k)u(k)] puede ser escrito como la integral

estandar de Fourier |

Au(z) = / e "a(k)a(k) dk. 8.1.2
@)= s [ e alk)a) (8.12)

Ahora consideremos el caso de coeficientes variables (7.0.3). Aplicando (8.1.2) al operador
0%, tenemos

0%u(x) = (2;)71 /}Rn e~k (—ik)*u(k) dk. (8.1.3)
Mulplicando por a,(z) y sumando, obtenemos
Au(x) = ao(x)0%u(x) = aq(x L e~k (k) u(k) dk =
(2m)"
|ao| <m || <m "
: 271T)n / e S @) (—ik) Ak dk (8.14)
! o <m
esto puede ser escrito como
Au(z) = (21)n / e~ (. k)i(k) s, (8.1.5)
T n



donde el polinomial

a(z, k) =Y ao(x)(—ik)" (8.1.6)

laj<m

es el simbolo del operador diferencial A.

En general, las funciones a(x, k) no son necesariamente polinomios. Los operadores del tipo
(8.1.5) son llamados operadores pseudodiferenciales, si a(z, k) satisfacen estimaciones apropia-
das que discutiremos.

8.2. Clases de Simbolos y Operadores Pseudodiferenciales
Definiciéon 8.2.1 Sea m € IR. La clase de simbolos S™ consiste de las funciones a(x, k) €
C>®(IR*™) tal que a(x, k) = a®(k)+d'(z, k), donde para cualesquiera multi indices o, 3 y N > 0,
los términos a®(k) y a'(x, k) satisfacen

102a® (k)| < C(a)(1 + k)™, ke R" (8.2.7)

(1+ |z)N|02dPa (z, k)| < Cla, B, N)(L+ k)™ 1 2,k e R" (8.2.8)
para algunas C(a),C(a, 8, N) > 0.
Lema 8.2.2 Sea a(x, k) simbolo de clase S™. Entonces para o € IN" existe C > 0 tal que

10%a(x, k)| < O+ k)™l 2,k € R™ (8.2.9)

Demostracion: Por Definicion 8.2.1, a(z, k) = a°(k) + da'(x, k) donde a®(k) y d'(x, k) sa-
tisfacen (8.2.7) y (8.2.8) respectivamente. Usando desigualdad triangular, (8.2.7) y (8.2.8) con
=0, N =0 obtenemos
0 alz, k)| < |0ga’ (k)| +|0gd (2, k)| < C(a)(1+[k])™ 1 +C(a, 0, 0) L+ k)™ = C(1+[k])™
Por tanto (8.2.9) se cumple para C' = C(«) + C(«,0,0). Lema queda demostrado. u

Lema 8.2.3 Sea a(z, k) simbolo de clase S™. Entonces (&, k) satisface la condicion: para
cada N > 0 eziste C(N) > 0 tal que

|@'(&, k)| < CN)(L+[E) N+ k)™, &k e R™ (8.2.10)

Demostracion: Para |£| < 1. tenemos que

1

< (e (8.2.11)

(8.2.8) implica que
|/ (2, k)] < C(0,0,n + 1) (1 + |2) ™"~ (L + k)™
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Pasando a la transformada de Fourier en esta desigualdad obtenemos
|a/(€, k)| < C1(0,0,n+ 1)(1+ k)™, & keR" (8.2.12)
(8.2.11) y (8.2.12) implican que
@/, k)| < C3(0,0,n+ 1)1+ )N+ k)™, |¢] < 1,k e R (8.2.13)
Esto implica que basta demostrar (8.2.10) para |£| > 1.

(8.2.8) implica que
|07 (2, k)| < Cr(1+ [2) 7" (1 + [K])™ (8.2.14)

para 3, = (0,..., N, ...,0), [ = 1,..,n. Aplicando la transformada de Fourier a 9%a'(z, k) con
respecto de x, usando (3.4.13) y el hecho que la funcién (1 + |z|)™"! es integrable obtenemos

ENa(&, R)| < G+ K™, 1=1,...,m
sumando estas desigualdades con respecto de [, obtenemos
(el + ...+ 1&™M)alE, k) < CA+ k)™, € € RY. (8.2.15)
Basta demostrar que para N > 0 existe C; > 0 tal que
Cil+1eD™ < lal™ + .+ 16", 1€l = 1. (8.2.16)

Representemos & = rn donde n € IR" con |n| = 1y r > 1. (8.2.16) es equivalente a
demostrar que para N > 0 existe C1(N) > 0 tal que

Cr(N)(L+ )N <rN(Im Y + -+ [malY). (8.2.17)
Dado que |n| = 1 existe [ tal que 5 < |n|?. Entonces
N
(L) < N < I+ Y (8.2.18)
V2n

Obviamente (14 r) <r con r > 1. Multiplicando por 5 (1 + 7)Y <" a (8.2.18) obtenemos

(o) 00" <o oot .

2V 2n

Esto implica que (8.2.17) se cumple para C1(N) = (2\/;7)1\7‘ Por tanto se cumple (8.2.16) para

|€] > 1. Lema queda demostrado. u

Observacion 8.2.4 Obviamente si my, ms € IR con my < mo, entonces la clase de simbolos
S™ pertenecen a la clase de simbolos S™2.
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Lema 8.2.5 Sean m € R y a(x, k) simbolo de clase S™. Entonces 0%a(x, k) es de clase S™ y
ota(x, k) es de clase S™1. para o € IN".

Demostracion: Sia =0, 0%a(x,k),dya(x, k) € S™ por hipdtesis. Supongamos que « # 0.
I) Demostraremos que d%a(x, k) es de clase S™. Usando Definicion 8.2.1 existen a’(k) y
a'(x, k) con las propiedades (8.2.7) y (8.2.8) tal que a(z, k) = a°(k)+d’(x, k) por hipotesis. Esto
implica que 0%a(x, k) = 0+ 0%d'(x, k) ya que a # 0. Luego, basta demostrar que 0%a/(z, k)
satisface (8.2.8).
Dado que a'(x, k) satisface (8.2.8) para toda a € IN" obtenemos para 5,7 € N" y N >0

(L)Y 0p07 107 (2, k)] = (L+|2]) 8] 07 7 (2, k)| < Oy, Bta, N)(L+[K)" P, 2.k € R"

para alguna constante C(v, 8 + «, N) > 0. Por tanto, 0%a(x, k) € S™ por Definicion 8.2.1.

IT) Demostraremos que d%a(x, k) es de clase S™~1°. Usando Definicion 8.2.1 existen a®(k) y
a'(x, k) con las propiedades (8.2.7) y (8.2.8) tal que a(z, k) = a°(k)+d’(x, k) por hipotesis. Esto
implica que d¢a(x, k) = 0%a’(k) + 0%d'(z, k). Basta demostrar que para v, € N" y N > 0
existen Cy,Cy > 0 tal que |9][02a°(k)]| < Ci(1 + [k|)m~lol=nly (1 + |2)N]8] 0%[0¢a’ (z, k)]| <
Co(1 + |k|)mled=hl 2z k € IR™. Usando el hecho que a°(k) satisface (8.2.7) para toda o € IN"
obtenemos para 7, 3 € IN", N > 0

B [0’ (k)] = |07 a’ (k)| < Cla+ 7)1+ [K])" 10 = Cla+7)(L+ [k])" 0 ke R™
Dado que a'(x, k) satisface (8.2.8) para toda o € IN" obtenemos para 0dya’(z, k)
(1Y o7 0pa (2, k)] = (L[ )V[0) ™07 d (2, k)| < Cly+a, B, N) (LK) 1L 2 k € R

para algunas constantes C(a +7), C(a + 7,3, N) > 0. Por tanto, 9¢a(z, k) es de clase S™1°l.
Lema queda demostrado. [ |

Ejemplo 8.2.6 Demostrar que w(k) = (1 + |k|[*)% € S™ (IR") para todo m € IR.

Demostracion: Sea a € IN". Escogemos a a’(k) = (14 |k|))% y d/(x,k) = 0. Para
a'(z, k) las cotas (8.2.8) son evidentes. Por Corolario 4.2.3 existe C'(a) > 0 tal que |0%a’(k)| =
1021(1 + |k]2)2]] < C(a)(1 + |k])™ ol Esto implica que (8.2.7) se cumple. Afirmacién del
ejemplo queda demostrado. [ ]

Lema 8.2.7 ay(z, k)as(x, k) € S™1™2 g qy(x, k) € S™ y as(x, k) € S™2.
Demostracion:  Sean a(x,k) € S™, ay(z, k) € S™ con ai(z,k) = af(k) + d)(z, k),
as(x, k) = a3(k) + ay(z, k) donde al(k;),ag(k) y a)j(z, k), ab(z, k) satisfacen (8.2.7) y (8.2.8)

respectivamente. Definamos a®(k) = a%(k)ad(k) y d'(z, k) = a¥(k)ds(x, k) + aS(k)a)(z, k) +
ay (z, k)ay(x, k).
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Sean «, o/, B, " € IN". Dado que |a| < |a — /| + |a/| por desigualdad del tridngulo y como
ad(k) y aS(k) satisfacen (8.2.7) obtenemos

|07 aY ()10~ ay (k)| < C(a')Cr(@”)(1 4 [k[)™ 711 4 [k[)m2lome]
Ca(a)(1 + [k[)mrme=latlezal <
Co(a)(1 4 |k|)ymFm=lel ke R™.

Usando la regla de derivacion de Leibniz para a°(k)

(8.2.19)
y (8.2.19) obtenemos

GFa’ (k)| < Y Calog ad(k)]1og ag(k)| <

la’|<|e]

(1—|—|]€|)m1+mz || Z 02 Ca <C3( )(1+|k|)m1+m2—\a|

la’| <[

, kelR"

Esto implica que a°(k) satisface la cota (8.2.7).
Es suficiente con demostrar (8.2.8) para cada sumando alaj, aja) y ajd}. Primeramente

demostraremos la cota (8.2.8) para a’(k)ay(x, k). Usando (8.2.7) para af y (8.2.8) para d)
obtenemos

(L 121107 0~ o )05 )] <
02(0/75/’]\7)(14—‘]{;‘)7@ la—a/ (1—0—‘/{7‘)”“ ||

Cyole, B/, N)(1 4 [k|)mtme=lel g ke R" (8.2.20)

Usando la regla de derivacion de Leibniz para k, derivando respecto a x y (8.2.20) obtenemos

(L+ [z |0dogal(k)ay(z, k)| = (L+ 2V |08 > Coop ad(k)op ab(x, k)| <

|a’|<|e

> Calar'dm)] |(1+ )V |oiop dye. k)| <

@/I<Jal
(1+ ‘k‘)m1+m2—|a\ Z 02(0/,5/,5,]\7)03/ <
lo’|<|a
Cs(a, B, N)(1 + [k|)y™tme=lel - 2 ke R™.  (8.2.21)
Similarmente para a}(z, k)ay(k) se tiene
(L+ 2N |0 0gad(k)ay (z, k)| < Cale, B, N)(L+ [k[)™Fm2=lel 2k e R™ (8.2.22)
Finalmente consideremos a/(x, k)ay(x, k). Usando (8.2.8) para a} y aj obtenemos
(L + [a))N107 0 ay (x, k)|O77 O~ ap(a, k)| <
(1 + |2) ™07 0 d (k)| (L + |2 ) V077 op~ay (k)| <
Cs(e, B/, N)(1 + |k|)mtme=lel g ke R™ (8.2.23)

57



Usando la regla de derivaciéon de Leibniz para k, regla de derivaciéon de Leibniz para x y
(8.2.23) obtenemos

(L+ 2N |0d0pd, (v, k) (x, k)| = (L + =)V [0 D Coo”d)(, k)0* dy(z, k)| <

o’ |<|e|
(L) Y CoCao o i (e, kIOT" 5y dya, k)| <
|| <o
16 < 15|
> CHOn(+ [a) 108 0 a ()| (1+ [2) 102 0 a(a k)] <
o] < e
18 < 18]
(1+ [klymrmelel N~ CRC805(of, B, N) = Cola, B, N)(1 + [k[)™+me=lel (8.2.24)
/] < e
18 < 18]
Esto implica que d/(x,k)a)(x, k) satisface (8.2.8). Por tanto, a'(x,k) satisface (8.2.8) por
(8.2.21), (8.2.22) y (8.2.24). [ ]

Lema 8.2.8 Sea A definido como en (8.1.5) donde el simbolo a(x, k) € S™. Entonces el ope-
rador A esta definido sobre las funciones de prueba u(z) de clase S (IR").

Demostracion: Sea u € S. Por demostrar que para € IN" y N > 0
(1 + |z))N|0P Au(z)| < 0o, 2 € IR™ (8.2.25)

Dado que a(z, k) = a®(k) + a/(x, k) tenemos que

_ e~ *a(x, k) —
Au(z) = (27?)“/ (x,k)u(k) dk
1 —ikz 0 L e~k ol (o k)il — A%(x Ll
(%)n/6 @ (k)a(k) dk + )" / (z, k)i(k) dk = Au(z) + A'u(z)  (8.2.26)

Basta demostrar que A%u y A'u € S.

1) Sean u(k) € S y a®(k) satisface (8.2.7) entonces a°(k)u(k) € S por Lema 1.6.2 inciso 1.
Esto implica que A%y = F~'[a"(k)a(k)] € S por (2.1.18) y (3 3.8). Por tanto A%u € S.

IT) Dado que @ € S entonces |u(k)| < Cpn(1 + |k|)~™ para alguna Cj,, > 0 y usando
(8.2.8) con a = =0y N > n para a(x, k) se tiene

[a(k)a(z, k)| < ComC(0,0, N)(1+ |z))™N, z,k € R" (8.2.27)
Ademés, ya que
0 n—1 d?" [e%}
1 N dy < 7“7</ 1 4 )Nt 2.2
| s ar< [CEte < [T (8.2.28)
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la integral converge si —N +n — 1 < —2, es equivalente a N > n + 1.

Por tanto, el integrando de A’u converge con respecto de x para N > n.

I17) Usando la regla de derivacion de Leibniz, (8.2.8) para a(z,k) con « = 0y u € S
obtenemos para A'u.

<1+|x|>N|aﬁA'u<x>|s% [ X ciiemrorde.nl| iw)a <
16'1<|8]

1
(2m)"

/ S L1+ )P, 8, N)1+ (k)™ k)] dk - <

\B I<I5l

L+ k)™ " CL.C(0,8,N) dk. (8.2.29)

|8"|<l|betal

Dado que @ € S entonces |a(k)| < ||@lomipn (1 + |[k]) "™ PN esto implica

1 dk
L+ eV jora Nlllomeign [ e 2
( + |LUD |8x = (271_)”01(0757 )HUHO, +Bl+N (1+ |]{Z|>N (8 30)
Para N > n, se tiene (1 + |z|)N]0p A'u(z)| < C, € IR". Esto demuestra el Lema. [

Definicion 8.2.9 Sea m € IR. Sea A definido en (8.1.5). Decimos que es A un Operador
Pseudodiferencial de clase A™ si a(x, k) € S™.
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Capitulo 9

Acotacion de Operadores
Pseudodiferenciales

9.1. Prueba de Schur

Teorema 9.1.1 Sean (E, | - ||g), (F\[ - |r) espacios de Banach. Sea S C E denso en E y
T :S — F lineal y continua. Entonces existe T: E — F tal que T lineal, continua y T|g =T.

Demostracion: Para x € E existe z,, € S tal que x,, — . Definamos Ty = lim,, oo Tz, .

I) Demostraremos que el limite existe. Sea ¢ > 0 existe Ne IN tal que ||Tz, — Tz, ||r =
T (zn — zp)||lF < [|T||[|zn — Tm||le < € i n,m > N, ya que x, es de Cauchy y T es lineal y
continua. Esto implica que Tz, es de Cauchy y en virtud de completitud de F' existe y € F
tal que Tz, — y. Es claro que Tz = y.

II)Sean z, » x y z,, — 2. Si Tx, - yy Tz, — y entonces y = y'. Para €/2 > 0 existe
Ne NN tal que ||[Tz, —yllr < e/2y |[T2], — ¢||r < /2 si n > N por hipétesis, de modo que,
| Tz, — Tal||r < |T2,— T 2||p + | T 2 — Tal,||r < e. Esto implica que, T, — Tz, — 0. Por
tanto, y —y’ = 0.

I1]) La Linealidad de T es obvia.

IV) Sea x, — 0 en E. Paran € N existe x,i") € S tal que x,(gn) — @, por densidad de S. Esto
implica, paran € IN existe K/ € IN tal que ||x§€")—xn||E < L sik > K] . Ademas, existe K], € IN
tal que HTmn—Tx,i") |F < %,si k> K/, por definicién de T. Considerando K,, = méx{K’, K"},
se cumple para k > K, ¢ |2 ||z < |2 — 2 ||l g+ || 2 < L+ ||2allp — 0sin — oo. Entonces
T2\ — 0sin — oo. Esto implica || Tz, || p < | Tz, — T2l || p+ | T2 || 5 < 14 1Tz p — 0,
si n — oo. Por tanto, Tz, — 0 si n — oo.

V) Finalmente T|g = T. Para & € S consideremos x, = x, ¥ n € IN entonces Tz =
lim,, oo Tz, = Tx. [ |

Discutiremos la acotacion de los operadores pseudodiferenciales en los espacios Sobolev.
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Definicion 9.1.2 Definamos el operador integral T definido para v(k) € S (IR") como
To(k) = / Tk, Kyo(K) di, k € R™ (9.1.1)

donde T'(k, k") es el nicleo integral.

Lema 9.1.3 Sea el nicleo integral T'(k, k') satisface

/ T(k, k)| dk' < C < 00, k€ R (9.1.2)

/ |T(k, k)| dk < C < o0, K €IR" (9.1.3)
para alguna C > 0. Entonces Tv(k) € L? siv €S y
1Tl 22 < Cv]| c2. (9.1.4)

Demostracion: Haciendo |T(k, k) v(K)| = |T(k,k')|2|T(k, ¥)|2 |v(K)|, usando desigual-
dad de Cauchy y (9.1.2) obtenemos

[To(k)* < ( / [T (k. K Yo (k)] dk’)2 = ( / [T (k, )3T (k, K)o (K)] dk’)2
< ( / Tk, k)| dk’) < / T (k, k’)||v(k/)|2dk/) < c / [T (ke ) Jo (k) di. (9.1.5)

Integrando (9.1.5) con respecto a k y utilizando teorema de Fubini

/|Tv(k)|2 dk < C/ </|T(k,k’)||v(k’)|2 dk’) dk =
< C/ </|T(k,k’)| dk:) lv(k")|* dk'. (9.1.6)
Usando (9.1.3) obtenemos
/|Tv(k)|2 dk < C? / lv(K")|?* dk’ (9.1.7)
esto implica (9.1.4). Lema queda demostrado. n

Corolario 9.1.4 [Prueba de Schur| Con las condiciones (9.1.2) y (9.1.3), el operador integral
T admite extension tinica S a L% como operador acotado T : £ — L2,

Demostracion: Se sigue de (9.1.4) y Teorema 9.1.1 ya que S es denso en £2. [ |
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9.2. Aplicaciéon al Operador Multiplicacién

Lema 9.2.1 [Desigualdad de Peetre] Para cualquier s € IR existe C(s) > 0 tal que

(14 |k|)® s / n
ey S OO+ —F N kK € R™ (9:2.8)

Demostracion: 1) Sea s > 0. Usando desigualdad triangular se cumple 1 + |k| <
L+ |K |+ k=K <1+ ||+ |k—=FK|+|K||k—F|=(1+]|K])(1+ |k— k) esto implica que
(14 |k])® < (14 |k —K'|)*(1 + |K'|)*. Por tanto (9.2.8) para s > 0.

Para s < 0. Basta demostrar que (14 [k/|)7% < (1 + |k’ — k|)~*(1 + |k|)*. En efecto, usando
desigualdad triangular se cumple 1+ |K'| < 1+ |K — k| + |k| < 1+ |k — k| + |k| + |k||F — k| =
(1+ |k —E|)(1+|k|) esto implica que (14 |K'|)~* < (1+ |k'—k|)~*(1+ |k|)~°. Por tanto (9.2.8)
para s < 0. [ |

Consideremos el operador multiplicacion M : v(x) — a(z)v(z) por una funcién prueba

a(z) € S.

Lema 9.2.2 Sea a € S(R"). Entonces M : H*(IR") — H*(IR") es continuo para s > 0.

Demostracion: Por el Teorema 4.2.5 de densidad de § en H? es suficiente demostrar la cota
la(z)u(z)]ls < Cls)llu(@)]ls, veS. (9.2.9)

Por Definicion 4.1.1
la(z)u(@)||Z = [|(1 + |k])* Flau] (k)| 2. (9.2.10)

Usando la transformada de Fourier para a(x)u(x), la transformada Inversa de Fourier y Teo-
rema de Fubini obtenemos

Flau)(k) = /6ikxa(x)u(:)s) dx = /e“‘“a(gy) ((2710” /e—ik’mﬁ(k/) dk’) dr —
(271T)n / </ K7 4 () da?) u(k") dk' = (2710n /a(k—k’)a(k:’) dk'.  (9.2.11)

Esto implica que (9.2.10) es de la forma

1
(2m)"

la(z)u(z)]Z =

(1 + |k|)s/&(k — KNa(kK') dk'|| 2. (9.2.12)

Asi, la cota (9.2.9) puede ser escrita en la forma

1L+ Vf\)s/d(k — K)a(k') dk'|| 2 < C(s)II(1+ [K])*a(k")] 2 (9.2.13)
denotando v(k’) := (1 + |K|)*a(k'), reescribimos (9.2.13) como
S ~ / /U(k,> / ~ /
[I(1 + [~]) /a(k‘ —k )m dk'|| 2 < C(s)[|o(K) || 2. (9.2.14)
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Esta cota es equivalente para acotacion en £2 del operador integral con nucleo integral
s alk — k) (1+|k|)®
(1+[&])* (L4 [K])s
Basta demostrar las acotaciones (9.1.2) y (9.1.3) para (9.2.15). Ya que a@ € S existe Cx > 0

tal que |a(k — k)] < C(N)(1 + |k — K'|)~" para cualquier N > 0. Usando la desigualdad de
Peetre (9.2.8) obtenemos de (9.2.15)

1S(k, K| < C(s)Cn(1+ |k — K|)lI7N, (9.2.16)

Considerando |s| — N < —n se obtiene (9.1.2) y (9.1.3) para T'(k, k") = S(k,k’). Usando la
Prueba de Schur (Corolario 9.1.4) obtenemos la acotacion del operador integral con el nicleo
S(k, k). Esto prueba el Lema. n

S(k, k) = (1+ |k|) = a(k — k) (9.2.15)

9.3. Acotaciéon de Operadores Pseudodiferenciales

Teorema 9.3.1 Sean m € R y A € A™ definido en (8.1.5). Entonces Au € S(R") si u €
S(IR") y para s € R eziste C(s) > 0 tal que

[Aulls—m < C(8)l|ulls- (9.3.17)
Demostracion: I) Usando Definicion 8.2.1, reescribimos a Au como
Au(z) = Au(z) + Au(x, k) =

1 —ikx 0(1.\ 7 1 e~k o/ (0 Vil . n
W/e a”(k)a(k) dk + (%)n/ (z,k)a(k) dk, =€ R".  (9.3.18)

Es suficiente con demostrarla cota (9.3.17) para cada término.
IT) Por Definicion de A% se tiene que F[A%](k) = F[F~[a%a)](k) = a®(k)a(k). Ademas,
dado que a’(k) satisface (8.2.7) se tiene que |a®(k)| < C'(0)(1 + |k|)™ con o = 0. Por tanto
1A = 11+ [K) ™ F[A](K)ll 2 = (1 + k)0 ]2 <
CONA+ k) allz2 = CO)Julls. (9.3.19)
IT) Demostremos que A'u € L'. En efecto, usando (8.2.8) con 3 = a = 0 tenemos

ld'(z, k)| < C(N)(1 + |z|)~N(1 + |k|)™ para N > 0. Ademés ya que @ € S entonces |i(k)] <
C(M)(1+ |k|)™ para M >0y

/' (z, k)a(k)| < C(M)C(N)(1 4 |2|)™N (1 + |k))™ M. (9.3.20)
Esto implica que

(271T)n / e~k (z, k)a(k) dk| <

C(N)C(M)(1 + |:17|)_N/(1 RN M dk < CL (N, M)(L + |2]) Y (9.3.21)

|A'u| = ‘

1
(2m)"
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tomando M suficientemente grande tal que m — M < —n. Por tanto, (9.3.21) implica que
A'v € L' para N > n. Aplicando Lema 3.3.2 y Teorema de Fubini se obtiene

FLAW] (k) = / e Au(z) do — / e (ﬁ / 20! (o, K YK dk’) dx
= (2710” / < / e Bk ! (2 k) dx) a(k') dk’ = (2710” / d(k—K Kak') dk'. (9.3.22)

I1T) Usando la Definicién de norma de Sobolev para A'u y (9.3.22) obtenemos

[A Ul smm = [[(L 4 [R))* ™ F[Au)(F) |2 = (271T)” (1+ Ik‘l)s_m/a'(k — K, K a(k")dk’

EZ

SR L Na(k) di
- (2n)m / 1+ [K])® (k=K KA+ [K'])a(k) dk
1

- o / Sk, K )o(K) di

£2

(9.3.23)
E2

donde S(k, k') = Liilsa/(k — K, k') y o(k') = (14 [F])*a(K).

IV) Demostraremos que S(k, k") satisface las cotas (9.1.2) y (9.1.3). En efecto, ya que
a'(k — K| k') satisface (8.2.8) se tiene que

&' (k— K K < CIN)1+ |k —=K|)NA+ K™, N>0. (9.3.24)
Usando las desigualdades (9.3.24) y de Peetre con s —m en vez de s para S(k, k') obtenemos

(1+ [k
(L+ [K])®
(LA [k
T ey
(LA [k
(L+[K])s=m
< C(N)(1 + |k — K|)~NFls=m (9.3.25)

|S(k> kj)| d/(k - k,> k/)
(14 [k — KDY+ K™

C(N) (1+ [k — &)™

Esto implica que
/|S(k:, K| dk < C(N)/(1+|k:—k:’|)‘N+|s‘m|dk: < Ci(N), si =N+|s—m|< —n (9.3.26)
y

/|S(k:, )| did < C(N)/(1+|k—k:’|)‘N+|s‘m|dk:’ < CW(N), si —~N+|s—m| < —n. (9.3.27)
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V') Finalmente, usando Lema (9.1.3) en (9.3.23) y que v(k’) = (1 4 |K|)*au(k") obtenemos

!/ 1 / / /
4o = s | [ SRR < CoN el
(2m) £2
= C3(N)[[(1+ [K]) a(k)|c2
= Csllulls. (9.3.28)
Esto implica que A’y cumple la cota (9.3.17). Lema queda demostrado. [ |

Corolario 9.3.2 Sean m,s € R y A € A™ definido en (8.1.5) para uw € S. Entonces, para
cualquier s € IR, el operador A se extiende a un operador H® — H*™™ y es continuo.

Demostracion: Esto se sigue del hecho que S C H*® es denso en H® (Teorema 4.2.5) y
(9.3.17). [ |
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Capitulo 10

Composicion de Operadores
Pseudodiferenciales.

Lema 10.0.3 Sean k, k' € R", m € IR, N > 0. Entonces para M > 0 suficientemente grande
existe C' > 0 tal que

/n [/1(1 — N4 K+t (ke — k’)\)m—th} (1+ k=K N "Mdk < C(1+K])™ N, (10.0.1)

Demostracion: Separando la region de integracion de la manera siguiente
L |k—=K|<|K|/2
2. |k—=FK|>|K|/2.
Para 1., tenemos que existen C,Cy > 0 tales que
CLI+ NN <A+ K +tlk—K))" N < Co(1 4+ |K )™ N (10.0.2)
yva que para t € [0,1] 1[K'| < |k + t(k — k)| < 2|K'|. Multiplicando por (1 —¢)V~! la segunda
desigualdad de (10.0.2) e integrando con respecto de t obtenemos

1
/ (1= N1 4 | + £k — K))™Ndt < Cy(1 + [I])™Y.
0

Multiplicando esta desigualdad por (1 + |k — k')~ e integrando con respecto de k en la
region 1., obtenemos

1
/ U (1= 11+ [k + t(k — k)™ dt} (1+ [k — KM gk <
lk—k'|<|k’|/2 LJo

(1+ |k —KDVMdk < Cs(1 + |k’\)m—N/ (1+ |k —KDV"MdE <

n

cat+ = [

k=K |<|K]/2
Cy(1+ |K'))™ N,
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va que [(1+4 |k —K|)N"M dk < C para N — M < —n. Por tanto, se cumple (10.0.1) para 1.
Para 2., dado que |k + t(k — k)| < |K| + |t||(k — k)| < 3|k — K’| entonces

(1+ K +t(k—E))™ N < '+ [k —K)m=N, (10.0.3)

Multiplicando esta desigualdad por (1 —¢)¥~! e integrando con respecto a t obtenemos
1
/ 1=tV YA+ | +tk =)™ Ndt < C"(A + |k — K|)m=N.
0

Sea M tal que
lm — N|+ N —-M+n <0. (10.0.4)

Multiplicando por (1 + |k — k'|)¥~* e integrando con respecto a k en la regién 2., obtenemos

1
/ U (1= A+ K+t — K™Y dt] (1+ |k —KDN"Mak <
|k—k'|>|k'|/2 LJO

Cy / (1+ |k — K|)m-NEN=M gp. — Oy / (1 4 )= NHN=Mpn=1 g, —
ok |>[47] /2 I#)/2

< 04(1 + T>|m_N|+N_M+n|TI§’\/2

_ 05(1 + |k/|/2)\m—N\+N—M+n

donde la interal converge por (10.0.4). Por tanto, la integral (10.0.1) esta acotada por Cy(1 +
|K'|)™=N si M satisface que |m — N|+ N — M +n <m — N. u

Consideraremos la composicion de operadores diferenciales A; y A, de clase A™ y A™2
respectivamente.

10.1. Teorema de Composicion.

Teorema 10.1.1 Sean a;(z,k) y as(x, k) simbolos de los operadores diferenciales Ay y As
pertenecientes a las clases S™ y S™2 respectivamente. Entonces, el operador A = Ay As perte-
nece a la clase A™ ™2y el simbolo a(x, k) admite expancion asintdtica (generalizacion de la
formula de Leibniz)

alw, k) = 3 S 00 a (2, K)3Ras(z, k). (10.1.5)

[v>0 v

Discutamos el significado de la expansion asintotica (10.1.5): por definicion, para cada
N > 0, la expansion finita se cumple

N-—1
a(e. k) = 3 %(i@k)”’al(:c, ) as(x, k) + Ry (, k) (10.1.6)
lv>0 *

donde el residuo Ry pertenece a la clase S™1+m2=N,
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Consideremos las propiedades de todos los términos en la expansion asintética. Usando
Lema 8.2.5 tenemos que para a € IN", (i0y)a; (7, k) pertenece a la clase S™ Il y 9%y (x, k)
pertenece a la clase S™2. Por tanto,

(i10)ay (z, k)0%ay(z, k) € Smtme=lal (10.1.7)

por Lema 8.2.7.

10.2. Composicion de Operadores Diferenciales.

Sean A; y Ay operadores diferenciales en dimension n =1 :

Au(z) = Z Ao, ()03 u(z), 1=1,2. (10.2.8)

a<my

La composiciéon A = A; A, es:

Au(z) == A1 Aqu(x) = Z 10, ()00 [0, ()00 u(x)]. (10.2.9)

Obviamente A es un operador diferencial. Usando regla de derivacion de Leibniz tenemos

Au(z) = Y ara, ()Y ( ‘f‘yl )8;a2a2(:c)8§2+°‘1_7u(x). (10.2.10)

a; < my v<a1
g < My

Usando (8.1.6) obtenemos el simbolo de la composicion

a(z. k)= > a1 (2) Y < ijl )a;am(x)(—zk)awl—v. (10.2.11)

a; < my y<ai
g < My

Demostraremos que el simbolo de (10.2.11) es de la forma (10.1.6). Usando (—ik)*™7" =

(a ! (10, )7[(—ik)?], intercambiando el orden de la suma, la suma de las derivadas es la derivada
de la suma obtenemos

a(z, k) = > aw, (@) Y (C;l )8;a2a2(x)(—ik)°‘2+a1‘7

a;p <my v<o
[6%) < mo

= E E z@k alal E 8 agaz )
v<oq a1 <m1 az<mgy

68



= Z l(lak)w Z (_ik>ala1a1(x>8; Z CL?az(x)(_ik)aQ

!

v<a1 a1 <my as<msa
mi 1
= > —(i0k) ar(z, k) as(w, k). (10.2.12)
v<ag T

con ay(z,k) =D . < Goy (T)(—3K) y az(w, k) = D, <1, @20, (2)(—1k)*2. Por tanto, el sim-

bolo de A coincide con (10.1.6) con N —1 = mq, y Ry = 0 ya que (i0;)"a1(z, k) = 0 para

v > my. |
Ahora demostraremos (10.1.6) para operadores pseudodiferenciales A; y As.

10.3. Composicion de Operadores Pseudodiferenciales.

I) Sea v € S(IR"). Por definicion de operador pseudodiferencial (8.1.5) para A; As tenemos

1
(2m)"

Ay Asu(z) = / e ay (2, k) Ayu(k) dk. (10.3.13)

Dado que as(x, k) = ad(k) + ay(z, k) tenemos que Ay Asu = A1 Au + Ay Ayu donde AJu(x) =
- /e_ikxag(k)ﬁ(k) dk y

@n"

() = (2710” / el (2 Kya(k) dk. (10.3.14)

Es suficiente con demostrar (10.1.5) para cada término.
IT) Consideremos el término A; AS. Dado que AJu(k) = a3(k)u(k) obtenemos para A; Au

1

A Adu(z) = G

/e—““‘al(x, k)a3(k)a(k) dk. (10.3.15)

Esto implica que A;AY es un operador pseudodiferencial con simbolo a°(z, k) = ay(x, k)a(k)
por Definicién 8.2.9 y (8.1.5). Demostremos que a°(z, k) tiene la forma (10.1.5). Para v = 0,
(i0k) a1 (z, k)Y aS(k) = ay(z, k)ad(k). Para |y| > 0, 9Ja3(k) = 0. Por tanto, a’(x, k) cumple
(10.1.6).

I17) Nos queda estudiar el término A; A :

1

Ay Abu(z) = @n)

/e—““‘al(x, k) Abu(k) dk. (10.3.16)

Calculemos el simbolo de la composicién A; A5. Primeramente calculemos la transformada de
Fourier de Ayu. Usando la definicion de Aju en (10.3.14), aplicando la transformada de Fourier

69



a Alu, Teorema de Fubini y usando que aj(x,.k") decrece rapidamente con respecto a = por
(8.2.8) obtenemos

Abu(k) = / etk ( (271r)” / el (x, K Ya(K) dk:’) dz

_ ﬁ/(/e(k ¥l () k’)d)ﬁ(k’)dk’

- ﬁ / dy(k — K KYa(k') dk'. (10.3.17)

Para ay(z, k) existe C' > 0 tal que
lai(z, k)| < C(1+ |k|)™ (10.3.18)
por Lema 8.2.2 con o = 0. Para M, > 0 existe C'(Ms) > 0 tal que
ldy(k — K k)| < C(My)(1+ |k — K|)™2(1 4 |K/])™ (10.3.19)

por Lema 8.2.3. Dado que u € S, entonces para M; > 0 existe C'(M3) > 0 tal que |a(k')| <
C(M3)(1 + |K'|)~™2. Usando (10.3.18), (10.3.19) obtenemos

le™*%ay (@, k)ay(k — K, K)a(k')| < CC(Mp)C(Ms)(1+ [k[)™ (1 + [k — k) ~M2(1 + [k~
Dado que (1 + [k])™ < C(my)(1 + |k — K'|)™I(1 + |K'|)™ por Desigualdad de Peetre (9.2.8)

obtenemos

o™ ay (x, k)a's(k = KK )a(k)| < O(May My)(L+ [K])™ (1 + [k — K™ =Me (1 4 k[
= (M2,M3)(1—|—|k‘ k|)|m1| M2(1+|k/|)m1+m2 Ms

Esto implica que e=*a, (x, k)a/s(k — k', k') (k') es sumable con respecto a k y & si |my| —

My < —n'y my +mgy — M3 < —n. Por tanto, usando (10.3.16), (10.3.17) y el teorema de Fubini
obtenemos

; 1 ke T
Ad(e) = / e~ *2q, (o, k) ADu(k) dk

_ (;m / e hq, (2, k) (ﬁ / ab(k — K, K)a(k) dk’) dk
_ (;T)n / ( (2i)n / e *a, (z, K (k — K, k) dk;) a(k) dk’
_ (;m / emik's < (2;)n / iR 0 (o BV (k — K, k) dk;) a(k') di.

Por Definicion 8.2.9 tenemos que el simbolo del operador pseudodiferencial A; A} es

1
(2m)"

d(x, k) = / e K70 (2 K)ab(k — K, K) dk. (10.3.20)
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Demostremos que el simbolo a'(x, k") esta bien definido. Usando (10.3.18) para a;(z, k),
(10.3.19) para a)(k — k', k') y desigualdad de Peetre (9.2.8) obtenemos

jar (2, k)ay(k = K, k)| < CO(My)(1+ k)™ (1+ [k = K|) 72 (1 4 [K/|)™
C(Ma, ma)(1+ [k = KDL K™ (L [k = k)M (L4 K] =
C(My, ) (1 + [k — K/ ImI=M2 (14 |5 mctme,

Esto implica que a;(z, k’)aAé(k;—k’, k') es sumable con respecto a k siempre que |m;|—My < —n.
Por tanto a'(x, k) esta bien definido.

IV') Demostremos que el simbolo a'(x, k') satisface (10.1.5). Dado que a4 (x, k) es un simbolo
de clase S™ entonces a; € C®(IR*"). Por esto a;(z, k) acepta la siguiente representacion en
series de Taylor con respecto a k y centro en k' :

N-1
1
ar(w,k) = =Oar(x, k) (k= k) +ry(e, kK (10.3.21)

v1=0
donde el residuo ry(z, k, k') es representado en la forma de Cauchy

1

? {/1(1 - t)N—lglzal(:L” K+ t(k—K)) dt| (k— k). (10.3.22)

ry(z, k, k') = Z

lyI=N
Reemplazando (10.3.21) en (10.3.20) obtenemos

N-1

d(z, k) = ( Qi)n %8,;%1(@ k') / e R (e — kYl (k — KK dk
lyl=0 "
+ (21> / e Ky (2 ke Kl (k — K K) dE. (10.3.23)
T n

Demostremos que el primer sumando en (10.3.23) coincide con la suma finita de (10.1.5).
Dado que para N > 0 existe C'(N) > 0 tal que |ah(k—k, k)] < C(N)(1+|k—K|)"N(1+]|k])™
por Lema 8.2.3 y claramente |(k — k')7| < Clk — K|l < C(1 + |k — k'|)! obtenemos que

((k — k) ||da(k — K K| < C'(1+ |k — K) NI 4 |K])™=. (10.3.24)

Esto implea que (k — k')as(k — k', k') € L'(IRE) si —N + |y| < —n. Usando Lema 3.3.2,
(3.3.11) y Lema 3.4.1 tenemos

1
(2m)"

/ e T (WY ok — K K) d = (i0,) F ) (2, k) = (i0,)dy(w, k). (10.3.25)

Esto implica que el primer sumando de (10.3.23) coincide con la expancion finita de (10.1.5).
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V) Nos falta demostrar que Ry(z, k') € S™ ™2~V donde

1
(2m)"

Ry(z, k) = / em = T (e ke K al o (K — K K'Y dk. (10.3.26)
Representemos Ry(z, k') = R(K) + Ry (x, k') donde R (k) = 0y Ry(x, k') = Ry(z, k).
Obviamente R (k') satisface (8.2.7). Basta demostrar que Ry (z, k') satisface (8.2.8) para Ny >
0, a, B € IN".

Supongamos que N; = 0y a = 3 = 0. Claramente |(k —&")7| < |k — k'[P < (14 |k — KN
Por Lema 8.2.2, para o € IN" existe C' > 0 tal que |0} a1 (z, k' +t(k — k)| < C(1 + |k + t(k —
k"))~ asi obtendremos para ry(x, k, k') de (10.3.22)

vk ) < S = [/0 (1 — O Y ar (z, K + t(k — &) dt] (k- k)| <

=T’

<> % Mlu —NTCA A+ K 4tk — k)™ dt] (1+ [k = KM

[vI=N

=’ {/1(1 — t)N—l(l —+ ‘]{;’ + t(/{: _ k/))ml—N dt:| (1 + V{? . k/|)N (10.3.27)

Por Lema 8.2.3, para M, > 0 existe C(My) > 0 tal que |ay(k — K, k)| < C(Ma)(1 + |k —
K'|)=2(1 + |K'|)™2. Usando (10.3.27) y Lema 10.0.3 tenemos

Ry(e, k) < C / (b K|k — KK di

IN

1
Ci(1+ W|)m2/ U (1 =N+ K +t(k — K™ Nat| (1+ |k — KN dk
0

Esto implica que R/ satisface (8.2.8) para N; =0, « = 0 = (. Para los demas parametros se
demuestra similarmente. Teorema demostrado. [ |
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Capitulo 11

Regularizador de Ecuaciones Elipticas.

11.1. Operadores Elipticos.

Sea A operador diferencial parcial con coeficientes variables:

Au(z) = Z Ao ()0%u(x) (11.1.1)

laf<m

cuyo simbolo es

a(z, k) = aa(z)(—ik)". (11.1.2)

laj<m

En la seccion siguiente, estudiaremos las cuestiones de existencia, unicidad y suavidad de
la solucion u(z) para la ecuacion diferencial parcial en IR".

Au(z) = f(z), =€ IR" (11.1.3)
para operadores Elipticos y Fuertemente Elipticos.

Definiciéon 11.1.1 1. Decimos que un operador diferencial A es Eliptico de orden m si
existen R,c > 0 tales que

la(x, k)| > c(1+ |k])™, |k| >R, z,ke€R". (11.1.4)
2. Decimos que A es Fuertemente Eliptico de orden m si existe ¢ > 0 tal que
la(xz, k)| > c(1+ |k|)™, z, ke R" (11.1.5)

Lema 11.1.2 Sea V(xz) € S(IR™). Entonces el operador de Schrodinger —A + V(x) — E es
eliptico de orden 2 para E € C.
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Demostracion: Demostremos que existen R,c > 0 tales que |a(z, k)| := ||k]*+V (z) — E| >
c(1+ |k|)?, |k| > R, x € R™. Dado que V(z) € S(IR") existe C; > 0 tal que |V (z)| < C4, = €
IR" asi tendremos que |V (z) — E| < |V (2)| + |E| < C) + |E| =: C,, z € R"™.
Dado que

lfm IR —C _

k=00 (|| +1)2
existe R > 0 tal que

1
[k[* = Co > S(L+ |k])*, para [k > R.

Usando esta desigualdad obtenemos
1
la(x, k)| > |k]* — |V (2) — BE| > |k = Cy > 5(1 + k)%, |k| > R, x,k € R™ (11.1.6)

De aqui obtenemos que a(z, k) satisface (11.1.4) con ¢ = 1 para z € IR", |k| > R. Por tanto,
el operador de Schrodinger es eliptico de orden 2. [ |

Lema 11.1.3 Sea V(z) € S(IR") con V' > 0. Entonces el operador de Schrodinger —A +
V(z) — E es fuertemente eliptico de orden 2 para

1. E<0.
2. E€C\R".

Demostracion: 1. Ya que V(z) > 0, |a(z, k)] == [k +V(z) — E > |k|*? — E > c¢(1 +
|k|)?, z,k € IR". por (7.0.10). Por lo tanto, el operador de Schrodinger es fuertemente eliptico
de orden 2 para E' < 0 segun (11.1.5).

2. Sea E = Ey +iFy € C\ R". Para E; = 0 la afirmacion esta demostrada en 1. Falta
demostrarla para |Es| > 0. En este caso tenemos

la(z, k)| > [Ima(z, k)| = |E2| >0, z, ke R". (11.1.7)
Por otro lado,

la(z, k)| = ||k|* + V(z) — By —iEy| > ||k]? + V(2) — Ey| > ||k|* — Ey|, o,k € IR" (11.1.8)

dado que V(z) > 0, x € IR". Ya que limy_ % = 1 entonces existe R > 0 tal que

||k|* — Ey| > 3(1 4 |K[)?, |k| > R. Usando (11.1.7) obtenemos

|E2| 2 2 n
la(x, k)| > |E2| > m(l + k) =ca(l+ k)" k| <R, z,keR (11.1.9)
dor;de 6= %. Por tanto (11.1.5) se cumple con ¢ = min{3, %} Lema queda demos-
trado. u
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11.2. Propiedades de a .

Lema 11.2.1 Sean P(k) = >, <, @k y Q(k) = 3754, bgk? polinomios con as,bs € C y
qg—p =r > 0. Supongamos que Q(k) # 0, k € IR". Entonces para v € Ny se cumple

Pk) | _ Pi(k)
o [W} = Qll(k) donde

1.

Q1(k) = Q(E)YM para algin M € IN, (11.2.10)

deg Qy — deg Py > r + |]. (11.2.11)

Demostracion: Induccion sobre |y|. Para 7 = 0 es evidente. Supongamos que se cumple
para || = . Entonces

P(k)} Py(k)
0] { = 11.2.12
Flaw] T am S
con deg P, = py y deg Q1 = qu,
Qi(k) = QM (k), para algin M € IN, (11.2.13)
y
G —p1 =71+ (11.2.14)
Sea ;3 = v+ ¢; donde ¢; = (0,...,0,1;,0,..,0) con 1 esta en el i-ésimo lugar, i = 1,...,n.
Derivando gi((lz)) con respecto a k; obtenemos
am [P(k)} _a. {Pl(k)} _ O Pr(k) - Qu(k) — Pu(k) - 01 Qu(k) _ Pa(k)
" LQM) "L @1(k) Q1 (k)? Q2(k)

Obviamente, Q2(k) = Q(k)*" con deg@s = 2¢; y deg Py < p; — 1 + ¢;. Esto implica que
deg@Qy—deg P, > 2 —p1+1—qg>qg+1—pi=r+y+1=r+|y|+1por (11.2.14). Por
tanto se cumple (11.2.14) para |y| = vk + 1. Lema queda demostrado. u

Corolario 11.2.2 Sea a(z, k) := <., @a(2)k fuertemente eliptico de orden m con a, €
Cy(IR™). Entonces

) la(wl, k)} ‘ <CA+ k)™ P 2 keR" ~veN,. (11.2.15)
Demostracion: Sea ) Pl k)
o) la(x’ k)} = 6.5 (11.2.16)
con deg P =p y deg @ = ¢. Ya que a, € Cp(IR"), a € INy tenemos
|P(z, k)| < C(1+ |k)P, z,ke€R" (11.2.17)
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Usando definicion de a(x, k), Lema 11.2.1 y el hecho que r = dega — 0 = m obtenemos
p<qg—m-—|y|. (11.2.18)

De aqui
|P(z, k)| < C(1+ k)™M, 2,k eR" (11.2.19)

por (11.2.17). Ademas Q(xz, k) = a(z, k)M para algin M € INy por Lema 11.2.1. Obviamente
g = mM. Esto implican que

1Q(z, k)| > c(1+ [k)™ = c(1 + |k, z,kcIR" (11.2.20)

ya que a(z, k) es fuertemente eliptico. Y ahora (11.2.19) y (11.2.20) implica que

‘Sg ’]3‘ < O+ TP k) = Co(1+ ), 0,k € TR
donde C} = C/c. Esto concluye la demostracion. |
Lema 11.2.3 Sea a(z, k) := <., @a(2)k® fuertemente eliptico con
ao(z) = a +d (z), a, €S, a € C. (11.2.21)
Entonces a®(k) := ngm ank® es fuertemente eliptico, es decir,
a’(k) #0, k€ R" (11.2.22)

Demostracion: Usando (11.2.21) reescribimos a a(x, k) como

a(z k) =a(k) + Y dl,(z)k" (11.2.23)

|| <m
Supongamos que existe kg € IR" tal que a®(ko) = 0. De aqui a(z, ko) = > jal<m @a(T)kG . Por
(11.2.21), 37, <, a0 (z)k§ — 0 para |k| — oo. Esto implica que a(z, k) no satisface (11.1.5),
contradiciendo la suposicién. Por tanto, a’(k) es fuertemente eliptico. [ |

Lema 11.2.4 Sea a(z, k) := 3, <, @a(x)k®* € S™ fuertemente eliptico de orden m que cum-
ple (11.2.21) y (11.2.22). Definamos

r(z, k) = k) ro(k) = 08) (11.2.24)
! 1 1 —a'(x, k)
r'(x, k) = k) W = TR az ) (11.2.25)
Entonces
100r0(k)| < C(y)(1+ k)™ M ke R" (11.2.26)
’ (14 [x)M020)r" (2, k)| < C(y, B, N)(1 + [k|)™™ M 2,k € R". (11.2.27)
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Demostracion: 1) La desigualdad (11.2.26) se sigue de Corolario 11.2.2 y Lema 11.2.3.
IT) Demostremos que

O (e, )| < CY)(A+ k)™ P 2,k € R™ (11.2.28)
Usando (11.2.21), (11.2.22) y (11.2.24) tenemos
'(z,k) =0, |7| > R. (11.2.29)

Esto implica que (11.2.28) se cumple para |z| > R, k € R".

Dado que dega’ < m, dega® = m por definicion de a® y dega = m por definicién de a
implica que deg(aa®) — dega’ > m.

Ahora, Lema 11.2.1 implica que

Pl(l’ k’)
O (z, k)] = =D 11.2.30
(e ) = e (11.230)
con
@ —p>m+ ] (11.2.31)
donde ¢; = degQ1, pr =deg P y
Q1(z, k) = (a(z, k)a®(k))M, para algin M € IN. (11.2.32)

Notese que los coeficientes de los polinomios P (z, k) y Q1(z, k) son acotados ya que los coefi-
cientes de a(z, k) lo son. Esto implica que

|Py(z, k)| < C(1+ k)P, x| < R, ke R™. (11.2.33)
Por otro lado,
|Q1(x, k)| > c(1+ k)", |z| <R, z,k € IR" (11.2.34)

por (11.2.32) ya que a y a® son fuertemente elipticos. Entonces de (11.2.30), (11.2.33) y (11.2.34)
obtenemos (11.2.28) para |z| < R. Por tanto, (11.2.28) se cumple para z, k € IR".

I17) Demostremos (11.2.27).

1. Demostremos que para € INj si

Py(z,k) Ps(z, k)
0° { ! } = 11.2.35
Qe k)| ~ Qulah) (11.235)
entonces
B—Ps=q —M (11.2.36)

donde deg Ps = ps, degQp=qsy
Qs(z, k) = [a(x, k) - a®(k)]™?, para algin Mg € INy. (11.2.37)

Demostremos por induccion sobre |3|. Para f = 0 es obvio. Supongamos que (11.2.36)
se cumple para |3| = fy. Demostremos (11.2.36) para |G| = Sy + 1. Sea ' = [ + ¢; donde
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e1i = (0,...,0,1;,0,...,0) con 1 en el i-ésimo lugar, i = 1, ..., n. Derivando (11.2.35) ambos lados
respecto a x; obtenemos

9° |:P1(:L', k):| -9 |:P5(£L', k):| _ [axipﬁ(l” k)] 'Qﬁ(l', k) _PB(Ia k) - [aleﬁ(l’, k)] _. Pﬁ'(z’ k)
Tl k)] T Qs k) Q5(x, k) Qp(w k)

Sean pg = deg Py y qpr = deg Qz. Obviamente gg = 2¢q3 y pp < qp + pg. Esto implica

g —Pp =4 — P = 41 — P1

por la hipotesis de induccion. Por tanto (11.2.36) se cumple para ('
2. Para |z| > R, la desigualdad (11.2.27) se cumple por (11.2.29). Demostresmos (11.2.27)
para |z| < R.
Por (11.2.30) y (11.2.35) tenemos
Dy(, k)

200wl = [ P8 < Cu s v, b < RkeRT (1238)
B\Ls

ya que Qg(x, k) es fuertemente eliptico por (11.2.37) y los coeficientes de Ps(x, k) son acotados
para |z| < R. Esto implica que

07007 (2, k)| < Cr(y, B)(L+ k)™, |2 < R,k € R
por (11.2.31) y (11.2.36). Finalmente
0700 (2, k)| < Cr(B,7, N)(L+ )™M (L + k)™, Ja| < R, @,k € R

donde Cg(v, 3, N) > Cgr(7,8)(1+ R)". Por lo tanto se cumple (11.2.27). Lema queda demos-
trado. [ |

Corolario 11.2.5 Sea A € A™ operador pseudodiferencial fuertemente eliptico de orden m
con simbolo a(z, k) que satisface (11.2.21) y (11.2.22). Entonces el operador pseudodiferencial
R con simbolo r(x,k) = a(x,k)~" pertenece a la clase A™™, de modo que R : HS™™ — H® y
continuo.

Demostracion: Dado que r(z,k) € S~ por Lema 11.2.4 y Definicion 8.2.1 implica que
R € A7 por Definicion 8.2.9 y (8.1.5). Por tanto R actua de H*~™ — H*® y es continuo por
Corolario 9.3.2. ]

11.3. Regularizador.

Sean A € A™ operador pseudodiferencial fuertemente eliptico de orden m con simbolo
a(x, k) que satisface (11.2.21) y (11.2.22) y R operador pseudodiferencial con simbolo r(z, k) =
a(z,k)~!. Definamos el operador composicion C' = RA con simbolo

o k) = S (00w, k) ala, k) (11.3.39)

|
[v>0 T
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que se entiende en el sentido (10.1.6) y los operadores pseudodiferenciales C,, ~ € INj con
simbolos

o (k) = %(z’ak)vr(x, Ba(z, k), v € NI, (11.3.40)

Lema 11.3.1 1. Los simbolos ¢, € S™ para |y] > 1.

2. Para cada N > 0 existe Ry(x,k) € S™V tal que

clz, k) = Z_: cy(z, k) + Ry(x, k) (11.3.41)

1720
y el operador Dy con el simbolo Ry pertenece a A~N.

Demostracion: 1. Ya que r(z,k) € S~™ por Corolario 11.2.5 entonces ¢, € C~1! por
(10.1.7). Por tanto, ¢, € S~ por Observacion 8.2.4 ya que |y| > 1.

2. El desarrollo asintotico (10.1.6) aplicado a (11.3.39) implica que para N > 0 existe
Ry € S7V tal que (11.3.41) se cumple. Esto demuestra la afirmacion 2. u

Lema 11.3.2 Sea s € R. Definamos A* : H* — L? operador pseudodiferencial con simbolo
w(k) = (14 |k[*)*/? como

Au(z) = F w(k)a(k)], € R", ue H*. (11.3.42)
Entonces A° es isomorfismo.

Demostracion: 1) Demostraremos que A*u € L2 si u € H*. Por Definicion 4.1.1 tenemos
(1 + |k|)*a(k) € £% Entonces (1 + |k|?)*/2u(k) € L2 por Corolario 4.2.3 con a = 0. Por tanto,
por el Teorema de Parseval (Teorema 3.3.3), Au € L2

IT) Linealidad de A® es obvia.

I17) Continuidad de A®. Basta demostrar que existe C'(s) > 0 tal que

|A°ul|z2 < C(s)||ulls, we H® selR. (11.3.43)
Usando (3.3.12) y (4.2.12) con o = 0 obtenemos

AUl g2 = [P w(kR)a(k)]l| c2 = [[w(k)a(k) ||z < C()II(L+ [k a(k)| ez = Cs)lull,-
(11.3.44)
Por tanto, A® es continuo.
IV') Demostraremos que A~* esta bien definido, es lineal y continuo.
Sea u € £%. Dado que w™! € & por Lema 1.6.2 y (k) € £L? C & implica que ﬁﬁ(k‘) ed§.
Por tanto, F_l[ﬁﬂ(k)] € &' por Definicion 2.2.2.
Usando Definicion 4.1.1, desigualdad (4.1.11) y (3.3.12) obtenemos

IA=ully = |1+ kD (X + [k2) 7 a(k) |2 < Cr(s)[[alk)llez = Cols)[Jull ez (11.3.45)
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Esto implica que A=*u € H*. Por tanto, A=* : £2 — H* esta bien definido. La linealidad
obviamente y la cota (11.3.45) muestra que A~* es continuo.

Demostremos que A™* es el operador inverso de A°. Usando sucesivamente la Transformada
de Fourier Inversa obtenemos

ASA™[u]] = F7U(L+ [K2)*2A=5a) = (1 + [k[2)*/2(1 + k) ~/%a) = F7'[d] = u.

Esto implica que A® o A=* = [ y similarmente A™° o A®* = [. Lema queda demostrado. [ ]
Comencemos con la definicion de “Regularizador” R de un operador A el cual es el concepto
central de la tesis por que es el “casi inverso” de A en el siguiente sentido.

Definicion 11.3.3 Sean m,s € IR. Un operador R es llamado Regularizador del operador
Ae A™ s
I. R e A™™ operador pseudodiferencial.
II. RA=1+T yAR=1+T, donde T,T € A~! operadores pseudodiferenciales.
III.T:H — H® y T : H — H*! son operadores compactos.

Teorema 11.3.4 Sea A € A™ operador diferencial fuertemente eliptico de orden m con sim-
bolo a(x, k) que satisface (11.2.21) y (11.2.22). Definamos el operador R como

1 . ~
RI@) = G / (o k) f (k) dF, @ € R (11.3.46)
donde el simbolo es
r(z, k) = a(z, k)™, z,k€R" (11.3.47)

Entonces R es el reqularizador de A.

Demostracion: Sean A € A™ operador diferencial fuertemente eliptico de orden m con
simbolo a(x, k) y R definido en (11.3.46).

1. Por Corolario 11.2.5 tenemos que R € A™™.

2. Demostraremos la afirmacién para RA ya que para AR es similar. Sea C' definido en
Lema 11.3.1. Por (11.3.41), ¢(x, k) = 1 + Ry(x, k). Definamos el operador T' con simbolo R;.
Obviamente, T € A~! por Definicién 8.2.9.

3. Primeramente demostraremos la siguiente proposicion.

Proposicién 11.3.5 El operador pseudodiferencial T actua de H® a H*™ para s € R y
T : H° — H?® es compacto.

Demostracion: T actua de H® a H**! por Corolario 9.3.2 ya que T' € A~! para s € IR.
Demostremos que 1" : H® — H? es compacto.
Usando (11.2.21) y (11.2.22) obtenemos

a(r, k) =a"(k), |v| >R, ke R" (11.3.48)

y
r(z, k) =r°k), |z| >R, k€ R" (11.3.49)

Para demostrar que T : H® — H? es compacto es suficiente demostar las dos siguientes
afirmaciones.
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Lema 11.3.6 Sean los operadores pseudodiferenciales C., con simbolo c,(x,k) definidos en
(11.3.40). Entonces C., : H® — H*® es compacto para |y| > 1.

Demostracion: Es suficiente demostrar que para cada sucecion u; € H?® acotada existe
subsucesion Cyuj € H® tal que

|Cyujr —vl|s =0, j"— o0 (11.3.50)

para alguna v € H”.

Los operadores C,, € A por Lema 11.3.1 inciso 1. Entonces C., : H* — H*™! es continuo
por Corolario 9.3.2. Por tanto, la sucesion C,u; es acotada ya que u; es acotada.

Usando (11.3.48) obtenemos

() = ﬁ / e—ikx%(iak)vr(x, Ra(e, )iy (k) dk = 0, |¢| > R (11.3.51)

Esto implica que Cu; € }0[8“((2) donde Q2 = {z € IR"||z| < R} por Definicion 5.1.7.
Por Teorema de Inmersién Compacta de Sobolev 5.2.7 existe subsucesion Cu; € H*(IR")
y v € H? tal que (11.3.50) se cumple. Lema queda demostrado. [ |

Proposicion 11.3.7 Sea el operador pseudodiferencial Dy con simbolo Ry definido en Lema
11.3.1. Entonces, para N > 0 suficientemente grande, Dy : H® — H® es compacto.

Demostracion: Sean sucesion u; € L£? acotada y el operador pseudodiferencial A* definido
en Lema 11.3.2.

I) Por Lema 11.3.2, A=! es el operador inverso del operador A®. De aqui, reescribimos
Dy = APA*DyATA* = A KA® donde K := A*DyA™%.

Notemos que el operador K opera de £? en £? y es continuo. En efecto, ya que A™* :
L? — H?® es continuo por Lema 11.3.2, Dy : H® — H® y es continuo por Corolario 9.3.2 y
A$ . H® — £? es continuo por Lema 11.3.2 entonces K es el operador £2 — £? y es continuo
como la composiciéon de operadores continuos.

Es suficiente demostrar que K : £2 — £? es compacto. En este caso Dy = A*KA® : H® —
H? es compacto. Demostremos esta afirmacion.

Ya que el operador A* : H* — L? es continuo y la sucesion u; es acotada entonces A’u;
es acotada en L2 De aqui, la sucesion KA®u; contiene una subsucesion KA®u; que converge
en £? por la suposicion que K es compacto. Por tanto, A=K A*u; converge en H* ya que el
operador A=% : £2 — H* es continuo. Esto demuestra que Dy : H® — H* es compacto.

De esta manera, nos falta demostrar que K : £2 — L2 es compacto. Para eso demostremos
el siguiente lema.

Lema 11.3.8 Sea el operador pseudodiferencial K := A*DyA~%. Entonces

- 1 . _
Ku(k) = (1+ W)S/?—/ e =Rz K2 PRy (k — K KK dE, = € R"
Rn

(2m)"
(11.3.52)
y K : L2 — L? es compacto para N > 0 suficientemente grande.
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Demostracion: Sean Ry(z,k) el simbolo de Dy, w_ (k) = (1 + [k>)™? y w,(k) =
(1 + |k|?)*/? los simbolos de A=* y A®, respectivamente. Definamos A(z, k) el simbolo de la
composicion DyA~%.
I) Calculemos A(z, k). Por Definicion 8.2.9 tenemos
]. - —_—
DyA—u(z) = —— / e R (2, k) A Su(k) dk, € R™. (11.3.53)
(2m)" Jgo
Usando la definiciéon de A™* obtenemos

—

A=su(k) = w_y(k)u(k). (11.3.54)
Sustituyendo (11.3.54) en (11.3.53) obtenemos
1 )
DyA~*ula) = o / e R (2, k) (R)a(k) dk, € R™. (11.3.55)

Esto implica que el simbolo de la composiciéon DyA~* es
Az, k) = Ry(z, k)w_s(k) (11.3.56)

por Definiciéon 8.2.9.
IT) Por (10.3.17) y (11.3.56) tenemos

DyA—u(k) = (2;)71 / Ak = K R)a(k) i
1 = !t N (T /
- o AnRN(k—k,k)w_s(k)u(k)dk (11.3.57)

Usando la definicién de K y Definicion 8.2.9 obtenemos

Ku(z) = ANDyA*u(zx)
1

_ —ikx /?5
- o /R e, (K) DN A Su(k) dh

= ! [ws(k)Dmu(k) . (11.3.58)

Esto implica que
Kulk) = wy(k)DyA—u(k)

1 _—

= ws(k k—k Kyw_,(K)a(k") dk’

B s | R = (i)

Por tanto, (11.3.52) esta demostrado. u
I11) El niicleo integral Y (k, k') := (1 + |k[?)*?Ry(k — k', k') (1 + |K'|?)~*/? del operador K

admite la siguiente cota

1T (k, k)| < C(s, N, M)(A+|k—K|)" M 14K )N, kEF eR", s R, N,M >0 (11.3.59)
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para algun C(s, N, M) > 0. En efecto, usando (9.3.24) para Ry(k — k', k), (4.2.12) para
(1+|k[*)*/? con a = 0, (4.2.12) para (1+ |K'|?)*/? con a = 0 y la desigualdad de Peetre (9.2.8)
obtenemos
Tk, K)] Cu(s)(L+ [K])*CM)(A + [k = K™ (1 + [K) ™ Ca(s) (1 + [K]) ™

<
< Cy(s, N,M)C(s)(1 + |k — K|)" M1+ |K)7N, kK € R, s € R, NIM360)

Esto prueba que (11.3.59) se cumple. Entonces el operador K operador pertenece a la clase
de Operadores de clase Hilbert-Schmidt ya que el nacleo T (k, k') satisface

/ IT(k, k)| dk dk’ < oo (11.3.61)

IR27L

si 2(—M + |s|) < —n y —2N < —n. Por tanto, K : £* — L* es compacto. Lema queda

demostrado. [ |
El Lema 11.3.8 concluye la demostracion de la Preposicion 11.3.7. Por tanto, Teorema 11.3.4

esta demostrado. [ |
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Capitulo 12

Aplicaciones del Regularizador.

12.1. Suavidad de la Solucién.

Lema 12.1.1 [Lema de Schauder| Sean A € A™ fuertemente eliptico de orden m con simbolo
a que satisface (11.2.21) y (11.2.22) y uw € H?® solucion de la ecuacion (11.1.3) donde f €
H', t € IR. Entonces u € H'T™,

Demostracion: Sean A € A™ fuertemente eliptico de orden m y u € H?® solucion de la
ecuacion (11.1.3) donde f € H, t € R.

I) Supongamos ¢t + m < s. Por Observacion 4.1.4, u € H**™. En este caso la afirmacion
queda demostrada.

IT) Supongamos t + m > s. Definamos j := t + m — s > 0. Sin perdida de generalidad,
supongamos j € INg para simplificar la demostraciéon. Obviamente

j4s=t+m. (12.1.1)

Basta demostrar que ||u||s4; < oo.

Demostremos esto por inducciéon sobre j, que es equivalente a la induccién sobre ¢.

Sea j =1 Enestecasot =s+1—my f € H '™ Dado que A € A™ es fuertemente
eliptico de orden m existe R € A~ operador regularizador por Teorema 11.3.4.

Aplicando el regularizador, (vease Deficion 11.3.3), a (11.1.3) tenemos Rf = RAu = u+Tu
donde T' € A7

Por Teorema 9.3.1, para A=, la desigualdad (9.3.17) implica que || Rf||s+m < C(s)[|flls, s €
IR. Esto implica que

[Rflls < CL(s) I f ls=m: s, m € R. (12.1.2)

Similarmente (9.3.17) implica
| Tu||s < Ca(s)||ulls—1, s € IR. (12.1.3)
Reescribiendo a u como u = Rf — T, usando (12.1.2) y (12.1.3) tenemos la cota siguiente

[ulls < 1Rflls + 1 Tulls < Co(s)[flls-m + Cals)l|lufl s, s,m € R. (12.1.4)
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Esto implica que
ulls+1 < Cr(S) | flls+1-m + Co(s)[ulls, s,m € R. (12.1.5)

Esta estimacion se llama la Estimacién a priori de Schauder, ella se cumple para la
solucion u de (11.1.3).
Ella implica por (12.1.1) y 7 =1 que

[ulls41 < C@OIf e+ C(s)]lulls < o0

vaque f € H' yu € H*. Por tanto, para j = 1 se cumple la afirmacion ya que u € H*T! = ™
por 12.1.1.
Supongamos que para j = [ se cumple la afirmacion, es decir,

| u)|s41 < 00 (12.1.6)
demostremos esto para j = [+ 1. En este caso, f € H con
t=s+1l+1-—m (12.1.7)
por (12.1.1). Cambiando s por s + [ en (12.1.5) obtenemos
[ellssier < Crls) S llsrs1—m + Cas)ufl s

Por tanto, ||ulls4101 < oo ya que f € H! por (12.1.7) y v € H**' por (12.1.6). Entonces,
u € H¥H = ™ por (12.1.7. Lema queda demostrado. u

Corolario 12.1.2 [Lema de Weyl] Sean s,m € IR y A € A™ fuertemente eliptico de orden m.
Siu € H® solucion de (11.1.3) con f =0, la ecuacion homogénea, entonces u € C'*.

Demostracion: Ya que u € H¥y f = 0 € H' para todo t € IR entonces u € H™ para
todo t € IR por Lema 12.1.1 (Lema de Schauder). Esto implica que u € C*°(IR™) por Corolario
5.1.5. -

12.2. Solubilidad de las Ecuaciones Elipticas.

Teorema 12.2.1 Sean X y Y espacios Banach. Si T € B(X,Y) compacto y 0 # X € C
entonces dim N (T 4+ AI) < oo.

Demostracion: Véase 3] Teorema 4.18. u

Teorema 12.2.2 Sean X y Y espacios Hilbert. Sean T : X — Y operador compacto y 0 #
A € C fijo. Consideremos
M -T)x=y (12.2.8)

(M —T")z* =0 (12.2.9)

donde T* es el operador conjugado a T. Entonces, la ecuacion (12.2.8) tiene soluciones, si y
sdlo si, y es ortogonal a todas las soluciones de la ecuacion (12.2.9).
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Demostracion: Véase |9] Teorema 8. u

Teorema 12.2.3 Sean s € R y A € A™ fuertemente eliptico de orden m con simbolo a que
satisface (11.2.21) y (11.2.22). Consideremos la ecuacion (11.1.3) con coeficientes variables.

1. Las soluciones de la ecuacion homogénea
Au(z) =0, z € R" (12.2.10)
constituye un espacio de dimension finita en H®, s € R.

2. La ecuacion no-homogénea de (11.1.3) con f € H*™™ admite solucion v € H*® si f
satisface un numero finito de “condiciones de ortogonalidad” del tipo

Lif=0, j=1,.,.M (12.2.11)
donde L; son funcionales lineales continuos en H*™™.

Demostracion: Sea A € A™ fuertemente eliptico de orden m con simbolo a que satisface
(11.2.21) y (11.2.22). Por Teorema 11.3.4 existe R € A™™ operador regularizador.
Demostremos 1. Aplicando el regularizador R a (12.2.10) obtenemos

RAu=u+Tu=0 (12.2.12)

donde T' € A~! compacto en H*® por Definicién 11.3.3. Dado que T es compacto en H* entonces
dim N(I +T) = dim{u|(I + T)u = 0} < oo por Teorema 12.2.1. Por tanto, el espacio lineal
de las soluciones u es de dimension finita.
2. Vamos a buscar las soluciones para (11.1.3) en la forma u = Rg. Sustituyendo u = Rg
en (11.1.3) obtenemos
ARg=g+Tg=f (12.2.13)

donde T € A~! operador compacto en H*™™ por Definicién 11.3.3 inciso 2. Esto implica
que la ecuaciéon g + Tg = f admite una solucién g € H*™™ si f satisface un ntimero finito
de “condiciones de ortogonalidad” del tipo (12.2.11) por Teorema 12.2.2; (Segundo Teorema
de Fredholm). Por tanto u = Ryg es solucién para (11.1.3) por (12.2.13). Teorema queda
demostrado. [ ]
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Conclusion

En esta tesis se construyo la teoria de Operadores Pseudodiferenciales para investigar las
ecuaciones diferenciales parciales fuertemente elipticas con coeficientes variables. Se construye
el operador pseudodiferencial R que es el regularizador para el operador diferencial fuertemente

eliptico.
Usando este operador demuestro suavidad de las soluciones y la propiedad de Fredholm.
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