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Introduccion

El presente trabajo tiene que ver con clases de ultrafiltros y cuando estas
estan caracterizadas por ideales sobre conjuntos numerables. Esto se consigue
comparando los ideales duales de ultrafiltros en el orden de Katétov con algin
ideal dado. Por otro lado, nos interesa la existencia de clases de ultrafiltros,
particularmente de Z-ultrafiltros.

En el primer capitulo se establecen las propiedades basicas de los Z-
ultrafiltros, y se define el invariante cardinal cof*(Z) asociado a un ideal
Z, lo cual lleva a formular el concepto de existencia genérica. Se estable-
cen las caracterizaciones de ultrafiltros Ramsey, p-puntos y g-puntos como
Z-ultrafiltros. Finalmente, se exhibe un ejemplo de un ideal analitico cuyo
invariante cof*(Z) es igual a la cardinalidad del continuo, dejando abierta la
pregunta si esta misma propiedad puede ser satisfecha por un ideal Borel.

En el segundo capitulo se establece la negacién de ciertas relaciones de
Katétov entre algunos ideales, lo cual abre la posibilidad de distinguir entre
clases de Z-ultrafiltros. Utilizando técnicas de forcing, asi como la absolutez
del orden de Katétov para ideales Borel, se prueba que Gy, €x Sy que
S £x EDyyy,. También se prueba que Gy Lx nwd por métodos estdndar en
ZFC. A la luz de este resultado, se realiza la costruccion de un ultrafiltro
Hausdorff (caracterizado como Gy.-ultrafiltro) que no es nwd-ultrafiltro, lo
cual constituye la principal aportacion de este trabajo.

Keywords: T-ultrafiltros, existencia genérica, ultrafiltros Hausdorft.
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Abstract

This paper is concerned with classes of ultrafilters and when they are
characterized by ideals on countable sets. This is achieved by comparing the
dual ideals of ultrafilters in Katétov order with some given ideal. On the other
hand, we are interested in the existance of classes of ultrafilters, particularly
of Z-ultrafilters.

In the first chapter we stablish the basic properties of Z-ultrafilters, and
we define the cardinal invariant cof*(Z) associated to an ideal Z, which leads
to formulate the concept of generic existence. We stablish characterizations
for Ramsey ultrafilters, p-points and ¢-points as Z-ultrafilters. Finally, we
show an example of an analytic ideal which invariant cof*(Z) is equal to the
cardinality of the continuum, leaving open the question whether the same
property can be satisfied by a Borel ideal.

In the second chapter we stablish the denial of some Katétov relations be-
tween some ideals, which opens the possibility to distinguish between class-
es of Z-ultrafilters. Using some forcing techniques and the absoluteness of
Katétov order for Borel ideals, we prove that Gr. £x S and S £k EDyyy. We
also prove that Gs. £x nwd by using standars methods in ZFC' In light of
this result, we build a Hausdorff ultrafilter (characterized as a Gy.-ultrafilter)
which is not a nwd-ultrafilter, which constitutes the main contribution of this
work.

Keywords: T-ultrafilters, generic existence, Hausdorff ultrafilters.
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Capitulo 1

Z-ultrafiltros y existencia
genérica

1.1. Conceptos preliminares

Sea X un conjunto no vacio. Un ideal sobre X es una familia 7 de
subconjuntos de X que satisface las siguientes propiedades:

» eXyX¢éT,
m si A, B€Zentonces AUB€ETLYy

m siBeZy AC Bentonces A € 1.

Si la familia Z es cerrada bajo uniones numerables de elementos de Z,
diremos que Z es un o-ideal.

De manera dual, diremos que una familia F de subconjuntos de X es un
filtro sobre X si satisface:

» )¢ FyXeF,
= si A, B € Fentonces ANBeFy

m siAe Fy AC Bentonces B € F.

1



2 CAPITULO 1. Z-ULTRAFILTROS Y EXISTENCIA GENERICA

Un wultrafiltro es un filtro que es maximal con respecto a la contencién. Si
Z es un ideal sobre X, denotaremos por Z* a la familia {A C X : X\ A € 7}.
Esta familia Z* resulta ser un filtro, y se le conoce como el filtro dual de Z.
A la familia {A C X : A ¢ 7} se le conoce como la familia de subconjuntos
ZI-positivos, y se le denota por Z7. De manera dual, si F es un filtro sobre
X, denotaremos por F* a la familia {X \ A: A € F}. A dicha familia se le
conoce como el ideal dual de F.

Si Y es un subconjunto Z-positivo, la restriccion de Z a Y se define como
Z1Y={InY:I€eZT}.

Si Z es un filtro, una familia A C Z es una base de Z si para cada [ € Z
existe A € A tal que I C A. Dualmente, si F es un filtro, una familia B C F
es una base de F si para cada F' € F existe B € B tal que B C F. A la
minima cardinalidad de una base para el filtro F la denotaremos por x(F).

Dada una familia C de subconjuntos de X, si no existe una subfamilia
finita D de C tal que |JD = X entonces el ideal generado por C es el minimo
ideal que contiene a C.

En el caso particular en que X = w, si Z es un ideal sobre w, diremos que
T es alto si para cada subconjunto infinito Y C w existe I € Z tal que INY
es infinito.

Sean Z y J ideales sobre w. Se definen las relaciones de (pre)orden:

» (Orden de Katétov) T <k J si existe una funcién f : w — w tal que
f~YI] € J para todo I € T.

» (Orden de Katétov-Blass) T <gp J si existe una funcién finito-a-uno
f:w— wtal que f7'[I] € J para todo I € .

» (Orden de Rudin-Keisler) T <y J si existe una funcién f:w — w
tal que A € Zsiysélosi f71A] € J.

Si A es una familia no vacia de conjuntos no vacios (nos interesa el caso
en el que A es un ideal o un filtro) sobre w y f : w — w es una funcion,
se define f(A) = {J Cw: f71(J) € A}. Utilizando esta notacién, se tiene
que para Z, J ideales sobre w, T < J si y sélo si existe f € w* tal que

ZC ).

1.2. Z-ultrafiltros y existencia genérica

Definicién 1.2.1. Sean U un ultrafiltro e Z un ideal, ambos sobre w.
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= Diremos que U es un Z-ultrafiltro si para cada funcién f : w — w
existe A € U tal que f[A] € T.

= Diremos que U es un Z-ultrafiltro débil si para cada funcion finito-a-uno
f:w— wexiste A € U tal que f[A] € T.

= Diremos que U es un Z-punto si para cada funcion inyectiva f : w — w
existe A € U tal que f[A] € 7.

De acuerdo con las definiciones anteriores, se desprenden de inmediato
las siguientes observaciones:

» U es Z-ultrafiltro syss T & U* syss para cualquier funcién f : w — w,

INfU)#0

= U es Z-ultrafiltro débil syss T Lxp U* syss para cualquier funcién
uno-a-uno f:w —w, ZN f(U) #0

» Si7Z <k J y U es Z-ultrafiltro, entonces U es también J-ultrafiltro.

» SiZ <gp J yU es Z-ultrafiltro débil, entonces U es también
J-ultrafiltro débil.

Definicién 1.2.2. Dado un ideal Z, se definen
» Cofinalidad de T:

cof(Z) =min{|A|: ACZT ANVIe€ZJAc A ICA}
= Cofinalidad exterior de L:

cof*(Z) =min{cof(J):Z C J}

Definicién 1.2.3. Diremos que los Z-ultrafiltros ezisten genéricamente si
cualquier filtro F con x(F) < ¢ puede ser extendido a un Z-ultrafiltro.

Observacién 1.2.4.

1. Si Z es un ideal sobre wy f:w — w, entonces cof(f(Z)) < cof(Z).

2. Si Z <k J entonces cof*(Z) < cof*(J).
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Demostracion:

1. Sea K una familia cofinal en Z de cardinalidad minima, y considere la
familia {f[K] : K € K}. Se afirma que esta es una familia cofinal en
f(Z). En efecto, si A € f(Z) entonces f~'[A] € Z, por lo que existe
K € K tal que f7'[A] C K. Entonces A C f[f~'[A]] € fIK], y por
tanto la desigualdad se sigue.

2. SiIK D Jvy ftestificaZ <y J, entonces Z C f(K); en efecto, si [ € Z,
entonces se tiene que f~'[I] € J C K. Por la Observacién anterior, se
tiene que cof(f(K)) < cof(K). Como K es arbitrario, se concluye que

cof*(Z) < cof*(JT).
O

Proposiciéon 1.2.5. Sea Z un ideal sobre w. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. cof*(I) =¢

2. Ezxiste un Z-ultrafiltro genéricamente.

Demostracion: Probaremos que (1) implica (2). Sea F filtro con x(F) < ¢;
veamos que se puede extender a un Z- ultafiltro. Considere una enumeracion
w¥ = {fa :a < c}, ysea Hy una base para F con |Hy| < ¢. Recursivamente
construiremos {H, : a < ¢} tales que para cada a < ¢

H, es una base para un filtro F, que extiende a F.

|H,| < ¢

Ha g Ha+1

Hy = U H, si \ < ¢ es ordinal limite.

a<

. U H, se extiende a un Z-ultrafiltro.

a<c
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Afirmamos que para cada a < ¢, existe un elemento I, € Z tal que
I, & fo(Fr). Siesto no fuera el caso, entonces f, seria testigo de Z <y, FJ,
y como {w\ A: A€ H,} es una base para F, se tiene

¢ =cof*(Z) < cof*(Fr) <c

Una contradiccion. Por tanto la afirmacién se sigue.

Definamos ahora H,.1 = H, U {f.[ls]} para a < ¢ ordinal sucesor y
Hy = U, Ho para A < ¢ ordinal limite. Veamos que para cada a < ¢, la
familia H,.; tiene PIF. En efecto, suponga que para cierto a < ¢, existe
A€ H, tal que AN f;'[1,] = 0. Entonces f;'[I,| Cw\Ayasiw\A¢ H,,
por lo que A ¢ H,, una contradiccion.

Sea F. = (UH, : a < ¢). Es claro que F C F.. Sea U un ultrafiltro tal
que F. C U. Afirmamos que U es un Z-ultrafiltro. En efecto, sea f € w”.
Entonces f = f, para algin o < ¢, y asi f,[I,] € F. C U testifica que
R crer

Ahora se probara que (2) implica (1). Suponga que cof*(Z) < ¢ y sea J
un ideal tal que Z C J y cof(J) = cof*(Z). Sea U un ultrafiltro tal que
J* C U. Entonces la funcion identidad id : w — w testifica T <gx U*; es

decir, J* es un filtro que no puede ser extendido a un Z-ultrafiltro.
]

De hecho, esta misma prueba nos brinda més informacién, y es posible
enunciar esta Proposicién de la siguiente manera:

Proposicion 1.2.6. Sea Z un ideal sobre w. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. cof*(I) =¢
2. FExiste un L-ultrafiltro genéricamente.
3. Existe un Z-ultrafiltro débil genéricamente.

4. FExiste un Z-punto genéricamente.



6 CAPITULO 1. Z-ULTRAFILTROS Y EXISTENCIA GENERICA

Demostracion: Ya se probé que (1) implica (2), y las pruebas de (2) implica
(3), v (3) implica (4) son triviales. La misma prueba de arriba demuestra (4)
implica (1), ya que la funcién identidad id : w — w es inyectiva.

[

A continuacién haremos una comparacion entre el invariante cof*(Z) que

hemos definido, y el siguiente invariante definido por Jana Flaskova y Jorg
Brendle.

Definicién 1.2.7. Sea Z un ideal alto. Se define el nidmero de existencia
genérica como

ge(I) = min{|F| : F es base de filtro, F C I" y
VIeTIT3IFeF (INF|<X)}

Ahora se establecera la relacién entre ambos invariantes.
Proposicién 1.2.8. Sea Z un ideal alto sobre w. Entonces ge(Z) = cof*(Z).

Demostracion: ge(Z) < cof*(Z): SiZ C J, entonces J* ={w\A: A J}
es una familia de conjuntos Z-positivos que es (base de) filtro, y ademas, si
I'€Zentoncesw\IeJ y|IN(w\I)| <R

cof*(Z) < ge(Z): Sea F C I base de filtro que testifica ge(Z). Entonces
F*={w\ F: F € F} genera un ideal que extiende a Z; en efecto, si I € Z,

existe F' € F tal que |[I N F| < Vg, es decir [ C*w \ F € F*.
[l

Proposicion 1.2.9. Sea Z un ideal alto. Entonces existe una base de filtro
de cardinalidad ge(Z) que no puede ser extendida a un Z-punto.

Demostracion: Si F testifica ge(Z), considere f como la funcién identidad
id : w — w. Entonces no existe un ultrafiltrod O F tal que U = f(U) € Z
para algin U € U.

[
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1.3. Ejemplos de Z-ultrafiltros

A continuacién se brindaran algunos ejemplos sin demostracién de clases
bien conocidas de ultrafiltros que pueden ser caracterizados como Z-ultrafiltros
para ciertos ideales Z.

Proposicién 1.3.1. (J. Ketonen [9]) Toda base de filtro de tamano < ¢
puede ser extendida a un p-punto si y solo si 0 = c.

Proposicién 1.3.2. (R. M. Canjar [5]) Toda base de filtro de tamano < ¢
puede ser extendida a un ultrafiltro Ramsey si y sélo si, cov(M) = c.

Proposicién 1.3.3. (J. Baumgartner [2]) Las siguientes afirmaciones son
equivalentes para un ultrafiltro U :

= U es p-punto.
» U es conv-ultrafiltro. *

» U es fin x fin-ultrafiltro. 2

Proposicién 1.3.4. (J. Flaskovd [6]) Las siguientes afirmaciones son equiv-
alentes para un ultrafiltro U :

= U es un ultrafiltro Ramsey.
= U es un R-ultrafiltro. 3

» U es un ED-ultrafiltro. *

Lconv es el ideal en Q(2¢) generado por las sucesiones convergentes de racionales.

2fin x fin es el ideal en w X w generado por las columnas y dreas por debajo de gréaficas
de funciones en w*; es decir

finxfin={ACwxw: (3f €w?)(V°n cw)(Vm € (A),)(m < f(n))}

donde (A), = AN ({n} x w).

3R es el ideal generado por los subconjuntos homogéneos de la grifica Random. Sea
{X, : n < w} una familia independiente de subconjuntos de w. Sin pérdida de generalidad
se puede suponer que n € X, syss m € X,,. El conjunto F = {{n,m} tm € Xm} son las
aristas de la grafica Random.

ED={ACwxw:(3En,mew)(Vk >n)(|(A)x] <m)}
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Proposicién 1.3.5. (J. Flaskovd [6]) Las siguientes afirmaciones son equiv-
alentes para un ultrafiltro U :

= U es q-punto.
» U es thin-ultrafiltro débil. ®

» U es EDyy-ultrafiltro débil. 6

Utilizando las Proposiciones y conceptos anteriores, podemos enunciar la
siguiente

Proposicion 1.3.6. Se tienen las siguientes igualdades.
= 0 = cof*(conv) = cof*(fin x fin)
» cov(M) = cof*(ED) = cof*(R)

También es posible obtener una caracterizacion de Z-ultrafiltros para el
caso de ideales analiticos altos. Para ello se utiliza el siguiente resultado.

Teorema 1.3.7. (A.R.D. Mathias [10]) U es ultrafiltro selectivo si y sdlo si
UNT # 0 para cualquier ideal analitico alto T.

Corolario 1.3.8. Sea Z un ideal analitico alto y U un ultrafiltro selectivo.
Entonces U es T-ultrafiltro.

Demostracion: Suponga que Z <gx U* y sea f € w“ que testifica la relacién
de Katétov, y asi Z C f(U*). Considere V = f(U) = {A Cw: f7HA] e U}.
Por minimalidad en el orden de Rudin-Keisler, se tiene que V es selectivo,
pero VN Z = (), contradiciendo el Teorema de Mathias. O

Observacion 1.3.9. En realidad, se sabe un poco mas. Sif es un ultrafiltro,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» U/ es selectivo.

s U es Z-ultrafiltro para todo ideal Z analitico alto.

Sthin es el ideal generado por los subconjuntos de w del mismo nombre. Un conjunto

L, a
A={a,:n €w}es thinsi im —— =0.
n—00 (p 41

6ED iy es la restriccién del ideal ED a A = {(i,j) Ew x w:i > j}.
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= U es Z-ultrafiltro para todo ideal Z Borel alto.
Pues el ideal R es Borel alto (ver [11], Lemma 1.6.29.).
Proposicién 1.3.10. cof*(£D) = min{cof*(fin x fin), cof*(€Dyin)}

Demostracion: Dada la Proposicién 1.3.6 y la relacion €D <g EDyyy,, es
suficiente demostrar la desigualdad >. Sea K un ideal que extiende a ED.
Entonces se tienen dos casos:

= Si fin x fin C IC, entonces cof*(fin x fin) < cof(K).

= Si no, entonces existe f € w® de tal manera que el conjunto X; :=
{{m,n) :n < f(m)} € KT, entonces K [ Xy D EDyyy, v asi

cof*(EDyin) < cof*(K | Xy) < cof*(K) < cof(K)
0

Para concluir esta seccién, daremos un ejemplo de un ideal analitico con
cofinalidad exterior ¢. Para ello nos apoyaremos en el siguiente resultado.

Teorema 1.3.11. (Folklore) Existe una familia independiente perfecta.
Corolario 1.3.12. Eziste un ideal analitico J con cof*(J) = «.

Demostracion: Sea Z una familia independiente perfecta. Definamos

J = <I U{A Cw:3I(I,)n<w € 7 sucesion de elementos distintos
tal que Vn < w I, C* w\ A}>

Por su definicidn, el ideal J es analitico. Ahora se verificard que cof*(7)
es ¢. Sea L un ideal que extiende a J. Afirmamos que para cada L € L, el
conjunto {I € Z: I C L} es finito. En efecto, si dicho conjunto fuese infinito
para alguna L € L, entonces se puede conseguir una sucesion de elementos
distintos (I,)ne € Z de tal manera que para cualquier n < w, I, C L.
Entonces w\ L € J C L y por tanto LU (w \ L) € L, una contradiccion.

Sik <cyBel[L]"entonces {J €Z:(3BeB)(JCB)} =kr<c.
Asf existe un I € T tal que para cualquier B € B se tiene I €* B, por lo que
cof(L) = ¢. Se concluye que cof*(J) = c.

]

Pregunta 1.3.13. ;Existe un ideal Borel Z con cof*(Z) = ¢?
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Capitulo 2

Algunas relaciones de Katétov

Ahora centraremos ahora nuestra atencion en el estudio de la negacién de
ciertas relaciones de Katétov entre ideales bien conocidos. Esto nos resulta
interesante ahora a la luz de la Definicion 1.2.1 del Capitulo anterior, pues nos
permiten hacer distinciones entre clases de ultrafiltros, a saber, Z-ultrafiltros
que no son J-ultrafiltros, por ejemplo.

En general puede ser complicado establecer la negacién de la relacion de
Katétov entre ideales. En el desarrollo de este Capitulo se utilizaran algunos
argumentos sofisticados, como la construccién de extensiones genéricas de
modelos de ZF*, lo cual permite establecer la negacion de algunas relaciones
gracias a la Absolutez del orden del Katétov para ideales Borel (Ver [11],
Proposition 1.5.3).

Aunque los argumentos de Forcing dan pruebas breves y contundentes
de ciertas relaciones de nuestro interés, son preferibles las pruebas en ZFC
por la informacién adicional que pueden brindar. Un buen ejemplo serd la
prueba de la Proposicion 2.1.7, cuya demostracion nos brindard una buena
idea para la prueba del Lema 2.2.4.

2.1. Negaciones

Definicién 2.1.1. Sea 7 un ideal alto sobre w. Se define el numero de
cubierta de Z, denotado cov*(Z), como

cov*(Z) =min{| Al : ACTA (VX € [w]*)(3A € A)(|IX NA| =)}

11
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Proposicién 2.1.2. (F. Herndndez-Herndndez, M. Hrusdk [7]) SiT <x J
entonces cov*(Z) > cov*(J)

Teorema 2.1.3. (D. Meza-Alcdntara [11], Theorem 1.6.2)

cov*(8) = non(N)
Proposicién 2.1.4. gfcl ;{K S?

Demostracion: Sea C el forcing de Cohen. Entonces se tiene

Cu, IF cov*(Gre) = Spair < cov™(S) = non(N)
(ver [4] 11.11. y [11] Theorem 1.6.21) De acuerdo a la Proposicién 1.2.4,
no es posible que Gy, <g S. n
Teorema 2.1.5. (T. Bartoszynski [1], M. Benedikt [3])

cof*(S) = cov(€) * > max{cov(N), cov(M)}
Proposicion 2.1.6. S ;{K EDsin

Demostracion: Sea L el Laver forcing. De acuerdo a [4] 11.11, se tiene

Ly, IFwi =cov(M) <wy =0
Mas aun
Lo, *B(ws) IF coo(M) =w; <d=wy A
cov(N) = wy = cov(€) = cof*(S)

Si § <k EDy;, entonces se deberfa tener cof*(S) < cof*(EDyy). Sin
embargo, por la Proposicién 1.3.10 se tiene que

Ly, * B(ws) IF cof*(EDyin) < cof*(S)

g tc es el ideal de graficas con nimero cromético finito.
28 es el ideal de Solecki, que es el ideal sobre el conjunto numerable
Q={AeClop(2¥): A\(4) =1/2}
v que estd generado por los subconjuntos de §2 con interseccién no vacia.
3€ es el o-ideal generado por los conjuntos cerrados de medida cero.
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En las pruebas de las negaciones anteriores se utilizaron extensiones genéri-
cas construidas utilizando forcing. La siguiente negacién fue demostrada en
ZFC, y es de particular interés, pues la combinatoria utilizada brinda ideas
utiles para otras pruebas venideras.

Proposicién 2.1.7. G £x nwd *

Demostracidn: Sea f : Q — [w]® una funcién. Se utilizard la notacién
A, ={(n,k) : n < k < w} para referir a la n-ésima franja vertical de w x w
por encima de la diagonal. Sea B = {B,, : n < w} una base numerable para la
topologia de Q. Se pueden suponer los siguientes hechos, pues de lo contrario,
el resultado se sigue de inmediato:

1. f~'({n,m)) € nwd para cualquier punto (n,m) en w X w por encima
de la diagonal.

2. Para cualquier n < w, f'[A,] € nwd.

3. Para cada k < w, f[By] intersecta a una cantidad infinita de verticales
Ay,

Se construirda de manera recursiva un conjunto D = {d,, : n < w} CwXxw
de tal manera que D € Gy f~![D] € nwd™.

= Se elige dy = (ng,mg) € f[Bo].

= En general, se elige dyy1 = (Ngy1, Mpy1) € f[BkJrl \ U{fil[dj]}} con
i<k
N1 > M.

Esta eleccién garantiza que para ¢ # j, los puntos d; y d; no tienen
coordenadas en comin, lo cual garantiza que D € Gy.. De la misma manera,
la eleccién de cada punto garantiza que f~'[D] es denso en Q, por lo que
f7'D] € nwd™.

O

4nhwd es el ideal de conjuntos nunca-densos de Q(2%).
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2.2. Un ultrafiltro Hausdorff no nwd

Definicién 2.2.1. Sean f, g € w* y U un ultrafiltro sobre w. Diremos que f
y g son equivalentes mddulo U si existe X € U de manera que f(n) = g(n)
paran € X.

Definicién 2.2.2. Sea U un ultrafiltro sobre w. Diremos que U es un ul-
trafiltro Hausdorff si para cualesquiera funciones f,g € w®, la condicion
fUU) = g(UU) implica que f y g son equivalentes médulo U.

Teorema 2.2.3. (M. Hru$ik, D. Meza-Alcantara [8]) Sea U un ultrafiltro
sobre w. Entonces U es Hausdorff si y solo si U es Gyc-ultrafiltro.

Lema 2.2.4. Sean {A, : n < w} una sucesion C.q-decreciente de conjuntos
nwd™ de Q y f : Q — [w]?® una funcidén. Entonces existe G € Gy, tal que
para cualquier n < w, f7G]N A, € nwd™.

Demostracion: Suponga que para cualquier G € Gy, existe una n < w tal
que f7UG] N A, € nwd. Considere f | Ay. Por la Proposicién 2.1.7 existe
un elemento Gy € Gy, tal que f71[Go] N Ag € nwd™. Definamos ng = 0y
ny = min{k € w: f7YGo] N A, € nwd}. Suponga definidos G; y n;;; tales
que

L] fﬁl[GZ] N Ani € nwd"
= GiNU;; Gi =10
» UGN A

€ nwd

i1

Vamos a construir Giyy y nie: Tome f [ (An,,, \ U<, f7'[Gy]). Por la
Proposicién 2.1.7 existe G411 € Gy, tal que FHG N A € nwd™. Se
define

Nit1

Nivo = min{k € w: 1G] N Ay € nwd}
Asi se tiene una sucesion {G,, : i < w} de elementos de Gy, tal que
= Para cualquier i < w, f7'[G,,] N A,, € nwd"

" G NGy =Dsii#j
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Los indices que nos interesan son los elementos de la sucesion {n; : i < w};
asi que reenumeraremos a la sucesion {A, : n < w} conservando sélamente
a aquellos elementos de esta sucesién cuyo indice es de la forma A,, para
alguna ¢ < w, ignorando al resto de los elementos de la sucesion. De esta
manera, supondremos entonces que

» Para toda n < w, f7HG,] N A, € nwd®
= G, JGi=0
i<n

» Para todan < w, fYG,] N A, € nwd

Para cada k < w, sea Ay, = {(k,n) : k < n < w} € Gy. Consideremos
dos situaciones:

Situacién (a): V°n < w Vk <w f7G, N AN A, € nwd

Sea H=1{n < w:Vk <w TG, NA]NA, € nwd} el conjunto de
testigos para esta Situacién. De manera andloga a la Proposicion 2.1.7, se
construird conjunto D = {d,, : n < w} C w x w de tal manera que D € Gy,
y para cada n € H se tiene f~}[D] N A, € nwd", lo cual constituye una
contradiccién a la suposicion inicial.

Para cada n < w, el conjunto f~'[G,] es denso en un abierto O,, C A,.
Sea B, = {B} : k < w} base numerable de O,,. Considere una biyeccién
Y w X w— w,y denotemos B} = V1)

Ahora se usa recursion para construir el conjunto D:
= Se elige do = (io, jo) € f[Vo].

= En general, se elige dip = Gkt jien) € (Vi \ (JU/ [} con

1<k

ix+1 > Ji, 1o cual es posible debido a que f~! [Gn N U Al} € nwd.
k<jk

Esta eleccién garantiza que para ¢ # j, los puntos d; y d; no tienen
coordenadas en comun, lo cual garantiza que D € Gj.. Analogamente, la
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eleccién de cada punto garantiza que para n € H se tiene que el conjunto
f7YD] N A, es nwd", una contradiccién a la suposicién inicial.

Situacién (b): 3%°n < w Fk <w fHG, N AL N A, € nwd".

Sea B={n<w:3k<wflG,NA]NA, €nwd} el conjunto de
testigos de esta situacién. Se tienen dos posibilidades:

(b.D): Jky <w I®n € B f1G, NA,]N A, € nwd"

SeaC={neB:f G, NAL]NA, € nwd"}. Este C es infinito y para
n € C' se tiene que

FHARIN AL D FHG. N AN A, € nwdT

Asi para G = Ay, € Gy, existen una infinidad de indices n € w tales que
f7HGIN A, € nwd™, 1o cual es una contradiccién a la suposicién inicial.

(b.II): Vk <wV®n € B f G, NANA, €nwd

Para cada k < w definamos Dy = {n € B: f G, N Ay N A, € nwd"}.
Noétese que Dy, es finito. Sea p(k) = max(Dy U {0}).

Se tienen dos posibilidades para esta ¢(k). Considere las situaciones

(b.ILa) y (b.ILA):
(b.ILa): ImewVk cw p(k) <m

SeaJ={n<w:Ikcw fHG.NAJNA, enwd™}, vy J =J\(m+1).
Entonces para cualquier k& € w y cualquier n € J' se tiene que el conjunto
f7UG, N Ag] N A, es nwd. Estas condiciones son de nuevo la Situacién (a)
en J', de modo que este caso también cae en contradiccion.

(bILB)Vn cw Ik cw p(k) >n

Sea {k,, : m < w} sucesién tal que para cualquier m < w, m < (k)
y la sucesion {p(k,,) : m < w} es estrictamente creciente. Esta situacién da
lugar a los subcasos (b.I1.5.1) y (b.I1.3.2) siguientes:

(b.II.ﬁ.l) d*n € w da, € Gso(kn) N A, f‘l[an] N Acﬂ(kn) € nwd*

Sea A = {a; : i < w}; cada a; es tal que f~'a;] N Ayg,) € nwd™.
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Entonces para G = A € Gy, existen una infinidad de indices n € w tales que
f7HGIN A, € nwd™, una contradiccién a la suposicién inicial.

(b.IL.A.2) V¥n € w Va, € Gy N Ak, [ an) N Ap,) € nwd

Sea K = {n € w: Va, € Guu, N Ak, fan] N App,) € nwd} el
conjunto de testigos de esta situacién. Bajo estas hipotesis es posible hacer
una construccién recursiva andloga a la de la Situacién (a), y se obtiene un
conjunto D = {a, : n < w} C w X w de tal manera que D € Gy, y f[D]
es denso en | J,,_, Ag(k,), lo cual constituye una contradiccién a la suposicién
inicial. Por tanto, se pueden descartar los casos (b.IL.3), y con ello el caso
(b.II) y finalmente la Situacién (b). Por tanto, se tiene la afirmacién del
Lema.

O
Teorema 2.2.5. (CH) Existe un ultrafiltro Hausdorff que no es nwd-ultrafiltro.

Demostracion: Considere una enumeracién {(fa, ga) : @ < ¢} = w* X w¥,
y considere a w con una topologia homeomorfa a Q(2), testificado por el
homeomorfismo f : w — Q(2¥). Se quiere construir una base de filtro
{U, : @ < ¢} de tal manera que para o < ¢, U, € nwd™ y fo [ Uy = g | Us
6 folUal N galUs] = 0. Para cada o < ¢ defina Y, = {n € w: fo(n) = go(n)}.

Para o = 0, se tiene que Yy € nwd" 6 w \Yy € nwd™. Si Y, € nwd®, se
define Uy = Yp; de otro modo, considere {0, : n < w} una base del abierto
A =w\Y,. Se tienen los siguientes casos:

= fy v go son nwd-to-one.
Elija dy € Oy y defina k; = maz{ fo(dp), go(do)}. A continuacién tome
dy € Oq con fo(dy), go(dy) > ky; y asi sucesivamente. De esta manera,
el conjunto D = {d,, : n < w} es denso en Ay fo[D] N go[D] = 0, por
lo que hacemos Uy = D.

» Existe m € w con f;'(m) € nwd™ y gy es nwd-to-one.
Si fy'(m) es denso en un abierto O y Y, es nwd, existe un abierto
O" C O que evade a Yj. Defina Uy = O'.

» Existen n,m € w tales que f;'(n) € nwd® y g5 (m) € nwd™.
En esta situacién se deben distinguir dos subcasos:
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e n*m
Si f;'(n) y gy ' (m) son densos en abiertos U y V respectivamente,
considere Uy =UNV siUNV 40, yUy=U (6Uy=V)siUy
V' son ajenos.

en=m
En este caso considere Uy =U U V.

Suponga definido U,. Se usara recursiéon para construir la base de filtro
deseada.

s Para A = a + 1 < ¢, considere las restricciones foi1 [ Uy ¥ gas1 | Ua.
Entonces Y, ;1 NU, € nwd™ 6 (w\ Yoy1) MU, € nwd™. Si Y1 NU, es
nwd*, defina U,,; = Y,41 NU,. En otro caso, realice el mismo anélisis
que para Uy para definir U, .

= Para A < ¢ limite, use CH para bien-ordenar A\ con tipo de orden w.
Haciendo un refinamiento, se puede suponer que la sucesién (U, : n <
w) de subconjuntos nwd® es C,,q¢-decreciente. Entonces se define Uy
como el conjunto dado por el Lema anterior.

Sea F el filtro generado por la familia {U, : a < ¢}, y sea U un ultrafiltro
que extiende a F. Se afirma que este ultrafiltro & es Hausdorff, pero no es
nwd-ultrafiltro. En efecto:

» Dadas dos funciones f, g € w*, se tiene que existe a < ¢ de tal manera
que (f,9) = (fa,da)- El elemento U, € U testifica que se satisface la
Definicién 2.2.2.

» El homeomorfismo f : w — Q(2) testifica que U no es nwd-ultrafiltro,
pues cada elemento de U/ contiene un subconjunto nwd™.
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