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Resumen

Se esperan ondas gravitacionales de la destruccién por fuerzas de marea por
un agujero negro masivo. Usando un cédigo basado en hidrodinamica de particu-
las suavizadas, hemos evolucionado estrellas en orbitas aproximadamente circulares
alrededor de una agujero negro de Schwarzschild de masa aproximada a 10°M,,.
Mostramos las ondas gravitacionales emitidas durante la destruccién por fuerzas de
marea basada en la formula cuadrupolar.

Palabras clave: Ondas gravitacionales—férmula cuadrupolar—agujero negro de Schwarzschild

Abstract

Gravitational waves are expected from tidal disruption of stars by a massive black
hole. Using a relativistic smoothed particle hydrody- namics code, we investigate the
fate of solar stars in circular orbits passing near Schwarzschild black holes of mass
~ 10°M,. We show the quadrupole gravitational waves emitted during the tidal
disruption process.

Subject headings: Gravitational waves—quadrupole-Schwarzschild black holes



Capitulo 1
Introducciéon

Motivacién

La astronomia ha tenido un gran desarrollo gracias al avance de la tecnologia,
el cual ha permitido construir diversos instrumentos capaces de observar no sola-
mente el intervalo visible del espectro electromagnético, sino también las ondas de
radio, los rayos X, rayos v y las demés ventanas del espectro. Dichos desarrollos han
permitido tener una mayor comprensién de nuestro Universo. Una nueva ventana al
Universo se abri6é cuando, en 1915, la Teorfa de la Relatividad General fue formulada
por el fisico aleman Albert Einstein. La Relatividad General es una teoria de campo
gravitatorio que forma la base del estudio de la interaccion gravitacional, la cual
resulta ser dominante a escalas astrondémicas, a pesar de que es muy pequena, en
magnitud, a comparacién con la interaccion electromagnética. Por esta razon, es una
herramienta de vital importancia para el estudio del Universo, pues la informacién
que nos proporciona de los eventos del Universo es bastante distinta a la ya conocida

por otras técnicas y teorias.

La Relatividad General es una teoria matematicamente completa, es decir, sus
ecuaciones, en principio, tienen solucién. El desarrollo de esta teoria permitio la
prediccién tedrica de las ondas gravitacionales. El estudio de la ondas gravitacionales
se realiza desde un punto de vista tedrico, numérico y experimental. Hasta hace al-

gunos anos éstas solo eran consideradas como una teoria exdtica ajenas a la realidad.

10
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En los anos 60s se hicieron los primeros esfuerzos para construir algunos arreglos
observacionales para detectarlas, esperando obtener evidencia de su existencia, sin
embargo, no se tuvo ningun registro. Desde entonces, la deteccion directa de las on-
das gravitacionales se volvié de gran importancia puesto que proporcionan una gran
oportunidad de poner a prueba y verificar la teoria de Einstein y asi poder entender
las fisica detras algunos de los objetos mas exoticos de la naturaleza, en particular,

los agujeros negros.

El espectro de ondas gravitacionales es completamente distinto pero complemen-
tario al de las ondas electromagnéticas. Las ondas gravitacionales son propagaciones
de campos gravitatorios; son ondulaciones en la curvatura del espacio-tiempo, gene-
radas por los movimientos acelerados de una distribucién de masa no esférica ni
uniforme. Dichas ondas presentan un comportamiento muy similar al de las ondas
electromagnéticas, lo cual implica que las ondas gravitacionales puedan analizarse
de una manera similar a las ondas electromagnéticas. Aun asi, la diferencia entre
ambos tipos de ondas nos proporcionara informacién diferente para la astrofisica
observacional. La radiacién electromagnética es emitida por objetos astronémicos y
la recibimos en un intervalo amplio de longitudes de onda y nos brindan informacién
de las condiciones fisicas de las fuentes astronémicas (presién, temperatura, entre
otros). En contraste, las ondas gravitacionales se emiten por la masa acumulada y la
aceleracion de los sistemas completos, tienen longitudes de onda larga y transmiten
informacion directa sobre las regiones de gran escala. La informacién que transmite
la radiacion gravitacional es de alguna manera mas global que la que nos brinda la
radiacién electromagnética. Debido a su baja intensidad, las ondas gravitacionales
interactiian muy débilmente con la materia, es por eso que pueden propagarse a lo
largo de grandes distancias sin sufrir gran alteracion, y cuando algin cambio ocurre,
éste a su vez nos proporciona abundante informacién sobre el medio interestelar.
Esta caracteristica resulta de gran importancia, pues a pesar de la facil deteccién
de las ondas electromagnéticas, éstas se dispersan y se absorben facilmente por la

materia, por lo que la informacién que brindan puede ser mas limitada.

El 96 porciento de la materia y energia del Universo no tiene carga, es por eso
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que las ondas gravitacionales nos proporcionan la primera oportunidad de observar
directamente una parte importante del Universo. En la cosmologia, se sabe que en
ciertas etapas del Universo temprano se produjeron ondas gravitatorias con carac-
teristicas determinadas [14]; detectarlas entonces puede ayudar a establecer cotas
sobre el valor de algunos parametros cosmoldgicos. Esto permitiria mejorar las ideas

que ya se tienen sobre los primeros escenarios del Universo.

Hasta el momento solo existen evidencias indirectas de la existencia de las on-
das gravitacionales. Esta evidencia nos la proporcioné el descubrimiento, en 1974,
del primer pulsar binario PSR B1913+416 [21]. Los pilsares binarios son estrellas de
neutrones que giran una alrededor de otra. Este articulo que fué ganador del pre-
mio Nobel, demostraba que el periodo orbital del pilsar disminuye en el tiempo por
pérdida de energia que se ve reflejada en las ondas gravitacionales. Recientemente se
ha logrado hacer mediciones del cambio del periodo orbital anual de ciertos pilsares
binarios (como la fuente SDSSJ065133,338 + 284423,37) lo cual es consistente con

la teorfa de ondas gravitacionales [2].

Medicién de ondas gravitacionales

La gravedad es la interaccion dominante en la mayoria de los sistemas astronomi-
cos. La sorpresa en las ultimas décadas del siglo XX fue que la gravitacion relativista
es relevante en muchos de estos sistemas, asi pues, la teoria de la radiacién gravita-
cional puede hacer una importante contribucion a la comprension de un gran niimero

de sistemas y fenémenos astronémicos.

La ondas gravitacionales pueden ser detectadas bajo mediciones precisas del
movimiento relativo de masas de prueba, producido por una onda que pasa en-
tre ellas. Recientemente nuevos arreglos con tecnologia més sofisticada se estan
disenando para realizar la primera deteccién directa de radiacién gravitacional. Es-
tos dispositivos son llamados interferometros, o bien, detectores de resonancia, y
estan localizados en la superficie terrestre. El principio de funcionamiento de los de-

tectores de resonancia para la deteccién de ondas gravitacionales se basa en el hecho
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de que una onda gravitacional transfiere energia a un cuerpo masivo, del cual resultan
oscilaciones que se pueden observar. Para poder detectar una onda gravitacional, se
requiere un interferémetro con una extension de brazos comparable a la longitud de
onda de la onda gravitacional que se quiere observar. Eso implica que para detectar
frecuencias del orden de Hz se requieren detectores con extensiones del orden de 10°
Km. Existen proyectos de detectores usando interferémetros como son LIGO (Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory) y VIRGO. El proyecto LIGO, que
se encuentra en Estados Unidos cuenta con tres detectores: dos de 4 Km y uno de 2
Km. El proyecto VIRGO se encuentra en Italia y cuenta con un detector de 3 Km.
En estos detectores se han implementado multiples reflexiones en los espejos para
poder alcanzar las dimensiones adecuadas que permitan la deteccién de ondas de la
longitud de onda en el rango de 10 Hz a 10 KHz. Se tienen més expectativas del
proyecto LISA (Laser Interferometer Space Antenna) el cual es un interferémetro que
sera construido en el espacio y esta programado para el 2018. Dado que en la Tierra
se tienen efectos ruidosos (como perturbaciones sismicas), que son de amplitud mu-
cho més grande que la de las ondas gravitacionales esperadas de fuentes astronémicas
en frecuencias inferiores a 1 Hz, es necesario alejar los detectores de la Tierra con lo
cual el ruido disminuye rapidamente. LISA contard con 3 naves espaciales separadas
5 x 10 Km entre si, orbitando alrededor del Sol. Este proyecto abrirfa la ventana
a frecuencias entre 0.1 mHz y 0.1 Hz. En esta banda de frecuencias se encuentran
muchas fuentes interesantes como los choques de agujeros negros. Otras propuestas
de interferémetros en el espacio son DECIGO y el Observador del Big Bang los cuales

intentan tener una mayor sensitividad para la deteccién de ondas gravitacionales.

Las antenas disenadas para la deteccién de ondas gravitacionales son omnidi-
reccionales, es decir, captan las senales independientemente de la direccién de origen.
En la teoria de Einstein, la radiacion gravitatoria tiene dos estados independientes
de polarizacion. Es por esto que cualquier onda sera una combinacién de los estados
de polarizacién generalmente denotados como h, y hy. Existen otras teorias de la
gravitacion en las que hay estados adicionales de polarizacién [22], lo cual compli-

ca la medicién de ondas gravitacionales, pues serian necesarios mas de tres detectores.
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La medicién de la polarizacion tiene una importante aplicacion en la astronomia.
La polarizaciéon de las ondas contiene informaciéon de la orientacién de la fuente. Si
se midiera la polarizaciéon de las ondas gravitacionales provenientes de un sistema
binario, se puede determinar, ademas de la ubicacién de la fuente en el cielo, la in-

clinacién de su eje de rotacion.

La polarizacién de las ondas gravitacionales proviene tedricamente de la férmula
cuadrupolar. La férmula cuadrupolar se ha convertido en una herramienta impor-
tante para la extraccion de senales gravitatorias, ya que nos proporciona una aproxi-

macion de las ondas gravitacionales dada una fuente.

Fuentes de ondas gravitacionales

Es dificil pensar en fuentes de ondas gravitacionales que se puedan detectar en la
Tierra, ya que las masas en aceleracién involucradas deben ser mucho més grandes en
comparacion a la misma masa de la Tierra; ademés de que deben llegar a velocidades
cercanas a la de la luz. Por otro lado, el Universo esta lleno de estas fuentes astrofisicas

que son prometedoras para la deteccién de ondas gravitacionales.

Las estrellas de neutrones y los agujeros negros se forman a partir del colapso
gravitacional de una estrella masiva evolucionada, si el colapso es no esférico podria
emitir ondas gravitacionales fuertes, sin embargo, las capacidades de las computado-
ras para simular un colapso gravitacional con toda la fisica que conlleva atin esta lejos
de hacer predicciones confiables [18]. En una aproximacién se esperaria observar on-

das gravitacionales de frecuencias en el rango de 200 a 1000 Hz.

Otra de las fuentes de las que se espera emision de ondas gravitacionales, son los
pulsares dado que se ha observado que pierden espin, debido a pérdida de energia

asociada con la energia de la radiacion gravitacional.

Las observaciones indican que en el centro de cada galaxia existe un agujero negro
cuya masa es del orden de 10%-10° My, [20], es decir, son agujeros negros superma-

sivos. En la actualidad existe evidencia observacional de que las galaxias colisionan
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entre ellas y se fusionan; cuando eso ocurre, se cree que los agujeros negros en el
centro de cada una de ellas se van aproximando siguiendo érbitas espirales hacia un
centro comun, lo cual sucede por un decaimiento orbital debido a la pérdida de ener-
gia por radiacion gravitacional. De este tipo de eventos se espera medir frecuencias
de 4 MHz. Los modelos de la relatividad numérica para la fusiéon de agujeros negros
son cada vez mas exactos y fiables, por lo que pronto se convertirdn en una parte

importante en la biusqueda de ondas gravitacionales.

Los sistemas binarios a bajas frecuencias son mayormente comunes en el Uni-
verso [9]. LISA buscard enanas blancas binarias. Una enana blanca es una estrella
compacta que ya no produce reacciones termonucleares y que queda como remanente
final de una estrella con una masa similar a la de nuestro Sol. La enanas blancas no
son tan compactas como los agujeros negros o las estrellas de neutrones, pero sus
masas si son similares a las de una estrella de neutrones. La amplitud maxima de la
radiacién de un sistema binario de enanas blancas serd varios 6rdenes de magnitud
menor que la de un sistema binario de agujeros negros a la misma distancia, sin
embargo, el hecho de que hay miles de estos sistemas en nuestra galaxia las hace una
de las fuentes méas prometedoras para detectar radiacion gravitacional. Se espera que
de estos sistemas se midan frecuencias por encima de 1 MHz. Por debajo de 1 MHz

hay muchas mas fuentes que LISA no es capaz de ver.

La destruccion de estrellas érbitando relativamente cerca de un agujero negro
también es una importante fuente de emisién de ondas gravitacionales y podria
arrojar pruebas de la existencia y de las propiedades de los agujeros negros. Las
simulaciones numéricas de este tipo de eventos son bastante confiables como para
poder obtener aproximaciones de ondas gravitacionales esperando medir frecuencias
en el rango de 10~* — 10~! Hz detectables por LISA.

Estos son solo algunos ejemplos de las fuentes mas prometedoras para la de-
teccién de ondas gravitacionales. Sin embargo existen muchos méas objetos exoticos
en la naturaleza de los que se podria esperar radiacién gravitacional. Muchos de ellos

todavia no se pueden medir pues no estan dentro de los rangos de los interferémetros
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construidos hasta la fecha.

Acerca de esta tesis

La radiacién gravitacional juega un papel observable en la dinamica de muchos
sistemas astrofisicos. En algunos sistemas, como en los pilsares binarios, el papel de
la radiacion gravitacional se ha entendido desde hace varios anos. En otros tantos,
la importancia de la radiacién se ha entendido hasta hace poco. Por tanto, es muy
util tratar de predecir lo que se podria observar. Esto no solo es importante en la
ingenieria para la construccion de los detectores, sino que también es una guia para

el analisis de datos.

En el esfuerzo de tratar de entender las ondas gravitacionales, las simulaciones
numéricas han sido de gran importancia. Con estas simulaciones, se mejoran los al-
goritmos de deteccion y se puede extraer informacién de las senales que se obtienen

de estos modelos.

De manera particular, muchas predicciones de emisiéon de ondas gravitacionales
han sido basadas en la formula cuadrupolar. A partir de su aplicacién desarrollada

por la teoria de Einstein, ha sido posible construir los interferémetros.

Hasta el momento, no se ha detectado ninguna senal de ondas gravitacionales,
sin embargo, esto podria ocurrir en cualquier momento con los detectores avanzados,
pero si no se hacen detecciones tempranas, pueden surgir serias dudas acerca de la
validez de la relatividad general. Por esta razon el estudio de las ondas gravitacionales
es de suma importancia ya que pone a prueba una teoria fundamental. Al detectarlas
revolucionaria la vision que tenemos del Universo; se espera detectar objetos nunca

antes vistos por el hombre.

En esta tesis, hemos hecho una aproximacion para predecir las ondas gravita-
cionales emitidas por la destrucciéon de una estrella debido a su cercania a un agu-

jero negro masivo. En el Capitulo 2 estudiamos la Teoria de Einstein para las ondas
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gravitacionales de la que se obtiene la férmula cuadrupolar, teniendo en cuenta que
solo se tienen dos polarizaciones independientes, las cuales se analizan después. En
el Capitulo 3 hacemos un estudio del método numérico SPH (Smooth Particle Hy-
drodynamics, por sus siglas en inglés) Hidrodindmica de Particulas Suavizadas, en
el cual estda basado el cédigo que hemos usado para la evolucion de la fuente de la
que queremos extraer senales de ondas gravitacionales. Los datos que se obtienen de
forma discreta a partir de este método serdan utilizados en la formula cuadrupolar la
cual se reescribe de manera que se pueda aproximar como una integral numérica de
Monte Carlo. En el Capitulo 4 se hace evolucionar la destruccién de una distribucién
de polvo como primera aproximacion de una estrella, el cual orbita circularmente
alrededor de un agujero negro de Schwarzschild con masa del orden de 10°M,. A
partir de estas evoluciones se obtienen las amplitudes de las ondas gravitacionales
emitidas por esta configuracion. En el Capitulo 5 se dan las conclusiones del analisis

de las senales que se obtienen y las ventajas de la aproximacién que hemos hecho.



Capitulo 2

Teoria de Perturbaciones y

Radiacion Gravitacional

En este capitulo se describe la teoria de perturbaciones para la aproximacién de
soluciones a las ecuaciones de Einstein. Primero se da un breve repaso de la Teoria
de la Relatividad General, en la cual estan definidas las ecuaciones de Einstein cuya
solucion se aproxima a través de un método basado en teoria de perturbaciones. El
método de perturbaciones, es una herramienta que nos permite simplificar las ecua-
ciones de Einstein, pues al perturbarlas hasta un orden lineal, obtenemos una Teoria
de Gravedad Linealizada de la cual nace lo que llamamos ondas gravitacionales. A
partir de esta teoria es posible estudiar cémo son las ondas gravitacionales medidas
sobre espacio-tiempo fijos. En nuestro caso hacemos el estudio sobre el espacio-tiempo
plano y tomamos aproximaciones tomando la fuente que las genera muy lejana al
punto en que se miden. Con esto se estudia como se generan las ondas gravita-
cionales dada una fuente que estara descrita por el tensor de energia-momento. Con
ello obtenemos las componentes del tensor que describen la forma de la radiacién

gravitacional.

18
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2.1. Relatividad General

Durante méas de dos siglos, la mecanica de Newton domin6 completamente en la
fisica: el Universo entero parecia comportarse tal como lo predecian las ecuaciones
de la fisica newtoniana. Sin embargo, a principios del siglo XX empezaron a surgir
evidencias de que la fisica clasica no describe adecuadamente cualquier fenémeno.
Uno de los fenémenos que arrojaron evidencias de ello fue la precesién del perihelio
de Mercurio; la Teoria de Newton ya no podia explicar porqué el perihelio de la
orbita de Mercurio se desplazaba lentamente. En este contexto nace la Teoria de
la Relatividad, la cual describe los fenémenos fisicos que ocurren a velocidades tan
altas como la de la luz y de manera particular, logré describir el fenémeno ocurrido
en el perihelio de Mercurio, lo que hizo que fuera mas relevante en la fisica de ese
tiempo. En esta seccién damos una breve descripcion de esta teoria y sus principales

formulaciones [4].

La teoria de la relatividad incluye dos teorias, la de la relatividad especial y la de
la relatividad general. Ambas teorias fueron formuladas por Albert Einstein. La rela-
tividad especial describe la fisica de movimiento en el marco de un espacio-tiempo
plano, describe correctamente el movimiento de los cuerpos incluso a grandes veloci-
dades y se usa basicamente para estudiar sistemas de referencia inerciales (sistemas

no acelerados). Los dos postulados base de esta teoria son:

= Principio de la relatividad: establece que las leyes de la fisica son las mismas
en todos los sistemas de referencia inerciales, es decir, no existe un sistema de

referencia privilegiado que se pueda considerar como absoluto.

» [nvariancia de la velocidad de la luz: la velocidad de la luz, denotada como c,
en el vacio es una constante universal y su valor es independiente de la fuente

que la emite.

A diferencia de la fisica newtoniana, la posicién de un punto es descrita en relativi-
dad especial como un evento en el espacio-tiempo que esta dado por un cuadrivector

que tiene componentes:

ot = (2% 2t 2% 2°) = (t,2,y, 2), (2.1)
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tomando en cuenta la convencién de que los indices griegos van como «, 3, i, v, .. =
{0,1,2,3} y los latinos van como 1, j, k, ... = {1, 2, 3}. El cuadrivector denotado como
(2.1) lleva consigo factores de ¢, sin embargo, en esta tesis trabajaremos en unidades
geometrizadas, es decir, c = G = 1.

En Relatividad, la geometria del espacio-tiempo es especificada por un tensor métrico
que depende de las coordenadas g.g(x*). La relatividad especial se describe tnica-
mente sobre la métrica plana, es decir, la métrica de Minkowski, 7, la cual en coor-

denadas cartesianas tiene las siguientes componentes

-1 0 0 0

1 00

gab’(xﬂ) = Nap = 01 0
0 0 1

La inversa de 1.5 es n°° y se escribe de la misma forma que la anterior. En
coordenadas distintas a las cartesianas, las componentes del tensor de Minkowski

cambian, pero en esta tesis trabajaremos en general con coordenadas cartesianas.

Es importante poder definir las leyes fisicas en cualquier sistema de referencia. La
Teoria de la Relatividad nos permite expresar un tensor de un sistema de referencia

inercial a otro mediante el tensor de Lorentz, A, que se escribe como

¥y =By 00
AF — —57’7007
v 0 0 10
0 0 01
donde
1

5:%7:\/1—_7627

. . . . / . ’
con v la velocidad relativa del sistema de referencia x® respecto al sistema x®. Asi,

dado un tensor A,, sobre el sistema z®, podemos representar el tensor Ag. en el
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. . / ., . . ’ . .
sistema primado % en notacién de Einstein (indices repetidos se suman) como

Ay = AJAYA,,. (2.2)

La distancia, en relatividad especial, entre dos puntos en el espacio-tiempo plano

se le llama intervalo, que esta definido mediante la métrica como

ds* = nydatde” = —dt? + da* + dy? + d2?, 2.3
”w

la cual se mantiene invariante bajo transformaciones de coordenadas puesto que es

una escalar, es decir, si cambiamos de sistema de referencia, ds? se mantiene igual.

A partir de la teorfa de relatividad especial, se hizo una generalizacién a una
teoria de campo gravitatorio y de sistemas de referencia generales, es decir, ya no
solo inerciales sino también acelerados. De ahi nace la Teoria de Relatividad General.
La Relatividad General establece principalmente que el espacio-tiempo es curvo y la
gravedad es la manifestacion de esa curvatura; en presencia de materia, la geometria
del espacio-tiempo no es plana sino curva. Asi, una particula en movimiento libre
dentro de un campo gravitorio seguira una trayectoria geodésica, que se define co-
mo una curva cuyos vectores tangentes se mantienen paralelos si se trasportan a lo
largo de esta [4]; por tanto, la curvatura de g,p estd relacionada con la distribucién
de materia en el espacio-tiempo mediante las ecuaciones de Einstein. Para llegar a
las ecuaciones de Einstein, es necesario definir los tensores que miden curvatura del
espacio-tiempo. La medicién de la curvatura de cualquier métrica g, viene determi-
nada por el tensor de curvatura o el tensor de Riemann, que estd dado en funcién
de los simbolos de Christoffel

1
Faﬁu = §gaa(auga,8 + aﬁgau - aagﬁu), (2.4)

donde O* = %. Entonces el tensor de Riemann expresado en términos de los simbo-

los de Christoffel y sus derivadas es

R%,, = 0.'%, — 0,1, + F'DBVFO‘W — FPB“FQPV. (2.5)

A partir del tensor de Riemann (2.5) se obtiene el tensor de Ricci el cual cuantifica
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la aceleracion de un volumen o un hipervolumen en un espacio-tiempo curvo. En
relatividad general, el tensor de Ricci tiene la particularidad de representar efectos
gravitatorios, que son los m&s importantes a gran escala. Este tensor es solo una

contraccion del tensor de Riemann, es decir,

Ry, =R,,,. (2.6)

La superficie que encierra un volumen o hipervolumen, esta dada por el escalar
de Ricci

R=g¢"R,,. (2.7)

Ahora es posible escribir las ecuaciones de Einstein, es decir, la aplicacion de la
relatividad general al campo gravitatorio. La férmula matematica que relaciona la

geometria del espacio-tiempo con la distribuciéon de masa y energia estd dada por

G = 81T, (2.8)

donde T, es el tensor de energfa-momento. En el siguiente capitulo se define la
forma de este tensor para nuestro problema. El tensor de Einstein G, se escribe
en términos del tensor de Ricci (R,,) v el escalar de Ricci (R), asf como del tensor
métrico g,, como
1
G = Ry — §gwR. (2.9)
En principio, lo que describe la ecuacién (2.9) es que dado un cuerpo con cier-
ta forma y velocidad, se puede calcular su distribucion de masa y energia, a partir
de la cual, utilizando la ecuacién (2.8), se puede obtener la métrica g,z que de-
termina enteramente el espacio-tiempo curvo. En la practica, este procedimiento es
extremadamente complicado porque el conjunto de diez ecuaciones que conforman
(2.8), en un principio, era imposible resolver analiticamente excepto en algunos casos
particulares. La primera solucion exacta de las ecuaciones de Einstein fue descubierta
solo unos meses después de que apareciera el articulo de Einstein. Esta solucién se
debe a Karl Schwarzschild. La solucién de Schwarzschild nace de preguntarse como

deformaba el espacio-tiempo una distribucién de masa perfectamente esférica. El
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espacio-tiempo resultante debia tener propiedades de simetria alrededor de la masa
considerada; esto simplifica notablemente las ecuaciones. De ahi nace el espacio-
tiempo de Schwarzschild el cual describe la regién externa de un cuerpo esférico con
masa M y radio r arbitrario [12], y estd descrito en coordenadas de Schwarzschild

por

r r

oM oM\~
ds? = — (1 — —) dt? + (1 - —) dr® + r*(d6? + sen*0d¢?). (2.10)

De manera general, la métrica de Schwarzschild tiene la propiedad que si la esfera

considerada de masa M tiene un radio menor que el radio de Schwarzschild

ry = 2M, (2.11)

entonces la luz emitida de su superficie, o de cualquier punto dentro de la esfera con
radio r, no puede llegar al radio critico r; y queda atrapada para siempre. De aqui la
existencia de los hoyos negros, los cuales corresponden al espacio-tiempo producido
por un cuerpo masivo cuyo tamano es igual o menor a su radio de Schwarzschild. La
superficie esférica cuyo radio es justamente el de Schwarzschild se llama horizonte de
eventos del hoyo negro; la luz puede cruzar sélo en un sentido el horizonte: de afuera
hacia adentro y nunca al revés.

Hasta el momento hemos definido las ecuaciones de Einstein y una de sus soluciones
exactas, es decir, la métrica de Schwarzschild, sin embargo, existen mas soluciones
exactas que no mencionaremos en esta tesis. Nos centraremos en buscar soluciones
aproximadas a las ecuaciones de Einstein a partir de soluciones exactas conocidas.
Esto se logra mediante una herramienta llamada Teoria de Perturbaciones. En la
siguiente seccion se hace una breve descripcion del método de perturbaciones de
una manera general para poder desarrollar una solucién aproximada alrededor de la

métrica de Minkowski.
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2.2. Teoria de perturbaciones

Existen una gran cantidad de sistemas fisicos descritos por ecuaciones que no
tienen soluciones analiticas; por ello es importante desarrollar métodos que permi-
tan obtener soluciones analiticas aproximadas. Uno de los métodos populares en la
fisica matematica para resolver problemas complicados es utilizar un analisis pertur-
bativo alrededor de una solucién conocida, denominado teoria de perturbaciones|8].
La teoria de perturbaciones es una herramienta comuinmente usada en la mecénica
clasica y cuantica. En Relatividad General, la teoria perturbativa también ha llegado
a ser muy usada en diferentes problemas; tal es el caso del estudio de la propagacién
de ondas gravitacionales en el cual la teoria de perturbaciones es el principal medio
para obtener una solucion a las ecuaciones de Einstein. En esta seccion damos una
descripcion no formal de la teoria de perturbaciones, de la cual partimos para pertur-
bar los tensores de curvatura y encontrar una solucién perturbada para las ecuaciones

de Einstein.

La teoria de perturbaciones, de manera general, es un método matematico usado
para aproximar la solucién a ecuaciones (algebraicas, diferenciales, integrales, etc)
que no pueden ser resueltas de manera exacta. Este método propone que si se conoce
la solucion exacta de un problema, la solucion de un nuevo problema ligeramente
diferente es una ”perturbaciéon”de la solucién conocida [5]. Los métodos perturba-
tivos solo podran ser aplicados si es posible agregar un término pequeno (\) a la
solucién exacta del problema conocido, es decir, la nueva solucién estara expresada

en términos de una serie de potencias en el parametro \.

Para describir el método, supongamos una ecuacion cuya solucion exacta esta da-
da por la funcién fy(z) real o compleja. Es posible obtener una familia de soluciones
dependientes de un parametro A, el cual cuantifica la desviacién del nuevo problema
respecto al original, que cumple con A — 0. Por tal condicién lo escribimos como dA

y hacemos una expansion en serie de Taylor para la funcién f(x; A\) de manera que

f(fsk)%f(x;kzowra—f 5>\+l(92_f

2
ox|_ T 3o (ON)? + ... (2.12)

A=0
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donde f(xz;A) es infinitamente diferenciable alrededor de A = 0 y d\ es la variacién
de X [11]. De la ecuacién (2.12) se puede observar que f(x;\ = 0) = fo(x); esto
quiere decir que f(x; A) representa las soluciones perturbadas de fy(x). Por tanto, f

estard dada en términos de la solucion exacta mas pequenas variaciones, o bien

f=fo+0f+0Pf+ .. (2.13)

donde 0f es la variacién a orden lineal de f respecto de A y §? f es la segunda
variacion de f respecto de A\ y asi sucesivamente. La diferencia entre fy y f total

serd Af y estda dada por

10%f

of
— + —_
NIRRT

Af_ﬁ

(6A)* + ...
A=0

El pardmetro X\ representa, en la mayoria de los casos, una cantidad fisica y en
algunos casos es solamente usado como un parametro ficticio para poder hacer uso
de la teoria de perturbaciones. Este es el principio de la teoria de perturbaciones
donde las variaciones para cada funcion f, corresponden a perturbaciones a distintos
6rdenes de la funcion fy que representa la solucién exacta. De esta manera se aplica
a problemas en fisica, pero de manera especifica lo vamos aplicar en Relatividad
General. En las siguientes secciones se usa esta teoria para perturbar un espacio-
tiempo plano, el cual ya no es una funcién sino un campo tensorial. En esta tesis
no se entra en detalle la matematica que conlleva la teoria de perturbaciones en
Relatividad General (en [5] se muestra un andlisis completo). Sin embargo hacemos
uso de la notacién de las perturbaciones como se describié en esta seccion. Para
el estudio de ondas gravitacionales es necesario perturbar los campos tensoriales
que describen cierto sistema. En nuestro caso solo los perturbamos hasta ordenes
lineales lo cual resulta en una teoria linealizada que nos llevara a obtener ecuaciones
que describan la forma de las ondas gravitacionales que emite una fuente descrita

por 1),.
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2.3. Ecuaciones de Einstein para campos débiles

En esta seccion, aplicamos la teoria de perturbaciones para construir una solu-
cion aproximada a las ecuaciones de Einstein. Dado que la métrica de Minkowski es
una solucion exacta de las ecuaciones de Einstein, podemos construir una solucién
perturbada a partir de n. Tomamos la métrica plana debido a que el estudio de la
propagacién de ondas gravitacionales se hara lejos de la fuente que las emite. En
seguida se establecen las condiciones de invariancia que cumple la solucion perturba-
da y sus propiedades bajo transformaciones de norma que seran un factor importante
para demostrar la invariancia de norma de los tensores de curvatura al perturbarlos

hasta primer orden.

2.3.1. Perturbaciones al espacio-tiempo de Minkowski

En la actualidad, existen varias métricas que son soluciones exactas de las ecua-
ciones de Einstein, pero es posible construir soluciones aproximadas a través de un
analisis perturbativo. Para ello debemos tener en cuenta que el espacio-tiempo no
es un escenario estatico sino que es dinamico; por tanto, es necesario perturbar al
espacio-tiempo representado por g, y a todos los campos tensoriales que describen
el sistema, como lo son los tensores de curvatura. En esta tesis se estudia el campo
gravitatorio producido por cierta distribucién de materia, descrita por 7),,, el cual
queremos medir en una region alejada de ella. Bajo esta condicién, suponemos que
medimos desde un espacio-tiempo plano descrito por 7 y lo perturbamos de acuerdo
a (2.13) como:

g=n40dg+ 0(06%g), (2.14)

donde dg corresponde a la perturbaciéon a primer orden del espacio-tiempo plano
y 8@®) g se refieren a las perturbaciones a segundo orden. De acuerdo a la teorfa de
perturbaciones, hemos tomado la solucién exacta a las ecuaciones de Einstein, 7, y la
estamos perturbando con términos que dependen de un parametro A\. Podemos rees-
cribir (2.14) en términos de sus componentes respecto a un sistema de coordenadas

cartesiano z* descrito por (2.1) como
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gaﬁ(xu; /\) = Nap + 5904,3(1#; )‘) + 0(5(2)904,3)7 (215>
donde 1,4 = diag(—1,1,1,1) y la perturbacién a orden lineal en A se escribe como

0gap(zt; M)

dgap(zt; N) = R

SA. (2.16)

A=0

La linealizacién es un concepto 1til para poder entender las perturbaciones gravi-
tacionales, lo cual se logra al ir considerando sélo las perturbaciones de orden lineal
de cada uno de los tensores, comenzando con el tensor métrico. Esto es posible gracias
al limite de un campo gravitacional débil, es decir, considerando que los campos que
pertuban la solucién exacta, en este caso la métrica plana, son pequenos. Tomemos

entonces (2.15) hasta primer orden del pardmetro A

Gap = Nap + 0Gas- (2.17)

La ecuacién (2.17) representa la métrica perturbada. Simplificamos la notacién

haciendo

8ga5
hap = ——| 2.18
e (2.18)

de manera que (2.17) se reescribe como

Gos X T + Do OX, (2.19)

es decir, h,p representa las componentes de la primera perturbacién de la métrica
de Minkowski. Debido a la debilidad del campo gravitatorio que perturba el espacio-
tiempo plano, pedimos que las componentes h,g sean pequenas en comparacion a

las componentes de la métrica 7, es decir,

hag| < 1. (2.20)

La métrica perturbada tiene la propiedad de ser invariante bajo transformaciones
de Lorentz, es decir, (2.19) se mantiene invariante. Si cambiamos de un sistema

de referencia descrito por {z®} al sistema de referencia descrito por coordenadas



Capitulo 2. Teoria de Perturbaciones y Radiacion Gravitacional 28

{z*} podemos aplicar la transformacién a las coordenadas antiguas de forma que

a

= aﬁxﬂ. En este nuevo sistema de referencia la métrica (2.19) se transforma de

la siguiente manera:

a5 = AMaAyggw = AHaAUB(WV + h#,,é)\), (2.21)

y obtenemos que

G5 = Nz + hazON. (2.22)

Asi pues, (2.22) nos demuestra que la métrica perturbada (2.19) es invariante

bajo transformaciones de Lorentz.

Hemos obtenido la métrica perturbada que se escribe como (2.19) lo cual nos lleva
a perturbar los campos tensoriales que describen el sistema fisico que estamos anali-
zando, es decir, los tensores de curvatura. En la siguiente seccién se muestra como
son las transformaciones de norma para la métrica perturbada. Las transformaciones
de norma son importantes para la simplificacién de las ecuaciones de Einstein, dada

la libertad que otorgan para escoger cualquier sistema de coordenadas.

2.3.2. Transformaciones de Norma

La teoria de Einstein tiene libertad de norma, es por eso que es posible aplicar
transformaciones de norma como herramienta para facilitar el anlisis matemaéatico de
ciertos problemas. Las transformaciones de norma implican una transformacién de
coordenadas, y las teorias que se rigen bajo estas normas son llamadas teorias de
norma [13]. En esta seccién aplicamos una transformacién de coordenadas al tensor
métrico perturbado. La propiedades en las transformaciones de norma de la métrica
perturbada seran una herramienta al momento de escribir las ecuaciones de Einstein

perturbadas a orden lineal [4].

En (2.19) escribimos la métrica respecto a un sistema de coordenadas dado por
{z}, sin embargo, podemos escoger otro sistema de coordenadas donde h,p cumpla

con la condicién (2.20). Para ver esto consideremos la transformacion de coordenadas
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. . . . /
que va del sistema de referencia descrito por x® al sistema de coordenadas {z® },
agregando un pequeno cambio en las coordenadas {x“} de tal manera que el nuevo

. ’ ! I /7 .
sistema de coordenadas (z°', 2!, 2%", 2®") queda escrito como

1@ = 2% + £4(P), (2.23)

donde £*(x) son cuatro funciones arbitrarias que dependen de la posicién y pedimos
que sean de tamano pequeno al igual que las h,g en el sentido que ‘3,350‘| < 1.
A partir de la transformacion (2.23) la aplicamos en la métrica perturbada (2.19)

1 v ozt Ox"
Gorpr (@) = N Ny g () = B 9f” G (). (2.24)

Desarrollando las matrices de trasformacion de Lorentz obtenemos

o

y a partir de esta matriz podemos obtener su inversa

o g 077 (10 @)
Sustituyendo en (2.24) se tiene que
ga’ﬂ’ :na5+ha’ﬁ'5)‘7 (227)

donde

L 06 0% o¢ |°

A la transformacion (2.28) se le llama trasformacién de norma debido a su ana-

logia con el caso electromagnético. Debido a la condicion |85§a’ < 1, la perturbacién
h. 5 sigue cumpliendo con (2.28) por lo que estamos en un sistema de coordenadas
aceptable. Con esto se demuestra que es posible establecer un sistema de coorde-
nadas escogiendo un vector % arbitrario en el que podemos representar g, 4/, la
cual cumplird las mismas condiciones que la métrica g,5. Mas adelante veremos que

la métrica primada (2.27) junto con lo obtenido en (2.28), se convierten en una herra-
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mienta para simplificar las ecuaciones de Einstein, estableciendo condiciones para el

vector £€* y aprovechando la libertad de norma que tenemos en la teoria de Einstein.

2.3.3. Consecuencias sobre la curvatura

En esta seccién obtenemos las perturbaciones a orden lineal de las ecuaciones de
Einstein. Dada la perturbacién de la métrica, los campos tensoriales también son
perturbados a orden lineal usando el parametro A. A partir de esto, se obtiene una
teoria linealizada que da como resultado una ecuacién que nos describe la propa-

gacion de h,p de la cual se pueden obtener soluciones para las perturbaciones hg.

Comenzamos calculando los simbolos de Christoffel en un espacio-tiempo pertur-
bado descrito por (2.19), los cuales estan definidos en la seccién 2.1 por la ecuacién
(2.4). Los I'5 se perturban hasta primer orden de A representados en el sistema de

coordenadas (2.1)

a Opa a _ pa(l)
12 ~ "T%, +00%, = T8, (2.29)

donde OF%7 es el correspondiente a la métrica n, por tanto, OFQM = 0 en el sistema
de coordenadas cartesiano en el que estamos trabajando y escribimos a Faﬁg) como

las componentes de la primera perturbacion de los simbolos de Christoffel. Para

(1)

,’ calculamos primero la inversa de (2.19) tomando en cuenta la

el calculo de Faﬁ

propiedad [4]

(I+A) ' '=T—-A+A - A+ A" -+,

donde A es una matriz n X n cuyas entradas tienen que cumplir que |A;;| << i; 1
n

refiere a la matriz unitaria. Usando (2.30) obtenemos que

g% = 1% — BB 5X + O(6PN). (2.30)

Tomamos solo hasta orden lineal de (2.30) y la sustituimos en (2.4)

—_

FOJB/y ~ _(nao' + hoﬂé)\)[a'ygaﬂ + aﬁga'y - aagﬁ'y]- (231)

(\]
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Desarrollamos la ecuacién expandiendo la métrica perturbada ggs,

Q

Fa

1 oo oo
b R 07+ RGN0, (hpdN) + D3 har0N) — Do (i, 0N)] (2.32)

1 1
= S0k + Db, — Dohis 0N — Sh (0o + sl — Do) (1),

donde hemos tomado en cuenta que d\ es un parametro independiente del sistema de
coordenadas, es por eso que no se ve afectado por las derivadas parciales respecto a
z#. Comparando (2.32) con (2.29) obtenemos que las perturbaciones a primer orden
del simbolo de Christoffel son

D = ~0°10, hos + Oshey — Oshsy)- (2.33)

Ahora calculamos la perturbacién a orden lineal del parametro A\ del tensor de

Riemann

o a (1)
R%,, ~ "R%,, + 0R%,, = RO\, (2.34)

Buv

donde °R® 5, €8 cero pues corresponde a la métrica de fondo 7, que es el espacio-

tiempo plano y R” corresponde a las componentes de la primera perturbacién del

BW
tensor de Riemann. Obtenemos entonces el tensor de Riemann mediante (2.5) por

lo que sustituyendo (2.29)
%~ 0D — 9,05V en + T7,00Te (D(A)2 — T7L0Te W(6N)2. (2.35)

Comparando con (2.34) obtenemos que

RW

afuv

=0,0%" — a,1%.", (2.36)

o en términos de hqg se escribe como

R(l)

afuv

1
= 5(8ﬁ8uha,, + (%&,h,gu — agayha# — aaauh/gl,). (237)

La libertad de norma en la teoria de Einstein nos permite cambiar de un sistema
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coordenado a otro. De ahi que podemos calcular el tensor de Riemann respecto al

sistema de coordenadas (2.23) y obtenemos que:

RS, = R0, — 0,050, — 0050,6, — 0,0a0,&5 — 050a0,€, +
0,050, €0 + 00050y, + 0,000,858 + 030,0,6,.  (2.38)

Si las funciones &, son suficientemente suaves entonces de (2.38):

R - pW (2.39)

afuv*

Asi se demuestra que las componentes del tensor de Riemann son independientes
de la norma, es decir, no se ven afectadas por las transformaciones de norma hasta
primer orden en (2.28) y que esta condicién se cumplird para los sistemas de coor-
denas del tipo (2.23). Es importante tener en cuenta que esto solo sucede a primer
orden, puesto que a segundo orden la expresion para las componentes del tensor de

Riemann si cambian [5].

Ahora aplicamos una perturbacion al tensor de Ricci a primer orden

Rs, ~ ' Rg, + 0Rg, = RY)ON, (2.40)

v

donde °Rg, es el tensor de Ricci asociado a 1 por lo cual es nulo y R/(Bly) son las
componentes de la primera perturbacion del tensor de Ricci. Calculemos la pertur-
bacién lineal del tensor de Ricci a partir de (2.6), es decir, con la contraccién de la

perturbacién lineal de Riemann en (2.37) obtenemos, en términos de h,g, que

1
R}) = 5 (050ul, + 0Oy hge — a0, 0", — 0" Duhiz). (2.41)

Con esto calculamos la primera perturbacion R del escalar de Ricci hasta orden
lineal de A

R~ OR+5R = RYs), (2.42)

con lo que obtenemos que
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R=~g"Rg, = (n* —h*" §)) x
1
5(080a1, + 0Oy hge — 00,k — 0Dl )ON | (2.43)

Comparando con (2.42) podemos ver que la primera perturbacién RW estara dada

por los términos que acompanan a dA por lo que

RV = 9*8°hy, — 8"0,h, (2.44)

donde h = h%,, es decir, la traza del tensor de perturbacién lineal.

Teniendo definidos todos los tensores de curvatura sobre una métrica perturba-
da, podemos construir el tensor de Einstein perturbado a orden lineal a partir de
la ecuacién (2.8), el cual se perturba de la misma manera que los demés campos

tensoriales

Gap = OGas + 0Gas = GLI0N. (2.45)

Sustituimos entonces el tensor de Riemann perturbado (2.34), asi como la métrica
(2.19) y el escalar de Ricci (2.42) perturbados a orden lineal. Obtenemos que el tensor

de Einstein se escribe como

1
Gos =~ RSB%SA - 5(%5 + hagdA) (RM)SA

_ RY— Ly JROTsA 4 0N 2.46
af 2 B

Entonces la perturbacion a orden lineal del tensor de Einstein estda dado por

1
cl) = ng—ﬁnagm“ (2.47)

1 14 14 14 1 14 14
= 5(0a0"hup + 0" Ophay — 0a0ph — 0" 0yhap) = 0p(0" 0" huyy — 0°0,h).

La ecuacién (2.47) tiene una forma complicada, sin embargo, es posible simpli-
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ficarla por el hecho que tenemos libertad de norma en nuestra teorfa [4]. Para ello,

definimos el tensor de perturbacién llamado trace-reverse de hag como:

- 1
haﬁ = ha/g — §na5h, (248)

donde h es la traza y cumple con la propiedad

h=he=—h, (2.49)

esto ya que

- - 1
af _ o pa 1o}
mush™” = by = b — S60h

« o 10[
= Iy = h§ — S05h
= h = —h,

por esta propiedad, h,g es llamado trace-reverse de hs. Sustituyendo (2.48) en (2.47)

tenemos simplificadas las ecuaciones de Einstein en términos de hqg

1 _ _ _ _
Gt(xl,é)’ = _a(au&uhaﬂ + naﬁauayhyu - (958“/1,1# — 8a8“h,g#). (250)

Establecemos ahora una condicion tal que

dsh*? = 0. (2.51)

Nos referimos a (2.51) como condiciones de norma de Lorentz, las cuales repre-
sentan cuatro ecuaciones y ya que tenemos cuatro funciones £, podemos encontrar
una norma en la que la ecuacién (2.50) sea verdadera. Si tenemos b, tal que cumpla
con las condiciones de Lorentz, estaremos trabajando bajo dicha norma. Esta norma
es utilizada principalmente para poder simplificar las ecuaciones de Einstein. Para
usar la condiciéon de Lorentz es necesario mostrar que siempre es posible encontrar

h,w tal que cumpla con (2.51).

Construyamos h,s en el sistema dado por (2.23)
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— 1
haﬁ = haﬁ - é.oc,ﬂ - fﬁ,a - §naﬁ(h - 25:)
= ]_I/aﬁ = Baﬁ - 5&,5 - gﬁ,a + naﬂg,l;' (252>

Supongamos que para h,g arbitrario, no se cumple (2.51). Aplicamos entonces la
divergencia a (2.52),
Oph'*P = 05hP — 9°9¢~. (2.53)

Para saber la norma en la cual es vélido (2.51), hacemos

dsh'*® =0, (2.54)

y asi obtenemos condiciones para las funciones £“ de manera que

0°05¢™ = 0™ = 9sh™”, (2.55)
donde el simbolo [ es el operador de onda o bien el D’Alembertiano definido por

0? 9
(—ﬁJrV ). (2.56)

La expresion (2.55) es una ecuacién inhomogénea que siempre tiene solucién para

0

cualquier (955“6 (lo tomamos como cierto aunque en esta tesis no se demostrard),
por lo tanto decimos que siempre existe algin £* que transforma la perturbacion h,gs
de tal manera que podamos imponer la norma de Lorentz (2.51).

A partir de imponer la norma de Lorentz simplificamos la ecuacién para la per-
turbacion (2.50) y obtenemos que

1 _
Gl = ~50u0"ha. (2.57)

Sustituyendo (2.57) en (2.8) se obtiene que

Ohap = —167T,p. (2.58)

Hasta aqui hemos llegado a la ecuacion que describe la perturbacién a un espacio-
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tiempo plano en coordenadas cartesianas. Esto se obtiene al considerar términos
lineales de las perturbaciones de cada uno de los tensores de curvatura y, finalmente,
del tensor de Einstein y tomando en cuenta que las perturbaciones al espacio-tiempo
son débiles. Dicha linealizacion de las ecuaciones de Einstein para campos débiles
nos llevan a la ecuacién de onda dada por (2.58) la cual describe la propagacién de
las hap , 0 bien, ondas gravitacionales y permite el estudio de éstas. La solucién de la
ecuacion anterior en el vacio se construye en la siguiente seccion teniendo en cuenta
las imposiciones de norma que hemos tomado para llegar a dicha ecuacion, asi como
el hecho de tomar una fuente 7,53 muy distante de la regién del espacio-tiempo de

interés.

2.4. Generacion de Ondas Gravitacionales

En la seccion anterior llegamos a la ecuacion de Einstein para un espacio-tiempo
plano el cual se perturba con campos débiles, con lo cual obtenemos una ecuacién
de onda por (2.58) que nos permitird estudiar la propagacién de las ondas gravita-
cionales. En esta seccién se desarrolla una solucién a la ecuacion de onda teniendo
en cuenta las condiciones impuestas durante el desarrollo de la teoria linealizada de
Einstein para campos débiles. A partir de la solucién, es posible hacer aproxima-

ciones que simplifican el calculo de las componentes de las perturbaciones h,gs.

Tomamos la ecuacién de onda (2.58) la cual muestra similaridades con la ecuacién
que describe la propagacién de ondas electromagnéticas [12]. En analogia a este caso
podemos construir una solucion para la ecuacion de onda que esta dada en términos

de la funcién de Green G(2° — 2'°) de manera que

o (T, t) = —16m / G(Z,t; 7 ) Tap( ¢ )d32 dt (2.59)
es decir, obtenemos las componentes de h en (Z,t), consecuencia de que la fuente
T.5 produce la radiacién gravitacional localizada en (7', t) [10].

Es conocido que la funcién de Green puede ser ” retardada” o ” avanzada” de-
pendiendo de la situacién que queramos tratar. Nosotros estamos interesados en la

funcién de Green retardada la cual representa el efecto de las senales del pasado
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<0

~
L 1

|

Figura 2.1: Las perturbaciones que se miden en (¢, z%) se calculan en términos de los eventos del

pasado del cono de luz, donde ¢, es el tiempo retardado

acumuladas en los puntos en los que se mide, como se muestra en la figura (2.1), y
esta dada por

t—t —|Z—7

Ve Lt |77, (2.60)

B _47T‘f -7 |
donde hay que tener en cuenta que estamos en unidades geometrizadas (G=c=1).
Ademds 7 = {z',22,23} y & = {2, 2%, 2"}, asi como |& — &| = [6;;(2* — ") (27 —
27)] y t = t.. La derivacién de (2.60) se da a partir de resolver la ecuacién de
onda en presencia de una fuente con funcién delta [13]. Sustituyendo (2.60) en (2.59)

obtenemos que

_ St —t — |z -7 N
haﬂ(f,t):zl/ ( E ‘f| T @ d (2.61)
r—xX

Podemos usar la funcién delta para integrar sobre ¢ y nos lleva a que

—

_ Tos(Z t — |7 — ,
haﬁ(f,t)—zl/ 5(1’# |2 x‘)d?’x, (2.62)

—

|.CL’—$

donde la integral se hace sobre la fuente, es decir, donde T},3 # 0. Se puede observar
que la solucién (2.62) para la perturbaciéon métrica h,s satisface la ecuacién (2.58),

y es valida en un sistema de referencia inercial con coordenadas cartesianas.
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La interpretacién de (2.62) es que la perturbacién medida en el punto (Z,t) es
producto de la suma de la influencia de la fuente 7,3 que proviene del cono de luz
pasado en el punto (Z,t — |f —e ‘) Vamos a simplificar nuestra solucién por medio
de transformaciones de Fourier en la variable temporal t. Para ello es necesario
transformar todas las cantidades dejando sin transformar las variables espaciales.
Asumimos entonces que T,g(7,t) y Eag(f, t) admiten representaciéon de Fourier, es

decir

1 +oo .
Tag(f, t) = \/—Q_ﬂ_/ dw €_WtTa5(f,W)
_ 1 +0o0 o~
has(7.0) = = / d e (7, w), (2.63)

donde w es la frecuencia; con esto tenemos los tensores representados sobre el espacio

de frecuencias [12]. Asi mismo podemos representar sus inversas como

- 1 Foo ,
Taﬁ(f, CU) = E/ dt GZWtTa/B(f, t)
~ 1 +oo o
haﬁ(f,w> = E/ dt e_zwthaﬂ(f, t) (264)

Tomamos la representacion de Fourier (2.63) y la sustituimos en la ecuacién(2.61).

De ahi obtenemos

+o0 = S(t—t — |7 -4
/ dw e—zwthaﬁ(f’w) :4/ ( — ’fl X ‘) %

-

27
1

7

Foo ! ~ / ’or
dw e ™" T 5(7 ,w)} >z dt

5

8 8

-/
t_t_|$_x| e~ Tro (7, w)dt dPa’ du

Tos(T ,w)d>z dw. (2.65)

g
T
i

ﬁ\ ﬁ\%

/
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Escogemos una w, es decir, representamos la solucion como una onda monocromatica

[12] con lo que obtenemos que

. J—
—iw|Z—-2 | _

e_i“’tfzbaﬁ(f,w) = 46_“15/—6‘ —

T—T

J

Top(T ,w)d*z . (2.66)

La solucién para la perturbaciéon métrica h,s en el espacio de frecuencias es-

tara dada por

. R
e—zw\z—x | , ,

Tos(¥ ,w)d*T . (2.67)

—

ap(Tw) =4

R

— —
it

La integral (2.67) se hace sobre la fuente, es decir, donde T,5 # 0. Con (2.67)
hemos obtenido una soluciéon en representaciéon de Fourier para las componentes de
la perturbacién del espacio-tiempo de Minkowski, sin embargo, dada la debilidad
descrita en la teoria linealizada de Einstein, es necesario tomar una aproximacién
tomando una fuente aislada lejana del observador cuya velocidad es mucho menor a
la de la luz y estd compuesta por materia no relativista [18]. En la siguiente seccién

se desarrolla esta aproximacién dando como resultado la formula cuadrupolar.

2.5. Ondas Gravitacionales lejos de la fuente

En la seccién anterior obtuvimos la solucion para las componentes de la pertur-
bacién métrica en un espacio-tiempo plano sobre un espacio de frecuencias. Dada la
debilidad del campo gravitacional supuesta en la teoria linealizada de Einstein, es
necesario hacer una aproximacién donde la fuente esta aislada y lejana al observador,
as{ como considerar que su velocidad es mucho menor que la velocidad de la luz [3].
Esto significa que si r es la distancia que hay entre el observador y la fuente, vamos

a asumir que 7 >> Rpyente, COMO se muestra en la figura (2.2) y A >> Rpyenre donde

R fuente €s la escala caracteristica de la fuente, es decir, donde T # 0; y A = %’r
es la longitud de onda asociada con la frecuencia de la fuente w y debe ser los sufi-

1

cientemente pequena tal que Ryyente << w™ ' [18]. Sea entonces |Z| = 7 >> Ryyente

aproximamos
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uente
observador Y

oy r\f

Riuente

Figura 2.2: Fuente cuyo tamafo caracteristico es Ryyente ¥ se encuentra a una distancia r del

observador.
1 1 #7 1
T = — ol — 2.68
| T — f” r T r3 ™ (,,,5) ( )
/ o 1
Z—-T|=r—-7-7 +O<ﬁ)’ (2.69)
donde 7 = &. Dado que queremos fuentes lejanas del observador asumimos que

7
r — oo. Por tanto de (2.68) solo tomamos en cuenta los factores a primer orden y

sustituimos en (2.67) con lo que obtenemos que

[ ~

/ Tos(Z ,w)d*z . (2.70)

r

Asf hemos obtenido la representacién de Fourier (2.70) para las componentes de
la perturbacién métrica para fuentes lejanas del observador. A partir de ésta, nos
concentramos en la solucién de la integral con la finalidad de simplificar la expresién
para las perturbaciones métricas [10].

Tenemos de la teoria de Einstein la ley de conservacion del tensor de energia-momento

que establece que

VT (Z,t) = 0, (2.71)

valida en un sistema de referencia dado por (2.1). Tomemos la representaciéon de

Fourier para 7% para una w tal que

TP (Z,t) = e T (F,w). (2.72)
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Sustituimos (2.72) en (2.71)
0T = 0,[e T (2 w)]
= 80[6_MtTOB(f, CU)] + 8j [G_thTjﬁ(f, w)]
= —iwe T, W) + e, T (1, w), (2.73)
y obtenemos que
— iwT% (7, w) + ;T (F,w) = 0. (2.74)
Desarrollamos ahora la derivada
;[T (Z,w)2'] = [0,T74(Z,w)]2’ + T7(Z, w)d;z’
= [0,T°1(Z, )|z’ + T (&, w) (2.75)
De (2.75) despejamos T%(Z, w), entonces
T(Z,w) = O[T (%, w)a'] — [9;T7 (T, w)]a", (2.76)
e integrando sobre la fuente de los dos lados tenemos que
/d3a: THE w) = /d3x O[T (2, w)a'] — /d% 0, T2, w)]x". (2.77)

El primer término del lado derecho de la ecuacién (2.77), por el teorema de la

divergencia, se vuelve una integral de superficie que desaparece cuando la fuente

esta aislada, por lo que

/d3x T(Z,w) = — /dgx [0, T, w)]a".

(2.78)

En seguida tomamos las componentes espaciales de la relaciéon que obtuvimos en

(2.74), es decir, cuando § =
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—iwTZ, w) +0;T(#,w) =0
w)

= wT%(z, = 9,T°(%,w). (2.79)

Sustituyendo (2.79) en (2.78) se obtiene

/d3x T (Z, w) = —iw/d?’x TUE, w)a'. (2.80)

Desarrollamos el lado derecho de la ecuacién (2.80)

~ , TOl(7 iy iz !
—iW/dgx TOl<f,w>xz = _Zw/d3x[ (.’L’,C&)),I‘ ‘g (f,(d)l’ n

TONE, w)az' — TOi(f,w)xl]

5 (2.81)

De (2.80), dado que el tensor T% es simétrico, tenemos que

- iw/d% Tz, W)zt = /d3x THE w) = /d?’x TV (E w). (2.82)

Por lo tanto sustituyendo (2.82) en (2.81) llegamos a

/d?’m T Zw) = —iw/d?’:p TUZ, w)a'

— _TM Po [PUF, )t + TO(F, w)a]
= _TM A3 {@[TOJ’(;E, w)xixl] _ 8j[T0j(f, w)]xixl}. (283)

Una vez maés, el primer término de (2.83) se convierte en una integral de superficie
y éste desaparece puesto que la fuente estd aislada. Finalmente obtenemos una ex-
presion para la integral de las componentes espaciales del tensor de energia-momento

sobre la fuente
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/ BT (F,w) = %" / &30, [T (&, w)|z' . (2.84)

De acuerdo a la ecuacion (2.74), tomando solo la componente temporal, es decir,

cuando [ = 0 se tiene que

0;TY (7, w) = iwT™(Z,w). (2.85)
Sustituyendo (2.85) en (2.84) se obtiene

2

- /d‘gx T%(Z, w)z'z'. (2.86)

/d% T # w) =

Ahora sustituimos (2.86) en la solucién (2.70) y con eso llegamos a la expresion
final de la solucién a las perturbaciones de la métrica plana en representacion de

Fourier

e—iwr (_w2)

Bil(f,W) =4 , 5

/d?’xlfoo(:f,, w)a 2. (2.87)

Hasta el momento obtuvimos las perturbaciones métricas para un espacio-tiempo
plano representada en el espacio de frecuencias. Podemos representarla en términos
del tensor de momento cuadrupolar de la densidad de energia de la fuente que se

define por convencién como

Iij(w) = /dgx/ TOF , w)z' 2. (2.88)
Por lo tanto, nuestra solucién adquiere la forma

—iwr
e

ha(Z,w) = —2w? — I (w). (2.89)

Aplicamos la transformada inversa a (2.89) para regresar a la expresién en el

espacio de configuraciones,

- 2 d?
o di?

’ s/ l/

At R A (2.90)

que en términos del tensor de momento cuadrupolar obtenemos la férmula cuadrupo-

lar para el calculo de las componentes del tensor de perturbacién dada por
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oL
hz‘z(%t)ZT di‘Q ,

(2.91)

donde t’ es el tiempo retardado dado por ¢ — r. Recurrimos a una identidad que se
deriva de la ley de conservacion del tensor de energia-momento [4], la cual enuncia

lo siguiente

d? . ‘
e /TOO v'rld® v = 2/T”d3a:. (2.92)
A partir de esto obtenemos la ecuacién (2.91) en términos de (2.92) y obtenemos
que
- = _4 3 !/ Zl — !
ha(Z,t) = — [ &z T*(Z ,t). (2.93)
r

La ecuacién (2.93) representa las componentes del campo de perturbaciones en
un espacio-tiempo plano, que describen la radiacion gravitacional producida por una
fuente 7,5 aislada, no relativista y alejada del punto en que se mide. La teoria de
Einstein, de la ecuacién (2.91) nos dice que el primer término dominante de la ra-
diacién gravitacional es el momento cuadrupolar lo que lo convierte en la herramienta
principal en el estudio de las ondas gravitacionales. En esta tesis nos hemos basado
en la ecuacion (2.93), que es una simplificacién de (2.91) para el estudio de las ondas
gravitacionales, sin embargo, la amplitud de las ondas no nos proporciona informa-
ciéon detectable. Es por eso que debemos analizar su polarizacion la cual marca un
efecto sobre masas de prueba y asi es posible medir o detectar si existe una senal de

ondas gravitacionales.

2.6. Polarizacion de las ondas gravitacionales

Las ecuaciones de Einstein toman la forma de la ecuacién (2.58) cuando cumple
con la condicién de Lorentz (2.51). La ecuacién de onda en el vacio, es decir, cuando

1.3 = 0 estara dada por

o? -
( - =+ v2> h*F = 0. (2.94)
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La ecuacién (2.94) tiene una solucién que va como

hoP = A% (i) g (2.95)

donde {k,} son las componentes constantes de un cuadri-vector y A,z son las com-
ponentes de la amplitud de la onda. Para simplificar las ecuaciones de Einstein a la
forma (2.94) se ha usado una condicién de norma de Lorentz, es decir, debe cumplir

que (2.51). Por tanto, de la solucién (2.95) se obtiene que

Akg =0, (2.96)

lo que implica que la amplitud A%® debe ser ortogonal al vector k. Cualquier solucién
de la ecuacién (2.94) serd una superposicién de (2.95), la cual es llamada onda plana.
En la ecuacién (2.55) demostramos que es posible obtener transformaciones de
Bag para poder imponer la norma de Lorentz. Restringir las soluciones para las
funciones de transformacion &,, dara como resultado una imposiciéon de condiciones

sobre la amplitud de la onda [4], donde
A =0, (2.97)

(67

es decir, la traza del tensor A,z es nula y también se obtiene que

AnUP =0, (2.98)

donde U es alguna cuatro-velocidad que podemos elegir. Asi pues, las ecuaciones
(2.96), (2.97) y (2.98) constituyen la llamada norma TT, (por sus siglas en inglés
transverse-traceless) que considera una norma transversa y sin traza debido a la
condicién (2.97).

Supongamos un marco de referencia en el espacio-tiempo de Minkowski, en donde
las componentes del vector U estén dadas por UP = (5”80. Por tanto, la ecuacién (2.98)
implica que A,9 = 0 para todo «. Si orientamos este sistema de referencia de manera
que la onda viaja en la direcciéon z, entonces el vector de onda se esribird como
k — (w, 0, Ow). Entonces A,, = 0 para todo «, es decir, la amplitud de la onda

es transversal a la direccion de propagacion, por eso la norma TT recibe también el



Capitulo 2. Teoria de Perturbaciones y Radiacion Gravitacional 46

nombre de transversa. Con las dos restricciones sabemos que A,, = A,,. Asi mismo,
la condicién (2.97) implica que A,, = —A,,. Por tanto, de forma matricial, en este
marco de referencia y con las condiciones de la onda ya impuestas, las amplitudes se

pueden escribir como

0 0 0 0
i | 0 Am An 0
U0 Ay —Ag O
0 0 0 0

De aqui nace el que en la norma TT que existen dos polarizaciones independientes
en el plano transversal a la direccion en la que viaja la onda, por tanto el tensor de las
amplitudes h,p estard expresado en términos de la polarizacién hy y la polarizacién

hy, de manera que

0 0 0 O
. 0 he hye O
hrag =

0 0 0 O

Los estados de polarizacion de las ondas gravitacionales son dos observables que
dependen del tiempo y sus efectos son transversales a la direcciéon de propagacion. Si
consideramos un anillo circular de particulas que se encuentra en un plano ortogonal a
la direccién de propagacion de las ondas, uno de los estados de polarizacion alargara y
comprimira al anillo de particulas a lo largo de direcciones ortogonales. A este estado
de polarizacién es al que le hemos llamado h, . La figura (2.3) muestra la deformacién
del anillo de particulas conforme una onda gravitacional pasa por él en el tiempo.
El segundo estado de polarizacion deformara el anillo de manera similar, pero a lo
largo de direcciones que estan rotadas w/4 radianes con respecto a las direcciones
de deformacion del estado h, . A esta polarizacion es a la que hemos llamado estado
hy. La figura (2.4) muestra la deformacién de un anillo de particulas conforme una

onda gravitacional pasa por €l en el tiempo.

Hasta el momento hemos desarrollado la teoria de Einstein para las perturba-

ciones del espacio-tiempo plano en orden lineal de las perturbaciones ﬁaﬁ con lo que
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Figura 2.3: El efecto en el tiempo del estado de polarizacién hy de una onda gravitacional que
viaja sobre el eje z en las separaciones propias de particulas en un anillo circular en el plano
(x-y). El anillo con trazo discontinuo muestra la posicién de las particulas en ausencia de ondas

gravitacionales

Figura 2.4: El efecto en el tiempo del estado de polarizacién h, de una onda gravitacional que
viaja sobre el eje z en las separaciones propias de particulas en un anillo circular en el plano
(x-y). El anillo con trazo discontinuo muestra la posicién de las particulas en ausencia de ondas

gravitacionales
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hemos obtenido ecuacién dada por (2.93) la cual dado un tensor de energia-momento
podremos obtener las componentes del tensor de amplitudes el cual relacionamos con
las polarizaciones de la onda como lo marca la norma T'T. Para poder aplicar esta
teoria hemos usado una evolucion de una distribucion de polvo alrededor de un agu-
jero negro de Schwarzschild. Esta evolucion se hace por medio de un cédigo basado
en un método conocido como Hidrodindmica de Particulas Suavizadas (SPH por sus
siglas en inglés). SPH fue desarrollado para problemas de la mecénica de fluidos. En
el siguiente capitulo hacemos un estudio de este método numérico y del escenario
en que lo hemos aplicado para poder obtener datos de la fuente de la que queremos
extraer senales de ondas gravitacionales. Mediante estos datos nos sera posible hacer
una aproximacién numérica de (2.93) mediante un método de integracién a la Monte
Carlo.
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Capitulo 3
Destruccion por fuerzas de marea

Existen distintos fenémenos astrofisicos posibles para la emision de ondas gravi-
tacionales. Entre ellos se encuentra la destruccion de una estrella cercana a un agu-
jero negro. En esta tesis hemos hecho una aproximacion de este escenario mediante
una distribucién de polvo orbitando circularmente alrededor de un agujero negro de
Schwarzschild. La evolucién en el tiempo de esta configuracion se hizo por medio
de un cédigo basado en una formulacién Lagrangiana llamada Hidrodindmica de
particulas suavizadas (SPH). A partir de lo datos que se obtienen en el tiempo
se pueden obtener las senales de ondas gravitacionales emitidas por este tipo de
configuracion. En seguida usamos una integracién numérica a la Monte Carlo para
obtener las amplitudes de las polarizaciones de la radiacion gravitacional. En este
capitulo describimos el método SPH y las condiciones que hemos impuesto para us-
arlo en nuestro problema. También se hace una breve descripcién del método de
integracién Monte Carlo y la manera de aplicarlo en la extraccién de ondas gravita-

cionales.

3.1. Meétrica ADM

En relatividad especial y general, la distincién entre las tres dimensiones espa-
ciales y la dimension tiempo es dificil de entender. Existen varias maneras de resolver

este problema. Una manera de aproximarlo es la construccion de ” rebanadas de

50
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tiempo” de la geometria del tres-espacio a lo largo de una secuencia de pasos en una
coordenada tipo tiempo t. Esto significa que el espacio-tiempo es rebanado en una
familia de hipersuperficies, ¥;, cuyas coordenadas en cada rebanada son descritas
por z' y estdn separadas por desplazamientos diferenciales de la coordenada t. Este
es llamado formalismo ADM o (34+1) donde el tiempo propio dr entre la hipersu-
perficie de abajo y la de arriba se define a lo largo de la direccién normal 7 de la

hipersuperficie espacial [17].

3.1.1. Observadores

Observador Euleriano: Un observador euleriano se mueve a través del espacio-
tiempo en direccion ortogonal de todos los vectores confinados en las hipersuperficies
espaciales. Dicho observador es un buen sistema para hacer mediciones de cantidades

fisicas.

Observador Coordenado: La distancia espacial propia dI? entre un punto y

otro dentro del tres-espacio estd dada por

dli? = ”yijda:idxj,

donde v;; es la métrica del tres-espacio. Un observador en reposo en coodenadas de
las hipersuperficies espaciales lo referimos como observador coordenado. Este obser-
vador se mueve a través del espacio-tiempo en la direccion en la que las coordenadas
espaciales 2° al tiempo t son iguales a las coordenadas espaciales de su localizacién
al tiempo t + dt. En el formalismo ADM, tenemos la libertad de elegir dénde esas
coordenadas se conectan de una hipersuperficie a la siguiente, es decir, se define un
desplazamiento ﬁ de las coordenadas espaciales de una hipersuperficie a otra. Si de-
notamos a ¢ a las coordenadas del punto normal de la hipersuperficie al tiempo ¢

que conecta con la siguiente hipersuperficie (observador euleriano) tenemos que

T'(t) = o' (t +dt) = ' + Bdt,

como se muestra en la figura (3.1). Definimos también la medida del vector que va

de la posicion del observador coordenado al tiempo ¢ hasta su posicion al tiempo
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t 4 dt

Figura 3.1: Descripcién de la métrica ADM que depende de la funcién de lapso « y el desplaza-

miento 3

t + dt que es

dsgo = (—a + 5i5")dt?,

donde « se le llama funcién de lapso la cual representa la tasa de flujo del tiempo

propio con respecto al tiempo coordenado ¢.

Con lo anterior podemos escribir el intervalo en el espacio-tiempo entre dos puntos

que se€ expresa como

ds? = —(a® — B;B")dt? + 2B;dx'dt + i da‘da?, (3.1)

donde 8; = v;;7 v vay" = ). El tensor métrico ADM estard dado por

G = BB — o B
- Bi Vij ’

con la forma contravariante como

_1 B
2 2
g = 7 ¥ g .
% Yij — ﬁog

El vector normal al tres-espacio v;; 1o podemos definir como
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Observador /

' t 4 dt

Observador
Fluido

7/
// Observador
// Coordenado

\

—_ >
Espacio

Figura 3.2: Descripcién general de los observadores definidos en el formalismo ADM

1 B
w_ (= _Z
= (o2,
lo cual cumple que
nfn, = —1.

Observador fluido: Podemos definir un sistema mas como lo es el observador
fluido, o bien, observador lagrangiano el cual se monta en el fluido. Este es el sistema
donde se puede medir la densidad de masa en reposo del fluido, la temperatura, etc.,
de una manera mas sencilla. La 4-velocidad de fluido se denota como U* medida por

un observador euleriano. Dicha velocidad satisface la condicién

Uru, = —1, (3.2)

y desde este mismo observador se mide la tres-velocidad espacial del fluido v®.
Asi pues, escribimos el factor de Lorentz, L, el cual asigna un observador euleri-

ano a un sistema que se mueve con la materia



Capitulo 3. Destruccion por fuerzas de marea o4

1

L? = —
1 — ;007 /o

(3.3)

y por consiguiente nos permite pasar de un observador euleriano a un observador

fluido.

3.2. Formulacién Lagrangiana de las ecuaciones

de un fluido ideal relativista

En mecénica de fluidos es posible obtener las ecuaciones de Euler que describan
el movimiento de cierto medio continuo. En astrofisica se puede hacer una generali-
zacion de dichas ecuaciones tomando en cuenta los efectos de la relatividad especial.
Para ello se toma un fluido perfecto, el cual es una generalizacién de gas ideal.
Un fluido perfecto esta definido en relatividad general como un fluido que no tiene
viscosidad y no conduce calor en cierto marco referencial [4]. Las ecuaciones generales
de la hidrodindmica se obtienen a partir de las leyes de conservacién local del nimero

bariénico [19], es decir, solo son vélidas donde se cumple que

Vu(pu“) =0, (3’4>

también donde se cumpla la conservacion del tensor de energia-momento,

v, " =0, (3.5)

donde p es la densidad de masa en reposo y u* es la 4-velocidad del fluido y estamos
usando la convencion para la suma de Einstein. Definimos ahora el tensor de energia-

momento para un fluido perfecto

™ = (pw + q)uru” + (p + q)g", (3.6)

donde p es la presion termodindmica , w = 1 4 € + % es la entalpia relativista con
energia interna €, q es la presion debida a la viscosidad artificial de la cual se dard una
expresion explicita mas adelante, g" es la métrica del espacio-tiempo. Todas las can-

tidades en el tensor de energia-momento (3.6) son medidas desde un sistema local
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en reposo del fluido.

Es conveniente definir de una manera simple el espacio-tiempo en el que estamos
trabajando. Para ello usamos la métrica ADM, por lo que un elemento de linea puede
ser escrito como (3.1). De acuerdo a la definicién de a y 3%, podemos descomponer

un vector base J; del sistema de coordenadas conformado por {0;, 9;} de manera que

Oy = an + B'0;, (3.7)

donde n es el vector unitario normal a las rebanadas Y, es decir, n.9; = 0. El
observador descrito entonces como (3.7) sera un observador euleriano en el cual
estableceremos nuestras variables termodindmicas. Asi pues, en la base {n,d;}, o
bien, base euleriana, la 4-velocidad u del fluido la podemos representar como

u"d, =u= L(n+v'0,), (3.8)

donde L es el factor de Lorentz que debido a la condicién de normalizacién (3.2)

tiene la forma

L—— 1 (3.9)

\/ 1 — ’fhj@i@j’
y 7 es la 3-velocidad del fluido medida desde un observador euleriano. Si reescribimos

la 4-velocidad en la base {0, 0;} obtenemos

L . , L A
u= 5[8,5 + (av" — %)0;] = 5(8,5 +0'0;), (3.10)

donde hemos definido a v* como
vl =av' = g (3.11)

la cual refiere a la 3-velocidad en la base coordenada.

Ahora derivamos las ecuaciones lagrangianas de la hidrodinamica relativista donde

definimos la derivada respecto al tiempo total que estara dada por
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% - %U“@M — 0, + ', (3.12)

Es importante tener en cuenta que la derivada esta en términos de la base coor-
denada pues desde ahi queremos medir nuestras variables.

De la ley de conservacién de nimero bariénico (3.4) tenemos que

Ou(V/=gou") = 0, (3.13)

donde g es la determinante de la métrica g"”. Desarrollando obtenemos que

AUy apa) + i) = ( 5 = 019 ) (V) + ) =0 (3.14)

Sustituyendo las componentes de la 4-velocidad, es decir, u* = (L L

v') junto con
la deficién de Lp = D, @ = /7 donde 7 es la determinante del la métrica espacial

7i; obtenemos la ecuacion

dD*
dt

+ D*9p' = 0, (3.15)

donde

= Lo, (3.16)

la cual define, asi como D, la densidad de masa en reposo relativista . A la ecuacién
(3.15) se le llama ecuacién de continuidad relativista. Ahora tomamos la ley de
conservacion de energia-momento (3.5) y sustituimos el tensor de un fluido perfecto
(3.6)

0=V,T, = V,[(pw+q)u"u,+ (p+4q)g;]

= pu’V, Kw + %)uu] + u(p + q). (3.17)

Desarrollando primer término de la ecuacién resultante tenemos que
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v N, lord N\, -1 4 o
u VV[(w—i— p)u”} e {(w—i— p)u“} 2<w+ p>8ﬂgg¢u u?, (3.18)

pero tomamos el término

4 Ku} + g)uul = mj__g{ \/;_Q(pw + Q)u’u"0pgor — OV —g(p + Q)]}

— {200 - 0V + 0, (3.19)

donde se ha usado la identidad

%_—gaﬂ(w—g) = 10,00, (3.20)

2
Ahora tomamos solo las componentes espaciales de la ecuacion (3.19), es decir,

1 =1y obtenemos

% [(w i %)“@'] = ;* {@T‘W@%u —alV=g(p + q)]}, (3.21)

y sustituyendo u; que se escribe como

L , ‘ p
Uj = Gip Uy = E(%‘jﬁj + 7i507) = Ly v, (3.22)

obtenemos la ecuacién de momento relativista

%Si N %{@TWQ‘%V — lV=g(p+ Q)]}, (3.23)

que se deriva de tomar las componentes espaciales de (3.19) donde S; se define como

el momento especifico relativista medido por observadores eulerianos

Ahora tomamos la parte temporal de la ecuacién (3.19), es decir, u = 0 y obte-

nemos la ecuacién de energia relativista
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T Y= S R

la cual tiene derivadas respecto del tiempo de variables hidrodinamicas de los dos

lados de la ecuacién. En la parte izquierda de (3.25), hacemos

esto debido a que

ﬁlﬁz o+ Bzvl)
(0%

up = Go ' = L( o = L(v; ' — ).

Asi mismo reescribimos el segundo término de la parte derecha de la ecuacién

(3.25) con ayuda de la ecuacion (3.15) como

1 d v

V=g9(p+q)] = D*dt[\/_g(P—HI)] D*a[\/—_g(erQ)]

- ;*%W——g@ +a)l - praly=ate+ ) - [ LI (S o)

_ {\/——ggi + q)] SO g + ] (3:27)

Sustituyendo (3.26) y (3.27) en (3.25) obtenemos que

s la(wr?)p-mrs |-G [YEEEED] - Salv=atran- oY T 0
(3.28)

y simplificando hemos derivado una nueva expresion para la ecuacion de energia

relativista la cual sigue estando medida por observadores eulerianos

1

diE = —ﬁ{&f[\/—(p + Q) ] + @ijatgau}a (329)

donde E = aF — 'S;, y E es la energia especifica relativista total
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q p+q
FE = = _—. 3.30
(w+p)v ! (3.30)

La parte derecha de la ecuacién (3.29) asi como la de (3.23) no contienen derivadas

en el tiempo de las variables hidrodinamicas, lo cual las hace adecuadas para ser

tratadas con el método de SPH como se vera en la siguiente seccion.

Hasta el momento hemos obtenido un sistema de ecuaciones hidrodinamicas con-
formadas por las ecuaciones (3.15), (3.23) y (3.29). Pero aun nos falta agregar la
ecuacién de estado de la forma p = p(p,€), la cual nos describe la presion ter-
modinamica, p, por medio de la densidad de masa en reposo, p, y la energia especifi-
ca interna, €. Por lo tanto nos restringimos a la descripcién de un gas ideal cuya

ecuacion de estado esta dada por

p= (T —1)pe (3.31)

con I' la constante adiabatica del gas ideal.

Con (3.31) hemos completado el sistema de ecuaciones que describe a un fluido
relativista perfecto, desarrollando las ecuaciones de conservacién desde un formalismo

lagrangiano las cuales se componen por las ecuaciones (3.15), (3.23), (3.29) y (3.31).

3.3. Hidrodinamica de Particulas Suavizadas

Para las simulaciones numéricas de problemas en mecanica de fluidos, las ecua-
ciones gobernantes pueden ser las que describen las leyes de conservacién que estable-
cen que un cierto nimero de variables tales como la masa, el momento y la energia
deben conservarse durante el proceso de evolucion del sistema. Estos principios de
conservacién junto con especificaciones de la naturaleza del medio, condiciones de
frontera y condiciones iniciales, determinan el desarrollo del sistema fluido cuyas
ecuaciones estan dadas, la mayoria de las veces, en forma diferencial. Las ecuaciones
de la dinamica de fluidos dificilmente tienen soluciones analiticas, es por eso que com-

putacionalmente se hacen aproximaciones de las soluciones mediante la discretizacién
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de las ecuaciones, lo que nos conduce a un conjunto de ecuaciones algebrdicas que
pueden resolverse al obtener puntos discretos en el espacio-tiempo. En esta seccién
se hace una descripcién de un método numérico con el que es posible evolucionar las

ecuaciones hidrodindmicas de la seccién anterior.

Existen distintos métodos numéricos eficientes para la soluciéon de ecuaciones
diferenciales que tienen distintas caracteristicas en su formulacién. Entre ellos se en-
cuentra el método SPH. Este método fue desarrollado para problemas de hidrodinami-
ca que estan dados en forma de ecuaciones diferenciales parciales de variables de
campo como la velocidad, energia, etc. Es un método libre de mallas, es decir, de
particulas que refiere al uso de un nimero finito de particulas discretas para repre-
sentar el estado de un sistema y registrar el movimiento del mismo. Cada particula
puede estar directamente asociada con objetos fisicos discretos, o ser generada para
representar una parte del dominio del problema continuo teniendo atributos como la
masa, posicién, momento y energia. Las particulas pueden variar desde escalas muy

pequenas hasta escalas astronémicas.

SPH es un método lagrangiano en el que las particulas se mueven de acuerdo a
las ecuaciones gobernantes y se va desarrollando el sistema en el tiempo. Para ello es
necesaria una distribucion inicial o generacion de particulas que representen el do-
minio del problema. En seguida se hace una representacién integral de las ecuaciones
de campo para su aproximacion, a lo que se le llama Aproximacién del Kernel. Esta

representacion integral se basa en la identidad

Flr) = / £ —1')dr, (3.32)

donde f es una funcién del vector de posicién r = {z'} y §(r — ') es la funcién
de Dirac. La integral (3.32) se hace sobre un volumen definido que contenga r. Si
reemplazamos la funcién Delta por una funcién suave W (|r—r'|, k), la representacién

integral de f(r) queda de la forma

f(r) = / FE W (Je — x|, ), (3.33)
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Figura 3.3: Para cada particula a hay una influencia de las particulas que se encuentran dentro
del radio xh

donde W es llamada la funcion kernel que depende de h que es la longitud de suaviza-
do que define el area de influencia de la funcién de suavizado W. La funcién de
suavizado tiene que cumplir ciertas condiciones, entre ellas la condicién de normali-

zacion que significa que

/W(]r —r'|,h)dr =1, (3.34)

que se evalia sobre el volumen. Otra propiedad es la de Dirac, la cual se cumple

cuando h se acerca a 0, es decir,

lim
h—0

La ultima condicién es la compacta la cual indica que

W(r—r'|,h)=6d(r—1). (3.35)

W(lr—r'|,h) =0 cuando |r —r'| > kh (3.36)

donde k es un factor de escalamiento que frecuentemente se toma con el valor 2.
En SPH el sistema completo es representado por un nimero finito de particulas

que estan descritas por una masa y un volumen. Estas caracteristicas estan represen-

tadas en la aproximacion particula, la cual discretiza las representaciones integrales

continuas usando particulas. Para ello se va reemplazando la representacion integral
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de las funciones de campo y sus derivadas con sumas sobre los valores correspon-
dientes de las particulas vecinas en un dominio local llamado soporte compacto. Esto

significa que a cada particula se le asigna una masa

my = A‘/b Pb, (337)

donde p y AV}, son la densidad y el volumen de la particula b (= 1,2, ....., N') respec-
tivamente y N es el numero de particulas en el soporte compacto de la particula a.

Asi la aproximacion de particulas de una funcion en la particula a puede escribirse

como
Y om
< f(rg) >= /f(r)W(|ra—r 2 37 )W, (3.38)
b=1
donde <> indican la aproximacion de fr, y
Wab = W(I‘a — Iy, h) (339)

También se hace la discretizacion de las derivadas de las funciones, es decir,

N

<V flrg)>=Y % F(ry) - VoW, (3.40)
b=1

donde V, indica el gradiente respecto a las coordenadas de la particula a. Hasta
el momento tenemos la aproximacion de las funciones en cada particula. La aprox-
imacién de particulas se hace en cada paso de tiempo y por lo tanto el uso de las
particulas depende de la distribuciéon actual local de las particulas. Las aproxima-
ciones de las particulas se llevan a cabo para todos los términos relacionados con las
funciones de campo para producir un conjunto ecuaciones en derivadas ordinarias en
forma discretizada con respecto al tiempo unicamente. Las ecuaciones en derivadas
ordinarias se resuelven usando un algoritmo de integracion para poder obtener el
historial en el tiempo de todas las variables de campo en todas las particulas.

En base a las aproximaciones definidas en el método anterior, vamos a derivar las
ecuaciones de SPH para nuestro sistema de ecuaciones hidrodindamicas. Introducimos

la densidad de nimero denominada por n(r) que se puede expresar en términos de
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la masa por particula y la densidad de masa, es decir, n, = DX/m,. De acuerdo a

esto podemos aproximar D}

Dy,
<D'>=D'= — W = mpWap, 3.41
a =2, b zb: sWab (3.41)

De la ecuacién de continuidad (3.15) y usando la identidad

D*V-v=V.-(D'Vv)—v-VD*, (3.42)
obtenemos que
D*
ddt = —D=xdp
dD*
dD* D; Dy
- = = : Wa - a” aWa
dD*
= - ; my(Ve — Va) - VaWap, (3.43)

donde v = {v'} y V- v = d;v'. Asi, la ecuacién (3.43) estd en la forma de SPH lo

cual permite que sea calculada para cada particula a.

Ahora derivamos la forma SPH para la ecuacion de momento relativista para lo

que reescribimos el gradiente de la presion

1
D*

VIv=3 (r+0) ]I\/—_g{lV(p+q)—<p+q)VD*+(lﬂ>VD*}+

D* D*2 D*Q
+
* (pD*q>VV 0=

) ()] (o

y de la ecuacion (3.23) obtenemos
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d (1+ a + a
—Saz—J—_gaZmb(p fab | B0 %>vaWab—
b

dt Dx? D;?
S~ 0a 1.
D*g {(pa + ¢a)Va(lny=g)a — §Ta ﬂva@aﬂ)a} ) (3.45)

donde S, = {S;}4 ¥ qap tiene una expresién explicita dada después. Los gradientes

de la métrica se pueden calcular analiticamente.

Ahora derivamos la forma SPH de la ecuacion de energia relativista. Tomamos

la ecuacién (3.29) y reescribimos

SV VN = IV v+ (S )y vy )

Desarrollamos el primer término de la derecha

;V [(p+cI)V]—5*V-V(p+Q)+<p;*q)V-V
= %v V(p+q)+(p+q)v-V($)+(p;2q)v-VD*+(%>V
- v-v<pD+*q)+p;2qv-vp*+%(p;q v-v+%(p;*q)v-
— V. [v(p;*q) +thfVD*] +%{V~ (%v) —v-v(p;*q) +
+ thf[V-(D*v)—vVD*]}. (3.47)

Sustituyendo (3.46) junto con (3.47) en la ecuacién de energia relativista (3.29)

con lo que obtenemos
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d - V=9 |pP+q p+q p+tq p+q
—F = MY P TA yDr V- (D'V)+v-V 1V v —
dt 2 D*Z [ )*2 ( ) D* D*

p =+ q V\/_ \/2 *Taﬂ 2} Jass (348)

que en forma SPH, es decir, el valor de la energfa E para cada particula a estara dado

por

oSl
I
|

_\/2—g ;mb (pa + Qab n Py t+ Qba> (Vo + V) - VaWay —

D2 D;?
/_ga
D;

Sl

(00 00)v- Vallny=5)s — Y DT Oyg)s. (3.49)

Por tanto la ecuacion (3.49) no tiene derivadas respecto al tiempo de las variables
hidrodinamicas del lado derecho, lo cual es la condiciéon para poder evolucionarlas
para cada paso de tiempo en el método SPH. La ultima ecuacién que formulamos de
acuerdo a SPH es la ecuacion de estado la cual representaremos para cada particula

a COo1mo

pa = (I' = 1)paca. (3.50)

Con esto completamos el sistema de ecuaciones que nos permitira calcularlas da-
da cualquier métrica de fondo. Sin embargo, debemos tener en cuenta también las
variables fisicas, las cuales no evolucionamos mediante ecuaciones sino que, con las
definiciones dadas por (3.16), (3.24) y (3.30), se obtienen para cada paso de tiempo,
por el hecho de que las variables relativistas D*, S; v E se tienen en cada rebanada

de tiempo.

Mediante estas ecuaciones, es posible hacer una simulaciéon para un fluido que
orbita alrededor de un agujero negro. Para ello establecemos condiciones iniciales so-
bre la distribucion de polvo y las coordenadas en las que se trabaja en el codigo. En
el siguiente capitulo se asignan las condiciones de la velocidad inicial para cada una

de las particulas que se usan en el cdédigo SPH y damos la métrica en coordenadas
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de Kerr-Schild que es la que hemos usado en este trabajo.

Hasta el momento hemos obtenido las herramientas para la evolucién de un fluido,
lo cual nos permitira obtener los valores de las variables del fluido en cada momento.
El método SPH nos permitirda obtener los valores del tensor de energia momento
del un fluido para poder obtener las senales gravitacionales mediante la férmula

cuadrupolar. En el siguiente capitulo mostramos como ha sido usado y los resultados

obtenidos.
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Capitulo 4

Extraccion de ondas
gravitacionales en un fluido de

prueba

Existen un gran nimero de fuentes de las que se espera la emision de ondas gravi-
tacionales. La destruccion por fuerzas de marea de una estrella debido a un agujero
negro masivo es una fuente prometedora de ondas gravitacionales [6][18]. En esta
tesis nos hemos centrado en la aproximacion de las ondas gravitacionales a partir de
una fuente que ha sido simulada numéricamente [7]. Esta fuente se trata de un fluido
de prueba (polvo) puesto en las cercanfas de un agujero negro de Schwarzschild. La
evolucién del fluido en el tiempo se ha hecho mediante un cédigo numérico basado
en el método de hidrodindmica de particulas suavizadas. Con este obtenemos el es-
tado del fluido de prueba para cada tiempo. Usamos distintas condiciones iniciales
para observar como repercutia en las senales de las ondas gravitacionales las cuales
hemos aproximado mediante la férmula cuadrupolar (2.93) haciendo una integracién
Monte Carlo. En este capitulo mostramos los resultados obtenidos para las ondas

gravitacionales y cémo dependen de las condiciones de la fuente.

68



Capitulo 4. Faxtraccion de ondas gravitacionales en un fluido de prueba 69

4.1. Condiciones iniciales SPH

4.1.1. Trayectorias alrededor de un agujero negro de Schwarzschild

A través de las ecuaciones de Euler-Lagrange, es posible encontrar la ecuacion
de la trayectoria de una particula en un espacio-tiempo curvo. En el cédigo de SPH,
es necesario establecer condiciones iniciales con las que sometemos a las particu-
las a ciertas trayectorias a seguir. En nuestro caso, queremos analizar las ondas
gravitacionales que emite una distribuciéon de polvo que orbita en una trayectoria
aproximadamente circular alrededor de un agujero negro de Schwarzchild.

Un agujero negro con simetria esférica estédtico, es decir que no cambia con el
tiempo, puede ser descrito por la métrica de Schwarzschild la cual estd determinada
por un pardmetro M que es la masa del objeto, en este caso, del agujero negro [4].

En este espacio-tiempo podemos escribir un elemento de linea como
2M oM\ !
ds* = — (1 — —)dt2 + (1 — —) dr® + r*(d6? + sen®0d¢?), (4.1)
r r

que estd descrita en coordenadas de Schwarzschild y es independiente del tiempo,

dadas las caracteristicas de la métrica.

Se define el lagrangiano de las geodésicas tipo tiempo para particulas a partir de

una métrica g,,, como

B dz* dz¥
= G dr dr

donde z* es el sistema de coordenadas en el cual estd escrita la métrica g, (z*).

L =1, (4.2)

Dada la simetria esférica del espacio-tiempo, el movimiento estda confinado a un
plano. Escogemos el plano ecuatorial donde 6 es una constante, o bien, § = 7/2
para la drbita. Calculamos entonces el lagrangiano correspondiente a la métrica de

Schwarzschild (4.1) con lo que obtenemos

—1
L:-(l—%>t’2+ (1—%) i 4 r2? = —1, (4.3)
r

r

donde
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.odt . dr . do
t = —_— = — = —
dr’ " dr’ ¢ dr’

y % = 0. A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos obtener la ecuacion

(4.4)

de movimiento para una particula alrededor del espacio-tiempo de Schwarzschild.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange respecto a las variables ¢ y t son

d oL 0L
i 0. (4.6)

De la primera ecuacién de (4.5) obtenemos que

d .
dr
lo que implica que
12¢ = cte = Ly, (4.8)

donde Ly es llamado momento angular, que en el sistema es una cantidad conser-
vada, dado que el movimiento esta restringido sobre el plano, en este caso el plano

ecuatorial; y por tanto
. do Ly
= — = —. 4.9
¢ dr  r? (4.9)

De la segunda ecuacién de (4.5) obtenemos que

%(—2(1—%)5) =0, (4.10)

lo que implica que el término dentro de la derivada es una constantes, es decir,
2M .
<1— —)t:cte:E, (4.11)
r

donde E es la energia del sistema la cual, dadas las condiciones de sistema, es una

cantidad conservada; podemos despejar ¢t en términos de la energia
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t= E<1 - ¥)1 (4.12)

La cantidades conservadas E y L seran de gran utilidad para entender las érbitas
de las particulas alrededor de la geometria de Schwarzschild. Sustituyendo (4.9)
y (4.12) en (4.3), obtenemos una ecuacién para el lagrangiano en términos de las

cantidades que son constantes del sistema, L, y £, de manera que

oM\ ! oM\ ', L
—E2(1——> +<1——) i . (4.13)

r r 72

Entonces, del lagrangiano (4.13) podemos obtener una ecuacién de movimiento

que solo depende de la coordenada r dada por

(Z_:)QZFZEZ’— (1—%) (1+i—§5). (4.14)

La ecuacién (4.14) nos permite hacer un anélisis de los tipos de 6rbitas que puede
seguir una particula sumergida en un campo gravitacional descrito por la métrica de

Schwarzchild. Para ello definimos el potencial efectivo como

V3(r) = (1 - g) (1 + i—}) (4.15)

y la ecuacién (4.14) se escribe como

(Z_:)Q = B~ V?(r). (4.16)

Dado que el lado izquierdo de (4.16) es positiva 6 cero, esto implica entonces que
del lado derecho, la energia E de la trayectoria debe ser mayor al potencial efectivo
V. Por tanto, para una energia I, el rango de los radios de la érbita estan restringi-

dos para los casos en que el potencial, V', es menor que la energia, E.

En particular, es posible tener érbitas circulares, es decir, cuando r. = constante
y esto va suceder solamente cuando haya un minimo o un mdximo de V?*(r). El
maximo describe una orbita circular no estable, mientras que el minimo es una

orbita circular estable; por tanto, dd—‘f = 0. Diferenciando el potencial
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d‘;(r) - %{(1 - g) (1 + i—%)} = 0; (4.17)

de donde se obtiene que una érbita circular va tener radio r. dado por

L? 1202

¢
.= — (1% 1-— . 4.1
" 2M( Lg,) (4.18)

De (4.18), hay dos radios que se pueden obtener. Los dos radios son iguales cuando
L = 12M?, y no existen cuando L7 < 12M?. Para L = 12M? existe un minimo
[10], por lo que una particula en una érbita circular estable tendrd un radio minimo

dado por

re=06M. (4.19)
De la ecuacién (4.18) obtenemos una expresion también para el momento angular

De la ecuacién (4.16) obtenemos que para una 6rbita circular E? = V2, por lo

tanto la energia para este tipo de drbitas es

P () (2 /)

Se puede obtener entonces, en base a las constantes del movimiento, la velocidad

angular de una particula en una espacio-tiempo de Schwarzschild como

dp _dp/dr _ Ly (1—-2F)
dt — dt/dr — > E (422)

con lo que la particula tendra una velocidad angular dada por
o _ (M (4.23)
dt r3

que no esta dada en el tiempo propio de la particula, sino en el tiempo coordenado.

Esta condicién sobre la velocidad inicial de las particulas que se distribuyen en el



Capitulo 4. Faxtraccion de ondas gravitacionales en un fluido de prueba 73

codigo v la evolucion en el cédigo SPH, nos permite obtener érbitas circulares de
las cuales se analizan las ondas gravitacionales emitidas en esa configuracién. Dado
que en el codigo se tiene el agujero negro descrito en coordenadas penetrables de

Kerr-Schild, es decir, donde un elemento de linea se escribe como

oM AM oM
ds® = — (1 - —) dt* + —dt dr + (1 + —) dr® + r?d¢?, (4.24)
T T T

donde hemos tomado también que § = /2, es decir, para movimientos confinados

en el plano ecuatorial; podemos obtener el lagrangiano respecto a la métrica (4.24)

IMN ; oM ., AM,
L:—(1——>t2+<1+—)f2+r2¢2+—t¢~:—1. (4.25)
r r r

De las ecuaciones de movimiento obtenemos que

. L¢
b ==

()

lo cual, sustituyéndolo en el lagrangiano (4.25) obtenemos la ecuacién de movimiento

LQ
oo (1) (1= 21, (4.26)
r2 r

La ecuacién (4.26) describe el movimiento de una particula en la métrica de
Schwarzschild en coordenada penetrables, o bien, en coordenadas de Kerr-Schild y
comparando con (4.14), no hay diferencia, por lo que el anélisis para las drbitas,
es el mismo que se hace en coordenadas de Schwarzschild por lo que la velocidad
angular inicial con la que se lanza una particula en el cédigo SPH para aproximar

trayectorias circulares serd igual a la que muestra la ecuacién (4.23).
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4.1.2. Parametros

La simulacién numérica de la fuente se ha hecho usando un cédigo de SPH en
tres dimensiones, elaborado por un estudiante de doctorado [15][16], en donde la
hidrodinamica es calculada en un agujero negro de Schwarzschild escrito en coorde-
nadas penetrables de Kerr-Schild dadas por (4.24), las cuales permiten penetrar el
horizonte de eventos y son adecuadas para el estudio de estrellas que orbitan cerca
de todo el horizonte de eventos o incluso caen en él. El cédigo tiene una longitud
de suavizado variable, y la integracién en el tiempo se hace mediante el integrador
Runge-Kutta de cuarto orden [19], con pasos de tiempo de 1072. Suponemos, como
primera aproximacion, que la curvatura del polvo es insignificante respecto a la cur-
vatura del agujero negro, por lo que hemos despreciado la curvatura del fluido de

prueba.

Dado que es polvo, hacemos que la presion sea nula, es decir, la constante
adiabatica I' = 0 y la energia interna ¢ = 0. Inicialmente se hace una distribu-
ciéon de particulas alrededor de una particula de prueba ubicada a cierta distancia
del centro del agujero negro, el cual esta localizado en el origen de nuestro sistema
de referencia. La distribucién de n particulas se hace sobre una esfera de radio R, y

de masa M,. El perfil de densidad inicial estda dado por

M1
- 2tR2r,’

pa (4.27)

donde r, estd medida desde el centro de la esfera. Se han elegido varias posiciones
iniciales distintas, dentro del radio de destruccion por fuerzas de marea. El radio de
marea, Iy, o limite de Roche es la distancia al agujero negro en donde las fuerzas de
marea, debido al agujero negro, comienzan a destruir la estrella. Este esta definido

aproximadamente como

M
&NR(MD, (4.28)

donde M), es la masa del agujero negro. Dado que las posiciones iniciales que hemos
elegido estan dentro de este radio de marea, se espera una pronta destruccién de la

distribucién de polvo. La velocidad inicial de las particulas esta dada por (4.23), por
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lo que el fluido se debera aproximar al agujero negro supermasivo en trayectorias
circulares. Dicha velocidad se toma menor en las primeras simulaciones, para poder

aproximar el agujero negro mas rapidamente.

Para las simulaciones que hemos hecho en esta tesis, hemos tomado una agujero
negro supermasivo, es decir, donde M, = 10% M. El fluido de prueba lo hemos
supuesto con las propiedades de una estrella tipo Sol, es decir, donde R, = Ry y
M, = M la cual estd medida desde el sistema de referencia fijo y la simulacién se

hace con n = 1000 particulas. Los valores de My y Rg son

My =1.9891 x 10 Kg¢g
Ry =6.96 x 10® m.

Las simulaciones las desarrollamos en unidades donde G = ¢ = 1, donde los

valores para ¢ y GG son

c = 299792458 m/s
G =6.671281 x 107" m3Kg's2

Asi mismo todas las condiciones iniciales las hemos reescalado en términos de la
Mj,. Los resultados finales se mostraran al final en unidades reales. En la siguiente
seccién se muestran los resultados de las simulaciones para distribuciones de polvo

que se evolucionan teniendo posiciones iniciales distintas.

4.2. Simulaciones con SPH

Con los parametros mostrados en la seccién anterior, hemos hecho distintas
simulaciones cambiando las posiciones iniciales sobre el eje . En unidades donde
G = c =1y en escala de la masa del agujero negro hemos obtenido las siguientes
simulaciones. En estas unidades R; ~ 80, por tanto, estamos dentro del radio de

destruccion por lo que esperamos que desde el comienzo de la evolucion se vea una
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pronta destruccion. Las distancias que hemos tomado son medidas respecto al centro

del agujero negro el cual esta ubicado en el centro de nuestro sistema de referencia.

Hemos tomado tres distintas distancias iniciales: xy = 5, 10, 15. Las simulaciones
hechas en zy = 5, 10 se han hecho con un 90 por ciento de la velocidad dada por
(4.23), mientras que la distribucién de posicién inicial en xg = 15 tiene un 100 por
ciento de dicha velocidad. Las figuras (4.1), (4.2) y (4.3) muestran snapshots de la
evolucién con el cédigo SPH visto en el plano XY a distintos tiempos. Debido a
que reescalamos en términos de la masa del agujero negro, el horizonte de eventos
se encuentra en r = 2 M, = 2, dado que en esta escala M, = 1. Debido a la cer-
cania al agujero negro, el polvo rdapidamente se deforma y se acerca al agujero negro

alargando en cada paso de tiempo las distancias entre las particulas.

Para poder observar las trayectorias que siguen las particulas hemos hecho un
estudio sobre el centro de masa de la distibucién de polvo. El centro de masa no
estd definido en Relatividad [12], sin embargo, estadisticamente se refiere a la posi-
ciéon media de una distribucin de partculas en el espacio tiempo en las coordenadas
pseudo cartesianas. Inspirados en esa definicion, hemos calculado el centro de masa
para hacer un mejor andlisis [7]. Las trayectorias del centro de masa en unidades
fisicas para cada una de las simulaciones se ve en las figuras (4.4), (4.5) y (4.6). El
horizonte de eventos esté localizado en 7 = 3 x 10° m. Observamos que (4.4) describe
una distribucién de polvo ubicada inicialmente en xy = 7.4 x 10° m lo que significa
que la distancia del horizonte de eventos del agujero negro al centro de la distribucién
esférica de polvo es de aproximadamente 4.4 x 10° m. En esta simulacién vemos que
el centro de masa no alcanza a dar una vuelta completa, y cae atravesando el hori-
zonte de eventos hasta llegar al origen. En la figura (4.5) se muestra una distribucién
de polvo con posicién inicial en 15 x 10° m lo que implica una distancia aproximada
de 12 x 10 m del horizonte de eventos. La trayectoria que sigue el centro de masa es
mas larga, sin embargo, también penetra el agujero negro hasta llegar al origen. Estas
dos simulaciones caen al agujero debido a que hemos tomado velocidades menores a
(4.23). La trayectoria del centro de masa de la distribucién con posicién inicial en
2.2 x 10'% m sf se aproxima més a una circular, esto es debido a la velocidad que

le hemos dado a las particulas. Estas alcanzan a dar varias vueltas alrededor del
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t=0 seg

o yM,

t=83 seg

yMy

T
t=125 seg

o YMp,

XM,

t=40 seg

-4

XM,

t=115 seg

XMp

Figura 4.1: Evolucién de una distribucién de polvo con posicién inicial en xo = 5 medida desde

el centro del agujero negro, dado en unidades geometrizadas. El circulo punteado representa el

horizonte de eventos que estd en r = 2 M. La distribuciéon de polvo gira alrededor del agujero

negro y es destruida y capturada en muy poco tiempo.

yM,

yMy,

yM;,
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T T 10
t=0 seg
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T T
t=320 seg
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yMy,

yMy,

yM;,

T

Figura 4.2: Evolucién de una distribucién de polvo con posicién inicial en 2o = 10 medida desde

el centro del agujero negro, dado en unidades geometrizadas. El circulo punteado representa el

horizonte de eventos que estd en r = 2 Mj. La distribucién de polvo gira alrededor del agujero

negro y es destruida y capturada por el mismo.

10

10

10

yMy,

yMp

yMp



Capitulo 4. Faxtraccion de ondas gravitacionales en un fluido de prueba 79

T T ] 15 [ T T T T T T Ya
t=0 seg / t=590 seg

r 15 vy,

L ! !
-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15

T T
t=984 seg | 15

r 135 ym,

Figura 4.3: Evolucién de una distribucién de polvo con posicién inicial en zg = 15 medida desde
el centro del agujero negro, dado en unidades geometrizadas. El circulo punteado representa el
horizonte de eventos que estd en r = 2 Mj. La distribucién de polvo gira alrededor del agujero

negro y conforme el tiempo avanza es destruida por el agujero negro sin ser penetrado por el mismo
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y(10°m)

|
O R N W b~ U1 O

X (10°m)

Figura 4.4: Movimiento del centro de masa de la distribucién con posicién inicial en 7.4 x 109 m

donde el horizonte de eventos estd aproximadamente en r = 3 x 10° m.

agujero negro; por otro lado, la evolucion del cédigo no fue completa por lo que no

alcanza a tocar el horizonte de eventos.

El radio del centro de masa al origen del sistema de referencia se muestra en las
figuras (4.7) y (4.8). La posicién inicial se ubica cuando ¢ = 0 seg y conforme evolu-
ciona, el centro de masa se acerca mas al horizonte de eventos. En (4.7) se puede ver
que el centro de masa penetra en horizonte en ¢t = 155 seg, mientras que en (4.8) lo

hace en t = 500 seg.

A partir del centro de masa hemos calculado la velocidad angular promedio de la
fuente que evoluciona en el tiempo. En la figura (4.9) mostramos la velocidad angular
para la primera simulacién. Mostramos que debido a que w = d¢/dt, donde dt se
refiere al tiempo coordenado, las frecuencias angulares caracteristicas de la fuente
estén en valores aproximados aw ~ 0.1 rad/seg y aumenta en el tiempo. Esto implica
que la velocidad angular del centro de masa aumenta conforme se acerca al agujero

negro. En la segunda simulacién la velocidad angular se muestra en la figura (4.10).
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Figura 4.5: Movimiento del centro de masa de la distribucién con posicién inicial en 15 x 10% m

donde el horizonte de eventos estd aproximadamente en r = 3 x 10 m.
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Figura 4.6: Movimiento del centro de masa de la distribucién con posicién inicial en 2.2 x 10*° m

donde el horizonte de eventos est4 aproximadamente en r = 3 x 10° m.



Capitulo 4. Faxtraccion de ondas gravitacionales en un fluido de prueba 82

radio (10° m)

0 L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

tiempo (seg)

Figura 4.7: Movimiento del centro de masa de la distribucién con posicién inicial en 7.4 x 109 m
donde el horizonte de eventos esté aproximadamente en r = 3 x 109m. Se muestra que el centro de
masa atraviesa el horizonte de eventos en t = 155 seg.
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Figura 4.8: Movimiento del centro de masa de la distribucién con posicién inicial en 15 x 10° m
donde el horizonte de eventos estd aproximadamente en r = 3 x 10° m. Se muestra que el centro
de masa atraviesa el horizonte de eventos en ¢t = 500 seg.
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Figura 4.9: Velocidad angular en rad/seg para cada tiempo en la simulacién con posicién inicial

xg = 7.4 x 10° m. El eje de la velocidad angular se muestra en escala logaritmica.

La velocidad angular de la fuente estd dentro del rango de 0.1 — 10 rad/seg. De la
misma manera que la simulacion anterior, la velocidad angular aumenta conforme
el centro de masa se acerca al agujero negro. En la tercera simulacion, la velocidad

angular se mantiene en el tiempo.

La evolucion de la densidad ha sido graficada. Dado que la densidad también
evoluciona en el tiempo, hemos obtenido los valores de la densidad para el conjunto
de 1000 particulas a distintos tiempos como se muestran en las figuras (4.12) y (4.13)
para los casos 19 = 7.4 x 10° m vy zg = 2.2 x 10'° m respectivamente. En la figura
(4.12) los valores de las densidades de las particulas disminuye rdpidamente mientras
que conforme evoluciona en el tiempo, la distancia entre las particulas aumenta. Por
tanto, cuando t = 155 seg, la distribucion de polvo ya esta destruida. En seguida
comienza a entrar en el agujero negro. La figura (4.13) muestra que la densidad
disminuye aunque la diferencia no es considerable. La distancia entre las particulas
también crece, sin embargo lo hace mas lento que en el primer caso. Por tanto, en los
tiempos t = 0,590y 984 seg la distibucién se sigue manteniendo aproximadamente

como la distribucion inicial.
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Figura 4.10: Velocidad angular en rad/seg para cada tiempo en la simulacién con posicién inicial
zo = 15 x 10° m. El eje de la velocidad angular se muestra en escala logaritmica.
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Figura 4.11: Velocidad angular en rad/seg para cada tiempo en la simulacién con posicién inicial
zo = 2.2 x 10'° m. El eje de la velocidad angular se muestra en escala logarftmica.
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Figura 4.12: Densidad de las 1000 particulas del fluido de prueba con posicién inicial en xq =
7.4 x 109 m.
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Figura 4.13: Densidad de las particulas del fluido de prueba a distintos tiempos con posicién
inicial en z¢ = 2.2 x 1019 m.
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A partir de las simulaciones de SPH, hemos hecho una aproximacién de las ondas
gravitacionales emitidas por los escenarios descritos en esta seccion. En la siguiente
seccion mostramos los resultados que obtuvimos para las senales de ondas gravi-
tacionales emitidas por fuentes descritas por un fluido de prueba alrededor de un
agujero negro de Schwarzschild. Para ello es necesario aproximar, mediante algin
método numérico, la integral de la ecuacién (2.93) para poder hacer una aproximacién
de cémo serian las senales que estamos obteniendo. En la siguiente secciéon mostramos
el método de integracién Monte Carlo con el que hemos aproximado la integral
que nos dard como resultado las amplitudes de las polarizaciones de las senales
emitidas por la fuente que estamos simulando. En seguida se muestran los resultados

obtenidos.

4.3. Senales de Ondas Gravitacionales

Una estrella dentro del radio de marea puede ser destruida rapidamente por las
fuerzas de marea [7]. En esta tesis hemos trabajado con una primera aproximacién
a una estrella tipo solar. Debido a esta evolucion, es posible recibir senales de ondas
gravitacionales caracterizadas por una amplitud h y una frecuencia f. Se esperaria
que el proceso de destruccién debido a las fuerzas de marea afecte la amplitud y la
forma de las ondas gravitacionales. Las simulaciones numéricas hechas mediante el
método SPH, han permitido obtener los datos del tensor de enrgia-momento de la
fuente y aproximar, mediante la férmula cuadrupolar, las emisiones de ondas gravi-
tacionales de nuestra fuente. En esta seccién presentamos los resultados obtenidos
para las ondas gravitacionales a partir de las fuentes que se muestran en la seccién
anterior. Primero presentamos el método numérico por medio del cual hemos aproxi-
mado la férmula cuadrupolar y en seguida mostramos las graficas para cada una de

las simulaciones.
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4.3.1. Integracién Monte Carlo

En anélisis numérico, la integracion numérica constituye una gama amplia de
algoritmos para calcular el valor numérico de una integral definida. Entre estos al-
goritmos se encuentra el método de Monte Carlo el cual es una técnica simple y
poderosa de aproximar integrales en base a la utilizacion de ntimeros pseudoaleato-
rios [1]. La mayorfa de los algoritmos deterministas funcionan bien con un pequenio
numero de dimensiones y en el caso de la integracién Monte Carlo, es més usado en
integrales multiples. La integracion Monte Carlo elige de manera aleatoria los puntos
en los que se evaluara la funcion, por tanto, bastara con seleccionar aleatoriamente
un cierto nimero de puntos y tener algiin promedio sobre los valores de la funcién

en estos puntos.

Supongamos que queremos calcular el valor, I, que se obtiene de la integral de

una funcion f sobre cierto dominio D:

f:Lﬂ@w,

donde hemos usado notacién vectorial para indicar que f no necesariamente es unidi-
mensional, sobre todo por el hecho de que la integracién Monte Carlo es méas usada en
integrales de mas de una dimensién. Asumimos que tenemos una funcién de densidad

de probabilidad p definida sobre el domino D, por lo que

@
= |, @

Entonces, el valor esperado E de % serd igual al valor de la integral I, es decir,

greibk

respecto a una variable aleatoria distribuida de acuerdo a p(Z). Esto es valido para

cualquier p(Z) # 0 cuando f(Z) # 0. Podemos entonces estimar el valor esperado
generando un numero de muestras aleatorias de acuerdo a p, calculando f/p para
cada muestra y encontrando el valor promedio de dichos valores. Este proceso de

promediar el valor de f: Eg de multiples muestras aleatorias para aproximar el valor
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Figura 4.14: Dominio V encerrado por una caja de volumen V; donde se tienen distribuidas N
particulas de manera aleatoria. Solo los puntos dentro del volumen de integraciéon contribuyen en
la ecuacién (4.31)

de la integral I es llamado Integracion Monte Carlo.

Particularmente, suponemos que queremos integrar una funcién f(z,y, z) sobre
un volumen interior, V', de una superficie cerrada que tiene alguna forma especifica,

por lo que el valor I se define como

]:/Vf(x,y,z)dV. (4.29)

Esta integral de volumen se puede reescribir como una integral triple

I= / / / Fla,y, 2)dz dy dz. (4.30)

Los limites de integracion de (4.30) estan determinados por la forma especifica de
la region V. Muchas de las veces se tienen formas para las que que, analiticamente, no
se pueden establecer los limites en las tres dimensiones. Este problema no se presenta
cuando se hace uso del método de integracion de Monte Carlo para la aproximacién

de la integral (4.29); asi obtenemos que
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N
I~ f(w),5 %) H(wj, y5, ) AV, (4.31)

j=1
Para calcular (4.31) se construye una caja de tres dimensiones que tendra volumen
Vo y esta encierra el volumen de integraciéon V' como se muestra en la figura (4.14). En
seguida se distribuyen N puntos aleatorios localizados dentro de la caja y se calcula
f(z;,v;, 2;) para cada punto. La funciéon H(z,y, z) se define como 1 si (x;,y;, 2;)
estd dentro del volumen V' y cero en otro caso. El tamano del elemento de volumen

AV esta dado por AV =V, /N.

Como cualquier método numérico, el método de Monte Carlo nos proporciona
un resultado aproximado. El método de Monte Carlo, converge al resultado exacto
conforme el nimero de puntos, N, incrementa. El error de este método, se aproxima

1/2

a cero como N /% es decir, entre mas puntos, la precision serd mayor.

En esta tesis hemos utilizado método Monte Carlo para la solucion de integrales
definidas, haciendo la aplicacién en la ecuacién (2.93). Esto ha sido posible debido
a que SPH es un método lagrangiano y cada particula que simula la distribucion de
polvo tiene informacion de la configuraciéon que nos va permitir obtener el valor del
tensor de energia-momento para cada particula en cada paso de tiempo y obtener las
senales discretas de las ondas gravitacionales para todo tiempo. Esto significa que

N

- /

ha(Z,t + 1) ~ TZT”(%, Yas Za, t
a=1

VH (T4, Ya, 2a) AV, (4.32)

es decir, si medimos la amplitud en la posicién #, que estd a una distancia r de la
fuente, en el tiempo t +r, esto se podra aproximar como la suma del valor numérico
del tensor de energia-momento sobre las N particulas de la fuente multiplicado por
el volumen asignado a cada particula a. Es claro que entre més lejos se mida, las
amplitudes disminuyen en magnitud. Los datos que se obtienen del método SPH nos
han permitido realizar la aproximacién (4.32) pues para cada particula podemos cal-
cular las componentes del tensor de energia-momento al tener como datos la posicién,
la densidad, la velocidad, el volumen y la energia de cada particula a. La senal la

obtendremos retardada, es decir, dependera de la distancia a la que se estda midiendo.
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4.3.2. Aproximacién de ondas gravitacionales

El método SPH nos ha permitido hacer evoluciones sobre una aproximacion de
fuentes posibles de emisién de ondas gravitacionales. Para aproximar las ondas gravi-
tacionales, hemos usado la formula cuadrupolar aproximandola mediante la ecuacién
(4.32). Podemos medir con la férmula cuadrupolar cuando estamos en un régimen
donde estamos muy lejos de la fuente de emision. Es por ello que las ondas gravi-
tacionales son medidas por un observador a una distancia D = 20 Mpc, medida
desde el mismo sistema de referencia. Entonces, la formula cuadrupolar nos propor-

cionara una apropiada aproximacién para nuestro modelo.

En el caso donde la fuente esté en una posicién inicial de 7.4 x 10° m, las polariza-
ciones de las ondas gravitacionales que mide un observador a distancia D se muestran
en la figura (4.15). Dado que el fluido se encuentra dentro del radio de marea, ocurre
rapidamente una destruccién del fluido, es por eso que la senal no comienza en una
amplitud igual a cero, sino que es distinta de cero. La senal medida es una senal
retardada que depende de la distancia a la que se encuentra el observador, debido
a (2.93). Por tanto, las ondas gravitacionales emitidas por nuestra fuente, tardaran
2.0585 x 10% seg en llegar al observador. Solo se observa un ciclo hasta que la sefial

se vuelve cero.

La figura (4.15) muestra un aumento en sus amplitudes en t = 83 seg y en
t = 115 seg. En esos tiempos se puede observar que la densidad ha aumentdado
respecto a la densidad inicial, como que se muestra en la figura (4.12). El centro
de masa aun no toca el horizonte de eventos, sin embargo, la senal tiende a cero
conforme el fluido toca el horizonte de eventos. Las senales se vuelven nulas cuando
el fluido penetra el agujero negro hasta que no queda ninguna particula fuera del

horizonte.

A través de una transformada discreta de Fourier podemos obtener las frecuen-
cias f en las que oscila la fuente. La figura (4.16) muestra las frecuencias de (4.15).
Se puede observar que las amplitudes de las ondas estédn en el orden de 102! m; La

frecuencias caracteristicas de la fuente se encuentran en el rango de 0.001-0.1 Hz.
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Figura 4.15: Ondas gravitacionales medidas por un observador a una distancia de 20 Mpc de una
fuente descrita por un fluido de prueba a una distancia 4.4 x 10° m del horizonte de eventos de un

agujero negro de Schwarzschild. La sefial es retardada con un tiempo de llegada de 2.0585 x 10'® seg.

En el caso de las ondas gravitacionales para la segunda simulacién donde la
posicién inicial de la fuente es 15 x 10° m, hemos obtenido las sefiales como se
muestran en la figura (4.17). La senal, igualmente, es una senal retardada. Comienza
en una amplitud distinta de cero, pero menor a la de la simulaciéon anterior. Eso
significa que inicialmente, entre mas lejos este el fluido del agujero negro, las ondas

gravitacionales son de menor amplitud.

Las senales que se miden tienen dos ciclos, sin embargo el primero tiene ampli-
tudes menores al segundo. En ¢t = 300 seg comienza a crecer en amplitud aunque
ain no toca el agujero negro. La densidad aumenta en ese tiempo y de la misma
manera tiende a cero conforme tocan el horizonte de eventos. Sin embargo, como
se ve en la figura (4.7), el centro de masa estd muy cerca del horizonte de eventos

cuando las amplitudes de la onda crecen.

Las frecuencias de la onda han sido obtenidas como se muestran en la figura

(4.18). Se muestra que las frecuencia de la onda oscilan en el rango de 0.001-0.01 Hz
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Figura 4.16: Frecuencias de las ondas gravitacionales emitidas por la destruccién, por fuerzas de
marea, de un fluido de prueba debido a un agujero negro de Schwarzschild. El fluido se encuentra

inicialmente a 4.4 x 10° m del horizonte de eventos.
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Figura 4.17: Ondas gravitacionales medidas por un observador a una distancia de 20 Mpc de una
fuente descrita por un fluido de prueba a una distancia 4.4 x 10° m del horizonte de eventos de un

agujero negro de Schwarzschild. La sefial es retardada con un tiempo de llegada de 2.0585 x 10'° seg.
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Figura 4.18: Frecuencias de las ondas gravitacionales emitidas por la destruccién, por fuerzas de
marea, de un fluido de prueba debido a un agujero negro de Schwarzschild. El fluido se encuentra

inicialmente a 4.4 x 109 m del horizonte de eventos.

obteniendo amplitudes del orden de 10722 m.

En el caso de la tercera simulacién, la distancia de fluido de prueba es 19 x 109 m
hacia el agujero negro, y la velocidad inicial estda dada con el 100 por ciento de
(4.23). La figura (4.19) muestra que las amplitudes de la onda son parecidas a la
de la simulaciéon anterior. Igualmente comienza en una valor distinto de cero, y a
pesar de que la velocidad angular es constante como se ve en (4.11), la amplitud
de la senal disminuye en el tiempo y lo hace constantemente conforme el centro de
masa se acerca al horizonte de eventos. Aunque la distribucién no alcanza a tocar
el horizonte de eventos, la senal de la polarizacién hy disminuye hasta llegar a cero
mientras que las polarizacion h, no va a cero, sin embargo, las amplitudes si son

mas pequenas que en el inicio.

En conclusién, las ondas gravitacionales dependeran de la velocidad y la posicion
inicial del fluido. Si la velocidad angular se mantiene constante conforme se acerca
al horizonte de eventos, la amplitud de la senal disminuird. Sin embargo, si la veloci-
dad angular aumenta conforme se acerca al agujero negro, la amplitud de la senal

aumenta y comienza a ir a cero cuando el fluido entra al agujero negro. Asi mismo,
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Figura 4.19: Ondas gravitacionales medidas por un observador a una distancia de 20 Mpc de una
fuente descrita por un fluido de prueba a una distancia 4.4 x 10° m del horizonte de eventos de un

agujero negro de Schwarzschild. La sefial es retardada con un tiempo de llegada de 2.0585 x 10'° seg.

como dice la teoria, las senales de las ondas gravitacionales nos daran la informa-
cién precisa de la frecuencia con la que gira la fuente alrededor del agujero negro y
por tanto las distancias a las que se encuentra la fuente. Las amplitudes de las on-
das gravitacionales debido a destrucciones por fuerzas de marea dentro del limite de

Roche son del orden de 10721 —10~22 m con fecuencias de oscilacién de 0.001-0.1 Hz.
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Capitulo 5
Observaciones y Conclusiones

En las ultimas seis décadas hemos sido testigos de una gran evolucién en la as-
tronomia, impulsada por las mejoras en las capacidades de observacién en todo el
espectro elctromagnético. Dentro de unos anos, otra nueva ventana al Universo se
abrird, con la primera deteccion de las ondas gravitacionales, con el fin de probar
la teoria de la relatividad general de Einstein y observar algunos de los objetos mas

exdticos de la naturaleza, particularmente, los agujeros negros.

Las fuentes de emision de ondas gravitacionales son descritas por masa no simétri-
ca acelerada. Tienen longitudes de onda larga y transmiten informacién directa sobre
las regiones de gran escala. La interaccion de las ondas gravitacionales con la materia
es muy débil por lo que su deteccion se vuelve muy dificil. Teniendo en cuenta que
el 96 por ciento de la masa-energia del Universo no tiene carga, las ondas gravita-
cionales nos proporcionaran nuestra primera oportunidad de observar directamente

una parte importante del Universo.

Para la deteccon de las ondas gravitacionales, ha sido necesaria la construccion
de detectores. El desarrollo de estos detectores ha requerido paciencia, el ingenio y
la dedicacion de toda una generacion de fisicos experimentales, sin embargo, hasta
el momento, ninguno de los interferémetros con los mejores niveles de sensitividad
han obtenido detecciones. Para las mejoras y el entendimiento de los datos que se

espera medir en los detectores ha sido necesaria la Relatividad Numérica como una

96
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herramienta para simular los eventos y aproximar los datos esperados de las ondas

gravitacionales.

Las ondas gravitacionales son perturbaciones al espacio-tiempo en el que se reali-
zan mediciones. Hemos hecho una revisién de la Teoria de Einstein para las ondas
gravitacionales. Se observa que a partir de las perturbaciones a las ecuaciones de
Einstein en un régimen donde el observador que mide se encuentra muy lejos de la
fuente, podemos aproximar la solucién para obtener las componentes del tensor que
describe las ondas gravitacionales, es decir, las perturbaciones para cada componente
del tensor métrico para cada instante de tiempo. La soluciones vendran dadas por la
ecuacion cuadrupolar que, cumpliendo con que el observador que mide esta lo sufi-
cientemente lejos de la fuente y descrito en una métrica de fondo dada por la métrica
plana, o bien, la de Minkowski, podemos aproximar las componentes del tensor de
perturbacion dada una fuente. Esta aproximacion se ha hecho en un orden lineal, es
decir, en otros 6rdenes los resultados son distintos. Asi mismo, si la métrica de fondo
en la que se miden las ondas gravitacionales, es distinta a la plana, las ecuaciones
a resolver son distintas y se vuelven méas complicadas, sin embargo, en esta tesis no

hemos analizado ese caso.

Teniendo la formula cuadrupolar, hemos simulado una fuente mediante el méto-
do de Hidrodindmica de Particulas Suavizadas. SPH es un método numérico que se
ha convertido en una excelente herramienta en las simulaciones computacionales de
fluidos relativistas. Hemos presentado el desarrollo del método SPH que describe las
ecuaciones de un fluido que fluye sobre una métrica dada. Hemos usamos un cédigo
basado en esas ecuaciones y se trata de un codigo numérico tridimensional con el
cual hemos simulado, como una primera aproximacion, una estrella de tipo solar, es
decir, de radio igual al radio solar R y de masa igual a una masa solar M), la cual es
capturada y destruida por un agujero negro de Schwarzschild masivo de 10° M. La
aproximacion a una estrella se refiere a que hemos despreciado la curvatura debido a
la estrella. También, hemos quitado la presién que hay entre las particulas del fluido.
Hemos probado con distintas posiciones del fluido respecto al agujero negro y hemos

evolucionado los cédigos en el tiempo. Dado que las posiciones iniciales estan dentro
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del radio de destruccién de marea, la destruccién del fluido ocurre inmediatamente.
Las trayectorias del centro de masa se dirigen hacia el agujero negro hasta penetrar
en él. Esto se ha logrado al disminuir la velocidad angular inicial al noventa por
ciento de la velocidad necesaria para obtener érbitas circulares. En el caso en el que
la velocidad angular inicial es del cien por ciento de la velocidad que se calcula a
partir de analizar el potencial de Schwarzschild, el centro de masa del fluido alcanza
a dar varias vueltas alrededor de agujero negro y se acerca lentamente al horizonte

de eventos.

Teniendo la configuracion de la fuente en todo tiempo podemos obtener las com-
ponentes del tensor de perturbaciones al tensor métrico para cada tiempo. Al medir
desde un observador ubicado a 20 Mpc de la fuente, hemos podido usar la aproxi-
macién para ondas gravitacionales débiles. Las graficas donde se muestran las po-
larizaciones de las ondas gravitacionales, que son las que tienen importancia a la
hora de medir , se puede observar que entre mas alejado esté el fluido del agujero
negro, la amplitud de las ondas disminuyen en un inicio. También se muestra que las
mayores amplitudes se obtienen donde el fluido ya esta destruido y estd muy cerca
del agujero negro, mientras que la velocidad angular ha aumentado. La amplitud

comienza a acercarse a cero conforme el agujero negro captura todas las particulas.

En el caso en el que el fluido mantiene una velocidad angular constante, hemos
visto que las ondas gravitacionales comienzan a disminuir de amplitud constante-
mente, y conforme se va acercando al agujero negro, la senal comienza a tender a
cero. Hemos mostrado que en los tiempos en el que la densidad aumenta, las senales

de las ondas gravitacionales también aumentan en amplitud.

En este tipo de configuraciones, en donde un fluido es destruido debido a las
fuerzas de marea generadas por un agujero negro de Schwarzschild esperariamos en-
tonces medir amplitudes del orden de 10~2'm, por tanto, los interferémetros deben
estar calibrados para medir cambios de ese orden. La sensibilidad de los interfero-
metros debe ser muy alta eliminando el mayor ruido posible. Asi mismo, las frecuen-

cias que deben medir seran en el rango de 0.001-0.1H z, por tanto, LISA debe ser
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capaz de medir este tipo de eventos.

Aun hay mucho trabajo por hacer. Es necesario mejorar nuestra aproximacion,
haciendo un analisis con un fluido con condiciones distintas a la de un fluido de prue-
ba (polvo). Se pretende mejorar las condiciones iniciales en el cédigo SPH al tomar
una estrella sin despreciar la curvatura que genera y las condiciones hidrodinami-
cas exactas. Sera interesante cambiar su ecuacion de estado mediante la constante
adiabatica. También es necesario analizar otro tipo de érbitas para asi analizar si

nuestros resultados coinciden teniendo bien definido un perihelio.

También queremos estudiar como es el cambio en las ondas gravitacionales debido
al cambio de la métrica de fondo alrededor de la cual gira la estrella. Se esperaria
obtener otras propiedades y asi poder distinguir cémo se conforma la fuente de la

que se obtienen las senales.

Se pretende hacer un andlisis de las ondas gravitacionales medidas desde una
métrica distinta a la plana. Con eso se obtienen otras ecuaciones a resolver, es decir,
la ecuacion de onda llevarda mas términos por lo que su solucién se obtiene utilizando

otras herramientas.
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