
 

Universidad Michoacana de San Nicolás de 
Hidalgo. 

Facultad de Ciencias Físico Matemáticas. 

Mat. Luis Manuel Rivera Gutiérrez. 

 

Tesis 

 

APROXIMACIÓN NUMÉRICA DE ONDAS GRAVITACIONALES 

MEDIANTE LA FÓRMULA 

CUADRUPOLAR 

 

Para obtener el grado de  

 

Licenciada en Ciencias Físico Matemáticas. 

 

Presenta:  

Director: Doctor en Ciencias Físicas 

 

 

 

 

Morelia, Michoacán.      Enero 2014 

Marian Lemus García.  

 José Antonio González Cervera. 
 



Universidad Michoacana de San Nicolás de Hidalgo

Facultad de Cs. F́ısico Matemáticas
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A mi hermano menor, Alejandro Lemus Garćıa, por ser la personita que vino
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amistad siempre los llevaré en mi corazón, te quiero amigo. A Alma Rosa por llegar

en el momento preciso a mi vida, gracias por no dejarme caer en momentos en los

que no pod́ıa conmigo misma, gracias por tu paciencia y cariño con el que estuviste
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Resumen

Se esperan ondas gravitacionales de la destrucción por fuerzas de marea por

un agujero negro masivo. Usando un código basado en hidrodinámica de part́ıcu-

las suavizadas, hemos evolucionado estrellas en orbitas aproximadamente circulares

alrededor de una agujero negro de Schwarzschild de masa aproximada a 106M�.

Mostramos las ondas gravitacionales emitidas durante la destrucción por fuerzas de

marea basada en la fórmula cuadrupolar.

Palabras clave: Ondas gravitacionales–fórmula cuadrupolar–agujero negro de Schwarzschild

Abstract

Gravitational waves are expected from tidal disruption of stars by a massive black

hole. Using a relativistic smoothed particle hydrody- namics code, we investigate the

fate of solar stars in circular orbits passing near Schwarzschild black holes of mass

≈ 106M�. We show the quadrupole gravitational waves emitted during the tidal

disruption process.

Subject headings: Gravitational waves–quadrupole-Schwarzschild black holes
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Caṕıtulo 1

Introducción

Motivación

La astronomı́a ha tenido un gran desarrollo gracias al avance de la tecnoloǵıa,

el cual ha permitido construir diversos instrumentos capaces de observar no sola-

mente el intervalo visible del espectro electromagnético, sino también las ondas de

radio, los rayos X, rayos γ y las demás ventanas del espectro. Dichos desarrollos han

permitido tener una mayor comprensión de nuestro Universo. Una nueva ventana al

Universo se abrió cuando, en 1915, la Teoŕıa de la Relatividad General fue formulada

por el f́ısico alemán Albert Einstein. La Relatividad General es una teoŕıa de campo

gravitatorio que forma la base del estudio de la interacción gravitacional, la cual

resulta ser dominante a escalas astronómicas, a pesar de que es muy pequeña, en

magnitud, a comparación con la interacción electromagnética. Por esta razón, es una

herramienta de vital importancia para el estudio del Universo, pues la información

que nos proporciona de los eventos del Universo es bastante distinta a la ya conocida

por otras técnicas y teoŕıas.

La Relatividad General es una teoŕıa matemáticamente completa, es decir, sus

ecuaciones, en principio, tienen solución. El desarrollo de esta teoŕıa permitió la

predicción teórica de las ondas gravitacionales. El estudio de la ondas gravitacionales

se realiza desde un punto de vista teórico, numérico y experimental. Hasta hace al-

gunos años éstas solo eran consideradas como una teoŕıa exótica ajenas a la realidad.

10
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En los años 60s se hicieron los primeros esfuerzos para construir algunos arreglos

observacionales para detectarlas, esperando obtener evidencia de su existencia, sin

embargo, no se tuvo ningún registro. Desde entonces, la detección directa de las on-

das gravitacionales se volvió de gran importancia puesto que proporcionan una gran

oportunidad de poner a prueba y verificar la teoŕıa de Einstein y aśı poder entender

las f́ısica detrás algunos de los objetos más exóticos de la naturaleza, en particular,

los agujeros negros.

El espectro de ondas gravitacionales es completamente distinto pero complemen-

tario al de las ondas electromagnéticas. Las ondas gravitacionales son propagaciones

de campos gravitatorios; son ondulaciones en la curvatura del espacio-tiempo, gene-

radas por los movimientos acelerados de una distribución de masa no esférica ni

uniforme. Dichas ondas presentan un comportamiento muy similar al de las ondas

electromagnéticas, lo cual implica que las ondas gravitacionales puedan analizarse

de una manera similar a las ondas electromagnéticas. Aún aśı, la diferencia entre

ambos tipos de ondas nos proporcionará información diferente para la astrof́ısica

observacional. La radiación electromagnética es emitida por objetos astronómicos y

la recibimos en un intervalo amplio de longitudes de onda y nos brindan información

de las condiciones f́ısicas de las fuentes astronómicas (presión, temperatura, entre

otros). En contraste, las ondas gravitacionales se emiten por la masa acumulada y la

aceleración de los sistemas completos, tienen longitudes de onda larga y transmiten

información directa sobre las regiones de gran escala. La información que transmite

la radiación gravitacional es de alguna manera más global que la que nos brinda la

radiación electromagnética. Debido a su baja intensidad, las ondas gravitacionales

interactúan muy débilmente con la materia, es por eso que pueden propagarse a lo

largo de grandes distancias sin sufrir gran alteración, y cuando algún cambio ocurre,

éste a su vez nos proporciona abundante información sobre el medio interestelar.

Esta caracteŕıstica resulta de gran importancia, pues a pesar de la fácil detección

de las ondas electromagnéticas, éstas se dispersan y se absorben fácilmente por la

materia, por lo que la información que brindan puede ser más limitada.

El 96 porciento de la materia y enerǵıa del Universo no tiene carga, es por eso
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que las ondas gravitacionales nos proporcionan la primera oportunidad de observar

directamente una parte importante del Universo. En la cosmoloǵıa, se sabe que en

ciertas etapas del Universo temprano se produjeron ondas gravitatorias con carac-

teŕısticas determinadas [14]; detectarlas entonces puede ayudar a establecer cotas

sobre el valor de algunos parámetros cosmológicos. Esto permitiŕıa mejorar las ideas

que ya se tienen sobre los primeros escenarios del Universo.

Hasta el momento solo existen evidencias indirectas de la existencia de las on-

das gravitacionales. Esta evidencia nos la proporcionó el descubrimiento, en 1974,

del primer púlsar binario PSR B1913+16 [21]. Los púlsares binarios son estrellas de

neutrones que giran una alrededor de otra. Este art́ıculo que fué ganador del pre-

mio Nobel, demostraba que el periodo orbital del púlsar disminuye en el tiempo por

pérdida de enerǵıa que se ve reflejada en las ondas gravitacionales. Recientemente se

ha logrado hacer mediciones del cambio del periodo orbital anual de ciertos púlsares

binarios (como la fuente SDSSJ065133,338 + 284423,37) lo cual es consistente con

la teoŕıa de ondas gravitacionales [2].

Medición de ondas gravitacionales

La gravedad es la interacción dominante en la mayoŕıa de los sistemas astronómi-

cos. La sorpresa en las últimas décadas del siglo XX fue que la gravitación relativista

es relevante en muchos de estos sistemas, aśı pues, la teoŕıa de la radiación gravita-

cional puede hacer una importante contribución a la comprensión de un gran número

de sistemas y fenómenos astronómicos.

La ondas gravitacionales pueden ser detectadas bajo mediciones precisas del

movimiento relativo de masas de prueba, producido por una onda que pasa en-

tre ellas. Recientemente nuevos arreglos con tecnoloǵıa más sofisticada se están

diseñando para realizar la primera detección directa de radiación gravitacional. Es-

tos dispositivos son llamados interferómetros, o bien, detectores de resonancia, y

están localizados en la superficie terrestre. El principio de funcionamiento de los de-

tectores de resonancia para la detección de ondas gravitacionales se basa en el hecho
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de que una onda gravitacional transfiere enerǵıa a un cuerpo masivo, del cual resultan

oscilaciones que se pueden observar. Para poder detectar una onda gravitacional, se

requiere un interferómetro con una extensión de brazos comparable a la longitud de

onda de la onda gravitacional que se quiere observar. Eso implica que para detectar

frecuencias del orden de Hz se requieren detectores con extensiones del orden de 105

Km. Existen proyectos de detectores usando interferómetros como son LIGO (Laser

Interferometer Gravitational-Wave Observatory) y VIRGO. El proyecto LIGO, que

se encuentra en Estados Unidos cuenta con tres detectores: dos de 4 Km y uno de 2

Km. El proyecto VIRGO se encuentra en Italia y cuenta con un detector de 3 Km.

En estos detectores se han implementado múltiples reflexiones en los espejos para

poder alcanzar las dimensiones adecuadas que permitan la detección de ondas de la

longitud de onda en el rango de 10 Hz a 10 KHz. Se tienen más expectativas del

proyecto LISA (Laser Interferometer Space Antenna) el cual es un interferómetro que

será construido en el espacio y está programado para el 2018. Dado que en la Tierra

se tienen efectos ruidosos (como perturbaciones śısmicas), que son de amplitud mu-

cho más grande que la de las ondas gravitacionales esperadas de fuentes astronómicas

en frecuencias inferiores a 1 Hz, es necesario alejar los detectores de la Tierra con lo

cual el ruido disminuye rápidamente. LISA contará con 3 naves espaciales separadas

5 × 106 Km entre śı, orbitando alrededor del Sol. Este proyecto abriŕıa la ventana

a frecuencias entre 0.1 mHz y 0.1 Hz. En esta banda de frecuencias se encuentran

muchas fuentes interesantes como los choques de agujeros negros. Otras propuestas

de interferómetros en el espacio son DECIGO y el Observador del Big Bang los cuales

intentan tener una mayor sensitividad para la detección de ondas gravitacionales.

Las antenas diseñadas para la detección de ondas gravitacionales son omnidi-

reccionales, es decir, captan las señales independientemente de la dirección de origen.

En la teoŕıa de Einstein, la radiación gravitatoria tiene dos estados independientes

de polarización. Es por esto que cualquier onda será una combinación de los estados

de polarización generalmente denotados como h+ y h×. Existen otras teoŕıas de la

gravitación en las que hay estados adicionales de polarización [22], lo cual compli-

ca la medición de ondas gravitacionales, pues seŕıan necesarios más de tres detectores.
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La medición de la polarización tiene una importante aplicación en la astronomı́a.

La polarización de las ondas contiene información de la orientación de la fuente. Si

se midiera la polarización de las ondas gravitacionales provenientes de un sistema

binario, se puede determinar, además de la ubicación de la fuente en el cielo, la in-

clinación de su eje de rotación.

La polarización de las ondas gravitacionales proviene teóricamente de la fórmula

cuadrupolar. La fórmula cuadrupolar se ha convertido en una herramienta impor-

tante para la extracción de señales gravitatorias, ya que nos proporciona una aproxi-

mación de las ondas gravitacionales dada una fuente.

Fuentes de ondas gravitacionales

Es dif́ıcil pensar en fuentes de ondas gravitacionales que se puedan detectar en la

Tierra, ya que las masas en aceleración involucradas deben ser mucho más grandes en

comparación a la misma masa de la Tierra; además de que deben llegar a velocidades

cercanas a la de la luz. Por otro lado, el Universo está lleno de estas fuentes astrof́ısicas

que son prometedoras para la detección de ondas gravitacionales.

Las estrellas de neutrones y los agujeros negros se forman a partir del colapso

gravitacional de una estrella masiva evolucionada, si el colapso es no esférico podŕıa

emitir ondas gravitacionales fuertes, sin embargo, las capacidades de las computado-

ras para simular un colapso gravitacional con toda la f́ısica que conlleva aún está lejos

de hacer predicciones confiables [18]. En una aproximación se esperaŕıa observar on-

das gravitacionales de frecuencias en el rango de 200 a 1000 Hz.

Otra de las fuentes de las que se espera emisión de ondas gravitacionales, son los

púlsares dado que se ha observado que pierden espin, debido a pérdida de enerǵıa

asociada con la enerǵıa de la radiación gravitacional.

Las observaciones indican que en el centro de cada galaxia existe un agujero negro

cuya masa es del orden de 106-109 M� [20], es decir, son agujeros negros superma-

sivos. En la actualidad existe evidencia observacional de que las galaxias colisionan
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entre ellas y se fusionan; cuando eso ocurre, se cree que los agujeros negros en el

centro de cada una de ellas se van aproximando siguiendo órbitas espirales hacia un

centro común, lo cual sucede por un decaimiento orbital debido a la pérdida de ener-

ǵıa por radiación gravitacional. De este tipo de eventos se espera medir frecuencias

de 4 MHz. Los modelos de la relatividad numérica para la fusión de agujeros negros

son cada vez más exactos y fiables, por lo que pronto se convertirán en una parte

importante en la búsqueda de ondas gravitacionales.

Los sistemas binarios a bajas frecuencias son mayormente comunes en el Uni-

verso [9]. LISA buscará enanas blancas binarias. Una enana blanca es una estrella

compacta que ya no produce reacciones termonucleares y que queda como remanente

final de una estrella con una masa similar a la de nuestro Sol. La enanas blancas no

son tan compactas como los agujeros negros o las estrellas de neutrones, pero sus

masas śı son similares a las de una estrella de neutrones. La amplitud máxima de la

radiación de un sistema binario de enanas blancas será varios órdenes de magnitud

menor que la de un sistema binario de agujeros negros a la misma distancia, sin

embargo, el hecho de que hay miles de estos sistemas en nuestra galaxia las hace una

de las fuentes más prometedoras para detectar radiación gravitacional. Se espera que

de estos sistemas se midan frecuencias por encima de 1 MHz. Por debajo de 1 MHz

hay muchas más fuentes que LISA no es capaz de ver.

La destrucción de estrellas órbitando relativamente cerca de un agujero negro

también es una importante fuente de emisión de ondas gravitacionales y podŕıa

arrojar pruebas de la existencia y de las propiedades de los agujeros negros. Las

simulaciones numéricas de este tipo de eventos son bastante confiables como para

poder obtener aproximaciones de ondas gravitacionales esperando medir frecuencias

en el rango de 10−4 − 10−1 Hz detectables por LISA.

Estos son solo algunos ejemplos de las fuentes más prometedoras para la de-

tección de ondas gravitacionales. Sin embargo existen muchos más objetos exóticos

en la naturaleza de los que se podŕıa esperar radiación gravitacional. Muchos de ellos

todav́ıa no se pueden medir pues no están dentro de los rangos de los interferómetros
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construidos hasta la fecha.

Acerca de esta tesis

La radiación gravitacional juega un papel observable en la dinámica de muchos

sistemas astrof́ısicos. En algunos sistemas, como en los púlsares binarios, el papel de

la radiación gravitacional se ha entendido desde hace varios años. En otros tantos,

la importancia de la radiación se ha entendido hasta hace poco. Por tanto, es muy

útil tratar de predecir lo que se podŕıa observar. Esto no solo es importante en la

ingenieŕıa para la construcción de los detectores, sino que también es una gúıa para

el análisis de datos.

En el esfuerzo de tratar de entender las ondas gravitacionales, las simulaciones

numéricas han sido de gran importancia. Con estas simulaciones, se mejoran los al-

goritmos de detección y se puede extraer información de las señales que se obtienen

de estos modelos.

De manera particular, muchas predicciones de emisión de ondas gravitacionales

han sido basadas en la fórmula cuadrupolar. A partir de su aplicación desarrollada

por la teoŕıa de Einstein, ha sido posible construir los interferómetros.

Hasta el momento, no se ha detectado ninguna señal de ondas gravitacionales,

sin embargo, esto podŕıa ocurrir en cualquier momento con los detectores avanzados,

pero si no se hacen detecciones tempranas, pueden surgir serias dudas acerca de la

validez de la relatividad general. Por esta razón el estudio de las ondas gravitacionales

es de suma importancia ya que pone a prueba una teoŕıa fundamental. Al detectarlas

revolucionaŕıa la visión que tenemos del Universo; se espera detectar objetos nunca

antes vistos por el hombre.

En esta tesis, hemos hecho una aproximación para predecir las ondas gravita-

cionales emitidas por la destrucción de una estrella debido a su cercańıa a un agu-

jero negro masivo. En el Caṕıtulo 2 estudiamos la Teoŕıa de Einstein para las ondas
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gravitacionales de la que se obtiene la fórmula cuadrupolar, teniendo en cuenta que

solo se tienen dos polarizaciones independientes, las cuales se analizan después. En

el Caṕıtulo 3 hacemos un estudio del método numérico SPH (Smooth Particle Hy-

drodynamics, por sus siglas en inglés) Hidrodinámica de Part́ıculas Suavizadas, en

el cual está basado el código que hemos usado para la evolución de la fuente de la

que queremos extraer señales de ondas gravitacionales. Los datos que se obtienen de

forma discreta a partir de este método serán utilizados en la fórmula cuadrupolar la

cual se reescribe de manera que se pueda aproximar como una integral numérica de

Monte Carlo. En el Caṕıtulo 4 se hace evolucionar la destrucción de una distribución

de polvo como primera aproximación de una estrella, el cual orbita circularmente

alrededor de un agujero negro de Schwarzschild con masa del orden de 106M�. A

partir de estás evoluciones se obtienen las amplitudes de las ondas gravitacionales

emitidas por esta configuración. En el Caṕıtulo 5 se dan las conclusiones del análisis

de las señales que se obtienen y las ventajas de la aproximación que hemos hecho.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Perturbaciones y

Radiación Gravitacional

En este caṕıtulo se describe la teoŕıa de perturbaciones para la aproximación de

soluciones a las ecuaciones de Einstein. Primero se da un breve repaso de la Teoŕıa

de la Relatividad General, en la cual están definidas las ecuaciones de Einstein cuya

solución se aproxima a través de un método basado en teoŕıa de perturbaciones. El

método de perturbaciones, es una herramienta que nos permite simplificar las ecua-

ciones de Einstein, pues al perturbarlas hasta un orden lineal, obtenemos una Teoŕıa

de Gravedad Linealizada de la cual nace lo que llamamos ondas gravitacionales. A

partir de esta teoŕıa es posible estudiar cómo son las ondas gravitacionales medidas

sobre espacio-tiempo fijos. En nuestro caso hacemos el estudio sobre el espacio-tiempo

plano y tomamos aproximaciones tomando la fuente que las genera muy lejana al

punto en que se miden. Con esto se estudia cómo se generan las ondas gravita-

cionales dada una fuente que estará descrita por el tensor de enerǵıa-momento. Con

ello obtenemos las componentes del tensor que describen la forma de la radiación

gravitacional.

18
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2.1. Relatividad General

Durante más de dos siglos, la mecánica de Newton dominó completamente en la

f́ısica: el Universo entero parećıa comportarse tal como lo predećıan las ecuaciones

de la f́ısica newtoniana. Sin embargo, a principios del siglo XX empezaron a surgir

evidencias de que la f́ısica clásica no describe adecuadamente cualquier fenómeno.

Uno de los fenómenos que arrojaron evidencias de ello fue la precesión del perihelio

de Mercurio; la Teoŕıa de Newton ya no pod́ıa explicar porqué el perihelio de la

órbita de Mercurio se desplazaba lentamente. En este contexto nace la Teoŕıa de

la Relatividad, la cual describe los fenómenos f́ısicos que ocurren a velocidades tan

altas como la de la luz y de manera particular, logró describir el fenómeno ocurrido

en el perihelio de Mercurio, lo que hizo que fuera más relevante en la f́ısica de ese

tiempo. En esta sección damos una breve descripción de esta teoŕıa y sus principales

formulaciones [4].

La teoŕıa de la relatividad incluye dos teoŕıas, la de la relatividad especial y la de

la relatividad general. Ambas teoŕıas fueron formuladas por Albert Einstein. La rela-

tividad especial describe la f́ısica de movimiento en el marco de un espacio-tiempo

plano, describe correctamente el movimiento de los cuerpos incluso a grandes veloci-

dades y se usa básicamente para estudiar sistemas de referencia inerciales (sistemas

no acelerados). Los dos postulados base de esta teoŕıa son:

Principio de la relatividad: establece que las leyes de la f́ısica son las mismas

en todos los sistemas de referencia inerciales, es decir, no existe un sistema de

referencia privilegiado que se pueda considerar como absoluto.

Invariancia de la velocidad de la luz: la velocidad de la luz, denotada como c,

en el vaćıo es una constante universal y su valor es independiente de la fuente

que la emite.

A diferencia de la f́ısica newtoniana, la posición de un punto es descrita en relativi-

dad especial como un evento en el espacio-tiempo que está dado por un cuadrivector

que tiene componentes:

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (t, x, y, z), (2.1)
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tomando en cuenta la convención de que los ı́ndices griegos van como α, β, µ, ν, .. =

{0, 1, 2, 3} y los latinos van como i, j, k, ... = {1, 2, 3}. El cuadrivector denotado como

(2.1) lleva consigo factores de c, sin embargo, en esta tesis trabajaremos en unidades

geometrizadas, es decir, c = G = 1.

En Relatividad, la geometŕıa del espacio-tiempo es especificada por un tensor métrico

que depende de las coordenadas gαβ(xµ). La relatividad especial se describe única-

mente sobre la métrica plana, es decir, la métrica de Minkowski, η, la cual en coor-

denadas cartesianas tiene las siguientes componentes

gαβ(xµ) = ηαβ =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

La inversa de ηαβ es ηαβ y se escribe de la misma forma que la anterior. En

coordenadas distintas a las cartesianas, las componentes del tensor de Minkowski

cambian, pero en esta tesis trabajaremos en general con coordenadas cartesianas.

Es importante poder definir las leyes f́ısicas en cualquier sistema de referencia. La

Teoŕıa de la Relatividad nos permite expresar un tensor de un sistema de referencia

inercial a otro mediante el tensor de Lorentz, Λ, que se escribe como

Λµ′

ν =


γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,

donde

β = v, γ =
1√

1− β2
,

con v la velocidad relativa del sistema de referencia xα
′

respecto al sistema xα. Aśı,

dado un tensor Aµν sobre el sistema xα, podemos representar el tensor Aβ′γ′ en el
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sistema primado xα
′

en notación de Einstein (́ındices repetidos se suman) como

Aβ′γ′ = Λ µ
β′ Λ

ν
γ′Aµν . (2.2)

La distancia, en relatividad especial, entre dos puntos en el espacio-tiempo plano

se le llama intervalo, que está definido mediante la métrica como

ds2 = ηµνdx
µdxν = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (2.3)

la cual se mantiene invariante bajo transformaciones de coordenadas puesto que es

una escalar, es decir, si cambiamos de sistema de referencia, ds2 se mantiene igual.

A partir de la teoŕıa de relatividad especial, se hizo una generalización a una

teoŕıa de campo gravitatorio y de sistemas de referencia generales, es decir, ya no

solo inerciales sino también acelerados. De ah́ı nace la Teoŕıa de Relatividad General.

La Relatividad General establece principalmente que el espacio-tiempo es curvo y la

gravedad es la manifestación de esa curvatura; en presencia de materia, la geometŕıa

del espacio-tiempo no es plana sino curva. Aśı, una part́ıcula en movimiento libre

dentro de un campo gravitorio seguirá una trayectoria geodésica, que se define co-

mo una curva cuyos vectores tangentes se mantienen paralelos si se trasportan a lo

largo de esta [4]; por tanto, la curvatura de gαβ está relacionada con la distribución

de materia en el espacio-tiempo mediante las ecuaciones de Einstein. Para llegar a

las ecuaciones de Einstein, es necesario definir los tensores que miden curvatura del

espacio-tiempo. La medición de la curvatura de cualquier métrica gµν viene determi-

nada por el tensor de curvatura o el tensor de Riemann, que está dado en función

de los śımbolos de Christoffel

Γαβµ =
1

2
gασ(∂µgσβ + ∂βgσµ − ∂σgβµ), (2.4)

donde ∂µ = ∂
∂xµ

. Entonces el tensor de Riemann expresado en términos de los śımbo-

los de Christoffel y sus derivadas es

Rα
βµν = ∂µΓαβν − ∂νΓαβµ + ΓρβνΓ

α
ρµ − ΓρβµΓαρν . (2.5)

A partir del tensor de Riemann (2.5) se obtiene el tensor de Ricci el cual cuantifica
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la aceleración de un volumen o un hipervolumen en un espacio-tiempo curvo. En

relatividad general, el tensor de Ricci tiene la particularidad de representar efectos

gravitatorios, que son los más importantes a gran escala. Este tensor es solo una

contracción del tensor de Riemann, es decir,

Rµν = Rρ
µρν . (2.6)

La superficie que encierra un volumen o hipervolumen, está dada por el escalar

de Ricci

R = gµνRµν . (2.7)

Ahora es posible escribir las ecuaciones de Einstein, es decir, la aplicación de la

relatividad general al campo gravitatorio. La fórmula matemática que relaciona la

geometŕıa del espacio-tiempo con la distribución de masa y enerǵıa está dada por

Gµν = 8πTµν , (2.8)

donde Tµν es el tensor de enerǵıa-momento. En el siguiente caṕıtulo se define la

forma de este tensor para nuestro problema. El tensor de Einstein Gµν se escribe

en términos del tensor de Ricci (Rµν) y el escalar de Ricci (R), aśı como del tensor

métrico gµν como

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR. (2.9)

En principio, lo que describe la ecuación (2.9) es que dado un cuerpo con cier-

ta forma y velocidad, se puede calcular su distribución de masa y enerǵıa, a partir

de la cual, utilizando la ecuación (2.8), se puede obtener la métrica gαβ que de-

termina enteramente el espacio-tiempo curvo. En la práctica, este procedimiento es

extremadamente complicado porque el conjunto de diez ecuaciones que conforman

(2.8), en un principio, era imposible resolver anaĺıticamente excepto en algunos casos

particulares. La primera solución exacta de las ecuaciones de Einstein fue descubierta

sólo unos meses después de que apareciera el art́ıculo de Einstein. Esta solución se

debe a Karl Schwarzschild. La solución de Schwarzschild nace de preguntarse cómo

deformaba el espacio-tiempo una distribución de masa perfectamente esférica. El
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espacio-tiempo resultante deb́ıa tener propiedades de simetŕıa alrededor de la masa

considerada; esto simplifica notablemente las ecuaciones. De ah́ı nace el espacio-

tiempo de Schwarzschild el cual describe la región externa de un cuerpo esférico con

masa M y radio r arbitrario [12], y está descrito en coordenadas de Schwarzschild

por

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2). (2.10)

De manera general, la métrica de Schwarzschild tiene la propiedad que si la esfera

considerada de masa M tiene un radio menor que el radio de Schwarzschild

rs = 2M, (2.11)

entonces la luz emitida de su superficie, o de cualquier punto dentro de la esfera con

radio r, no puede llegar al radio cŕıtico rs y queda atrapada para siempre. De aqúı la

existencia de los hoyos negros, los cuales corresponden al espacio-tiempo producido

por un cuerpo masivo cuyo tamaño es igual o menor a su radio de Schwarzschild. La

superficie esférica cuyo radio es justamente el de Schwarzschild se llama horizonte de

eventos del hoyo negro; la luz puede cruzar sólo en un sentido el horizonte: de afuera

hacia adentro y nunca al revés.

Hasta el momento hemos definido las ecuaciones de Einstein y una de sus soluciones

exactas, es decir, la métrica de Schwarzschild, sin embargo, existen más soluciones

exactas que no mencionaremos en esta tesis. Nos centraremos en buscar soluciones

aproximadas a las ecuaciones de Einstein a partir de soluciones exactas conocidas.

Esto se logra mediante una herramienta llamada Teoŕıa de Perturbaciones. En la

siguiente sección se hace una breve descripción del método de perturbaciones de

una manera general para poder desarrollar una solución aproximada alrededor de la

métrica de Minkowski.
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2.2. Teoŕıa de perturbaciones

Existen una gran cantidad de sistemas f́ısicos descritos por ecuaciones que no

tienen soluciones anaĺıticas; por ello es importante desarrollar métodos que permi-

tan obtener soluciones anaĺıticas aproximadas. Uno de los métodos populares en la

f́ısica matemática para resolver problemas complicados es utilizar un análisis pertur-

bativo alrededor de una solución conocida, denominado teoŕıa de perturbaciones[8].

La teoŕıa de perturbaciones es una herramienta comúnmente usada en la mecánica

clásica y cuántica. En Relatividad General, la teoŕıa perturbativa también ha llegado

a ser muy usada en diferentes problemas; tal es el caso del estudio de la propagación

de ondas gravitacionales en el cual la teoŕıa de perturbaciones es el principal medio

para obtener una solución a las ecuaciones de Einstein. En esta sección damos una

descripción no formal de la teoŕıa de perturbaciones, de la cual partimos para pertur-

bar los tensores de curvatura y encontrar una solución perturbada para las ecuaciones

de Einstein.

La teoŕıa de perturbaciones, de manera general, es un método matemático usado

para aproximar la solución a ecuaciones (algebráicas, diferenciales, integrales, etc)

que no pueden ser resueltas de manera exacta. Este método propone que si se conoce

la solución exacta de un problema, la solución de un nuevo problema ligeramente

diferente es una ”perturbación”de la solución conocida [5]. Los métodos perturba-

tivos solo podrán ser aplicados si es posible agregar un término pequeño (λ) a la

solución exacta del problema conocido, es decir, la nueva solución estará expresada

en términos de una serie de potencias en el parámetro λ.

Para describir el método, supongamos una ecuación cuya solución exacta está da-

da por la función f0(x) real o compleja. Es posible obtener una familia de soluciones

dependientes de un parámetro λ, el cual cuantifica la desviación del nuevo problema

respecto al original, que cumple con λ→ 0. Por tal condición lo escribimos como δλ

y hacemos una expansión en serie de Taylor para la función f(x;λ) de manera que

f(x;λ) ≈ f(x;λ = 0) +
∂f

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

δλ+
1

2

∂2f

∂λ2

∣∣∣∣
λ=0

(δλ)2 + ... (2.12)
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donde f(x;λ) es infinitamente diferenciable alrededor de λ = 0 y δλ es la variación

de λ [11]. De la ecuación (2.12) se puede observar que f(x;λ = 0) ≡ f0(x); esto

quiere decir que f(x;λ) representa las soluciones perturbadas de f0(x). Por tanto, f

estará dada en términos de la solución exacta más pequeñas variaciones, o bien

f = f0 + δf + δ(2)f + ... (2.13)

donde δf es la variación a orden lineal de f respecto de λ y δ(2)f es la segunda

variación de f respecto de λ y aśı sucesivamente. La diferencia entre f0 y f total

será ∆f y está dada por

∆f =
∂f

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

δλ+
1

2

∂2f

∂λ2

∣∣∣∣
λ=0

(δλ)2 + ... .

El parámetro λ representa, en la mayoŕıa de los casos, una cantidad f́ısica y en

algunos casos es solamente usado como un parámetro ficticio para poder hacer uso

de la teoŕıa de perturbaciones. Este es el principio de la teoŕıa de perturbaciones

donde las variaciones para cada función f , corresponden a perturbaciones a distintos

órdenes de la función f0 que representa la solución exacta. De esta manera se aplica

a problemas en f́ısica, pero de manera espećıfica lo vamos aplicar en Relatividad

General. En las siguientes secciones se usa esta teoŕıa para perturbar un espacio-

tiempo plano, el cual ya no es una función sino un campo tensorial. En esta tesis

no se entra en detalle la matemática que conlleva la teoŕıa de perturbaciones en

Relatividad General (en [5] se muestra un análisis completo). Sin embargo hacemos

uso de la notación de las perturbaciones como se describió en esta sección. Para

el estudio de ondas gravitacionales es necesario perturbar los campos tensoriales

que describen cierto sistema. En nuestro caso solo los perturbamos hasta órdenes

lineales lo cual resulta en una teoŕıa linealizada que nos llevará a obtener ecuaciones

que describan la forma de las ondas gravitacionales que emite una fuente descrita

por Tµν .
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2.3. Ecuaciones de Einstein para campos débiles

En esta sección, aplicamos la teoŕıa de perturbaciones para construir una solu-

ción aproximada a las ecuaciones de Einstein. Dado que la métrica de Minkowski es

una solución exacta de las ecuaciones de Einstein, podemos construir una solución

perturbada a partir de η. Tomamos la métrica plana debido a que el estudio de la

propagación de ondas gravitacionales se hará lejos de la fuente que las emite. En

seguida se establecen las condiciones de invariancia que cumple la solución perturba-

da y sus propiedades bajo transformaciones de norma que serán un factor importante

para demostrar la invariancia de norma de los tensores de curvatura al perturbarlos

hasta primer orden.

2.3.1. Perturbaciones al espacio-tiempo de Minkowski

En la actualidad, existen varias métricas que son soluciones exactas de las ecua-

ciones de Einstein, pero es posible construir soluciones aproximadas a través de un

análisis perturbativo. Para ello debemos tener en cuenta que el espacio-tiempo no

es un escenario estático sino que es dinámico; por tanto, es necesario perturbar al

espacio-tiempo representado por gµν y a todos los campos tensoriales que describen

el sistema, como lo son los tensores de curvatura. En esta tesis se estudia el campo

gravitatorio producido por cierta distribución de materia, descrita por Tµν , el cual

queremos medir en una región alejada de ella. Bajo esta condición, suponemos que

medimos desde un espacio-tiempo plano descrito por η y lo perturbamos de acuerdo

a (2.13) como:

g = η + δg + O(δ(2)g), (2.14)

donde δg corresponde a la perturbación a primer orden del espacio-tiempo plano

y δ(2)g se refieren a las perturbaciones a segundo orden. De acuerdo a la teoŕıa de

perturbaciones, hemos tomado la solución exacta a las ecuaciones de Einstein, η, y la

estamos perturbando con términos que dependen de un parámetro λ. Podemos rees-

cribir (2.14) en términos de sus componentes respecto a un sistema de coordenadas

cartesiano xµ descrito por (2.1) como
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gαβ(xµ;λ) = ηαβ + δgαβ(xµ;λ) + O(δ(2)gαβ), (2.15)

donde ηαβ = diag(−1, 1, 1, 1) y la perturbación a orden lineal en λ se escribe como

δgαβ(xµ;λ) =
∂gαβ(xµ;λ)

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

δλ. (2.16)

La linealización es un concepto útil para poder entender las perturbaciones gravi-

tacionales, lo cual se logra al ir considerando sólo las perturbaciones de orden lineal

de cada uno de los tensores, comenzando con el tensor métrico. Esto es posible gracias

al ĺımite de un campo gravitacional débil, es decir, considerando que los campos que

pertuban la solución exacta, en este caso la métrica plana, son pequeños. Tomemos

entonces (2.15) hasta primer orden del parámetro λ

gαβ ≈ ηαβ + δgαβ. (2.17)

La ecuación (2.17) representa la métrica perturbada. Simplificamos la notación

haciendo

hαβ =
∂gαβ
∂λ

∣∣∣∣
λ=0

, (2.18)

de manera que (2.17) se reescribe como

gαβ ≈ ηαβ + hαβ δλ, (2.19)

es decir, hαβ representa las componentes de la primera perturbación de la métrica

de Minkowski. Debido a la debilidad del campo gravitatorio que perturba el espacio-

tiempo plano, pedimos que las componentes hαβ sean pequeñas en comparación a

las componentes de la métrica η, es decir,∣∣∣∣hαβ∣∣∣∣� 1. (2.20)

La métrica perturbada tiene la propiedad de ser invariante bajo transformaciones

de Lorentz, es decir, (2.19) se mantiene invariante. Si cambiamos de un sistema

de referencia descrito por {xα} al sistema de referencia descrito por coordenadas
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{xα} podemos aplicar la transformación a las coordenadas antiguas de forma que

xα = Λα
βx

β. En este nuevo sistema de referencia la métrica (2.19) se transforma de

la siguiente manera:

gαβ = Λµ
αΛν

β
gµν = Λµ

αΛν
β
(ηµν + hµνδλ), (2.21)

y obtenemos que

gαβ = ηαβ + hαβδλ. (2.22)

Aśı pues, (2.22) nos demuestra que la métrica perturbada (2.19) es invariante

bajo transformaciones de Lorentz.

Hemos obtenido la métrica perturbada que se escribe como (2.19) lo cual nos lleva

a perturbar los campos tensoriales que describen el sistema f́ısico que estamos anali-

zando, es decir, los tensores de curvatura. En la siguiente sección se muestra cómo

son las transformaciones de norma para la métrica perturbada. Las transformaciones

de norma son importantes para la simplificación de las ecuaciones de Einstein, dada

la libertad que otorgan para escoger cualquier sistema de coordenadas.

2.3.2. Transformaciones de Norma

La teoŕıa de Einstein tiene libertad de norma, es por eso que es posible aplicar

transformaciones de norma como herramienta para facilitar el anlisis matemático de

ciertos problemas. Las transformaciones de norma implican una transformación de

coordenadas, y las teoŕıas que se rigen bajo estas normas son llamadas teoŕıas de

norma [13]. En esta sección aplicamos una transformación de coordenadas al tensor

métrico perturbado. La propiedades en las transformaciones de norma de la métrica

perturbada serán una herramienta al momento de escribir las ecuaciones de Einstein

perturbadas a orden lineal [4].

En (2.19) escribimos la métrica respecto a un sistema de coordenadas dado por

{xα}, sin embargo, podemos escoger otro sistema de coordenadas donde hαβ cumpla

con la condición (2.20). Para ver esto consideremos la transformación de coordenadas
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que va del sistema de referencia descrito por xα al sistema de coordenadas {xα ′},
agregando un pequeño cambio en las coordenadas {xα} de tal manera que el nuevo

sistema de coordenadas (x0
′
, x1

′
, x2

′
, x3

′
) queda escrito como

xα
′
= xα + ξα(xβ), (2.23)

donde ξα(x) son cuatro funciones arbitrarias que dependen de la posición y pedimos

que sean de tamaño pequeño al igual que las hαβ en el sentido que
∣∣∂βξα∣∣� 1.

A partir de la transformación (2.23) la aplicamos en la métrica perturbada (2.19)

gα ′β ′ (x′) = Λµ

α′Λ
ν
β′ gµν(x) =

∂xµ

∂xα ′

∂xν

∂xβ ′ gµν(x). (2.24)

Desarrollando las matrices de trasformación de Lorentz obtenemos

Λα
′

β =
∂xα

′

∂xβ
= δαβ +

∂ξα(xβ)

∂xβ
, (2.25)

y a partir de esta matriz podemos obtener su inversa

Λα
β ′ = δαβ −

∂ξα(xβ)

∂xβ
+ O

(∣∣∣∣∂ξα(xβ)

∂xβ

∣∣∣∣2). (2.26)

Sustituyendo en (2.24) se tiene que

gα ′β ′ = ηαβ + hα ′β ′δλ, (2.27)

donde

hα′β′ = hαβ −
∂ξα
∂xβ
− ∂ξβ
∂xα

+ O

(∣∣∣∣ ∂ξ∂xβ
∣∣∣∣2). (2.28)

A la transformación (2.28) se le llama trasformación de norma debido a su ana-

loǵıa con el caso electromagnético. Debido a la condición
∣∣∂βξα∣∣� 1, la perturbación

hα′β′ sigue cumpliendo con (2.28) por lo que estamos en un sistema de coordenadas

aceptable. Con esto se demuestra que es posible establecer un sistema de coorde-

nadas escogiendo un vector ξα arbitrario en el que podemos representar gα ′β ′ , la

cual cumplirá las mismas condiciones que la métrica gαβ. Más adelante veremos que

la métrica primada (2.27) junto con lo obtenido en (2.28), se convierten en una herra-
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mienta para simplificar las ecuaciones de Einstein, estableciendo condiciones para el

vector ξα y aprovechando la libertad de norma que tenemos en la teoŕıa de Einstein.

2.3.3. Consecuencias sobre la curvatura

En esta sección obtenemos las perturbaciones a orden lineal de las ecuaciones de

Einstein. Dada la perturbación de la métrica, los campos tensoriales también son

perturbados a orden lineal usando el parámetro λ. A partir de esto, se obtiene una

teoŕıa linealizada que da como resultado una ecuación que nos describe la propa-

gación de hαβ de la cual se pueden obtener soluciones para las perturbaciones hαβ.

Comenzamos calculando los śımbolos de Christoffel en un espacio-tiempo pertur-

bado descrito por (2.19), los cuales están definidos en la sección 2.1 por la ecuación

(2.4). Los Γαβγ se perturban hasta primer orden de λ representados en el sistema de

coordenadas (2.1)

Γαβγ ≈ 0Γαβγ + δΓαβγ = Γ
α (1)
βγ δλ, (2.29)

donde 0Γαβγ es el correspondiente a la métrica η, por tanto, 0Γαβγ = 0 en el sistema

de coordenadas cartesiano en el que estamos trabajando y escribimos a Γ
α (1)
βγ como

las componentes de la primera perturbación de los śımbolos de Christoffel. Para

el cálculo de Γ
α (1)
βγ calculamos primero la inversa de (2.19) tomando en cuenta la

propiedad [4]

(I + A)−1 = I − A+ A2 − A3 + A4 −+...,

donde A es una matriz n × n cuyas entradas tienen que cumplir que |Aij| << 1
n
; I

refiere a la matriz unitaria. Usando (2.30) obtenemos que

gαβ = ηαβ − hαβ δλ+ O(δ(2)λ). (2.30)

Tomamos solo hasta orden lineal de (2.30) y la sustituimos en (2.4)

Γαβγ ≈
1

2
(ηασ + hασδλ)[∂γgσβ + ∂βgσγ − ∂σgβγ]. (2.31)
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Desarrollamos la ecuación expandiendo la métrica perturbada gβγ

Γαβγ ≈
1

2
(ηασ + hασδλ)[∂γ(hσβδλ) + ∂β(hσγδλ)− ∂σ(hβγδλ)] (2.32)

=
1

2
ηασ[∂γhσβ + ∂βhσγ − ∂σhβγ]δλ−

1

2
hασ[∂γhσβ + ∂βhσγ − ∂σhβγ](δλ)2,

donde hemos tomado en cuenta que δλ es un parámetro independiente del sistema de

coordenadas, es por eso que no se ve afectado por las derivadas parciales respecto a

xµ. Comparando (2.32) con (2.29) obtenemos que las perturbaciones a primer orden

del śımbolo de Christoffel son

Γ
α (1)
βγ =

1

2
ηασ[∂γhσβ + ∂βhσγ − ∂σhβγ]. (2.33)

Ahora calculamos la perturbación a orden lineal del parámetro λ del tensor de

Riemann

Rα
βµν ≈ 0Rα

βµν + δRα
βµν = R

α (1)
βµνδλ, (2.34)

donde 0Rα
βµν es cero pues corresponde a la métrica de fondo η, que es el espacio-

tiempo plano y R
α (1)
βµν corresponde a las componentes de la primera perturbación del

tensor de Riemann. Obtenemos entonces el tensor de Riemann mediante (2.5) por

lo que sustituyendo (2.29)

Rα
βµν ≈ ∂µΓ

α (1)
βν δλ− ∂νΓα (1)

βµ δλ+ Γ
σ (1)
βν Γα (1)

σµ (δλ)2 − Γ
ρ (1)
βµ Γα (1)

ρν (δλ)2. (2.35)

Comparando con (2.34) obtenemos que

R
(1)
αβµν = ∂µΓ

α (1)
βν − ∂νΓ

α (1)
βµ , (2.36)

o en términos de hαβ se escribe como

R
(1)
αβµν =

1

2
(∂β∂µhαν + ∂α∂νhβµ − ∂β∂νhαµ − ∂α∂µhβν). (2.37)

La libertad de norma en la teoŕıa de Einstein nos permite cambiar de un sistema
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coordenado a otro. De ah́ı que podemos calcular el tensor de Riemann respecto al

sistema de coordenadas (2.23) y obtenemos que:

R
′ (1)
αβµν = R

(1)
αβµν − ∂ν∂β∂µξα − ∂α∂β∂µξν − ∂µ∂α∂νξβ − ∂β∂α∂νξµ +

∂µ∂β∂νξα + ∂α∂β∂νξµ + ∂ν∂α∂µξβ + ∂β∂α∂µξν . (2.38)

Si las funciones ξα son suficientemente suaves entonces de (2.38):

R
′ (1)
αβµν = R

(1)
αβµν . (2.39)

Aśı se demuestra que las componentes del tensor de Riemann son independientes

de la norma, es decir, no se ven afectadas por las transformaciones de norma hasta

primer orden en (2.28) y que esta condición se cumplirá para los sistemas de coor-

denas del tipo (2.23). Es importante tener en cuenta que esto solo sucede a primer

orden, puesto que a segundo orden la expresión para las componentes del tensor de

Riemann śı cambian [5].

Ahora aplicamos una perturbación al tensor de Ricci a primer orden

Rβν ≈ (0)Rβν + δRβν = R
(1)
βν δλ, (2.40)

donde 0Rβν es el tensor de Ricci asociado a η por lo cual es nulo y R
(1)
βν son las

componentes de la primera perturbación del tensor de Ricci. Calculemos la pertur-

bación lineal del tensor de Ricci a partir de (2.6), es decir, con la contracción de la

perturbación lineal de Riemann en (2.37) obtenemos, en términos de hαβ, que

R
(1)
βν =

1

2
(∂β∂αh

α
ν + ∂α∂νhβα − ∂β∂νhαα − ∂α∂αhβν). (2.41)

Con esto calculamos la primera perturbación R(1) del escalar de Ricci hasta orden

lineal de λ

R ≈ (0)R + δR = R(1)δλ, (2.42)

con lo que obtenemos que
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R ≈ gβνRβν = (ηαβ − hαβ δλ)×[
1

2
(∂β∂αh

α
ν + ∂α∂νhβα − ∂β∂νhαα − ∂α∂αhβν)δλ

]
. (2.43)

Comparando con (2.42) podemos ver que la primera perturbaciónR(1) estará dada

por los términos que acompañan a δλ por lo que

R(1) = ∂ν∂αhαν − ∂ν∂νh, (2.44)

donde h ≡ hαα, es decir, la traza del tensor de perturbación lineal.

Teniendo definidos todos los tensores de curvatura sobre una métrica perturba-

da, podemos construir el tensor de Einstein perturbado a orden lineal a partir de

la ecuación (2.8), el cual se perturba de la misma manera que los demás campos

tensoriales

Gαβ ≈ (0)Gαβ + δGαβ = G
(1)
αβδλ. (2.45)

Sustituimos entonces el tensor de Riemann perturbado (2.34), aśı como la métrica

(2.19) y el escalar de Ricci (2.42) perturbados a orden lineal. Obtenemos que el tensor

de Einstein se escribe como

Gαβ ≈ R
(1)
αβδλ−

1

2
(ηαβ + hαβδλ)(R(1))δλ

=
[
R

(1)
αβ −

1

2
ηαβR

(1)
]
δλ+ O(δλ)2. (2.46)

Entonces la perturbación a orden lineal del tensor de Einstein está dado por

G
(1)
αβ = R

(1)
αβ −

1

2
ηαβR

(1) (2.47)

=
1

2
(∂α∂

νhνβ + ∂ν∂βhαν − ∂α∂βh− ∂ν∂νhαβ)− 1

2
ηαβ(∂ν∂µhνµ − ∂ν∂νh).

La ecuación (2.47) tiene una forma complicada, sin embargo, es posible simpli-
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ficarla por el hecho que tenemos libertad de norma en nuestra teoŕıa [4]. Para ello,

definimos el tensor de perturbación llamado trace-reverse de hαβ como:

h̄αβ = hαβ −
1

2
ηαβh, (2.48)

donde h es la traza y cumple con la propiedad

h̄ = h̄αα = −h, (2.49)

esto ya que

ηµβh̄
αβ = h̄αµ = hαµ −

1

2
δαµh

⇒ hαµ = hαα −
1

2
δααh

⇒ h̄ = −h,

por esta propiedad, h̄αβ es llamado trace-reverse de hαβ. Sustituyendo (2.48) en (2.47)

tenemos simplificadas las ecuaciones de Einstein en términos de h̄αβ

G
(1)
αβ = −1

2
(∂µ∂

µh̄αβ + ηαβ∂
µ∂ν h̄µν − ∂β∂µh̄αµ − ∂α∂µh̄βµ). (2.50)

Establecemos ahora una condición tal que

∂βh̄
αβ = 0. (2.51)

Nos referimos a (2.51) como condiciones de norma de Lorentz, las cuales repre-

sentan cuatro ecuaciones y ya que tenemos cuatro funciones ξα, podemos encontrar

una norma en la que la ecuación (2.50) sea verdadera. Si tenemos hµν tal que cumpla

con las condiciones de Lorentz, estaremos trabajando bajo dicha norma. Esta norma

es utilizada principalmente para poder simplificar las ecuaciones de Einstein. Para

usar la condición de Lorentz es necesario mostrar que siempre es posible encontrar

hµν tal que cumpla con (2.51).

Construyamos h̄αβ en el sistema dado por (2.23)
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h̄
′

αβ = hαβ − ξα,β − ξβ,α −
1

2
ηαβ(h− 2ξν,ν)

⇒ h̄
′

αβ = h̄αβ − ξα,β − ξβ,α + ηαβξ
ν
,ν . (2.52)

Supongamos que para h̄αβ arbitrario, no se cumple (2.51). Aplicamos entonces la

divergencia a (2.52),

∂βh̄
′αβ = ∂βh̄

αβ − ∂β∂βξα. (2.53)

Para saber la norma en la cual es válido (2.51), hacemos

∂βh̄
′αβ = 0, (2.54)

y aśı obtenemos condiciones para las funciones ξα de manera que

∂β∂βξ
α = �ξα = ∂βh̄

αβ, (2.55)

donde el śımbolo � es el operador de onda o bien el D ′Alembertiano definido por

� ≡ (− ∂2

∂t2
+∇2). (2.56)

La expresión (2.55) es una ecuación inhomogénea que siempre tiene solución para

cualquier ∂βh̄
αβ (lo tomamos como cierto aunque en esta tesis no se demostrará),

por lo tanto decimos que siempre existe algún ξα que transforma la perturbación hαβ

de tal manera que podamos imponer la norma de Lorentz (2.51).

A partir de imponer la norma de Lorentz simplificamos la ecuación para la per-

turbación (2.50) y obtenemos que

G
(1)
αβ = −1

2
∂µ∂

µh̄αβ. (2.57)

Sustituyendo (2.57) en (2.8) se obtiene que

�h̄αβ = −16πTαβ. (2.58)

Hasta aqúı hemos llegado a la ecuación que describe la perturbación a un espacio-
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tiempo plano en coordenadas cartesianas. Esto se obtiene al considerar términos

lineales de las perturbaciones de cada uno de los tensores de curvatura y, finalmente,

del tensor de Einstein y tomando en cuenta que las perturbaciones al espacio-tiempo

son débiles. Dicha linealización de las ecuaciones de Einstein para campos débiles

nos llevan a la ecuación de onda dada por (2.58) la cual describe la propagación de

las hαβ , o bien, ondas gravitacionales y permite el estudio de éstas. La solución de la

ecuación anterior en el vaćıo se construye en la siguiente sección teniendo en cuenta

las imposiciones de norma que hemos tomado para llegar a dicha ecuación, aśı como

el hecho de tomar una fuente Tαβ muy distante de la región del espacio-tiempo de

interés.

2.4. Generación de Ondas Gravitacionales

En la sección anterior llegamos a la ecuación de Einstein para un espacio-tiempo

plano el cual se perturba con campos débiles, con lo cual obtenemos una ecuación

de onda por (2.58) que nos permitirá estudiar la propagación de las ondas gravita-

cionales. En esta sección se desarrolla una solución a la ecuación de onda teniendo

en cuenta las condiciones impuestas durante el desarrollo de la teoŕıa linealizada de

Einstein para campos débiles. A partir de la solución, es posible hacer aproxima-

ciones que simplifican el cálculo de las componentes de las perturbaciones hαβ.

Tomamos la ecuación de onda (2.58) la cual muestra similaridades con la ecuación

que describe la propagación de ondas electromagnéticas [12]. En analoǵıa a este caso

podemos construir una solución para la ecuación de onda que está dada en términos

de la función de Green G(xσ − x′σ) de manera que

h̄αβ(~x, t) = −16π

∫
G(~x, t; ~x

′
, t

′
)Tαβ(~x

′
, t

′
)d3x

′
dt

′
, (2.59)

es decir, obtenemos las componentes de h en (~x, t), consecuencia de que la fuente

Tαβ produce la radiación gravitacional localizada en (~x
′
, t

′
) [10].

Es conocido que la función de Green puede ser ” retardada ” o ” avanzada” de-

pendiendo de la situación que queramos tratar. Nosotros estamos interesados en la

función de Green retardada la cual representa el efecto de las señales del pasado
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Figura 2.1: Las perturbaciones que se miden en (t, xi) se calculan en términos de los eventos del

pasado del cono de luz, donde tr es el tiempo retardado

acumuladas en los puntos en los que se mide, como se muestra en la figura (2.1), y

está dada por

Gret(~x, t; ~x
′
, t

′
) = − 1

4π
∣∣~x− ~x′

∣∣δ(t− t′ − ∣∣~x− ~x′∣∣), (2.60)

donde hay que tener en cuenta que estamos en unidades geometrizadas (G=c=1).

Además ~x = {x1, x2, x3} y ~x
′

= {x′1, x
′2, x

′3}, aśı como
∣∣~x− ~x′∣∣ = [δij(x

i − x′i)(xj −
x

′j)] y t
′ ≡ tret. La derivación de (2.60) se da a partir de resolver la ecuación de

onda en presencia de una fuente con función delta [13]. Sustituyendo (2.60) en (2.59)

obtenemos que

h̄αβ(~x, t) = 4

∫
δ(t− t′ −

∣∣~x− ~x′∣∣)∣∣~x− ~x′
∣∣ Tαβ(~x

′
, t

′
)d3x

′
dt

′
. (2.61)

Podemos usar la función delta para integrar sobre t
′

y nos lleva a que

h̄αβ(~x, t) = 4

∫
Tαβ(~x

′
, t−

∣∣~x− ~x′∣∣)∣∣~x− ~x′
∣∣ d3x

′
, (2.62)

donde la integral se hace sobre la fuente, es decir, donde Tαβ 6= 0. Se puede observar

que la solución (2.62) para la perturbación métrica h̄αβ satisface la ecuación (2.58),

y es válida en un sistema de referencia inercial con coordenadas cartesianas.
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La interpretación de (2.62) es que la perturbación medida en el punto (~x, t) es

producto de la suma de la influencia de la fuente Tαβ que proviene del cono de luz

pasado en el punto (~x
′
, t−

∣∣~x− ~x′∣∣). Vamos a simplificar nuestra solución por medio

de transformaciones de Fourier en la variable temporal t. Para ello es necesario

transformar todas las cantidades dejando sin transformar las variables espaciales.

Asumimos entonces que Tαβ(~x, t) y ~hαβ(~x, t) admiten representación de Fourier, es

decir

Tαβ(~x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dω e−iωtT̃αβ(~x, ω)

h̄αβ(~x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dω e−iωt˜̄hαβ(~x, ω), (2.63)

donde ω es la frecuencia; con esto tenemos los tensores representados sobre el espacio

de frecuencias [12]. Aśı mismo podemos representar sus inversas como

T̃αβ(~x, ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dt eiωtTαβ(~x, t)

˜̄hαβ(~x, ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dt e−iωth̄αβ(~x, t). (2.64)

Tomamos la representación de Fourier (2.63) y la sustituimos en la ecuación(2.61).

De ah́ı obtenemos

1√
2π

∫ +∞

−∞
dω e−iωt˜̄hαβ(~x, ω) = 4

∫
δ(t− t′ −

∣∣~x− ~x′∣∣)∣∣~x− ~x′
∣∣ ×[

1√
2π

∫ +∞

−∞
dω e−iωt

′

T̃αβ(~x
′
, ω)

]
d3x

′
dt

′

=
4√
2π

∫ +∞

−∞

∫
δ(t− t′ −

∣∣~x− ~x′∣∣)∣∣~x− ~x′
∣∣ e−iωt

′

T̃αβ(~x
′
, ω)dt

′
d3x

′
dω

=
4√
2π

∫ +∞

−∞

∫
e−iω(t−|~x−~x

′ |)∣∣~x− ~x′
∣∣ T̃αβ(~x

′
, ω)d3x

′
dω. (2.65)
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Escogemos una ω, es decir, representamos la solución como una onda monocromática

[12] con lo que obtenemos que

e−iωt˜̄hαβ(~x, ω) = 4e−iωt
∫
e−iω|~x−~x

′ |∣∣~x− ~x′
∣∣ T̃αβ(~x

′
, ω)d3x

′
. (2.66)

La solución para la perturbación métrica ˜̄hαβ en el espacio de frecuencias es-

tará dada por

˜̄hαβ(~x, ω) = 4

∫
e−iω|~x−~x

′ |∣∣~x− ~x′
∣∣ T̃αβ(~x

′
, ω)d3~x

′
. (2.67)

La integral (2.67) se hace sobre la fuente, es decir, donde Tαβ 6= 0. Con (2.67)

hemos obtenido una solución en representación de Fourier para las componentes de

la perturbación del espacio-tiempo de Minkowski, sin embargo, dada la debilidad

descrita en la teoŕıa linealizada de Einstein, es necesario tomar una aproximación

tomando una fuente aislada lejana del observador cuya velocidad es mucho menor a

la de la luz y está compuesta por materia no relativista [18]. En la siguiente sección

se desarrolla esta aproximación dando como resultado la fórmula cuadrupolar.

2.5. Ondas Gravitacionales lejos de la fuente

En la sección anterior obtuvimos la solución para las componentes de la pertur-

bación métrica en un espacio-tiempo plano sobre un espacio de frecuencias. Dada la

debilidad del campo gravitacional supuesta en la teoŕıa linealizada de Einstein, es

necesario hacer una aproximación donde la fuente está aislada y lejana al observador,

aśı como considerar que su velocidad es mucho menor que la velocidad de la luz [3].

Esto significa que si r es la distancia que hay entre el observador y la fuente, vamos

a asumir que r >> Rfuente, como se muestra en la figura (2.2) y λ >> Rfuente donde

Rfuente es la escala caracteŕıstica de la fuente, es decir, donde Tαβ 6= 0; y λ = 2π
ω

es la longitud de onda asociada con la frecuencia de la fuente ω y debe ser los sufi-

cientemente pequeña tal que Rfuente << ω−1 [18]. Sea entonces |~x| = r >> Rfuente

aproximamos
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Figura 2.2: Fuente cuyo tamaño caracteŕıstico es Rfuente y se encuentra a una distancia r del

observador.

1∣∣~x− ~x′
∣∣ =

1

r
+
~x · ~x′

r3
+ O

(
1

r5

)
(2.68)

∣∣~x− ~x′∣∣ = r − ~n · ~x′
+ O

(
1

r5

)
, (2.69)

donde ~n = ~x∣∣~x∣∣ . Dado que queremos fuentes lejanas del observador asumimos que

r → ∞. Por tanto de (2.68) solo tomamos en cuenta los factores a primer orden y

sustituimos en (2.67) con lo que obtenemos que

˜̄hαβ(~x, ω) ≈ 4
e−iωr

r

∫
T̃αβ(~x

′
, ω)d3x

′
. (2.70)

Aśı hemos obtenido la representación de Fourier (2.70) para las componentes de

la perturbación métrica para fuentes lejanas del observador. A partir de ésta, nos

concentramos en la solución de la integral con la finalidad de simplificar la expresión

para las perturbaciones métricas [10].

Tenemos de la teoŕıa de Einstein la ley de conservación del tensor de enerǵıa-momento

que establece que

∇αT
αβ(~x, t) = 0, (2.71)

válida en un sistema de referencia dado por (2.1). Tomemos la representación de

Fourier para Tαβ para una ω tal que

Tαβ(~x, t) = e−iωtT̃αβ(~x, ω). (2.72)
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Sustituimos (2.72) en (2.71)

∂αT
αβ = ∂α[e−iωtT̃αβ(~x, ω)]

= ∂0[e
−iωtT̃ 0β(~x, ω)] + ∂j[e

−iωtT̃ jβ(~x, ω)]

= −iωe−iωtT̃ 0β(~x, ω) + e−iωt∂jT̃
jβ(~x, ω), (2.73)

y obtenemos que

− iωT̃ 0β(~x, ω) + ∂jT̃
jβ(~x, ω) = 0. (2.74)

Desarrollamos ahora la derivada

∂j[T̃
jl(~x, ω)xi] = [∂jT̃

jl(~x, ω)]xi + T̃ jl(~x, ω)∂jx
i

= [∂jT̃
jl(~x, ω)]xi + T̃ il(~x, ω). (2.75)

De (2.75) despejamos T̃ il(~x, ω), entonces

T̃ il(~x, ω) = ∂j[T̃
jl(~x, ω)xi]− [∂jT̃

jl(~x, ω)]xi, (2.76)

e integrando sobre la fuente de los dos lados tenemos que

∫
d3x T̃ il(~x, ω) =

∫
d3x ∂j[T̃

jl(~x, ω)xi]−
∫
d3x [∂jT̃

jl(~x, ω)]xi. (2.77)

El primer término del lado derecho de la ecuación (2.77), por el teorema de la

divergencia, se vuelve una integral de superficie que desaparece cuando la fuente

está aislada, por lo que

∫
d3x T̃ il(~x, ω) = −

∫
d3x [∂jT̃

jl(~x, ω)]xi. (2.78)

En seguida tomamos las componentes espaciales de la relación que obtuvimos en

(2.74), es decir, cuando β = l
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−iωT̃ 0l(~x, ω) +∂jT̃
jl(~x, ω) = 0

⇒ iωT̃ 0l(~x, ω) = ∂jT̃
jl(~x, ω). (2.79)

Sustituyendo (2.79) en (2.78) se obtiene

∫
d3x T̃ il(~x, ω) = −iω

∫
d3x T̃ 0l(~x, ω)xi. (2.80)

Desarrollamos el lado derecho de la ecuación (2.80)

−iω
∫
d3x T̃ 0l(~x, ω)xi = −iω

∫
d3x

[
T̃ 0l(~x, ω)xi + T̃ 0i(~x, ω)xl

2
+

T̃ 0l(~x, ω)xi − T̃ 0i(~x, ω)xl

2

]
. (2.81)

De (2.80), dado que el tensor T il es simétrico, tenemos que

− iω
∫
d3x T̃ 0l(~x, ω)xi =

∫
d3x T̃ il(~x, ω) =

∫
d3x T̃ li(~x, ω). (2.82)

Por lo tanto sustituyendo (2.82) en (2.81) llegamos a

∫
d3x T̃ il(~x, ω) = −iω

∫
d3x T̃ 0l(~x, ω)xi

=
−iω

2

∫
d3x [T̃ 0l(~x, ω)xi + T̃ 0i(~x, ω)xl]

=
−iω

2

∫
d3x {∂j[T̃ 0j(~x, ω)xixl]− ∂j[T̃ 0j(~x, ω)]xixl}. (2.83)

Una vez más, el primer término de (2.83) se convierte en una integral de superficie

y éste desaparece puesto que la fuente está aislada. Finalmente obtenemos una ex-

presión para la integral de las componentes espaciales del tensor de enerǵıa-momento

sobre la fuente
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∫
d3xT̃ il(~x, ω) =

iω

2

∫
d3x∂j[T̃

0j(~x, ω)]xixl. (2.84)

De acuerdo a la ecuación (2.74), tomando solo la componente temporal, es decir,

cuando β = 0 se tiene que

∂jT̃
0j(~x, ω) = iωT̃ 00(~x, ω). (2.85)

Sustituyendo (2.85) en (2.84) se obtiene∫
d3x T̃ il(~x, ω) =

−ω2

2

∫
d3x T̃ 00(~x, ω)xixl. (2.86)

Ahora sustituimos (2.86) en la solución (2.70) y con eso llegamos a la expresión

final de la solución a las perturbaciones de la métrica plana en representación de

Fourier

˜̄hil(~x, ω) = 4
e−iωr

r

(−ω2)

2

∫
d3x

′
T̃ 00(~x

′
, ω)xi

′
xl

′
. (2.87)

Hasta el momento obtuvimos las perturbaciones métricas para un espacio-tiempo

plano representada en el espacio de frecuencias. Podemos representarla en términos

del tensor de momento cuadrupolar de la densidad de enerǵıa de la fuente que se

define por convención como

Ĩil(ω) =

∫
d3x

′
T̃ 00(~x

′
, ω)xi

′
xl

′
. (2.88)

Por lo tanto, nuestra solución adquiere la forma

˜̄hil(~x, ω) = −2ω2 e
−iωr

r
Ĩil(ω). (2.89)

Aplicamos la transformada inversa a (2.89) para regresar a la expresión en el

espacio de configuraciones,

h̄il(~x, t) =
−2

r

d2

dt2

∫
d3x

′
T 00(~x

′
, t

′
)xi

′
xl

′
, (2.90)

que en términos del tensor de momento cuadrupolar obtenemos la fórmula cuadrupo-

lar para el cálculo de las componentes del tensor de perturbación dada por
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h̄il(~x, t) =
−2

r

d2Iil(t
′)

dt2
, (2.91)

donde t
′

es el tiempo retardado dado por t − r. Recurrimos a una identidad que se

deriva de la ley de conservación del tensor de enerǵıa-momento [4], la cual enuncia

lo siguiente

d2

dt2

∫
T 00 xixld3 x = 2

∫
T ild3x. (2.92)

A partir de esto obtenemos la ecuación (2.91) en términos de (2.92) y obtenemos

que

h̄il(~x, t) =
−4

r

∫
d3x

′
T il(~x

′
, t

′
). (2.93)

La ecuación (2.93) representa las componentes del campo de perturbaciones en

un espacio-tiempo plano, que describen la radiación gravitacional producida por una

fuente Tαβ aislada, no relativista y alejada del punto en que se mide. La teoŕıa de

Einstein, de la ecuación (2.91) nos dice que el primer término dominante de la ra-

diación gravitacional es el momento cuadrupolar lo que lo convierte en la herramienta

principal en el estudio de las ondas gravitacionales. En esta tesis nos hemos basado

en la ecuación (2.93), que es una simplificación de (2.91) para el estudio de las ondas

gravitacionales, sin embargo, la amplitud de las ondas no nos proporciona informa-

ción detectable. Es por eso que debemos analizar su polarización la cual marca un

efecto sobre masas de prueba y aśı es posible medir o detectar si existe una señal de

ondas gravitacionales.

2.6. Polarización de las ondas gravitacionales

Las ecuaciones de Einstein toman la forma de la ecuación (2.58) cuando cumple

con la condición de Lorentz (2.51). La ecuación de onda en el vaćıo, es decir, cuando

Tαβ = 0 estará dada por (
− ∂2

∂t2
+∇2

)
h̄αβ = 0. (2.94)
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La ecuación (2.94) tiene una solución que va como

h̄αβ = Aαβ e(ikγx
γ)α, (2.95)

donde {kγ} son las componentes constantes de un cuadri-vector y Aαβ son las com-

ponentes de la amplitud de la onda. Para simplificar las ecuaciones de Einstein a la

forma (2.94) se ha usado una condición de norma de Lorentz, es decir, debe cumplir

que (2.51). Por tanto, de la solución (2.95) se obtiene que

Aαβkβ = 0, (2.96)

lo que implica que la amplitud Aαβ debe ser ortogonal al vector ~k. Cualquier solución

de la ecuación (2.94) será una superposición de (2.95), la cual es llamada onda plana.

En la ecuación (2.55) demostramos que es posible obtener transformaciones de

h̄αβ para poder imponer la norma de Lorentz. Restringir las soluciones para las

funciones de transformación ξα, dará como resultado una imposición de condiciones

sobre la amplitud de la onda [4], donde

Aαα = 0, (2.97)

es decir, la traza del tensor Aαβ es nula y también se obtiene que

AαβU
β = 0, (2.98)

donde ~U es alguna cuatro-velocidad que podemos elegir. Aśı pues, las ecuaciones

(2.96), (2.97) y (2.98) constituyen la llamada norma TT, (por sus siglas en inglés

transverse-traceless) que considera una norma transversa y sin traza debido a la

condición (2.97).

Supongamos un marco de referencia en el espacio-tiempo de Minkowski, en donde

las componentes del vector ~U están dadas por Uβ = δβ0. Por tanto, la ecuación (2.98)

implica que Aα0 = 0 para todo α. Si orientamos este sistema de referencia de manera

que la onda viaja en la dirección z, entonces el vector de onda se esribirá como
~k → (ω, 0, 0ω). Entonces Aαz = 0 para todo α, es decir, la amplitud de la onda

es transversal a la dirección de propagación, por eso la norma TT recibe también el
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nombre de transversa. Con las dos restricciones sabemos que Axy = Ayx. Aśı mismo,

la condición (2.97) implica que Axx = −Ayy. Por tanto, de forma matricial, en este

marco de referencia y con las condiciones de la onda ya impuestas, las amplitudes se

pueden escribir como

A TT
αβ =


0 0 0 0

0 Axx Axy 0

0 Axy −Axx 0

0 0 0 0

 .

De aqúı nace el que en la norma TT que existen dos polarizaciones independientes

en el plano transversal a la dirección en la que viaja la onda, por tanto el tensor de las

amplitudes h̄αβ estará expresado en términos de la polarización h+ y la polarización

h×, de manera que

h̄αβ =


0 0 0 0

0 h+ h× 0

0 h× −h+ 0

0 0 0 0

 .

Los estados de polarización de las ondas gravitacionales son dos observables que

dependen del tiempo y sus efectos son transversales a la dirección de propagación. Si

consideramos un anillo circular de part́ıculas que se encuentra en un plano ortogonal a

la dirección de propagación de las ondas, uno de los estados de polarización alargará y

comprimirá al anillo de part́ıculas a lo largo de direcciones ortogonales. A este estado

de polarización es al que le hemos llamado h+. La figura (2.3) muestra la deformación

del anillo de part́ıculas conforme una onda gravitacional pasa por él en el tiempo.

El segundo estado de polarización deformará el anillo de manera similar, pero a lo

largo de direcciones que están rotadas π/4 radianes con respecto a las direcciones

de deformación del estado h+. A esta polarización es a la que hemos llamado estado

h×. La figura (2.4) muestra la deformación de un anillo de part́ıculas conforme una

onda gravitacional pasa por él en el tiempo.

Hasta el momento hemos desarrollado la teoŕıa de Einstein para las perturba-

ciones del espacio-tiempo plano en orden lineal de las perturbaciones h̄αβ con lo que
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t

Figura 2.3: El efecto en el tiempo del estado de polarización h+ de una onda gravitacional que

viaja sobre el eje z en las separaciones propias de part́ıculas en un anillo circular en el plano

(x-y). El anillo con trazo discontinuo muestra la posición de las part́ıculas en ausencia de ondas

gravitacionales

t

Figura 2.4: El efecto en el tiempo del estado de polarización hx de una onda gravitacional que

viaja sobre el eje z en las separaciones propias de part́ıculas en un anillo circular en el plano

(x-y). El anillo con trazo discontinuo muestra la posición de las part́ıculas en ausencia de ondas

gravitacionales
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hemos obtenido ecuación dada por (2.93) la cual dado un tensor de enerǵıa-momento

podremos obtener las componentes del tensor de amplitudes el cual relacionamos con

las polarizaciones de la onda como lo marca la norma TT. Para poder aplicar esta

teoŕıa hemos usado una evolución de una distribución de polvo alrededor de un agu-

jero negro de Schwarzschild. Esta evolución se hace por medio de un código basado

en un método conocido como Hidrodinámica de Part́ıculas Suavizadas (SPH por sus

siglas en inglés). SPH fue desarrollado para problemas de la mecánica de fluidos. En

el siguiente caṕıtulo hacemos un estudio de este método numérico y del escenario

en que lo hemos aplicado para poder obtener datos de la fuente de la que queremos

extraer señales de ondas gravitacionales. Mediante estos datos nos será posible hacer

una aproximación numérica de (2.93) mediante un método de integración a la Monte

Carlo.
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palabra



Caṕıtulo 3

Destrucción por fuerzas de marea

Existen distintos fenómenos astrof́ısicos posibles para la emisión de ondas gravi-

tacionales. Entre ellos se encuentra la destrucción de una estrella cercana a un agu-

jero negro. En esta tesis hemos hecho una aproximación de este escenario mediante

una distribución de polvo orbitando circularmente alrededor de un agujero negro de

Schwarzschild. La evolución en el tiempo de esta configuración se hizo por medio

de un código basado en una formulación Lagrangiana llamada Hidrodinámica de

part́ıculas suavizadas (SPH). A partir de lo datos que se obtienen en el tiempo

se pueden obtener las señales de ondas gravitacionales emitidas por este tipo de

configuración. En seguida usamos una integración numérica a la Monte Carlo para

obtener las amplitudes de las polarizaciones de la radiación gravitacional. En este

caṕıtulo describimos el método SPH y las condiciones que hemos impuesto para us-

arlo en nuestro problema. También se hace una breve descripción del método de

integración Monte Carlo y la manera de aplicarlo en la extracción de ondas gravita-

cionales.

3.1. Métrica ADM

En relatividad especial y general, la distinción entre las tres dimensiones espa-

ciales y la dimensión tiempo es dif́ıcil de entender. Existen varias maneras de resolver

este problema. Una manera de aproximarlo es la construcción de ” rebanadas de

50
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tiempo” de la geometŕıa del tres-espacio a lo largo de una secuencia de pasos en una

coordenada tipo tiempo t. Esto significa que el espacio-tiempo es rebanado en una

familia de hipersuperficies, Σt, cuyas coordenadas en cada rebanada son descritas

por xi y están separadas por desplazamientos diferenciales de la coordenada t. Éste

es llamado formalismo ADM o (3+1) donde el tiempo propio d̃τ entre la hipersu-

perficie de abajo y la de arriba se define a lo largo de la dirección normal ~n de la

hipersuperficie espacial [17].

3.1.1. Observadores

Observador Euleriano: Un observador euleriano se mueve a través del espacio-

tiempo en dirección ortogonal de todos los vectores confinados en las hipersuperficies

espaciales. Dicho observador es un buen sistema para hacer mediciones de cantidades

f́ısicas.

Observador Coordenado: La distancia espacial propia dl2 entre un punto y

otro dentro del tres-espacio está dada por

dl2 = γijdx
idxj,

donde γij es la métrica del tres-espacio. Un observador en reposo en coodenadas de

las hipersuperficies espaciales lo referimos como observador coordenado. Este obser-

vador se mueve a través del espacio-tiempo en la dirección en la que las coordenadas

espaciales xi al tiempo t son iguales a las coordenadas espaciales de su localización

al tiempo t + dt. En el formalismo ADM, tenemos la libertad de elegir dónde esas

coordenadas se conectan de una hipersuperficie a la siguiente, es decir, se define un

desplazamiento ~β de las coordenadas espaciales de una hipersuperficie a otra. Si de-

notamos a yi a las coordenadas del punto normal de la hipersuperficie al tiempo t

que conecta con la siguiente hipersuperficie (observador euleriano) tenemos que

xi(t) = xi(t+ dt) = yi + βidt,

como se muestra en la figura (3.1). Definimos también la medida del vector que va

de la posición del observador coordenado al tiempo t hasta su posición al tiempo
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Figura 3.1: Descripción de la métrica ADM que depende de la función de lapso α y el desplaza-

miento β

t+ dt que es

ds2CO = (−α2 + βiβ
i)dt2,

donde α se le llama función de lapso la cual representa la tasa de flujo del tiempo

propio con respecto al tiempo coordenado t.

Con lo anterior podemos escribir el intervalo en el espacio-tiempo entre dos puntos

que se expresa como

ds2 = −(α2 − βiβi)dt2 + 2βidx
idt+ γijdx

idxj, (3.1)

donde βi = γijβ
j y γilγ

lj = δji . El tensor métrico ADM estará dado por

gµν =

(
βlβ

l − α2 βj

βi γij

)
,

con la forma contravariante como

gµν =

(
− 1
α2

βi

α2

βj

α2 γij − βiβj

α2

)
.

El vector normal al tres-espacio γij lo podemos definir como
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Figura 3.2: Descripción general de los observadores definidos en el formalismo ADM

nµ = (−α, 0, 0, 0)

nµ = (
1

α
,−β

i

α
),

lo cual cumple que

nµnµ = −1.

Observador fluido: Podemos definir un sistema más como lo es el observador

fluido, o bien, observador lagrangiano el cual se monta en el fluido. Este es el sistema

donde se puede medir la densidad de masa en reposo del fluido, la temperatura, etc.,

de una manera más sencilla. La 4-velocidad de fluido se denota como Uµ medida por

un observador euleriano. Dicha velocidad satisface la condición

UµUµ = −1, (3.2)

y desde este mismo observador se mide la tres-velocidad espacial del fluido vi.

Aśı pues, escribimos el factor de Lorentz, L, el cual asigna un observador euleri-

ano a un sistema que se mueve con la materia
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L2 =
1

1− γijvivj/α2
, (3.3)

y por consiguiente nos permite pasar de un observador euleriano a un observador

fluido.

3.2. Formulación Lagrangiana de las ecuaciones

de un fluido ideal relativista

En mecánica de fluidos es posible obtener las ecuaciones de Euler que describan

el movimiento de cierto medio continuo. En astrof́ısica se puede hacer una generali-

zación de dichas ecuaciones tomando en cuenta los efectos de la relatividad especial.

Para ello se toma un fluido perfecto, el cual es una generalización de gas ideal.

Un fluido perfecto está definido en relatividad general como un fluido que no tiene

viscosidad y no conduce calor en cierto marco referencial [4]. Las ecuaciones generales

de la hidrodinámica se obtienen a partir de las leyes de conservación local del número

bariónico [19], es decir, solo son válidas donde se cumple que

∇µ(ρuµ) = 0, (3.4)

también donde se cumpla la conservación del tensor de enerǵıa-momento,

∇µT
µν = 0, (3.5)

donde ρ es la densidad de masa en reposo y uµ es la 4-velocidad del fluido y estamos

usando la convención para la suma de Einstein. Definimos ahora el tensor de enerǵıa-

momento para un fluido perfecto

T µν = (pw + q)uµuν + (p+ q)gµν , (3.6)

donde p es la presión termodinámica , w = 1 + ε + p
ρ

es la entalṕıa relativista con

enerǵıa interna ε, q es la presión debida a la viscosidad artificial de la cual se dará una

expresión expĺıcita más adelante, gµν es la métrica del espacio-tiempo. Todas las can-

tidades en el tensor de enerǵıa-momento (3.6) son medidas desde un sistema local
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en reposo del fluido.

Es conveniente definir de una manera simple el espacio-tiempo en el que estamos

trabajando. Para ello usamos la métrica ADM, por lo que un elemento de ĺınea puede

ser escrito como (3.1). De acuerdo a la definición de α y βi, podemos descomponer

un vector base ∂t del sistema de coordenadas conformado por {∂t, ∂i} de manera que

∂t = αn + βi∂i, (3.7)

donde n es el vector unitario normal a las rebanadas Σt, es decir, n. ∂i = 0. El

observador descrito entonces como (3.7) será un observador euleriano en el cual

estableceremos nuestras variables termodinámicas. Aśı pues, en la base {n, ∂i}, o

bien, base euleriana, la 4-velocidad u del fluido la podemos representar como

uµ∂µ = u = L(n + v̄i∂i), (3.8)

donde L es el factor de Lorentz que debido a la condición de normalización (3.2)

tiene la forma

L =
1√

1− ηij v̄iv̄j
, (3.9)

y v̄i es la 3-velocidad del fluido medida desde un observador euleriano. Si reescribimos

la 4-velocidad en la base {∂t, ∂i} obtenemos

u =
L

α
[∂t + (αv̄i − βi)∂i] =

L

α
(∂t + vi∂i), (3.10)

donde hemos definido a vi como

vi = αv̄i − βi, (3.11)

la cual refiere a la 3-velocidad en la base coordenada.

Ahora derivamos las ecuaciones lagrangianas de la hidrodinámica relativista donde

definimos la derivada respecto al tiempo total que estará dada por
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d

dt
=
α

L
Uµ∂µ = ∂t + vi∂i. (3.12)

Es importante tener en cuenta que la derivada está en términos de la base coor-

denada pues desde ah́ı queremos medir nuestras variables.

De la ley de conservación de número bariónico (3.4) tenemos que

∂µ(
√
−gρuµ) = 0, (3.13)

donde g es la determinante de la métrica gµν . Desarrollando obtenemos que

∂t(
√
−gρu0) + ∂i(

√
−gρui) =

(
d

dt
− vi∂i

)
(
√
−gρu0) + ∂i(

√
−gρui) = 0 (3.14)

Sustituyendo las componentes de la 4-velocidad, es decir, uµ = (L
α
, L
α
vi) junto con

la defición de Lρ = D,
√
−g
α

=
√
γ donde γ es la determinante del la métrica espacial

γij obtenemos la ecuación

dD∗

dt
+D∗∂iv

i = 0, (3.15)

donde

D∗ =
√
γLρ, (3.16)

la cual define, aśı como D, la densidad de masa en reposo relativista . A la ecuación

(3.15) se le llama ecuación de continuidad relativista. Ahora tomamos la ley de

conservación de enerǵıa-momento (3.5) y sustituimos el tensor de un fluido perfecto

(3.6)

0 = ∇νT
ν
µ = ∇ν

[
(ρw + q)uνuµ + (p+ q)gνµ

]
= ρuν∇ν

[(
w +

q

ρ

)
uµ

]
+ ∂µ(p+ q). (3.17)

Desarrollando primer término de la ecuación resultante tenemos que
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uν∇ν

[(
w +

q

ρ

)
uµ

]
=
γ

α

d

dt

[(
w +

q

ρ

)
uµ

]
− 1

2

(
w +

q

ρ

)
∂µgσφu

σuφ, (3.18)

pero tomamos el término

d

dt

[(
w +

q

ρ

)
uµ

]
=

α

ργ
√
−g

{√
−g
2

(ρw + q)uσuν∂µgσν − ∂µ[
√
−g(p+ q)]

}
=

1

D∗

{√
−g
2

T σν∂µgσν − ∂µ[
√
−g(p+ q)]

}
, (3.19)

donde se ha usado la identidad

1√
−g

∂µ(
√
−g) =

1

2
gσν∂µgσν . (3.20)

Ahora tomamos solo las componentes espaciales de la ecuación (3.19), es decir,

µ = i y obtenemos

d

dt

[(
w +

q

ρ

)
ui

]
=

1

D∗

{√
−g
2

T σν∂igσν − ∂i[
√
−g(p+ q)]

}
, (3.21)

y sustituyendo ui que se escribe como

ui = giµuµ =
L

α
(γijβ

j + γijv
j) = Lγij v̄

j, (3.22)

obtenemos la ecuación de momento relativista

d

dt
Si =

1

D∗

{√
−g
2

T σν∂igσν − ∂i[
√
−g(p+ q)]

}
, (3.23)

que se deriva de tomar las componentes espaciales de (3.19) donde Si se define como

el momento espećıfico relativista medido por observadores eulerianos

Si =

(
w +

q

ρ

)
Lγij v̄

j. (3.24)

Ahora tomamos la parte temporal de la ecuación (3.19), es decir, µ = 0 y obte-

nemos la ecuación de enerǵıa relativista
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d

dt

[(
w +

q

ρ

)
u0

]
=

1

D∗

{√
−g
2

T σν∂tgσν − ∂t[
√
−g(p+ q)]

}
, (3.25)

la cual tiene derivadas respecto del tiempo de variables hidrodinámicas de los dos

lados de la ecuación. En la parte izquierda de (3.25), hacemos

(
w +

q

ρ

)
u0 = −α

L

(
w +

q

ρ

)
+ βiSi, (3.26)

esto debido a que

u0 = g0µu
µ = L

(βiβi
α
− α +

βiv
i

α

)
= L(γijβ

iv̄j − α).

Aśı mismo reescribimos el segundo término de la parte derecha de la ecuación

(3.25) con ayuda de la ecuación (3.15) como

1

D∗
∂t[
√
−g(p+ q)] =

1

D∗
d

dt
[
√
−g(p+ q)]− vi

D∗
∂i[
√
−g(p+ q)]

=
1

D∗
d

dt
[
√
−g(p+ q)]− vi

D∗
∂i[
√
−g(p+ q)]−

[√
−g(p+ q)

D∗2

(
dD∗

dt
+D∗∂iv

i

)]
=

d

dt

[√
−g(p+ q)

D∗

]
− 1

D∗
∂i[
√
−g(p+ q)vi]. (3.27)

Sustituyendo (3.26) y (3.27) en (3.25) obtenemos que

d

dt

[
α

(
w+

q

ρ

)
L−βiSi

]
− d

dt

[√
−g(p+ q)

D∗

]
=

1

D∗
∂i[
√
−g(p+q)vi]− 1

D∗

√
−g
2

Tαβ∂tgαβ,

(3.28)

y simplificando hemos derivado una nueva expresión para la ecuación de enerǵıa

relativista la cual sigue estando medida por observadores eulerianos

d

dt
Ē = − 1

D∗

{
∂t[
√
−g(p+ q)vi] +

√
−g
2

T σν∂tgσν

}
, (3.29)

donde Ē = αE − βiSi, y E es la enerǵıa espećıfica relativista total
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E =

(
w +

q

ρ

)
γ − p+ q

D
. (3.30)

La parte derecha de la ecuación (3.29) aśı como la de (3.23) no contienen derivadas

en el tiempo de las variables hidrodinámicas, lo cual las hace adecuadas para ser

tratadas con el método de SPH como se verá en la siguiente sección.

Hasta el momento hemos obtenido un sistema de ecuaciones hidrodinámicas con-

formadas por las ecuaciones (3.15), (3.23) y (3.29). Pero aún nos falta agregar la

ecuación de estado de la forma p = p(ρ, ε), la cual nos describe la presión ter-

modinámica, p, por medio de la densidad de masa en reposo, ρ, y la enerǵıa espećıfi-

ca interna, ε. Por lo tanto nos restringimos a la descripción de un gas ideal cuya

ecuación de estado está dada por

p = (Γ− 1)ρε (3.31)

con Γ la constante adiabática del gas ideal.

Con (3.31) hemos completado el sistema de ecuaciones que describe a un fluido

relativista perfecto, desarrollando las ecuaciones de conservación desde un formalismo

lagrangiano las cuales se componen por las ecuaciones (3.15), (3.23), (3.29) y (3.31).

3.3. Hidrodinámica de Part́ıculas Suavizadas

Para las simulaciones numéricas de problemas en mecánica de fluidos, las ecua-

ciones gobernantes pueden ser las que describen las leyes de conservación que estable-

cen que un cierto número de variables tales como la masa, el momento y la enerǵıa

deben conservarse durante el proceso de evolución del sistema. Estos principios de

conservación junto con especificaciones de la naturaleza del medio, condiciones de

frontera y condiciones iniciales, determinan el desarrollo del sistema fluido cuyas

ecuaciones están dadas, la mayoŕıa de las veces, en forma diferencial. Las ecuaciones

de la dinámica de fluidos dif́ıcilmente tienen soluciones anaĺıticas, es por eso que com-

putacionalmente se hacen aproximaciones de las soluciones mediante la discretización
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de las ecuaciones, lo que nos conduce a un conjunto de ecuaciones algebráicas que

pueden resolverse al obtener puntos discretos en el espacio-tiempo. En esta sección

se hace una descripción de un método numérico con el que es posible evolucionar las

ecuaciones hidrodinámicas de la sección anterior.

Existen distintos métodos numéricos eficientes para la solución de ecuaciones

diferenciales que tienen distintas caracteŕısticas en su formulación. Entre ellos se en-

cuentra el método SPH. Este método fue desarrollado para problemas de hidrodinámi-

ca que están dados en forma de ecuaciones diferenciales parciales de variables de

campo como la velocidad, enerǵıa, etc. Es un método libre de mallas, es decir, de

part́ıculas que refiere al uso de un número finito de part́ıculas discretas para repre-

sentar el estado de un sistema y registrar el movimiento del mismo. Cada part́ıcula

puede estar directamente asociada con objetos f́ısicos discretos, o ser generada para

representar una parte del dominio del problema continuo teniendo atributos como la

masa, posición, momento y enerǵıa. Las part́ıculas pueden variar desde escalas muy

pequeñas hasta escalas astronómicas.

SPH es un método lagrangiano en el que las part́ıculas se mueven de acuerdo a

las ecuaciones gobernantes y se va desarrollando el sistema en el tiempo. Para ello es

necesaria una distribución inicial o generación de part́ıculas que representen el do-

minio del problema. En seguida se hace una representación integral de las ecuaciones

de campo para su aproximación, a lo que se le llama Aproximación del Kernel. Esta

representación integral se basa en la identidad

f(r) =

∫
f(r

′
)δ(r− r

′
)dr

′
, (3.32)

donde f es una función del vector de posición r = {xi} y δ(r − r
′
) es la función

de Dirac. La integral (3.32) se hace sobre un volumen definido que contenga r. Si

reemplazamos la función Delta por una función suave W (|r−r
′|, h), la representación

integral de f(r) queda de la forma

f(r) =

∫
f(r

′
)W (|r− r

′|, h)dr
′
, (3.33)
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w

κh

a

b

Figura 3.3: Para cada part́ıcula a hay una influencia de las part́ıculas que se encuentran dentro

del radio κh

donde W es llamada la función kernel que depende de h que es la longitud de suaviza-

do que define el área de influencia de la función de suavizado W . La función de

suavizado tiene que cumplir ciertas condiciones, entre ellas la condición de normali-

zación que significa que ∫
W (|r− r

′|, h)dr
′
= 1, (3.34)

que se evalúa sobre el volumen. Otra propiedad es la de Dirac, la cual se cumple

cuando h se acerca a 0, es decir,

lim

h→ 0
W (|r− r

′ |, h) = δ(r − r′). (3.35)

La última condición es la compacta la cual indica que

W (|r− r
′|, h) = 0 cuando |r− r

′ | > κh (3.36)

donde κ es un factor de escalamiento que frecuentemente se toma con el valor 2.

En SPH el sistema completo es representado por un número finito de part́ıculas

que están descritas por una masa y un volumen. Estas caracteŕısticas están represen-

tadas en la aproximación part́ıcula, la cual discretiza las representaciones integrales

continuas usando part́ıculas. Para ello se va reemplazando la representación integral
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de las funciones de campo y sus derivadas con sumas sobre los valores correspon-

dientes de las part́ıculas vecinas en un dominio local llamado soporte compacto. Esto

significa que a cada part́ıcula se le asigna una masa

mb = ∆Vb ρb, (3.37)

donde ρ y ∆Vb, son la densidad y el volumen de la part́ıcula b (= 1, 2, ....., N) respec-

tivamente y N es el número de part́ıculas en el soporte compacto de la part́ıcula a.

Aśı la aproximación de part́ıculas de una función en la part́ıcula a puede escribirse

como

< f(ra) >=

∫
f(r

′
)W (|ra − r

′|, h)dr
′ ∼=

N∑
b=1

mb

ρb
f(rb)Wab, (3.38)

donde <> indican la aproximación de fra y

Wab = W (ra − rb, h). (3.39)

También se hace la discretización de las derivadas de las funciones, es decir,

< ∇ · f(ra) >=
N∑
b=1

mb

ρb
f(rb) · ∇aWab, (3.40)

donde ∇a indica el gradiente respecto a las coordenadas de la part́ıcula a. Hasta

el momento tenemos la aproximación de las funciones en cada part́ıcula. La aprox-

imación de part́ıculas se hace en cada paso de tiempo y por lo tanto el uso de las

part́ıculas depende de la distribución actual local de las part́ıculas. Las aproxima-

ciones de las part́ıculas se llevan a cabo para todos los términos relacionados con las

funciones de campo para producir un conjunto ecuaciones en derivadas ordinarias en

forma discretizada con respecto al tiempo únicamente. Las ecuaciones en derivadas

ordinarias se resuelven usando un algoritmo de integración para poder obtener el

historial en el tiempo de todas las variables de campo en todas las part́ıculas.

En base a las aproximaciones definidas en el método anterior, vamos a derivar las

ecuaciones de SPH para nuestro sistema de ecuaciones hidrodinámicas. Introducimos

la densidad de número denominada por n(r) que se puede expresar en términos de
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la masa por part́ıcula y la densidad de masa, es decir, na = D∗a/ma. De acuerdo a

esto podemos aproximar D∗a

< D∗a >= D∗a =
∑
b

Db

nb
Wab =

∑
b

mbWab, (3.41)

De la ecuación de continuidad (3.15) y usando la identidad

D∗∇ · v = ∇ · (D∗v)− v · ∇D∗, (3.42)

obtenemos que

dD∗

dt
= −D ∗ divi

⇒ −dD
∗

dt
= ∇ · (D∗v)− v · ∇D∗

⇒ −dD
∗
a

dt
=

∑
b

(
D∗b
nb

vb · ∇Wab −
D∗b
nb

va · ∇aWab

)
⇒ dD∗a

dt
= −

∑
b

mb(vb − va) · ∇aWab, (3.43)

donde v = {vi} y ∇ · v ≡ div
i. Aśı, la ecuación (3.43) está en la forma de SPH lo

cual permite que sea calculada para cada part́ıcula a.

Ahora derivamos la forma SPH para la ecuación de momento relativista para lo

que reescribimos el gradiente de la presión

1

D∗
∇[
√
−g (p+ q) ] =

√
−g
[

1

D∗
∇(p+ q)−

(
p+ q

D∗2

)
∇D∗ +

(
p+ q

D∗2

)
∇D∗

]
+

+

(
p+ q

D∗

)
∇
√
−g =

=
√
−g
[
∇
(
p+ q

D∗

)
+

(
p+ q

D∗2

)
∇D∗

]
+

(
p+ q

D∗

)
∇
√
−g, (3.44)

y de la ecuación (3.23) obtenemos
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d

dt
Sa = −

√
−ga

∑
b

mb

(
pa + qab
D∗2a

+
pb + qba
D∗2b

)
∇aWab −

√
−ga
D∗a

[
(pa + qa)∇a(ln

√
−g)a −

1

2
Tαβa ∇a(gαβ)a

]
, (3.45)

donde Sa = {Si}a y qab tiene una expresión expĺıcita dada después. Los gradientes

de la métrica se pueden calcular anaĺıticamente.

Ahora derivamos la forma SPH de la ecuación de enerǵıa relativista. Tomamos

la ecuación (3.29) y reescribimos

1

D∗
∇ · [
√
−g(p+ q)v] =

√
−g
D∗
∇ · [(p+ q)v] +

(
p+ q

D∗

)
v · ∇

√
−g. (3.46)

Desarrollamos el primer término de la derecha

1

D∗
∇ · [(p+ q)v] =

1

D∗
v · ∇(p+ q) +

(
p+ q

D∗

)
∇ · v

=
1

D∗
v · ∇(p+ q) + (p+ q)v · ∇

(
1

D∗

)
+

(
p+ q

D∗2

)
v · ∇D∗ +

(
p+ q

D∗

)
∇ · v

= v · ∇
(
p+ q

D∗

)
+
p+ q

D∗2
v · ∇D∗ +

1

2

(
p+ q

D∗

)
∇ · v +

1

2

(
p+ q

D∗

)
∇ · v

= v ·
[
∇
(
p+ q

D∗

)
+
p+ q

D∗2
∇D∗

]
+

1

2

{
∇ ·
(
p+ q

D∗
v

)
− v · ∇

(
p+ q

D∗

)
+

+
p+ q

D∗2
[∇ · (D∗v)− v · ∇D∗]

}
. (3.47)

Sustituyendo (3.46) junto con (3.47) en la ecuación de enerǵıa relativista (3.29)

con lo que obtenemos



Caṕıtulo 3. Destrucción por fuerzas de marea 65

d

dt
Ē = −

√
−g
2

[
p+ q

D∗2
v · ∇D∗ +

p+ q

D∗2
∇ · (D∗v) + v · ∇

(
p+ q

D∗

)
+∇ ·

(
p+ q

D∗
v

)]
−

− p+ q

D∗
v · ∇

√
−g −

√
−g
2

1

D∗
Tαβ∂t gαβ, (3.48)

que en forma SPH, es decir, el valor de la enerǵıa Ē para cada part́ıcula a estará dado

por

d

dt
Ē = −

√
−g
2

∑
b

mb

(
pa + qab
D∗2a

+
pb + qba
D∗2b

)
(va + vb) · ∇aWab −

−
√
−ga
D∗a

(pa + qa)va · ∇a(ln
√
−g)a −

√
−ga
2

D∗aT
αβ
a (∂tgαβ)a. (3.49)

Por tanto la ecuación (3.49) no tiene derivadas respecto al tiempo de las variables

hidrodinámicas del lado derecho, lo cual es la condición para poder evolucionarlas

para cada paso de tiempo en el método SPH. La última ecuación que formulamos de

acuerdo a SPH es la ecuación de estado la cual representaremos para cada part́ıcula

a como

pa = (Γ− 1)ρaεa. (3.50)

Con esto completamos el sistema de ecuaciones que nos permitirá calcularlas da-

da cualquier métrica de fondo. Sin embargo, debemos tener en cuenta también las

variables f́ısicas, las cuales no evolucionamos mediante ecuaciones sino que, con las

definiciones dadas por (3.16), (3.24) y (3.30), se obtienen para cada paso de tiempo,

por el hecho de que las variables relativistas D∗, Si y Ē se tienen en cada rebanada

de tiempo.

Mediante estas ecuaciones, es posible hacer una simulación para un fluido que

orbita alrededor de un agujero negro. Para ello establecemos condiciones iniciales so-

bre la distribución de polvo y las coordenadas en las que se trabaja en el código. En

el siguiente caṕıtulo se asignan las condiciones de la velocidad inicial para cada una

de las part́ıculas que se usan en el código SPH y damos la métrica en coordenadas
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de Kerr-Schild que es la que hemos usado en este trabajo.

Hasta el momento hemos obtenido las herramientas para la evolución de un fluido,

lo cual nos permitirá obtener los valores de las variables del fluido en cada momento.

El método SPH nos permitirá obtener los valores del tensor de enerǵıa momento

del un fluido para poder obtener las señales gravitacionales mediante la fórmula

cuadrupolar. En el siguiente caṕıtulo mostramos cómo ha sido usado y los resultados

obtenidos.
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palabra



Caṕıtulo 4

Extracción de ondas

gravitacionales en un fluido de

prueba

Existen un gran número de fuentes de las que se espera la emisión de ondas gravi-

tacionales. La destrucción por fuerzas de marea de una estrella debido a un agujero

negro masivo es una fuente prometedora de ondas gravitacionales [6][18]. En esta

tesis nos hemos centrado en la aproximación de las ondas gravitacionales a partir de

una fuente que ha sido simulada numéricamente [7]. Esta fuente se trata de un fluido

de prueba (polvo) puesto en las cercańıas de un agujero negro de Schwarzschild. La

evolución del fluido en el tiempo se ha hecho mediante un código numérico basado

en el método de hidrodinámica de part́ıculas suavizadas. Con este obtenemos el es-

tado del fluido de prueba para cada tiempo. Usamos distintas condiciones iniciales

para observar cómo repercut́ıa en las señales de las ondas gravitacionales las cuales

hemos aproximado mediante la fórmula cuadrupolar (2.93) haciendo una integración

Monte Carlo. En este caṕıtulo mostramos los resultados obtenidos para las ondas

gravitacionales y cómo dependen de las condiciones de la fuente.

68
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4.1. Condiciones iniciales SPH

4.1.1. Trayectorias alrededor de un agujero negro de Schwarzschild

A través de las ecuaciones de Euler-Lagrange, es posible encontrar la ecuación

de la trayectoria de una part́ıcula en un espacio-tiempo curvo. En el código de SPH,

es necesario establecer condiciones iniciales con las que sometemos a las part́ıcu-

las a ciertas trayectorias a seguir. En nuestro caso, queremos analizar las ondas

gravitacionales que emite una distribución de polvo que orbita en una trayectoria

aproximadamente circular alrededor de un agujero negro de Schwarzchild.

Un agujero negro con simetŕıa esférica estático, es decir que no cambia con el

tiempo, puede ser descrito por la métrica de Schwarzschild la cual está determinada

por un parámetro M que es la masa del objeto, en este caso, del agujero negro [4].

En este espacio-tiempo podemos escribir un elemento de ĺınea como

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2), (4.1)

que está descrita en coordenadas de Schwarzschild y es independiente del tiempo,

dadas las caracteŕısticas de la métrica.

Se define el lagrangiano de las geodésicas tipo tiempo para part́ıculas a partir de

una métrica gµν como

L = gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= −1, (4.2)

donde xµ es el sistema de coordenadas en el cual está escrita la métrica gµν(x
µ).

Dada la simetŕıa esférica del espacio-tiempo, el movimiento está confinado a un

plano. Escogemos el plano ecuatorial donde θ es una constante, o bien, θ = π/2

para la órbita. Calculamos entonces el lagrangiano correspondiente a la métrica de

Schwarzschild (4.1) con lo que obtenemos

L = −
(

1− 2M

r

)
ṫ2 +

(
1− 2M

r

)−1
ṙ2 + r2φ̇2 = −1, (4.3)

donde
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ṫ =
dt

dτ
, ṙ =

dr

dτ
, φ̇ =

dφ

dτ
, (4.4)

y dθ
dτ

= 0. A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos obtener la ecuación

de movimiento para una part́ıcula alrededor del espacio-tiempo de Schwarzschild.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange respecto a las variables φ y t son

d

dτ

∂L

∂φ̇
− ∂L

∂φ
= 0 (4.5)

d

dτ

∂L

∂ṫ
− ∂L

∂t
= 0. (4.6)

De la primera ecuación de (4.5) obtenemos que

d

dτ
(2r2φ̇) = 0, (4.7)

lo que implica que

r2φ̇ = cte = Lφ, (4.8)

donde Lφ es llamado momento angular, que en el sistema es una cantidad conser-

vada, dado que el movimiento está restringido sobre el plano, en este caso el plano

ecuatorial; y por tanto

φ̇ =
dφ

dτ
=
Lφ
r2
. (4.9)

De la segunda ecuación de (4.5) obtenemos que

d

dτ

(
− 2

(
1− 2M

r

)
ṫ

)
= 0, (4.10)

lo que implica que el término dentro de la derivada es una constantes, es decir,(
1− 2M

r

)
ṫ = cte = E, (4.11)

donde E es la enerǵıa del sistema la cual, dadas las condiciones de sistema, es una

cantidad conservada; podemos despejar ṫ en términos de la enerǵıa
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ṫ = E

(
1− 2M

r

)−1
. (4.12)

La cantidades conservadas E y L serán de gran utilidad para entender las órbitas

de las part́ıculas alrededor de la geometŕıa de Schwarzschild. Sustituyendo (4.9)

y (4.12) en (4.3), obtenemos una ecuación para el lagrangiano en términos de las

cantidades que son constantes del sistema, Lφ y E, de manera que

− E2

(
1− 2M

r

)−1
+

(
1− 2M

r

)−1
ṙ2 +

Lφ
r2

= −1. (4.13)

Entonces, del lagrangiano (4.13) podemos obtener una ecuación de movimiento

que solo depende de la coordenada r dada por(
dr

dτ

)2

= ṙ2 = E2 −
(

1− 2M

r

)(
1 +

L2
φ

r2

)
. (4.14)

La ecuación (4.14) nos permite hacer un análisis de los tipos de órbitas que puede

seguir una part́ıcula sumergida en un campo gravitacional descrito por la métrica de

Schwarzchild. Para ello definimos el potencial efectivo como

V 2(r) =

(
1− 2M

r

)(
1 +

L2
φ

r2

)
, (4.15)

y la ecuación (4.14) se escribe como(
dr

dτ

)2

= E2 − V 2(r). (4.16)

Dado que el lado izquierdo de (4.16) es positiva ó cero, esto implica entonces que

del lado derecho, la enerǵıa E de la trayectoria debe ser mayor al potencial efectivo

V . Por tanto, para una enerǵıa E, el rango de los radios de la órbita están restringi-

dos para los casos en que el potencial, V , es menor que la enerǵıa, E.

En particular, es posible tener órbitas circulares, es decir, cuando rc = constante

y esto va suceder solamente cuando haya un mı́nimo o un máximo de V 2(r). El

máximo describe una órbita circular no estable, mientras que el mı́nimo es una

órbita circular estable; por tanto, dV 2

dr
= 0. Diferenciando el potencial
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dV 2(r)

dr
=

d

dr

[(
1− 2M

r

)(
1 +

L2
φ

r2

)]
= 0; (4.17)

de donde se obtiene que una órbita circular va tener radio rc dado por

rc =
L2
φ

2M

(
1±

√
1− 12M2

L2
φ

)
. (4.18)

De (4.18), hay dos radios que se pueden obtener. Los dos radios son iguales cuando

L2
φ = 12M2, y no existen cuando L2

φ < 12M2. Para L2
φ = 12M2 existe un mı́nimo

[10], por lo que una part́ıcula en una órbita circular estable tendrá un radio mı́nimo

dado por

rc = 6M. (4.19)

De la ecuación (4.18) obtenemos una expresión también para el momento angular

L2
φ =

Mr

1− 3M
r

. (4.20)

De la ecuación (4.16) obtenemos que para una órbita circular E2 = V 2, por lo

tanto la enerǵıa para este tipo de órbitas es

E2 =

(
1− 2M

r

)(
1 + L2

φ

r2

)
=

(
1− 2M

r

)2/(
1− 3M

r

)
. (4.21)

Se puede obtener entonces, en base a las constantes del movimiento, la velocidad

angular de una part́ıcula en una espacio-tiempo de Schwarzschild como

dφ

dt
=
dφ/dτ

dt/dτ
=
Lφ
r2

(
1− 2M

r

)
E

, (4.22)

con lo que la part́ıcula tendrá una velocidad angular dada por

dφ

dt
=

(
M

r3

)1/2

, (4.23)

que no está dada en el tiempo propio de la part́ıcula, sino en el tiempo coordenado.

Esta condición sobre la velocidad inicial de las part́ıculas que se distribuyen en el
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código y la evolución en el código SPH, nos permite obtener órbitas circulares de

las cuales se analizan las ondas gravitacionales emitidas en esa configuración. Dado

que en el código se tiene el agujero negro descrito en coordenadas penetrables de

Kerr-Schild, es decir, donde un elemento de ĺınea se escribe como

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

4M

r
dt dr +

(
1 +

2M

r

)
dr2 + r2dφ2, (4.24)

donde hemos tomado también que θ = π/2, es decir, para movimientos confinados

en el plano ecuatorial; podemos obtener el lagrangiano respecto a la métrica (4.24)

L = −
(

1− 2M

r

)
ṫ 2 +

(
1 +

2M

r

)
ṙ 2 + r2φ̇ 2 +

4M

r
ṫ ṙ = −1. (4.25)

De las ecuaciones de movimiento obtenemos que

φ̇ =
Lφ
r2

ṫ =

(
− E +

2M

r
ṙ

)/(
1− 2M

r

)
,

lo cual, sustituyéndolo en el lagrangiano (4.25) obtenemos la ecuación de movimiento

ṙ 2 = E2 −
(

1 +
L2
φ

r2

)(
1− 2M

r

)
. (4.26)

La ecuación (4.26) describe el movimiento de una part́ıcula en la métrica de

Schwarzschild en coordenada penetrables, o bien, en coordenadas de Kerr-Schild y

comparando con (4.14), no hay diferencia, por lo que el análisis para las órbitas,

es el mismo que se hace en coordenadas de Schwarzschild por lo que la velocidad

angular inicial con la que se lanza una part́ıcula en el código SPH para aproximar

trayectorias circulares será igual a la que muestra la ecuación (4.23).
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4.1.2. Parámetros

La simulación numérica de la fuente se ha hecho usando un código de SPH en

tres dimensiones, elaborado por un estudiante de doctorado [15][16], en donde la

hidrodinámica es calculada en un agujero negro de Schwarzschild escrito en coorde-

nadas penetrables de Kerr-Schild dadas por (4.24), las cuales permiten penetrar el

horizonte de eventos y son adecuadas para el estudio de estrellas que orbitan cerca

de todo el horizonte de eventos o incluso caen en él. El código tiene una longitud

de suavizado variable, y la integración en el tiempo se hace mediante el integrador

Runge-Kutta de cuarto orden [19], con pasos de tiempo de 10−2. Suponemos, como

primera aproximación, que la curvatura del polvo es insignificante respecto a la cur-

vatura del agujero negro, por lo que hemos despreciado la curvatura del fluido de

prueba.

Dado que es polvo, hacemos que la presión sea nula, es decir, la constante

adiabática Γ = 0 y la enerǵıa interna ε = 0. Inicialmente se hace una distribu-

ción de part́ıculas alrededor de una part́ıcula de prueba ubicada a cierta distancia

del centro del agujero negro, el cual está localizado en el origen de nuestro sistema

de referencia. La distribución de n part́ıculas se hace sobre una esfera de radio R∗ y

de masa M∗. El perfil de densidad inicial está dado por

ρa =
M∗

2πR2
∗

1

ra
, (4.27)

donde ra está medida desde el centro de la esfera. Se han elegido varias posiciones

iniciales distintas, dentro del radio de destrucción por fuerzas de marea. El radio de

marea, Rt, o ĺımite de Roche es la distancia al agujero negro en donde las fuerzas de

marea, debido al agujero negro, comienzan a destruir la estrella. Este está definido

aproximadamente como

Rt ∼ R∗

(
Mh

M∗

)
, (4.28)

donde Mh es la masa del agujero negro. Dado que las posiciones iniciales que hemos

elegido están dentro de este radio de marea, se espera una pronta destrucción de la

distribución de polvo. La velocidad inicial de las part́ıculas esta dada por (4.23), por
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lo que el fluido se deberá aproximar al agujero negro supermasivo en trayectorias

circulares. Dicha velocidad se toma menor en las primeras simulaciones, para poder

aproximar el agujero negro más rápidamente.

Para las simulaciones que hemos hecho en esta tesis, hemos tomado una agujero

negro supermasivo, es decir, donde Mh = 106 M�. El fluido de prueba lo hemos

supuesto con las propiedades de una estrella tipo Sol, es decir, donde R∗ = R� y

M∗ = M� la cual está medida desde el sistema de referencia fijo y la simulación se

hace con n = 1000 part́ıculas. Los valores de M� y R� son

M� = 1.9891× 1030 Kg

R� = 6.96× 108 m.

Las simulaciones las desarrollamos en unidades donde G = c = 1, donde los

valores para c y G son

c = 299792458 m/s

G = 6.671281× 10−11 m3Kg−1s−2.

Aśı mismo todas las condiciones iniciales las hemos reescalado en términos de la

Mh. Los resultados finales se mostrarán al final en unidades reales. En la siguiente

sección se muestran los resultados de las simulaciones para distribuciones de polvo

que se evolucionan teniendo posiciones iniciales distintas.

4.2. Simulaciones con SPH

Con los parámetros mostrados en la sección anterior, hemos hecho distintas

simulaciones cambiando las posiciones iniciales sobre el eje x. En unidades donde

G = c = 1 y en escala de la masa del agujero negro hemos obtenido las siguientes

simulaciones. En estas unidades Rt ∼ 80, por tanto, estamos dentro del radio de

destrucción por lo que esperamos que desde el comienzo de la evolución se vea una
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pronta destrucción. Las distancias que hemos tomado son medidas respecto al centro

del agujero negro el cual está ubicado en el centro de nuestro sistema de referencia.

Hemos tomado tres distintas distancias iniciales: x0 = 5, 10, 15. Las simulaciones

hechas en x0 = 5, 10 se han hecho con un 90 por ciento de la velocidad dada por

(4.23), mientras que la distribución de posición inicial en x0 = 15 tiene un 100 por

ciento de dicha velocidad. Las figuras (4.1), (4.2) y (4.3) muestran snapshots de la

evolución con el código SPH visto en el plano XY a distintos tiempos. Debido a

que reescalamos en términos de la masa del agujero negro, el horizonte de eventos

se encuentra en r = 2 Mh = 2, dado que en esta escala Mh = 1. Debido a la cer-

cańıa al agujero negro, el polvo rápidamente se deforma y se acerca al agujero negro

alargando en cada paso de tiempo las distancias entre las part́ıculas.

Para poder observar las trayectorias que siguen las part́ıculas hemos hecho un

estudio sobre el centro de masa de la distibución de polvo. El centro de masa no

está definido en Relatividad [12], sin embargo, estad́ısticamente se refiere a la posi-

ción media de una distribucin de partculas en el espacio tiempo en las coordenadas

pseudo cartesianas. Inspirados en esa definición, hemos calculado el centro de masa

para hacer un mejor análisis [7]. Las trayectorias del centro de masa en unidades

f́ısicas para cada una de las simulaciones se ve en las figuras (4.4), (4.5) y (4.6). El

horizonte de eventos está localizado en r = 3×109 m. Observamos que (4.4) describe

una distribución de polvo ubicada inicialmente en x0 = 7.4× 109 m lo que significa

que la distancia del horizonte de eventos del agujero negro al centro de la distribución

esférica de polvo es de aproximadamente 4.4× 109 m. En esta simulación vemos que

el centro de masa no alcanza a dar una vuelta completa, y cae atravesando el hori-

zonte de eventos hasta llegar al origen. En la figura (4.5) se muestra una distribución

de polvo con posición inicial en 15× 109 m lo que implica una distancia aproximada

de 12×109 m del horizonte de eventos. La trayectoria que sigue el centro de masa es

más larga, sin embargo, también penetra el agujero negro hasta llegar al origen. Estas

dos simulaciones caen al agujero debido a que hemos tomado velocidades menores a

(4.23). La trayectoria del centro de masa de la distribución con posición inicial en

2.2 × 1010 m śı se aproxima más a una circular, esto es debido a la velocidad que

le hemos dado a las part́ıculas. Estas alcanzan a dar varias vueltas alrededor del
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Figura 4.1: Evolución de una distribución de polvo con posición inicial en x0 = 5 medida desde

el centro del agujero negro, dado en unidades geometrizadas. El ćırculo punteado representa el

horizonte de eventos que está en r = 2 Mh. La distribución de polvo gira alrededor del agujero

negro y es destruida y capturada en muy poco tiempo.
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Figura 4.2: Evolución de una distribución de polvo con posición inicial en x0 = 10 medida desde

el centro del agujero negro, dado en unidades geometrizadas. El ćırculo punteado representa el

horizonte de eventos que está en r = 2 Mh. La distribución de polvo gira alrededor del agujero

negro y es destruida y capturada por el mismo.
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Figura 4.3: Evolución de una distribución de polvo con posición inicial en x0 = 15 medida desde

el centro del agujero negro, dado en unidades geometrizadas. El ćırculo punteado representa el

horizonte de eventos que está en r = 2 Mh. La distribución de polvo gira alrededor del agujero

negro y conforme el tiempo avanza es destruida por el agujero negro sin ser penetrado por el mismo
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Figura 4.4: Movimiento del centro de masa de la distribución con posición inicial en 7.4× 109 m

donde el horizonte de eventos está aproximadamente en r = 3× 109 m.

agujero negro; por otro lado, la evolución del código no fue completa por lo que no

alcanza a tocar el horizonte de eventos.

El radio del centro de masa al origen del sistema de referencia se muestra en las

figuras (4.7) y (4.8). La posición inicial se ubica cuando t = 0 seg y conforme evolu-

ciona, el centro de masa se acerca más al horizonte de eventos. En (4.7) se puede ver

que el centro de masa penetra en horizonte en t = 155 seg, mientras que en (4.8) lo

hace en t = 500 seg.

A partir del centro de masa hemos calculado la velocidad angular promedio de la

fuente que evoluciona en el tiempo. En la figura (4.9) mostramos la velocidad angular

para la primera simulación. Mostramos que debido a que ω = dφ/dt, donde dt se

refiere al tiempo coordenado, las frecuencias angulares caracteŕısticas de la fuente

están en valores aproximados a ω ∼ 0.1 rad/seg y aumenta en el tiempo. Esto implica

que la velocidad angular del centro de masa aumenta conforme se acerca al agujero

negro. En la segunda simulación la velocidad angular se muestra en la figura (4.10).
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Figura 4.5: Movimiento del centro de masa de la distribución con posición inicial en 15× 109 m

donde el horizonte de eventos está aproximadamente en r = 3× 109 m.
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Figura 4.6: Movimiento del centro de masa de la distribución con posición inicial en 2.2× 1010 m

donde el horizonte de eventos está aproximadamente en r = 3× 109 m.
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Figura 4.7: Movimiento del centro de masa de la distribución con posición inicial en 7.4× 109 m

donde el horizonte de eventos está aproximadamente en r = 3× 109m. Se muestra que el centro de

masa atraviesa el horizonte de eventos en t = 155 seg.
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Figura 4.8: Movimiento del centro de masa de la distribución con posición inicial en 15× 109 m

donde el horizonte de eventos está aproximadamente en r = 3 × 109 m. Se muestra que el centro

de masa atraviesa el horizonte de eventos en t = 500 seg.
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Figura 4.9: Velocidad angular en rad/seg para cada tiempo en la simulación con posición inicial

x0 = 7.4× 109 m. El eje de la velocidad angular se muestra en escala logaŕıtmica.

La velocidad angular de la fuente está dentro del rango de 0.1 − 10 rad/seg. De la

misma manera que la simulación anterior, la velocidad angular aumenta conforme

el centro de masa se acerca al agujero negro. En la tercera simulación, la velocidad

angular se mantiene en el tiempo.

La evolución de la densidad ha sido graficada. Dado que la densidad también

evoluciona en el tiempo, hemos obtenido los valores de la densidad para el conjunto

de 1000 part́ıculas a distintos tiempos como se muestran en las figuras (4.12) y (4.13)

para los casos x0 = 7.4 × 109 m y x0 = 2.2 × 1010 m respectivamente. En la figura

(4.12) los valores de las densidades de las part́ıculas disminuye rápidamente mientras

que conforme evoluciona en el tiempo, la distancia entre las part́ıculas aumenta. Por

tanto, cuando t = 155 seg, la distribución de polvo ya está destruida. En seguida

comienza a entrar en el agujero negro. La figura (4.13) muestra que la densidad

disminuye aunque la diferencia no es considerable. La distancia entre las part́ıculas

también crece, sin embargo lo hace más lento que en el primer caso. Por tanto, en los

tiempos t = 0, 590 y 984 seg la distibución se sigue manteniendo aproximadamente

como la distribución inicial.
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Figura 4.10: Velocidad angular en rad/seg para cada tiempo en la simulación con posición inicial

x0 = 15× 109 m. El eje de la velocidad angular se muestra en escala logaŕıtmica.
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Figura 4.11: Velocidad angular en rad/seg para cada tiempo en la simulación con posición inicial

x0 = 2.2× 1010 m. El eje de la velocidad angular se muestra en escala logaŕıtmica.
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inicial en x0 = 2.2× 1010 m.
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A partir de las simulaciones de SPH, hemos hecho una aproximación de las ondas

gravitacionales emitidas por los escenarios descritos en esta sección. En la siguiente

sección mostramos los resultados que obtuvimos para las señales de ondas gravi-

tacionales emitidas por fuentes descritas por un fluido de prueba alrededor de un

agujero negro de Schwarzschild. Para ello es necesario aproximar, mediante algún

método numérico, la integral de la ecuación (2.93) para poder hacer una aproximación

de cómo seŕıan las señales que estamos obteniendo. En la siguiente sección mostramos

el método de integración Monte Carlo con el que hemos aproximado la integral

que nos dará como resultado las amplitudes de las polarizaciones de las señales

emitidas por la fuente que estamos simulando. En seguida se muestran los resultados

obtenidos.

4.3. Señales de Ondas Gravitacionales

Una estrella dentro del radio de marea puede ser destruida rápidamente por las

fuerzas de marea [7]. En esta tesis hemos trabajado con una primera aproximación

a una estrella tipo solar. Debido a esta evolución, es posible recibir señales de ondas

gravitacionales caracterizadas por una amplitud h y una frecuencia f . Se esperaŕıa

que el proceso de destrucción debido a las fuerzas de marea afecte la amplitud y la

forma de las ondas gravitacionales. Las simulaciones numéricas hechas mediante el

método SPH, han permitido obtener los datos del tensor de enrǵıa-momento de la

fuente y aproximar, mediante la fórmula cuadrupolar, las emisiones de ondas gravi-

tacionales de nuestra fuente. En esta sección presentamos los resultados obtenidos

para las ondas gravitacionales a partir de las fuentes que se muestran en la sección

anterior. Primero presentamos el método numérico por medio del cual hemos aproxi-

mado la fórmula cuadrupolar y en seguida mostramos las gráficas para cada una de

las simulaciones.
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4.3.1. Integración Monte Carlo

En análisis numérico, la integración numérica constituye una gama amplia de

algoritmos para calcular el valor numérico de una integral definida. Entre estos al-

goritmos se encuentra el método de Monte Carlo el cual es una técnica simple y

poderosa de aproximar integrales en base a la utilización de números pseudoaleato-

rios [1]. La mayoŕıa de los algoritmos deterministas funcionan bien con un pequeño

número de dimensiones y en el caso de la integración Monte Carlo, es más usado en

integrales múltiples. La integración Monte Carlo elige de manera aleatoria los puntos

en los que se evaluará la función, por tanto, bastará con seleccionar aleatoriamente

un cierto número de puntos y tener algún promedio sobre los valores de la función

en estos puntos.

Supongamos que queremos calcular el valor, I, que se obtiene de la integral de

una función f sobre cierto dominio D:

I =

∫
D

f(~x)d~x,

donde hemos usado notación vectorial para indicar que f no necesariamente es unidi-

mensional, sobre todo por el hecho de que la integración Monte Carlo es más usada en

integrales de más de una dimensión. Asumimos que tenemos una función de densidad

de probabilidad ρ definida sobre el domino D, por lo que

I =

∫
D

f(~x)

ρ(~x)
ρ(~x)d~x.

Entonces, el valor esperado E de f(~x)
ρ(~x)

será igual al valor de la integral I, es decir,

E

[
f(~x)

ρ(~x)

]
= I,

respecto a una variable aleatoria distribuida de acuerdo a ρ(~x). Esto es válido para

cualquier ρ(~x) 6= 0 cuando f(~x) 6= 0. Podemos entonces estimar el valor esperado

generando un número de muestras aleatorias de acuerdo a ρ, calculando f/p para

cada muestra y encontrando el valor promedio de dichos valores. Este proceso de

promediar el valor de f(~x)
ρ(~x)

de múltiples muestras aleatorias para aproximar el valor
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Figura 4.14: Dominio V encerrado por una caja de volumen V0 donde se tienen distribuidas N

particulas de manera aleatoria. Solo los puntos dentro del volumen de integración contribuyen en

la ecuación (4.31)

de la integral I es llamado Integración Monte Carlo.

Particularmente, suponemos que queremos integrar una función f(x, y, z) sobre

un volumen interior, V , de una superficie cerrada que tiene alguna forma espećıfica,

por lo que el valor I se define como

I =

∫
V

f(x, y, z)dV. (4.29)

Esta integral de volumen se puede reescribir como una integral triple

I =

∫ ∫ ∫
f(x, y, z)dx dy dz. (4.30)

Los ĺımites de integración de (4.30) están determinados por la forma espećıfica de

la región V . Muchas de las veces se tienen formas para las que que, anaĺıticamente, no

se pueden establecer los ĺımites en las tres dimensiones. Este problema no se presenta

cuando se hace uso del método de integración de Monte Carlo para la aproximación

de la integral (4.29); aśı obtenemos que
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I ≈
N∑
j=1

f(xj, yj, zj)H(xj, yj, zj)∆V. (4.31)

Para calcular (4.31) se construye una caja de tres dimensiones que tendrá volumen

V0 y esta encierra el volumen de integración V como se muestra en la figura (4.14). En

seguida se distribuyen N puntos aleatorios localizados dentro de la caja y se calcula

f(xj, yj, zj) para cada punto. La función H(x, y, z) se define como 1 si (xj, yj, zj)

está dentro del volumen V y cero en otro caso. El tamaño del elemento de volumen

∆V está dado por ∆V = V0/N .

Como cualquier método numérico, el método de Monte Carlo nos proporciona

un resultado aproximado. El método de Monte Carlo, converge al resultado exacto

conforme el número de puntos, N , incrementa. El error de este método, se aproxima

a cero como N−1/2, es decir, entre más puntos, la precisión será mayor.

En esta tesis hemos utilizado método Monte Carlo para la solución de integrales

definidas, haciendo la aplicación en la ecuación (2.93). Esto ha sido posible debido

a que SPH es un método lagrangiano y cada part́ıcula que simula la distribución de

polvo tiene información de la configuración que nos va permitir obtener el valor del

tensor de enerǵıa-momento para cada part́ıcula en cada paso de tiempo y obtener las

señales discretas de las ondas gravitacionales para todo tiempo. Esto significa que

h̄il(~x, t
′
+ r) ≈ −4

r

N∑
a=1

T il(xa, ya, za , t
′
)H(xa, ya, za)∆Va, (4.32)

es decir, si medimos la amplitud en la posición ~x, que está a una distancia r de la

fuente, en el tiempo t
′
+ r, esto se podrá aproximar como la suma del valor numérico

del tensor de enerǵıa-momento sobre las N part́ıculas de la fuente multiplicado por

el volumen asignado a cada part́ıcula a. Es claro que entre más lejos se mida, las

amplitudes disminuyen en magnitud. Los datos que se obtienen del método SPH nos

han permitido realizar la aproximación (4.32) pues para cada part́ıcula podemos cal-

cular las componentes del tensor de enerǵıa-momento al tener como datos la posición,

la densidad, la velocidad, el volumen y la enerǵıa de cada part́ıcula a. La señal la

obtendremos retardada, es decir, dependerá de la distancia a la que se está midiendo.
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4.3.2. Aproximación de ondas gravitacionales

El método SPH nos ha permitido hacer evoluciones sobre una aproximación de

fuentes posibles de emisión de ondas gravitacionales. Para aproximar las ondas gravi-

tacionales, hemos usado la fórmula cuadrupolar aproximándola mediante la ecuación

(4.32). Podemos medir con la fórmula cuadrupolar cuando estamos en un régimen

donde estamos muy lejos de la fuente de emisión. Es por ello que las ondas gravi-

tacionales son medidas por un observador a una distancia D = 20 Mpc, medida

desde el mismo sistema de referencia. Entonces, la fórmula cuadrupolar nos propor-

cionará una apropiada aproximación para nuestro modelo.

En el caso donde la fuente está en una posición inicial de 7.4×109 m, las polariza-

ciones de las ondas gravitacionales que mide un observador a distancia D se muestran

en la figura (4.15). Dado que el fluido se encuentra dentro del radio de marea, ocurre

rápidamente una destrucción del fluido, es por eso que la señal no comienza en una

amplitud igual a cero, sino que es distinta de cero. La señal medida es una señal

retardada que depende de la distancia a la que se encuentra el observador, debido

a (2.93). Por tanto, las ondas gravitacionales emitidas por nuestra fuente, tardarán

2.0585× 1015 seg en llegar al observador. Solo se observa un ciclo hasta que la señal

se vuelve cero.

La figura (4.15) muestra un aumento en sus amplitudes en t = 83 seg y en

t = 115 seg. En esos tiempos se puede observar que la densidad ha aumentdado

respecto a la densidad inicial, como que se muestra en la figura (4.12). El centro

de masa aún no toca el horizonte de eventos, sin embargo, la señal tiende a cero

conforme el fluido toca el horizonte de eventos. Las señales se vuelven nulas cuando

el fluido penetra el agujero negro hasta que no queda ninguna part́ıcula fuera del

horizonte.

A través de una transformada discreta de Fourier podemos obtener las frecuen-

cias f en las que oscila la fuente. La figura (4.16) muestra las frecuencias de (4.15).

Se puede observar que las amplitudes de las ondas están en el orden de 10−21 m; La

frecuencias caracteŕısticas de la fuente se encuentran en el rango de 0.001-0.1 Hz.
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Figura 4.15: Ondas gravitacionales medidas por un observador a una distancia de 20 Mpc de una

fuente descrita por un fluido de prueba a una distancia 4.4× 109 m del horizonte de eventos de un

agujero negro de Schwarzschild. La señal es retardada con un tiempo de llegada de 2.0585×1015 seg.

En el caso de las ondas gravitacionales para la segunda simulación donde la

posición inicial de la fuente es 15 × 109 m, hemos obtenido las señales como se

muestran en la figura (4.17). La señal, igualmente, es una señal retardada. Comienza

en una amplitud distinta de cero, pero menor a la de la simulación anterior. Eso

significa que inicialmente, entre más lejos este el fluido del agujero negro, las ondas

gravitacionales son de menor amplitud.

Las señales que se miden tienen dos ciclos, sin embargo el primero tiene ampli-

tudes menores al segundo. En t = 300 seg comienza a crecer en amplitud aunque

aún no toca el agujero negro. La densidad aumenta en ese tiempo y de la misma

manera tiende a cero conforme tocan el horizonte de eventos. Sin embargo, como

se ve en la figura (4.7), el centro de masa está muy cerca del horizonte de eventos

cuando las amplitudes de la onda crecen.

Las frecuencias de la onda han sido obtenidas como se muestran en la figura

(4.18). Se muestra que las frecuencia de la onda oscilan en el rango de 0.001-0.01 Hz
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Figura 4.16: Frecuencias de las ondas gravitacionales emitidas por la destrucción, por fuerzas de

marea, de un fluido de prueba debido a un agujero negro de Schwarzschild. El fluido se encuentra

inicialmente a 4.4× 109 m del horizonte de eventos.
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Figura 4.17: Ondas gravitacionales medidas por un observador a una distancia de 20 Mpc de una

fuente descrita por un fluido de prueba a una distancia 4.4× 109 m del horizonte de eventos de un

agujero negro de Schwarzschild. La señal es retardada con un tiempo de llegada de 2.0585×1015 seg.
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Figura 4.18: Frecuencias de las ondas gravitacionales emitidas por la destrucción, por fuerzas de

marea, de un fluido de prueba debido a un agujero negro de Schwarzschild. El fluido se encuentra

inicialmente a 4.4× 109 m del horizonte de eventos.

obteniendo amplitudes del orden de 10−22 m.

En el caso de la tercera simulación, la distancia de fluido de prueba es 19×109 m

hacia el agujero negro, y la velocidad inicial está dada con el 100 por ciento de

(4.23). La figura (4.19) muestra que las amplitudes de la onda son parecidas a la

de la simulación anterior. Igualmente comienza en una valor distinto de cero, y a

pesar de que la velocidad angular es constante como se ve en (4.11), la amplitud

de la señal disminuye en el tiempo y lo hace constantemente conforme el centro de

masa se acerca al horizonte de eventos. Aunque la distribución no alcanza a tocar

el horizonte de eventos, la señal de la polarización h× disminuye hasta llegar a cero

mientras que las polarización h+ no va a cero, sin embargo, las amplitudes śı son

más pequeñas que en el inicio.

En conclusión, las ondas gravitacionales dependerán de la velocidad y la posición

inicial del fluido. Si la velocidad angular se mantiene constante conforme se acerca

al horizonte de eventos, la amplitud de la señal disminuirá. Sin embargo, si la veloci-

dad angular aumenta conforme se acerca al agujero negro, la amplitud de la señal

aumenta y comienza a ir a cero cuando el fluido entra al agujero negro. Aśı mismo,
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Figura 4.19: Ondas gravitacionales medidas por un observador a una distancia de 20 Mpc de una

fuente descrita por un fluido de prueba a una distancia 4.4× 109 m del horizonte de eventos de un

agujero negro de Schwarzschild. La señal es retardada con un tiempo de llegada de 2.0585×1015 seg.

como dice la teoŕıa, las señales de las ondas gravitacionales nos darán la informa-

ción precisa de la frecuencia con la que gira la fuente alrededor del agujero negro y

por tanto las distancias a las que se encuentra la fuente. Las amplitudes de las on-

das gravitacionales debido a destrucciones por fuerzas de marea dentro del ĺımite de

Roche son del orden de 10−21−10−22 m con fecuencias de oscilación de 0.001-0.1 Hz.
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palabra
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Observaciones y Conclusiones

En las últimas seis décadas hemos sido testigos de una gran evolución en la as-

tronomı́a, impulsada por las mejoras en las capacidades de observación en todo el

espectro elctromagnético. Dentro de unos años, otra nueva ventana al Universo se

abrirá, con la primera detección de las ondas gravitacionales, con el fin de probar

la teoŕıa de la relatividad general de Einstein y observar algunos de los objetos más

exóticos de la naturaleza, particularmente, los agujeros negros.

Las fuentes de emisión de ondas gravitacionales son descritas por masa no simétri-

ca acelerada. Tienen longitudes de onda larga y transmiten información directa sobre

las regiones de gran escala. La interacción de las ondas gravitacionales con la materia

es muy débil por lo que su detección se vuelve muy dif́ıcil. Teniendo en cuenta que

el 96 por ciento de la masa-enerǵıa del Universo no tiene carga, las ondas gravita-

cionales nos proporcionarán nuestra primera oportunidad de observar directamente

una parte importante del Universo.

Para la deteccón de las ondas gravitacionales, ha sido necesaria la construcción

de detectores. El desarrollo de estos detectores ha requerido paciencia, el ingenio y

la dedicación de toda una generación de f́ısicos experimentales, sin embargo, hasta

el momento, ninguno de los interferómetros con los mejores niveles de sensitividad

han obtenido detecciones. Para las mejoras y el entendimiento de los datos que se

espera medir en los detectores ha sido necesaria la Relatividad Numérica como una
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herramienta para simular los eventos y aproximar los datos esperados de las ondas

gravitacionales.

Las ondas gravitacionales son perturbaciones al espacio-tiempo en el que se reali-

zan mediciones. Hemos hecho una revisión de la Teoŕıa de Einstein para las ondas

gravitacionales. Se observa que a partir de las perturbaciones a las ecuaciones de

Einstein en un régimen donde el observador que mide se encuentra muy lejos de la

fuente, podemos aproximar la solución para obtener las componentes del tensor que

describe las ondas gravitacionales, es decir, las perturbaciones para cada componente

del tensor métrico para cada instante de tiempo. La soluciones vendrán dadas por la

ecuación cuadrupolar que, cumpliendo con que el observador que mide está lo sufi-

cientemente lejos de la fuente y descrito en una métrica de fondo dada por la métrica

plana, o bien, la de Minkowski, podemos aproximar las componentes del tensor de

perturbación dada una fuente. Esta aproximación se ha hecho en un orden lineal, es

decir, en otros órdenes los resultados son distintos. Aśı mismo, si la métrica de fondo

en la que se miden las ondas gravitacionales, es distinta a la plana, las ecuaciones

a resolver son distintas y se vuelven más complicadas, sin embargo, en esta tesis no

hemos analizado ese caso.

Teniendo la fórmula cuadrupolar, hemos simulado una fuente mediante el méto-

do de Hidrodinámica de Part́ıculas Suavizadas. SPH es un método numérico que se

ha convertido en una excelente herramienta en las simulaciones computacionales de

fluidos relativistas. Hemos presentado el desarrollo del método SPH que describe las

ecuaciones de un fluido que fluye sobre una métrica dada. Hemos usamos un código

basado en esas ecuaciones y se trata de un código numérico tridimensional con el

cual hemos simulado, como una primera aproximación, una estrella de tipo solar, es

decir, de radio igual al radio solar R� y de masa igual a una masa solar M�, la cual es

capturada y destruida por un agujero negro de Schwarzschild masivo de 106 M�. La

aproximación a una estrella se refiere a que hemos despreciado la curvatura debido a

la estrella. También, hemos quitado la presión que hay entre las part́ıculas del fluido.

Hemos probado con distintas posiciones del fluido respecto al agujero negro y hemos

evolucionado los códigos en el tiempo. Dado que las posiciones iniciales están dentro
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del radio de destrucción de marea, la destrucción del fluido ocurre inmediatamente.

Las trayectorias del centro de masa se dirigen hacia el agujero negro hasta penetrar

en él. Esto se ha logrado al disminuir la velocidad angular inicial al noventa por

ciento de la velocidad necesaria para obtener órbitas circulares. En el caso en el que

la velocidad angular inicial es del cien por ciento de la velocidad que se calcula a

partir de analizar el potencial de Schwarzschild, el centro de masa del fluido alcanza

a dar varias vueltas alrededor de agujero negro y se acerca lentamente al horizonte

de eventos.

Teniendo la configuración de la fuente en todo tiempo podemos obtener las com-

ponentes del tensor de perturbaciones al tensor métrico para cada tiempo. Al medir

desde un observador ubicado a 20 Mpc de la fuente, hemos podido usar la aproxi-

mación para ondas gravitacionales débiles. Las gráficas donde se muestran las po-

larizaciones de las ondas gravitacionales, que son las que tienen importancia a la

hora de medir , se puede observar que entre más alejado esté el fluido del agujero

negro, la amplitud de las ondas disminuyen en un inicio. También se muestra que las

mayores amplitudes se obtienen donde el fluido ya está destruido y está muy cerca

del agujero negro, mientras que la velocidad angular ha aumentado. La amplitud

comienza a acercarse a cero conforme el agujero negro captura todas las part́ıculas.

En el caso en el que el fluido mantiene una velocidad angular constante, hemos

visto que las ondas gravitacionales comienzan a disminuir de amplitud constante-

mente, y conforme se va acercando al agujero negro, la señal comienza a tender a

cero. Hemos mostrado que en los tiempos en el que la densidad aumenta, las señales

de las ondas gravitacionales también aumentan en amplitud.

En este tipo de configuraciones, en donde un fluido es destruido debido a las

fuerzas de marea generadas por un agujero negro de Schwarzschild esperaŕıamos en-

tonces medir amplitudes del orden de 10−21m, por tanto, los interferómetros deben

estar calibrados para medir cambios de ese orden. La sensibilidad de los interferó-

metros debe ser muy alta eliminando el mayor ruido posible. Aśı mismo, las frecuen-

cias que deben medir serán en el rango de 0.001-0.1Hz, por tanto, LISA debe ser
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capaz de medir este tipo de eventos.

Aún hay mucho trabajo por hacer. Es necesario mejorar nuestra aproximación,

haciendo un análisis con un fluido con condiciones distintas a la de un fluido de prue-

ba (polvo). Se pretende mejorar las condiciones iniciales en el código SPH al tomar

una estrella sin despreciar la curvatura que genera y las condiciones hidrodinámi-

cas exactas. Será interesante cambiar su ecuación de estado mediante la constante

adiabática. También es necesario analizar otro tipo de órbitas para aśı analizar si

nuestros resultados coinciden teniendo bien definido un perihelio.

También queremos estudiar cómo es el cambio en las ondas gravitacionales debido

al cambio de la métrica de fondo alrededor de la cual gira la estrella. Se esperaŕıa

obtener otras propiedades y aśı poder distinguir cómo se conforma la fuente de la

que se obtienen las señales.

Se pretende hacer un análisis de las ondas gravitacionales medidas desde una

métrica distinta a la plana. Con eso se obtienen otras ecuaciones a resolver, es decir,

la ecuación de onda llevará más términos por lo que su solución se obtiene utilizando

otras herramientas.
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