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Sobre los trabajos de Conway y Thurston acerca de
teselaciones.

Resumen

Imagine que tiene usted un tablero y unas fichas, y que desea cubrir el
tablero con las fichas, de manera que todo esté cubierto y que las fichas no
se encimen. ;Podra siempre cumplir con su objetivo? ;Habré algin criterio
que pueda decirle cuando no puede? ;Y cudndo si?

A lo largo de esta tesis exponemos dos métodos para poder resolver
tales preguntas; uno de Conway y otro de Thurston. Ademdas damos una
adaptacién para el caso hiperbdlico que nosotros encontramos.

En el articulo Tiling with Polyominoes and Combinatorial Group Theo-
ry Conway y Lagarias exponen condiciones necesarias para la existencia de
ciertas teselaciones de poligonos en el plano Euclideano. La solucién dada en
es algebraica: se construye un grupo, llamado grupo de Conway, y se mues-
tra que si un poligono es teselable entonces cierto elemento del grupo, que
representa al poligono, es el neutro del grupo. A este criterio le llamamos
criterio de Conway.

Por otro lado, Thurston retoma estos conceptos en Conway’s Tiling
Groups y trata, entre otros problemas, el de teselar por dominés (forma-
dos por dos cuadrados) y rombos (formados por dos tridngulos equildteros).
Apoyandose en las graficas de Cayley asociadas a los grupos de Conway
respectivos, Thurston reinterpreta a las teselaciones como superficies en la
grafica de Cayley y da un algoritmo para encontrar teselaciones. Esto le
permite establecer una condicién necesaria y suficiente para el teselado con
dominds y rombos.

Inspirados en el trabajo de Thurston, trabajamos el problema de tesela-
ciones regulares en el disco hiperbdlico y damos una condicién necesaria y
suficiente para el teselado de regiones por mariposas (teselas formadas por
dos poligonos hiperbdlicos congruentes).

Palabras clave: Teselaciones, Grupos de Conway, Graficas de Cayley,
Geometria Hiperbdlica.
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Sobre los trabajos de Conway y Thurston acerca de
teselaciones.
(About Conway’s and Thurston’s tiling resource.)

Abstract

Imagine that you've a region and some tiles, and that you wish to cover
the region with the tiles, in such way that everything is cover and the tiles
doesn’t overlap. Could you always accomplish that goal? Is there any crite-
rion you can use?

On this thesis, we’ll expose two methods to solve to questions. Also, we
give a necessary and sufficient conditions to some tilings on the hyperbolic
case.

On Tiling with Polyominoes and Combinatorial Group Theory, Conway
and Lagarias expose necessary conditions for the existence of some tilings in
the Euclidean plane. The solution that they give is algebraic: they construct
a group, called Conway’s group, and they prove that if a polygon can be
tiled, some element of the group that represents the polygon, is the identidy
of the group. This criterion is called Conway’s criterion.

On the other hand, Thurston summarizes this concepts on the article
Conway’s Tiling Groups and solves the problem of lozenges and dominoes
tilings. Using the Cayley’s graphs of the Conway’s groups, Thurston reinter-
prets the tilings as surfaces in the Cayley’s graphs. He gives an algorithm to
find tilings, and gives necessary and sufficient tiling conditions for lozenges
and dominoes.

Inspired on Thurston’s tiling resource, we solve the problem of regular
tilings on the hyperbolic disk, giving necessary and sufficient conditions for
butterflies tilings (we call butterflies to tiles made by two hyperbolic con-
gruent polygons).

Keywords: Tiling, Conway’s group, Cayley’s graphs, Hyperbolic
geometry.



Introduccion

Imagine que tiene usted un tablero y unas fichas, y que desea cubrir el

tablero con las fichas, de manera que todo esté cubierto y que las fichas no
se encimen (como ocurre con el mosaico de un piso, por ejemplo).
. Podra siempre cumplir con su objetivo? ;Habra algin criterio que pueda
decirle cuando no puede? ;Y cudndo si? Este representa un problema ya
estudiado en las matematicas, y existen técnicas que se pueden usar para
atacarlo.

En esta tesis expondremos dos métodos para poder resolver tales pregun-
tas; uno de Conway y otro de Thurston. Ademdas daremos una adaptacién
para el caso hiperbdlico que nosotros encontramos y, al parecer, no esta pu-

blicada.

A lo largo de este texto, nos referiremos a las fichas que mencionabamos
en el primer parrafo, como teselas; y llamaremos teselar a cubrir un tablero
con las teselas, de manera que todo quede completamente cubierto, sin
traslaparse y sin cubrir drea fuera del tablero. Ademads, siempre conside-
raremos tanto a las teselas como a las regiones a teselar como regiones cuya
frontera consiste de una sola curva simple y cerrada.

Antecedentes

En el articulo Tiling with Polyominoes and Combinatorial Group Theory
[2] Conway y Lagarias exponen condiciones necesarias para la existencia de
ciertas teselaciones de poligonos en el plano euclideano. En particular, re-
suelven el problema de cuando un arreglo triangular “equildtero” compuesto
por hexagonos puede ser teselado por arreglos triangulares “equilateros” mas
pequenos y por bubulubus (arreglos lineales compuestos por tres hexdgonos),
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como se aprecia en la Figura 1.

> @

Figura 1: A la izquierda: un arreglo triangular “equilatero” de 9 hexdgonos
de lado, teselado por arreglos triangulares “equildteros” mas pequenos de 2
hexagonos de lado. A la derecha: una regién teselada por bubulubus.

La solucién dada en [2] es algebraica: se construye un grupo, llamado
grupo de Conway, y se muestra que si un poligono es teselable entonces cier-
to elemento del grupo, que representa al poligono, es el neutro del grupo. A
este criterio le llamamos criterio de Conway. Ademas, en el mismo articulo
se prueba que el criterio de Conway da resultados que no se pueden obtener
por argumentos de coloracion.

Por otro lado, Thurston retoma estos conceptos en Conway’s Tiling

Groups [1] y trata, entre otros problemas, el de teselar por dominés (forma-
dos por dos cuadrados) y rombos (formados por dos tridngulos equildteros).

/N

Figura 2: Una region teselada por dominés y otra por rombos.



INDICE GENERAL 8

Apoyéandose en las graficas de Cayley asociadas a los grupos de Conway
respectivos, Thurston reinterpreta a las teselaciones como superficies en la
grafica de Cayley y da un algoritmo para encontrar teselaciones. Esto le
permite establecer una condicién necesaria y suficiente para el teselado con
dominds y rombos.

La teorfa de los grupos de Conway y algunos ejemplos conocidos estan
expuestos a lo largo del Capitulo 1.

Los detalles del trabajo de Thurston de teselaciones por dominds y rom-
bos pueden encontrarse en el Capitulo 2. Corregimos ademas algunos errores
en férmulas encontradas en el articulo de Thurston. También observamos
que, para estos casos, el criterio de Conway y coloracién son equivalentes
(aunque la prueba se encuentra en el Capitulo 3); algo que Thurston no
menciona.

Resultados originales

Inspirados en el trabajo de Thurston, trabajamos el problema de tesela-
ciones regulares en el disco hiperbdlico y damos una condicién necesaria
y suficiente para el teselado de regiones por mariposas (teselas formadas
por dos poligonos hiperbdlicos congruentes). Hay que notar que, en reali-
dad Thurston ya trabaja el caso de mariposas euclideanas, pues tanto los
dominds como los rombos son casos especificos de éstas.

Figura 3: Una re-
‘ gién  teselada  por
6 mariposas, cada
una formada por dos
hexagonos congruen-
tes cuyos angulos

interiores son de 90°
grados.

La generalizacion a la que llegamos fue posible en la medida que fuimos
capaces de abstraer la esencia del método de Thurston, al punto de eliminar
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el enfoque algebraico de Conway y Thurston, para transformar el proble-
ma en algo completamente combinatorio. El Capitulo 3 de la presente tesis
esta conformado por este material nuevo.

Précticamente no hay literatura que hable de teselaciones en el contexto
hiperbdlico desde un enfoque combinatorio. Basicamente, toda la literatura
existente para teselaciones hiperbdlicas tiene un enfoque algebraico, pues se
consideran teselas que son regiones fundamentales de la accién de un grupo
discreto de isometrias del plano hiperbdlico.



Capitulo 1

Aplicaciones de los grupos de

Conway

1.1. Coloracion

|

=

Figura 1.1: De ahora en ade-
lante, a cada una estas teselas
las llamaremos domina.

J

Ejemplo 1.1. Considere un tablero
de 8 X 8 al que se le han quitado los
cuadros de la esquina superior izquier-
da e inferior derecha, como se mues-
tra en la Figura 1.1. ;FEs posible cubrir
nuestro tablero con teselas de 2 x 1 y
1x27

Solucion: Coloreamos el tablero co-
mo uno de ajedrez, como se ilustra
en la Figura 1.2. Cada que una tesela
dominé es colocada, cubre un cuadro
negro y un cuadro blanco.

Sin embargo, nuestro tablero tiene 30
casillas negras y 32 casillas blancas,
por lo tanto el tablero no puede ser
teselado. [

Figura 1.2: La coloracién para
el Ejemplo 1.1.
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Los argumentos tipo coloracién, como el que acabamos de usar, pueden
ser mas complejos. Para muestra de ello, revisemos otro ejemplo.

Ejemplo 1.2. ;Podemos teselar un cuadrado de 10 x 10 con teselas en
forma de L fabricadas con cuatro cuadritos de 1 x 1% (Figura 1.3)

Figura 1.3: La
tesela con la que | IJ L‘ |
trabajamos tiene

8 orientaciones | |_‘

posibles distintas:

aqui  las  ilus-
tramos, junto con

el tablero a teselar.

Solucion: “Coloreamos” esta vez nuestro tablero con 1’s y 5’s, como se
muestra en la Figura 1.4. Notemos que, sin importar cémo acomodemos una
tesela, siempre cubrird una suma congruente con 0 médulo 8. Sin embargo,
la suma total del tablero es 5 x 10 x 5+ 1 x 10 x 5 = 300 y 300 = 4 (mod 8)
asi que el tablero no puede ser cubierto por las teselas. [J

Figura 1.4: La coloracién para el Ejemplo 1.2.
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Resulta que los argumentos de esta técnica de coloracién no son lo su-
ficientemente fuertes como para dar una respuesta a otros tableros y tese-
las. De hecho, se puede probar (ver [2]) que la técnica de coloracién no da
solucién a otros problemas (como los resueltos en los teoremas 1.6 y 1.12
enunciados en las paginas 19 y 28 respectivamente) pero que si pueden ser
resueltos con ayuda del siguiente concepto.

1.2. Grupos de Conway

John Conway descubrié una técnica algebraica para responder, en mu-
chos casos interesantes, a la pregunta de cuando una regién en el plano no
puede ser teselada por teselas previamente establecidas.

En efecto, calcularemos los grupos de Conway de los dominds, los rom-
bos y los bubulubus. Luego probaremos el criterio de Conway, que puede
mostrar cuando una regién no puede ser teselada por los tres tipos de tese-
las mencionadas.

1.2.1. Dominds

Consideremos de nuevo las teselas descritas en el ejemplo 1.1, ilustradas
en la Figura 1.5:

Figura 1.5: Los dominds son teselas en forma de rectangulos de 2x 1y 1 x 2.

El conjunto de caminos en una cuadricula pueden ser representados por
una palabra compuesta por las letras z, =%, 5 y ! (que denotan derecha,
izquierda, arriba y abajo, respectivamente). Por ejemplo, el camino siguien-
te recorrido en el sentido que se indica, estd representado por la palabra
1$_2y.

Nota: Las palabras se leeran de izquierda a derecha a lo largo de toda la
tesis.

xy2$y_
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Dotamos al conjunto de caminos con un producto: la concatenacién de
las palabras que describen los caminos. Los caminos junto con este producto
forman un grupo no abeliano.

Ahora agreguemos la informacién de nuestras teselas al grupo que acabamos
de formar, pidiendo que los caminos que describen a las teselas sean 1 en el

grupo.

Entonces, el grupo de Conway de
dominds queda representado como:

D= (z,y | 2*yz 2y~ = ay’aly 2

iy 2y~ xytrty 2

Esto significa que D tiene la propiedad de que el cuadrado de cualquier
generador conmuta con el otro generador, y esto es independiente del punto
que se eliga para recorrer la tesela y de la direccién en que ésta se recorra.
Asi que el grupo de Conway estd bien definido.

1.2.2. Rombos

Supongamos que tenemos el plano dividido en tridngulos equildteros, y
que la frontera 7 de cierta region R esta conformada por aristas que coinciden
con algunas de las aristas de la rejilla triangular.

Consideremos las teselas formadas de pegar dos triangulos equilateros adya-
centes, y llamemos a dichas teselas rombos. ;Cuando R puede ser teselada
por rombos?

—1).



1.2 Grupos de Conway 14

\/
AN

Figura 1.6: Una regién teselada por rombos.

Para analizar este problema,
primero estableceremos una
notacién conveniente para re-
presentar caminos: arreglamos
la triangulacién del plano de
manera que eje z esté forma-
do por aristas de la triangu-
lacion. Etiquetamos las aristas
dirigidas, bajo el siguiente cri-
terio: nombramos por a, b o
c a las rectas que tienen una /" A AN A
inclinacién de 0°, 120° 0 240°
con respecto al eje x, respecti- o v v
vamente.

Entonces, un camino formado por aristas de la triangulacién del plano
esta determinado por una serie de aristas, que podemos representar por una
palabra conformada por las letras a, b, ¢, a= !, b=ty ¢ L.

Por ejemplo, el camino recorrido como

se ilustra en la figura esta representa-

do por la palabra ¢ 3b lach— a2



1.2 Grupos de Conway 15

Si un rombo es colocado en el arreglo triangular, dependiendo de su orien-
tacién, su frontera esta representada por uno de los siguientes tres elementos:

1 -1

a

Ly = aba b7t Ly=beb et L3 = cac™

El grupo de Conway queda definido por estas relaciones; es decir:

L:<a,b,c\L1:L2:L3:1).

Notemos que las relaciones implican que a, b y ¢ conmutan todos entre si;
de nuevo estas propiedades son independientes del punto inicial que se eliga
para recorrer las teselas y de la direccién en que se recorren. De aqui que
L=73

1.2.3. Bubulubus

Consideremos ahora el plano teselado por hexdgonos y etiquetemos las
aristas (esta vez no hay necesidad de dirigir las aristas) con a, b y ¢, como
se ilustra en la Figura 1.7.

Las teselas que tomaremos en
cuenta para este caso, a las
que llamaremos “bubulubus”,
ilustradas en la Figura 1.8,
estdn determinados por las
palabras:

Figura 1.8: Las tres teselas.
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Figura 1.7: Hacer el recorrido a?, b*> o ¢® nos regresa al vértice de inicio,
entonces a? = b = c? = 1.

Asi, el grupo de Conway que buscamos para este ejemplo es:

B:(a,b,c|a2:b22022B1:B2233:1>.

1.2.4. Criterio de Conway

Notemos que los grupos de Conway tienen dos ingredientes esenciales:
los generadores y las relaciones que definen al grupo. La rejilla en la que tra-
bajamos determina los generadores, mientras que las relaciones estdn dadas
por las teselas.

Llamamos rejilla regular a un teselado del plano que emplea un sélo
tipo de poligonos regulares. Las rejillas regulares del plano sélo son tres: en
[3, seccién 2.1], se prueba que s6lo son posibles rejillas regulares del plano
empleando tridngulos equildteros, cuadrados y hexdgonos regulares; como
las que ya vimos en los tres ejemplos anteriores. Trabajamos en ellas, pues
ahi es posible determinar caminos usando palabras.

El objetivo de esta seccion es probar el criterio de Conway (Proposicién
1.5) que es aplicable a problemas donde tanto las regiones como las teselas
son subpoligonos de una de estas rejillas regulares.

Por otro lado, si se tienen teselas 11, Ts, ... T,, contando todas las
posibles orientaciones (por ejemplo, un dominé tiene dos orientaciones y
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la tesela en forma de L del ejemplo 1.2 tiene ocho diferentes orientaciones),
y Wi, Wa, ... W, denotan las palabras que representan a la frontera de ca-
da tesela; las relaciones que se usan para definir al grupo de Conway seran
Wi=We=...=W,=1.

En general, si 7 representa un camino en el plano, denotaremos por «(m)
a la palabra que representa a .

Notemos que las palabras W; dependen del punto inicial p y la direccion
en que se recorren. Sin embargo, el siguiente lema muestra que el grupo de
Conway no.

Lema 1.3. Sea W; la palabra que se obtiene de recorrer la frontera de T;
empezando por el punto p. Sea p' otro punto en la frontera de T; y W/ la
palabra que describe a T; comenzando en p’' recorrida en cualquier sentido.
Si W; =1, entonces W/ =1 en el grupo de Conway.

Figura 1.9: Frontera de la region T; .

Demostracién. Sea u el camino que va de p’ a p, y v el camino de p a p
(ambos caminos sobre la frontera de T;), como se ilustra en la Figura 1.9.
Entonces W; = a(vu) y W/ = a(uv). Como W; = 1, tenemos que a(vu) = 1.
Luego a(uv) = a(v 1 (vu)v) = a(v™lv) = 1.

Ademas el sentido tampoco importa, pues la palabra que se obtiene
recorrer 1; en el otro sentido, no es mas que Wi_l. ]

Definicién 1.4 (Grupo de Conway). Dada una rejilla regular, y teselas Tt,
Ts, ... T, que son subpoligonos de tal rejilla, estas determinan un grupo
generado por letras usadas para describir todos los caminos en dicha rejilla,
y definido por las relaciones W1 = We = ... = W,, = 1, correspondientes a
las teselas. Este grupo es llamado el Grupo de Conway para las teselas T,
Ty, ... T,.
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Sea R una regién, con frontera . La siguiente proposicion provee una
condicién necesaria para la teselacion de R.

Proposicién 1.5 (Criterio de Conway). Si R puede ser teselada por copias
de T, Ty, ... T, entonces a(m) = 1 en el grupo de Conway determinado
por Ty, To, ... T,.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre el nimero de teselas. Si R
puede ser cubierto por una tesela, entonces R mismo es una tesela, digamos
T;. Gracias a la proposicién anterior, a(m) = W; = 1.

Supongamos ahora que R puede ser teselado por m teselas. Entonces, pode-
mos cortar el poligono R en dos regiones P; y P> teseladas, por un camino w
que esté dentro de R y que vaya de un punto p en la frontera a otro punto p’
en la frontera (ver Figura 1.10). Sean v; y v2 los caminos que corresponden a
los pedazos de la frontera de R que van de p’ a py de p’ a p, respectivamente.
Tenemos entonces que la palabra que describe la frontera de P empezando
por p es a(vive). Pero a(vive) = a((viw™!)(wvy)). Las palabras a(viw™!)
y a(wvg) representan la frontera de los poligonos P; y Py, respectivamente.
Por hipétesis de induccién, a(viw™!) = 1y a(wvz) = 1, asf que a(vivg) = 1.
Finalmente, tal vez la palabra frontera «(w) difiera de a(viv2) por la elec-
cién del punto inicial y el sentido, pero por el lema anterior, si una de estas
palabras es equivalente a la identidad, la otra también lo es. Esto completa
la prueba. ]

(3]

Figura 1.10: Paso de induccién para la prueba de la Proposicién 1.5.
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1.3. Ejemplos de aplicaciones

En esta seccion mostramos ejemplos que se pueden analizar algebraica-
mente con el criterio de Conway, ya que el método de coloracién resulta inefi-
caz (ver [2]). Recomendamos consultar [4] en lo referente a grupos definidos
por generadores y relaciones, asi como sus graficas de Cayley.

1.3.1. Un problema con bubulubus

Se desea teselar un arreglo “triangular equilatero”de tamano n
(ver Figura 1.11) con bubulubus. ;Para qué n el arreglo puede
ser teselado?

Figura 1.11: Este arreglo triangular equildtero tiene tamafio 8. En general,
un arreglo triangular equildtero de tamano n se compone de hexagonos que
forman un arreglo triangular de tal manera que cada lado del arreglo tiene
n hexdgonos. De ahora en adelante a estas regiones las denotaremos por 75,.

Los grupos de Conway nos permitiran demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.6 (Conway). Para toda n, el arreglo triangular de tamano n no
puede ser teselado por bubulubus.

Demostracion. Recordemos que el grupo representado por los bubulubus es:

B:<a,b,c\a2:b2:02:BlzB2:B3:1>
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Figura 1.12: La grafica de Cayley de By. Ilustramos también el vértice *.

donde
By = (ab)3c(ab)3c;

By = (be)?a(be)3a;
Bs = (ca)3b(ca)>b.

Notemos que (ab)? conmuta con c. Ademés, (ab)3a(ab)3a = abababaabababa =
1, ast que (ab)? conmuta con a también. Andlogamente, (ab)? conmuta con
b. De la misma forma (be)? y (ca)® conmutan con a, b y ¢. Se concluye que
(ab)3, (ca)® y (be)® generan un subgrupo normal abeliano J de B.
Consideremos el siguiente grupo cociente:

By = B/J = (a,b,c|a®> =b* = * = (ab)® = (bc)® = (ca)® = 1).

Denotaremos por Oy, Cy y Cs a las palabras (ab)?, (ca)?® y (be)?, respectiva-
mente.

La gréfica de Cayley I'(By) (ver apéndice), ilustrada en la Figura 1.12, se
construye de pegar una coleccién infinita de hexagonos, cuyos hexdgonos
representan las palabras C1, Co y C3. Los hexagonos forman una teselacién
del plano, de forma que en cada vértice estan pegados cada uno de los tres
tipos de hexdgonos. Fijemos un vértice de I'(By) al que llamaremos *.

Dada una curva 7 en la rejilla hexagonal original (Figura 1.7), la palabra
a(m) determina otra curva 7 en I'(By) que comienza en * y estd formada
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By = (bc)Ba(bc)?’a By = (Ca)gb(m)gb

Figura 1.13: Los caminos en I'(By) determinados por los bubulubus

por las aristas de la gréafica que indica a(7).

El teorema quedard probado si mostramos que () # 1. Si a(m) = 1,
entonces 7 debe ser una curva cerrada (pero el reciproco no es cierto). Note-
mos que si n = 1 (mod 3) la curva T no es cerrada (y asi este caso queda
resuelto). Para los otros dos se hace necesario introducir un invariante: el
numero de vueltas que la curva da a la familia de hexagonos que representan
a la palabra C;, para i € {1,2,3}, que es lo que haremos a continuacion.

Veamos el camino By en I'(By): Comenzando en *, B encierra el hexdgono
correspondiente a la palabra C7 en el sentido opuesto a las manecillas del
reloj, recorre una arista marcada por ¢, encierra de nuevo otro hexagono
correspondiente a la palabra C, esta vez en sentido de las manecillas del
reloj, para finalmente recorrer de nuevo la arista marcada por c y llegar
a *. En particular, el nimero total de vueltas con signo que el camino da
alrededor de la familia de hexdgonos correspondientes a C1 es 0. Ademds es
evidente que tal camino da 0 vueltas alrededor de la familia de hexagonos
correspondientes a Cy o C3. De la misma forma ocurre con los caminos By
y B3 (véase Figura 1.13). Probaremos el siguiente resultado.

Proposicién 1.7. Sea R una region, y ™ su frontera. Si R es teselable
por bubulubus, entonces el numero de vueltas dadas por T a la familia de
hexdgonos correspondiente a C; debe ser 0, para cada i € {1,2,3}.

Demostracion. Procedamos por induccion sobre el nimero de teselas que
cubren a la region.
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V1 P

Figura 1.14: Paso de inducién para la prueba de la Proposicién 1.7.

Si R es teselado por un solo bubulubu, entonces R mismo es una tesela, y
ya hemos visto que el nimero de vueltas que da B; a cada C; es cero.
Supongamos cierto el resultado para regiones teseladas con n— 1 bubulubus.
Sea R una region teselada por n bubulubus. Entonces podemos cortar de R
una tesela mediante un camino que vaya de un punto p a otro p’, ambos en
la frontera (Figura 1.14).

Si a(w) es la palabra que corresponde al camino pp’ dentro de Ry a(vy),
a(ve) las palabras que corresponden a los pedazos de la frontera de R que van
de p ap’ y de p’ a p respectivamente, entonces a(v1v2) describe la frontera
de R, asi que nos interesa el nimero de vueltas que da T703 a cada familia
de hexagonos C;. Pero t7v3 = (vijw=1)(wve) = viw~lwwg, y por lo tanto el
numero de vueltas que da 7102 a la familia de hexdgonos correspondientes
a cada Cj, es el mismo que el nimero de vueltas que dan vyw—! y wos a
cada familia de hexdgonos C; juntas. Sin embargo a(viw™1) = B; y wuvs
corresponde a la frontera de una regién teselada por n — 1 bubulubus; por
caso base e hipétesis de induccion, el nimero de vueltas que da 7 a cada
familia de hexdgonos correspondiente a Cj es 0.

Finalmente, notemos que si el nimero de vueltas que W da a cada familia
de hexdgonos C; es 0, entonces no depende del punto inicial del que (W)
estd descrito: si a(W') es otra palabra que representa el mismo camino
que (W) pero con otro punto inicial, entonces W' difiere de W sélo por
una conjugacién. Claramente, tampoco depende del sentido en el que W es
recorrido. O

Sin embargo, para la palabra t, = (ab)™(ca)™(bc)™ que representa a la
frontera de T}, no cumple con la condicién de que el area con signo de cada
familia de C; encerrada por T), es cero (Figura 1.15). O
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n =0 (mod 3) n=1 (mod 3) n=2 (mod 3)

Figura 1.15: Los caminos determinados por t,, = (ab)™(ca)™(bc)™, de acuerdo
con su congruencia médulo 3. El vértice inicial corresponde a *, mientras
que el punto final es el punto indicado.

1.3.2. Un problema con teselas triangulares

Consideremos de nuevo un arreglo triangular equildtero de tamano
N, el mismo que denotamos por T anteriormente (ver Figura
1.11). ;Para qué N el arreglo T puede ser teselado por copias
de TQ?

Usaremos de nuevo la rejilla hexagonal con las etiquetas establecidas en
la Figura 1.7. Como vimos anteriormente, un camino 7 en esta rejilla deter-
mina un elemento a(7) del grupo F = (a,b,c | a® = b? = ¢ = 1).

[lustramos la tesela 75, junto con sus diferentes orientaciones en la Figura
1.16.

ty = (ab)2(ca)2(bc)2

Figura 1.16: Ambas teselas pueden describirse mediante la palabra ty =
(ab)?(ca)?(be)?.
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Consideremos el grupo de Conway asociado a estas teselas:
G={abc|la®=0=c=ty=1),

donde ty = (ab)?(ca)?(bc)?.

Notemos que un paralelogramo formado
con dos hexidgonos en un lado y tres
hexdgonos en el otro, puede ser tesela-
do con dos copias de T, asi que, por
el criterio de Conway (ab)?(be)?(ba)?(cb)?,
(ab)?(ca)3(ba)?(ac)?, etcétera; es decir, las pa-
labras que representan la frontera de este pa-
ralelogramo con sus diferentes posiciones, son
la identidad en G, de donde tenemos que (ab)?
conmuta con (bc)® y (ca)?, y asi sucesiva- (@b (be) ()2 (ch)?
mente.

Estas relaciones a su vez implican que (ab)? conmuta con (bc)® y (ca)b,

asi como también (ab)® conmuta con (bc)® y (ca)®. Combinando estos dos

hechos tenemos que ab conmuta con (bc)® y con (ca)S.

Como todas las relaciones en G y F' tienen longitud par, la longitud
modulo 2 describe un homeomorfismo G y F' en Zso. Los ntcleos, a los que
denotamos por G y F. respectivamente, forman subgrupos (G < G y
F, < F) de indice 2. Notemos que G, consiste de las palabras reducidas de
longitud par en G.

F, es isomorfo al grupo libre de dos generadores Fy = (z,z) mediante
el isomorfismo que manda = — ab y z — be (pues las palabras de longi-
tud par se expresan de manera tinica en términos de ab, (ab)~!, be, (bc)~!,
ca = (be)™1(ab)™! y ac = (ab)(bc), si a®> = b*> = ¢? = 1). Sin embargo, Fy
tiene una descripcién més simétrica: (r,y,z | xyz = 1) con © = ab, z = bc y
Yy = 127! = ca.

Para dar la construccion del subgrupo G, estudiemos primero la gréfica
de Cayley correspondiente a G: I'(G) se obtiene agregando ciclos (todos estos
ciclos correspondientes a la relacién ty = 1) a la gréfica I'(F) y pegando 2-
celdas cuya frontera son estos ciclos. Por otro lado, el grupo G, se obtiene
recorriendo un nimero par de aristas, con las mismas relaciones que tiene G.
Notemos que las palabras que se escriben en términos de x, y y 2z terminan
a una distancia par de la identidad de G (donde la distancia se mide por
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el nimero de aristas atravesadas), esto ve sélo las 2-celdas que estdn a una
distancia par de la identidad; pero las 2-celdas que estan a una distancia
impar de e (como btab) y que si deberian anularse (pues rodean una 2-
celda) no son tomadas en cuenta. Basta agregar una de estas 2-celdas a
las relaciones que desciben a G. (por ejemplo bteb) y a la relacién para
considerarlas a todas. Usando entonces que to = 1 y btsb = 1 obtenemos
que:

Ge=(x,y,2 | wyz = 2*y*2* =27y 227 = 1)

pues btab = b(ab)?(ca)?(bc)?b = b(ab)?aa(ca)?cc(be)?b = (ba)?(ac)3(chb)® =
= (ab)~3(ca)~3(bc) 3.

Ya vimos que , y y 2z conmutan con x%, y® y 26, asi que estos tltimos
tres generan un subgrupo J <1 G, que conmuta con todo elemento de G.
Podemos entonces considerar el cociente G./J = Gy. Sea H < G el sub-
grupo generado por z2, 4% v 22, y H' < Gy generado por 73, y =3 y 273
Los subgrupos H y H’ cumplen dos propiedades importantes, las cuales
quedan expresadas en las siguientes dos proposiciones. Antes, recordemos el
concepto de grupo triangular (una buena referencia es [5])

Definicién 1.8. Sea M > 2 nimero natural. El grupo triangular (M)
estd generado por reflexiones sobre los lados de un tridngulo equildtero con
dngulo /n (medido en radianes), actia sobre la esfera en el caso M = 2, en
el plano Euclideano para M = 3 y sobre el plano hiperbdlico cuando M > 4.
El grupo triangular queda representado como:

A(M) =(A,B,C | A>=B*>=C?= (AB)M = (BOYM = (CAM =1).

El grupo triangular que preserva orientacion T(M) < A(M) estd represen-
tado a su vez por:

T(M)=(X,Y,Z | XYZ=XM=yM=7M 1)
donde X = AB,Y =CA y Z = BC.

Nota: En general, se pueden considerar grupos triangulares generados
por las reflexiones sobre los lados de cualquier tridngulo con dngulos interio-
res multiplos racionales de 7 (no necesariamente equildtero). Sin embargo,
para nuestros fines basta considerar éstos grupos triangulares especiales.

Proposicién 1.9. Los subgrupos H y H' son isomorfos a los grupos T(3)
y T'(2) respectivamente.
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Demostracion. Consideremos el morfismo g : T'(3) — H tal que g(X) ==z
g¥Y) =y y g(Z) = 2% Como H < Gy = (v,y,z | vyz = 2?y?2>
73y 3273 = 2% = yb = 25 = 1) entonces g(XYZ) = (22)(1?)(2?) =1y
g(X3) = (2?)%® = 25 = 1. Andlogamente tenemos que g(Y?3) = ¢(Z3) = 1,
por lo que g estd bien definido. Luego H es al menos cociente del grupo
T(3).

Consideremos el grupo triangular completo A(3) y f : G — A(3) morfismo
de grupos tal que f(a) = A, f(b) = By f(c) = C. El morfismo f esta

bien definido pues f(a?) = A2 = 1 (de igual manera sucede con b? y %) y
F(ta) = £(ab)* f(ca)2f(be)? = (BA)(AC)(CB) = 1.

Ademis, f(z7%y~%277) = (BA)*(AC)*(CB)® = 1y f(a°) = [f((ab)*)]’ =
(BA)?> = 1 (andlogamente, se tiene el mismo resultado para y% y 29).
Notemos que f envia los generadores de H a generadores de T'(3), pues
f(x?) = BA, f(y?) = AC' y f(2%) = OB, asi que H es isomorfo al grupo
triangular T'(3) que preserva orientacion.

Haciendo el mismo andlisis, se demuestra que H' es isomorfo al grupo
T(2). O

I

Proposicién 1.10. Gy = H x H'

Demostracién. En efecto, H y H' conmutan uno con otro y juntos generan
al grupo Gy. Basta verificar que H N H' = {1}. Tomemos un elemento h €
H N H' y supongamos que h # 1. La funcién f definida en la demostracién
de la proposicién anterior es un isomorfismo entre H y T'(3), por lo que h
como elemento de H cumple que f(h) # 1 € T(3). Sin embargo, f(x73) =
f((ab)73) =1 al igual f(y=3) = f(y~3) = 1, de forma que f[H'] = {1}, de
donde si h € H' entonces f(h) = 1, una contradiccién. O

Observemos ahora las graficas de Cayley de los grupos triangulares com-
pletos A(2) y A(3). La primera, formada por tres familias de cuadrados
correspondientes a las palabras (ab)?, (ca)? y (bc)? es ni més ni menos que
un cubo (ver Figura 1.17). Por otro lado, I'(A(3)) se forma por tres familias
de hexdgonos, correspondientes a las palabras (ab)?, (bc)? y (ca)?, con cada
tipo de hexdgono pegandose en cada vértice de la grafica (notemos que esta
grafica es la misma que la ilustrada en la Figura 1.12 del ejemplo de los
bubulubus).

Dado un camino 7 en la rejilla hexagonal original (Figura 1.7), denota-
mos por ¢(7) a la curva en la grafica I'(A(3)) que comienza en el vértice 1
y que estd formada por las aristas que indica la palabra a(r). De la misma
manera, ¢'(r) denota la curva determinada por 7 en I'(A(2)). Notemos que
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Figura 1.17: La gréfica I'(A(2)).

el nimero de cuadrados de la misma familia encerrados por una curva cerra-
da en I'(A(2)) esta bien definida s6lo médulo 2. Al igual que en el ejemplo
de los bubulubus, encontramos un invariante de areas encerradas por curvas
que representan la frontera de regiones teselables.

Proposicion 1.11. Sea R una region de la rejilla hexagonal original y ™ su
frontera. Si R es teselable por copias de Ts, entonces el numero de vueltas
que da p() a la familia de hexdgonos correspondientes a (ab)® mddulo 2
es el mismo que nimero de vueltas que da ¢'(7) a la familia de cuadrados
correspondientes a (ab)? mddulo 2. De igual manera ocurre con las otras dos
familias de poligonos.

Demostracion. Procedamos por induccion sobre el nimero de teselas que
cubren a R. Si R se cubre con una tesela, R mismo es una tesela, asi que
a(r) =ty = (ab)?(ca)?(bc)?. p(ta) encierra un hexdgono de cada tipo, mien-
tras que ¢'(t2) encierra también un cuadrado de cada tipo (ver Figura 1.18):

Figura 1.18: Las curvas ¢(t2) y ¢'(t2).

Sea R una regién teselable por n copias de T (con n > 1). Sean p y p/
dos puntos distintos en la frontera de R y w un camino que va de p a p’
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Figura 1.19: Paso de induccién.

dentro de R que divide a la regién en dos regiones teselables por copias de
T5. Sean v el pedazo de frontera de R que va de p a p/, y vy el pedazo de
frontera de R que va de p’ a p. Entonces a(viv2) describe la frontera de R.

Nos interesa el numero de vueltas que da (vivy) a cada familia de
hexdgonos y ¢'(v1v2) a cada familia de cuadrados.

Pero p(v1v2) = ¢((viw™ 1) (wva)) = @(viw™1)p(wus) asi que el niimero
de vueltas que da ¢(vv2) a cada la familia de hexdgonos, es el mismo que el
niimero de vueltas que dan o(viw™!) y ¢(wvs) a cada familia de hexdgonos
juntas.

De la misma forma la paridad del nimero de vueltas que da ¢'((v1)(v2)) a
cada tipo de cuadrado es la misma que la paridad del niimero de vueltas
que da ¢'(viw™!) més el nimero de vueltas que da ¢'(wvs) a cada familia
de cuadrados juntas.

Sin embargo viw ™! y wvs corresponden a las fronteras de dos regiones tese-
ladas por un ntimero menor de copias de T5, por hipdtesis de induccién la
paridad del nimero de vueltas que da @(wvy) a cada hexdgono etiquetada
por (ab)? es la misma que la paridad del niimero de vueltas que da ¢’ (wvs)
a cada tipo de cuadrado etiquetado por (ab)?. Igualmente ocurre con las dos
familias de poligonos restantes; también v1w ™! cumple con estas condiciones.
De esta manera, vive = w cumple las cualidades que pediamos. ]

El resultado anterior nos permitira probar lo siguiente.

Teorema 1.12 (Conway). Tx se tesela por copias de Ty si y solo si N =
0, 2, 9, 11 (mod 12)

Demostracion. A partir de esta condicién necesaria para la teselaciéon de
regiones descrita en la Proposicion 1.11, podriamos tratar de verificar para
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Figura 1.20: La curva ¢'(B1) da tres vueltas a la cara marcada por (ab)?.

qué k € N, Ty no cumple con estas condiciones; sin embargo, los cdlculos
pueden ser complicados.

De cualquier forma, hay un truco que podemos usar: como vimos en el
ejemplo de los bubulubus, el nimero de vueltas que da ¢(B;) a cada familia
de hexdgonos es 0. Sin embargo ¢'(B1) da 1,5 vueltas a la cara marcada
por (ab)? baja por una arista marcada por ¢, da de nuevo 1,5 vueltas a la
cara (ab)2 para regresar al punto inicial recorriendo una arista ¢ (ver Figura
1.20). De esta manera ¢'(B1) da 3 = 1 (mod 2) vueltas a la cara (ab)?. De
la misma forma ocurre con By y Bs.

Asi que, si una region es teselada por copias de T y un bubulubu, no
cumplir con la proposiciéon anterior. Por otro lado, el nimero de hexdgonos
que debe poseer un arreglo T} para ser teselado debe ser miltiplo de 3,

o k(kHD L . _
es decir =5— = 0 (mod 3) por lo que una condicién necesaria es k =
0, 2 (mod 3).

Notemos que T3, Ty, Ts v Tg pueden ser teselados por copias de T5 y un
bubulubu, asi que estos no pueden ser teselados por solo T5.
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Por otro lado, Ts, Ty, T11 v T12 si pueden ser teselados:
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Figura 1.21: T15

Ty



1.3 Ejemplos de aplicaciones 32

Ademsds, dado un arreglo T}
teselado, este puede extender-
se a un arreglo Ty 1o tesela-
do anadiendo un paralelogra-
mo Piax y un Tio.

Ya vimos que 712 es teselable por copias de 7. Para k > 1 el parale-
logramo Pjoyj puede ser teselado por paralelogramos de 2 x 6 y 3 x 6 los
cuales también son teselables por T5’s:

Figura 1.22: Tesclado para & par. Figura 1.23: Teselado para k impar.

Asi, Ty se tesela por copias de Ty si y s6losi N =0, 2, 9, 11 (mod 12)
O

Un andlisis muy similar al que acabamos de hacer (véase la referencia
[1]) prueba que:

Proposicion 1.13. Para 2 < M < N el arreglo T no puede ser teselado
por copias de Thy.



Capitulo 2

Criterio de Thurston

En el capitulo anterior expusimos condiciones necesarias para el tesela-
do de regiones simplemente conexas. En este capitulo deseamos ir més alla:
queremos dar condiciones suficientes para decidir cuando una regién es tese-
lable.

El método empleado por Thurston en su articulo Conway’s tiling groups [1]
explota la sencillez y simetria de las graficas de Cayley de ciertos grupos de
Conway. Mediante una interpretacion geométrica de las gréficas, traduce el
problema de teselado a un problema de encontrar superficies de drea minima
con una frontera especifica.

A continuacion, trabajaremos con dos familias de teselas y veremos cémo
Thurston obtiene un nuevo criterio que extiende al de Conway. Cabe men-
cionar que el articulo [1] tiene errores en dos férmulas que, sin embargo,
aqui las corregimos.

2.1. Rombos

Retomemos las teselas rombo, presentadas en el capitulo anterior.

Figura 2.1: Las teselas rombo Ly, Lo y Ls.
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Vimos que el grupo de Conway de los rombos es:

L= {a,b,c| aba bt =beb e = caclaT! = 1).

Incluso probamos que L = Z3, asi que la grafica de Cayley I'(L) es el
esqueleto de una teselacién del espacio por cubos anadiendo las caras de los
cubos. De forma més especifica, podemos pensar a I'(L) encajada en R3 de
manera tal que las proyecciones de las aristas correspondientes a los gene-
radores a, b y ¢ en I'(L) coincidan con las aristas a, b y ¢ respectivamente,
de la teselacion equilatera ilustrada en la figura de la pagina 14. Sin pérdi-
da de generalidad, arreglamos la gréfica de manera que el vértice en I'(L)
correspondiente a la identidad e esté ubicado en (0,0, 0).

- — —
/

Figura 2.2: Fragmento de la grafica I'(L).

A una cara de un cubo le llamamos celda. Notemos que la proyeccién
sobre el plano z = 0 de cualquier celda es un rombo.

Dado un camino 7 en el plano, lo trasladamos (sélo para propésitos de
notacién) de manera tal que el punto desde donde empieza quede justo en
el vértice e € I'(L).

Definicién 2.1. Definimos el levantamiento de m como una curva T en I'(L)
la cual comienza en e y estd conformada por las aristas correspondientes a
la palabra o(r).



2.1 Rombos 35

Notemos que si 7w representa camino
cerrado, T no tiene por qué ser una
curva cerrada: por ejemplo, el camino
7w determinado por la palabra abc es
cerrado. Sin embargo, T no es un
camino cerrado en I'(L).

Si una regién R en el plano es teselada por rombos entonces, por el
criterio de Conway, el levantamiento de la frontera de esta regién debe ser
una curva cerrada. De hecho, el teselado mismo puede levantarse a I'(L)
tesela por tesela. No daremos una prueba de esta ultima afirmacién; sin
embargo, esta idea es el corazén del trabajo de Thurston [1].

Figura 2.3: Dada una regién teselada R en el plano, su levantamiento a I'(L)
es una superficie S conformada por uniones de celdas.

Definicién 2.2. Definimos una distancia d(u,v) entre dos vértices u y v
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en una region cualquiera R, como
d(u,v) = min{l(w) : a(w) € LT}

donde w es un camino que empieza en u, termina en v y estd contenido
en R (w puede o no formar parte de la frontera de R), L™ < L denota el
conjunto de las palabras que sdlo se escriben con exponentes positivos (por
ejemplo, ab=2c3a no forma parte de L™ pero ab*c®a si) y l(w) representa
la suma de los exponentes de cada letra que conforma a a(w) (por ejemplo,
l(ab=2c*a) =1—-2+3+1=3).

En otras palabras, d(u,v) es la longitud del camino més corto contenido
en R “positivamente orientado” que va de u a v.
Ademds, si R es conexa, siempre es posible encontrar al menos un camino
positivamente orientado de u a v, ya que cualquier arista negativamente ori-
entada de un camino siempre puede cambiarse por dos aristas positivamente
orientadas contenidas en R. Asi, d(u,v) estd bien definida.

Notemos que d(u,v) no es una distancia en el sentido usual, ya que no
es simétrica:

Figura 2.4: La distancia d(v,u) = 1,
sin embargo, d(u,v) = 2. En la figu-
ra ilustramos dos caminos wi = by
wo = ac que realizan la distancia mini-
ma entre los puntos.

Dada una regién R y cualquier enlozamiento de R, su levantamiento en
['(L) (y en general el levantamiento de cualquier curva) estd determinado
por una funcién altura h(v) donde v corre sobre los vértices de R. Ademds
podemos elegir una escala apropiada tal que h(v) € Z y que la diferencia de
alturas entre los extremos de una arista levantada a I'(L) sea 1.

Existe una relacién clave entre la funcién altura y la distancia definida
previamente:

Proposicion 2.3. Dada una region teselada R en el plano, para cualesquiera
par de vértices u y v en R se tiene que h(u) — h(v) < d(v,u).
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Aqui corregimos un error en [1], donde la desigualdad aparece al revés
(y sin demostracion).

Demostracion. Procedamos por induccion sobre el niimero de teselas que
cubren a R.

Si R es cubierto por una tesela, R mismo es un rombo, digamos el represen-
tado por la palabra Li:

Figura 2.5: La funcién altura h(v)
para los vértices que conforman a R
asigna (salvo suma de una constante)
los siguientes valores: h(p) = 0, h(q) =
1, h(r) =2y h(s) = 1. D q

Como d(u,v) > 0 para todo par de vértices u y v, basta considerar u y v
tales que h(v) —h(u) > 0. Ademads, si u y v son extremos de la misma arista
d(u,v) = h(v) — h(u) = 1, asi que basta verificar que la condicién se cumple
para los vértices p y . Pero d(p,r) = 2 > 2 = h(r) — h(p). El tratamiento
para Lo y L3 es el mismo.

Supongamos verdadero el resultado para una region teselada por n — 1
rombos. Sea R una regién que se tesela por n rombos. Cortamos una tesela
mediante un camino wj, dividiendo asi a R en dos regiones: una de ellas
un rombo, y la otra R’ una regién teselada por n — 1 rombos. Sean u y v
vértices cualesquiera de R.

Figura 2.6: Cortamos una tesela a R mediante un camino wj.
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Si u y v pertenecen a la misma regién (ya sea a R’ o al rombo que hemos
cortado) por base e hipétesis de induccién, hemos terminado.

Por otro lado, si u y v pertenecen a diferentes regiones (digamos, u
en la tesela y v € R'), consideremos un camino wy positivamente orien-
tado que va de u a v tal que la longitud de wy coincide con d(u,v). Sea
p € w1 Nwsy otro vértice. Como p € R', d(u,p) > h(p) — h(u). Pero p tam-
bién estd en el rombo que cortamos, de donde d(p,v) > h(v) — h(p). Luego
d(u,p) + d(p,v) > h(v) — h(u).

Afirmacion: d(u,v) = d(u,p) + d(p,v).

El pedazo del camino ws que va de u a p debe ser un camino de distancia
minima entre u y p, de lo contrario existiria w’ camino positivamente ori-
entado de longitud extrictamente menor que la de ws ya que al concatenar
w’ con el segmento de la curva wy que une p y v obtenemos un camino de
longitud extrictamente menor a ws, una contradiccién.

Andlogamente, el pedazo del camino ws que va de p a v es un camino de
distancia minima, asi que d(u,v) = d(u,p) + d(p,v).

De aqui que d(u,v) > h(v) — h(u). O

Dada una region R y su frontera m, el levantamiento m determina una
Unica funcion altura h en sus vértices, salvo suma de constante. La proposi-
ciéon anterior da una condicién necesaria para el teselado de R: para cua-
lesquiera par de vértices u, v € ™ h(u) — h(v) < d(v,u). Mas aun, esta es
una condicién necesaria y suficiente, como lo enuncia el siguiente teorema.

Teorema 2.4 (Criterio de Thurston para rombos). Una region R es tese-
lable si y solo si, para cualesquiera par de vértices u y v en la frontera de R
se cumple que h(u) — h(v) < d(v,u).

Demostracion. Si m satisface esta condicion, extendemos la funcién altura
a los vértices del interior de R como sigue: Sea x un vértice interior de R,
definimos
h(z) = min {h(v) 4+ d(v,x)}
vem

(esto corrige otra férmula de [1]).

De esta forma h estd bien definida para todos los vértices que forman
parte de R. Ademads, esta funcién altura h cumple con dos propiedades muy
importantes.
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Proposicién 2.5. Para cualesquiera vértices x y y en R, h(z) — h(y) <
d(y, ).

Demostracion. Sea u, € 7 tal que para todo v € 7 se cumple h(v)+d(v,y) >
h(uy) + d(uy,y). Entonces h(z) < h(uy) + d(uy, ) < h(uy) + d(uy,y) +
d(y,z) = h(y) + d(y, =) y ast h(z) — h(y) < d(y, z). O

Proposicién 2.6. Sean x yy dos vértices en R adyacentes. Entonces h(y)
h(z) 4+ 1 (mod 3).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos d(z,y) = 1.

Sea u, € 7 tal que para todo v € 7 se cumple h(v)+d(v,y) > h(uy)+d(uy,y)
y Wy un camino de distancia minima que va de u, a y, es decir W, realiza la
distancia d(uy,y). De la misma forma se definen u, € m y W,. Denotamos
por W’ al camino W, agregando la arista que une a x con .

Consideremos el levantamiento de las curvas Wy, W, y W’ aT'(L). La altura
de los vértices finales de las curvas W, y W, coinciden con h(y) y h(z)
respectivamente. Ademds, el vértice final de la curva W’ tiene altura h(x)+1
y se proyecta al vértice y. Ambos vértices pertenecen a I'(L) por lo que la
diferencia de sus alturas debe ser miltiplo de 3. Luego h(z) + 1 — h(y) =
0 (mod 3). O

De esta proposicion se concluye que los tres vértices de cualquier triangu-
lo que pertenece a R toman distintos valores médulo 3.

Ademas, si x y y son consecutivos, d(y,x) < 2. Gracias a la Proposicién
2.5, h(xz) < h(y) + 2. Andlogamente, d(z,y) < 2y h(y) < h(z) + 2, por lo
que h(y) —2 < h(z) < h(y) + 2.

Esta ltima observacion, junto con la proposicién anterior, nos dice que
la altura entre vértices consecutivos cambia en al menos uno y a lo mas dos.

Para producir el teselado, borramos las arista donde la altura cambia en
2. Como los tres vértices de un tridngulo toman distintos valores médulo 3
y la altura h incrementa al menos 1 a lo largo de una arista, cada tridngulo
tiene exactamente una arista donde h cambia en 2: al borrarlas, queda una

coleccién de rombos que conforman un teselado para R.
O
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2.2. Dominos

Ahora trabajaremos con las .
teselas dominé: |
|
|

En el capitulo anterior vimos que el grupo de Conway de las teselas
dominé esta representado como:

D= (x,y| yx 2yl = a:y2:c*1y*2).

. Cémo podemos visualizar a la gréfica de Cayley I'(D)? Consideremos el
plano zy teselado por cuadrados unitarios con sus vértices con coordenadas
en Z, coloreado como un tablero de ajedrez. Pedimos que el cuadrado [0, 1] X
[0,1] del plano xzy quede coloreado de negro.

Sobre el cuadro negro [0, 1] x [0, 1] construimos el camino poligonal de-
terminado por la sucesién de puntos (1,1, -2), (0,1,—1), (0,0,0), (1,0,1),
(1,1,2) etcétera, formando una hélice positivamente orientada, como la que
se ilustra en la Figura 2.7.

G}\ (0,0,4)

ik

\

(1,1,2)

(0,0,0) x

Figura 2.7: Fragmento de la hélice: las coordenadas en = y y correspon-
den a las esquinas del cuadro [0, 1] x [0, 1] recorridas en sentido positivo,
la coordenada en z va creciendo de uno en uno, corriendo sobre todos los
enteros.
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También sobre el cuadro blanco [1,2] x [0,1] construimos un camino
poligonal determinado por los puntos (1,1, -2), (2,1,-1), (2,0,0), (1,0,1),
(1,1, 2) etcétera, formando esta vez una hélice negativamente orientada (Figu-
ra 2.8).

(2,0,0) &

Figura 2.8: Fragmento de ambas hélices. Las coordenadas en x y y de los
vértices que conforman a la hélice sobre el cuadro blanco [1, 2] x [0, 1] corres-
ponden a las esquinas del cuadro recorridas en sentido negativo, mientras
que la coordenada en z varia sobre todos los enteros y va creciendo de uno
en uno.
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Figura 2.9: Fragmento de la construccién vista de frente.

Construimos una hélice positivamente orientada de manera andloga sobre
todos los cuadros coloreados de negro, y una hélice negativamente orientada
sobre los cuadros blancos. Etiquetamos por x o y a las aristas dependiendo
de su proyeccién sobre el plano xy:

Figura 2.10: Fragmento de la construccién vista desde arriba. El etiquetado
de las aristas depende de la proyeccion de las mismas sobre el plano xy.
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Figura 2.11: Otro punto de vista.

La grafica resultante es, ni mas ni menos que la grafica de Cayley del
grupo domind: de cada vértice entran y salen dos aristas marcadas por x
y y, v los ciclos que se forman corresponden a las palabras yz?y 'z =2 (los
hexdgonos se aprecian en la Figura 2.9) y xy?z~'y~2 (tales hexdgonos se
pueden observar mejor en el dibujo 2.11).

Al igual que en el caso de las teselas rombo, dado un camino 7 en el
plano zy formado por aristas de la cuadricula, éste se levanta a un camino
T a la grafica I'(D): este levantamiento induce una funcién altura h definida
en los vértices.

También tenemos la misma interpretacién geométrica de la condicion de
Conway: si una regiéon R del plano puede ser teselada, el teselado mismo
puede levantarse a una superficie en I'(D), de donde si 7 denota la frontera
de R, T es necesariamente una curva cerrada en I'(D).

Definicion 2.7. Dada una region R en el plano, definimos la distancia
d(u,v) entre dos vértices u, v € R como la longitud del camino mds corto
contenido en R positivamente orientado que va de uw a v. En la Figura 2.12
ilustramos qué sentido le corresponde a cada arista de la cuadricula.
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Figura 2.12: Retomamos la coloraciéon del plano que dimos al principio: asf el
perimetro de los cuadros negros estd positivamente orientado, quedando el
perimetro de los cuadros blancos negativamente orientado.

Encontramos también la condicién necesaria:

Proposicién 2.8. Sea R una region y ® su frontera. Si R es teselable,
un levantamiento del teselado define una funcion altura h sobre todos los
vértices que conforman a R. Entonces para cualquier par de vértices u y v

h(u) — h(v) < d(v,u).

Se procede por induccién sobre el nimero de teselas que cubre a R.
Para el caso n = 1 por revisién de cada tesela se verifica facilmente que los
vértices cumplen la condicién. La hipotesis y paso inductivo son iguales a la
demostracién de la Proposicién 2.3, por lo que el lector no tendra problemas
en reproducir los detalles de esta demostracién.

De esta forma, dada una regién R arbitraria en el plano y 7 su frontera,
dos condiciones necesarias para el teselado son: que 7T sea una curva cerrada
en I'(D) y que para cualquier par de vértices u, v € m h(u) — h(v) < d(v,u).
Nuevamente, esta condicién es suficiente.

Teorema 2.9 (Criterio de Thurston para dominds). Una region R es tese-
lable si y solo si, para cualesquiera par de vértices u y v en la frontera de R
se cumple que h(u) — h(v) < d(v,u).
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Demostracion. Si R cumple con estas condiciones, extendemos de la misma
forma la funcion altura h a los vértices del interior como:

h(z) = min {h(v) 4+ d(v,x)}

vem

con x vértice interior de R.

Al igual que las teselas anteriores, la funcién altura definida de esta ma-
nera cumple que para cualesquiera vértices x y y en R, h(z)—h(y) < d(y, ).
Ma3s atn, las teselas dominé cumplen una proposicién andloga a la Proposi-
cion 2.6.

Proposicién 2.10. Sean x y y dos vértices en R adyacentes (sin pérdida
de generalidad, d(x,y) = 1). Entonces h(y) = h(z) + 1 (mod 4).

Demostracion. Sea u, € m tal que para todo v € 7 se cumple que h(v) +
d(v,y) > h(uy) + d(uy,y) y Wy un camino de distancia minima que va de
uy a y. De la misma forma se definen u, € m y W,. Denotamos por W' al
camino W, agregando la arista que une a = con y.

Consideremos el levantamiento de las curvas Wy, W, y W’ a I'(D). La
altura de los vértices finales de las curvas Wy y W, coinciden con h(y) y
h(z) respectivamente. Ademés, el vértice final de la curva W’ tiene altura
h(z)+ 1y se proyecta al vértice y. Ambos vértices pertenecen a I'(D) por lo
que la diferencia de sus alturas debe ser miltiplo de 4. Luego h(z)+1—h(y) =
0 (mod 4). O

De esta proposicién se concluye que los cuatro vértices de cualquier
cuadrado unitario que pertenece a R toman distintos valores médulo 4. Por
otro lado, si x y y son consecutivos, d(y,z) < 3 por lo que h(x) < h(y) + 3.
Analogamente, d(x,y) < 3y h(y) < h(z) + 3, por lo que h(y) —3 < h(z) <
h(y) + 3. Asi la altura entre vértices consecutivos cambia en al menos 1y a
lo mas 3.

Para producir el teselado, borramos las aristas donde la altura cambia
en 3. Como los tres vértices de un cuadrado toman distintos valores médulo
4 y la altura h incrementa al menos 1 a lo largo de una arista, cada cuadro
tiene exactamente una arista donde h cambia en 3: al borrarlas, obtenemos
una colecciéon de dominés que conforma un teselado para R.



Capitulo 3

Teselaciones en el disco
hiperbdlico

En [2] Conway y Lagarias afirman que el invariante algebraico propuesto
en el Criterio de Conway (Proposicién 1.5) puede, en principio, definirse
para teselaciones en regiones finitas de cualquier teselacién periédica de R?
e inclusive del espacio hiperbdlico H"; aunque no explican como se extienden
estas nociones algebraicas.

La dificultad estd en etiquetar las aristas de una teselacién (por ejem-
plo, en el disco hiperbdlico D) de manera natural, por lo que dar una for-
ma explicita del grupo de Conway definido por unas teselas preestablecidas
representa un problema complicado de manejar. Por otro lado, la funcién
altura que propone Thurston si puede extenderse de manera automatica
a teselaciones regulares de valencia par en D, para teselas bien especificas
(mariposas, las cuales definimos més adelante), lo que nos permitié obtener
una condicién necesaria y suficiente para la teselacion de regiones.

3.1. Triangulos ideales

En el Capitulo 2 vimos cémo Thurston usa la grafica de Cayley de los
grupos de Conway para darle una interpretacién geométrica al Criterio de
Conway, y asi obtener otro criterio para teselar regiones finitas del plano.
En este Capitulo nos interesa extender la técnica de Thurston a teselaciones
del disco hiperbdlico.
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Para ello, comenzaremos a trabajar con una teselacion particular, y una
vez que hayamos entendido cémo trabaja el criterio de Thurston en este
caso, estaremos listos para dar una generalizacién.

Definicion 3.1. La triangulacon de Farey es el resultado de trazar todas las
geodésicas en H con extremos en los puntos (§,0), (§,0) tales quea, b, ¢, d €
Z yad—bc =1 Ademds, mediante la proyeccion estereogrdfica, podemos con-
siderar la triangulacion de Farey en D.

Para consultar los detalles acerca de esta triangulacién, recomendamos
[6, Capitulo 1]

Figura 3.1: Triangu-
lacion de Farey en D.

Un diamante es un cuadrilatero formado de la unién de dos tridngulos
ideales (de los que conforman a la triangulacién) que comparten una arista.
i, Cuando una region es teselable por diamantes?

Figura 3.2: Una region
teselada por diamantes
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Denotamos por R al conjunto de vértices de la teselacion.
Inspirados en las gréficas de Cayley de los grupos de Conway para dominds
y rombos, consideramos la siguiente grafica (a la que llamaremos I'(F')) con
vértices en R x Z construida como sigue:

Figura 3.3: Coloreamos la teselacién de blanco y negro alternadamente.

Colocamos un vértice en (1,0).

De manera inductiva, si ya hemos colocado un vértice en (¢,n), para
cada r € R tal que r y ¢ estan unidos mediante una geodésica:

1. Si hay un tridngulo negro a la izquierda de la geodésica (recorrida de
q a 1), colocamos un vértice en (r,n + 1) unido mediante una arista
con el vértice en (g, n).

2. Si hay un tridngulo blanco a la izquierda de la geodésica (recorrida de
1 a r), colocamos un vértice en (r,n — 1) unido mediante una arista
con el vértice en (g, n).

Notemos que I'(F') estd compuesta (al igual que las gréficas de Cayley de
los grupos de Conway de los dominés y los rombos) de hélices positivamente
orientadas sobre los tridngulos negros y hélices negativamente orientadas
sobre los tridngulos blancos. A diferencia de las graficas anteriores, en esta
salen una cantidad numerable de aristas de cada vértice y los ciclos que se
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Figura 3.4: I'(F) define naturalmente una direccién sobre las aristas que
conforman a la teselacién: Una geodésica recorrida de p a ¢ es recorrida en
sentido positivo si a la izquierda de la geodésica hay un triangulo negro.

forman corresponden precisamente a los diamantes por los cuales deseamos
teselar.

Dado un camino 7 en el disco, sin pérdida de generalidad (y sélo para
propésitos de notacién) podemos suponer que empieza en 1 € St

Entonces, podemos levantar el camino arista por arista a una curva 7 en
I'(F) la cual comienza en el vértice que colocamos en (1,0) (ver Figura 3.5).
Este camino induce a su vez una funcién altura h en los puntos v; € R N .

De nueva cuenta, no lo probaremos, pero, si una regién R en el plano es
teselada por diamantes, el teselado mismo puede levantarse a I'(F) tesela
por tesela, asi que el levantamiento de la frontera de una region teselable
debe ser una curva cerrada: esta condicién es una interpretacion geométrica
del criterio de Conway.

Para este caso, al trabajar con diamantes ideales, no es necesario pensar
en un algoritmo para extender la funcién altura a puntos en el interior de la
regién R con frontera 7: Basta elegir un vértice v € tN'R y un sentido para
recorrer ™ empezando por v, esto define un camino, que a su vez asigna una
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Figura 3.5: Un camino 7 conformado por aristas de la teselacion en el disco,
se levanta a una curva 7 en I'(F).

altura a los vértices en la frontera. Si 7 no se levanta a una curva cerrada en
I'(F), entonces R no es teselable por diamantes. Si @ C I'(F') es curva cerra-
da, comenzamos a borrar las aristas en D cuyos extremos tengan diferencia
de altura 2. Si al final de este procedimiento, no obtenemos una teselacion,
entonces R no era teselable.

3.2. Extension del Criterio de Thurston

Hemos visto que los criterios de Thurston para rombos y dominds des-
critos en el Capitulo 2 (proposiciones 2.4 y 2.9) se extienden sin problemas a
los diamantes hiperbdlicos. Sin embargo, estas generalizaciones no se limitan
sélo a este tipo de teselaciones.

Sean n, m € N. Consideremos una teselacién del disco hiperbdlico por
poligonos regulares y congruentes entre si de n lados, de tal manera que
alrededor de cada vértice hay 2m aristas Sin pérdida de generalidad, pedi-
remos que haya un vértice en 0 € D. Llamamos mariposas a las teselas
conformadas por la unién de dos poligonos de la teselacion que comparten
una arista. ;Cudndo una region es teselable por mariposas?



3.2 Extension del Criterio de Thurston 51

%

Figura 3.6: Una regién teselada por mariposas, cuando n =6 y m = 2.

Llamemos V al conjunto de vértices de la teselacion. Como alrededor
de cada vértice de la teselacién hay una cantidad par de aristas (y asi de
poligonos), siempre podemos colorear la teselacién con blanco y negro alter-
nadamente. Usando esta coloracién, construimos una gréafica I'(M) para las
teselas mariposa (con vértices en V x Z) igual que con la teselacién anterior:

Colocamos un vértice en (0,0).

De manera inductiva, si ya hemos colocado un vértice en (¢,n), para
cada vértice r € V tal que r y g estan unidos mediante una arista:

1. Si hay un poligono negro a la izquierda de la geodésica (recorrida de ¢
a 1), colocamos un vértice en (r,n+ 1) unido mediante una arista con
el vértice en (gq,n).

2. Si hay un poligono blanco a la izquierda de la geodésica (recorrida de
q a r), colocamos un vértice en (r,n — 1) unido mediante una arista
con el vértice en (g, n).

Nuevamente, I'(M) estd compuesta de hélices positivamente orientadas
sobre los poligonos negros y hélices negativamente orientadas sobre los poligonos
blancos.
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Dado un camino 7 en el disco, sin pérdida de generalidad 7 comienza en
0 € D. Entonces, podemos levantar el camino arista por arista a una curva 7
en I'(M) la cual comienza en el vértice que colocamos en (0,0). Este camino
induce a su vez una funcién altura h en los puntos v; € V N .

El criterio de Conway para estos casos, también se traduce en que, dada
una regién R teselable con frontera 7, la curva @ C I'(M) debe ser cerrada.

Mais aun, I'(M) induce naturalmente una direccién sobre las aristas que
conforman a la teselacién: Una arista recorrida de p a ¢ es recorrida en sen-
tido positivo si a la izquierda de la arista hay un poligono negro. Esto a su
vez permite establecer una “distancia” entre los vértices en V.

Definicion 3.2. Dados dos vértices u y v en una region cualquiera R, defin-
imos la distancia d(u,v) como:

d(u,v) = min{l(c) : c€ C*}

donde c es un camino formado por aristas de la teselacion que empieza en u,
termina en v y estd contenido en R, CT denota el conjunto de los caminos
formados por aristas recorridas en sentido positivo y l(c) representa el ni-
mero de aristas que conforman a c.

En otras palabras, d(u,v) es la longitud del camino més corto contenido
en R positivamente orientado que va de u a v.
Ademas, si R es conexa, siempre es posible encontrar al menos un camino
positivamente orientado de u a v, por lo que d(u,v) estd bien definida.

Podemos entonces generalizar los resultados obtenidos en el Capitulo 2:

Proposicion 3.3. Dada una region R teselable por mariposas, para cua-
lesquiera par de vértices u y v en R se tiene que h(u) — h(v) < d(v,u).

La demostracién es idéntica que en las proposiciones 2.3 y 2.8 (pédginas
36 y 44). Por un lado, se verifica por simple inspeccién que la condicién se
cumple sobre las teselas, y luego se procede por induccién sobre el niimero
de mariposas con las que se tesela R.
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Por otro lado, dada una regién R con frontera 7, tal que para cualesquiera
par de vértices u, v € m se cumple que h(u) — h(v) < d(v,u), extendemos la
funcién altura a los vértices x del interior de R como:

h(z) = Ivnel7rr1 {h(v) +d(v,z)}

También se tienen las siguientes observaciones, con demostraciéon igual
a las que se exponen en las proposiciones 2.5, 2.6 y 2.10.

Proposicién 3.4. Para cualesquiera vértices x, y € R, se tiene que h(x) —
hy) < d(y, =)

Proposicién 3.5. Sean x, y dos vértices en R adyacentes. Entonces h(y) =
h(z) +1 (mod n).

De estas proposiciones se concluye que los vértices cualquier poligono
que pertenece a R toman distintos valores médulo n. Por otro lado, si z y
y son consecutivos, d(y,z) < (n — 1) por lo que h(xz) < h(y) + (n — 1).
Andlogamente, d(z,y) < (n —1) y h(y) < h(z) + (n — 1), por lo que
h(y) — (n—1) < h(z) < h(y) + (n—1). Asi la altura entre vértices consecu-
tivos cambia en al menos 1 y a lo mas n — 1.

Hemos obtenido el teorema principal de este trabajo:

Teorema 3.6 (Criterio de Thurston generalizado). Una region R es tese-
lable si y sdélo si, para cualesquiera par de vértices u y v en la frontera de R
se cumple que h(u) — h(v) < d(v,u).

Para producir el teselado, colocamos una tesela de manera que cubra una
arista donde la altura cambia en n — 1. Como los n vértices de un poligono
toman distintos valores médulo n y la altura h incrementa al menos 1 a
lo largo de una arista, cada poligono tiene exactamente una arista donde
h cambia en n — 1: la colecciéon de mariposas distribuidas de esta manera
conforma un teselado para R.

3.3. Criterio de Conway y Coloracion

En el ya mencionado articulo de Conway y Lagarias, se prueba que el
criterio de Conway es mas fuerte que Coloracion para el problema de tesela-
ciones con bubulubus. ;Qué pasard para las teselaciones con mariposas,
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como las que acabamos de tratar?

Con anterioridad, expusimos una condiciéon equivalente al Criterio de
Conway: el levantamiento de la frontera en I'(M) debe ser una curva cerra-
da.

Proposicién 3.7. Para teselaciones del disco hiperbolico con las condi-
ciones expuestas en la Seccion 3.2, el Criterio de Conway y Coloracion son
equivalentes.

Demostracion. Sea R una regién tal que cumple Coloracion, y 7 su frontera.
Sea N el conjunto de las aristas que conforman a los poligonos negros que
contiene R, y B el conjunto de las aristas que forman parte de los poligonos
blancos contenidos en R. Como R contiene la misma cantidad de poligonos
blancos y negros, |[N| = |B|. Ademas, N N int(R) = BN int(R) por lo
que [N Nw| = |B N x|. Luego, dado un recorrido de m, @ “sube” y “baja”’
el mismo nimero de veces en I'(M), por lo que 7 es una curva cerrada, y
asi cumple con el Criterio de Conway. Por otro lado, si R cumple el Criterio
de Conway, podemos nuevamente considerar los conjuntos N y B descritos
anteriormente. Como 7 es una curva cerrada, |[N N 7| = |B N «|. Ademas,
NN int(R) = BN int(R) sigue siendo verdadera, de donde |N| = |B| y
entonces R contiene la misma cantidad de poligonos blancos que de poligonos
negros. O



Apéndice A
Notacion

A lo largo de la tesis, denotamos por 7w a los caminos en el plano, «()
representa la palabra que describe a m y T denota a la curva en la Grafica
de Cayley que determina «().



Apéndice B
Apéndice

Definicién B.1 (Gréfica de Cayley). Si G es un grupo con la representacion
G =< 91,92, s gn | W1 = W = ... = Wy, = 1 >, consideremos la grifica
dirigida cuyos vértices son los elementos del grupo: de cada v € T'(G) salen
n aristas etiquetadas con cada generador, y entran n aristas también etique-
tadas por los generadores. La arista etiquetada por g; une a v con vg;. En
caso de que el orden de los generadores sea 2, en vez de dibujar una flecha de
v avg; Yy otra de vg; a v, dibujamos una sola arista no dirigida etiquetada
por g;. Esta grdfica se extiende a un objeto bidimensional de la siguiente
manera: se cosen k discos (a los que llamamos 2-celdas) en cada vértice
v € I'(G), uno por cada relacion Wi, de tal manera que su frontera estd de-
scrita por la palabra W; usando las aristas de I'(G). Se hace una excepcion
cuando las relaciones son de la forma gi2 = 1 ya que esta relacion estd ya
incorporada al pedir que la arista no sea dirigida. Este objeto bidimensional
es la grdfica de Cayley y la denotamos por T'(G).

Nota: Normalmente a la grafica sin los discos suele ser conocida como
la grifica de Cayley, y a la extensién bidimensional se le denota por I'(G)2.
Sin embargo, a lo largo del texto, sélo manejamos al objeto bidimensional,
por lo que decidimos cambiar la notaciéon usual.
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