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Resumen

La tesis consiste en dos partes: se concentra primero en los fundamentos del
forcing, técnica utilizada para hacer pruebas de consistencia, exponiendo los
teoremas clasicos en el tema para después hacer una exposicion general de
la técnica del forcing. En la segunda parte se introducen los espacios to-
pologicos selectivamente separables y hacemos una breve exposicién de ellos
para después mostrar un par de ejemplos de la aplicacion del forcing en la
topologia haciendo un dos de pruebas de consistencia de enunciados sobre
espacios selectivamente separables.

Palabras clave:
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Abstract

The thesis consists of two parts: first focuses on the basics of forcing, tech-
nique used to make consistency proofs, giving the classical theorems on the
subject and then make an overview of the technique of forcing. In the second
part selective separable topological spaces are introduced and we make a brief
description of them and then show a pair of examples of the application of
forcing in the topology doing a two of proofs of consistency of statements on
selective separability spaces.

keywords:

Topology, Forcing, consistence, Sets, Selective separability.



Introduccion

En 1963 Cohen demuestra que la hipdtesis del continuo es independiente de
ZF, de su demostracién se extrae una técnica general y flexible para hacer
pruebas de consistencia, el forcing.

El objetivo final de la tesis es hacer pruebas de consistencia en topologia
general utilizando para ello el forcing.

En la primera parte de la tesis se da una exposicion de los resultados que
fundamentan el forcing y se hace una breve exposicion de la técnica del for-
cing el cual serd utilizado para lograr nuestro objetivo.

Posteriormente exponemos los espacios selectivamente separables que son una
clase especial de espacios topoldgicos. Una pregunta interesante que surgi6 en
esta area es saber cuando el producto de dos espacios Fréchet es selectiva-
mente separable. Un avance en este sentido ha sido demostrar que suponer
que el producto de dos espacios Fréchet y numerables es selectivamente sepa-
rable es consistente con los axiomas de ZF. Nuestro objetivo final es exponer
la demostracién de dicha afirmacion.



Capitulo

Los fundamentos del forcing

En este primer capitulo nos proponemos principalmente estudiar la teoria que
sirve de cimiento para el forcing, herramienta que utilizaremos para conseguir
dicho objetivo; no obstante, trataremos algunos temas de forma un poco mas
detallada de lo que la inica meta de fundamentar el forcing nos lo exigiria, las
razones para esto son varias, la primera y mas importante: el trabajo futuro
que pretendemos exponer en topologia requiere de ciertos teoremas que, si
solo pensamos en fundamentar el forcing, no serian necesarios; en ocasiones,
también, el motivo para exponer un poco mas de lo estrictamente necesario
puede ser agregar algo de contexto al tema en discusion o exponer cosas que
den una comprensiéon mas profunda de lo que se esta tratando.

A lo largo del capitulo enunciaremos varios de los teoremas clasicos de la
logica y teoria de conjuntos, ellos se pueden encontrar en la mayoria de los
libros de nivel medio-avanzado de las citadas areas, nosotros hemos tratado
de dar a estos resultados un orden y contexto que los dirija hacia el forcing.

Suponemos que el lector ya ha tomado al menos un curso de teoria de con-
juntos y de logica sintactica por lo que usamos libremente varios resultados y
definiciones de estas areas como lo son, por dar algunos ejemplos: los niimeros
ordinales, los cardinales, toda el algebra de conjuntos, los teoremas de induc-
cién y recursion sobre los ordinales, la definicién de lenguaje formal y teoria
formal, las tautologias, formulas universalmente verdaderas, teorema de la
deduccion y los teoremas de correctud y completitud de la 1égica matemati-
ca de primer orden. Para quién busque consultar estos temas recomendamos
( ) para lo referente a la légica y ( ),
( ) para la teorfa de conjuntos.
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Seccion 1.1

La l6gica sintdctica de la teoria de conjuntos

Un dios ha nacido. Otros mueren. La realidad:
que no ha venido ni se ha ido: un cambio de error.
Tenemos ahora otra eternidad,

y sitempre lo pasado fue mejor.
Cliega, la ciencia trabaja en el initil suelo.
Loca, la fé vive el sueno de su culto.

Un nuevo dios es una palabra -o un nuevo sonido.

No busques ni tampoco creas: todo estd oculto.

Fernando Pessoa.

Versién de Rafael Diaz Borbén.

Intuitivamente parece conveniente pensar que un conjunto es una coleccién
de objetos que tienen una propiedad en comiin, no obstante; como es bien
sabido, “definir” de esta forma el concepto de conjunto origina que éste sea
contradictorio; si, por ejemplo, permitimos que la coleccion de todos los con-
juntos sea un conjunto, estaremos cayendo en una contradiccion.

No hemos podido dar una definicién satisfactoria de conjunto pero, gracias
a la légica simbdlica, esto no significé un impedimento para fundamentar las
matematicas en los conjuntos.

Sabemos que la légica sintactica trata de mera manipulacion de simbolos
que carecen de todo significado mediante la aplicaciéon de reglas de inferencia
bien definidas y fijas de antemano; sus férmulas, totalmente carentes de con-
tenido, nada dicen. Y es esto precisamente de lo que nos vamos a valer para
poder trabajar con conjuntos: al dar una teoria formal de conjuntos en la
l6gica matematica de primer orden no nos tenemos que preocupar por decir
qué es un conjunto, pues podemos pensar como conjunto simplemente a una
variable del lenguaje de la teoria de conjuntos.

Asumimos que, de hecho, el lector ha estudiado ya lo que se deberia tratar
en esta seccion. Asi, en lugar de dedicarnos a dar definiciones con todo rigor
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y demostrar los teoremas necesarios, nos dedicaremos tnicamente a quedar
de acuerdo en notacion y aclarar algunos puntos conceptuales que podrian
crear confusiéon mas adelante en el desarrollo de este trabajo.

1.1.1 La teoria de conjuntos y su lenguaje

Para la demostracion de algin teorema que se presenta mas adelante seréd ne-
cesario tener claro cuales son los axiomas del calculo de predicados con los
que estamos trabajando. Como se sabe existen varias axiomatizaciones que
se pueden dar para un calculo de predicados de la logica de primer orden, lo
importante es que éste resulte correcto y completo con lo cual sera equivalen-
te a cualquier otro calculo que también satisfaga los teorema de completitud
y correctud . Nosotros optamos por usar la axiomatizaciéon expuesta en el
libro de Elliott Mendelson ( ).

Definicion 1.1.1 Para a, § y v férmulas bien formadas, los axiomas del
calculo de predicados son:

Al a— (6 — a);
A2 (a— (B —7)) = ((a=B) = (a—=1));
A3 (=f = —a) = ((=f = a) = B);
A4 Yz; a(z;) — a(t) donde t es un termino libre para x; en «;
A5 Yx; (0 > ) — (a — Yx; ) Si « no contiene ocurrencias libres de z;.
Ademas trabajaremos con las reglas de inferencia:
» Modus ponenes (MP)
a—f

(67

B

» Regla de generalizacion (GEN).

g
Va8
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Los axiomas Al, A2 y A3 junto con la regla de inferencia M P forman una
teoria correcta y completa del cdlculo proposicional, en consecuencia todas
las tautologias son deducibles en nuestro sistema. De igual forma, con los
axiomas del Al al A5, es posible probar como regla derivada, entre muchas
mas, el teorema de la deduccion.

Recordemos que el lenguaje formal de la teoria de conjuntos, ZF, es un
lenguaje de la légica de predicados de primer orden cuyo tipo contiene tini-
camente un simbolo predicativo binario denotado por €. Denotaremos por
%, a este lenguaje formal.

Al ser la logica de predicados de primer orden el instrumento con el cual se
formaliza la matematica resulta importante que ésta no esté fundamentada
o definida dentro de alguna teoria matematica; asi pues, la logica con la que
trabajamos y, por tanto, el lenguaje .7, son algo que existe fuera de toda
teorfa matematica. De esta forma podemos definir ZF sobre %, y al traba-
jar en ZF los resultados obtenidos estaran avalados por todo el rigor de la
logica simbdlica.

Sin embargo, nuestro proposito no es sélo poder trabajar dentro de la teoria
de conjuntos, sino que también pretendemos estudiar la teoria de conjuntos
en si, y lo queremos hacer con rigor matematico. ;Cémo hacer esto? ; Coémo
hablar, por ejemplo, del axioma del conjunto potencia dentro de ZF' si ZF
habla de conjuntos y no de férmulas? Por el contrario: son la férmulas el
instrumento que utiliza la teoria de conjuntos para hablar. Resulta evidente
que se tiene que hacer algo méas para poder probar teoremas sobre la teoria
de conjuntos dentro de la misma teoria de conjuntos.

Una forma de evadir este inconveniente es “emular” la teoria de conjuntos
dentro de la teoria de conjuntos, los detalles de como se hace esto seran omi-
tidos pues no es el exponerlos el proposito de esta tesis, a grandes rasgos lo
que se hace es: Una vez sentadas la bases de una teoria de conjuntos dentro de
la l6gica simbdlica metamatematica procedemos a definir la légica simbdlica
dentro de ZF'. En este contexto el lenguaje formal de la teoria de conjuntos
es, pues, una quintupla ordenada £y = (—,—,V,z,€) donde —, —,V, € son
conjuntos cualesquiera pero distintos dos a dos y x = {x,, : n € w} es una
sucesion de conjuntos distintos dos a dos en la que no aparece ninguno de
los conjuntos que fueron asignados a los simbolos —, —,V, €. Con un poco de
trabajo se puede definir las formulas bien formadas de la teoria de conjuntos
como sucesiones finitas de simbolos de su lenguaje, asi las formulas serdn
también conjuntos.
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Ahora debemos tener cuidado de qué se debe entender por una férmula ¢
de el lenguaje de la teoria de conjuntos, pues podemos estar hablando de
la féormula, ¢, metamatematica o de la misma férmula, en el sentido que es
la misma sucesién de simbolos, pero la que si es un conjunto y, por tanto,
un objeto matemdtico. Para evitar esta confusion representaremos por '¢' a
la representacién matematica de la formula metamatematica . Del mismo
modo, si I' es una coleccién de férmulas de %, representaremos por T al
conjunto de férmulas de la forma "' tales que ¢ estd en I'; en particular
'Z F" representard a la teoria de conjuntos que es un objeto matemético den-
tro de ZF.

Es claro que, cuando estemos trabajando totalmente dentro de la teoria de
conjuntos y ésta no es en si el objeto de nuestro estudio, resulta irrelevante
si se estd trabajando en ZF o en "ZF", pues todo lo que se pueda hacer en
una se puede hacer de igual manera en la otra. Luego, distinguir entre ambas
formas de pensar a la teoria de conjuntos, cuando no se esta estudiando a la
teoria de conjuntos en si, resulta ser una complicacion sin sentido. Por esta
razén, cuando el contexto lo permita, trabajaremos simplemente en ZF' sin
preocuparnos de mas.

1.1.2 Clases propias en ZF

Al trabajar dentro ZF (y con un poco de fe) nos libramos de las contra-
dicciones intrinsecas al concepto intuitivo de conjunto. Ahora los conjuntos
son las variables de el lenguaje de ZF'. No obstante, hay ciertas colecciones
de objetos a las que resultaria 1til poder tratar como si fueran conjuntos y
no lo son. Un ejemplo de esto es la “coleccion” de todos los nimeros ordinales.

Maés en general, dada una formula ¢(z) del lenguaje de la teoria de conjuntos
que tiene a x por variable libre nos gustaria poder trabajar con la coleccion
de todos los conjuntos que satisfacen la férmula ¢(x). Por demds estd decir
que esta coleccién no siempre resulta ser un conjunto.

Todo lo anteriormente mencionado motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.1.2 Dada una férmula bien formada del lenguaje de la teoria
de conjuntos llamaremos clase propia a la coleccion metamatematica de to-
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dos los conjuntos que satisfacen ¢. Abusando de la notaciéon conjuntista,
denotaremos tal coleccién por {z : ¢(x)}.

Noétese que z € {x : p(z)} no es mas que una forma de abreviar ¢(z) con la
cual si podemos trabajar formalmente. Asi pues, trabajar con clases propias
no es mas que abreviar formulas de la teoria de conjuntos con lo cual, en
ultima instancia, obtendremos deducciones perfectamente validas dentro de
Z F al usar las clases propias de forma adecuada.

Otro punto importante es que las colecciones metamatematicas de la que
pretendemos hablar con las clases propias, en general, escapan a nuestra in-
tuicion, y son cosas a las que, como una totalidad, ni siquiera podemos dar
sentido. Por esto hay que tener claro que el verdadero valor tedrico del con-
cepto de clase propia se encuentra a nivel puramente sintactico.

Una de las clases propias que mas utilizaremos y resulta por de mas intere-
sante estudiar es la clase de todos los conjuntos la cual denotaremos por V;
en éste caso V = {z : x = x}. También utilizaremos la clase R de los con-
juntos regulares; aqui R = {x : = ¢ z}. Finalmente, como ya se menciond,
trabajaremos con la clase de todos los niimero ordinales, la cual denotamos

por ON.

Diremos que X es una clase si X es, o bien una clase propia o bien un
conjunto.

10



1.2. Los teoremas de Godel y la consistencia de ZF

Seccion 1.2

Sobre la teoria de conjuntos y su consistencia

Después de llevarlo todo a la mds idilica existencia, de re-
pente llegaron los matemdticos, esos que siempre andan hozan-
do mds adentro, y cayeron en cuenta de que en la base de to-
do el asunto debia haber algo que mo encajaba de ninguna ma-
nera; de hecho, miraron debajo y encontraron que todo el edifi-
cio estaba en el aire. Pero las maquinas corren. A ese respec-
to, hay que suponer que nuestra existencia es un palido duen-
de, la vivimos, pero, propiamente hablando, sélo sobre la base
de un error sin el que no habria surgido. Hoy, no hay posibili-
dad de otro sentimiento tan fantdstico como el del matemdtico.

Robert Musil,

Ensayos y conferencias.

Si bien ya se usaba en cierta forma el concepto de conjunto en las matemati-
cas, no es sino hasta Cantor cuando éste toma un caracter central. Sin embar-
go, con Cantor, conjunto ain es algo poco claro y depende en gran medida
de la intuicién del matematico, prueba de ello es la siguiente cita tomada
del trabajo titulado “Contribuciones a la fundamentacién de la teoria de los
conjuntos transfinitos”

Entendemos por ‘conjunto’ cualquier reunién en un todo M de
determinados objetos bien distinguidos m de nuestra intuicion o
nuestro pensamiento (llamados elementos de M). - G. Cantor.

Poco después llega Hilbert; él propone abstraer, o mejor dicho: mecanizar,
el concepto de conjunto, tan ampliamente estudiado por Cantor, en la 16gi-
ca simbdlica para no tener que renunciar a él. Su pensamiento cambia de
forma definitiva la matemaética y en poco tiempo parece que su objetivo de
una matematica formal completa y mecénica tendria éxito. El mismo Godel
demuestra, en su tesis doctoral, la completud semantica del calculo de pre-
dicados lo cual le da un nuevo brillo y refuerza las esperanzas de Hilbert y
su escuela.

11
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Sin embargo, al poco tiempo, Godel descubre sus famosos teoremas de in-
completud y queda asi establecido: Si la aritmética de Peano es consistente
existe un enunciado verdadera de la aritmética que no es demostrable, ni él
ni su negacion, en la teoria. Esto pone tacitamente fuera de nuestro alcance
la tan ansiada meta de Hilbert, pues este resultado se puede generalizar a
teorias recursivas capaces de hablar de la aritmética lo cual nos permite decir:

Teorema 1.2.1

En caso de ser ZF' consistente existen enunciados de su lenguaje que son
independientes de ella, es decir, existe ¢ enunciado de ZF tal que ZF ¥ ¢y
ZF ¥ —p.

Lejos de ser, estos enunciados, rebuscados ejemplos de los logicos por los
cuales los matematicos no se tengan que preocupar, varios de ellos han surgido
en matematicas de forma natural y su estudio a resultado fundamental para
el desarrollo de la matematica moderna, por citar un par de ejemplos, de
entre los muchos que hay, podemos mencionar a CH y AC. Mas aun, a
partir del segundo teorema de incompletud de Godel se puede deducir que,
en ZF', el enunciado que dice: ZF es consistente, resulta ser un ejemplo de
enunciado independiente, es decir:

Teorema 1.2.2
Si ZF es consistente, ésta no podria probar su propia consistencia.

Asi queda dicho de forma definitiva, la teoria de conjuntos, y por tanto to-
da la matematica que se fundamente en ella, no es capaz de demostrar su
consistencia, a menos, claro, que ésta no sea consistente. Godel fue ese que
hozé mas adentro y vio que, efectivamente, el edificio esta en el aire; pero no
es menos cierto, ain asi las maquinas corren.

El legado de Godel cambiaria de forma definitiva la matemética en todos
los sentidos; de todas sus consecuencias tal vez lo que mas resalta es poner
fin a la posibilidad de una matemaética, fundamentada en la logica, que sea
completa; pero no todo es oscuridad, pues también abre la puerta a la imagi-
nacion del matematico permitiendo crear diversas teorias matematicas cada
cual con sus propias consecuencias; le da un lugar distinguido a la intuicién
que nos ayudara a decidir si aceptamos o no cierta afirmacién como verda-
dera y todas las consecuencias que esto conlleva; inyecta a las matematicas
un poco de controversia y nosotros podemos disfrutar de toda la pasiéon que
esto genera.

Después de todo, Hilbert lo logré: hoy podemos trabajar con conjuntos mas

12
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alla de toda ambigiiedad, y aun lo podemos citar fuerte y claro:

Nadie podra expulsarnos del paraiso que Cantor cred para noso-
tros. - D. Hilbert.

Seccion 1.3

El colapso de Mostowsk:

Yo acumulo nimeros inmensos,
montanas de millones,
pongo tiempo sobre tiempo y mundo sobre mundo en montones,
y cuando desde la espantosa altura
con el vértigo vuelvo a mirara hacia ti,
todo poderio del nimero, aumentado miles de veces,
todavia no es ni una parte tuya.
Yo lo aparto, y tu estas todo ante mi.

Albrecht Von Halle.

Nota: Durante toda la seccion utilizaremos tinicamente relaciones binarias,
por lo que al trabajar con una relaciéon R sobre alguna clase A, se sobre
entiende que R es una relacion binaria.

Definicion 1.3.1 Sea R una relacion sobre una clase A. Un elemento
xg € A es R-minimal si y so6lo si

=3y (y € A A yRxo).

R es bien fundada en A si para todo X < A no vacio existe un yg € X que
es R-minimal en X.

Notemos que si una relaciéon R sobre una clase A es bien fundada, entonces
no puede ser reflexiva; esto ya que, si existe o € A tal que xoRxg, enton-
ces {rp} no tiene elemento minimal. Ademdas se debe cumplir que —3z,y €
A (xRy A yRx), en caso contrario {x,y} no tendria elemento minimal. Este
ultimo hecho se puede generalizar para ver que no existen cadenas de la for-
ma xRz R ... Rx,Rx.

13
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Recordemos que el azioma de buena fundacion es la afirmacion:

Ve(r # ¢ —Jyex (xny= 7).

Este es, probablemente, el axioma mas técnico de la teoria de conjuntos y
postula que ciertos conjuntos no existen; por ejemplo, un conjunto X tal que
X € X no puede existir, pues de hacerlo el conjunto {X} violaria el axioma
de fundacién. De forma similar se puede demostrar que cadenas de la forma
Xp e X; €€ X, no pueden existir.

Si bien la mayoria de la matematica se puede desarrollar sin el axioma de
fundacion, en la teoria de conjuntos y especificamente para el desarrollo del
forcing, este axioma resulta de importancia central.

Es facil adivinar que el axioma de fundacién y el concepto de relaciones bien
fundadas estdn intimamente relacionados, tal y como se ve en el siguiente
teorema.

Teorema 1.3.1
El axioma de buena fundacién es equivalente a que la relacién de pertenencia,
€, sea bien fundad.

Demostracion. =] Supongamos que se satisface el axioma de fundacién. En-
tonces, dado un conjunto, basta tomar el testigo que nos ofrece el axioma de
fundacion y éste sera un e-minimal.

<] Sea X un conjunto y supongamos que € estd bien fundada sobre X,
entonces elijamos yy e-minimal en X y asi yp n X # ¢. 0

Definicion 1.3.2 Sea R una relacién sobre una clase A. si y € A sea
predg(y) = {x : xRy}. Decimos que R es set-like sobre A si predg(z) es un
conjunto para cada x € A.

Por supuesto, la anterior definicion es, en realidad, un esquema de definicién
dado a nivel metatedrico, recordemos que ésta es la tinica forma de trabajar
con clases propias. También es obvio que si A es un conjunto, entonces R es
trivialmente set-like. Si A = Vy R = €, entonces predgr(z) = z; se hace
evidente que € es set-like en V.

Definicion 1.3.3 Sea R una relacion set-like y bien fundada sobre una
clase A. Definimos la funcién colapsante de Mostowski, M} : A — V| por:

Mi(z) = {MZ(y) :y € A A yRa}.
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1.3. El colapso de Mostowski

Como es costumbre, cuando el contexto no se preste a confusién, omitiremos
el subindice y/o supraindice en la notacién de la funcién M¥%. Al rango de
M#% 1o denotaremos por .Z 1t y lo llamaremos colapso de Mostowski; cuando
sea posible, haremos el mismo abuso de notacién que con M%.

Proposicion 1.3.1
Si R es una relacién set-like y bien fundada sobre una clase A, entonces .
es transitiva y bien fundada, ademas:

Yoy e A (zRy — ME(z) e ME(y)). (1.1)

Demostracién. El que se cumpla 1.1 es inmediato de la definicién de M.
Para probar la transitividad, elijamos yy € zy € .ZL. Por definicién debe
existir ag € A de modo que zy = M¥%(ag) y debe existir by € A, con byRay,
tal que yo = M%(by). De aqui es inmediato que y, € 4L

Finalmente, para probar que .#Z% es bien fundada. Sea X < .#% con X
no vacfo. Como (M%)71[X] es una clase no vacfa de A, ésta debe tener un
elemento minimal, sea z, tal elemento. Afirmamos que M%(z,) es un minimal
de X; para probarlo veamos que X n M%(zo) es vacio. En efecto, si existe
Yo € ML (zo) n X, entonces debe existir ag € A tal que agRxo y M (ag) = yo;
entonces ag € (M%) X], lo cual contradice la minimalidad de . O

Nosotros estamos interesado especialmente que los casos cuando la funcién
colapsante M es biyectiva. Para poder determinar cuando ocurre esto hace
falta una definicion mas.

Definicion 1.3.4 Una relacion R es extensional sobre una clase A si:
Vey e A (Va € A(aRx < aRy) — x = y).

Notese que esta definicion es una generalizacion de el axioma de extensiona-
lidad a relaciones arbitrarias.

Proposicion 1.3.2
Sea R una relaciéon extensional, bien fundada y que es set-like sobre una clase
A. Entonces MY : A — 41 es biyectiva y ademds:

Vr,ye A (xRy — M5 (z) e ME(y)). (1.2)

Demostracion. Supongamos que ML no es inyectiva y consideremos el si-
guiente conjunto:

X={zeA:Vye A (v#ynrMiz)=My)}
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Capitulo 1. Los fundamentos del forcing

Sea xg un elemento minimal de X. Entonces existe yo € A tal que xy # o
y ME(xq) = M%(yy). Ahora, usando que R es extensional, podemos tomar
z € A tal que:

(zRxo A —zRy) v (2Ryo A —zRxy).

Analicemos ambos casos.

Si 2Rxy A —2Ryy, entonces M5(2) € M%(xq) = ME(yo), luego, por defini-
cion de M%(yo), debemos tener que, para cierto a € A, M¥(z) = M¥%(a).
Ademas, ya que —zRyp, tenemos a # z, es decir, z € X y zRxg, lo cual es
una contradiccion.

Si zRyo A —zRxg, entonces M5 (2) € M%(yy) = ME(x), por tanto ME(z) =
MP%(w), para algiin w € A tal que wRz, ademas w # z; de lo cual se sigue
que w € X, contradiciendo la minimalidad de zy. Con esto queda probada la
biyectividad.

Finalmente, para ver que 1.2 se satisface notemos que, si M5 (x¢) € M%E(yo),
entonces tenemos que M%(xg) = M%(u), para algtin u € A, con uRy. Como
M?% es biyectiva se debe tener zy = u, luego uRy. O

Finalmente podemos enunciar el teorema que motiva la presente seccion.

Teorema 1.3.2
Si R es una relacién bien fundada, extensional, y set-like sobre una clase A,
existe una clase transitiva B y una funcion M : A — B biyectiva tal que:

Vo,ye A (xRy « M(z) € M(y)).

El teorema ya ha sido demostrado con las proposiciones previas; notemos
que el teorema lo que hace es un morfismo entre la clase A y otra clase que
es transitiva. Nosotros utilizaremos esto para poder obtener ciertos modelos
transitivos que nos seran de gran utilidad.
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1.4. Modelos y la teoria de conjuntos

Seccion 1.4

Modelos y la teoria de conjuntos

Hay periodos en los que el hombre racional y el hombre intui-
tivo caminan juntos; el uno angustiado ante la intuicion, el otro
mofdndose de la abstraccion; es tan irracional el ultimo como poco
artistico el primero. Ambos ansian dominar la vida: éste sabien-
do afrontar las necesidades mds imperiosas mediante prevencion,
prudencia y reqularidad; aquel sin ver, como “héroe desbordante
de alegria”, esas necesidades y tomando como real solamente la
vida disfrazada de apariencia y belleza.

F. Nietzsche.

Si bien es necesario hacer algo de légica simbdlica de forma metamatematica,
la l6gica no podra desplegar su verdadero poder hasta ser fundamentada en
las matematicas, esto se debe principalmente al concepto de modelo.

En principio, la funcién de los modelos es dar semantica a la teoria, es de-
cir, interpretar sus simbolos; por ejemplo: cuando pensamos en la férmula
Vady (x < y) ésta, por si sola, es una secuencia de simbolos que nada dicen;
ahora, si pensamos a x y y como numeros naturales, la féormula adquiere
significado, nos esta diciendo que para cada nimero natural z que elijamos
ha de existir otro niimero natural y que es estrictamente més grande que él;
lo cual, sabemos, es cierto. En este caso dirifamos que los niimeros naturales
son un modelo para la férmula Va3Jy (z < y).

Ahora nos proponemos dar modelos para la teoria de conjuntos lo cual pa-
reciera implicar que vamos a dar un significado a las variables de la teoria
de conjuntos, es decir, vamos a decir que debemos entender por un conjun-
to, jes esto posible? Cuando decimos que vamos a interpretar las variables
de la aritmética de Peano como ntiimeros naturales todos entendemos exac-
tamente lo mismo, y es que los niimeros naturales son algo completamente
determinado en la metatedria: a pesar de no poder decir que es el numero 3
todos pensamos en lo mismo al hablar de él, las verdades aritmética que se
refieran a él seran las mismas sin importar quien las esté enunciando. Con
los conjuntos no ocurre lo mismo: si bien podemos encontrar colecciones que
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Capitulo 1. Los fundamentos del forcing

mas alla de toda duda deberian ser conjuntos; los nimeros naturales, por
ejemplo; también es posible hablar de colecciones que, depende a quién pre-
guntemos, segun la intuicion, tales colecciones deberian ser conjuntos, pero
considerarlos como tales nos da como resultado una teoria contradictoria; el
conjunto de todos los conjuntos, por ejemplo.

Lo que haremos, en cierta forma, es usar la misma teoria para dar semantica
a la teoria, de forma que, en tltima instancia, todo se puede reducir a la
sintaxis, y ain asi podremos pensar que hemos dado semantica a la teoria de
forma satisfactoria. Aunque por momentos esto pueda parecer muy artificio-
so, también es bastante sorprendente e ingenioso; en cierto sentido, vamos a
dar una respuesta, satisfactoria para la mayoria de los fines practicos, a una
pregunta que de antemano sabemos no tiene respuesta.

A continuacién diremos formalmente lo que debemos entender por modelo
para segmento finito de "ZF"' y daremos algunos ejemplos, la razén para
trabajar con segmentos finitos de "ZF" y no con "ZF" es que encontrar un
modelo para una teoria es equivalente a probar la consistencia de la teoria,
luego, los teoremas de incompletud nos dicen que no deberiamos desgastarnos
mucho buscando que ZF demuestre tener modelos para "ZF".

1.4.1 Modelos para segmentos de "ZF"

Entenderemos por segmento de "ZF" a una teoria formal con el mismo len-
guaje que la teoria de conjuntos y cuyos axiomas estan contenidos propia-
mente en el conjunto de axiomas de 'ZF".

Definicion 1.4.1 Un modelo estandar para el lenguaje ., de la teoria de
conjuntos, "ZF", es una dupla M = (A, R) donde A es un conjunto y R = A?
es una relacién binaria de modo tal que x € y si y sélo si (z,y) € R; es
decir, R =€, ,. Al conjunto A se le llama universo de discurso (o simplemente
universo) del modelo M. Como es costumbre, abusando de la notaciéon cuando
esto no cause confusién, utilizaremos la misma letra para representar a el
modelo y a su universo.

El siguiente paso es decir cuando un modelo satisface una férmula. Para
poder hacerlo necesitamos, antes, la siguiente definicién.

Definicion 1.4.2 Sea M = (A,€;,) un modelo de .Z; y sea vary = {z, :
n € w} el conjunto de variables de .£. Una valoracién para M es una funcién
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1.4. Modelos y la teoria de conjuntos

s wvary — A.

Asi, pues, una valoracién es simplemente una funciéon que asigna a cada va-
riable del lenguaje £, un conjunto. Como ya se dijo, los modelos pretenden
dar un significado la sintaxis de la teoria, ahora en vez de pensar sélo en
una variable de la teoria formal podemos pensar en el conjunto que le fue
asignado a tal variable; no podemos, sin embargo, pasar por alto que estamos
usando ZF para darle seméntica a "ZF" sin haber antes dado un significado
(dotado de semdntica) a las variables de ZF'. Esto se hard atin més evidente
cuando estudiemos el concepto de relativizacién. Algo similar se hizo al darle
significado al simbolo € en la definicién 1.4.1

Ya estamos en condiciones de definir la nocion de verdad.

Definicion 1.4.3 (de verdad de Tarski) Consideremos un modelo M =
(A, €;,) para el lenguaje ., una valoracién s para M y tomemos dos con-
juntos cuales quiera V' y F' que no aparezcan en A. Entonces definimos re-
cursivamente la funcién wvaly,;, cuyo dominio son las férmulas de ., y toma
valores en el conjunto {V, F'}, de la siguiente forma:

w valy(z €, y)[s] =V siy sélosi s(z) € s(y);
w valy (—p)[s] =V siy sélo si valy(p)[s] = F;
w valy(p — V)[s] = F siy sélo sivaly(p)[s] = F y valy (¥)[s] = V;

» valy (Vo p)[s] = V siy sélo si valy(p)(a)[s(z/a)] = V para toda
a € A; donde s(z/a) es la funcién que toma los mismo valores que s
excepto en x donde toma el valor a.

Diremos que el modelo M satisface la férmula ¢ segin la interpretaciéon s
cuando valy () = V. Cuando M satisface una férmula sin importar cual sea
la valoracién decimos que la féormula es verdadera segin M.

Sélo para ser congruentes con la notacién usual, se da la siguiente definicion.

Definicion 1.4.4 Si M es un modelo de algin segmento de "ZF" y ¢ una
férmula de %, escribiremos M F ¢[s] si M satisface ¢ segin s y entendere-
mos por M E ¢ que ¢ es verdadera segiin M. Finalmente, para [' un conjunto
de enunciados de %}, escribiremos M F I' si M hace verdadera a cada ~y en

r.

La definicion de val,;, como ya se dijo, estd justificada por el teorema de re-
cursién, en este caso se aplica sobre la relacién R definida por (g, s)R(¢1, $)
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si y sélo si ¢ es una subférmula propia de ;. Para poder aplicar el teorema
de recursién es necesario que R sea bien fundada y set-like; es evidente que
R es bien fundada. Para que R sea set-like es necesario que las formulas y las
asignaciones sean conjuntos, sabemos que las féormulas bien formadas siem-
pre resultan ser conjuntos, luego basta ver bajo qué condiciones la asignacion
seran un conjunto para saber bajo qué condiciones R es set-like; por la propia
definicién de funcion, la asignacién serd un conjunto cuando el universo de
discurso del modelo, el cual es el dominio de la asignacién, sea un conjunto.
Esto nos deja claro que no es posible considerar clases propias como mode-
los con la definicién anterior pues en ese caso ésta careceria de sentido. En
resumen: si N es una clase propia entonces N F ¢ no tiene sentido pues la
funcién F no esta definida.

Basta revisar el punto dos de la definicion de verdad de Tarski para ver que
de ella se sigue de forma inmediata el siguiente resultado.

Teorema 1.4.1
Sea I' ¢ "ZF", si bzrp AM (M E T') y ZF es consistente, entonces I' es
consistente.

El reciproco del teorema anterior también se cumple aunque demostrarlo
requiere algo més de trabajo. Su demostracion puede ser encontrada en cual-
quier libro de teoria de modelos.

Ya que tenemos la definicion de modelo para segmento de "ZF" seria con-
veniente contar con algunos ejemplos de modelos. Para esto presentamos la
conocida jerarquia de von Neumann. Esta se construye por recursiéon sobre
los ordinales. En realidad parece ser el camino maés natural para armarnos
de un buen arsenal de conjuntos usando solo los axiomas que tenemos a dis-
posicién: partimos del conjunto vacio y avanzamos utilizando el axioma del
conjunto potencia. Los detalles se dan a continuacién.

Definicion 1.4.5 Definimos los conjuntos V,,, mediante recursién sobre la
clase de los niimero ordinales, como sigue

w Vo1 = P2(V,), si a es sucesor;
= V) =Ugaey Va, si 7y es limite.
Consideremos ahora a:
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1.4. Modelos y la teoria de conjuntos

V=Uv7

vyeON

Se puede demostrar que: si x es un conjunto, entonces existe a € ON tal
que =z € V,. Asi V es precisamente la clase propia que habiamos definido
mediante la formula x = z, es decir, V = V.

En la seccion 1,4,4 veremos que, para cada conjunto finito, I', de axiomas de
"ZF" existe un cardinal v de modo tal que V, E T

Pasemos a dar algunos ejemplos mds de modelos para segmentos de "ZF",
para poder hacerlo es necesario dar algunas definiciones.

Definicion 1.4.6 Para cada conjunto z, por recursion sobre la clase de los
ordinales, definimos la funcién ct(x) de la siguiente manera:

v cto(x) = x;
s Vnew (et () = Uyear, (o) ¥):

v ct(z) = U, ctn(2).

cl(x) se conoce como la clausura transitiva de x, en siguiente teorema hard mas
evidente a que se debe tal nombre.

Teorema 1.4.2
Si z es un conjunto se tiene.

1. x € ct(x);

2. ct(x) es un conjunto transitivo.

3. Siz €T y T es una clase transitiva, entonces ct(x) < T}

4. ct(zr) = 2 v e, ct(y);

5. x es transitivo si y sélo si z = ct(z).
No presentamos una demostracion del teorema anterior pues ésta es comple-
tamente técnica por lo que no aporta mucho mas.
Definicion 1.4.7 Sean 7 un cardinal. Se define H, como:

H, = {o s |et(x)] <},
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A H., se le conoce como la familia de los conjuntos hereditariamente menores
que 7, aunque no lo sea del todo evidente a partir de la definicién, los H,
son conjuntos y no clases propias, de hecho se cumple que H, < V, para
cada o y para a = N la igualdad se da. Nosotros nos interesamos en los H,
principalmente gracias al siguiente teorema.

Teorema 1.4.3
Sea # un cardinal regular no numerable, entonces Hy es un modelo para "ZF"
menos el axioma del conjunto potencia.

1.4.2 Submodelos elementales

Los submodelos elementales constituyen una de las herramientas mas pode-
rosas que la teoria de modelos aporta. Basta dar una hojeada a las revistas
de topologia de los iltimos anos para entender la importancia que éstos estan
tomado en el desarrollo de la topologia de conjuntos. Durante el resto la tesis
los submodelos elementales jugaran un papel protagénico en varias ocasiones
y tendremos asi oportunidad de mostrar algunos ejemplos de su uso en la
topologia y en la teoria de conjuntos.

Definicion 1.4.8 Sean &7 = (A,e;,)y % = (U,€;,) dos modelos de .%;
de modo tal que A < U. Diremos que &/ es un submodelo elemental de %, y
lo denotaremos por &7 < %, si para toda férmula (v, ...v,) de £, y para
cada sucesion finita ag, aq, ... a, de elementos en A se cumple que

o E p[mg,...my,] sty sélo si B E ¢[mo,...my,]

Como ya se habia dicho, en esté tesis estamos interesados en los submodelos
elementales principalmente por sus aplicaciones a la topologia. Ya que no es
posible encontrar un modelo para "ZF"' en ZF debemos optar por trabajar
con un modelo de una parte “suficientemente rica” de "ZF"'; es decir, elegir
un modelo para un segmento de "ZF" que contenga todos los axiomas que
necesitemos. Cuando uno esta trabajando en un problema determinado en
topologia, en general, es posible encontrar un cardinal § de modo que todos
los conjuntos a utilizar en el estudio de tal problema se encuentren ya en Hy,
esto resulta de gran utilidad, pues en este caso no resulta relevante que Hy
no modele el axioma del conjunto potencia y, como ya sabemos, Hy modela
el resto de los axiomas de ZF'. Es por este motivo que nos encontramos par-
ticularmente interesados en los submodelos elementales de Hy para alguna 6
suficientemente grande.
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Pacemos ahora a estudiar algunas de las propiedades mas relevantes de los
submodelos elementales. Primero notemos que si M < Hy y un conjunto X es
definible en Hy a partir sélo de parametros que estan en M, entonces X € M.

A continuacién daremos un criterio que en la practica resulta muy util pa-
ra distinguir submodelos elementales, su importancia radica en que reduce
el probar que un modelo es submodelo elemental de otro a encontrar sélo
un testigo adecuado para cada féormula existencial, reduciendo asi en gran
medida el trabajo que se debe realizar.

Teorema 1.4.4 (Criterio de Tarski-Vaught)
Sean M y N modelos para .Z, con N < M. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

1. N<M

2. Para cada férmula de % que es de la forma Jx1) cuyas variables libres
se encuentran entre g, r1, ..., xs, para cada [ < s, y para cualesquiera
parametros n,, N, ... MN_1,N411,...,Ns € N, si

M E Jz[ng,na, .oy my—1, g1y -, D)
entonces existe n € N tal que

ME d}[no;nlv sy M1, Ty g1y - 7”8]-

Demostracion. 1 = 2] Esta parte se sigue facilmente de la definicién de
submodelo elemental. Supongamos que N < M y que

M E Jz[ng,na, .o ym—1, g1y -, N
entonces, por elementaridad tendremos que

N E 3xp[ng, ny, ..o yn_1, g1, - -, N
Por tanto, debe existir n € N de modo tal que

N E ¢Y[ne,ny, ... n—1,n,051, . .., N

Y, finalmente, usando nuevamente que N es submodelo elemental de M ob-
tenemos el resultado buscado.

2 = 1] Ahora supongamos que: M y N son modelos para %, con N € M y 9
es una férmula de .Z; cuyas variables libres se encuentran entre g, x1, .. ., T;
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definamos, ademas, a v, como la afirmacién:
“Para todo (ng,...,ns) € N°, N E[ng,...,ng|siysélosi M E [ng,...,n]".

Probaremos por induccién sobre la complejidad de ¢ que vy, se cumple para
cada 1 féormula de .Z;. Si ¢ es atémica entonces es de la forma = € y y
sabemos que €, <€}, lo cual hace evidente que vy se verifica. Si vy, y v, se
se cumplen, entonces v—, y vy, se siguen de forma inmediata debido a la
definicién de F. Por tltimo supongamos que ¥ es de la forma Jzp y v, se
cumple.

Primero supongamos que

N EJzp[ng, ..., m_1, M1, ..., N
Entonces, para alguna n € N se tiene

NE o[ng,...,m—1,0,M41, ..., N
y, por hipétesis de inducciéon, tendremos que

M E ¢[ng,...,n_1,1,n0141, ..., Ng]

pero, entonces
M E Jzp[ng, ... ,n_1, 41, .-, N

Si, por el contrario, partimos de
M E Jzp[ng, ... ,n—1, 41, -, N
entonces, por (2), tendremos que existe n € N tal que
NE ¢[ng,...,n_1,n,n41, .., ng|
y, por hipotesis de induccion
ME ¢[ng,...,n_1,1,n0141, ..., Ng]
sblo resta usar la definicién de E para poder concluir que
M E Jzp[ng, ... ,n_1, 41, .-, N
0

Algo que muchas veces resulta de fundamental importancia a la hora de
usar los submodelos elementales es poder controlar su cardinalidad. Esto lo
podemos hacer gracias a uno de los teoremas clasicos de la teoria de modelos,
el que presentamos en seguida es un caso particular de éste, considerando sélo
modelos estandar para segmentos de "ZF".
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Teorema 1.4.5 (Lowenheim-Skolem)
Sean M modelo para algin segmento de "ZF" y tomemos X < M un conjunto
arbitrario, entonces existe N < M tal que X € N y ademds |N| = | X | + Ro.

Nos abstendremos de dar una prueba para el teorema de Lowenheim-Skolem
pues hacerlo requiere entrar en tecnicismos de la teoria de modelos que van
mas alla de los propésitos de esta tesis. El lector interesado en la demostra-
cion la podra encontrar en cualquier libro de teoria de modelos respetable.
Pasemos a dar una definiciéon mas.

Definicion 1.4.9 Sea « un ordinal. Una cadena elemental de longitud «
es una familia de modelos para un mismo segmento de "ZF", {Mjz: f < a},
tal que Mg < M., siempre que § < v < a.

Las cadenas elementales resultan importantes debido a su buen comporta-
miento respecto a la unién tal como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.6 (de la cadena elemental)
Supongamos que {Mp : 8 < a} es una cadena elemental. Entonces (J,_,, Mp
es un modelo de % y

M, < U Mjy para cada v < a. (1.3)

B<a

Corolario 1.4.1

Sea {M,, : v < a} una cadena bajo la inclusién de submodelos elementales de
Hy, para algtn cardinal regular ¢; es decir, 8 < v < o implica que Mg < M,
y Mg < Hy. Entonces {M, : v < a} es una cadena elemental y

|J M, < H,.

y<a

En ocasiones resulta 1util saber que cierto elemento de un submodelo elemen-
tal esta también contenido en él, pretendemos ahora dar un par de teoremas
en este sentido.

Teorema 1.4.7

Sea x un cardinal infinito. Para cualquier cardinal regular # > 2% y cualquier
X < Hy con |X| < 2%, existe M < Hy tal que X < M, |M| < 2" y ademés
M es cerrado bajo k-sucesiones; esto es, M* < M.

Demostracion. Sea My < Hy con X < My y para cada o € ON con a < k™
tomemos M, < Hpy tal que, para cada § < a, Mg v Mg = M, y ademds
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|M,| < 2%; lo anterior se puede hacer aplicando el teorema de Lowenheim-
Skolem en repetidas ocasiones. Ahora hagamos

MzU{Ma:oz<fi+}.

Entonces M < Hy y claramente X < M, |M| < 2%. Para ver que M es
cerrado bajo k-sucesiones, supongamos que f : k — M; notese que al existir
B € kT tal que f(a) € My para todo a € 3, se sigue que f € Mg, yasi f e M.

O

Teorema 1.4.8
Sea k un cardinal regular, y tomemos M < Hy de modoque k e My Kk € M.
Entonces para cada X € M con |X| < k, X es un subconjunto de M.

Demostracion. Si | X| < k, entonces Hy F “If : Kk > X y f es sobreyectiva”,
ya que X,k € M por elementaridad se debe tener que M F “If -k - X y f
es sobreyectiva”. Y, ya que f es sobreyectiva, tenemos M F ran(f) = X el
cual es un elemento de M; para ver que X < M, notemos que dom(f) = k
si estd contenido en M, ademas, para cada xy € X existe a € £ de modo
tal que (o, zg) € f vy, ya que M modela que f es la funcién que es, se debe
tener que M F Jx ((a, ) € f) por lo cual podemos tomar y, € M tal que
(a,y0) € f. Como Hy modela que f es funcién y ademéds Hy F (o, x0) € f
podemos concluir que Hy F xy = yo; por tanto xy € M, como queriamos. [

Corolario 1.4.2
Si M < Hy, donde € es un cardinal regular. Entonces cada elemento nume-
rable de M esta contenido en M.

Demostracion. Por el teorema anterior, basta notar que w € M lo cual se
sigue de que cada natura es definible con elementos de M. 0

1.4.8 Relativizacion: Clases propias como modelos

El titulo de la presente seccion en realidad es motivado por un abuso de nota-
cién que propondremos mas adelante, nosotros ya hemos definido el concepto
de modelo y sabemos, ademas, que resulta imposible considerar clases pro-
pias como universo de discurso para un modelo. Aqui pretendemos desarrollar
herramientas que nos permitan usar las clases propias “casi” como si fueran
modelos.
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Estamos en el mes de octubre de 1935 y Godel informa a von Neumann
que ha logrado demostrar la consistencia del axioma de eleccién relativa a
la consistencia de los axiomas de ZF. Esta constituirfa la contribucién méas
importante a la teoria de conjuntos desde su creacién con Cantor y su axio-
matizacion con Zermelo, Fraenkel y Skolem, y el primer avance real para dar
solucién a la mitica hipétesis del continuo propuesta por Cantor.

Aunque no de forma literal, en esta seccién presentamos algunos de los resul-
tados que llevan a Godel a demostrar la consistencia del axioma de eleccion;
él define el universo de los conjuntos construibles, el cual es una clase propia
en ZF, y lo utiliza de forma muy similar a como se utilizaria un modelo. Es
ese “utilizar una clase propia como modelo” que ideo Godel, lo que preten-
demos estudiar a continuacion.

Pacemos a dar la definicién central de esta seccion.

Definicion 1.4.10 Sea M(z) una férmula de %, cuya tnica variable
libre es = y consideremos a ¢ también una férmula de .Z,. Definimos la
relativizacion de ¢ respecto a M como sigue:

= Si 7 es atomica, entonces:
)M

(xey) =xey

Si ¢ es de la forma v — ¢, entonces:

(v =)™ =M = oM

Si ¢ es de la forma —p, entonces:

(=)™ = =M

Si ¢ es de la forma Yz, entonces:

(V$g0)M =Vr (reM — <pM)

Si ¢ es de la forma Jxp, entonces:

Arp)M =32 (v e M A M)

Cuando T' sea una coleccién de férmulas, I'M representard la coleccién de
todas las féormulas de I' relativizadas a M.
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Evidentemente la definicion que hemos dado es metatedrica, mas precisamen-
te, estamos dando un algoritmo para, dadas dos férmulas de .%,,, obtener una
nueva formula, también de .%;,,. Otro punto importante a tener presente es
que ahora estamos trabajando en el lenguaje metamatematico de la teoria de
conjuntos; de aqui que sea imprescindible hablar de colecciones de férmulas
y no de conjuntos de férmulas.

Notar también que la definicién de relativizacién es dada a un nivel comple-
tamente sintactico. Recordemos que cuando M es una clase propia lo que
hacemos al escribir x € M es, en realidad, abreviar una féormula de %, que
si tiene sentido; asi, por ejemplo, en los iltimos dos casos de la definicion, si
M = {x : p(x)}, estarfamos cambiando cada ocurrencia de la forma Vo € M
por Vx (p(z) — ...) y cada ocurrencia de 3z € M por 3z (p(z) A ...). Cuan-
do M describe un conjunto lo inico que se hace es restringir las variables a
tomar valores sélo en el conjunto dado (pues en este caso ©z € M — M(z)).
Es evidente que en ambos casos el valor de verdad de la formula ahora es
relativo a la clase M quien restringe los cuantificadores a tomar valores en
cierta coleccién de conjuntos.

Los siguientes teoremas nos permitiran entender mejor la importancia del
concepto de relativizacion y el sentido en que lo pretendemos usar.

Lema 1.4.1
La relativizacién de uno de los axiomas Al, A2 o A3 de la definicion 1.1.1
es nuevamente un axioma del mismo tipo.

Demostracion. Inmediato de la definicién de relativizacién. O

Lema 1.4.2
El axioma A5 de la definicién 1.1.1 es un teorema logico.

Demostracion. La relativizacion de A5 es
Vo (M(z) — (@ — B)Y) — (o™ — Va(M(x) — )
donde z no tiene ocurrencias libres en . De lo cual se sigue que:
Vo (M(x) — o™ — M) — (¥ — Va(M(z) — M)
Veamos que se puede deducir. Para mejorar la legibilidad haremos v =

Vo (M(z) — oM — pM).
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1 M(z),a™ ¢+ Vo (M(x)— o™ — M) hipétesis
2 M(z),a™ ¢+ Vo (M(z) —> oM — M) - M(z) - oM — M) A4
3 M(x),aM o+ M(x)— oM — pM MPaly?2
4 M(z),a™ = M(x hipétesis
5 M(x),a™ ¢ oM — pM MP 3y 4
6 M(x),aM - oM hipétesis
7 M(x),a™ - pM MP5y6
8 aM = M(z) — M Teo. deduccién 7
9 Y Vo(M(x) — BM) GEN a8
Y usando una vez mas el teorema de la deduccion se obtiene el resultado
buscado. Il
Lema 1.4.3

Respecto al Axioma A4 de la definicién 1.1.1 se tiene que: si t es un término
libre para z en M y en ¢ entonces

M(t) = Yo (M(z) — 0" (2)) = 9™ (1)

Como se aprecia, requerimos de la hipétesis M (t) para demostrar como teo-
rema la relativizacion del axioma A4, esto tiene sentido pues, si nos estamos
restringiendo a trabajar en M el término en cuestién t deberia estar en M
para poder hablar de él.

El siguiente teorema nos muestra que la relativizacion preserva la deduccion
de férmulas. Si bien ya se podia ver, con este teorema serd aun mas evidente
que la relativizacion se comporta de forma muy similar a los modelos.

Teorema 1.4.9

Sean I' una coleccion finita de formulas de %, cuyas variables libres se en-
cuentran entre g, r1,...,%, y @ una formula de %, también con variables
libres en xg, 21, . .., T,; supongamos que I' - . Si M (z) es una férmula cuya
unica variable libre es x, entonces

M(Q;O),...,M(Q;n),FM — goM

Demostracion. Sea @1, ..., = ¢ una deduccién para ¢ con premisas en
I'. Haremos la prueba por induccién sobre las férmulas ;.

Para la base de la induccién: si ¢q € T' trivialmente IT'™ — o™ y si ¢ es un
axioma, el resultado se sigue de los anteriores lemas ya demostrados.

Para el paso inductivo: supongamos que ya se tiene el teorema demostrado

para (,_1 y veamos que también es valido para ;. Se distingue los siguientes
casos:
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Capitulo 1. Los fundamentos del forcing

= Si @, es un axioma o @, € [' el resultado se sigue de igual forma que en
la base de la induccion.

= Si @, se obtiene por M P de las férmulas ¢; v ¢,, donde [, 7 < sy ¢, =
@1 — 5. Por hipétesis de induccién tenemos M (zo), ..., M(x,), TM
ety M(xo), ..., M(2,),T" = (g1 — ). Ya que (o1 — ¢5)" es
igual a oM — @M el resultado se sigue de una simple aplicacién de
MP.

= Si ;s se obtiene por GEN de ¢; entonces ps = Y, ¢(z,). Si z, es
una de las variables libres de ¢; entonces, por hipotesis de induccion,
M(zo), ..., M(z,),..., M(x,), ™  ©M(z,) luego, por el teorema de
la deduccién tendremos que:

M(ZEO)a R M(xn)7 FM |_ M(‘TT) - 90;\4(1'7’)
y aplicando GEN se tiene:

M(zo), ..., M(2,), TM = Va,(M(z,) — oM (2,))

O

Un caso especial que merece mencién a parte es cuando todas las férmulas
en cuestion son enunciados.

Corolario 1.4.3
Sean ¢ un enunciado y I" una coleccién de enunciados del lenguaje .7, Sea
también M es una féormula de %, cuya unica variable libre es x. Entonces
tendremos que

Si T F ¢ entonces 'V - oM,

Demostracion. Si todas la variables de una féormula estan cuantificadas, por
la definicién misma de relativizacion, éstas ya estan restringidas a M. 0

Finalmente llegamos al teorema estelar de la seccion.

Teorema 1.4.10

Sean T una colecciéon de enunciados de %, vy ¢ otro enunciado del mismo
lenguaje. Sea, ademas, M una féormula de %, cuya tnica variable libre es x.
Supongamos que T TM v T - oM. Entonces, si T es consistente también
lo serd T + .

Demostracion. Supongamos que al agregar ¢ a T' ésta deja de ser consistente,
entonces existe un enunciado ¢ de modo tal que T + ¢ - (=1 A ¥), por el
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1.4. Modelos y la teoria de conjuntos

corolario 1.4.3 se tendrd TM + o™  (—=¢ A )M, por tanto T™ + M
—pM A My ya que T = T™ A oM concluimos que T —¢™ A M lo cual
va en contradiccion con suponer a 1’ consistente. Il

Notemos que con el teorema anterior estamos en posibilidad de hacer prue-
bas de consistencia relativa de forma completamente sintactica. Este teorema
es, basicamente, un algoritmo que nos permite, dada una contradicciéon en
T + ¢, construir también una contradiccion en T'; por lo tanto la consistencia
de T' + ¢ depende directamente de la consistencia de T'.

A la luz de estos ultimos teoremas podemos ver que relativizar una férmula
¢ a una clase M es algo muy similar a demostrar que el modelo M hace
verdadera a la féormula "¢'. Y, de hecho, aunque cuando M es una clase
propia esto no tendria sentido, cuando M es un conjunto y ¢ es un enunciado
es justo lo que estamos haciendo.

Teorema 1.4.11

Sea I' una coleccion de enunciado de .Z;,,. Supongamos que M es una férmula
bien formada de %, con una unica variable libre z y que Fzr ', ademés
supongamos que zp 3X (z € X < M(x)). Entonces:

Fop MET & TM

Después de todo lo expuesto no extranara que propongamos el siguiente
abuso de notacién.

Notacion: Dadas una clase M con una unica variable libre y una féormula
¢ de Z,; diremos que M satisface a ¢ o que ¢ es verdadera en M, y lo
denotamos por M E ¢, cuando -, oM.

1.4.4 Absolutez y el teorema de reflexion

Como ya vimos, el que ZF' demuestre la relativizacion de una féormula a cierta
clase es algo muy similar a que un modelo satisfaga la férmula; siguiendo
esta linea, ahora introducimos lo que podria pensarse como el andlogo de
submodelo elemental en el contexto de la relativizacion.

Definicion 1.4.11 Sean M y N dos formulas de .%,, que tiene una 1ni-
ca variable libre x y sea ¢ otra formula de %, con variables libres entre
T, X1, ..., Ty Diremos que M < N si Vo (M(z) — N(z)). Se dice que ¢ es
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Capitulo 1. Los fundamentos del forcing

M-N-absoluta, y lo denotamos por M <, N, si:
Voo, o1, ..., 2, € M (M < o).

Cuando N = V diremos simplemente que ¢ es absoluta para M. En este
caso se tiene:
Voo, 21,..., 0, € M (o™ < o).

Supongamos que tenemos dos modelos N y M con N < M. Notemos que si
una férmula es absoluta para N y es absoluta para M, entonces la féormula
sera N-M-absoluta.

A continuacién presentamos uno de los teoremas de mas importancia para
nuestro objetivo. Siguiendo con la analogia que hay entre modelos y relativi-
zacion, podemos pensar el siguiente teorema como el analogo de Lowenheim-
Skolem en términos de la relativizacion.

Teorema 1.4.12 (de la reflexion)
Sean g, @1, ...p,_1 formulas de .Z,,. Supongamos que &7 es una clase no
vacia y que A, es un conjunto para cada o € ON, si ademas se cumple que:

» a<f— A, C Ag;

n A, = UB<7 Ap para vy limite;

. = UanN Aa'

Entonces:
Vaody>a (A, # oA /\(A7 <y ) A “y es limite”).
<n
La demostracion del teorema requiere antes de un lema. Recordemos que una
lista de féormulas ¢y, ..., ¢, se dice que es subférmula cerrada si para cada

@i, con 1 < n, y cada 1 subféormula de ¢; existe s < n tal que p; =1 y en
ninguna férmula de la lista hay una ocurrencia del cuantificador universal.

Lema 1.4.4
Sea g, . . ., ¢, una lista subférmula cerrada de férmulas de %, y sean A y
B clases no vacias tales que A € B. Entonces las siguientes son equivalentes:

L Nicp(A =<y, B);

2. Para toda férmula existencial ¢;(zo, . . ., ) que es de la forma 3y ¢;(Z, y),
se tiene:

Yag,...,a, € A (pP (@) — b e Agof(c_i, b)).
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1.4. Modelos y la teoria de conjuntos

Demostracion. 1 — 2]
@l (@) — (@) — Jae A ) (d,b) > Jae A pP(a,b).

la primera implicacién se obtiene usando A <., B, para la siguiente implica-
cién se usa la definicién de relativizacién y finalmente se utiliza que A <. B
para la implicacion restante.

2 — 1] Supongamos 2 y probemos que A <, B por induccién sobre la
complejidad de ¢;. Entonces asumamos que A <, B siempre que ¢ sea
subférmula de ¢;; El caso base, cuando ¢; es atémica, y el caso cuando @; es
condicional o negacion son faciles. Veremos el caso cuando ¢; es de la forma
existencial; supongamos que ¢; = 3y pr(Z,y). Fijemos ay,...,a, € A. Para
demostrar que p?(@) < ¢(@) notemos que:

0P(@) < dbe A pl(T,y) < Fbe A pi(T,y) < ¢(a)

Aqui, para el < de en medio se usa que A <,, B, para el tltimo < se
usa la definicion de relativizacion y para el primer <> se usa la definicién de
relativizacion para <« y 2 para —. O

Demostracion. (del teorema de la reflexion). Sin pérdida de generalidad su-
pondremos que nuestra lista de formulas es subférmula cerrada.

Para una férmula existencial, ¢;(), de la lista (donde ¢;(Z) = 3y ¢;(Z,y)),
definamos F : &/" — ON de la siguiente manera: Si ¢ (@), entonces F(@) es
el minimo o tal que 3b € A, (¢ (a@,b)). si —¢;’ (@), entonces F(@ = 0). Ahora
definamos G; : ON — ON por: G;(§) = sup{F;(ai,...,a,) : a;,...,a, € &}
siempre que ; sea existencial, con r = r;. Cuando ¢; no sea existencial,
sea G;(§) = 0. Tomemos K (&) el méximo de £ + 1 y maz{G;(§) : i < n}.
Ahora, fijemos &; es suficiente encontrar un n > £ tal que A(n) # ¢y (2)
del lema 1.4.4 se cumpla para A(n), o/. Sea iy el minimo ¢ > £ tal que
A(L) # ¢, y sea 11 = K(t,). Entonces £ < ¢, < 13 < ---, Finalmente
hagamos 1 = sup{i : k € w}. O

Nosotros usaremos el teorema de la reflexién haciendo A, =V, y & =V,
bajo estas restricciones el teorema toma la forma:

Teorema 1.4.13
Sean g, p1, ... Y,_1 formulas de .Z,. Entonces:

Va 37 > o (/\(Vv < V) A “y es limite”).

<n
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Capitulo 1. Los fundamentos del forcing

Z F puede demostrar la relativizacién a 'V de cada uno de sus axiomas; por
tanto, usando el teorema de la reflexion y el teorema 1.4.11, podemos tomar
cualquier numero finito de axiomas, I', de "ZF" y obtener as{ un modelo para
I'; esto nos dice que ZF puede probar la consistencia de cada coleccién finita
de sus axiomas.

En teoria de modelos existe un teorema, el teorema de compacidad, el cual
afirma que si una teoria es tal que cada subconjunto finito de sus axiomas
es satisfacible, entonces la teoria es satisfacible. Y entonces, ociosamente,
podriamos preguntarnos: ;Por qué el teorema de reflexién junto con el teo-
rema de compacidad no demuestran la consistencia de ZF?7 Para aplicar
el teorema de compacidad nececitariamos que ZF demostrara la féormula
Voo, ...,on € ZF AM M E {pqg,...,@n}; pero nosotros no hemos demos-
trado ésta férmula en ZF': el teorema de la reflexion es mas bien un me-
tateorema, por cada coleccién finita de formulas bien formadas de %, que
tomemos podemos aplicar el teorema de la reflexion para encontrar un mo-
delo para las férmulas dadas; si, eso es cierto, el problema esta en que el “por
cada coleccion finita...” es una afirmacién metateorica lo cual es diferente a
deducir dentro de ZF una férmula de la forma Yoy, ..., ¢, € ZF....

Sabemos que ZF tiene una numero infinito de axiomas; pero, ;qué nos ga-
rantiza que no existe un numero finito de afirmaciones de .%,, que den origen
a una teoria equivalente a ZF'? Pues ahora estamos en posibilidad de argu-
mentar por qué esto no es posible.

Teorema 1.4.14
Si ZF es consistente, entonces ninguna extension de ZF' es finitamente axio-
matizable.

Demostracion. Tomemos una coleccién finita de enunciados de %, tal que
todos los axiomas de ZF' se encuentren entre sus teoremas; Llamemos a tal
coleccién I'. Por el teorema de la reflexion existe v, ordinal limite, tal que
—zr Vy, F T'. Los teoremas de incompletud de Godel nos dicen que esto es
posible iinicamente cuando I' es inconsistente. O

34



Capitulo

Forcing y consistencia relativa

Seccion 2.1

Pruebas de consistencia relativa.

Tomemos un enunciado ¢ del lenguaje de la teoria de conjuntos. Nuestra
meta es hacer ver que:

—zrc Con(ZFC) — Con(ZFC + ) (2.1)

Notemos que la implicacién de arriba se puede replantear diciendo que: si
Z FC + ¢ es inconsistente, entonces ZFC' también es inconsistente; por esta
razon, cuando sea posible establecer 2.1 diremos que hemos probado la con-
sistencia de ZF'C + ¢ relativa a la consistencia de ZF.

Esto no siempre es posible: por ejemplo, si 7y es un cardinal fuertemente inac-
cesible, entonces ZF' demuestra que H., es un modelo para "ZF"; por tanto,
si ¢ es el enunciado “existe un cardinal fuertemente inaccesible” y ZF' de-
mostrara que Con(ZF) — Con(ZF + ¢) entonces ZF estaria demostrando
su propia consistencia.

Por otro lado, si ¢ es un teorema de ZF entonces es evidente que ZF + —p
es una teoria contradictoria por lo cual no hay una buena razén para pensar
que exista una deduccién para establecer 2.1.

Aunque no siempre es posible hacer una prueba de consistencia relativa,
existe una gran variedad de casos en los que si es posible. El ejemplo que,
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por derecho histérico, debe ser mencionado primero es: tanto la hipdtesis del
continuo como su negacion. De hecho, Cohen desarrolla la técnica del forcing
precisamente tratando, y finalmente demostrando, la consistencia de la ne-
gacion de C'H.

El forcing constituye, sin duda, la técnica més poderosa y ampliamente usada

para hacer pruebas de consistencia. A continuaciéon pretendemos dar una
introduccién a él.

Seccion 2.2

El teorema del forcing y algunos resultados bdsicos

La exposicion que se realizara aqui del forcing sera breve y un tanto super-
ficial considerando solo lo necesario para poder utilizar esta herramienta sin
llegar a justificar sus métodos. Para una exposicién completa se recomienda
revisar: ( ).

Comenzamos con algunas definiciones necesarias.

Definicion 2.2.1 » Un conjunto pre-ordenado o pre-orden es una du-
pla (P, <), donde P es un conjunto y < una relacién reflexiva y transi-
tiva.

» Un forcing es una terna (P, <,1), donde (P, <) es un pre-orden y 1
es el maximo de P. Como es usual, si no hay riesgo de confusion, nos
referiremos a un forcing simplemente por P.

= Dado un forcing P, a los elementos de P los llamaremos condiciones
y diremos que una condicién p es mas fuerte que una condicion ¢ si
p < q. Dos condiciones p, g € P son compatibles si existe s € P tal que
s < pys < q;sital s no existe se dice que p y ¢ son incompatibles y se
denota por p L q. A < P es una anticadena si los elementos de A son
incomparables dos a dos. Diremos que una condicién p € P es un atomo
si este no tiene al menos dos extensiones incompatibles, el forcing se
dird no atémico si no contiene atomos. Cada forcing que consideremos
en este trabajo sera no atémico.

= Sea P un forcing. Un filtro en P es un conjunto G < P que satisface:
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el
e V/pePVgeG (¢<p—pe@)
e Vp,geGIseG (s<pns<q)

= Un conjunto D < P es denso en P, P pre-orden, si para cada p € P
existe d€ D tal que d < p. Sipe Py D < P, diremos que D es denso
en P abajo de p si para cada ¢ € P con g < p existe d € D de forma que
d<gq.

= Sean P un forcing y £ < P. Para p € P, diremos que F es pre-denso
abajo de p si no existe ¢ < p tal que Ve e E (e L q).

= Sean M un modelo para ZF, P un forcing y G < P un filtro, diremos
que G es P-genérico sobre M si G n D # ¢ para cada subconjunto
denso de P que pertenece a M.

Es posible demostrar que si IP es un forcing y p € P existe un filtro P- genérico
tal que p € G, con lo cual queda asegurada la existencia de algun filtro P-
genérico. Por otro lado, si P es un forcing no atémico, M un modelo transitivo
y numerable de ZF y G un filtro P-genérico sobre M entonces G ¢ M.
Lo anterior es importante ya que la idea es: Dado un modelo transitivo y
numerable de ZF ayudandonos de G, un filtro P-genérico sobre M, para
construir un nuevo modelo M[G], el cual si contiene a G. Para definir el
nuevo modelo M[G] son necesarias las siguientes definiciones.

Definicion 2.2.2 = Sea P un forcing. Diremos que un conjunto o es
un P-nombre si es una relacién binaria y (v, p) € o implica que 7 es un
P- nombre y que p € P.

= Definimos el nombre canénico de un conjunto x como:
I={(y1):yeuz}
= El nombre canénico para un filtro genérico G estéd dado por:

I'={p) :peP}.

La anterior definicién esta justificada por el principio de e-recursiéon. Deno-
taremos por V¥ a la clase de los P-nombres y dado un modelo M se define
MP? = M ~ VP, el conjunto de P-nombres que son elementos de M. Otra
definicién importante, también justificada por el principio de e- recursion, es
la siguiente.
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Definicion 2.2.3 Sean M un modelo transitivo y numerable de ZF y o
un P-nombre, definimos la valuacion de o segin P por:

oc =1{yc:3Ipe G (v,p) € o},
Finalmente tenemos:

Definicion 2.2.4 Sean M modelo transitivo y numerable de ZF, P € M un
forcing y G < P un filtro P-genérico sobre M. Definimos el modelo genérico
M|G] por.

M[G] = {og :0e M"}.

Asi definido, M[G], es el modelo que buscdbamos pues se puede demostrar
que, si M E ZFC entonces M[G] E ZFC.También se puede ver que T = x
para cada conjunto x € M por lo que M < M[G]. Ademsds, si M es transitivo
y numerable, M[G] serd el - minimo modelo transitivo numerable de ZFC
que contiene a G como elemento y M < M[G]. Mas ain, los ordinales en
ambos modelos, M y M[G], son los mismos.

Ya que al extender el modelo base M mediante el forcing estamos agregando
varias cosas que desconocemos seria util tener una herramienta con al cual,
desde M, podamos saber lo que pasa en M|[G]. Esta herramienta nos es dada
por la siguiente definicion.

Definicion 2.2.5 Sean M un modelo transitivo y numerable de ZF, P e M
un forcing y ¢ una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos. Diremos
que p fuerza a ¢, y lo denotaremos por p I- ¢, si para todo filtro P-genérico
G sobre M se tiene que, si p € G entonces M|[G] F .

Teorema 2.2.1 (de verdad)

Sea M un modelo transitivo y numerable para ZF', P un forcing en M y ¢ una
formula del lenguaje de la teoria de conjuntos. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

» dpe G(plk @)

Enunciaremos ahora algunas propiedades de la relacion I que resultan ttiles
en la practica.

Teorema 2.2.2

Sean M un modelo transitivo y numerable de ZF* P un forcing en M,
p,q € Py ¢y férmulas del lenguaje de la teoria de conjuntos, entonces se
tiene:
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1. Si ¢ y ¢ son légicamente equivalentes, entonces p IF ¢ siy sélosip I 1),
2. Siplk vy q<pentonces q lF ¢,

3. plFpantysiysolosipl-eyplka,

4. plk =g siysolosi —I¢ < p (q - @),

5. plkpsiysélosi —3g < p (qIF —p),

6. plkp > siysdlosi g <p (¢l ¢ A qlk =),
7.plkoviysiysdlosi {g<p:(qlF¢) v (¢lF1)} es denso abajo de p,

8. plrpe—ysiysdlosi g <p(¢lFpnrnqgl-—9y)y —3Ig<p (gl
A gl —p).

Seccion 2.3

Pruebas de consistencia relativa con forcing

Ahora supongamos que queremos demostrar la consistencia relativa de ZF +
v, para algin enunciado ¢ de la teoria de conjuntos. Comencemos tomando
un segmento finito, I', de ZF y sea a tal que V,, F I, lo cual podemos hacer
gracias al teorema de la reflexién. Aplicando los teoremas de Lowenheim-
Skolem y el colapso de Mostowski podremos obtener un modelo M de I' que
sea transitivo y numerable.

A continuacién trataremos de mostrar que M[G] E ¢, si logramos hacerlo

tendremos que:
ZF +TME g 7 - pMIC]

Y asi podemos aplicar el teorema 1.4.10 para deducir que, si I' + ¢ es con-
tradictoria entonces también lo era I'.

Por supuesto, nuestro objetivo es demostrar que si ZF + ¢ es contradictoria
entonces también lo era ZF, para hacer esto hemos de usar el hecho de que
las deducciones en la logica de primer orden son, necesariamente, finitas.
supongamos que ZF' + ¢ deduce una contradiccion, si lo hace lo ha de hacer
utilizando inicamente una cantidad finita de axiomas, sea I' dicho segmento
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finito de ZF y entonces podemos ver que la contradiccién ya estaba en ZF
de la forma en que se indico antes y asi conseguir el objetivo buscado.

Seccion 2.4

Forcing y submodelos elementales

La aplicacién de los submodelos elementales no se limita a la topologia, en
teoria de conjuntos también resultan considerablemente ttiles al tratar te-
mas relacionados con el forcing, mas adelante nos serviran para dar una
equivalencia combinatoria de uno de los axiomas de forcing que vamos a es-
tudiar, también son 1tiles al usarlos como condiciones laterales para probar
que ciertos forcing son ccc y, por supuesto, al utilizar simultdneamente los
submodelos elementales y el forcing en la topologia obtenemos una herra-
mienta por demas flexible y poderosa. A continuacién enunciaremos algunos
resultados que nos seran de gran utilidad al usar los submodelos elementales
sobre o junto con el forcing.

comencemos con una definicion.

Definicion 2.4.1 Consideremos un cardinal regular no numerable 6 de
modo que P € N < Hy, diremos que p € P es (N, P)-genérico, si para todo
D < P tal que D € N se tiene que D n N es pre-denso abajo de p. Si por
el contexto es claro con que forcing estamos trabajando se abusard de la
notacién escribiendo solamente N-genérico en vez de (N, P)-genérico.

Proposicion 2.4.1

Sean # un cardinal regular no numerable, M F ZF un modelo transitivo y
numerable, P € M un forcing y G < P un filtro P-genérico sobre M. Si 7 es
un P-nombre candnico y P € Hy, entonces

7€ HysiysolosillpTe H)'

Definicién 2.4.2 Sea M un modelo de ZF y N < (Hg)™ para algin
cardinal regular 0¥ se define N[G] = {r¢ : 7€ VE A 7€ N}.

Recalcar que, aunque la notacién pueda resultar confusa, N[G] no es una
extension genérica de N. Elegir esta notacién en la definicién de N|[G] se
justifica en parte por los siguientes teoremas.
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Teorema 2.4.1
Sean M un modelo de ZF, P un forcing de modo tal que Pe N < (Hy)M y
sea G un filtro P-genérico sobre M. Entonces N[G] < (Hy)MIC].

Asi pues, N[G] nos permite pasar de alguna manera los argumentos de eleme-
taridad que se hayan usado con N en el modelo base a la extensién genérica.
En cuanto a que relacién hay entre N y N|[G], el siguiente teorema nos habla
un poco de ello.

Teorema 2.4.2
Bajo las suposiciones del teorema anterior, las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. G n N es N-genérico (i.e. para cada A € N que es predenso en [P se
tiene que An N n G # ¢),

2. N[G]nON = N n ON,
3. N[G]nM =N n M.

Corolario 2.4.1
Bajo las suposiciones del teorema anterior, las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. q es N-genérico,
2. ¢IF N[G]nON = N nON
3. ¢F N[G]nM =N n M.

Seccion 2.5

Axiomas de forcing

Consideremos un modelo transitivo y numerable M de ZF*, un forcing P en
M y un filtro P-genérico GG. Como sabemos, si el forcing no es atémico, ten-
dremos que G' ¢ M. Al usar el teorema de forcing lo que hacemos es obtener
un modelo, M[G], el cual si contiene a G como elemento. En gran medida la
fuerza del forcing radica en este hecho: los elementos de G se entienden como
aproximaciones de cierto objeto matematico que nos interesa que exista, pe-
ro cuya existencia no puede ser garantizada en M. Mientras desde M vamos

41
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moldeando, mediante aproximaciones, el objeto que queremos construir; al
aplicar el teorema del forcing, finalmente, obtenemos un modelo con el objeto
deseado.

Los llamados axiomas de forcing son axiomas que nos garantizan la existen-
cia de filtros suficientemente genéricos; es decir: filtros que, a pesar de no
intercepta a todos lo conjuntos densos, si intercepta a los conjuntos densos,
suficientes y adecuados para poder hacer lo que se desea hacer. Es por esto
que cuando se trabaja con axiomas de forcing es comun decir que se esta ha-
ciendo forcing de forma interna: en vez de construir un modelo donde existe
cierto filtro que nos interesa que exista, se pide la existencia de tal filtro me-
diante la adiciéon de un axioma a ZF'

2.5.1 Azioma de Martin

Definicion 2.5.1 Sea P un forcing. Para cada cardinal infinito x, M Ap(k)
es la afirmacion: Para toda familia 2 de subconjuntos densos de P con |Z] <
K, existe un filtro G en P tal que G n D # ¢ para toda D € . M A(k) es la
afirmacion: M Ap(k) para todo forcing P que es ccc. Finalmente, el azioma
de Martin afirma: M A(k), para todo cardinal Ry < k < ¢.

Como primeras observaciones notemos que si k < 7 entonces MA(n) —
M A(k); por otro lado, el siguiente resultado nos dice que M A tal y como fue
enunciado, de hecho, esté pidiendo un poco mas de lo estrictamente necesario.

Proposicion 2.5.1
Fzr AM(NO)

Demostracion. Sean P un forcing y Z = {D,, : n € w} una familia de sub-
conjuntos densos de P. Fijemos pg € P y usando recursién sobre w elijamos
pn€{q€P:q<p,Ape D,}, basta ahora definir G = {geP:Inew p, <
q}. No es dificil ver que G es el filtro buscado. O]

Notese que durante la demostracion en ningin momento se utiliza que el

forcing sea ccc; para cardinales no numerables, sin embargo, esta suposicion
es importante.

Observemos también: con la proposicién anterior hemos ya demostrado que
Fzrcrcrg AM. Solovay y Tennenbaum demostraron en 1971 que AM es
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consistente con al negacién de CH. En el lado opuesto, mientras M A(X)
es teorema de ZFC, a continuacién veremos que —M A(c) es igualmente un
teorema de ZF'C.

Proposicion 2.5.2

Sea P un forcing. Si PP contiene algin atomo, entonces M Ap(k) se satisface
para cada cardinal k. Si P no es atémico entonces M Ap(k) es falso para
k=2

Demostracion. Si P es atémico y r es un atomo en P basta tomar G = {q :
q £ r}. Asi definido, G es un filtro que tiene interseccién no vacia con cada
denso en IP. Supongamos ahora que IP no es atéomico y si existe un filtro G' que
tiene interseccién no vacia con cada subconjunto denso de P. Consideremos
al conjunto A := P/G. Entonces A es denso, pues dado un elemento p € P
este debe tener dos extensiones las cuales son incompatibles entre si y por
tanto sélo una de ellas puede ser elemento de G. U

Algunas consecuencias de la proposicion anterior: Como ya lo habiamos ade-
lantado - zpe —M A(c); asi mismo, para cada k < ¢, se tendra M A(k) — K #
¢y como k <n A MA(n) — MA(k) entonces, en realidad, MA(k) — k < ¢,
en particular MA(R;) - —=CH.

Existen una gran cantidad de variaciones y relajaciones del axioma de Martin,
de entre ellas, una que seran de particular importancia para nosotros es
M A la cual afirma M A considerando tnicamente forcings numerables.

2.5.2 Forcing propio y PFA

El axioma del forcing propio, el cual abreviaremos por PFA| es una generali-
zacion del axioma de Martin. La nocién de forcing propio fue introducida por
Shelah y ha sido extensamente estudiada, su adicion a los axiomas de ZF
trae varias consecuencias importantes, por dar un par de ejemplos ejemplos
podemos mencionar que suponiendo PFA:

= Cuales quiera dos subconjuntos N;-densos de reales son isomorfos
= No existen Ny-drboles de Aronszajn.

Algunas otras consecuencias seran tratadas con mas detalle en las siguientes
lineas. para llegar a enunciar formalmente PFA primero tendremos que decir
qué debemos entender por forcing propio, lo cual hacemos a continuacion.
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Definicién 2.5.2 Consideremos un conjunto X y ¢ < [X]<. Diremos
que € es no acotado en [X|SN0 si para cada A < [X|<N existe un C € €
de modo tal queA < C. Diremos que € es cerrado en [X]<%, si para cada
sucesion {A, : n € w} < € tal que A, < A,,1 para n € w, se tiene que
U e, An € €. Diremos que € es club si es cerrado y no acotado. Finalmen-
te, diremos que € es estacionario en [X]S¥ si intercepta a todos los los
conjuntos cerrados y no acotados de [X]<Ro.

Ahora ya estamos en condiciones de definir la nocién de forcing propio y
enunciar PFA.

Definicion 2.5.3 Diremos que un forcing IP es propio si para todo cardinal
no numerable k y todo estacionario . < [k]S™, tenemos que 1 IFp “¥ es
estacionario”.

Existe una equivalencia combinatoria de forcing propio que resulta muy 1til,
para poder enunciarla hemos de introducir algunas definiciones mas.

Lema 2.5.1
Si P es un forcing que tiene la ccc, # un cardinal suficientemente grande y
P e M < Hy, entonces todo p € P es (M, P)- genérico.

Demostracion. Primero recordemos que si D < P es un conjunto denso,
entonces existe A € D que es anticadena maximal en P. Bajo esta conside-
racion la prueba es sencilla, pues; si A < P es una anticadena maximal y
A € M; entonces, por el corolario 1.4.2, A< M y asi An M = A, el cual es
pre-denso. 0

Ahora pasaremos a dar la prometida equivalencia combinatoria de forcing
propio, ésta tiene por ventaja que en ella no aparece la nociéon de forcing y
sera utilizada en méas de una ocasion en el presente trabajo.

Teorema 2.5.1

Sea P un forcing. P es propio si y sélo si, para cada cardinal regular 6 tal
que P € Hy existe un conjunto club ¢ € [Hy]S™ de modo tal que para todo
M e € con Pe My M < Hy se tiene que para cada p € M n P existe un
q < p que es (M, P)-genérico.

Ya se habia adelantado que todo forcing ccc es propio, hora sera facil verlo,
solo hay que considerar el lema 2.5.1 y la equivalencia de forcing propio que
se acaba de dar.

Definicion 2.5.4 PFA es la afirmacion M Ap(R;) para todo forcing propio
P.
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Seccion 3.1

Algunos resultados basicos

Definicion 3.1.1 Un espacio topoldgico X es SS (Selectivamente Separa-
ble) si, para cada sucesién {D,, : n € w} de subconjuntos densos de X existe
una familia {F}, : n € w} de subconjuntos finitos de X tal que, para cada
newF,c D,yJ,., Fnes denso en X.

new

Es inmediato que: si un espacio topologico X es SS entonces es separable.
En efecto, basta tomar la sucesion constante D, = X para cada n € w. El
reciproco en general no se satisface, un poco mas adelante presentaremos un
contraejemplo para ello.

Por ahora consideremos un espacio topolégico X y sea I < X el conjunto de
puntos aislados de X. Ya que, si D < X es un subconjunto denso de X se
debe tener que I < D, resulta natural preguntarse ;qué relaciéon hay entre
el conjunto de puntos aislados de un espacio y la propiedad de ser SS? Una
primera observacién, facil de verificar, es que: si I es no numerable entonces
el espacio X no puede ser SS (Basta notar que no es posible poner una
cantidad no numerable de puntos en una cantidad numerable de conjuntos
finitos). Resta por analizar qué ocurre cuando I es numerable, lo cual hacemos
a continuacion.

Proposicion 3.1.1
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Sean X espacio topologico e I < X el conjunto de puntos aislados de X.
Entonces X es SS si y sélo si I es numerable y X\I es SS.

Demostracién. =] Supongamos que X es SS y sea {D,, € X\I : n € w} una
sucesién de subconjuntos densos de X\I, luego {D,, U I : n € w} es una su-
cesién de densos en X y por tanto existe {F, < D,, : n € w} tal que | J,_ F»
es denso en X. Entonces {F,\I : n € w} testifica que X\I es SS.

<] Supongamos ahora que X\I es SS y sea {D,, € X : n € w} sucesién
de densos en X. Hagamos [ = {i, : n € w} y consideremos la sucesién
{D,\I : n € w}, ésta es una sucesion de densos en X\I y por tanto existe una
sucesién {F), : n € w} tal que F,, € D,\I para cada n € w y ademds U, e
es densa en X \I. Tomemos ahora los conjuntos F), U {i,}; se afirma que estos
conjuntos testifican que X es 5S. Para verlo tomemos x € X arbitrario, si
r € X\I no hay algo que hacer; si z € I, entonces dado cualquier abierto que
contenga a x éste también debera contener a un elemento de | J,., (F,, v {in})
pues o bien z € I o bien z e I 0

En base a lo anterior vemos que, para estudiar espacios SS, no se pierde ge-
neralidad al trabajar solo con espacios que no contienen puntos aislados, por
esta razoén a partir de ahora y por el resto del trabajo, a menos que se indique
explicitamente lo contrario, consideraremos unicamente espacios topologicos
sin puntos astlados.

Consideremos ahora &7 y # familias de subconjunto de un espacio topoldgico
X. Se definen las propiedades:

w Si(ef,PB) : para cada sucesién (Op)nen, € /¥ existe una sucesion
(T)new € X¥ con T,, € O,, para cada n € w, que satisface {T, : n € w} €

AB.

n Spin(/, B): para cada sucesion (Oy)nen € ¢ existe una sucesién
(T)new con T, € [O,]=¥ para cada n € w, que satisface | J, . 7T, € B.

new
Las propiedades Sy (47, %B) y Stin(9/, %) sugieren, respectivamente, los jue-

gos:

» G1(o, A) definido recursivamente como sigue:
En la n-ésima jugada, para n € w, Jugador I elige un elemento O,, de &7
y jugador I elige T,, € O,, de esta forma se construye recursivamente
la instancia del juego

g = (Oo,To, Ol,Tl, .- )
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El Jugador I1 gana el juego si {1, : n € w} € & de otra forma jugador
I gana el juego.

n Gy, B) cuya definicién es:
Para cada para n € w, en la n-ésima jugada Jugador I elige un elemento
O, de o« y jugador II elige T,, € [0,]~*, de esta forma se construye
recursivamente la instancia del juego

g = <007T07017T17 .. )

El Jugador II gana el juego si | J,. T, € % de otra forma jugador [

gana el juego.

new

Finalmente denotaremos por H; (<7, %) la propiedad: Jugador I no tiene EG
en el el juego Gy(o7, &) y por Hy;,(of, $): Jugador I no tiene EG en el el
juego Gyin (ot , B)

Obsérvese que si denotamos por & a la familia de subconjuntos densos de
un espacio topoldgico X, entonces que X sea SS y X satisfaga Sin(Z, 2) es
lo mismo. En su articulo Combinatorics of open covers VI. Selectors for se-
quences of dense sets, Marion Scheepers introduce el concepto de espacio SS
precisamente al estudiar los espacios que satisfacen la propiedad Sy;, (2, 2).
También diremos que un espacio topoldgico tiene la propiedad SS™ si Juga-
dor II tiene estrategia ganadora en el juego Gin(Z2, Z), volveremos a ello
mas adelante.

Es fécil ver que Hy (o, B) = S1(/,A). En efecto, para mostrar la contra-
positiva basta tomar una sucesién (O, )ne, de elementos en &7 de forma que
para toda sucesion (T,),e, que satisfagan T,, € O,,, para cada n € w, se tenga
{T, :new}lé¢ By decir a Jugador I que en la n-ésima jugada elija O,,. De
forma andloga se puede establecer que H i, (o', B) = Spin(, B).

Con lo anterior podemos ver que, si X es un espacio topologico y & denota
la familia de subconjuntos densos de X, entonces:

Hi(2,9) = H{in(2,2) = Stin(2,2) = (X es SS ).
Asi como también es cierto que:
Hl(@7@) =>Sl(,@,@) :>szn(@7@) = (X es 5SS )

Proposicion 3.1.2
Si X tiene un subespacio denso, abierto y selectivamente separable, entonces
es selectivamente separable.
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Proposicion 3.1.3
Sea X un espacio selectivamente separable. Entonces

1. Todo subespacio denso de X es SS;

2. Todo subespacio abierto de X es SS;

3. Toda imagen de X bajo una funcion continua y abierta es SS;

4. Toda imagen cerrada, continua e irreducible de X es SS.
Demostracion. 1. Es inmediato.

2. Tomemos U < X abierto y sea {D,, : n € w} familia de subconjuntos
densos de U, entonces {D,, u (X\U) : n € w} es una sucesién de sub-
conjuntos densos de X, luego existe {F), : n € w} tal que, para cada
n € w F, es finito, F,, € D,, y |, Fn es denso en X. Ahora basta
tomar F, = F,\X para cada n € w y se tendra que | J, . E, es denso
en U.

new

3. Supongamos que f(X) =Y y X es SS, sea (D,,)ne, Sucesion de sub-
conjuntos densos de Y. Definamos, para cada n € w, B, = f~(D,)
entonces, ya que f es abierta, (By,)new €s una sucesién de densos en X
y por tanto existe una familia (F},),e, de subconjuntos finitos de X tal
que, para toda n € w, F,, © By, y |, Fr es denso en X, finalmente
tomando £, = f(F,) tendremos que | J, . E,, es denso en Y.

new

4. Sean f(X) =Y, X espacio SS y (D;)new sucesién de subconjuntos
densos de Y. Definamos, para cada n € w, B, = f~!(D,,). Veamos que
B,, es denso en X para cadan € w, sean x € X, U < X vecindad basica
de x y supongamos que U N B,, = ¢, nétese que f(X\U) es un cerrado en
Y y como f es irreducible Y\ f(X\U) # ¢; ademés Y\ f(X\U)nD,, = ¢,
lo cual contradice la densidad de D,,. Por lo anterior B,, debe ser denso

en X. El resto de la demostracion es completamente analoga a 3.
OJ

A continuacién introducimos algunas propiedades topoldgicas que estan inti-
mamente relacionadas con los espacios SS, y estudiaremos algunas de la re-
laciones que hay entre ellos.

Definicion 3.1.2 Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un conjunto & < 7
es una m-base para X (en un punto x € X ) si para cada U e 7 (U € Ux(x))
existe B € A tal que B < U. Definimos el m-peso de X, y lo denotamos
por mw(X), como el minimo cardinal x tal que existe una m-base para X
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de cardinalidad k. Dado x € X, mx(z, X) representa minimo cardinal x de
modo que hay una w-base para x de cardinalidad x. Finalmente se define
7x(X) = sup {mx(z,X): 2 e X}.

Proposicion 3.1.4
Si mw(X) = w entonces X es selectivamente separable.

Demostracion. Sea (U, )ne, una m-base para X. Si (D, )ne, €8 una sucesion
de subconjuntos densos de X, entonces podemos elegir recursivamente, para
cada n € w, un elemento =, € U, N D,,. Asi (z,)ne, €s denso en X y por
tanto X es SS. O

Proposicion 3.1.5
Sea X un espacio topoldgico numerable, si mw(X) < 0 entonces X es SS.

Demostracion. Tomemos una sucesion de densos en X, (D,,)ney, v hagamos
D,, = {d}, : m < w}. Sea % una 7-base de X de modo que |%| < 0, luego,
para cada u € % existe una funcién fy € w* que satisface U n {d!', : m <
fu(n)} # ¢. Como |% | < 0 debe existir una funcién g € w* tal que, para cada
ue U, fu <* g. Definamos E,, = {d", : m < g(n)}, de estd forma tendremos
que, para cada u € %, U n E,, # ¢ para toda n tal que fy(n) < g(n), por
tanto U n |, _ F» es no vacio y asi X es SS. U

n<w

A continuacién presentamos un ejemplo de un espacio numerable con 7w-peso
igual a 0 que no es SS mostrando asi que la desigualdad del resultado anterior
tiene que ser estricta.

Ejemplo 3.1.1 Consideremos el espacio (w + 1) con la topologia caja,
donde w + 1 es el compacto considerado con la topologia usual. Sea

S={few+1)?:In(f(k) =w<ek=n)}.

Afirmamos que S no es SS 'y 7w(S) = 0; lo cual demostramos a continuacién.

Sean, para cada n € w, D,, = {f € S : Vk < n(f(k) # w)}. Es facil ver que
los conjuntos D,, son densos y abiertos en S. Se afirma que {D,, : n € w} es
testigo de que S no es SS. En efecto, tomemos para cada n € w un conjunto
F, € [D,]=“,y a continuacién definamos recursivamente h € (w+1)* de modo
que f(n) < h(n) para cada f en F,. Consideremos el abierto II,, -, [h(n),w] el
cual es claramente disjunto con [ J,,_ F,. Con esto concluimos que S no es SS.
Para ver que mw(S) = 0, sea Z < w“ un testigo de 9. Notemos que los
abiertos basicos son de la forma

W(tu f) = Hi<dom(t){t(i>} X Hi}dom(t) [f(Z)7w]7 tew’ y tew™.
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Para cada abierto U(s, g) nosotros podemos tomar otro abierto W (¢, f) de
modo que W(t, f) < U(s,g) donde f domina a g, f € . Asi, pues, si existe
una 7-base de cardinalidad 0 para S.

Veamos ahora que ninguna 7-base puede tener cardinalidad menor que 0. Sea
Kk < 0, entonces para cada {f, : @ < k} existe g tal que |[{n : f,(n) < g(n)}| =
w para cada o < k. Entonces para cada o < k se cumple que U, € W (¢, g)
con lo cual mostramos que {U, : @ < k} no es una w-base para S.

Se puede concluir que mw(S) = 0.

Definicion 3.1.3 » Un espacio topoldgico X tiene estrechez numera-
ble, y lo denotamos por #(X) < w, si para cada A € X y cada z € A
existe B < A numerable tal que = € B.

= Decimos que X tiene estrechez de abanico (denso) numerable para x €
X si, para cada sucesién (A, )ne, de subconjuntos (densos) de X tal
que z € ), An, podemos elegir, para cada n € w, un conjunto finito

B, € A, tal que x € | J{B, : n € w}.

» Un espacio tiene estrechez de abanico (denso) numerable si tiene estre-
chez de abanico (denso) numerable para cada cada = € X.

Es inmediato ver que si un espacio topologico es SS entonces también tiene la
propiedad de estrechez de abanico denso numerable, el reciproco no es valido
tal cual; sin embargo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1
Sea X un espacio topoldgico sin puntos aislados. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes

1. X es SS;
2. X es separable y tiene estrechez de abanico denso numerable;

3. X tiene estrechez de abanico denso numerable para cada punto de algin
subconjunto denso y numerable.

Demostracion. Basta probar que 3 = 1. Tomemos un conjunto {a, : n €
w} € X denso y sean (D,,),e, una sucesiéon de subconjuntos densos de X y
2 ={L, : n € w} una particién de w de modo que |L,| = w para cada n € w.
Es inmediato que a,, € [){Dy : k € w} para cada n € w, luego podemos elegir
recursivamente, para cada k € w, Fy € [Dy]=* tal que a, € | J{F} : ke L,},
por lo tanto {a, : n € w} < U,c, U{Fr k€ Ly} © U,e U{FK ke Ly}
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ademés X = {a, :new} < |, e, U{Fr : k € Ly} asi (F),)new testifica que X
es SS. O

Notemos que, si un espacio topolégico X tiene estrechez de abanico numera-
ble entonces también tiene estrechez de abanico denso numerable con lo cual
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1
Si X es separable y tiene estrechez de abanico numerable, entonces es selec-
tivamente separable.

Definicion 3.1.4 Un espacio topologico X es llamado espacio Fréchet si
para cada subconjunto A € X y cada a € A’, punto de acumulacién de A,
existe una sucesién de elementos en A que converge a a.

Teorema 3.1.2
Si X es un espacio topoldgico separable y de Fréchet entonces X es SS.

Demostracion. Sea D un subconjunto denso y numerable de X. Por el teo-
rema 3.1.1 es suficiente probar que X tiene estrechez de abanico denso nu-
merable para cada d € D. Como d € X\{d} debe existir una sucesién (d,)new
que converge a d. Sea {D, : n € w} una sucesién arbitraria de subconjun-
tos densos de X y definamos recursivamente D, = (] __ D, con lo cual
{D,, : n € w} es una sucesién descendiente de conjuntos densos en X. Ahora,
ya que d, € D, existe una sucesién S™ < D,, que converge a d,. Notemos
que d € | J,_, 5™ ¥y yva que la sucesiéon de densos es descendiente, podemos
elegir S¢ = | J, _, S™ una sucesién que converge a d, ademas S™ () S? es finito
siempre que S% y S™ convergen a puntos distintos. Definamos F,, = S™ [ J S¢
de este modo S = J.__ F, v ya que d € S4 tenemos que de | J __ F,. O

Seccion 3.2

Forcing y los espacios SS

En esta pequena y ultima seccion finalmente podremos hacer uso, de forma
directa o indirecta, de todo lo que hasta ahora hemos expuesto en la tesis. Lo
siguientes dos resultados fueron publicados a principios del 2012 en

(2012).
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Capitulo 3. Los espacio SS'y SS*

Ambos resultado tratan el problema de si es posible demostrar que el pro-
ducto de dos espacios Fréchet y numerables sea S.S; nuestro primer objetivo
es mostrar la consistencia relativa de tal afirmacién, lo cual serda un corolario
inmediato del siguiente teorema.

Teorema 3.2.1
En cualquier modelo obtenido de agregar reales de Cohen a un modelo de
C'H todo espacio numerable de Fréchet tiene m-base a lo mas w.

Demostracion. Sea X un espacio numerable y Fréchet. Vamos a considerar
el forcing P = Fn(k,2) donde k es un cardinal mayor que w;. Tomemos
un espacio topoldgico X en V[G] que sea numerable y Fréchet. Como X es
numerable podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que es igual a w
con alguna topologia 7. Sea 7 un nombre tal que (w, 7) sea forzado a ser un
espacio de Fréchet. Sean también # = 2°F, A,, un nombre que es forzado a
ser la familia de todas la sucesiones con elementos en w que convergen a n y
M =< Hy un submodelo elemental tal que M* < M y |M| = w;, supongamos
ademéds que tanto X y {A,, : n € w} como 7 son elementos de M.

Utilizaremos que, si G es un filtro P-genérico, entonces V[G n M] es un
submodelo de V[G] que satisface que la interpretacion de 7 n M serd una
topologia Fréchet de w en la que, para cada n, la interpretacién de A, n M
serd la coleccion de sucesiones que convergen a n.

Vamos a considerar a partir de ahora a V[G n M| como nuestro modelo base
y utilizaremos, también, que V[G] es obtenido de V[G n M] forzando con
Q = Fn(k\M,?2).

Nuestro objetivo es forzar que 7 n M sea una 7w-base para 7, lo cual termi-
narfa la demostracién (ya que |M| = wy).

Supongamos que U es el nombre de un conjunto forzado a ser no vacio
y un elemento de 7. Para cada condicién p, Up va a denotar al conjunto
{rew:plkzxe U} Es claro que Up es un conjunto en el modelo base y
ademas p I+ U c U mas aun, por las suposiciones que hicimos acerca de
M, vamos a tener que p = CI(U,)VI¢"M < Cl(U)VIC); en efecto, sea t un
punto en C’l(U) VIGAM] ¢ (4. n e w) una sucesién en U, que converge a
t, como A, n M es la coleccién de sucesiones que convergen a n, entones
(t, : € w) también es una sucesiéon de elementos en U, que converge a t en

V[G], ademds ya habiamos dicho que p IF U, = U, luego t esté en C1(U)V1E] .
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Para cumplir con el objetivo establecido procedemos por contradiccion. Su-
pongamos que U es forzado a no contener un abierto del modelo base. En-
tonces vamos a tener que existen una condi_cién Po y un entero x tales que
po IF @ € U y para cada condicién p < pg, U, es nunca-denso. Tal py existe
pues de no ser asi tendriamos que para cada condicién s y cada x tales que
s |- x € U existe un so de forma que sp < sy so I Uy, es denso en alguna
parte, es decir, existe un abierto v tal que Cl(v N USO)V[GQM] = Us, y por
tanto v < Cl(v)VI¢ M = Cl(v n U,,)VIEM] < CL(U,,)VIEM] < oL(U)VIC]
lo cual va en contradiccién con nuestra suposicion.

Como U es un nombre para un subconjunto de w, podemos elegir un con-
junto L. < k\M tal que dom(py) < L y para cada k € w y cada condicién
p € Fn(L,2) se tenga que si p I- k € U entonces p [lF ke U.

U es un Fn(L,2)-nombre, y sea {p, : | € w} una numeraciéon de todos los
miembros de F'n(LL, 2) que extienden a py. Ya que, para cadan, Uy, u---0U,,
es nunca-denso, se sigue que el complemento de la clausura de esta union,
D,,, es denso. Y como cada espacio numerable y Fréchet es SS, entonces hay
una colecciéon F,, € [D,]<* tal que |, Fn es densa.

Como el espacio es Fréchet y = € Cl(|,., Fn), existe una sucesién S, <
U, e, Fn que converge a z. Por la definicién de los D, tenemos que S, es
casi ajeno con Up para cada p € F'n(LL,2) que extiende a py. Por otro lado,
como S, converge a x, tendremos, por elementaridad, que S, converge a x
en el modelo final y entonces hay una condicion p que fuerza que S, esta casi
contenido en U, lo cual es una contradiccién. Il

Podemos notar que cuando C'H se satisface el resultado es inmediato pues
ambos espacios son numerables.

Como se prometid, ya estamos en condiciones de probar el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1

Si ZF es consistente entonces también lo es la teoria que resulta de agre-
gar a ZF las afirmaciones —CH y “el producto de dos espacios Fréchet y
numerables es SS”.

Demostracion. Por el teorema anterior podemos encontrar un modelo de
ZF + —CH en el que todo espacio Fréchet numerable tiene 7m-peso a lo mas
wi. Entonces el producto tendra m-peso a lo mas w;. Como en un modelo de
Cohen se tiene que w; < 0 y el producto es numerable, tenemos que también
serd SS. U
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Capitulo 3. Los espacio SS'y SS*

Si fortaleceremos la teoria un poco es posible demostrar que el producto finito
de espacios Fréchet y numerables es SS, lo cual hacemos a continuacion.

Teorema 3.2.2
El axioma del forcing propio, PFA, implica que el producto finito de espacios
numerables y de Fréchet es SS.

Demostracion. Sean X y Y espacios numerables y de Fréchet y supongamos
que el producto no es SS. Tomemos {F, : n € w} una sucesion de subcon-
juntos densos de X x Y. Como ya sabemos, es suficiente probar que para
cada punto (zg,y0) € X x Y podemos elegir una sucesiéon de subconjuntos
finitos de los conjuntos E,, de modo tal que (zg,yo) esté en la clausura de
la unién de tales subconjuntos. También podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que la sucesién {E,, : n € w} es descendiente. Sean <7, < [X]“
y By, < [Y]“ las familias de sucesiones que convergen a o y yo respectiva-
mente. Enumeremos a los conjuntos X y Y haciendo X = {z, : n € w} y
Y ={y, :new}

Consideremos ahora al conjunto {x; € X : k < n} para alguna n dada,
ya que este conjunto es nunca denso, podemos tomar el complemento de su
cerradura, el cual es un denso abierto, e intersectarlo con E, para asi obte-
ner otro conjunto denso, de esta forma podemos decir que, sin pérdida de
generalidad, supondremos que, para cada n, el conjunto F, es ajeno con el
conjunto nunca denso {z; € X : k < n}, de forma andloga podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que E, es ajeno con {yx € Y : k < n}. Para
cada (A, B) € o, x %,, vamos a suponer a partir de ahora que existe un
m tal que (A x B) n E,, = ¢. Lo anterior lo hacemos pues, si suponemos
que (A x B) n E,, no se vacio, entonces la interseccién es o bien finita o
bien infinita, si es finita podemos tomar un m suficientemente grande pa-
ra que los elementos que pertenecen a ella queden incluidos en el conjunto
{rre X k<m}xY)u (X x{y,€Y :k<m}),yen caso de ser infinita
podremos tomar subconjuntos F,, € E, tales que F, sea finito y | J F}, con-
verja a (o, Yo), es decir, (zg,yo) pertenece a la cerradura de la unién de los
F), lo cual terminaria con la demostracion.

Ahora consideremos el forcing definido por
P = U Uy <n Bk
n<w

Donde P es ordenado por la contenciéon. Por supuesto, al forzar con P te-
nemos un nombre para la seleccién genérica F' = (] .o{p(k) : k € dom(p)}.
Notemos que ningtin x o y puede aparecer como coordenada en una coleccién
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infinita de parejas de {p(k) : k € w}.

En la extension genérica, obtenida por PP, notemos para cada A € 7, y
B e #,, tendremos que F'n ((AxY)n (X x B)) = Fn(AxB) es un
conjunto finito, lo anterior se debe a que algun FE,, sera ajeno con A x B.

Para A € 4, definamos A = F n (A x X) y para B € A,, definamos
B=Fn(XxB).Sea Z{(4,B) : An B = ¢}. Ahora definamos K, < [2]*
como sigue, {(Ag, By), (A1, By)} € Ky siy sélosi (Ag n By) U (Ay n By) # ¢.

Una topologia métrica separable se define en 2~ de la siguiente manera: dados
lo subconjuntos finitos de X xY wug, uy, v Y U1 definimos el abierto basico por
[(uo, u1), (vo,v1)] = {(A,B) € Z 1up S A,uy n A= ¢,v0 S B,vy n B = ¢}.
Notese que Ky es abierto en esta topologia.

Como Kj es abierto en [27]?, entonces, por el teorema ?, tendremos que,
o bien 2 es unién numerable de conjuntos 1-homogéneos, o bien existe un
forcing propio Q que introduce un conjunto 0-homogéneo no numerable.

Primero veremos que si 2" no es unién numerable de conjuntos 1-homogéneos,
entonces obtenemos la seleccion deseada de subconjuntos finitos de los E,’s.
En este caso, entonces, existe un P-nombre Q para un forcing propio, de mo-
do que Q introduce un conjunto 0-homogéneo no numerable. Esto es, hay un
P + Q -nombre para una sucesion {(Aqg, Ba) : o € wy) de pares de o, x By,

de modo que {(AQ,BQ) : a € wi} es un conjunto O0-homogéneo de 2. Es
rutinario de verificar que existe una familia de w; subconjuntos densos de
P« Q de modo que, aplicando PFA, obtenemos un selector F' de los (E,, Ynew
y una sucesién {(Aq, By) @ o € w1} S & x A satisfaciendo que, para cada
a# [ ew

1. (FRA)N(FAB)=¢y
2. Fn[(Ay 0 Bg) U (As 0 By)] # ¢ es finito.

Las propiedades 1 y 2 hacen que las familias {F'n (A, X Y) : @ € w1} y
{Fn(X x B,):a€cw} formen una grieta de Luzin y, entonces, no pueden
ser separadas, modulo finito, en & (X xY’). Ahora mostraremos que si U x W
es una vecindad de (xg, yo), entonces U x W intercepta a F' como es requeri-
do. Nétese que U x Y contendrd, modulo finito, a F'n (A, X Y') para « € w;.
Ademés debe haber algin o € w; tal que U x Y intercepta a F' n (X x B,)
en un conjunto infinito. Como X x W contendra un subconjunto cofinito de
F n (X x B,), tendremos entonces que U x W intercepta a F' n (X x B,),
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y por lo tanto a F', en un conjunto infinito.

Ahora, finalmente, completamos la demostracién viendo que, en la extension
por P, 2" no puede ser la unién numerable de conjuntos 1-homogéneos.
Para ver esto primero fijemos una P-nombre .27, para 2. Supongamos que
tenemos una sucesion de P-nombres, (27, )ne., v una condicién pg € P tal que

po IF U T =X y, para cada n € w, po IF [3{”]2 c K,

new

Para mejor legibilidad, A\m abrevia al conjunto A\{z; : ¢ < m} para A
contenido en X y de forma anédloga B\m abrevia al conjunto B\{y; : i < m}
para B contenido en Y. Recordemos que para cada (A, B) € o, x %y,
existe un m € w de modo que ((A xY)n (X x B))n E,, = ¢, y por tanto py
debe forzar que existe un m € w suficientemente grande, tal que (A\m, B\m)

es un elemento de 2°. Ademas existen m,n € w y p < pp en P tales que
plF (A\m, B\m) € Z . Definamos

Lymm = {(A, B) € d, x By, : plF (A\m, B\m) e 2}

Es obvio que |J{Zpnm : p € P A n,m e w} debe ser igual a o7, x B,,, ter-
minaremos la demostracién probando que este no es el caso.

Primero tomemos una numeracién para Pxw xw de tipo w como {(p, ng, ms) :
k € w} y construiremos, por induccién sobre k, una sucesién descendiente
{Xk x Yy : k € w} de subespacios de X x Y, con Xg = X y Yy =Y. Pa-
ra guiar la induccién fijemos un ultrafiltro # de w X w que satisfaga que
para cada n € w (w\n) x (w\n) esté en # . También elijamos una sucesiéon
{a; : j € w} que converge a xy y una sucesion {b; : | € w} convergiendo a y.

En el k-ésimo paso inductivo consideraremos las tripleta (pg,ng,mg) y la
coleccién Xy, nym,- Sean Ay = {A\my, : 3B (A, B) € Zponpmit ¥ Br =
{B\my, : 3A (A, B) € Zp, n..m,.}» para n € w. Como hipétesis de induccién
asumiremos que, para cada m € w, (4,1) : (aj,b) € [Ep 0 (Xg x Y3)|'} € ¥,
esto es cierto para Xg y Yy pues E,, es un subconjunto denso de X x Y
para cada m € w. La construccién de X1 y Y, también asegurara que,
para cada par (A, B) € Zp, nyms, 0 bien A N Xy41 o bien B N Y44 serd un
conjunto finito.

Ahora realizaremos el paso induct_ivo. Sean Sy = | JAy y T}, = | JBy. La clave
de la prueba es que, como pg I- [ 2;,]> € K1, debe existir m tal que (Sg x Ty) N
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E; = ¢. De hecho, elegimos m mas grande que cada my y dom(py) y asumi-
mos que (z,y) € (S x Ty,) N Ey es no vacio. Extendamos py, a algin p tal que
p(m) = (z,y) y observemos que p IF (z,y) € F'. Como (z,y) € (Sk, Tx) existen
(Ao, Bo) v (A1, By) en 2y, nym,, tales que x € Ag\my, € Ay ye Bi\my € B
por tanto p I (z,y) € F n ((Ag\mz) x (By\my)). Note que también (z,y) €
(Ao\my N Bi\my) y entonces p IF {(Ag\my, Bo\my), (A1\mg, B1\my)) € Ko,
por supuesto esto contradice que p, fuerza que este par estd en K;. Ahora
definiremos X,,.1 € X, y Y41 € Y,,. Si para cada m > m

{(7,0) : (aj,b0) € [Em 0 (Xi\Sk) x i)'} e W

Entonces hdgase X1 = Xp\Sk v Yis1 = Yi\Tk. De otro modo sean X1 =
X, v Y1 =Y. Para ver que esto funciona notemos que para cada m > m

{4, 0) : (aj,b) € [Bn 0 (Xy x (Yi\Ti)]'} € #
Si esto falla, entonces existe un m > m,, tal que

{(7.0) + (aj,b0) & [Em 0 (Xk\Sk) x Ya)]" 0 [ 0 (Xi x (Vi\Ti))] e

De cualquier modo, esto implica que {(j,1) : (aj,b) € E n (Sk x Tj)} es un
miembro de #, lo cual es imposible ya que esto contradice el hecho de que
existe m > m tal que Sy x T} es ajeno con Ej. Entonces nuestra seleccion
de los X, 1 Y, satisface las hipotesis

Acorde a nuestra construccion, para cada k, existe j, > k tal que a;, estd en
X,;. Ahora es el momento de usar que nuestro espacio es Frechét. para cada
k elijamos una sucesién J, < X}, convergiendo a aj,. Como la sucesién {a;, :
k € w} converge a xy, tendremos que z, estd en la clausura de  J, . Ji. Por
tanto hay una sucesién A < |J,., Jrx convergiendo a z,. Por construccion
nosotros sabemos que A\ X}, es finito para cada k. Con un argumento similar
tendremos que existe una sucesion B convergiendo a gy con la propiedad
de que B\Y}, es finito para cada k. Por lo tanto (A, B) € o7, x %,, pero
claramente la existencia de (A, B) contradice la hipdtesis inductiva en la
construccién de {(Xy, Yy) : K € w}, a saber, que existe un k tal que uno de

los conjuntos A N X1y B n Yy, es finito.
O
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