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Resumen

La ecuacién de adveccion es un bloque muy importante en el proceso de mo-
delado de problemas relacionados con aguas someras en lagos y estanques, sin
embargo, a la fecha existen pocos esquemas de soluciéon que sean facilmente
aplicables en regiones no rectangulares, y esto representa una seria limitacion
para éstos.

En los anos recientes se han disenado varios esquemas basados en diferencias
finitas para la aproximacion de diferentes Ecuaciones Diferenciales Parciales
(EDP), en regiones planas que cumplan con ser no rectangulares y asimétricas.

Para poder trabajar con este tipo de regiones es necesario contar con mallas que
cumplan con ciertas caracteristicas geométricas deseables: que la distribucién de
las areas de las celdas que las forman sea lo més uniforme posible, que los lados
de cada celda sean lo mas ortogonales posibles o que la variacion de las lineas
coordenadas no tenga cambios bruscos.

En este trabajo hacemos una breve revisién de los métodos de generaciéon
numérica de mallas, se revisan los métodos disenados por Barrera-Sanchez y
Tinoco-Ruiz [1, 4, 28] y se menciona el método disenado por Dominguez-Mota
[11] para la generacién de mallas en diferentes regiones, que van desde regiones
con geometria sencilla hasta regiones que son aproximaciones a lugares geografi-
cos reales.

Tras hacer esta revisién, se presentan algunos de los métodos existentes de la
solucién de la ecuacién de adveccién en 1+ 1D y en 2 4+ 1D; Se proponen tres
esquemas de diferencias para aproximar dicha ecuacién en 2 + 1D, se explica la
manera como se disenan éstos y se hace un estudio de la calidad de las aproxi-
maciones logradas con dichos esquemas, mostrando la buena exactitud que se
obtiene, sobre todo con el esquema de 6 puntos.

Palabras Clave: diferencias finitas, regiones irregulares, ecuacion de advec-
cion, métodos numeéricos.






Abstract

The advection equation is a very important block in the process of modeling
shallow-water problems in lakes and ponds, however, to this day there are very
few schemes of solution that can be easily applied in non-rectangular regions,
and this is a serious limitation for the method.

In recent years many finite difference schemes have been designed for the nume-
rical approximation of different Partial Differential Equations, in plane irregular
regions that comply with be non-rectangular and non-symmetrical.

To be able to work with these kind of regions it is necessary to count with
grids with certain desired geometrical characteristics: The distribution of the
cell areas, which forms the grid, is as uniform as possible; the sides of every cell
must also be as ortogonal as possible, and the variation of the coordinate lines
doesn’t have abrupt changes.

In this work we do a brief revision of numerical grid generation methods, we
show the methods designed by Barrera-Sédnchez and Tinoco-Ruiz [1, 4, 28] and
we mention the method designed by Dominguez-Mota [11] for the numerical grid
generation at different regions; from regions with simply geometry to regiones
which are approximation to real geographical locations.

After this revision, we present the existent methods for the solution of the advec-
tion equations in 1 + 1D and 2 + 1D; we present three finite-difference schemes
to approximate the advection equation in 2 4+ 1D, and we explain the way how
they were designed, also we make a study of the quality of the approximations
accomplished with this schemes, showing the precision we obtain, specially with
the 6 points scheme.

Keywords: finite difference, irreqular regions, advection equations, numerical
methods.
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Prefacio

En la literatura se pueden encontrar gran variedad trabajos que tratan sobre
la solucién de ecuaciones diferenciales parciales, ya sea de manera exacta por
métodos analiticos, o de manera aproximada por métodos numéricos. Desafor-
tunadamente no existen soluciones analiticas para todas las ecuaciones diferen-
ciales parciales, y es ahi donde radica la importancia de los métodos numéricos.

Existen muchos fenémenos en la naturaleza que se pueden describir y aproximar
por medio de ecuaciones diferenciales, tanto parciales como ordinarias, pero por
desgracia los métodos comunes de aproximacion estan basados en geometrias
regulares o muy sencillas, por lo que su aplicacién es limitada cuando se trata
de regiones méas complicadas, como las que existen en la naturaleza. Buscando
contar con esquemas que modelen los fenémenos para los cuales no se cuenta
con la solucién analitica de sus ecuaciones diferenciales se utilizan aproximacio-
nes que sean lo suficientemente cercanas a la realidad. Asi es como surgen los
métodos numéricos, que nos sirven para contar con esquemas de aproximacion
a las soluciones de estos problemas.

Se han disenado muchos métodos para aproximar la solucién de una ecuacién di-
ferencial parcial, los més usados son los de diferencias finitas, elementos finitos,
métodos espectrales, volimenes finitos y elementos de frontera, entre otros simi-
lares. En este trabajo sélo nos centraremos en el método de diferencias finitas,
el cual consiste en discretizar el dominio dado en donde se quiere aproximar la
solucién de cierta ecuacion diferencial parcial u ordinaria, reemplazando las de-
rivadas de las ecuaciones diferenciales por una combinacién lineal de valores de
la funcién en cada uno de los nodos de la malla. Como resultado, obtenemos un
sistema de ecuaciones algebraicas, usualmente grande, que se resuelve en lugar
de las ecuaciones diferenciales. La solucién a este sistema es una aproximacion
de la solucién de la ecuacién diferencial en cada nodo.

Una de las mayores motivaciones para el uso de los métodos de aproximacion
es el hecho de que, gracias a ellos, el problema original puede convertirse en un
problema que resulta més sencillo de resolver.

En este trabajo se utiliza un esquema basado en diferencias finitas. Los esque-
mas de diferencias finitas son relativamente faciles de formular debido a que no
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se necesitan matemadticas muy avanzadas para hacerlo, inicamente es necesario
conocer sobre series de Taylor y Algebra Lineal. El esquema se usa para obtener
una aproximacién a la solucién del problema de adveccién en regiones que no
cuentan con una frontera con forma regular, como un rectangulo, sino que su
frontera cuenta con una complejidad mayor.

En el primer capitulo se explica de manera basica los conceptos a tratar durante
la tesis, se muestra sobre las ecuaciones diferenciales y los diferentes métodos
existentes a la fecha para encontrar aproximaciones a la solucién de dichas ecua-
ciones. Se hace un estudio somero sobre los esquemas de diferencias finitas y se
da una ligera introduccién a los diferentes tipos de Ecuaciones Diferenciales
Parciales.

En el capitulo dos se realiza una descripcién panoramica de generacion numérica
de mallas, se muestran algunos de los diferentes métodos de generacion, tanto
continua como discreta, y se agrega una rapida comparacién de los diferentes
métodos.

El tercer capitulo trata sobre el problema central de esta tesis, la aproximacion
a la solucion del problema de adveccién. Se muestran los diferentes esquemas
existentes para su aproximacién en 141D y se explica su generalizacion a 2+1D.
Se muestran los esquemas propuestos en este trabajo junto con su utilizacién
para el problema de adveccién.

El capitulo cuatro contiene los resultados numéricos de las diferentes pruebas
realizadas con cada uno de los esquemas descritos en el capitulo tres. También
se agrega, a manera de conclusiones, un breve estudio sobre la calidad de las
aproximaciones obtenidas.
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Esquemas de Diferencias Finitas en Regiones Rectangulares 1

Capitulo 1

Esquemas de Diferencias
Finitas en Regiones
Rectangulares

El propésito de este capitulo es dar una breve introduccién a los esquemas de
diferencias finitas, en una y dos dimensiones, en regiones simples. Esto también
servirda para introducir los conceptos y la notacién basica usada a lo largo del
presente trabajo.

1.1. Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP)

Una ecuacion en derivadas parciales es una relacion entre una funcién de dos o
mas variables y algunas de sus derivadas parciales. El orden de la EDP se define
como el mayor orden de las derivadas que estdn presentes en la ecuacion. Las
ecuaciones diferenciales que simulan fenémenos fisicos cominmente se separan
en grupos dependiendo del tipo de las relaciones existentes entre las derivadas
que se involucran.

Una EDP lineal de segundo orden tiene la forma:
AuZ, + Buiy + Cuf/y + Duy + Euy + F =0 (1.1)

en donde A, B, C, D, E y F son coeficientes que pueden depender tanto de x
como de y pero no de la funcién. Las ecuaciones diferenciales parciales se pue-
den clasificar en hiperbdlicas, parabdlicas y elipticas; la manera mas usada para
saber a que grupo pertenece una EDP consiste en obtener el determinante de
una matriz cuyos coeficientes son los coeficientes A, By C de su forma (1.1) [25].
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Una ecuacion es hiperbdlica si

Z = det g g <0,
es parabdlica si

Z = det g g =0,
es eliptica si

Z = det g g > 0.

Las ecuaciones hiperbdlicas modelan el transporte y movimiento de alguna can-
tidad fisica, ya sea perturbaciones o flujo de fluidos. Uno de los ejemplos més
utilizados es la ecuacién de onda en una dimensiéon

Po _ Py
il S el
ot? Ox?
en donde, si ordenamos los términos, podemos ver que A =1, B =0, C = —¢c?;

al obtener el determinante de la matriz generada por estos coeficientes podemos
notar que Z < 0.

Por su parte, las ecuaciones parabdlicas describen fenémenos que dependen del
tiempo y que llevan a un estado de equilibrio. Uno de los ejemplos mas encon-
trados en la literatura es la ecuacién que describe el calentamiento de una barra
a lo largo de uno de sus ejes ,

9 _ 0%

ot 0x?’
enlacual A=0, B=0y C = a, y podemos ver que Z = 0.

Por 1ltimo las ecuaciones elipticas estan asociadas con un estado especial del
sistema el cual corresponde a un estado de minima energia. Por ejemplo, en la
ecuacion de Poisson

0%y 0% B
Ox? * oy !

enlacual A=C=1y B=0, porlo que Z =1.

1.1.1. Condiciones Iniciales y de Frontera

Un factor muy importante al momento de resolver diferentes EDP’s son las lla-
madas condiciones iniciales y de frontera. En el caso en que trabajamos con
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO’s) podemos recurrir al teorema fun-
damental de existencia y unicidad, el cual nos garantiza que existe una soluciéon
a nuestro problema y que, ademas, es Uinica si se da un conjunto de condiciones
que la funcién debe de cumplir. Ya que sabemos que la soluciéon general vie-
ne dada por una familia de funciones parametrizadas constantes, nos podemos
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apoyar de las condiciones de frontera para especificar dichas constantes.

A diferencia de las EDQO’s, cuando se trata de una EDP no existe un teorema
fundamental con el que podamos justificar la existencia y unicidad en general de
las soluciones. En su lugar existen diversas teorias independientes que son usadas
para cada uno de los tipos de EDP’s con los cuales se trabaja comunmente, ya
sean lineales como la ecuacién de Laplace, la ecuacién de calor o la ecuacién de
onda; o no lineales como la ecuacién de Burgers o la ecuacién de Monge-Ampere.

Las condiciones que tendremos (o necesitaremos) dependerdn del tipo de ecua-
cién con la que trabajemos, en el caso de las EDP’s parabdlicas e hiperbdlicas se
suelen dar condiciones iniciales y de frontera; un ejemplo de esto es la distribu-
cién inicial de temperaturas y los valores de ésta en los extremas de una barra
en el caso de la ecuacién de calor. Mientras que en el caso de las ecuaciones
elipticas se acostumbra dar condiciones principalmente de frontera.

Existen fundamentalmente 2 tipos de condiciones en la frontera: se dice que las
condiciones de frontera son de tipo Dirichlet si se da el valor de la funcién en la
frontera; de Neumann si se dan los valores de la derivada en la frontera y, por
ultimo, cuando se da una combinacién lineal de ambos valores en la frontera,
las condiciones se llamaran de Robin.

1.2. Diferencias Finitas en una Dimension

Cuando trabajamos con Diferencias Finitas, la idea principal es reemplazar las
derivadas de las ecuaciones diferenciales por combinaciones lineales de los valores
de la funcién. Para hacer esto recordemos la definicién de derivada en una
dimensién por medio del uso de limites: Consideremos la funcién u(x) definida
en el intervalo abierto (a,b), entonces la definicién de la derivada de u en = es

du . u(z+h)—u(z)
P h ’
= lim w (1.2)

h—0 (z+h)—=z

De esta definicién podemos obtener “facilmente” un esquema de diferencias
finitas en 1D siguiendo algunos sencillos pasos. Primero, dividimos el intervalo
[a,b], en donde estd definida la funcién, en n subintervalos, creando as{ una
malla con n + 1 nodos a = xg, x1,...,T, = b. Aplicando esta discretizacién del
dominio a (1.2) tenemos, si ;11 — ; no es muy grande, para cada nodo interior

du, o i) — ul@:)
dx( l) (iEiJrl) — X

9
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si reescribimos w; 11 = u(x;41) ¥y u(x;) = u; obtenemos

du Ui+1 — Uj
dzr Ti4+1 — T4

Asi hemos obtenido una expresion, basada en diferencias finitas, que aproxima
a la derivada de u en z;. A esta expresion se le conoce como diferencias hacia
delante, debido a que involucra a los puntos i e 7 + 1. De una manera similar
podemos llegar a las expresiones

du U; — Uj—1
) =

)
Ti — Tj—1
que se conoce como diferencias hacia atrds, y

du Uip1 — U1
X Ti41 — Tj—1

que es la expresién de las llamadas diferencias centradas.

1.2.1. Aproximacién por Serie de Taylor

Los esquemas en diferencias finitas pueden ser obtenidos, de una manera maés ri-
gurosa, usando como herramienta la expansion en serie de Taylor para expandir

Teorema 1 (Taylor) Sea u(x) una funcion continua en el intervalo [a,b] la cual
tiene derivadas continuas hasta de orden N sobre (a,b); dado un punto xg en
(a,b), entonces para cualquier otro punto x en (a,b)

du(x Pu(zo) (x — x AN Lu(zo) (& — 20)V 1
() = ulzo) + ng())(l’—zoﬂ dizo) ( - o). de_(lo) ( = _0)1)! RN
en donde N N
RN — d u(f) (x - xO) 5 c (a,b)

dxN (N7
es el residuo [29].

Asumiendo que u(x) cumple con las hipdtesis del teorema de Taylor, usamos su
expansion alrededor del punto x;41 en el intervalo [a, b] para obtener

d
Uil = U + ﬁ(%‘)(ﬂ%ﬂ — @) + O(Ag}),

donde O(Az?) es el residuo de orden 2, y Az; = x;41 — 2; De ahf obtenemos la
expresion
du Ui+1 — Uj 2
—(x;)) = ——— + O(Azx3), 1.3
() = ML 0(Ax}) (13)
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que resulta ser la expresién de diferencias finitas, diferencias hacia adelante para
ser m&s preciso; para la aproximacién de du;/dzx.

Haciendo un proceso similar al anterior, podemos obtener la expresion en dife-
rencias hacia atrds, basta con tomar la expansién alrededor del punto z;_1

d
Uij—1 = Uy + ﬁ(wz)(mz,l — {EZ) + O(A$3)7

y seguir un proceso similar para llegar a

du Uil — Uj
o i L O(AZD). 1.4
d:ﬂ(xl) Ti1 — T O(Az;) (1.4)

El caso de las diferencias centradas es un poco mas laborioso, ya que para
obtenerlas primero se tienen que tener las expresiones, hasta orden 2, para w;1
Yy Uj—1:

winr = et Ny — Tdu, O(Az3

i+1 = Uj + dx (xz)(xz-‘rl 1‘1) + ) d(E2 (xl)(xl-i-l .131) + ( xz)

U1 = U'—l—f(x')(x-_l—x')+17d2u(x-)(aj-_1—x4)2+(9(Ax3)
K3 3 dx 7 K3 K3 2 dl‘? K3 K3 3 7

y después se tiene que restar la segunda de la primera

du 10%u
Uip1—Uj—1 = %(xi)(ffz‘+1—$i71)+§@(ffi)[(xz'ﬂ—xi)z—(fifl—xi)z]JrO(Ax?)

para asi llegar a la expresién para las diferencias centradas

du; Ui — U1 3
=" 1+ O(Azx?). 1.5
e —— + O(Axy) (1.5)

Notese que en el caso de una malla uniforme, donde
Tip1 — X =T — Tj—1
las ecuaciones (1.3), (1.4) y (1.5) se reducen a:

du Ui+1 — Ug

du Uj—1 — Uj

Do) = U 0(A), (1.7)
du, Uil — Ui 2

%(CEZ) iy + O(Ax?), (1.8)

y en el Ultimo caso se obtiene un grado de aproximacién mayor.
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Asi como se defini6 el esquema de diferencias para aproximar el valor de la deri-
vada en u en x, también se puede hacer ficilmente un esquema para aproximar
d*u/dx?. Sumando las expansiones en serie de Taylor de u en el punto z;

du(z; 1 dPu(z;
u(zip1) = u(wi) + %(‘Wiﬂ —xi) + 5%(%“ —z;)? + O(Az%),
y
du(z;) 1 d?u(x;) 2 3
w(wi—1) ~ u(z;) + I (i1 — i) + a2 (i1 — ;) + O(Az?),

y recordando que, en el caso de mallas uniformes, x;41 —x; = Az y z;o1 —x; =
—Ax podemos obtener la expresion

d*u(x;)
dx?

w(zipr) +u(zi—1) =~ 2u(z;) + (Az?) + O(Az?),

si hacemos las operaciones pertinentes para despejar d?u(z;)/dz?, podemos re-
escribir la ecuacién anterior como

Pu(xi)  w(@ipr) — 2u(zi) + u(@i-y) 2
dr? + (Az)? + O(Azx?)

que es la expresién en diferencias finitas para la aproximacién de d?u/dx?.

1.3. Esquemas de Diferencias en Regiones Bidi-
mensionales Rectangulares

Una vez que hemos establecido los esquemas de diferencias en una dimensién
podemos empezar a preguntarnos sobre el caso bidimensional. Los esquemas
de diferencias en dos dimensiones pueden obtenerse por analogia de los de una
dimension, habida cuenta que las derivadas parciales implican una derivada en
una direccién.

Sea una region rectangular (ver figura 1.1) definida en [a,b] x [¢, T], sobre la
cual construimos los nodos interiores como

r, = a-+ilAx
y; = c+jAy.
donde h y k son el tamano de paso horizontal y vertical respectivamente.

Tomando en cuenta las ecuaciones (1.6 - 1.8), podemos escribir una expresién
para cada una de las derivadas parciales
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am (b,T)
K
(a,c) R "(b.c)

Figura 1.1: Mallado uniforme en el intervalo [a,b] x [¢, T

%(%wﬂ _ U(fﬂiﬂ,yg; u(Ti, i) +O(Az)
Slanyy) = Mt ZuEen) o)
%(%7%) _ u(%-&-h%é;;‘(@"i—l;yi) + O(Az?)
%(%wﬂ _ u(xiaerli)Q;;(xiayil) + O(Ay?)

Como nos encontramos ahora con un problema en dos dimensiones, dentro de
las aproximaciones que debemos de obtener se encuentra aquella con el término
cruzado 0%u/dxdy, es facil ver que una expresiéon para ello es

0?u _ wW( i1, Y1) — w(@io1, Yje1) Fu(@iz1, yj—1) — u(Tigp1,¥5-1)
dzxdy 4AxAy

Hasta el momento tenemos ya algunos esquemas en diferencias finitas que apro-
ximan a la solucién de cierta ecuacién diferencial, usando una expansiéon en
serie de Taylor, en donde al hacer la aproximaciéon a la derivada tenemos un
cierto orden. A continuacién aplicaremos alguno de estos esquemas para resol-
ver un ejemplo sencillo que nos ayude a entender mejor la aplicacion de dichos
esquemas.
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It S I S E B

A
t,=0 | | | | 2% | | | |

4
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0 1 2 M-1 XM=)§

Figura 1.2: Mallado uniforme en el intervalo [0, 1]

Ejemplo 1

Consideremos la ecuacién de difusién o de calor, con una variable en el espacio
y una en el tiempo

ve(x,t) = vuge(w,t), x € (0,1), (1.9)
v(z,0) = f(x), x € [0,1], 1.10)
0(0,8) = alt), o(l,t)=bt), t>0 1.11)

Aqui a v se le conoce como la constante de difusividad. La ecuacién (1.10) es la
condicién inicial y (1.11) es la condicién de frontera. Nuestro objetivo es escribir
un esquema en diferencias finitas asociado a dicha ecuacion. Un estudio sobre
la solucién analitica de este problema puede ser encontrado en [30].

Antes de comenzar con el proceso de aproximacion es importante introducir
cierta notaciéon: u serd la funcién que aproxime a v y dependerd de x y t; deno-
taremos como u?, la funcién definida en el punto (mAz, nAt) o, en aras de la
simplicidad, el punto (m,n), conm =0,1,2,.... M yn=0,1,2,...,N.

Por conveniencia vamos a usar un mallado uniforme, con espacio entre cada
nodo espacial de Az = 1/M (véase la figura 1.2).

De la misma manera que hemos discretizado el intervalo en el espacio podemos
discretizar el tiempo con un mallado uniforme con separacion At entre los nodos
temporales. Haciendo este proceso obtenemos un mallado que va a aproximar
el dominio espacio-tiempo como se muestra en la figura (1.3).
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- x|
X X, M-1 =
' ) . A

Figura 1.3: Mallado uniforme en el dominio espacio-tiempo

El siguiente paso es el de aproximar la solucién de la ecuacién (1.9) utilizando
algun esquema de diferencias finitas, con los cuales ya contamos. En este caso
utilizaremos diferencias hacia delante para hacer la discretizacién en el tiempo,
para obtener

v untl — gy
— (mAzx,nAt) = v =~ 22— 1.12
2 (mAa nA) = v & Ut (112)
después utilizamos la expresién de la segunda derivada para aproximar v, esto
nos arroja
aQ,U u 41— Qun 4+ yn .
ﬁ(mAx,nAt) = Vg R — A;; e (1.13)
Podemos combinar las ecuaciones (1.12) y (1.13), para asi aproximar la ecuacién
diferencial parcial (1.9); esto es, obtendremos la expresién

n+1 n n _ n n
Uy ™ = Uy, Vumﬂ 2uy, +upy, g

At Ax?
que, tras despejar u%"!, puede ser escrita como
At
1
UZLJF = u?n + VAQCQ (UZH-I - 2“’:; + ufn—ﬁ- (114)

La ecuacién (1.14) es el esquema en diferencias finitas para la aproximacién de
la ecuacién diferencial parcial descrita en (1.9). Ahora, las condiciones iniciales
y de frontera estdn dadas por

u) = f(kAx) k=0,...,M (1.15)
upg™ = a((n+1)At) n=0,...,N (1.16)
uift = b((n+1)At)  n=0,...,N (1.17)
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Entonces nuestro objetivo es obtener una buena aproximacién a la solucién de
la ecuacién diferencial parcial en (0,1) x (0,1) resolviendo el problema discreto
dado por (1.14-1.17). El qué tan buena serd nuestra aproximacién dependera de
la eleccién de Az y At; debemos ser muy cuidadosos al momento de elegirlos,
ya que éstos seran quienes determinen el comportamiento de la aproximacién
a la solucién. A continuacién analizaremos con més detalle el cuidado de es-
ta eleccién, y haremos una revisiéon somera de los conceptos de consistencia,
estabilidad y convergencia.

1.3.1. Consistencia

Si queremos aproximar una ecuacion diferencial parcial por medio de un esquema
de diferencias finitas podremos utilizar la expansién en serie de Taylor alrededor
de ciertos puntos para llegar a expresiones que logren esta aproximacion. En
particular, podemos hacer la expansién alrededor de (nAt, kAx), y obtenemos

) At

vptt = u((n+ 1)At kAz) = v(nAt, kAz) + Fr (nAt, kAx)l—

3211 At?
8t2 (nAt, kAx)T +-
Nétese que solo se escriben los primeros tres términos de la expansién. Si hace-
mos un poco de algebra, podemos reescribir esta ecuacién como

Pt - v Ov

At (0%v\"
k
T nAt, kAx 5 t+
At Ot ot )+ 2 <8t2 > i ’
que a su vez, utilizando una manera mas general en términos de O, si v es lo
suficientemente suave puede escribirse como

v ntl g
At, kA <k L O(AY).

gy (Al kAT) = =g+ O(A1)

Si queremos averiguar el orden del esquema de diferencias que aproxima la

segunda derivada, utilizamos la expansién en serie de Taylor de (1.13)

A 2 2 A 2
vy = v(nAt,mAzx) + %(nAt,mAm) 19!6 gg(nAt mAx) 29!6 +
v Az3 4
2 2 2
v = v(nAt,mAzx) — ?(nAt,mAm)Aﬁ g Z(nAt mAzx) A;
P Az
5 5 (nAt, mAx)T +0(Azh).

Sumando estas dos expansiones, y haciendo un poco de algebra, podemos llegar
al esquema que aproxima a v,
2 n n n
0°v vy — 2v;, + v

5 = s ml L O(Az?). (1.18)
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Entonces el problema (1.9) puede escribirse como

ve(NAL, mAT) — Vv (nAt, mAz) =

n+1
m

n
— vy, v

At - Ag?

(%

(vl g — 200 + ol _,) + O(At) + O(Ax?). (1.19)

Podemos ver que la ecuacién (1.19) muestra qué tan bueno es el esquema en
diferencias para aproximar a la ecuacién original. Debemos resaltar que esto no
nos dice directamente céomo la solucién del esquema en diferencias se aproxima
a la solucién de la ecuacion diferencial parcial.

Definicién 1.1 Se dice que el esquema en diferencias L ul, = Gy, es consis-
tente punto a punto con la ecuacion diferencial LU = F si existe alguna ¢(z,t),
suave y continua, tal que

(Lo — F) |y —[Lyd(nAt,mAz) —Gp] — 0 (1.20)
cuando Az, At y ((n+ 1)At,mAz) — 0

Una vez definida la consistencia punto a punto, podemos ver que el esquema
descrito en (1.19) es consistente punto a punto con la ecuacién diferencial parcial
original.

Podemos elegir ¢ como la solucién v de la ecuacién diferencial parcial, entonces
la expresién en (1.20) la escribimos

L uy — G —0 cuando Az, At — 0.

n
m
Si escribimos el esquema en diferencias como

u"t = Qu" + AtG" (1.21)

n o __ n n ,n T no__ n n o, n T
de donde u™ = (...,u"q,uf,uy,...)", G" = (., u",ug,ul,...)" y Q es un
operador que actiia en el espacio apropiado, entonces podemos escribir una
definicién de consistencia mas fuerte.

Definicién 1.2 El esquema (1.21) es consistente con la ecuacion diferencial
parcial con la norma || - ||, si la solucion de la ecuacion diferencial parcial v
satisface

v = Qu + AtG™ 4 AtT™,

=" =0

cuando Az, At — 0, donde u"™ denota el vector cuya k-ésima componente es
v(nAt, mAx).

Hay que notar que la diferencia entre la consistencia punto a punto, y la con-
sistencia con la norma, es que la consistencia con la norma obliga a todos los
componentes del vector 7™ a converger a cero de una manera uniforme.
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1.3.2. Estabilidad

Una interpretacion intuitiva de la estabilidad es que, si el esquema en diferen-
cias de un problema con condiciones iniciales tiene errores pequenos de entrada,
entonces tendremos errores pequenos en la aproximacién final.

La estabilidad de un esquema con dos niveles de tiempo se explica en términos
de una ecuacién de la forma

u"t = Qu,, n>0 (1.22)

Definicién 1.3 Se dice que un esquema de diferencias con la forma (1.22) es

estable con respecto a la norma || - || si existen constantes positivas Ax, At, o y
B tales que

Jum 1| < Keb ) (1.23)

para 0 <t < (n+1)At, 0 < Az <z y 0 < At < Atp.

Hay que notar que, al igual que para la consistencia, la definicién de estabi-
lidad estd dada en términos de una norma que puede variar dependiente del
problema. Pero, independientemente de la norma, la solucién puede crecer con
el tiempo pero no con el nimero de pasos de tiempo. Es importante hacer ver
que existe una gran variedad de definiciones de estabilidad, por ejemplo una de-
finicién comun es aquella que no permite un crecimiento exponencial, entonces
la desigualdad (1.23) es remplazada por

lu | < KJu],

aqui el valor de K es quien dira si el esquema es consistente ono. Si 0 < K < 1
entonces el esquema serad incondicionalmente estable. Si K = 1 entonces el
esquema es condicionalmente estable, y por dltimo si K > 1, entonces el esquema
resulta ser incondicionalmente inestable.

1.3.3. Convergencia

Los esquemas con los que hemos estado tratando son muy usados, ya que pre-
sentan resultados satisfactorios a la hora de aproximar la soluciéon de ciertas
ecuaciones diferenciales en diferentes dominios. Esto se debe a que estamos
obteniendo la solucién del sistema de diferencias que surge de hacer una apro-
ximacién a la solucién de la ecuacién diferencial. Entonces ahora nos interesa
garantizar la convergencia de estos esquemas, para poder describir buenos resul-
tados de las aproximaciones generadas. No es facil de conseguir esto en general,
y en, muchas ocasiones, el proceso para conseguirlo llega a ser muy largo y la-
borioso.

Consideremos la siguiente EDP

Lv=F, (1.24)
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con v y F funciones que estdn definidas en IR y con condicién inicial v(z,0) =
f(z). Supongamos que tenemos una aproximacién a la solucién, obtenido por
medio de algin esquema de diferencias finitas, que llamaremos L}},. Para este
problema, u, define una malla uniforme con Az y At distancias entre nodos,
y satisface la condicién inicial u9, = f(mAz) € [a,b]. Denotemos a v como la
solucion exacta de nuestro problema inicial.

Definicién 1.4 Un esquema de diferencias Ly, up} = Gy, que aprovima o la
ecuacion diferencial parcial Lv = F es un esquema que converge punto a punto
para algin x y t, mientras (mAx, (n + 1)At) converge a (x,t), ull, converge a
v(x,t) cuando Az y Ay tienden a cero.

Para ejemplificar mejor esto retomaremos el problema del ejemplo 1, junto como
su esquema en diferencias, el cual reescribiremos como

Ut = (1= 2r)ug, + (g, + U, 1),
en donde r = vAt/Az?.
Definamos z]’, como
zp = up —v(mAx,nAt).

Si ahora regresamos a la ecuacién diferencial parcial original, y la escribimos
como

ve(mAz, nAt) — vvg,(mAz, nAt) =
ot —n v

At - Ax2

(vl 1 — 200 + o) + O(At) + O(Az?) (1.25)
y ponemos la solucién exacta v del lado izquierdo de la ecuacion anterior obte-
nemos

ot —vmn v
At Ax?

0= (Vi1 — 2y, + vy, 1) + O(At) + (’)(Aw2),

n+1

~T para obtener

de donde podemos despejar v
vﬁjl = (1 =2r)v,, +r(y i +vm_1) + (’)(AtQ) + O(AtAxQ),
y finalmente, restando la ecuacién anterior de la ecuacién (1.25), tendremos
2t — (1 —2r)2" + T(Zmyr + Zm_1) + O(A?) + O(AtAZ?). (1.26)

Si 0 < r < 1/2, los coeficientes del lado derecho de la ecuacién (1.26) son
positivos y, ademas,

n+1

< @ =2n) Lo [ (| g [+ |z ) + AAE + AtAx?)
<

Z™ 4+ A(AF + AtAz?),

| z
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donde A es una constante asociada con el término O y Z™ = supy, {|2}|}. Luego,
si tomamos el sup sobre k del lado izquierdo, tenemos

ZmL < 7™ 4 A(AP 4 AtAz?).

Notemos que el supremo del lado derecho de la ecuacién anterior incluye los
términos At y Ax. Aplicando esta condicién un nimero finito de veces

ZnT <720 A(AR + AtAz?)
< 2" 4 2A(AE + AtAz?)
< 20+ (n+ 1) AAR + AtAz?).

De ahf que si Z° =0, | vt —v(mAx, (n + 1)At) [< Z" y (n+ 1)At = T.

|t —w(mAz, (n + 1A | < (n+1)AtA(AL + Az?)
— 0 cuando At, Az — 0.

Asi que para algin z y ¢, cuando At y Ax se aproximan a cero y
(mAz, (n+ 1)At) — (z,t),

entonces u”, se aproxima a v(z,t). Hay que senalar que, el término n + 1 en la
expresion anterior podria ser un problema para nuestra convergencia por lo que
es importante que (n+ 1)At — T. Con esto hemos logrado probar que Z™ — 0,
con zI" = ul', — v(mAz, nAt).

En general es muy dificil probar la convergencia punto a punto, y no suele ser
tan 1til como un tipo de convergencia uniforme, en vez de eso utilizamos una
definicién de convergencia en términos de una norma de la diferencia entre la
solucion exacta y la aproximacion obtenida.

Si queremos probar la convergencia en términos de la rapidez con la que la
aproximaciéon converge a la solucion exacta, debemos definir la convergencia de
orden (p,q) como sigue

Definicién 1.5 Un esquema de diferencias L}u} que aprozima a la ecuacion
diferencial parcial Lu = F, es un esquema convergente de orden (p,q) si para t,
cuando (n + 1)At - T

[t — o = O(Ax?) + O(AL)

cuando Ax, Ay — 0
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En este caso O dependerd de t. Usando esta definicién estamos en condiciones
de discutir el rango de convergencia de u” a v™.

No es nuestra intenciéon profundizar méas en los conceptos mencionados en este
capitulo, bastaba con dar una introduccién a ellos para asi poder introducir
también la notacién que se utiliza a lo largo del presente trabajo. En particular
a lo largo de este capitulo se hablé de diferentes particiones, o mallas, de las
cuales no se introdujo el tema; esto se hard en el capitulo 2.
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Capitulo 2

(Generacion numérica de
mallas

Existen 2 métodos ampliamente usados en la soluciéon de problemas que involu-
cran ecuaciones diferenciales parciales, estos son el método de diferencias finitas
(MDF) y el método de elementos finitos (MEF). Ambos métodos cuentan con
sus ventajas y desventajas con respecto del otro. Algunas personas prefieren el
método de elementos finitos porque se puede adaptar facilmente a regiones no
regulares, sin embargo el trasfondo tedrico y las estructuras de datos requeridas
para su uso pueden ser dificiles de manejar.

Por otro lado, el método de diferencias finitas cuenta con una base tedrica muy
simple que no requiere conocimientos avanzados de matematicas; sin embargo,
su aplicacién en regiones irregulares no es trivial.

Desde hace algin tiempo se ha propuesto usar cambios de variables para trans-
formar un problema sobre una regién irregular en un problema sobre el cuadrado
unitario. Para poder aplicar este método es necesario construir una funcién sua-
ve y biyectiva entre la regién original de trabajo y el cuadrado unitario. Esto
es esencialmente lo que se le conoce como generaciéon numérica de mallas sobre
regiones planas irregulares.

2.1. ;Qué es una Malla?

Cuando se resuelve numéricamente un problema continuo de modelado, fre-
cuentemente es necesario hacer una discretizacién sobre el domino en el que
se trabaja, esto es, hacer una malla que represente el dominio donde se desea
modelar el problema. Esto se hace seleccionando un conjunto finito de puntos
que reflejen la geometria de la regién.
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Figura 2.1: Malla uniforme en 1 dimension.

Figura 2.2: Malla no uniforme en 1 dimension.

Si queremos resolver problemas en una dimensién en el intervalo [a, b], podemos
generar 2 tipos de mallas, mallas uniformes y mallas no uniformes. Mientras que
las primeras consisten en partir el intervalo [a, b] en una cantidad n de subinter-
valos de igual longitud (figura 2.1), las segundas consisten en partir el mismo
intervalo pero de manera que los n subintervalos no tengan todos la misma lon-
gitud (figura 2.2).

Para problemas en 2 dimensiones, podemos considerar dos tipos de regiones.
Las primeras son dominios simples, como rectdngulos, [0, a] x [0, b] en donde se
puede hacer facilmente una discretizacion dividiendo la regién en rectangulos
regulares més pequenos; esta discretizacion, al igual que en el caso en 1 dimen-
sién, se puede hacer de manera uniforme (figura 2.1) o no uniforme (figura 2.1).

El segundo tipo de regiones, son dominios que no cuentan con una geometria
regular y sencilla de discretizar como en el caso de las mallas sobre dominios rec-
tangulares. Sobre la generacion de mallas en este tipo de regiones se hablara en
este capitulo.

2.2. Generacion Numérica de Mallas Estructu-
radas

Una malla x(£,m) = (z(&,7),y(&,n))t sobre una regién Q € R? es una funcién
continua x : Uy — Q (figura 2.2), donde U; es el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1].
Si tomamos una linea coordenada £ o 7 constante en Us su imagen en (2 serd una
curva, estas curvas son llamadas curvas coordenadas.
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i0.b} fa.b}

0.0} (a0}

Figura 2.3: Malla uniforme en 2 dimensiones.

0.6} tab}

(0,0} {a,0}

Figura 2.4: Malla no uniforme en 2 dimensiones.
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X (£.1)

Uy 0

Figura 2.5: Transformacién Uy — €.

Si en Uy tomamos una cuadricula, o en otras palabras, un conjunto de lineas
coordenadas en £ y n, la funcién x(&,n) proporcionard un conjunto de curvas
coordenadas que formard unsistema de coordenadas en 2, de ahi viene el nom-
bre de malla o red.

Una cualidad fundamental para resolver ecuaciones diferenciales de la funcién x
es que cumpla con x(9U3) = 99, si es asi diremos que se ajustan a la frontera,
o que conforman a la misma.

De entre las posibles mallas que pueden ser generadas para la regién 2 nos
interesaran las mallas que cumplan con las siguientes caracteristicas:

1. Que todos los diferentes puntos de U, tengan como imagen puntos dife-
rentes en 2; esto quiere decir que se requiere que x sea 1 — 1.

2. Que x llene a €; es decir, que x sea un mapeo sobre.

3. Es deseable que la imagen de una curva suave en Us sea una curva suave
en 2; esto es, que las funciones (£,7) y y(£,n) tengan derivadas continuas
al ser consideradas como funciones de £ y 1 separadamente.

“ma’_

Las mallas que cumplen con las primeras 2 caracteristicas son llamadas
llas convexas”; estas son el tipo de mallas que se utilizan en gran cantidad de
trabajos sobre solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales, debido a
que las mallas que no cumplen estas caracteristicas, llamadas “no convexas” o
“dobladas” no son tutiles para este fin porque no representan una transformacién

de coordenadas.

La malla que cumple con las 3 caracteristicas es llamada un difeomorfismo entre
Uy y Q. Entonces podemos plantear, de manera més especializada, el problema
de la generacion de mallas como:
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Dado un difeomorfismo

21 0(Us) — 09

extenderlo a un difeomorfismo

CU:Ug—)Q

Hasta hace no mucho tiempo, los métodos para generar este tipo de mallas
eran bésicamente de 2 tipos: (1) construccién por interpolacién algebraica, (2)
solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales. El primer tipo de pro-
cedimientos van desde ser muy sencillos, con una simple normalizacién de las
curvas frontera, hasta la interpolacién transfinita de las curvas frontera. Por
su parte, en los métodos por solucién numérica de ecuaciones diferenciales, las
ecuaciones pueden ser elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas. Ain cuando cada
uno de estos procedimientos tiene sus ventajas, estos se pueden resumir dicien-
do que la generacién algebraica es més rapida, pero las mallas obtenidas por
ecuaciones diferenciales son mas suaves.

2.2.1. El Método de Interpolacién Transfinita

Como ya fue mencionado anteriormente, los métodos mas simples usados pa-
ra la generacién de mallas son los algebraicos basados en interpolacién. Estos
métodos tienen la ventaja de ser de facil implementacién y muy rapidos en com-
paracion con los métodos variaciones continuos y discretos que se veran en la
secciones siguientes. Tienen, sin embargo, la desventaja de que transmiten la
falta de suavidad de la frontera hacia el interior y, para regiones no convexas,
frecuentemente forman mallas dobladas; esto quiere decir que forman mapeos
que no son 1—1. No obstante, debido a su simplicidad, estos métodos son usados
extensivamente en diferentes areas, y las mallas que producen son usadas como
punto de partida por los métodos que se estudiardan mas adelante, es convenien-
te revisar al menos la versién mas usada de ellos: el método de interpolacién
transfinita (TFI). Para leer mds sobre estos métodos algebraicos el lector puede
consultar [13], [17], [18], [19], [24], [26] o [27].

Para generar una malla sobre una regién ) es necesario conocer las imagenes
de los lados del cuadrado unitario; o dicho de otra forma, se requiere la para-
metrizacion de las cuatro partes en las cuales la frontera de Q2 es dividida y que
son imagenes correspondientes de cuatro segmentos de la frontera de Us. Si su-
ponemos que la descripcién de la frontera de 2 estd dada por cuatro ecuaciones
paramétricas

(), x(§) 0<E<,
zi(n), z.(n) 0<n<l1,

donde los subindices b, 7, t, [ representan los lados abajo, derecha, arriba, iz-
quierda (por sus nombres en inglés bottom, right, top, left)(figura 2.6). La orien-
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x,(©)

X, (8)

Figura 2.6: Region dada por cuatro ecuaciones paramétricas.

tacion debe de conservarse y, para que x sea continua, se debe cumplir que en
las esquinas correspondientes los mapeos coincidan; eso quiere decir que

2p(0) = 2;(0)  zp(1) =2,-(0) (1) = 24(1) x4(0) = 24(1).

La férmula basica de la interpolacién transfinita usa estos cuatro mapeos para
generar una malla sobre €):

w(&n) = (L=n)ap(&) +nwe(§) + (1= Eze(n) + Ewyn — [Enwe(1) +
§1 =mzp(1) + (1 = &)z (0) + (1 = £)(1 — n)zs(0)]

Se muestran mallas generadas por interpolacién transfinita para cuatro regiones
no convexas (fig. 2.7) y para dos regiones que son aproximaciones a regiones
geograficas reales (fig. 2.8). Las primeras dos, llamadas m13 y m19, han sido ex-
tensamente usadas por varios autores para ejemplificar las caracteristicas de las
diferentes técnicas de generacién de mallas. Las otras dos son regiones “difici-
les”, en el sentido de que no se logra convexidad de las mallas correspondientes
cuando se usan métodos clasicos. Estas mallas se obtuvieron tomando la malla
uniforme de 41 por 41 puntos por lado del cuadrado unitario, y seran usadas a
lo largo del presente trabajo.

Ninguna de estas mallas es convexa; en la tabla 2.1 se muestra el ntimero de
celdas no convexas correspondiente a cada una de ellas.

2.3. Generacion Variacional Continua

En la seccién anterior se mencioné que los métodos para generar mallas eran
basicamente de dos tipos: La construcciéon por interpolaciéon algebraica y la
soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales parciales. En esa misma seccion se
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Figura 2.8: Mallas generadas con TFI para las regiones ENG y HAB.
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Malla Celdas no convexas

M13 88

M19 253
ENG 575
HAB 394

Tabla 2.1: Numero de celdas nos convexas de las mallas generadas por TFI

comenté un método perteneciente al primero grupo. Esta seccién estd dedicada
a hablar de diferentes métodos mediante la soluciéon numérica de ecuaciones
diferenciales parciales.

2.3.1. Introduccion

Aun cuando la nocién de funcional es mucho més amplia, para los fines de este
trabajo, se entendera por un funcional continuo a una funcién de la forma

1,1
I(x) :/ / L(&n, @, Y, T, Ty, Ye, Y)dndE
o Jo
que a cada malla
x:U; — Q)

le asocia un numero real. Para el presente trabajo, los funcionales que seran
considerados tienen una forma mucho mas simple, del estilo

1 1
I(X) = / / L(xgyxmy@yn)d??df
0 0

donde L es una funcién que contendra informacion acerca de ciertas cantidades
geométricas que se desea controlar con el objeto de generar mallas adecuadas y
que conformen a la frontera de 2.

El problema de la generacién variaciones continua de mallas es encontrar x*
que conforme la frontera y que haga minimo el valor de I(x); ademdas x debe
de tener un valor predeterminado sobre la frontera de Us. Esto quiere decir que
necesitamos calcular una x* tal que

I(x™) = minyI(x)

Entonces, usando cdlculo de variaciones ([14], [16]), obtenemos que x* debe de
ser solucién del problema de valores a la frontera

d oLy, d (oL _,
d¢ \ Ox¢ dn \ Oz, N
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AR
d§ \ 0ye dn \ 9y,

con x(0U3) dado; el cual consta de un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales, cominmente acoplado y no lineal, y de condiciones a la frontera dadas
por el valor de la malla en la frontera. Estas condiciones son llamadas en con-
junto Ecuaciones de Euler-Lagrange. Comunmente este problema de valores a
la frontera se resuelve numéricamente usando algin esquema de diferencias fi-
nitas y algoritmos iterativos, tomando la malla generada por TFI como una
aproximacion inicial.

2.3.2. Funcional de Longitud

El funcional clasico de Longitud ®; en su forma mas simple se obtiene haciendo
AL(z¢, Ty, Ye, Yy) = x? + 1:727 + yg + y%

Al obtener el minimo del funcional

By (x) = /0 1 /0  Adnde

se estd tratando de obtener una malla que tenga la caracteristica de que las
longitudes de las lineas coordenadas sean los més cercadas posibles a un mismo
valor. De hecho, este funcional se puede escribir como

(x;)

1 1 1 1
/ / [(ze — yn)? + (zy + ye)?dndg + 2/ / (Teyn — Tnye)dnd§
0 0 0 0
1 1 1 1
| [ e =0+ o+ vervinde 2 [ [ ganae

donde
J = xeyn — wnye

es llamado el jacobiano de la transformacién x. Como fol fol Jdnd¢ = Area(Q),
el minimizar ®;(x) es lo mismo que minimizar

1 1
/0 / (e — y)? + (g + ye) e

esto quiere decir que el minimo de ®(x) se consigue en una transformacién que
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Te = Yn Ty = —Y¢

en el sentido de los cuadrados minimos. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para
®; son
Tee + Tyy =0
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Figura 2.9: Mallas generadas usando el funcional continuo de longitud para las
regiones m13 y m19.

Malla Celdas no convexas

M13 42
M19 78
ENG 245
HAB 94

Tabla 2.2: Numero de celdas no convexas usando el funcional continuo de lon-
gitud

Yee + Y =0

que no son otra cosa mas que las ecuaciones de Laplace para los componentes
de la transformacion. En este caso particular las ecuaciones de Euler-Lagrange
son elipticas, lineales y no acopladas, y es el caso mas simple que se presentaré.
El hecho de que un sistema sea eliptico garantiza que sus soluciones tienen de-
rivadas continuas de més alto orden que las condiciones de frontera; si elegimos
condiciones de frontera “suaves” las soluciones serdn “suaves”.

Por desgracia las mallas producidas por este funcional no son utiles, ya que para
la mayoria de las regiones no convexas se generan mallas dobladas; esto es, no son
1 —1; més sin embargo son muy suaves. En las figuras (2.9 y 2.10) se presentan
mallas generadas minimizando este funcional, utilizando el algoritmo presentado
en [24], para las 4 regiones de prueba. El nimero de celdas no convexas se
muestra en la tabla (2.2).
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Figura 2.10: Mallas generadas usando el funcional continuo de longitud para las
regiones ENG y HAB.

2.3.3. Funcional de Area

El funcional continuo de drea ® 4, en su versién més simple, estd disenado para
producir mallas tales que la variaciéon del jacobiano sea lo menor posible en el
sentido de cuadrados minimos; y se escribe

1 1
Qa(x) = /O/O(ﬂcgyn—xnyg)andf

1 1
= / / J2dndé
0 0

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para este funcional son méas complicadas que
las correspondientes al funcional de longitud,

2 2
YnTee — TnYnYee — 2YeynTen + (Teyn + TnYe)Yen — Yelnyy — TeYnlYnpn = 0
—TnYnTee + x?g + (@eyy + Tnye)Yen — 2TeTyYen — TeYeTyy + xgyfm =0

y ademads son un sistema cuasilineal, acoplado y no eliptico. No hay hasta la
fecha resultados de existencia o unicidad de las soluciones de este sistema. Las
mallas producidas con este funcional no son suaves y, salvo en casos simples,
son dobladas.

El algoritmo de solucién descrito en [24], utilizado para la optimizacién de las
mallas, no convergié para ninguna de las mallas de prueba. Por esta razon, y
con fines ilustrativos, se muestran algunas mallas producidas por el funcional
de 4rea en dos regiones simples (véase figuras 2.11 y 2.12), en ambos casos, las
mallas iniciales ya son convexas, asi lo son las mallas 6ptimas y se puede notar
que las celdas son muy uniformes en area.
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2.3.4. Funcional de Ortogonalidad

Si lo que queremos es obtener una malla con lineas coordenadas lo méas ortogona-
les posible entonces utilizamos el funcional de ortogonalidad. Esto es equivalente
a pedir que las tangentes a dichas lineas coordenadas sean ortogonales en cada
punto, cosa que podemos describir por la relaciéon

oty
O =xx,=0
Para la mayoria de las regiones no existe una malla que tenga esta caracteristica;
se trata entonces de calcular una lo més cercana posible a la ortogonalidad. Una

manera de lograr esto es calcular una malla que satisfaga las condiciones de
ortogonalidad en el sentido de los cuadrados minimos; esto quiere decir que se

calcula el minimo de
1 1
| o
o Jo

1 1
/ / (zewy + yeyn)>dnd§
0 0

o (x)

cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son:

x%xgg + TyYnYee + (4TeTn + 2Yeyn)Ten + (Teyn + TyYe)Yey
+$§$7m + Teyeynn = 0

TnYnTee + ?/3?/55 + (Teyn + Tnye)Ten + (4Yeyy + 22Ty Yen
+TelYeTyn + ygyrm =0

las cuales son nuevamente cuasilineales, acopladas y no elipticas. Muy frecuente-
mente su proceso de solucién no converge, y cuando lo hace las mallas generadas
son, a menudo, severamente dobladas. Es por esta razén que el usar este fun-
cional de manera aislada no es recomendable.

2.3.5. Combinacién de Funcionales

Knupp y Steinberg [24] introducen el uso de combinaciones convexas de los fun-
cionales anteriores con el objetivo de lograr mallas que gocen, en cierta medida,
de las ventajas que ofrece cada funcional por separado. La forma general de esta
combinacion es

@(X) = O’l(bl(x) + CTA(DA(X) + Joq)o(x)

en donde o0;,04,00 > 0y 07 +04 + 0o = 1. La eleccién de los pardmetros
01,04 vy 0o depende fuertemente de la experiencia personal y ésta es una gran
limitante para el uso de esta combinacién.
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Figura 2.13: Mallas generadas usando el funcional continuo de area-longitud
para M13 y M19

Malla Celdas no convexas o4

M13 14 .80
M19 44 .50

Tabla 2.3: Ntimero de celdas no convexas usando el funcional continuo de area-
longitud

Funcionales de Area—Longitud

Las combinaciones con op = 0, que generan los llamados funcionales de area-
longitud son muy usados, ya que para regiones no convexas y geométricamente
no muy complicadas producen mallas convexas (no dobladas) y aceptablemen-
te suaves; sin embargo en la mayoria de las regiones no simples la convexidad
no logra ser alcanzada. Para las regiones de prueba HAB y ENG, el algoritmo
de solucién de las ecuaciones diferenciales, mostrado en [24], no convergié. Se
muestran entonces, en la figura 2.13, las mallas obtenidas con un funcional de
area-longitud para las regiones M13y M19. La tabla (2.3) muerta el nutimero

de celdas no convexas para estos ejemplos, asi como los valores de o4 corres-
pondientes.

Funcionales de Area—Ortogonalidad

Un generador que si es automatico, o sea que no depende de los parametros, se
obtiene utilizando los valores

o, =0 O'A=1/2 0'021/2
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Malla Celdas no convexas

M13 2
M19 2
ENG 80
HAB 12

Tabla 2.4: Numero de celdas no convexas usando el funcional continuo de area-
ortogonalidad

que da lugar al llamado funcional de area-ortogonalidad de Knupp. Este tiene
la forma

1 1 1
Do = < / / [J? + O?)dnd¢
2 0 0

1 1 1
= 5 /O /0 [(fcsyn —ayye)” + (e, +yeyn)2} dndg

1 1 1
o [ [ (ki a2+ oed o) dnde
0 0

1 1 1
N ACERICEIE

esto es, L se puede interpretar como producto de los cuadrados de los segmentos
"verticales” y ”horizontales”.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes para este funcional son

(x% + y?;)xfé + dzexnTey + 2(Teyy + Tnye)Yen + ($§ + yg)xfm =0
(‘T?; + yrzy)yéﬁ + 2<x5yn + xnyﬁ)wﬁn + 4Yeynyen + (-73? + yg)?ﬁm 0

las cuales no siempre son elipticas.

Las mallas producidas por el funcional de drea-ortogonalidad son suaves y con-
vexas, si la region es relativamente siempre, se tiene una variacién relativamente
baja del jacobiano y son casi ortogonales. En la figuras (2.14 y 2.15) se muestran
algunas mallas optimas logradas con este funcional. En la tabla (2.4) se muestra
el nimero de celdas no convexas para cada una de ellas.

2.3.6. Funcional de Suavidad

El funcional de longitud definido para la transformacién inversa

= (5)
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Figura 2.14: Mallas generadas usando el funcional continuo de area-
ortogonalidad para M13 y M19.
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Figura 2.15: Mallas generadas usando el funcional continuo de &rea-
ortogonalidad para ENG y HAB.



Generacién numérica de mallas 33

f Q= Us
esta dado por

2 2 2 2
//Q(Sm +&, +n; +n,)dydr

el cual, al hacer el cambio de coordenadas hacia el espacio légico, se escribe

como
Uorl g2 42 g2 42
R A e
0 0

Este funcional es el funcional de suavidad de Winslow, también referido co-
mo el funcional Thomas-Thames-Mastin homogéneo (TTM). Las ecuaciones de
Euler-Lagrange para este funcional son las ecuaciones de Laplace para la trans-
formacion inversa

Nzx + Nyy

I
o

que, a pesar de su simplicidad, no son facilmente resueltas de esta manera. En
lugar de éstas, se resuelven las correspondientes al mapeo directo, las cuales son
cuasilineales y acopladas

922Tee — 2912Ten + 911 Ty
g22Yee — 2912Yen + G11Yny =

donde
g = wi+y:
Ji2 = Ty + Yeln
go2 = :13727 + y727

Este funcional, al igual que los anteriores, tiene la desventaja de que no siempre
converge a una malla convexa. Sin embargo debe hacerse la aclaraciéon que el
uso de éste funcional usualmente se restringe a mejorar, en lo que a suavidad se
refiere, una malla que se ha optimizado por otros métodos. En este sentido solo se
realizan pocas iteraciones del proceso de este optimizacion con este funcional. En
las figuras (2.16 y 2.17) se muestran algunas mallas generadas con este funcional.
El nimero de celdas no convexas para cada una de las mallas se muestra en la
tabla (2.5).
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Figura 2.16: Mallas generadas usando el funcional continuo de suavidad para

las regiones m13 y m19.
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Figura 2.17: Mallas generadas usando el funcional continuo de suavidad para
las regiones ENG y HAB.

Malla. Celdas no convexas

M13 6
M19 11
ENG 64
HAB 21

Tabla 2.5: Numero de celdas no convexas usando el funcional continuo de sua-
vidad.
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2.4. Generacion Variacional Discreta

En los métodos variacionales continuos la generacién de mallas se realiza resol-
viendo las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes al funcional a mini-
mizar. Esta solucién se realiza de manera numérica eligiendo una malla sobre el
cuadrado unitario; es decir,

(&,m;) 1=12,....om j=12,...,n

y aplicando un esquema de diferencias finitas para obtener aproximaciones P; ;
a los valores de x(1;,n;).

Varios autores (entre ellos Barrera [1], [4] , Ivanenko [21], [22] y Castillo [5],
[6], [7], [8], [9]) proponen realizar primeramente una discretizacién del funcional
a minimizar, y después resolver el correspondiente problema de optimizacién
multivariada. En otras palabras, el funcional continuo

1,1
00 = [ [ Llawe.y e, )dnds
0o Jo
es reemplazado por una funcién de m x n variables

{PZ,J} i:1727'~'7m j:1,2,...77’l,

m—1n—1
FPi1,Piay...,Pin,Po1,Pog,...,Pap,....Py1,Pno,..., Pnn) = E fij

1= =1

=
<.

donde f; ; es una aproximacién al valor de L en la celda de [0,1] x [0, 1] definida
por los puntos

(&i—1:mj-1), (Gi—1.m5), (&, m5), (&, mj—1).-
Los puntos
{Pl,j}7 {Pm,j} ] = ]., 27 o5 {Pi,l}v {sz‘} Z = ].7 27 o.M

son los valores correspondientes del mapeo x en los puntos de la frontera del
cuadrado unitario

{51#7]’}» {fnunj}’ j:1727"'7n

{51‘)”1}7 {5277771}7 i:1a27"'am
que estan fijos y los puntos interiores
(P} i=2..m—-1 j=2..n-1

que son las imagenes bajo el mapeo buscado x de los puntos del cuadrado
unitario

{&,n))} i=2,....m—1 j=2,...,.n—1
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Figura 2.18: Formacién de los tridngulos relevantes.

se calculan de tal forma que hagan minimo a F.

Esta minimizacién de F' se realiza partiendo de una malla inicial, generalmente
generada por TFI. Se usa un método de optimizaciéon multivariada de gran es-
cala, por ejemplo L-BFGS 6 Newton Truncado. Cabe mencionar que aunque los
métodos discretos clasicos se obtienen a partir de la discretizacién del funcio-
nal continuo correspondiente, también se puede pensar en generar directamente
funcionales discretos; o en otras palabras, proponer una cantidad geométrica
que se quiera minimizar sobre cada celda de la malla.

2.4.1. Funcional Discreto de Longitud

La forma mas simple del funcional discreto de longitud es

1 & 1 O
B = gva 21080 = 535 2

q=1 q=1

donde N = 4(m — 1)(n — 1) es el ndmero de tridngulos relevantes en la ma-
lla(Figura 2.18), m y n representan el tamatio de la malla y @ es el doble del
area promedio de todos los tridngulos. Este funcional es usado debido a los
buenos resultados que otorga al ser combinada con otros funcionales que co-
mentaremos mas adelante. Una versién méas general es propuesta en [1] y [4].

F; es un funcional cuadratico, lo que conlleva a que su optimizacién sea muy
eficiente. También tiene la propiedad de que su hessiana es definida positiva en
todas partes [4], lo cual garantiza la existencia de un dnico minimo.

En las figuras (2.19) y (2.20) se muestran las mallas generadas para las regiones
de prueba minimizando este funcional, tomando como malla inicial una generada
por el método TFI en su versién discreta. En la tabla (2.6) se muestran el nimero
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Figura 2.19: Mallas generadas usando el funcional discreto de longitud para M13
y M19.

Malla Celdas no convexas Iteraciones

M13 42 5
M19 81 3
ENG 252 1
HAB 91 5)

Tabla 2.6: Ntimero de celdas no convexas usando el funcional discreto de longi-
tud.

de celdas no convexas y la cantidad de iteraciones necesarias para convergencia
numeérica.

2.4.2. Funcional Clasico de Area en su Versién Discreta

De acuerdo a la formulacién anterior, el funcional cldsico de area, en su versiéon
discreta, es

1 X
_ 2
Fy = 0725 ag.
q=1

Sean 2, m,n fijos, este funcional tiene las siguientes propiedades:

1. Si existe una malla G tal que los tridngulos de todas las celdas tienen la
misma area, entonces GG es un punto critico para el funcional de area.

2. La Hessiana del funcional de area valuada en G es semipositiva definida.

La demostracién de estas propiedades se puede consultar en [4]. Una forma mds
general de estos resultados se expone en [28]. Las propiedades anteriores ga-
rantizan que, en caso de existir una malla ideal para el funcional de &drea, su
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Figura 2.20: Mallas generadas usando el funcional discreto de longitud para
ENG y HAB.

Malla Celdas no convexas Iteraciones

M13 0 43
M19 1 108
ENG 31 180
HAB 6 126

Tabla 2.7: Numero de celdas no convexas usando el funcional discreto de area.

minimizacién conduce a ella; en caso de no existir dicha malla ideal, el minimo
estard en una malla que sea lo mas cercana posible a tener tridngulos de igual
drea. La existencia de una malla ideal para este funcional de drea depende fuer-
temente de la frontera de la region y de la distribucién de los puntos sobre dicha
frontera.Una malla ideal G* para el funcional de area es aquella en la cual las
areas de todos los triangulos son iguales.

El proceso de minimizacién del funcional F42 siempre converge. Los resultados
obtenidos sobre las mallas de prueba minimizando este funcional en la tabla
(2.7). Las imdgenes mostradas en las figuras (2.21) y (2.22) son las mallas ge-
neradas mediante la optimizacién de este funcional. Podemos observar que las
mallas estan lejos de ser suaves, pero tienen menos celdas no convexas.

2.4.3.

Funcional Discreto de Ortogonalidad

Aunque el uso de la version discreta del funcional de ortogonalidad no conduce
a buenas mallas cuando se usa de manera aislada para casi ninguna regién, su
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Figura 2.21: Mallas generadas usando el funcional discreto de area para M13 y

M19.
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HAB.



40 Generacién Variacional Discreta
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Figura 2.23: Triangulo con vértices ¢, a, b y angulo ©

combinacién con otros funcionales si lo hace. La forma que tiene es
1 & 1 &
_ 2 _ 2
Fo = gz 2 08" = 5 200
qg=1 q=1

donde 03 ese la discretizacion del integrando en el funcional continuo de orto-
gonalidad

0® = ||c — al]?||b — a||* cos? 6.
Una malla ideal para el funcional de ortogonalidad es aquella en la que las celdas
son rectangulos. Utilizando este funcional no se obtuvo ninguna malla convexa
para las regiones de prueba, y ademads el numero de iteraciones realizado fue
alto.

2.4.4. Funcionales Combinados

También en el enfoque discreto es conveniente usar combinaciones convexas de
diferentes funcionales para produce mallas mas adecuadas. La forma general de
ésta combinacién es

F =11Fj2 +10F + (1 -7 _TQ)FO
donde 0 < 7,7 < 1y 7 + 7 < 1. Los funcionales se usan en su forma
normalizada.
Funcional de Area—Longitud
Cuando se hace 7y =7, /9 = 1 — 7 obtenemos la familia de funcionales

F=7Fsp+(1-1)F 0<r<i1
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Malla 7 Celdas no convexas Iteraciones

.75 14 17
M13 .95 6 28
99 0 47
.75 8 23
M19 .95 2 4
99 0 82
.75 42 30
HAB .95 13 62
99 11 126
.75 128 36
ENG .95 58 111
.99 29 114

Tabla 2.8: Resultados para el Funcional de Area-Longitud

que con elecciones adecuadas de 7 (usualmente con 7 cercano a 1) dan lugar a
mallas que son aceptables para la mayoria de las regiones sencillas. Es cuestion
de experiencia el elegir el valor de 7 y lograr buenas mallas en los casos en los que
la regién es complicada; esto hace que el usar los funcionales de drea-longitud
sea complicado atin para los expertos en generacién de mallas. Se hicieron di-
ferentes pruebas, utilizando diferentes valores de 7, los resultados se muestran
en la tabla (2.8). En las figuras (2.24) y (2.25) se muestran también las grafica
correspondientes a 7 = 0,95 de las regiones de prueba. Se observa que éstas son
mas suaves que las correspondientes al funcional de area, pero tienen més celdas
NnO convexas.

Funcional Discreto de Area—Ortogonalidad

Al hacer 79 = 0 se obtiene la familia conocida como funcionales de Area-
Ortogonalidad. La forma de estos funcionales es

F{") = 7 Fpo 4+ (1 —1)F,.

Cuando se habla del Funcional de Area—Ortogonalidad, sin especificar el valor
del pardmetro 7, se hace referencia al miembro de esta familia correspondiente
al valor 7 = .5. La forma que toma para un triangulo Acab es

1
Foo = §(ag+03)

1
= S(le—al*b = al* cos®0 + [|c — al|*|[b — a]* sin* 6)

1
5 (le—all?[lb—al*)
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Figura 2.24: Mallas generadas usando el funcional discreto de drea-longitud para
M13 y M19.

Figura 2.25: Mallas generadas usando el funcional discreto de drea-longitud para
ENG y HAB.
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Malla 7 Celdas no convexas Iteraciones

.50 2 33
M13 .75 2 24
.95 0 o4
.50 2 21
M19 .75 1 30
.95 2 48
.50 32 46
HAB .75 11 38
.95 13 62
.50 115 60
ENG .75 66 79
.95 58 194

Tabla 2.9: Resultados para el Funcional de Area-Ortogonalidad

A pesar de ser una combinacién de funcionales que no producen mallas suaves,
los funcionales de Area—Ortogonalidad dan lugar a mallas relativamente suaves,
las areas de los triangulos tienen poca variaciéon y el nimero de iteraciones
menor que para el funcional de drea; sin embargo, en la mayoria de las regiones
de prueba no se logra obtener mallas convexas. En la tabla (2.9) se muestran
resultados obtenidos sobre las mallas de prueba para diferentes valores de 7. Las
graficas de las mallas que se muestran en las figuras (2.26) y (2.27) corresponden
a este funcional.

2.5. Funcionales de Suavidad y Area adaptivos
de Tinoco

El objetivo principal a conseguir en la generacién de mallas sobre regiones pla-
nas irregulares es el que la malla sea convexa; una malla que no cumpla con
este requisito es completamente inutil para los propdsitos que se persiguen. Los
métodos revisados hasta ahora no garantizan que el objetivo se logre; en muchos
casos la malla éptima es no convexa. Seria deseable contar con un funcional tal
que el proceso de su minimizacién condusca siempre a una malla convexa y que
se tengan resultados que garanticen que eso siempre se logra.

Para precisar la idea de optimizacién de una malla, considérese {2 una region
plana; m,n € IN y los correspondientes puntos frontera

{Pl,j}j:l,...,m, {Pm,j}jzl ..... n {H,l}i:l ..... m {Pi,n}izl,...,m

también fijos.
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En [28] se define, para una malla G sobre 2, la cantidad

a(G) = minfa(A)}

la cual es el doble del minimo de las areas de los triangulos en la malla. Ahora
definimos, para k real, el conjunto

D,={G:GeMya(G)>—-k}

donde M es el conjunto de mallas definidas sobre . Obviamente si k < k', se
da la contencién Dy C Dy, y ademas si

Area(Q)

R e )

entonces Dy, = (). Asf pues, el conjunto de las k tales que
Dy #0
es un conjunto de ntimeros reales, no vacio y acotado inferiormente. Sea
k_=1inf{k: Dy # 0}
si k_ < 0 entonces el conjunto de las mallas convexas sobre 2, Dy, es no vacio.

El proceso de optimizacién de un funcional comienza con una malla Gy tal que
a_(Go) > ko; esto es Gy € Dy, . Si las mallas producidas en cada paso de esta
optimizacion son consideradas como los puntos de una trayectoria en el conjunto
de mallas sobre (), se puede parafrasear nuestro objetivo de generacién de mallas
convexas como el de calcular una trayectoria

T [—ko,0] » M

tal que
I'(—ko) = Gy

I'(0) =G € Dy

si es que Dy # () (fig. 2.28).

En caso de que no exista una malla convexa sobre () seria deseable de cualquier
manera que el punto dinas de dicha trayectoria fuera lo més cercano posible a
la convexidad; esto es, se desea ser capaz de obtener una malla de Dy con k lo
mas pequeno posible.
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Figura 2.28: Trayectoria hacia una malla convexa.

2.5.1. El Funcional de Suavidad Adaptiva

Anteriormente fue definido el funcional discreto de suavidad como

N
Ly
«

q=1 1
Una de las metas deseables es la de obtener funcionales en cuyo proceso de
optimizacién no se requiera de condiciones de arranque muy estrictas y que
puedan producir mallas suaves. Supongase que se tiene una malla no convexa
tal que el drea de cada tridngulo que contribuye al funciona es mayor que —k/2.

Entonces la funcién

o
T k4o

Jr

toma valores positivos para cada triangulo en la malla. Esta funcién da lugar al

funcional
1 L
F=—3 —.
2N ; k+a

Minimizando este funcional se obtiene una malla que estd m&s cerca de ser
convexa que la original. Una adecuada actualizacion de k produce, en un niumero
finito de pasos, una malla convexa si existe una [28].

2.5.2. El Funcional de Area Adaptiva

Al hacer una versién discreta del funcién area continuo explicado en [28] se
obtiene el funcional discreto de drea para una malla discreta G

Fan(@) = 3 fan(8) = ¥

AeG AeG
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Malla Celdas no convexas Iteraciones

M13 0 50
M19 0 55
HAB 0 85
ENG 0 210

Tabla 2.10: Resultados para el funcional de suavidad.

que, usando una numeraciéon adecuada de tridngulos puede ser escrito como

ZN 1
FA—I(G) - ;
q=1 1

Debemos notar que para que el proceso de optimizacion de Fy-1 genere una
malla convexa, se necesita que la malla inicial ya lo sea. Esta es una seria

limitacién para el uso de este funcional la cual, sin embargo, se podrd superar
mas adelante.

Modificacién del Funcional

Motivados por el buen resultado obtenido en [28] al modificar el funcional de
suavidad para ampliar su dominio de definicién, se considerard el funcional
discreto dado por
ktass 1

N e +k

FA—I’k =

el cual se puede optimizar si se parte de una malla G tal que a_(G) > —k y
producird una malla 6ptima con la misma propiedad sobre «_; de hecho si G es

la malla 6ptima y k se elige adecuadamente, a_(G) > a_(G).

2.5.3. Resultados

En las tablas (2.10) y (2.11) se muestran los resultados obtenidos con la optimi-
zacién de los funcionales de suavidad y drea respectivamente. Debe hacerse la
aclaracion que, en el caso del funcional de drea, los resultados para las regiones
de prueba se alcanzaron tomando como dato inicial la malla éptima para el
funcional de longitud; esto fue necesario debido a que el proceso de optimiza-
cién del funcional de drea no convergié tomando como condicién inicial la malla
generada por TFI. Esto constituye una desventaja para este funcional la cual
se puede superar usando combinaciones adecuadas con otros funcionales, como
se explica més adelante. Las gréaficas de las mallas éptimas correspondientes se
muestran en las figuras (2.29), (2.30), (2.31) y (2.32).
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Malla Celdas no convexas Iteraciones

M13 0 245
M19 0 107
HAB 0 281
ENG 0 500

Tabla 2.11: Resultados para el funcional de area.
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Figura 2.30: Mallas generadas usando el funcional de suavidad para ENG y
HAB.
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Figura 2.31: Mallas generadas usando el funcional de drea para M13 y M19.
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Figura 2.32: Mallas generadas usando el funcional de drea para ENG y HAB.
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2.5.4. Combinacién de Funcionales

Los dos funcionales explicados en las secciones anteriores nos conducen a mallas
Optimas con caracteristicas muy diferentes. Por un lado, el funcional de suavidad
nos proporciona una manera de obtener mallas muy suaves, pero el control de las
areas no es muy eficiente. Por otro lado el funcional de area produce un mejor
control del tamano de las celdas, pero distan mucho de proporcionar mallas
Optimas suaves y el numero de iteraciones necesarias para llegar al minimo es
muy grande.

Al igual que con los funcionales clasicos, se ha visto la conveniencia de combinar
diferentes funcionales para tratar de conservar las ventajas de cada funcional
por separado y disminuir sus inconvenientes. En este sentido, se presentan las
combinaciones que han dado mejores resultados. En cada caso se usaran las
formas normalizadas de los diferentes funcionales.

Combinaciones de Area con Longitud

Una manera de suavizar las mallas producidas con los funcionales de area es
seguir la idea de usarlos en combinacién con el funcional de longitud. Esto con-
dice también a disminuir los tiempos necesarios para obtener convergencia.

El uso del funcional de drea reciproca, ademds de los inconvenientes comunes
a todos los funcionales de area ya mencionados, tiene la desventaja de que
requiere, en muchos casos, que las mallas iniciales reciban un tratamiento con
otros funcionales a fin de obtener convergencia. Sin embargo al combinarlo con el
funcional de longitud, este inconveniente se ve superado en los casos estudiados.
Esta combinacién tiene la forma

FIE‘T,)I_lZTFA—l—Q—(l—T)Fl 0<r<1.

En la tabla 2.12 se muestran los resultados de optimizar algunos de estos fun-
cionales partiendo de las mallas iniciales generadas con TFI. En particular se ha
observado que el valor de 7 = 0.75 conduce a excelentes resultados. Las graficas
de las mallas que se muestran en las figuras 2.33 y 2.34 corresponden a este
valor. Se sigui6 la estrategia TOPE para estos ejemplos.

Combinaciones de Suavidad con Area

Una manera de obtener mallas convexas y suaves que tengan una buena distribu-
cion del tamano de las celdas es combinar el esquema adaptivo de los funcionales
de suavidad con algun funcional de area. Esta idea da buenos resultados para
las combinaciones con el funcional clasico de area

Fé?A:TFk+(1—T)FA2 0<r<1.

Los resultados de la optimizacion de las mallas iniciales de 41 por 41 usando los
funcionales anteriores se presentan en las tabla (2.13). Las gréficas de las mallas
que se presentan en las figuras (2.35) y (2.36) corresponden al valor de 7 = 0.5.
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Malla 7  Celdas no convexas Iteraciones
.50 0 37
M13 .75 0 32
.95 0 70
.50 0 69
M19 .75 0 49
.95 0 60
.50 0 94
HAB .75 0 93
.95 0 93
.50 0 164
ENG .75 0 184
.95 0 266

Tabla 2.12: Resultados para el funcional adaptivo de area-longitud.
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Figura 2.34: Mallas generadas usando el funcional adaptivo de area-longitud
para ENG y HAB.

Malla 7  Celdas no convexas Iteraciones

.25 0 63
M13 .50 0 54
.75 0 46
.25 0 62
M19 .50 0 99
.75 0 57
.25 0 123
HAB .50 0 114
.75 0 94
.25 0 217
ENG .50 0 207
.75 0 203

Tabla 2.13: Resultados para el funcional Suavidad-Area Fg4 = 7Fj,+ (1—7)F 4.
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(1 = 7)F42 para ENG y HAB.
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2.6. Funcional Quasi-Armodnico de Dominguez

Siguiendo las ideas mostradas hasta el momento Dominguez-Mota y Barrera-
Sénchez posponen en [12] un nuevo funcional quasi-arménico que depende de
un pardmetro w > 0, basado en el funcional arménico de Ivanenko [23]

q=1

donde m y n son el nimero horizontal y vertical de puntos de la malla, y k se
usa para denotar los 4 tridngulos formados por cada celda de la misma. En este
caso N se utiliza para denotar el nimero total de tridngulos de la malla, i.e.
N =4mn.

La idea principal es reemplazar a~! en el funcional H(G) de Ivanenko por
una funcién capaz de actuar como una barrera continua y definiendo f(Aq) =
AMAq)p,(a). Una opcidén para ¢, (a) es una funcién continua, convexa y estric-
tamente decreciente que tienda a 1/« para a > w. Entonces, se considera para
un numero real positivo w

2w—a

2 si a<w

pul(a) =

1 si a>w
«

y gracias a esta funcién se define el funcional H,, como
N
Hy(G) =D MAQpu(Ay).
qg=1

Un estudio més a fondo de este funcional, asi como la implementacién del mis-
mo, pueden encontrare en [12].

Este funcional produce mallas de muy buena calidad, para todas las regiones de
prueba se pueden ver los resultados en la tabla (2.14); de igual manera en las
figuras (2.37) y (2.38) podemos ver las graficas de las mallas de las regiones de
prueba con 41 puntos por lado generadas con este funcional. Podemos notar que
para las regiones de prueba, el uso de éste funcional produce mallas convexas sin
celdas con convexas, con buenas caracteristicas de suavidad. En la practica nos
hemos dado cuenta que mezclar éste funcional con funcionales de drea, ademés
de producir mallas convexas, genera mallas con una buena distribucién de areas;
esta combinacién de funcionales serd usada para generar todas las mallas del
presente trabajo.

2.7. Conclusiones

Tras hacer un estudio breve sobre generacion de mallas, los resultados mos-
trados nos confirman que las mallas con mejores caracteristicas geométricas son
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Malla n  Celdas no convexas Iteraciones
21 0 17
M13 41 0 39
81 0 143
21 0 26
M19 41 0 37
81 0 93
21 0 38
HAB 41 0 80
81 0 180
21 0 75
ENG 41 0 166
81 0 387

Tabla 2.14: Resultados para el funcional H, (G).

Figura 2.37: Mallas generadas usando el funcional H,(G).
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Figura 2.38: Mallas generadas usando el funcional H,(G).

aquellas generadas mediante la optimizacién de la combinacién de 2 funcionales.
En particular los funcionales de Suavidad-Area generan las mallas méas suaves
y con una distribucion de area de las celdas mas uniforme. Estas mallas seran
utilizadas mas adelante para resolver el problema principal de éste trabajo, que
es la aproximacién de la ecuacion de adveccién.
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Capitulo 3

Ecuacion de Adveccion

La mecanica de fluidos gira en torno a la idea de particulas de un fluido que son
transportadas en el tiempo y en el espacio; una de las ecuaciones importantes
de esta disciplina es la ecuacion de adveccion. La ecuacién de adveccién es una
ecuacion diferencial parcial que muestra la variacién de un campo escalar en
un punto dado por el efecto de un campo vectorial. Por ejemplo el transporte
de una sustancia contaminante que viaja por el caudal de un rio. También en
meteorologia es usada para modelar el efecto del transporte de una propiedad
atmosférica, como la temperatura o la humedad, por efecto del viento; al igual
que en oceanografia se puede usar para modelar el transporte de la salinidad por
efecto de las corrientes marinas. Se deriva de la Ley de la conservacion escalar
y del Teorema de Gauss cuando se toma el limite infinitesimal.

La ecuacién de adveccion es, aunque no lo parezca, facil de resolver analitica-
mente, pero su resoluciéon numérica presenta una gran dificultad de solucién,
esto se debe a que es una una ecuacién diferencial parcial hiperbdlica.

3.1. Adveccionen 1+ 1D

Si una sustancia esta siendo transportada (o advectada) en un fluido a una
velocidad constante a, entonces la funcién del flujo puede escribirse como

f(u) = au.

Entonces podemos saber el flujo de materia que pasa por el punto x simplemente
multiplicando la densidad local u(z,t) por la velocidad de transporte. Como el
total de la masa que pasa entre x; y xo cambia Unicamente debido al flujo en
los puntos finales, podemos calcularla como

d [~
T s u(z, t)dx = f(u(zy,t)) — flu(xe,t)), (3.1)
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el signo menos de esta ecuacién viene del hecho de que f es, por definicién, el
flujo a la derecha.

Si asumimos que u y f son funciones suaves, i. e. tienen tantas derivadas como
necesitemos, la ecuacién (3.1) puede escribirse como

L " {gtu(x,w 2 futa,0)] de =0 (32)

1

y debido a que la integral tiene que ser igual a 0 para todos los valores de x1 y x2,
entonces esto quiere decir que el integrando es igual a 0, y con esto obtenemos
la ecuacion diferencial

0 0

—u(x,t) + — f(u(z, t)) =0, 3.3

(e, )+ = f(u(, 1) (33)
que escrita de esta manera es llamada una ley de conservacion escalar, y es una
ecuacion usada ampliamente en diferentes campos de la fisica.

Para el problema que estamos tratando, el transporte de una sustancia en un flui-
do a una velocidad constante, tenemos que f(u) = au, donde a es una constante
que representa la velocidad del fluido. Utilizando estos valores en la ecuacién
(3.3) obtenemos

%u(agt) + a%u(:mt) =0, (3.4)
que es la ecuaciéon de adveccién. Esta ecuacién requiere condiciones iniciales vy,
en la mayoria de los casos, condiciones de frontera para que su solucién pueda ser
determinada. El caso més sencillo es el problema de Cauchy en —o00 < z < o0,
donde no hay frontera y por ello es llamado también un problema de condiciéon
inicial pura. Entonces sélo tenemos que especificar la informacién de inicio

u(z,0) = v(x).

En el sentido fisico, se espera simplemente que el perfil inicial de v sea trans-
portado con el fluido a una velocidad a, entonces deberia cumplirse que

u(z,t) = v(x — at).
Es facil verificar que esta ecuacién satisface la ecuacién de adveccién (3.4).

Cuando tenemos condiciones de frontera las cosas se complican un poco mas,
pero hoy en dia existen, y pueden ser encontrados facilmente, muchos métodos
para aproximar numéricamente la solucion de la ecuacion. Este trabajo esta
enfocado unicamente a los esquemas de diferencias finitas para la resolucién de
este tipo de problemas, y s6lo se enuncian algunos de los principales.
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Figura 3.1: Un ejemplo de un stencil tipo Upwind

3.1.1. El método Upwind en 1+ 1D

Si hacemos la expansién en serie de Taylor alrededor del punto (z;,t,) obtene-
mos
ou

u(xj’tn + At) = u(xj’tn) + E(xjvtn)At + O(Atz)v

o, de manera equivalente, utilizando la notacién del capitulo 1

ou

1 2

uptt = uf + E(mj,t”)At + O(AE?).

De esta expresién podemos despejar (Ou/0t)(xj,ty), y asi obtenemos una forma
de aproximar la derivada respecto al tiempo

0 yimy = 5T o) (35)
—(x;,t") = ——F——— + t). .
ot At
Si ya contamos con una expresion para aproximar la derivada temporal de la
ecuacién (3.4) el paso 16gico siguiente es encontrar una manera de aproximar la
derivada espacial de dicha ecuacion. Debido a que utilizaremos un método tipo
“upwind” (ver fig. 3.1), la aproximacién que necesitaremos dependerd del valor
de a en (3.4), en el caso de éste trabajo nos centraremos en el caso en que a es
un numero positivo. Entonces siguiendo el mismo procedimiento que seguimos
para encontrar (3.5) podemos encontrar la aproximacién, basada en diferencias
finitas, para la derivada espacial

ou uj —ul

5y Ti01") =~ + 0(Aw), (3.6)

en este caso utilizaremos una malla uniforme tanto en el tiempo como en el
espacio, i.e. At y Ax son constantes.

Ya que contamos con ambas expresiones para las derivadas parciales, entonces
podemos sustituirlas en la expresién de la ecuacién diferencial parcial original,
para asi obtener

uttt —

J ? _ u? — u;'lfl .
N <Ax > + O; (At, Ax),
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de esta tltima expresién, podemos despejar el término U?+1, para asi obtener
el esquema tipo upwind para la ecuacién de adveccién
At
n+l _ . n no_,mn
Ui = uf e (uf —uf_y). (3.7

Podemos analizar la estabilidad de este esquema haciendo el anélisis de von
Neumann. Para esto, escribimos la solucién en la forma

uj = greidhe (3.8)

donde k es el nimero de onda espacial. Si consideramos la representacion simboli-
ca del esquema como

u?“ = T (A", Az?)uy,

con T (AtP, Ax?) siendo el operador de evolucién de orden p en el tiempo y ¢
en el espacio, entonces podemos ver que el criterio de estabilidad debe ser aquel
donde el médulo del factor de amplificacién es siempre menor que 1

[EP=¢ <1
Para obtener el factor de amplificacién hacemos
€n+1eikxj _ Eneik’xj _ a(gneik’acj _ Eneikxj—l)
de donde podemos obtener

f - 1_ a(l _ e—ikA:c)
= (1 - a)+ acos(kAzx) —iasin (kAzx).

donde o = aAt/Az, y su médulo | £ |>= ££€* es entonces

€17 = (1—a)®+2a(l —a)cos (kAz) + a? cos® (kAz) + a?sin? (kAx)
= 1-2a+a®+2a(1 — a)cos (kAzx) + o
= 1-—2a(1l - a)(l - cos(kAx)),

que es siempre menor que uno cuando se satisface la condicion de Courant-
Friedrichs-Lowy (CFL)
a <1.

3.1.2. El esquema FTCS en 1+ 1D

Consideremos otra vez la ecuacién de adveccién (3.4), pero ahora tomaremos
una aproximacién con maés precision para la derivada espacial. Para hacer esto,
calculamos la expansién en Taylor en z; + Az

n e OU 10%u n 9 3
u(z; + Az, t") = u(z, ") + %Ax—k 5@(%’5 )Az” + O(Az”),
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y también en z; — Az

ou 10%u

w(x; — Az, t") = u(x,t") — — Az + - —=

() ) ( ) ox + 2 Ox?

Si restamos estas 2 expresiones y el resultado lo dividimos ente 2Az podemos
eliminar los términos de primer orden para obtener

(z,t") Az + O(Az?).

ou UG — U
oy (T3 1) = o O(Ar?), (3.9)

ahora, podemos utilizar la aproximacién a la derivada temporal de la seccion

anterior,
wrtl — oy u, = um
J J j+1 j—1 2
—— = —a | ————— | + O(At, Az 3.10
s =) rowean) o)
para asi obtener un esquema basado en diferencias de segundo orden en el espacio
y primero en el tiempo

i1l on @At
U= T 5 Ay
Infortunadamente, el esquema FTCS es incondicionalmente inestable. Utilizan-
do la definicién (3.8) en la ecuacién (3.9), obtenemos

ufyy — ) + O(AE, AzPAt), (3.11)

n+1 _ikxj _ ¢n tkxj [ tkxj+1 n tkxj—1
griteted = grethed — S (gnetn - gnethe ),
de donde podemos obtener el factor de amplificaciéon
@

= 1 —
¢ 2
= 1— aisin(kAz)

(eikAa: _ efikAm)

que tiene un médulo
€12 = 1+ (asin(kAx))? > 1.

De aqui resulta que el esquema sea incondicionalmente inestable.

3.1.3. El Esquema de Lax-Friedrichs

Una manera de tratar el problema de estabilidad del esquema FTCS fue pro-
puesta por Lax y Friedrichs. La idea bésica es bastante simple y estd basada en
reemplazar, en el esquema FTCS, el término u} por su promedio espacial, i.e.,
uf = (u}y; +ul_1)/2, y asi obtener el esquema de Lax-Friedrichs
1 a At
1 2

";74“" e 5(”?4}1"‘”?71)_§E(U?+1_u?71)+O(Aﬁr ) (312)
En este esquema estamos asumiendo que se satisface la condicién CFL, es por
eso que el tenemos O(A?) en lugar de O(At?, Ax?At). A partir de este momen-
to, asumiremos que esto siempre se cumple.
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Figura 3.2: Un ejemplo de un stencil para el esquema de Lax-Fiedrichs

El stencil utilizado en este esquema puede verse en la figura (3.2). Este nuevo
esquema resulta ser condicionalmente estable, lo cual puede verse si se hace
el andlisis de estabilidad de von Neumann. Siguiendo el mismo camino que
utilizamos para el esquema FTCS pero usando ahora (3.12) obtenemos

é-n-i-leikacj — (é-neik;ﬂj—i-l o fneikxj—l) _ E (gneikmj-‘rl o gneikacj—l)
2

DN | =

de podemos observar que el médulo del factor de amplificacién estd dado por
1

ikAx —ikAz o ikAx —itkAx
é— _ 5(el’cA +e kA)_g(ekA —e /cA)

= cos(kAz) + aisin (kAx)

cuyo modulo al cuadrado

&P

cos? (kAx) + o?sin? (kAx)
1 —sin® (kAz) + o?sin® (kAxz)
= 1—(1-a?)sin® (kAx)

es siempre menor que 1 y cuando se cumpla la condicién CFL.

Cuando Lax-Friedrichs realiza esta correccién introducen disipacion numérica
(Viscosidad). Para ver esto, escribimos (3.12) para que se observe claramente la
correccién en (3.10)

n+1 n n n n n n
u:yT — u  —u 1 /u™ ; —2u"” +u™
R (J“ . 1) +O(At,Am2)+< AR L 1).

At 2Ax 2 At
Esta expresion es la representacion en diferencias finitas de la ecuacién

Ou | Ou 1 [(Az*\ 0%
ot " “or " 2\ At ) or2

donde aparece un termino de difusién 8%u/dz2.
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3.1.4. El Esquema Leapfrog en 1+ 1D

Tanto el esquema FTCS como el de Lax-Friedrichs son esquemas de “un nivel”
con aproximaciones de primer orden para la derivada temporal y de segundo
orden para la derivada espacial.

Una aproximacién de segundo orden en el tiempo puede obtenerse si insertamos

n+1 1

ﬁu(aﬁj,tn) = U?_
ot o 2At

+0(At?)

en el esquema FTCS, para asi llegar al esquema Leapfrog

At
W =T - as (- ) + O(Ad?) (3.13)

el cual utiliza un stencil como el que se muestra en la figura (3.3).

Existen ciertos aspectos del esquema Leapfrog que debe de tomarse en cuenta

= En un esquema Leapfrog que es estable en el sentido de Courant, no hay
disipacién de la amplitud (i.e., | € |>= 1). De hecho, si hacemos el an4lisis
de estabilidad de von Neumann, donde tenemos que utilizar

é-n-i-leikxj _ é-n—leikmj —a (é-neikxj—i-l _ é-neikzj—l)
para obtener

§2 - 1- Oéf (eik’AZ' _ e—ikAaf)

= 1—2asin (kAx)i€,
y entonces, después de resolver el sistema cuadratico
€2 4 2asin (kAx)ié — 1 =0,

obtener el factor de amplificacién

€ = —iasin (kAz) + /1 — [asin (kAz)]2
y entonces, si a < 1,
| € 2= a?sin? (kAz) + (1 — [asin (kAx)]?) = 1.
lo que dice que el factor de amplificacién es siempre 1.

= El esquema Leapfrog es un esquema de “tres niveles”, por lo que se necesi-
tan los valores en el tiempo n y n — 1 para poder calcular la aproximacién
en el tiempo n + 1.
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G = PN S o N+l
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Figura 3.3: Un ejemplo de un stencil para el esquema de Leapfrog.

3.1.5. El Esquema de Lax-Wendroff en 1+ 1D

El método de Lax-Wendroff es una extensién de segundo orden de precisién del
esquema de Lax-Friedrichs. Aqui ocuparemos 2 niveles de tiempo para obtener
la aproximacién en un nuevo nivel de tiempo.

Existen varias formas de obtener el esquema de Lax-Wendroff, pero probable-
mente una de las maneras més convenientes para obtenerlo es verle como una
combinacién del esquema de Lax-Friedrichs y el esquema Leapfrog. En particu-
lar el esquema de Lax-Wendroff puede ser obtenido como

1. Un esquema de Lax-Friedrichs con “medio paso”:

n+% 1 a At

+3 1 n n a At n n
u?_; = 5(% +ui_y) — §A—x(uj —uj_q)+ O(Az?)

2. Un esquema Leapfrog con medio paso:

At 1 1
1 n+i  on+t 2
ul —u?—am(uj_é —uj_g)—i—(’)(Ax )

De una manera mas especifica, los “medios pasos” pueden ser calculados como
At
Ax
y, entonces, si usamos Leapfrog de medio paso, la soluciéon en un nuevo nivel de
tiempo es

1, ., " a
2(%‘ +ujyy) F 5

DI o)

ul (ulyy —u?) + O(Az?) (3.14)

ntl _ "_LAt<"+%_ n+%> 9
uj = Uy Ax uj_t,_% uj_% +O(A;C )7 (315)
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y sustituyendo (3.14), entonces obtenemos el esquema de Lax-Wendroff

il N AN n a? At?

(N =Uu

j i 2Ax (ufpr —uj ) + 2 Az? (W1 — 2uj +uf ) + O(Az?).

(3.16)
Los aspectos importantes que debemos tomar en cuenta de este esquema son

= En el esquema de Lax-Wendroff puede existir dispersién del factor de
amplificacién. De hecho, si hacemos el andlisis de von Neumann, donde
utilizamos

£n+leika:j _ fneikwj . g (gneikwj+1 o é-neik:wj,l)
2

2
+ % (gneik$j+1 _ 2&-1’7167,ka + gneik}wjfl) ,

para obtener el factor de amplificacién

_ _ g ikAx _ —ikAx &2 ikAx —ikAx
& =1 2(6 e )—|—2(e 2+4e ),

= 1—asin(kAz) — o*(1 — cos (kAx)).

Y entonces el modulo del cuadrado del factor de amplificacién es

€17 = [1—a*(1 —cos(kAx))]? + a?sin? (kAx),
= 1—a?]2—2cos (kAzx) — (1 — cos (kAx))? — sin? (kAz)],
= 1-0a?[(1 = cos (kAz)) — a*(1 — cos (kAz))?],
1 —a?(1 —a*)(1 — cos®*(kAx)),

esto quiere decir que, siempre y cuando se cumpla que o < 1, tendremos
que 0 <] £ ]?< 1, esto es lo mismo a pedir que se cumpla la condicién CFL.
Algo que se debe de notar es que a menos que a? = 1, entonces | £ [?= 1
y se presentard algo de disipacién. En este sentido las propiedades de
dispersién del método de Lax-Friedrichs no se pierden por completo, pero
en el esquema de Lax-Wendroff son mucho menos severas.

= El esquema de Lax-Wendroff es un esquema de 2 niveles, pero puede ser
escrito en forma de un nivel por medio de manipulacién algebraica. Es-
tos se puede ver claramente en la expresién (3.16), donde sélo aparecen
cantidades en los niveles de tiempo n y n + 1.

3.2. Adveccion en 2-+1D

En la seccién anterior se explicé la importancia de la ecuaciéon de adveccion,
asi como algunos esquemas utilizados para aproximar su solucién en 1+ 1D. En
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esta seccién nos enfocaremos a la aproximacion en 2+ 1D. Es necesario precisar
que, actualmente, existen muy pocos trabajos sobre este tema, y es por eso que
se presentard unicamente el esquema de Lax-Wendroff para la aproximacion de
la ecuacién de adveccidn.

En el caso de 2 + 1D la ecuacién de adveccion tiene la forma

ou ou ou
_ — — .1
En + a@:r bﬁy 0, (3.17)

pero, para nuestra conveniencia, la escribiremos de la forma

ou ou ou

3.2.1. El Caso Rectangular

Si nos encontramos en el caso en que tenemos una malla rectangular, en la
cual se pueden tomar pasos espaciales constantes Az y Ay, el esquema de Lax-
Wendroff para la ecuacion de adveccién en 2+ 1D puede ser obtenido facilmente
de los desarrollos en serie de Taylor de

ury A = ey + 208D ) L ogan),

uet Aayt) = uwyt)+ 228D (a0 4 o(an)
ou(x,y,t

o+ Byt = o) + P4y 4 o)

de donde, despejando los términos du(zx,y,t)/dt, du(z,y,t)/dx, y du(z,y,t)/dy,
se obtiene una manera de aproximar las derivadas, tanto espaciales como la
temporal

3u(:r,y,t) _ U(lE,y,t+At) —u(.’E,y,t)
ot = At + O(At),
3“(3«"7%” U(l‘—FAl’,y,t) —U(Sﬁ,y,t)
- A
ox Az +O(A),
Qulw.y ) _ ulwy + Ay —u@9,t) | on
Ay Ay

las cuales, por cuestiones de simplicidad y siguiendo la misma notacién que en
la seccién anterior, pueden ser escritas como
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Outy WIS oar 3.19

o~ A OB (3.19)
oum . YAy O
i, i+1,5 2]

= A 2

oz Az + O(Ax), (3.20)
ou” . u . —um.
,J 4,5+1 ,J

= O(Ay). 3.21

5 o) (3.21)

(3.22)

Si sustituimos (3.19), (3.20) y (3.21) en (3.18) podemos obtener

n+l

(A —un. ., —un.
ij i Wir1g T Wi Ui T U

At Az Ay ’

que puede ser manipulada por medio de un poco de algebra para conseguir

Uijl =Uj;— G’Fx(ui-&-l,j - uzy) - bfy(ui,jﬂ - Ui,j)a (3.23)

que resulta ser el esquema de Lax-Wendroff para la ecuacién de adveccion en
24+1D.

3.2.2. El Caso en Regiones no Rectangulares

Cuando nos encontramos con problemas en regiones irregulares, para los cuales
no se puede generar una malla con espaciado uniforme, el esquema de la seccién
anterior no puede utilizarse. Es por esto que surgié la necesidad de tener un
esquema que pudiera adaptarse a este tipo de regiones.

Recordemos primero que, en general, los esquemas de diferencias finitas se ob-
tienen de considerar un punto central py, y un conjunto finito de nodos vecinos

p1,P2,. .., Pk €0 una cierta regién de interés, para los cuales es necesario encon-
trar los coeficientes I',I'g, ..., I'y que cumplan con
4 k
"¢
Zri@(pi)zW ; k=0,1,2,...; 0<I<k.
=0 ZT=po

Si recordamos que la forma general que tienes las ecuaciones lineales de segundo
orden es
Lo = Apze + By + Cpyy + Doy + Epy + F,

entonces, para aproximar dicho operador en el punto pg utilizando aproxima-
ciones a los valores de ¢ en algunos de los nodos vecinos (p1,ps,...,pq) de po
(ver figura 3.4), utilisando un esquema de diferencias finitas, el cual se puede
escribir como la combinacién lineal

Lo =Top(po) + T1p(p1) + ... + Tqp(pg)- (3.24)
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Figura 3.4: Distribucién arbitraria de py y sus vecinos.

con I'g, I'1, ..., I'y constantes.

Para poder decir que tenemos un esquema consistente, esto es, que cumple con
que la aproximacién se acerque a la solucién a medida que los nodos vecinos se
aproximan al nodo central pg; necesitamos que se cumpla

Z Ty @(pi) — [A@us + By + Coyy + Do + Epylpy — 0. (3.25)

Esto puede escribirse usando la expansién en serie de Taylor hasta segundo
orden y reagrupando algunos términos como

q
[Apzz + Bpay + Coyy + Do + Epy + Fol Z o) =

=

(F(po) -3 T ) (D(po) - ZDA%> ¢z(po) +

=0

(E(Po) - ZDAyl) py(p ( (po) Z M) Poz(P0)  +

(B(po) - ZE‘A%‘A%,O) Pay(Po) + ( Z ) Pyy(Po) +
O (max{Az;, Ay:})* (3.26)

donde A, y Ay son las distancias horizontal y vertical respectivamente del nodo
central py a cada uno de los nodos vecinos p;.

Lo que queremos es que cada uno de los coeficientes entre paréntesis en (3.26)
sea cero, si logramos esto, la diferencia entre nuestro esquema y el operador que-
dard acotada por una funciéon O, que involucra a las derivadas de orden mayor,
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y disminuird conforme los nodos vecinos se acerquen a pq [10].

Entonces necesitamos encontrar los valores de las I'; que cumplan con esto, esto
es, necesitamos resolver el sistema

Ig

11 .1 . F(po)
0 Az AV I‘l D(po)
0 (Az1)? ... (Azy)? | 2A(po) ’
0 AziAyr ... AzgAy, ' B(po)
0 (Ay)* . (Ayy)? I, 2C(po)

Desafortunadamente este sistema cuenta con 6 ecuaciones y g + 1 incégnitas;
esto quiere decir que en la mayoria de los casos no estard bien determinado.
Una manera de sobrellevar esta indeterminacion es resolviendo el sistema en un
sentido de cuadrados minimos. Para hacer este procedimiento en una manera
no iterativa consideramos inicamente las dltimas 5 ecuaciones de (3.27)

Iy

Az . Az r D(po)

Ay Ay, ? E(po)

(Azq1)? . (Azy)? ’ =| 2A(po) |, (3.28)
AxiAyr ... AzgAy, ' B(pop)

(Ay)? .o (Ayy)? 'Fq 2C (po)

cuyas ecuaciones normales pueden ser resueltas utilizando cualquier algoritmo
de solucion de sistemas de ecuaciones lineales, por ejemplo el algoritmo de fac-
torizacién de Cholesky, para obtener los valores de I'y,...,I',.

Después de hacer esto, atin nos falta calcular el valor de I'g, pero esto puede
hacerse de una manera sencilla tomando en cuenta la primera ecuacién de (3.27),
con lo cual obtenemos

I'p=-TI'1... =Ty, (3.29)

y con esto obtenemos el conjunto de coeficientes I' necesarios para definir el
esquema (3.24) [11].

Ahora que ya contamos con un esquema para aproximar ecuaciones diferenciales
parciales, buscamos la forma de aplicarlo a la ecuacién de adveccion. Si tomamos
en cuenta la ecuacion de adveccién en 2 + 1D

ot a@x oy

la cual podemos escribir, por conveniencia, como

ou ou ou
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y le podemos aplicar la regla de la cadena para asi obtener

2 2 2
o°u 28u+2 0 u +b28u

o~ o T2, T 5 (3.31)

Ahora, tomando en cuenta el desarrollo en serie de Taylor de u alrededor de
(2,y,t + At)

Qu(z,y,1) \, 1%z, y,t)

2
ot 5 o (At)* + ...,

u(z,y,t + At) = u(x,y,t) +

y sustituyendo (3.30) y (3.31) en ella obtenemos [20]

u(z,y,t+At) = u(z,y,t)+
ou ou
At [ —aZ% _ 2
t( ag bay)+
N Pu 0%
5 52+2b8m6 PSS )+

El esquema que definimos en (3.28) y (3.29) se puede aplicar al operador

2 2 2 2
_At(aaz+bm>+(At) ( 207U oy 20U +b28u>

0 dy 2 Ox? 0zxdy Oy?
y los coeficientes I'g,I'1, ...,y que se obtienen definen el esquema modificado
de Lax-Wendroff
q
ug ™t =uf + Y Tl (3.32)
i=0
siendo po, . .., pq los nodos involucrados en el stencil.

3.3. Advecciéon en 2+ 1D: Esquema de 4 Puntos

El esquema definido en la seccién anterior puede ser usado tanto en mallas
estructuradas como en mallas no estructuradas. En nuestro caso el uso de ma-
llas légicamente rectangulares no permite aprovechar la estructura dada por los
indices en lamalla G ={p; ; | 1 <i<m,1 <j <n}

Como primer esquema utilizamos un esquema que involucra cada nodo de la
malla y 3 nodos vecinos, utilizando para ello un stencil de tipo “upwind” como
se muestra en la figura (3.5.

Utilizando este stencil, entonces el esquema (3.32)
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k
u\—l,i—l

Figura 3.5: Stencil tipo “upwind”.

toma la forma

R+l k k k k k
u i =i+ Dowy’; + Tugy j + Toud oy + Taugy g, (3.33)
{ k 1 i i6 1 i, j de 1 11 1
aqui tomamos ¥ . como la aproximacién a u en el punto 7, de la malla en e

i,
nivel de tiempo k.

El esquema definido en (3.33) es un esquema modificado de Lax-Wendroff explici-
to, que utilizaremos para aproximar la solucién del problema de adveccién. Tam-
bién se puede definir un esquema implicito del mismo tipo. Para hacer esto to-
mamos el esquema (3.32) y le agregamos un pardmetro A\ para utilizar 2 niveles
de tiempo del lado derecho, con esto obtenemos el esquema

q

Z quf

=0

1
u§+ :ulg—i—)\

+(1-)) lzq: FiufH] .
1=0

Utilizando el mismo tipo de stencil que en el caso explicito, donde tomamos 3
vecinos de pg, el esquema anterior llega a la forma

k{»l

k k k k k
U j ugj + X [Coug; + Trug_y j +Toug ;g +Tsui_y ;] +

(1= A) [Poui '+ Tow™ j + Touf ) + Tauf ;]
que tras algunos pasos de algebra, y en aras de la simplicidad, puede escribirse
como

k1 k1 k1
pp1 B4 BuiTy;+Cuily g+ Dug iy

,J A

donde
E= ATyl +Touf )y +Tsuf; ]+ uf ;[14 M)
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y ademas
A = 1+(A—-1)T
B = (1-)\NIy
C = (1-XNT9
D = (1-\NTs

Este esquema es un esquema implicito para aproximar la solucién de la ecua-
cién de advecciéon. Este tipo de esquemas suelen llegar a ser incondicionalmente
estables, y es por ello que se recurrié a obtenerlo.

3.4. Adveccion en 2+ 1D: Esquema de 6 Puntos

Otro esquema disenado para aproximar esta ecuacion se logra si, al utilizar nue-
vamente el esquema (3.32), utilizamos cada nodo de la malla y 5 de sus vecinos
para asi calcular el valor de u en cada nodo de la malla. En este esquema el
stencil utilizado varia dependiendo de la localizacion l6gica del nodo correspon-
diente a lo largo de la malla (véase figura 3.6).

En cada caso obtenemos

k+1
ulj' = ufyj + Fouﬁj + Tyl + Toul + Daub 4 Tyul + Tsul, (3.34)
los uf son las aproximaciones a u en el tiempo k en los nodos correspondientes

a cada sténcil.

Este esquema también es un esquema explicito para la aproximacion de la ecua-
cién de adveccién, en este caso, al usar 5 sténciles diferentes que involucran 6
nodos de la malla, el esquema logra mayor precisién que esquemas anteriores,
lo cual se podra notar en la seccién siguiente.
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(1,j-1) (2,j-1)

Nodos segunda fila vertical

k+1
(2,n)

(i-2,§)

(i1,j1) (i,j-1)

k
(i,j-2)

Nodos restantes

Figura 3.6: Diferentes esténciles del esquema de 6 puntos.
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Adveccién en 2+ 1D: Esquema de 6 Puntos
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Capitulo 4

Resultados y conclusiones

4.1. Resultados

En este capitulo presentamos los resultados numéricos de las pruebas realizadas
a los diferentes esquemas que se trataron a lo largo del presente trabajo, prime-
ramente se hace un anélisis, de manera comparativa, de los resultados obtenidos
con los esquemas en 1 + 1D. Posteriormente se trabajan con los esquemas de
2+ 1D, donde se hablara con mas detalle de los resultados.

Los cédigos de cada uno de estos esquemas se pueden encontrar en el Anexo A.

4.1.1. Esquemas en 1+ 1D

Primero se hara una revision rapida de los esquemas en 1+ 1D, para esto utili-
zaremos una malla uniforme en el intervalo espacial [0, 27], para que se cumpla
la condicién CFD en cada uno de los esquemas, en los esquemas Upwind, FTCS,
Leapfrog y Lax-Wendroff se dividird el intervalo [0, 27] en 21, 41 y 81 subinter-
valos; mientras que para el esquema Lax-Friedrichs se dividira en 1001, 2001 y
4001. La discretizacién del tiempo se hace dividiendo el intervalo [0, 5] en 1000
subintervalos uniformemente espaciados.

En todos los casos se utiliz6 la funcién

ne
w=sin|z — —1),
10
como la condicién inicial y las condiciones de frontera en x =0y x = 1.

Podemos probar facilmente que esta funcién cumple con la ecuacién de advec-
cioén, para ello calculamos primero sus derivadas parciales

ou T T

E = —1—0 cos (Et — ac)
ou T

% = Cos (1—075 — x)
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Si sustituimos estas expresiones en la ecuacién (3.4), que es la ecuacién de
adveccion, obtenemos

8u+7r6u ™ (ﬂ't >+7r (7rt ) 0

— 4+ —-—=——cos|—t—x —cos|—t—z)=0.

ot 10 0x 10 10 10 10

De esta manera hemos comprobado que la funcién utilizada cumple con las ca-
racteristicas que deseamos.

En cada caso se calculd la norma || - ||2 para el error en cada nivel de tiempo
como

M

lu—vll2 = Z(ul — ;)2 Ax.

i
donde u y v son las soluciones aproximadas y exacta, respectivamente, calculadas
en el i-ésimo elemento; y M es el nimero de nodos.

Upwind

En la tabla (4.1) se muestran los resultados para el esquema upwind en 1+ 1D,
los datos mostrados en dicha tabla son:

= NODOS: Numero de nodos en que se divide la region.
= TIEMPO: Valor de tiempo en que se mide el error.

= ERROR: Error cuadratico respecto a la solucién real del problema.

En la figura (4.1) se muestra una comparacién de los resultados en el tiempo
t = 5, con fines comparativos se agrega también la grafica de la solucién exacta.

Noétese que el error crece conforme avanza el tiempo, esto se debe a dos factores:

1. La calidad de aproximacion del esquema: Hay que senalar que Upwind es
un esquema de orden dos.

2. La discretizacién de la region. Esto se puede mostrar senalando que los
errores decrecen conforme se aumenta el nimero de nodos en la discreti-
zacion.

FTCS

En la tabla (4.2) se muestran los resultados para el esquema FTCS en 1 + 1D,
los datos que se muestran se ordenan de la misma manera en que fueron orde-
nados para el método upwind. De igual manera en la figura (4.2) se muestra
una comparacion de los resultados en el tiempo ¢t = 5.

Al igual que en el esquema Upwind, con FTCS el error crece conforme el tiempo.
Pero debe notarse que la aproximaciéon es mejor para este caso, eso se debe al
orden de aproximacién de este esquema.
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NODOS TIEMPO ERROR
1.0 3.357238E-02
2.0 6.416559E-02

21 3.0 9.049054E-02
4.0 1.119140E-01
5.0 1.290456E-01

1.0 1.700147E-02
2.0 3.307577E-02
41 3.0 4.751899E-02
4.0 5.978906E-02
5.0 6.986262E-02
1.0 8.482462E-03
2.0 1.665244E-02
81 3.0 2.416086E-02
4.0 3.069171E-02
5.0 3.614946E-02

Tabla 4.1: Errores para el método upwind en 1+ 1D.

NODOS TIEMPO ERROR
1.0 3.302758E-03
2.0 6.606363E-03

21 3.0 9.917568E-03
4.0 1.325458E-02
5.0 1.661552E-02

1.0 8.637862E-04
2.0 1.720079E-03
41 3.0 2.571373E-03
4.0 3.427478E-03
5.0 4.289234E-03
1.0 2.676115E-04
2.0 5.339900E-04
81 3.0 8.012385E-04
4.0 1.069820E-03
5.0 1.336072E-03

Tabla 4.2: Errores para el método FTCS en 1+ 1D.
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Upwind con 41 nodos. Upwind con 81 nodos.

Figura 4.1: Comparacién de resultados método upwind en t = 5.
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FTCS con 41 nodos. FTCS con 81 nodos.

Figura 4.2: Comparacion de resultados método FTCS en ¢t = 5.
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NODOS TIEMPO ERROR

1.0 2.607317E-03
2.0 5.150868E-03
1001 3.0 7.525431E-03

4.0 9.625300E-03
5.0 1.140303E-02
1.0 5.220786E-04
2.0 1.033631E-03

2001 3.0 1.513851E-03
4.0 1.941147E-03
5.0 2.304932E-03

1.0 3.489592E-07
2.0 6.912618E-07
4001 3.0 1.013045E-06
4.0 1.299807E-06
5.0 1.544288E-06

Tabla 4.3: Errores para el método Lax-Friedrichs en 1+ 1D.

Lax-Friedrichs

Debido a las condiciones para la estabilidad de este método, explicadas en el
capitulo anterior, la discretizacion en el espacio se hizo diferente para éste ejem-
plo; el intervalo espacial [0, 27] se divide entonces en 1001, 2001 y 4001 puntos
para cumplir con la condicién CFD. En la tabla (4.3) se muestran los resultados
de utilizar este esquema con esta discretizacion; de igual manera en la figura
(4.3) se muestran las gréficas al tiempo ¢t = 5.

Con fines comparativos, en la tabla (4.4) se muestran los errores obtenidos con
este esquema utilizando la misma discretizacién que se usé en los esquemas
anteriores. Las grificas que se muestran en la figura (4.4) corresponden a la
aproximacion con estos datos.

Leapfrog

El esquema Leapfrog tiene grandes problemas con la mayor parte de las funcio-
nes, ya que, por la manera como estd disenado, los nodos pares y los impares
se encuentran desacoplados. Para pequenos intervalos de tiempo esto no es un
problema grave, pero mientras mas tiempo pase, esto generara una gran disper-
sién numérica, como se puede ver en la tabla (4.5) y la figura (4.5), donde se
encuentran los errores y las graficas obtenidas al usar este esquema.
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Lax-Friedrichs con 2001 nodos. Lax-Friedrichs con 4001 nodos.

Figura 4.3: Comparacion de resultados método Lax-Friedrichs en t = 5.
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Resultados

NODOS TIEMPO

ERROR

1.0
2.0
21 3.0
4.0
5.0

7.293105E-01
8.476843E-01
1.006064E-00
1.139332E-00
1.210734E-00

1.0
2.0
41 3.0
4.0
5.0

6.428185E-01
7.197975E-01
8.142575E-01
9.432134E-01
1.060593E-00

1.0
2.0
81 3.0
4.0
5.0

3.222416E-01
4.796974E-01
5.509072E-01
5.968804E-01
6.528482E-01

Tabla 4.4: Errores para el método Lax-Friedrichs en 1 + 1D.

NODOS TIEMPO

ERROR

1.0
2.0
21 3.0
4.0
5.0

2.022438E-01
3.951509E-01
5.763236E-01
7.482981E-01
9.104062E-01

1.0
2.0
41 3.0
4.0
5.0

2.113279E-01
4.078606E-01
5.907091E-01
7.636833E-01
9.261214E-01

1.0
2.0
81 3.0
4.0
5.0

2.136509E-01
4.109577E-01
5.942639E-01
7.674672E-01
9.299573E-01

Tabla 4.5: Errores para el método Leapfrog en 1+ 1D.
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Lax-Friedrichs con 41 nodos. Lax-Friedrichs con 81 nodos.

Figura 4.4: Comparacion de resultados método Lax-Friedrichs en t = 5.
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Leapfrog con 21 nodos.
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Leapfrog con 41 nodos. Leapfrog con 81 nodos.

Figura 4.5: Comparacién de resultados método Leapfrog en t = 5.
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NODOS TIEMPO ERROR

1.0 1.105326E-02
2.0 2.150859E-02
21 3.0 3.1056454E-02

4.0 3.950757E-02
5.0 4.695498E-02
1.0 5.330685E-03
2.0 1.047718E-02

41 3.0 1.524278E-02
4.0 1.945477E-02
5.0 2.307323E-02

1.0 2.565827E-03
2.0 5.064620E-03
81 3.0 7.395704E-03
4.0 9.462203E-03
5.0 1.122675E-02

Tabla 4.6: Errores para el método de Lax-Wendroff en 1 4 1D.

Lax-Wendroff

En el método de Lax-Wendroff se corrigen la mayor parte de los problemas de
dispersién numérica, desgraciadamente nos encontramos con un nuevo proble-
ma, el problema de las fronteras. Es bien sabido que el método de Lax-Wendroff
tiene serios problemas cuando se trata de las fronteras, estos problemas se pue-
den “suavizar” mientras que el término de dispersién sea pequeno, esto es, hacer
que « se haga bastante pequeno. Utilizando los mismos datos que en los esque-
mas anteriores, se calculd el error obtenido al usar este esquema. Los resultados
pueden consultarse en la tabla (4.6) y en la figura (4.6).

Los resultados del esquema de Lax-Wendroff nos muestran que la calidad de
aproximacién de este esquema depende mucho de la condicién CFL. Mientras
que el término a de dicha condiciéon se haga méas pequeno, mayo estabilidad
tendra el método en las fronteras de la regién. Un estudio més a fondo de esta
condicién puede ser encontrado en [15].

4.1.2. Esquemas en 2 + 1D: Lax-Wendroff

Una vez revisados los esquemas en 1 + 1D, podemos pasar a realizar pruebas
numéricas para los esquemas en 2+ 1D que se describen en el capitulo anterior.
Hay que resaltar que el esquema en 2 4+ 1D presentado tnicamente puede ser
aplicado en mallas regulares y uniformes, y esto es una gran limitacion para el
método.

En el caso que nos concierne utilizamos una regién ) rectangular en intervalo
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’ : : : : : : ) : : : : :
ol ] osh
ol ] ok
0al ] odl
ozl ] 0l
ol ] ol
ol ] sl
ol ] oal
ol ] el
ol ] sl
o 3 2 3 : 5 o s i 2 3 : 5
Solucién exacta. Lax-Wendroff con 21 nodos.
1 : : : : : : . : : : :
ol | ok
ol | ok
odl | odl
0sf | 0l
o | ol
ol | o2l
ol | odl
el | ool
ol | sl
o i P B P 5 s o i 2 3 P 5
Lax-Wendorff con 41 nodos. Lax-Wendroff con 81 nodos.

Figura 4.6: Comparacion de resultados método de Lax-Wendroff en ¢t = 5.
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[0,1] x [0,1], haciendo diferentes mallas de la misma con 21, 41 y 81 puntos
por lado. La regién €2 es un dominio plano simplemente conexo, el cual cumple
con que su frontera 02 es un poligono de Jordan con orientacién positiva y
00 = S1 U Sy, con Sy y Sz conectados (fig. 4.7). El intervalo de tiempo [0, 1]
se discretizd uniformemente partiéndolo en 1000 subintervalos. Utilizando estos
datos, el esquema de Lax-Wendroff en 2 + 1D fue utilizando para aproximar la
funcién
sin (x — 0.1t)e¥ 01

que fue utilizada como condicién inicial y de frontera en Sj.

Figura 4.7: Dominio 2 rectangular con 92 = 51 U S,.

En las gréficas de las figura (4.8) se muestra la solucién exacta y las aproxima-
ciones con 21 x 21, 41 x 41 y 81 x 81 nodos. El error calculado en cada nivel de
tiempo como

Hek”Q = Z(Uf] - Uilfj)2v4i,jv
%,

donde uf ;Y Ui’fj son el valor exacto y aproximado de la solucién, respectiva-
mente, calculado en en el elemento 4,7, y A; ; es el drea del poligono definido
por {Pit1,5,Pij+1,Pic1, Pij—1} v el paso de tiempo k. Estos errores son re-
portados en la tabla (4.7).

Al igual que en el caso en 1 4+ 1D. los datos mostrados en estas tablas son:
= NODOS: Numero de nodos en que se divide la regién.
= TIEMPO: Valor de tiempo en que se mide el error.

= ERROR: Error cuadratico respecto a la solucién real del problema.
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‘Wendroff con 21 x 21 nodos.

Lax-

Solucién exacta.

‘Wendroff con 81 x 81 nodos.

Lax-

Wendorff con 41 x 41 nodos.

Lax-

Figura 4.8: Comparacién de resultados método de Lax-Wendroff en 2 4 1D.
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NODOS TIEMPO ERROR

0.2 5.628927E-06
0.4 1.095435E-05
21 x 21 0.6 1.604631E-05

0.8 2.094988E-05
1.0 2.567461E-05
0.2 1.787963E-06
0.4 3.399628E-06
41 x 41 0.6 4.844548E-06
0.8 6.131544E-06
1.0 7.263796E-06
0.2 2.601839E-06
0.4 5.066541E-06
81 x 81 0.6 7.398977E-06
0.8 9.602191E-06
1.0 1.166894E-05

Tabla 4.7: Errores para el método de Lax-Wendroff en 2 4+ 1D.

Con una simple inspeccién de la tabla (4.7) se puede comprobar que el esquema
tiene un comportamiento como es el esperado, el error crece conforme al tiempo
debido a la calidad de la aproximacién y a que los errores se van acumulado en
cada nuevo nivel de tiempo; y la aproximacién mejora haciendo un refinamiento
en la malla de la regién. Mas adelante se hara una comparacién de éste método
con los esquema que se propone, resolviendo el mismo problema.

4.1.3. Esquemas en 2+1D: Esquema Explicito de 4 Puntos

Los esquemas propuestos de 4 y 6 puntos pueden ser usados en mallas tanto
regulares como irregulares, i.e. en mallas no uniformes también. Al igual que
en el caso anterior, utilizaremos regiones planas {2 simplemente conexas, cuya
frontera 9N sea un poligono de Jordan orientado positivamente y que cumpla
con que 9N = S1 U S, donde, una vez mds, S y Sy estén conectados (fig. 4.9).

Para estos métodos se seleccionaron cuatro regiones de prueba, que son denota-
das como CAB, HAB, MIC y UC. Se generaron mallas con 21, 41 y 81 puntos
por lado para cada una de estas regiones utilizando el funcional

oH, + (1 —0)F42

con o = 1/2 que se encuentra implementado en UNAMALLA [31]. Con fines
comparativos estos esquemas también fueron aplicados a la regién rectangular
[0,1] x [0,1] con 21, 41 y 81 puntos por lado, donde se aproximé nuevamente la
funcién

sin (x — 0.1t)ev 01
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S:

Si

Figura 4.9: Dominio € irregular con 02 = S7 U Ss.

utilizada como condicién inicial y de frontera en S;. El intervalo de tiempo [0, 1]
fue dividido de manera uniforme en 1000 subintervalos.

Para las otra regiones fueron utilizadas diferentes funciones como condiciéon
inicial y de frontera en S7, dependiendo de la geometria de cada region, intentado
asi que el pulso que describe cada funcién iniciara en el centroide de la region.
Las funciones seleccionadas para esto fueron

CAB: u(z,y,t) = 0_26((—(1—0.5—0,3@2—(y—0,3—0.3t)2)/.01)’
HA: u(z,y,t) = 0.26((7(170.4570.316)27(y70.570.3t)2)/.01),
MIC: u(z,y,t) = 0.26((7(170‘470.315)2f(y70.2570.3t)2)/‘01),

UC: u(z,y,t) = 0.26((7(z70‘4570‘3t)27(y70.570.3t)2)/‘01).

La tabla (4.8) muestra los errores obtenidos al usar el esquema explicito de cua-
tro puntos en el rectdngulo [0, 1]x[0, 1] aproximando la funcién sin (z — 0.1¢)e¥ =01t
Las graficas obtenidas con este esquema para este problema pueden verse en la
figura (4.10).

La tabla (4.9) muestra los errores obtenidos para las regiones CAB, HA, MIC y
UC, utilizando en cada una de ellas la funcién que le corresponde. Las gréaficas
mostradas en las figuras (4.11), (4.12), (4.13) y (4.14) corresponden a las apro-
ximaciones en estas regiones en el tiempo ¢t = 1. Se puede ver que, a pesar de la
irregularidad de las regiones, las aproximaciones logradas son aceptables y que
el comportamiento buscado continua, mientras mas se refine la malla, mayor
calidad de la aproximacion tendremos.

4.1.4. Esquemas en 2+1D: Esquema Implicito de 4 Puntos

En el esquema implicito de 4 puntos hacemos las mismas pruebas que con el
esquema, explicito de 4 puntos. Primero, con fines de comparacién, resolvemos
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NODOS TIEMPO

ERROR

0.2
0.4

21 x 21 0.6

0.8
1.0

1.242898E-05
2.410326E-05
3.506288E-05
4.533529E-05
5.489662E-05

0.2
0.4

41 x 41 0.6

0.8
1.0

3.286637E-06
6.385320E-06
9.303855E-06
1.204727E-05
1.460778E-05

0.2
0.4

81 x 81 0.6

0.8
1.0

1.046689E-06
2.057142E-06
3.025426E-06
3.949854E-06
4.825828E-06

Tabla 4.8: Errores para el esquema de 4 puntos en el rectdngulo [0,1] x [0, 1].

NODOS

TIEMPO

E-CAB

E-HA

E-MIC

E-UC

21 x 21

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

5.069154E-03
7.946386E-03
9.335199E-03
9.493458E-03
5.368555E-03

5.660705E-03
9.178673E-03
1.166374E-02
1.342250E-02
1.440957E-02

5.954066E-03
9.335736E-03
1.152109E-02
1.312104E-02
1.428179E-02

3.969107E-03
6.408144E-03
8.096681E-03
9.247494E-03
9.478101E-03

41 x 41

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

2.890902E-03
4.935039E-03
6.086828E-03
6.313563E-03
3.558740E-03

3.272535E-03
5.800321E-03
7.865132E-03
9.534951E-03
1.055537E-02

3.377792E-03
5.724077E-03
7.475342E-03
8.899328E-03
1.004930E-02

2.111557E-03
3.636245E-03
4.803203E-03
5.621319E-03
6.058625E-03

81 x 81

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

1.533863E-03
2.785911E-03
3.589348E-03
3.822691E-03
2.190477E-03

1.762528E-03
3.332335E-03
4.763404E-03
6.052521E-03
6.947383E-03

1.797068E-03
3.216870E-03
4.388266E-03
5.418092E-03
6.321243E-03

1.091610E-03
1.967069E-03
2.680803E-03
3.197199E-03
3.525116E-03

Tabla 4.9: Errores para el esquema de 4 puntos.
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4 puntos explicito con 21 x 21 nodos.

Solucién exacta.

4 puntos explicito con 81 x 81 nodos.

4 puntos explicito con 41 x 41 nodos.

Figura 4.10: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en el rectangulo

[0,1] x [0,1].
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4 puntos explicito con 21 x 21 nodos. 4 puntos explicito con 41 x 41 nodos.

4 puntos explicito con 81 x 81 nodos.

Figura 4.11: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en CAB.
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4 puntos explicito con 21 x 21 nodos.

4 puntos explicito con 41 x 41 nodos.

4 puntos explicito con 81 x 81 nodos.

Figura 4.12: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en HA.
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I QM N
/;;l" ““\\\\@\

\\
0“ \\\\

4 puntos explicito con 21 x 21 nodos. 4 puntos explicito con 41 x 41 nodos.

4 puntos explicito con 81 x 81 nodos.

Figura 4.13: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en MIC.



96 Resultados

4 puntos explicito con 21 x 21 nodos. 4 puntos explicito con 41 x 41 nodos.

4 puntos explicito con 81 x 81 nodos.

Figura 4.14: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en UC.
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NODOS TIEMPO ERROR

0.2 3.660232E-05
0.4 6.676841E-05
21 x 21 0.6 9.110240E-05

0.8 1.101099E-04
1.0 1.242161E-04
0.2 1.090654E-05
0.4 1.998815E-05
41 x 41 0.6 2.739095E-05
0.8 3.324663E-05
1.0 3.766604E-05
0.2 4.604946E-06
0.4 8.507292E-06
81 x 81 0.6 1.175082E-05
0.8 1.437762E-05
1.0 1.642166E-05

Tabla 4.10: Errores para el esquema de 4 puntos implicito en el rectdngulo
[0,1] > [0,1].

el problema en el rectdngulo [0,1] x [0, 1], utilizando la funcién adecuada. Los
resultados de la aplicacién del método implicito a este problema se muestran en
la tabla (4.10) y, al igual que en el caso anterior, en la figura (4.15) se muestran
las graficas de las soluciones en el tiempo t = 1.

Hay que hacer notar que, para todos los resultados de este trabajo, en el esque-
ma implicito se utilizé el valor de A = 1/2.

Los resultados para las regiones de prueba se muestran en la tabla (4.11). Tam-
bién, en las figuras (4.16), (4.17), (4.18) y (4.19) se muestran las gréficas de la
aproximacion en el tiempo ¢t = 1 en cada una de las regiones.

4.1.5. Esquemas en 2+ 1D: Esquema de 6 Puntos

El esquema de 6 puntos es el que mayor precision aporta. Es un esquema de bajo
costo computacional y atin asi logra aproximaciones muy buenas a la solucién de
la ecuacién de adveccién. Con este esquema se corrigen muchos de los pequenos
problemas de estabilidad que se encontraban con otros esquemas en 2 + 1D.
Para ejemplificarlo, en la tabla (4.12) podemos ver los resultados obtenidos
de resolver el problema inicial en el rectdngulo [0, 1] x [0, 1]. Las graficas que se
obtuvieron para este problema en el tiempo ¢ = 1 se muestran en la figura (4.20).

También podemos notar una mejoria en cuanto a las aproximaciones logradas
para las otras regiones de prueba. Todos los resultados se muestran en la tabla
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kit
////////

\

4 puntos implicito con 21 x 21 nodos.

Solucién exacta.

4 puntos implicito con 81 x 81 nodos.

4 puntos implicito con 41 x 41 nodos.
Figura 4.15: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos implicito en

el rectdngulo [0,1] x [0, 1].
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NODOS TIEMPO

E-CAB

E-HA

E-MIC

E-UC

0.2
0.4
21 x 21 0.6
0.8
1.0

5.109512E-03
8.002868E-03
9.404829E-03
9.563273E-03
5.396373E-03

5.690985E-03
9.218056E-03
1.170434E-02
1.346102E-02
1.444778E-02

5.982824E-03
9.375041E-03
1.156482E-02
1.316638E-02
1.432672E-02

3.999472E-03
6.453467E-03
8.155374E-03
9.306919E-03
9.528745E-03

0.2
0.4
41 x 41 0.6
0.8
1.0

2.946142E-03
5.021366E-03
6.194423E-03
6.421953E-03
3.600548E-03

3.316067E-03
5.865485E-03
7.940619E-03
9.613585E-03
1.063479E-02

3.418260E-03
5.785877TE-03
7.550244E-03
8.983027E-03
1.013755E-02

2.146587E-03
3.693848E-03
4.883971E-03
5.711171E-03
6.142772E-03

0.2
0.4
81 x 81 0.6
0.8
1.0

1.599522E-03
2.899483E-03
3.736679E-03
3.976744E-03
2.253060E-03

1.815720E-03
3.422036E-03
4.878174E-03
6.183562E-03
7.085660E-03

1.845411E-03
3.297799E-03
4.493575E-03
5.543240E-03
6.461569E-03

1.129765E-03
2.033616E-03
2.777132E-03
3.308591E-03
3.638419E-03

Tabla 4.11: Errores para el esquema de 4 puntos implicito.

NODOS TIEMPO

ERROR

0.2
0.4

21 x 21 0.6

0.8
1.0

5435518E-06
1000364E-05
1343282E-05
1598972E-05
1796252E-05

0.2
0.4

41 x 41 0.6

0.8
1.0

1240188E-06
2187412E-06
2964444E-06
3659482E-06
4286517E-06

0.2
0.4

81 x 81 0.6

0.8
1.0

2860577E-07
5232744E-07
7420528E-07
9453293E-07
1131465E-06

Tabla 4.12: Errores para el esquema de 6 puntos en el rectangulo [0,1] x [0, 1].
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4 puntos implicito con 21 x 21 nodos. 4 puntos implicito con 41 x 41 nodos.

4 puntos implicito con 81 x 81 nodos.

Figura 4.16: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en CAB.
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4 puntos implicito con 21 x 21 nodos. 4 puntos implicito con 41 x 41 nodos.

4 puntos implicito con 81 x 81 nodos.

Figura 4.17: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en HA.
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72208
RN

4 puntos implicito con 21 x 21 nodos. 4 puntos implicito con 41 x 41 nodos.

4 puntos implicito con 81 x 81 nodos.

Figura 4.18: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en MIC.
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4 puntos implicito con 21 x 21 nodos. 4 puntos implicito con 41 x 41 nodos.

4 puntos implicito con 81 x 81 nodos.

Figura 4.19: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en UC.



Resultados

104

6 puntos con 21 x 21 nodos.

Solucién exacta.

6 puntos con 81 x 81 nodos.

S.

6 puntos con 41 x 41 nodo:

Figura 4.20: Comparacién de resultados del esquema de 6 puntos en el rectangulo

[0,1] x [0, 1].
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NODOS TIEMPO

E-CAB

E-HA

E-MIC

E-UC

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

21 x 21

2.948721E-03
5.184152E-03
6.614910E-03
6.577109E-03
4.289068E-03

3.614275E-03
6.142163E-03
3.322508E-02
2.170297E01
1.414776E04

3.331088E-03
5.737464E-03
7.621632E-03
9.069541E-03
1.014699E-02

2.432902E-03
4.468752E-03
6.138760E-03
7.293793E-03
6.433778E-03

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

41 x 41

8.738800E-04
1.746007E-03
2.452958E-03
2.528250E-03
1.841478E-03

1.170273E-03
2.268737E-03
3.332595E-03
2.299754E-02
6.995041E-00

9.940816E-04
1.904652E-03
2.747314E-03
3.523979E-03
4.181122E-03

7.176966E-04
1.456777E-03
2.216038E-03
2.868712E-03
2.689677E-03

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

81 x 81

2.202936E-04
4.551862E-04
6.708897E-04
7.180325E-04
5.772294E-04

3.036863E-04
6.158075E-04
9.450673E-04
1.300409E-03
1.641537E-03

2.513862E-04
4.951184E-04
7.323069E-04
9.617715E-04
1.175040E-03

1.820511E-04
3.795539E-04
5.927880E-04
7.884763E-04
7.896830E-04

Tabla 4.13: Errores para el esquema de 6 puntos.

(4.13), en la cual podemos ver que el error llega a ser hasta un ordene menor que
en los esquemas de 4 puntos. Las gréficas mostradas en las figuras (4.21), (4.22),
(4.23) y (4.24) muestran la aproximacién obtenida en el nivel de tiempo t = 1,
como en los casos anteriores. Debido a cuestiones de estabilidad, en el caso para
la regién HAB (4.22) diverge en la frontera S cuando la malla es de pocos nodos,
pero se puede notar que se comporta bien al momento de refinar la misma malla.

En la tabla (4.14) se muestra el tiempo de ejecucién, en segundos, para cada
una de las regiones de muestra.

ESQUEMA Nodos CAB HA MIC ucC

21 0.373407s  0.668759s  0.505415s  0.528172s

4 puntos explicito 41 1.203611s  1.505135s 1.529723s 1.543996s
81 4,823690s 5.172947s  5.205134s  5.168015s

21 1.158553s  1.357246s 1.342591s 1.356649s

4 puntos implicito 41 4.697035s 4.710679s  4.834741s  4.901759s
81 17.95600s 18.50425s 18.24829s 18.58922s

21 0.459241s  0.542580s 0.524271s  0.543279s

6 puntos 41 1.381222s  1.621193s 1.653820s 1.684437s

81 5.182945s  5.780940s  5.955649s  5.889886s

Tabla 4.14: Tiempos de ejecucién para cada una de las regiones.
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6 puntos con 21 x 21 nodos. 6 puntos con 41 x 41 nodos.

6 puntos con 81 x 81 nodos.

Figura 4.21: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en CAB.
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6 puntos con 41 x 41 nodos.

6 puntos con 81 x 81 nodos.

Figura 4.22: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en HA.
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6 puntos con 21 x 21 nodos. 6 puntos con 41 x 41 nodos.

6 puntos con 81 x 81 nodos.

Figura 4.23: Comparacién de resultados del esquema de 4 puntos en MIC.
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6 puntos con 21 x 21 nodos. 6 puntos con 41 x 41 nodos.

6 puntos con 81 x 81 nodos.

Figura 4.24: Comparacién de resultados del esquema de 6 puntos en UC.
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4.2. Conclusiones

La estabilidad es un asunto esencial cuando se estudia la convergencia de esque-
mas numeéricos, y es muy dificil, cominmente, obtener los limites de estabilidad
para estos esquemas. Un estudio de estas dificultades puede encontrarse en [15].

Atn cuando la ecuacién de adveccién es una EDP muy dificil de tratar numéri-
camente, en este trabajo se presentan 3 esquemas que logran aproximaciones
buenas a la solucién. Un asunto muy importante sigue siendo la geometria de
la regién, ya que las pruebas realizadas para el presente trabajo muestran que,
aun con nuestros esquemas que logran una buena precision, cuando la geometria
de la regién es muy irregular se encuentran algunas oscilaciones espurias en las
fronteras. Algunos autores han tratado este problema de la frontera, utilizando
un parche donde se supone, a priori, que se conoce la solucién exacta de la
ecuacion en la frontera.

La comparacion que se hace de los esquemas propuestos muestra que las mejores
aproximaciones se logran con el esquema de 6 puntos. En buena parte esto se
debe a que, al utilizar mas puntos para aproximar la solucién, se cuenta con
mas datos con los que trabajar.

En este trabajo se presentan 3 esquemas que, como se puede ver en la tabla
(4.14), son de bajo costo computacional, y que ademds son relativamente féciles
de programar (ver Anexo A). Todos los programas y las ejecuciones se hicieron
utilizando MATLAB® R2013a [32], usando una computadora MacBook Pro
Mid 2012 con procesador Inter(R) Core(TM) i5 a 2.5 GHz y 4.00 GB de me-
moria RAM a 1600 MHz corriendo bajo MacOSx 10.9.2 como sistema operativo.
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Programas

Descripcion de los programas

wendroffg.m

El siguiente cédigo aproxima, por medio del esquema explicito de 4 puntos que
se presenta en el capitulo 4 la ecuaciéon de advecciéon en una regién descrita
por las variables de entrada x,y. Se encuentra programado en el leguaje de
programacion MATLAB® [32].

% Esta es la version con mas precision hasta el momento del metodo de
% Lax-Wendroff programado de manera explicita con el esquema de 4 puntos.

% Es importante revisar que la matriz coincida con los limites de la malla.
% Cuenta con ambas versiones para calcular las gammas, la version donde se
% resuelve el sistema de ecuaciones y la version donde se tienen las

% formulas explicitas.

% La llamada al metodo se hace:

% U = wendroffg(x,y,f,a,b,t,gr,graf);

% Argumentos de salida

yA U : Matriz U con la aproximacion final de la funcion.

% Argumentos de entrada

b X, ¥ : Coordenadas de los puntos de la malla

% £ Funcion para la condicion inicial y de frontera.

yA a, b : Velocidades de movimiento del pulso de la funcion f.
h Los valores por defecto de a y b son .1

h t : Vector con los diferentes niveles de tiempo.

% El valor por defecto de t es 0:1/1023:2;
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yA gr : Se utiliza para elegir la manera del calculo de Gammas.
% 0 : Calculo clasico de Gammas (valor por defecto).
h 1 : Calculo con formulas explicitas.

yA graf : Se utiliza para elegir si se grafica o no.

% 0 : No se grafica (valor por defecto).

yA 1 : 8i se grafica.

h

% La documentacion de este codigo se escribio sin acentos.
b

function U = wendroffg(x,y,f,a,b,t,gr,graf)

tic

close all

switch nargin

case 3
a=.1;
b= .1;
t = 0:1/1023:2;
gr = 0;
graf = 0;
case 4
b= .1;
t =0:1/1024:1;
gr = 0;
graf = 0;
case b5
t = 0:1/1024:1;
gr = 0;
graf = 0;
case 6
gr = 0;
graf = 0;
case 7
graf = 0;
end
[m,n] = size(x);
nt = length(t);
dt = t(2) - t(1);
Ul = zeros(m,n,nt);

Gamma = zeros(m,n,4);

%Primero llenamos k=1 con condiciones iniciales
for i = 1:m
for j = 1:n
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U1(i,j,1) = £([x(,)),yGE, )1, ,a,b)
end
end

%Ahora llenamos con condiciones de frontera
for k = 2:nt
for i = 2:m

U1(i,1,k) = £([x(i,1),y(,1)],t(k),a,b);
end
for j = 2:n
U1(1,j,k) = £([x(1,§),y(1,1)],t(k),a,b);
end
end

% Calculamos las Gammas

if gr ==
for i = 2:m
for j = 2:n
dx = [x(i-1,j)-x(i,j),x(i-1,j-1)-x(1,7),x(1,j-1)-x(1,j)];
dy = [yGi-1,])-yE,7),yGE-1,j-D-y(E,3),y@E,j-D-y(E,5)]1;
M= [dx ; dy ; dx.*dx ; dx.xdy ; dy.*dy];
YY = pinv(M)*[-a*dt -b*dt (a*xdt) 2 axb*dt~2 (bxdt)~2]’;
Gamma(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
end
end
else

% Nuevas maneras de calcular los Gammas
for i = 2:m
for j = 2:n
hl = x(i-1,j)-x(i,]);
h2 = x(i-1,j-1)-x(i,j);
h3 = x(i,j-1)-x(i,j);
k1 = y(i-1,j)-y(1,3);
k2 = y(i-1,j-1)-y(i,3);
k3 = y(i,j-1-yE,5);
s1 = (h2*k3-h3*k2)/(h1xk2-h2xk1) ;
s2 = (h3*k1-h1*k3)/(h1xk2-h2xk1) ;
al = -axdt;
be = -bxdt;
ga = (axdt)"2;
de = a*b*dt~2;
et = (bxdt)"2;
tl = (alxk2-bexh2)/(h1*k2-h2*kl);
t2 = (-alxkl+bexhl)/(h1*k2-h2%k1);

Gamma(i,j,4) = ((h17"2%s1l + h27°2%s2 + h3"2)*(ga - h172%tl - h272*%t2) + ...
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(k1xh1*s1 + k2¥h2*s2 + k3*h3)*(de - kilxhlxtl - k2*h2*t2)+ ...
(k172*s1 + k272%82 + k372)*(et - k172%t1 - k272%t2))/ ...
((h172%s1 + h2"2*s2 + h3"2)"2 + (klxhil*sl + k2*h2*s2 + k3*h3)"2 + ...
(k1°2%s1 + k272%s2 + k372)°2);

Gamma(i,j,2) = si*Gamma(i,j,4) + ti;

Gamma(i,j,3) = s2*Gamma(i,j,4) + t2;

Gamma(i,j,1) - Gamma(i,j,2) - Gamma(i,j,3) - Gamma(i,j,4);

end
end
end

U = U1;

% Llenamos ahora los nodos interiores
for k = 2:nt
for i = 2:m
for j = 2:n
U(i,j,k) = U(i,j,k-1) + Gamma(i,j,1)*U(i,j,k-1) + Gamma(i,j,2)*U(i-1,j,k-1.
Gamma(i,j,3)*U(i-1,j-1,k-1)+Gamma(i,j,4)*U(i,j-1,k-1);
end
end
end
toc

% Hacemos la grafica
if graf ==
for i=1:50:nt
surf (x,y,U(:,:,1));
axis([0 1 01 -.02 .2]);
view([45 45]);
pause(0.01)
end
end
end

El resultado de este programa es una matriz que representa la aproximacién a
la solucién en cada uno de los puntos del dominio.

implicit5.m

El siguiente cédigo aproxima, por medio del esquema implicito de 4 puntos que
se presenta en el capitulo 4 la ecuacién de adveccion en una regién descrita por
las variables de entrada x,y.
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Esta es la version con mas precision hasta el momento del metodo de
Lax-Wendroff programado de manera implicita con el esquema de 4 puntos.

Es importante revisar que la matriz coincida con los limites de la malla.
Esta version funciona calculando el metodo explicito primeramente para
utilizar como semilla del metodo implicito.

Cuenta con ambas versiones para calcular las gammas, la version donde se
resuelve el sistema de ecuaciones y la version donde se tienen las
formulas explicitas.

La llamada al metodo se hace:

U = impliciths(x,y,f,a,b,t,gr);

Argumentos de salida
U : Matriz U con la aproximacion final de la funcion.
Argumentos de entrada
X, ¥ : Coordenadas de los puntos de la malla
£ Funcion para la condicion inicial y de frontera.
a, b : Velocidades de movimiento del pulso de la funcion f.
Los valores por defecto de a y b son .1
t : Vector con los diferentes niveles de tiempo.
El valor por defecto de t es 0:1/1023:2;
gr : Se utiliza para elegir la manera del calculo de Gammas.
0 : Calculo clasico de Gammas (valor por defecto).
1 : Calculo con formulas explicitas.
graf : Se utiliza para elegir si se grafica o no.
0 : No se grafica (valor por defecto).
1 : Si se grafica.

La documentacion de este codigo se escribio sin acentos.

function [U, iter] = implicitb(x,y,f,a,b,t,gr,graf)
tic
close all

switch nargin

case 3
a=.1;
b= .1;
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t = 0:1/1023:2;

gr = U;
graf = 0;
case 4
b= .1;
t = 0:1/1024:1;
gr = 0;
graf = 0;
case 5
t = 0:1/1024:1;
gr = 0;
graf = 0;
case 6
gr = 0;
graf = 0;
case 7
graf = 0;

end

% Inicializamos variables
lambda = .5;

[m,n] = size(x);

nt = length(t);

dt = t(2)-t(1);

U1 zeros(m,n,nt);

Gamma = zeros(m,n,4);
iter = zeros(nt,1);

% Llenamos con condicion inicial.
for i = 1:m
for j = 1:n
U1(i,j,1) = £([x(i,3),y({,1,t(1),a,b);
end
end

% Llenamos con condicion de frontera.
for k = 2:nt
for i = 1:m
U1(i,1,k) = £([x(1,1),y1,1D],t(k),a,b);

end
for j = 2:n

U1(1,j,k) = £([x(1,7),y(1,7)1,t(k),a,b);
end

end
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% Calculamos las Gammas

if gr ==
for i = 2:m
for j = 2:n
dx = [x(i-1,j)-x(i,3),x(i-1,j-1-x(i,3),x(1,j-1)-x,D];
dy = [yG-1,7)-y@E,1),yGE-1,j-D-y@E, ) ,yE, j-D-y(,§)];
M= [dx ; dy ; dx.*dx ; dx.xdy ; dy.*dy];
YY = pinv(M)*[-a*dt -b*xdt (a*xdt) 2 axb*xdt~2 (bxdt)~2]’;
Gamma(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
end
end
else

% Nuevas maneras de calcular los Gammas
for i = 2:m
for j = 2:n
hl = x(i-1,j)-x(i,3);
h2 = x(i-1,j-1)-x(i,j);
h3 = x(i,j-1)-x(i,j);
k1 = y(i-1,7)-y(i,j);
k2 = y(i-1,j-D-y(E,1);
k3 = y(i,j-1)-y(,]j);
sl = (h2*k3-h3*k2)/(h1xk2-h2xk1) ;
s2 = (h3*k1-h1*k3)/(h1xk2-h2xk1) ;
al = -axdt;
be = -bx*dt;
ga = (axdt)~2;
de = a*bxdt~2;
et = (bxdt)"2;
t1 = (alxk2-bexh2)/(hi1*k2-h2xk1) ;
t2 = (-alxkl+bexhl)/(h1¥k2-h2%k1);

Gamma(i,j,4) = ((h172%sl + h272%s2 + h3"2)*(ga - h172%tl - h272%t2) + ...

(k1*hi*s1l + k2%h2*s2 + k3*h3)*(de - klxhi*tl - k2¥h2*t2)+ ...
(k172%s1 + k272%s2 + k3"2)*(et - k172xtl1 - k27°2%xt2))/ ...

((h172*s1 + h272xs2 + h372)"2 + (kl*hl*sl + k2%h2*s2 + k3%h3)"2 + ...

(k1°2%s1 + k2"2%s2 + k372)°2);
Gamma(i,j,2) = sixGamma(i,j,4) + til;
Gamma(i,j,3) = s2+Gamma(i,j,4) + t2;
Gamma(i,j,1) = - Gamma(i,j,2) - Gamma(i,j,3) - Gamma(i,j,4);
end
end
end

U = U1;

for k = 2:nt
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er = 1;
for i = 2:m
for j = 2:n
U(i,j,k) = U(,j,k-1) +...
Gamma(i,j,1)*U(i,j,k-1) + ...
Gamma(i,j,2)*U(i-1,j,k-1) + ...
Gamma(i,j,3)*U(i-1,j-1,k-1) + ...
Gamma(i,j,4)*U(i,j-1,k-1);
end
end
while er >= sqrt(eps)
Z=U(,:,k);
for i = 2:m
for j = 2:n
U(i,j,k) = (U@,j,k-1) + ...
lambdax (
Gamma(i,j,1)*U(i,j,k-1) + ...
Gamma(i,j,2)*U(i-1,j,k-1) + ...
Gamma(i,j,3)*U(i-1,j-1,k-1) + ...
Gamma(i,j,4)*U(i,j-1,k-1)) + ...
(1-1ambda) *(
Gamma(i,j,2)*U(i-1,j,k) + ...
Gamma(i,j,3)*U(i-1,j-1,k) + ...
Gamma(i,j,4)*U(i,j-1,k)))
/(1+(lambda-1) *Gamma (i, j,1));
end
end
iter(k) = iter(k) + 1;
er = max(max(abs(U(:,:,k) - Z)));
end
end
toc

% Hacemos la grafica
if graf ==
for i=1:50:nt
surf (x,y,U(:,:,1));
%CABS y esas cosas
axis([0 1 0 1 -.02 .2]);
view([45 45]);
%ELW
f%axis([-.15 1 -1 2 -1 2])
Yview(3);
pause(0.01)
end
end
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end

pricipal.m

El cddigo del esquema de 6 puntos utiliza 2 algoritmos més que se agregan
mas adelante, estos algoritmos son “gammas.m” y “derivada.m”. Esta funcién
aproxima, por medio del esquema de 6 puntos que se presenta en el capitulo 4 la
ecuacién de adveccion en una regién descrita por las variables de entrada x, y.

% Esta es la version con mas precision hasta el momento del metodo de
% Lax-Wendroff programado de manera implicita con el esquema de 6 puntos.

% Es importante revisar que la matriz coincida con los limites de la malla.
% Esta version funciona calculando el metodo explicito primeramente para

% utilizar como semilla del metodo implicito.

% Cuenta con ambas versiones para calcular las gammas, la version donde se
% resuelve el sistema de ecuaciones y la version donde se tienen las

% formulas explicitas.

% La llamada al metodo se hace:

% U = principal(x,y,f,a,b,t,graf);

% Argumentos de salida

yA U : Matriz U con la aproximacion final de la funcion.

% Argumentos de entrada

yA X, ¥ : Coordenadas de los puntos de la malla

b f Funcion para la condicion inicial y de frontera.

yA a, b Velocidades de movimiento del pulso de la funcion f.
h Los valores por defecto de a y b son .1

h t : Vector con los diferentes niveles de tiempo.

% El valor por defecto de t es 0:1/1023:2;

b graf : Se utiliza para elegir si se grafica o no.

h 0 : No se grafica (valor por defecto).

yA 1 : 8i se grafica.

% La documentacion de este codigo se escribio sin acentos.

function [Ul,Gammal] = principal(x,y,f,a,b,t,graf)
tic
close all
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switch nargin

case 3
a=.1;
b= .1;
t = 0:1/1023:2;
graf = 0;
case 4
b= .1;
t = 0:1/1024:1;
graf = 0;
case b5
t =0:1/1024:1;
graf = 0;
case 6
graf = 0;

end

%Inicializamos variables.

[m,n] = size(x);
nt = length(t);
dt = t(2)-t(1);
Ul = zeros(m,n,nt);

%Llenamos con condicion inicial.
for i = 1:m
for j = 1:n
U1(i,j,1) = £([x(1,)),y1,j1D],t(1),a,b);
end
end

%Llenamos con condicion de frontera.
for k = 2:nt
for i = 1:m
U1(i,1,k) = £([x(1,1),y1,1D],t(k),a,b);

end
for j = 2:n

U1(1,j,k) = £([x(1,3),y1,)],t(k),a,b);
end

end
%Llamamos a la funcion gammas que nos regresa la matriz de Gammas para
%»todos los nodos de la malla.

Gamma = gammas(x,y,a,b,dt);

%Llenamos la matriz
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for k = 2:nt
%para todos los nodos interiores
for i = 3:m
for j = 3:n
U1(i,j,k) = U1(i,j,k-1) + ...

Gamma(i,j,1)*Ul(i,j,k-1) + ...
Gamma(i,j,2)*U1(i-1,j,k-1) + ...
Gamma(i,j,3)*U1(i-2,j,k-1) + ...
Gamma(i,j,4)*U1(i-1,j-1,k-1) + ...
Gamma(i,j,5)*U1(i,j-2,k-1) + ...
Gamma(i,j,6)*U1(i,j-1,k-1);

end
end

%Llenamos la matriz para todos los nodos de la segunda linea horizontal.

for i = 2:m-1
U1(i,2,k) = U1(i,2,k-1) + ...

Gamma (i,2,1)*U1(i,2,k-1) + ...
Gamma(i,2,2)*U1(i-1,3,k-1) + ...
Gamma(i,2,3)*U1(i-1,2,k-1) + ...
Gamma(i,2,4)*U1(i-1,1,k-1) + ...
Gamma (i,2,5)*U1(i,1,k-1) + ...
Gamma (i,2,6)*U1(i+1,1,k-1);

end

%Llenamos la matriz para todos los nodos de la segunda linea vertical.

for j = 3:n-1
U1(2,j,k) = U1(2,j,k-1) + ...

Gamma(2,j,1)*U1(2,j,k-1) + ...
Gamma(2,j,2)*U1(1,j+1,k-1) + ...
Gamma(2,j,3)*U1(1,j,k-1) + ...
Gamma(2,j,4)*U1(1,j-1,k-1) + ...
Gamma(2,j,5)*U1(2,j-1,k-1) + ...
Gamma(2,j,6)*U1(3,j-1,k-1);

end

%Llenamos la matriz para los nodos (2,n) y (m,2)

U1(2,n,k) = U1(2,n,k-1) + ...
Gamma(2,n,1)*U1(2,n,k-1) + ...
Gamma(2,n,2)*U1(1,n,k-1) + ...
Gamma(2,n,3)*U1(1,n-1,k-1) + ...
Gamma(2,n,4)*U1(1,n-2,k-1) + ...
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Gamma (2,n,5)*U1(2,n-1,k-1)
Gamma(2,n,6)*U1(3,n,k-1);

Ul(m,2,k) = U1(m,2,k-1) + ...

Gamma(m,2,1)*U1(m,2,k-1) + ...

Gamma (m,2,2)*U1(m,3,k-1) +
Gamma(m,?2,3)*U1(m-1,3,k-1)
Gamma(m,?2,4)*U1(m-2,3,k-1)
Gamma (m,2,5)*U1(m-1,2,k-1)
Gamma (m,2,6)*U1(m,1,k-1);
end
toc

% Hacemos la grafica
if graf ==
for i=1:50:nt
surf (x,y,U(:,:,1));
%CABS y esas cosas
axis([0 1 0 1 -.02 .2]);
view([45 45]);

%ELW
%axis([-.15 1 -1 2 -1 21)
Yview(3);
pause(0.01)
end
end
end
gammas.m

+

+ + + -

Esta funcion calcula los coeficientes gamma para el método de 6 puntos.

%

% Los comentarios en este codigo se escribieron sin acentos.

h

function Gamma = gammas(x,y,a,b,dt)
[m,n] = size(x);
Gamma = zeros(m,n,6);

D = —axdt;

E = -bxdt;

A= (axdt)"2/2.;
B = axbxdt~2;

C = (b*dt)~2/2;

%Calculamos las Gammas de los nodos interiores
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for i = 3:m
for j = 3:n
%Armamos el P que se le enviara a la rutina derivada
#Primero armamos P(:,1) con las componentes en x
p(1,1) = x(i,j);
p(2,1) = x(i-1,j);
p(3,1) = x(i-2,j);
p(4,1) = x(i-1,j-1);
p(5,1) = x(i,j-2);
p(6,1) = x(i,j-1);

%Ahora armamos P(:,2) con las componentes en y
p(1,2) = y(i,3);
p(2,2) = y(@i-1,3);

p(3,2) = y(i-2,3);
p(4,2) = y(i-1,j-1);
p(5,2) = y(i,j-2);
p(6,2) = y(i,j-1);

%Llammamos a la rutina derivada que nos regresara las gamas 1...6
%para el nodo i, j
Gamma(i,j,:) = derivada(p,A,B,C,D,E);
end
end

%Calculamos Gammas para nodos de segunda linea horizontal
for i = 2:m-1

%Armamos el P que se le enviara a la rutina derivada

%Primero armamos P(:,1) con las componentes x

p(1,1) = x(i,2);

p(2,1) = x(i-1,3);

p(3,1) = x(i-1,2);

p(4,1) = x(i-1,1);

p(5,1) = x(i,1);

p(6,1) = x(i+1,1);

%Primero armamos P(:,2) con las componentes y
p(1,2) = y(i,2);

p(2,2) = y(i-1,3);

p(3,2) = y(i-1,2);

p(4,2) = y(@i-1,1);

p(5,2) = y(i,1);

p(6,2) = y(i+1,1);
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Gamma(i,2,:) = derivada(p,A,B,C,D,E);
end

%#Calculamos Gammas para los nodos de segunda fila vertical
for j = 3:n-1

%Armamos el P que se le enviara a la rutina derivada

%Primero armamos p(:,1) con las componentes x

p(1,1) = x(2,3);

p(2,1) = x(1,j+1);

p(3,1) = x(1,j);

p(4,1) = x(1,j-1);

p(5,1) = x(2,j-1);

p(6,1) = x(3,j-1);

%Ahora rmamos p(:,2) con las componentes y
p(1,2) = y(2,3);

p(2,2) = y(1,j+1);
p(3,2) = y(1,3);

p(4,2) = y(1,j-1);
p(5,2) = y(2,j-1);
p(6,2) = y(3,j-1);

Gamma(2,j,:) = derivada(p,A,B,C,D,E);
end

%Calculamos Gammas para los nodos (2,n) y (m,2)

%Armamos el P que se le enviara a la rutina derivada para (2,n)
p(1,1) = x(2,n);

p(2,1) = x(1,n);

p(3,1) = x(1,n-1);

p(4,1) = x(1,n-2);

p(5,1) = x(2,n-1);

p(6,1) = x(3,n);

p(1,2) = y(2,n);
p(2,2) = y(1,n);
p(3,2) = y(1,n-1);
p(4,2) = y(1,n-2);
p(5,2) = y(2,n-1);
p(6,2) = y(3,n);

Gamma(2,n,:) = derivada(p,A,B,C,D,E);
%Armamos el P que se le enviara a la rutina derivada para (m,2)

p(1,1) = x(m,2);
p(2,1) = x(m,3);
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p(3,1) = x(m-1,3);
p(4,1) = x(m-2,3);
p(5,1) = x(m-1,2);
p(6,1) = x(m,1);

p(1,2) = y(m,2);
p(2,2) = y(m,3);
p(3,2) = y(m-1,3);
p(4,2) = y(@-2,3);
p(5,2) = y(m-1,2);
p(6,2) = y(m,1);

Gamma(m,2,:) = derivada(p,A,B,C,D,E);

end

derivada.m

Esta funcién ayuda a calcular los coeficientes gamma para el método de 6 puntos.
function [gammain] = derivada(p,A,B,C,D,E)

q = zeros(5,2);

M = zeros(5,6);
gammain = zeros(6,1);

for j = 2:6
q(j-1,1) = p(j,1-p(1,1);

q(j-1,2) = p(3,2)-p(1,2);
end
for j = 1:5
M(1,3) = q(§,1);
M(2,7) = q(§,2);
M(3,3j) = q(§,1)72;
M(4,3) = q(j,1)*q(j,2);
M(5,3) = q(j,2)72;
end
M(1,6) = D;
M(2,6) = E;
M(3,6) = 2*A;
M(4,6) = B;
M(5,6) = 2xC;

dxmax = abs(q(1,1));
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dymax = abs(q(1,2));

for i = 2:5
dxmax = max(dxmax, abs(q(i,1)));
dymax = max(dymax, abs(q(i,2)));
end

for i = 1:6
M(1,i) = M(1,i)/dxmax;
M(2,i) = M(2,1i)/dymax;
M(3,i) = M(3,1i)/(dxmax*dxmax) ;
M(4,i) = M(4,i)/(dxmax*dymax) ;
M(5,1) = M(5,1)/(dymax*dymax) ;
end

gammain(2:6) = M(:,1:5)\M(:,6);
gammain (1) = 0;
for i = 2:6

gammain(1l) = gammain(l) - gammain(i);

end

end
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