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Resumen

El estudio de las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) es un campo de gran
interés en matematicas debido a que es posible modelar muchos fenémenos fisicos
que ocurren en la naturaleza. En particular, el estudio de la ecuacién de adveccién
es de suma importancia en el modelado de aguas someras en lagos y lagunas que, sus
dominios no presentan una geometria sencilla ni regular y como tal, existen pocos
esquemas aplicables en este tipo de regiones.

En la actualidad, existen esquemas en diferencias finitas que nos ayudan a aprox-
imar las soluciéon de una EDP que trabajan tanto con regiones rectangulares planas
como no-rectangulares; una de las principales motivaciones para usar métodos de
aproximacion de este tipo es el hecho de que por medio de estos se puede aproximar
el problema original empleando un problema maés sencillo que puede resolverse de
manera eficiente. Los esquemas en diferencias finitas en regiones rectangulares se
derivan con facilidad del Teorema de Taylor, sin embargo, su aplicacién a regiones
irregulares requiere de una malla convexa estructurada adecuada. Es posible obten-
er resultados satisfactorios para dichas regiones usando diferencias definidas sobre
mallas estrucutradas generadas usando un método variacional.

En este trabajo se presentan algunos métodos comunes para la solucién de la
ecuacion de adveccion en regiones en 1+1D y 2+1D, su implementacion en regiones
regulares e irregulares y las pruebas para mostrar la eficiencia de los métodos al
ver que tan exactos son los resultados que se tienen con los diferentes esquemas, en
distintas regiones.

Palabras Clave: Ecuacién de adveccidn, regiones irregulares, diferencias finitas,

métodos numeéricos.



Abstract

The study of Partial Differential Equations ( PDE) is a field of great interest in
mathematics because it is possible to model many physical phenomena that occur
in nature. In particular , the study of the advection equation is very important in
modeling shallow water in lakes and ponds that their domains do not have simple
and regular geometry and as such , there are few schemes applicable in such regions.

Currently, there are finite difference schemes that help us to approximate the
solution of a PDE working both with flat rectangular regions as non-rectangular
; one of the main motivations for using methods such approach is the fact that
through these you can approximate the original problem using a simpler problem
that can be solved efficiently. The finite difference schemes for rectangular regions
are derived easily from Taylor’s theorem , however , its application to irregular regions
requires proper convex structured mesh. It is possible to obtain satisfactory results
for these regions using defined differences on estrucutradas meshes generated using
a variational method.

Some common methods for solving the advection equation in regions 1 +1 D
and 2 +1 D are presented in this paper, its implementation in regular and irregular
regions and evidence to show the efficiency of the methods to see how accurate are
the results we have with the different schemes in different regions.

Keywords: Advection equation, irregular regions, finite difference, numerical meth-

ods.



Prefacio

La teorfa de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) es uno de los campos
de estudio mas importantes en matematicas, debido a que la gran mayoria de los
fenémenos fisicos que ocurren en la naturaleza se pueden modelar con EDP’s; se trata
de un campo de las matematicas estrechamente ligado a problemas del mundo real.

Se aplican en diferentes areas de las matematicas, fisica, ingenieria y otras ciencias.

En esta tesis nos centramos en la ecuacién de adveccion para regiones irregulares
ya que en la naturaleza los dominios que se presentan no tiene una geometria sencilla
como un rectangulo o un cuadrado, sin embargo, también se trabajaran con dominios
regulares y es importante recalcar que la ecuacién de adveccién en 2D+1 es un tema

atin poco estudiado.

Los métodos de aproximacion analitica a la soluciéon de EDP’s, proporcionan
frecuentemente informacion til acerca del comportamiento de la solucién en valores
criticos de la variable dependiente, pero tienden a ser mas dificiles de aplicar que los
métodos numéricos; con ayuda de computadoras, esquemas y modelos matematicos
se logra obtener soluciones que ofrecen resultados muy aproximados a la solucion real
analitica, ya que aunque tengamos un cierto margen de error nos ayuda a predecir

el comportamiento de cierto fenémeno estudiado.

El contenido del primer capitulo estd orientado a dar una idea los conceptos
bésicos que originan los esquemas usados en la teis, se abordan esquemas que aprox-
iman la primero y segunda derivada hasta segundo orden: diferencias hacia adelante,
diferencias centradas, y diferencias hacia atras, las cuales pueden obtenerse como una
aplicacion natural del teorema de Taylor. También se plantean tres puntos de suma

importancia para esquemas en diferencias: consistencia, convergencia y estabilidad.

En el capitulo dos se empezara a trabajar con la ecuacién de adveccién en 141D,

8
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hablaremos de los métodos que nos ayudaran a obtener resultados que queremos
para nuestra aproximacién como son: Forward Time Center Space (FTCS), Lax-
Friedrichs, Lax-Wendroftf y Upwind, haremos ejemplos numéricos que no ayudaran
a hacer una comparacion entre ellos.

En el capitulo tres seguiremos con la ecuacién de adveccion pero ahora en dos
dimensiones en el espacio y una en el tiempo en regiones rectangulares; cabe recalcar
que la ecuacion de adveccion en regiones regulares ha sido poco estudiado, por los que
abordaremos los métodos que existen actualmente y el comportamiento que tienen
cuando se estd trabajando numéricamente con este tipo de regiones. Se muestran
algunos resultados obtenidos con el método Lax-Wendroff, Upwind y Lax-Friedrichs.

En el capitulo cuatro se trabaja con regiones irregulares en dos dimensiones,
aqui se hace un especial manejo en cuanto a la geometria de la malla que es de
suma importancia al manejar este tipo de regiones para mantener la estabilidad de
nuestros esquemas; y en el ultimo capitulo se exponen las conclusiones a las que se

llegaron después de la elaboracién de este trabajo de tesis.



Capitulo 1

Introduccion

Antecedentes

Existen varios trabajos en la literatura acerca de cémo aproximar la solucién de
las ecuaciones diferenciales parciales, por medio de métodos analiticos o métodos
numeéricos. En particular los métodos numéricos mas usados son los de diferencias
finitas, elementos finitos, volimenes finitos, método espectral, etcétera. Nosotros
nos centraremos en el método de diferencias finitas en regiones rectangulares y su

generalizacion a regiones no-rectangulares.

Una de las mayores motivaciones para usar métodos de aproximacion, en particu-
lar las diferencias finitas, es el hecho de que por medio de estos se puede aproximar el
problema original empleando un problema mas sencillo que puede resolverse de man-
era eficiente. Los métodos actuales de solucion de ecuaciones diferenciales parciales
lineales (EDP) estén definidos para regiones que resultan de productos de intervalos,

por lo que su aplicacion se limita bastante cuando la region no es de este tipo.

Fenomenos fisicos que ocurren en la naturaleza se pueden describir y aproximar
por medio de ecuaciones diferenciales, particularmente en ecuaciones diferenciales

parciales.

10



Capitulo 1. Introduccion 11

1.1. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Una ecuacién diferencial parcial es una ecuacién que contiene derivadas parciales
de una funcién desconocida u : @ — R v que es usada para encontrar esa funcién
desconocida. € es un subconjunto abierto de R con d > 2 (en el caso d = 1 tenemos
una ecuacion diferencial ordinaria).

Las ecuaciones diferenciales parciales lineales dependen tnicamente de manera
lineal de una funcién desconocida y sus derivadas; cualquier ecuaciéon que no es de
este tipo es no-lineal. El segundo atributo esencial de una ecuacién diferencial es su
orden, el cual es el mismo que el orden de su derivada mas alta que se encuentre en
la ecuacion. Los sistemas de ecuaciones diferenciales que simulan fenémenos fisicos
comunmente se separan en grupos dependiendo del tipo de las relaciones existentes
entre las derivadas que involucran, trataremos con EDP lineales de segundo orden,

éstas se pueden clasificar en hiperbdlicas, parabdlicas y elipticas.

Una EDP lineal de segundo orden tiene la forma:

Atgy + Bug,y + Cuyy + Duy + Fuy, + Fu =0, (1.1)

en donde A, B, C', D, E'y F son funciones que pueden depender tanto de la variable
x como la variable y. Una forma saber a qué grupo pertenece una EDP depende del

signo del discriminante, ver detalles en [3],

<0 = eliptico,
B*—4AC{ =0 = parabdlico,
> (0 = hiperbdlico.

Los ejemplos mas comunes son la ecuacién de Poisson, g, + u,, = g para un
problema eliptico, la ecuacién de calor u; = au,, (con a > 0) para un problema
parabdlico, y la ecuacién de onda u; = c*u,, para un problema hiperbdlico. En
el caso parabdlico y en el caso hiperbdlico se usa la variable ¢ en lugar de y ya
que estos son problemas que tipicamente dependen del tiempo; asi mismo, se pueden
extender a mas dimensiones espaciales. Estas ecuaciones describen diferentes tipos de

fenémenos y requieren diferentes métodos para su solucién (analiticos y numéricos).

En el caso de dimensiones superiores las ecuaciones diferenciales lineales de se-
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gundo orden tienen la forma:
_ 0*u
Lu = E a; () =——— con a;; = a;;. 1.2

Cuando estamos en el caso bidimensional (n = 2) denotamos las variables inde-
pendientes como x1, x5 0 por x,y, en el caso tridimensional (n = 3) usamos x1, T2, 3
o z,y, z. Cuando una de las variables represente el tiempo usaremos ¢. El operador

L genera una forma cuadratica de ) que se define por

n

DO = ai(@)&;.

i,J

Las propiedades de Y dependen de los eigenvalores de la matriz

a11 a2

Ap1 Gp2 - App

El operador (1.2) es eliptico en un punto dado si todos los eigenvalores de A son
distintos de cero y tienen el mismo signo. El caso parabdlico es caracterizado por
un eigenvalor cero y todos los demas eigenvalores teniendo el mismo signo. En el
caso hiperbolico, sin embargo, la matriz A es invertible pero el signo de uno de sus

eigenvalores es diferente de los signos de los otros eigenvalores.

Ecuaciones Hiperbdlicas

Las ecuaciones hiperbdlicas modelan el transporte y movimiento de alguna can-
tidad fisica, ya sea perturbaciones del medio o flujo de fluidos. Surgen de muchos
problemas fisicos, generalmente cuando se ve una onda moverse: ondas acusticas,
ondas electromagnéticas, ondas sismicas, ondas de choque, y muchos mas tipos de
ondas pueden ser modeladas por ecuaciones hiperbdlicas. Frecuentemente, estas son
modeladas por EDP hiperbdlicas lineales (para la propagacién de perturbaciones su-
ficientemente pequenas), pero modelar movimientos grandes requiere generalmente

resolver ecuaciones hiperbélicas no lineales.
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Consideremos un sistema hiperbdlico de primer orden el cual (en una dimensién

en el tiempo y en el espacio) tiene la forma
uy + Aug, = 0,

donde u(z,t) € R y A es una matriz de s x s. El problema es hiperbdlico si A
tiene eigenvalores reales y es diagonalizable, i.e., tiene un conjunto de eigenvalores
linealmente independientes.

Las ecuaciones hiperbdlicas también surgen en el “transporte por adveccién”,
cuando una sustancia es llevada junto con un flujo, dando cabida a la ecuacién
de adveccion. Esta es una ecuacién diferencial parcial escalar lineal de primer orden.
Estas condiciones nos permiten ver la solucion en términos de ondas que se propagan
y en sistemas hiperbdlicos que surgen de procesos fisicos que generan el movimiento
de las ondas o del transporte advectivo.

El ejemplo mas simple de una ecuacién hiperbdlica es la ecuacion de adveccion
con coeficientes constantes

us + auy =0,

donde a es la velocidad de adveccidn.

Ecuaciones Parabdlicas

Las ecuaciones parabdlicas describen un fenémeno que evoluciona en el tiempo y
que llevan a un estado de equilibrio. Modelan la difusién de calor en un material y
los procesos de conductibilidad térmica.

Si L en un operador eliptico con una matriz A definida positiva, entonces tenemos

la siguiente ecuacién que depende del tiempo
ug = Lu—f

la cual define un problema bien planteado y esto nos da la ecuacién parabdlica. Si
L = V? es el Laplaciano, entonces la ecuacién anterior es la ecuacion de calor o la
ecuacion de difusion.

La funcién u(#,t) varfa con el tiempo y requiere de condiciones iniciales en un
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tiempo tg, tradicionalmente se toma £y = 0,

para cada ¥ € (; asi como de las condiciones de frontera.

Ecuaciones Elipticas

Las ecuaciones elipticas estan asociadas con un estado especial del sistema, mod-
elan fendémenos que estan tipicamente en estado estacionario o en equilibrio y que
no tienen dependencia temporal (aunque existen ciertas excepciones).

Las ecuaciones elipticas dan problemas de frontera donde la solucién en todo
punto se debe determinar basada en las condiciones de frontera de todo el dominio
de forma simultanea. Normalmente, esto conduce a un sistema ralo y muy grande
de ecuaciones lineales con muchos ceros, que debe ser resuelto para el valor de U en
cada punto de la malla.

En general, una ecuacion lineal eliptica tiene la forma

donde L es algin operador eliptico.

El ejemplo clasico de una ecuacién eliptica es la ecuacion de Poisson

donde V? en el operador Laplaciano y f es una funcién dada de ¥ = (x,y) en un

dominio espacial €2. En el caso especial f = 0, tenemos la ecuacion de Laplace,
Ugg + Uyy = 0.

Si se especifican las condiciones de frontera en todo el limite del dominio €2 tenemos
dos casos: tener las condiciones de Dirichlet, donde la solucién u(z,y) es conocida
en cada punto de la frontera, o las condiciones de Neumann, donde el valor de la

derivada es conocido.
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1.2. Diferencias Finitas

El método de diferencias finitas sirve para aproximar la soluciéon de ecuaciones
diferenciales, las cuales van por lo general acompanadas de condiciones iniciales o
de frontera. La idea principal al querer resolver una EDP por aproximacién con
diferencias finitas, es reemplazar el problema continuo por uno discreto obtenido al
hacer un nimero finito de evaluaciones en un subconjunto finito del dominio. De esta
manera el problema de encontrar una soluciéon a una ecuacion diferencial parcial se
convierte en tratar de encontrar la solucién a un sistema algebraico de dimensién
finita, para el cual existen herramientas eficientes que podemos utilizar.

Para el presente trabajo, es importante entender de forma clara la manera en que
se aplica el método de las diferencias finitas, es por ello que se analizard primero en

una dimensién y luego en dos dimensiones.

1.2.1. Conceptos fundamentales de la generacion de mallas

Histéricamente, los esquemas de diferencias finitas definidas en una malla 16gi-
camente rectangular se han utilizado ampliamente para conseguir aproximaciones
numéricas para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales en dominios simples,
i.e. regiones rectangulares o aquellos adecuados para ser descompuesto en rectangu-
los, pero cuando la regiéon no es de este tipo, los esquemas clésicos ya no se pueden
aplicar.

El método de diferencias, en el tiempo presente, es uno de los métodos mas
difundidos de resolucién aproximada para los problemas de valores a la frontera para
las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. La esencia del método consiste
sustituir o aproximar el dominio(por ejemplo, un segmento, un rectangulo, etc.) con
un conjunto finito (discreto) de los puntos (los nodos), llamada malla; en vez de
las funciones de un argumento continuo se analizan las funciones de un argumento
discreto definidas en los nodos de la malla y llamadas funciones malla. Las derivadas,
que forman parte de la ecuacién diferencial y de las condiciones de frontera, se
aproximan por las razones en diferencias, o sea, por la combinaciones lineales de los
valores de la funcién malla en ciertos nodos de la malla; en tal caso, el problema se

sustituye por un sistema de ecuaciones algebraicas (esquema en diferencias) lineales



Capitulo 1. Introduccion 16

si el problema inicial era lineal.
A pesar de la sencillez aparente del método, antes de empezar la resolucién de
un problema concreto es necesario saber responder adecuadamente a las siguientes

preguntas:
1. {Cémo se elige la malla?

2. iDe qué modo se escribe el esquema en diferencias para obtener una buena

aproximacién?

Una vez solucionadas estas cuestiones, tiene importancia la informacion sobre las

siguientes:

1. {Con qué precisién el esquema en diferencias finitas aproxima el problema

inicial?
2. ;Es estable el esquema en diferencias?, y jen qué sentido?

3. ;Cuadl es la velocidad de convergencia de la resolucién del problema en difer-

encias a la del problema inicial?

Para hacer el mallado con el fin de discretizar el dominio, se divide el drea de
interés en pequenos subdominios en los que se haran las aproximaciones a la funcién
continua. Suponemos que el mallado se hace de una forma que nos permita el calculo
haciendo uso de conjuntos mas pequenos en donde se requiera una aproximacion mas
fina. Sin embargo, esperariamos que una discretizacién regular funcione bien en la

mayoria de los casos.

1.2.2. Diferencias Finitas 1D

Como mencionamos, el método de Diferencias Finitas consiste en discretizar el
dominio dado en donde se quiere aproximar la solucién de cierta ecuacion diferencial
parcial u ordinaria, reemplazando las derivadas de las ecuaciones diferenciales por
una combinacién lineal de los valores de la funcion en cada uno de los nodos de la
malla. La funcién que aproxima a la solucién esta definida sélo en un ntimero finito

de puntos de la malla que estdn en el dominio subyacente y su frontera.
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Figura 1.1: Mallado uniforme en el intervalo [0, 1].

Haremos un breve paréntesis para introducimos el término de “O grande”, no-
tacion que se refiere cuando suponemos que las derivadas de orden superior de v en
(kAx,nAt) son acotadas,

n+1 n
uy —up  Ou
BN (kAz,nAt) + O(At), (1.3)

asi podemos hacer uso de la siguiente definicién:

Definicién 1.1. Se dice que f(s) = O(¢(s)) para s € S si existe una constante A
tal que |f(s)| < A|p(s)| para todo s € S. Decimos que f(z) es “O grande” de ¢(x)
o que f(s) es de orden ¢(s).

Ahora haciendo uso del concepto de limite, consideremos la funcién u(x) definida
en el intervalo abierto (a,b), sabemos por definicién que la derivada de u en z es
du . u(x+h)—u(z) u(z +h) —u(z)

P T L R (14)

de la expresion anterior obtenemos un esquema en diferencias finitas en 1D, tomemos
el intervalo [a, b] de la recta real y dividimos en donde esté definida la funcién u(z) en
n subintervalos de igual longitud Ax = I”Ta (en un problema real esto no es asf), por lo
tanto tenemos n + 1 puntos que llamamos nodos y los indexamos de manera natural
empezando por la cota inferior del intervalo [a,b], a = g, 21, X3, ..., T, = b, como se
muestra en la figura (1.1); a cada uno de ellos lo identificamos como ;11 = x; + h
con h = (b—a)/n. Esta 1o es la tinica manera de hacer el mallado, pero es la mds
sencilla y nos ayudara para ilustrar como es que funciona el método de diferencias
finitas.

Ahora, si quitamos el limite de la ecuacién (1.4), obtenemos



Capitulo 1. Introduccion 18

du) uw(x; +h) —u(r;)  wigr —

27 1.5
dx z; (.CEZ + h) — T Tiv1 — T4 ( )

donde u; 1 = u(z; + h) y u; = u(z;), asi se ha obtenido una expresién en diferencias
finitas que aproximan el valor de la derivada de u en x;, la cual es conocida como
diferencia hacia adelante. Si hacemos un procedimiento similar al anterior obtenemos

otras dos aproximaciones a du/dx

@ ~ Ujr1 — Uzel‘ (1.6)
dzlz; Tit1 — Ti—1
y
du ~ u(z;) —u(z; — h) _ Ui Ui (17)
dx z; T; — (iL',L — h) Ty — Ti—1

Asi entonces, las expresiones y (1.6) y (1.7) se les conoce como diferencia centrada
y diferencia hacia atrds respectivamente. También es posible definir aproximaciones
en diferencias finitas de orden superior como d?u/dx?, la cual se obtiene mediante la

aplicacion repetida de los esquemas anteriores, o bien, por combinacién de ellos,

d? du du Uip1 =W Ui~ Ui—1
u -~ %‘i+1/2 - %|i71/2 _ Tit1—T Ti—Ti_1 (1 8)
dx? la; Tiv1/2 — Ti—1)2 Tiv1/2 — Ti-1/2

Debemos notar que se estan usando los esquemas (1.5) y (1.7) con una aprox-
imacién en el punto x;41/2, esto es, el punto medio entre x; y x;+1; si quisiéramos
aproximar con diferencias finitas a d2u/ dx? necesitarfamos los valores de wu;_s, u; y
U; 12, lo que se hizo fue similar con los puntos medios, tenemos una malla con el doble
de puntos aprovechando que sabemos de antemano que los valores ;112 no se va a
necesitar. En el caso en el que el espaciamiento entre los nodos sea constante h, la
ecuacion (1.8) se tiene

d2u Uiyl — 2U1 + Uu;_1
S~ . . (1.9)
dx h

Las matematicas que intervienen en el método de diferencias finitas son relati-

vamente sencillas. Los esquemas se pueden obtener de una forma rigurosa usando
como herramienta el teorema de Taylor para expandir una funcién continua u(z)
en términos de las derivadas en puntos dentro de una vecindad, entonces debemos

mencionar el teorema de Taylor en una dimension.
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Teorema 1 (Taylor). Sea u(x) una funcion continua definida en el intervalo [a, b]
la cual tiene derivadas continuas hasta orden N sobre (a,b); dado un punto x* en

(a,b), entonces para cualquier otro punto x en (a,b),

. du . d*u| (v —x*)? dN "y (z—a*)N! .
(1.10)
donde
d¥u| (x —x*)N
N = * 1.11
RV =S| T e @a) (1.11)

es el residuo [5].

Sea u(z) una funcién que satisface las hipétesis del teorema, usemos la expansién

en serie Taylor alrededor de los puntos x;_; y x;1; en el intervalo [a, 0]

U(%A-l) = Uit+1
du ($7;+1 — QZ'Z) d2u (:Ei—&-l — ZEZ')2
B A e T = TR
dBu| (i1 — x5)3
+05 %jt---jt]%ﬁl (1.12)
U(%‘fl) = Ui
N R o
Y de | 1! da?| 2!
du| (r; —xi)?
T ( 3,“) 4+ RN, (1.13)

donde, RY, y R, son los residuos. De las expresiones (1.12) y (1.13) podemos
obtener los esquemas (1.5) y (1.7), sélo hay que restar u; de ambos lados de la

igualdad y despejar du/dz
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d it1 — T
Uipr —u; = u(r;) —u; + é xlw + O(Ax?)
= u u = du| Tip T + O(Az?)
o Y de ‘ 1!
L B Dt 7% 0(Ar) (1.14)
— = = x). .
dx ‘ Tit1 — L4

Ahora, haciendo un proceso similar al anterior, pero ahora a partir de la expresion

(1.13), podemos obtener la ecuacién (1.7); en el caso del esquema en diferencias

finitas centradas (1.6) y (1.12) le restamos la expresién (1.13) y despejamos du/dz

Ujp1 — Ui—1

Ui41 — U1

d_u
dz

T

du| xip —x;  du| (z;—x-1) 2
77 s TR s TR e
dx _ 1!
Uit Uit ooy (1.15)

2(93i+1 — xi—l)

En el caso cuando el espaciamiento entre un nodo y el siguiente sea constante,

las ecuaciones anteriores (sin el término O) se reducen a:

du Ui41 — Uy

—_ N — 1.16
dx _ Ax ( )
du U; — Uj—1

— ~x — 1.17
dx , Ax ( )
du Uj41 — Ui—1

—_ ~ — 1.1
dx ‘ 2Ax (1.18)

Dependiendo de la precision que se desee y el esquema a utilizar, es como se trunca

la expansién en serie de Taylor hasta cierta potencia de las derivadas para obtener
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un polinomio y el resto se engloba en el residuo, que es un error de truncacién.

Ahora para obtener una diferencia de segundo orden d*u/dz?, usando la expansién
en serie de Taylor alrededor de los puntos z;11 y z;_1; para ello tomemos las series

(1.12) y (1.13) de modo tal que el orden cuatro lo agruparemos como O(h*)

U(Tir1) = Ui
. du (:1:”1 — .731) d2u (l’i+1 — QZZ‘)Q
I BT iz 2
d3u (xi+1 — ZEZ‘)S 4
+@ ‘T—l—O(A:U ) (1.19)
U(xi—1> = Ui
B du| (v;—xiq)  d*u| (v;—xi)
B T s TR ] R
d*u (z; — l’z‘+1)3 4
@ | 3| + O(Aflf ) (1.20)
sumamos estas dos expresiones y despejamos d*u/dz?*:
d2U (l'i—l—l — JZZ‘)2 4
Ui4-1 + Ui = 2u(xz) + 2 @ T + O(ALL’ )
d*u ) A
@ (17z’+1 — ZL’I) = Uj+1 — QUZ + Ui + O(AI ) (121)

Con espaciamiento constante tenemos (a:iﬂ — xz) =Axr=h

o

dz?

_ Uipr — 2U + Uiy
= =

+ O(Ax?).

Ty

Empleando los métodos anteriores se puede obtener una aproximacion ‘discreta”.
Los métodos cominmente se dividen en dos: explicitos e implicitos, esto en funcién
del tipo de ecuacién discreta ge se obtiene. Por lo general, los métodos explicitos son

econémicos en cuanto a tiempo y procesamiento, debido a que para encontrar un
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valor se utiliza una combinacion de algunos de los valores que ya son conocidos; sin
embargo, los métodos implicitos son mas estables en sus resultados aunque consuman
mas tiempo de ejecucién y recursos computacionales.

Para visualizar y discutir el método de diferencias finitas para ecuaciones di-
ferenciales parciales, vamos a considerar el siguiente problema de valor inicial con

condiciones a la frontera:

U = QUg, x€(0,1),t>0 (1.22)
u(z,0) = f(z), xe€]l0,1] (1.23)
uw(0,t) = a(t), wu(l,t)=0b(t), t>0 (1.24)

donde f(0) = a(0), y f(1) = b(0).

Este problema lo podemos resolver analiticamente, pero estamos interesados en
mostrar coémo resolverlo numéricamente: debemos hacer una aproximacién a la solu-
cion del problema, se pretende aproximarlo, comenzando por discretizar el dominio
espacial mediante la colocacion de una malla sobre el dominio. Por conveniencia,
se utilizard una malla uniforme con espacio entre cada nodo Az = 1/M, como se

muestra en la siguiente figura:

J

— 4A | | | | | |
b t 1 1 1 1 1 1
= 3A | | | | | |
ts = 34t 1 1 1 1 1 1
- 2A | | | | | |
2 t 1 1 1 1 1 1
= A | | | | | |
b t 1 1 1 1 1 1

to=0 N e R ,r
| | | | | |

To=0 21 X9 Ty_1Tym =1

Figura 1.2: Malla en el dominio espacio-tiempo

donde z;, son los nodos de la malla, £k = 0,.... M y xx = kAx, k = 0,..., M. De
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manera similar, se discretiza el dominio del tiempo en el eje temporal espaciado con

tamano Aft.

El dominio espacio-tiempo del problema a resolver se aproxima por el mallado
de puntos de la figura (1.2). La idea es aproximar la solucién del problema en cada

uno de los nodos de la malla.

Definiremos u} como una funcién evaluada en el punto (kAx,nAt), es decir,
en el nodo (k,n). La funcién u} serd la aproximacion a la solucién del problema
(1.22)-(1.24) en el punto (kAx,nAt). Como ya tenemos la malla en nuestro dominio,

aproximaremos el problema propuesto en dicha malla (1.2).

Dado que

. u(x, t+ At) — u(x, t)
wle ) = iy At 7

se tiene una aproximacién a u; dada por

n+1 n
Y — U

w(kAx, nAt) = A7

(1.25)

dicha aproximacién también se puede usar para aproximar u; a (kAx, (n + 1)At).

De forma similar aproximamos u,, a (kAx,nAt) por

n n n
Upyy — 2up +up
Ax?

(1.26)

Considerando que
(uk)]ﬁ_% - (uk)k_%
Ax

puede usarse para aproximar (u..)y, y que (u.)7 L1y (uz)2_1 puede ser aproximado
2 2

por
n JE—

n n n
Upyp1 — Ug . Up — U1
Ax Axr

respectivamente, entonces

(uk)Z+; - (Uk:)z_;
(Uge)y =~ a (1.27)

n n n n
U1~ % YUk

Az Az ] 1.9
N (1.28)

Q
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Por lo tanto, podemos usar las expresiones (1.25) y (1.26) para aproximar la

ecuacion diferencial parcial (1.22) en el punto (kAz, nAt) por

n+1 n n n n
Tk 1.29
At “ Ax? (1.29)
O
n n t n n n
'U/k+1 = uk + Oé@('u/k+l — 2uk + uk*l) (130)

Empleando las condiciones inicial y de frontera para este problema tenemos

u) = f(kAzx), k=0,..,M (1.31)

upgt™ = a((n+1)At), n=0,.. (1.32)
y

ut = b((n+1)At), n=0,--. (1.33)

Recapitulando, lo que se quiere es obtener un aproximacién a la solucién del
problema (1.22)-(1.24) por medio de la solucién del problema discreto discutido
anteriormente, pero atin debemos elegir Az (o M) y At, lo que determinard en
gran medida la precisién y el comportamiento de nuestra solucién. Ignorando por
un momento estos detalles, vemos que la ecuacién (1.31) da la aproximacién u) para
k=0,...,M; de esta manera la ecuacién (1.30) la usaremos para determinar u), con
n=0yk=1,... M —1

At
up, = uf + ozA—gﬂ(uZJrl —2ul +ul_)) (1.34)

y finalmente las ecuaciones (1.32) y (1.33) las usamos para determinar u} y u},.
Entonces se usa la informacién obtenida en (1.34), para determinar u} en el primer
paso de tiempo (con n = 1).

Ahora que ya se conoce la aproximacién de u; (con k = 0, ..., M), de nueva cuenta
las ecuaciones (1.30), (1.32) y (1.33) nos ayudan para la determinar u? (para el paso
de tiempo n = 2).

At
up = uy + aA—gﬂ(u,lﬁrl — 2up +up_y) (1.35)

De esta forma, el proceso antes planteado puede continuar para determinar las apro-
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ximaciones de u, uy,...,u}, con k = 1,..., M, y as{ determinar cualquier paso de
tiempo deseado usando la informacion de los pasos de tiempo anteriores.

Debemos observar que no podemos determinar u$ y ul, usando la ecuacién (1.30)
ya que los subindices k + 1 y k — 1 estan fuera de los limites al hacer los calculos.
Casi siempre serd necesario contar con algtin tipo de tratamiento de la informacion
en la frontera, en este caso eso es lo que sucede con las ecuaciones (1.32) y (1.33).

De esta forma tenemos un esquema numérico para aproximar la soluciéon del
problema inicial con valores en la frontera descrito en (1.22)-(1.24). Llamamos a
este esquema numérico ‘esquema explicito’ porque podemos aproximar el valor de
la variable en el (n 4 1)-ésimo nivel de tiempo de manera explicita; es decir, usamos
datos obtenidos con anterioridad para calcular los datos del siguiente nodo, que es
lo que se hizo en el ejemplo descrito previamente.

Surge la duda de si la aproximacién a la solucién es realmente 1til, una primera
respuesta es que si se trata de una aproximacion suficientemente buena para la
solucién un problema, en este caso el ejemplo planteado en (1.22)-(1.24), entonces

va a ser una buena aproximacion a la solucién fisica.

1.3. Diferencias Finitas en 2D para la ecuacién de

Poisson

Después de estudiar el esquema en Diferencias Finitas en 1D, para el estudio
del caso en 2D de forma andloga como se hizo en 1D haremos uso del Teorema de
Taylor que nos garantiza la validez de la aproximacién de las diferencias finitas en
dimensiones mayores a uno. Como una introducciéon a los métodos de diferencias
finitas en 2D consideremos el siguiente ejemplo

Nos interesa calcular una aproximacion a la funcién u que es suficientemente
suave para una f dada que satisface la ecuacién de Poisson en el cuadrado unitario

y se anula en la frontera:

—Au=f en Q = (0,1)’CR
u=0 en I' := 0Q (1.36)
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Figura 1.3: Malla para la discretizacién del problema (1.36).

El método de diferencias finitas proveé valores u;; que aproximan los valores
deseados de la funcién u(z; ;) a un nimero finito de puntos, i.e., en los nodos (z; ;).

Tomemos los puntos de la malla como

zi; = (ih,jh)T € R, 4,j=0,1,...,N.

Aqui h:=1/N,con N € N es el nimero de los nodos de la malla. Los puntos de la
malla situados en la frontera de la funcién dada I" (que aqui son homogéneos) pueden
ser inmediatamente tomados como los valores funcién de los puntos en la malla. Todas
las derivadas del problema (1.36) tienen que ser aproximadas por cocientes. Usando

el teorema de Taylor tenemos,

0%u 1
a—x%(%j) ~ ﬁ(u(fﬂi*l,a‘) —2u(2i;) + u(Tiy1y)),
02 1

a—x%(ﬂ?i,j) ~ ﬁ(u(ﬂfi,jfl) — 2u(w;5) + u(wij11)-

Si estas férmulas son usadas para reemplazar las derivadas parciales en los puntos
interiores de la malla y los valores de la frontera dados son tomados en cuenta,
entonces una descripcién aproximada del problema original con valores en la frontera

ver (Figura 1.3), estd dada por el sistema de ecuaciones lineales
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2 ..
4ui,j — Ui—l,j — ui—l—l,j — ui’j_l — ui,j+1 = h f(.l’@j), 1,] = ]_, ceey N -1

Upj = un; = Ug = Uy =0. (1.37)

Para cualquier N € IN este sistema lineal tiene una tnica solucién u;; [6]. Bajo
ciertas suposiciones de suavidad en la solucién u deseada, del problema original
tenemos w; ; ~ u(x; ;).

En el método de diferencias finitas seguimos los preceptos:

= tener una buena malla,

= todas las derivadas requeridas en los nodos de la malla, seran aproximadas
por de diferencias finitas que usa los valores de la funcién malla en puntos

colindantes.

En problemas definidos con condiciones de frontera y/o iniciales, dichas condi-
ciones deben ser satisfechas. A diferencia de los problemas con valores iniciales y
de frontera en las ecuaciones diferenciales ordinarias, aqui, la geometria del dominio
juega un papel importante; esto hace que la construccién del método de diferencias

finitas en dominios generales en R™ con n > 2 no sea trivial.

1.4. Errores de truncacion locales y 6rdenes de
precisiéon

Cuando hacemos aproximaciones numéricas, nos topamos con dos tipos de errores
que son los méas comunes, son el error de truncamiento y el error de redondeo. El
error de truncamiento se genera cuando se toma un ntmero finito de términos de
una serie, como se hizo para obtener los esquemas en diferencias, en donde el error
de truncamiento se representé por R”, dicha expresién nos indica que la diferencia
que existe entre la representacién de la expansion en serie de Taylor de la funcién
y la aproximacién que se utiliza. El error de redondeo se genera por causa de las
limitaciones del equipo de cémputo que se esta utilizando, lo que se hace es reducir

el nimero de cifras significativas de su representacion decimal para facilitar el manejo
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de este numero, pero, debido a que el niimero que se utiliza tras el redondeo no es
el exacto, los calculos que se hacen con esta representacién no son exactos.

Ahora, antes de definir consistencia, estabilidad y convergencia, introduciremos
la siguiente notacion: una ecuacién diferencial parcial la denotamos bajo las consid-
eraciones por Lv = F' y la correspondiente aproximacién por diferencias finitas por

rup = G} donde n indica el paso del tiempo y k el nodo de la malla; G} se refiere

a cualquier aproximacion que se ha hecho del término fuente.

1.4.1. Consistencia

El concepto de consistencia esta relacionado con el error de truncamiento, dado
que si el error de truncamiento en muy grande, a la hora de hacer un refinamiento
de nuestro mallado el error tendera a incrementarse. Este concepto en un esquema
diferencial se puede definir globalmente o punto a punto.

Cuando se hace la diferencia entre la soluciéon real y la soluciéon al problema
aproximado se elminan algunos términos que se engloban bajo la notacién de la O,
cuando se quiere que un esquema en diferencias sea consistente se quiere que este

error disminuya, o en su defecto, que no crezca exponencialmente.

Definicién 1.2. Un esquema diferencial es consistente con una ecuacion parcial

diferencial de acuerdo a la norma ||-|| si cumple con que

A~

U— uH — 0 mientras Axr —0 (1.38)

donde U es la solucién real y % es una aproximaciéon a U.

A continuacién veremos cémo el esquema (1.30)-(1.33) es adecuado para aproxi-
mar la solucién del problema (1.22)-(1.24). Haremos notar que la ecuacién en difer-
encias (1.30) proporciona una buena aproximacién a la ecuacién diferencial parcial
(1.22); la herramienta que vamos a utilizar es de nueva cuenta el desarrollo en serie
de Taylor. Para llegar a la ecuacién en diferencias finitas utilizada para la ecuacién

diferencial parcial aproximada (1.22), se utiliz6 la aproximacién

u(nAt, kAzx) ~
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Vemos que usando la expansién en serie de Taylor, tenemos

W = u(kA, (n+1)At):u(kAx,At)+%(kAx At)At
d%u At? Pu A3
+ BIE (kAx nAt)? + w(kAZE nAt)? + .. (139)
Entonces
n+1 n 2
wy " — Uy Ou 0*u At
——= = —(kAx,nA —(kAz,nA
A7 T (kAz,nAt) + 5 (k: x, nAt)— 5
3 A 2
+ g KAz nA) = . (1.40)

Debemos tener en cuenta que la constante asociada con la O grande puede ser
muy grande, de hecho, trabajamos con problemas en los que la solucién tiene cambios
bruscos con respecto al tiempo, esta constante puede ser grande. Pero en general, si

At es suficientemente pequeno, estamos desaprovechando cosas de orden At, entonces

uz+1 uy . .,
-+~ es una buena aproximacion de ;.

El mismo criterio puede ser usado para mostrar que la aproximacion hacia ade-

lante y hacia atras son de orden Az

up, g — up ou

— " = Az, nA A 1.41
N o —(kAz,nAt) + O(Azx), (1.41)

up —up_y ou

— = — (kA A A 1.42

y en el caso de la diferencia central, haciendo uso de las expresiones anteriores

Upp —up Vg —up ., 0u 0%
o s = 2a (kAzx,nAt) 2a 2(k;Ax nAt) +
ou 0*u
= <(9x (kAz,nAt) — ﬁ(kAx nAt))
Up —ug, _ Ou
—oAr = 8x(kAx nAt) + O(Az?) (1.43)

Observamos que la diferencia centrada aproxima a la primera derivada con res-
pecto a x con mayor precisién que las diferencias hacia adelante y hacia atrds, con

una precision del orden de O(Ax?) contra O(Az). Ahora, usando de nueva cuenta
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la expansion en serie de Taylor podemos demostrar el orden de la diferencia central

de segundo orden

(Wsn — ) — (U —wpy) = wpyy —u —up +up_,
Ou AxQ 84 Ax?
= 2@(k‘A$ nAt)—— 5 8 4(k:Ax nAt)—— 2
u Ax®
uz—&—l B 2“2 + UZ_l . 82 zi
Ar? = 3.2 — (kAz, nAt) + Az? m 8$4(k‘Am nAt)
2 0%
+ 6@(kﬁx nAt)Az? + ..
Up1q Al;;§2+ Up—1  _ gxz (kAx, nAt) + O(Ax ). (1.44)

1.4.2. Estabilidad

Cuando estamos haciendo aproximaciones, un pequeno cambio en los datos de
entrada puede llevarnos a obtener resultados que no se aproximan al resultado esper-
ado, este error en los resultados es consecuencia de la falta de robustez en el esquema
utilizado para aproximar las derivadas. Esto significa que el rango de utilidad del es-
quema es limitado, existe una condicion que los parametros deben de cumplir para
que la solucién se siga considerando como aceptable para el problema que estamos

aproximando.

Definicién 1.3. Un esquema diferencial es estable con respecto a la norma ||-|| si

existen constantes Axg y Aty y constantes no-negativas K y 3 tales que

1] < K o (1.45)

1.4.3. Convergencia

Un esquema en diferencias Ljup} = G} que aproxima a la ecuacién diferencial

parcial LU = F es un esquema convergente en el tiempo ¢ si para (n + 1)At — ¢,

(2

n+l Un+1

— 0 cuando Ar—0 y At —0. (1.46)
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De acuerdo con el Teorema de Equivalencia de Lax [1], si la condicién de con-
sistencia se satisface, la estabilidad es necesaria y suficiente para la condicién de

convergencia. Se enuncia el siguiente:

Teorema 2 (Equivalencia de Lax). Considérese un problema lineal de valores en la
frontera bien planteado. Un esquema en Diferencias Finitas para este problema es

estable si y solo si es convergente. [7]

Cuando tenemos un esquema consistente, la convergencia es sinénimo de estabil-
idad. En lugar de tratar de demostrar este teorema, probamos una version un poco

mas fuerte de la mitad del teorema anterior.

Teorema 3 (Teorema de Lax). Si para un problema lineal de valor inicial bien
planteado se tiene un esquema consistente de dos niveles de posicion (p,q), y dicho
esquema es estable con respecto a |||, entonces es convergente de orden (p, q) con

respecto a la norma ||-||.

Demostracion. Una de las hipétesis en ambos teoremas de la Equivalencia de Lax y
el Teorema de Lax es que los problemas con valores iniciales estan bien planteados.
Un problema con valores iniciales es bien posicionado si dependen continuamente de

sus condiciones iniciales.

Ahora, sea v = v(z, ) la solucién exacta del problema con valor inicial. Entonces,

debido a que el esquema es diferencias es de orden (p, q), tenemos
v = Qv + AtG" + At

con G" = (...,G" |, Gy, G?,...)T, Q es un operador actuando en un espacio apropiado,
|7 = O(Az?) + O(At?). Definiremos w? como la diferencia v/ — u/. Entonces w
también satisface

w'tl = Qw" + Atr".
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Aplicando la ecuacién anterior

w'tl = Qw" + Atr"
= QIQW" ' + Atr" ) + At
= Q*wW" T+ AtQT" + At (1.47)
_ nt1,..0 " G n—j
= Q""'w+ AtZFOQ ", (1.48)

Ya que w? = 0, tenemos
witl = AtZ::DQan_j. (1.49)

El hecho de que el esquema en diferencias sea estable, implica que para cualquier
Js
Q7] < Ke™. (1.50)

Tomando la norma de ambos lados de la ecuacién (1.49) y usando la ecuacién (1.50)

se obtiene:

IN

bl

Aty [|Q7 |7
§=0

n
AtKZ ePIAt HT”_j”
j=0

IN

< ALKADAY |||

J=0

< (n4 DAtKePOTDACH (1) (AP + At9) (1.51)

donde C*(t) = supy<,<;C(s) donde C(s), s = (n—j)AL, es la constantes que involucra
la expresién O grande para ||7"77||. Como en la definicién de convergencia (1.46), ¢
se elige de tal forma que (n+1)At — t para At — 0. Por lo tanto, como At, Ax — 0,

la ecuacion (1.51) da,

(n + 1)AtKeBtC*(t)(AzP + At?) — tKeP'C* ()0 =0 (1.52)



Capitulo 1. Introduccion 33

Esto equivale a ||[u"™ — v"*1|| — 0. Ahora, para ver que la convergencia es de
orden (p, q), la ecuacion (1.51) se puede reescribir de la siguiente forma

W' < K(t) (AP + At)

= O(Az?P) + O(AtY).



Capitulo 2

Ecuacion de Advecciéon 1 +1D

La ciencia de la dindmica de fluidos gira en torno a una idea de particulas de fluido
que se estan transportando en el tiempo y en el espacio; esto puede ocurrir en muchos
tipos de los medios de comunicacién a partir de agua a la atmosfera y es conocida
como la ecuacion de adveccion. La ecuacion de adveccion es una ecuacion diferencial
parcial que gobierna el movimiento de un escalar conservado cuando es trasladado
por un campo de velocidad conocido. Se deriva usando la Ley de Conservacion del

Escalar, junto con el Teorema de Gauss y tomando el limite infinitesimal.

La ecuacién de adveccién no es simple de solucionar numéricamente: el sistema
es una ecuacién diferencial parcial hiperbdlica y el interés tipicamente se centra en
soluciones “de choque” discontinuas (que son notoriamente dificiles para manejar

esquemas numeéricos).
La ecuacion de trasporte por advecciéon esta dada por:
ou ou
— +a—=0 2.1
ot ox (2.1)

donde a es la velocidad de adveccién. La solucion es u(z,t) = u(x — at,0), por lo
que cualquier u se perfila para ser simplemente trasladado con el flujo de velocidad
a. Esta ecuacién necesita condiciones iniciales y posiblemente también condiciones

de frontera con el fin de determinar una unica solucion.

El caso mas sencillo es el problema de Cauchy en —oo < x < oo (sin contorno)

también llamado el problema puro de valores iniciales. Entonces sélo necesitamos

34
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especificar los valores iniciales:

u(x,0) = n(x).

Este es el ejemplo mas sencillo de una ecuacién hiperbédlica y podemos escribir la

solucion exacta,
u(z,t) = n(x — at)z. (2.2)

Sin embargo, muchas de las cuestiones que se plantean en términos mas generales
en discretizar las ecuaciones hiperbdlicas se puede ver con mayor facilidad a esta

ecuacion.

2.1. Meétodo Forward Time Center Space (FTCS)

La primera aproximacion que podriamos considerar es usar las diferencias cen-

tradas en el espacio,

u(x + h,t) — u(x — h,t)
2h

y la diferencia hacia adelante con respecto al tiempo, resulta en el método numérico

ug(z,t) = +O(h?); (2.3)

oy a
]Tj = —ﬁ(u?ﬂ —uj_y), (2.4)
que puede escribirse como

Esto se puede visualizar en la figura (2.1):

En la préactica este método no es tan 1til debido a cuestiones de estabilidad. Es
por ello que este método no es cominmente usado en la practica, pero nos ayuda a

ilustrar algunos ejemplos de problemas de estabilidad.
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tn—i—l
tn. @
Tj1 T Tjp

Figura 2.1: Esténcil 1.

2.2. Meétodo Lax-Friedrichs

Ahora, retomemos la expresion (2.5) y reemplazemos el término u} en el lado

derecho de dicha expresiéon por l(u’j“_1 + u},,), entonces obtenemos el método de

2
Lax-Friedrichs
n+1 1 n n CLk’ n n
Uy = 5(“3'71 +ujyy) - ﬁ(“jﬂ —uj_y). (2.6)

Lax-Friedrichs es Lax-Richtmyer estable y provee convergencia
ak
—| < 1. 2.7
Ak )

Definicién 2.1. Sea B(k) € R™™ alguna matriz en una malla con h =1/(m + 1)
y b (k) € R™.
Se dice que un método lineal de la forma anterior, es Laz-Richtmyer estable si,

para cada tiempo T, existe una constante Cp > 0 de tal forma que
I1B(k)"[| < Cr (2.8)
para todo k > 0 y un entero n para que kn <T.

Esta restriccién de estabilidad permite usar un paso de tiempo k = O(h) aunque
el método es explicito. La razén basica es que la ecuacién de adveccion involucra
solo la primera derivada de orden wu, en lugar de u,, por lo que en la ecuacién de
diferencias la restriccién de estabilidad involucra el cociente 1/h en lugar de 1/h%.

Podemos ver que (2.7) da un paso de tiempo razonable; notemos que

ug(z, 1) = n'(z — at),
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mientras que

w(z,t) = —aug(z,t) = —an' (x — at).

La magnitud de la derivada con respecto al tiempo u; es mayor que la derivada
u, por un factor de a, y entonces podemos esperar que el paso de tiempo requerido
para lograr la resoluciéon temporal de consistencia con la resolucién espacial h sea
menos por un factor de a, esto sugiere que la razén k = h/a, sea razonable en la

practica.

Para obtener un sistema de ecuaciones con dimension finita hay que resolver la

ecuacion en algiin dominio acotado.

En un dominio acotado, como por ejemplo 0 < x < 1, la ecuacién de adveccion
puede tener una condicion frontera especifica en una de las dos fronteras. Si a > 0,

entonces necesitamos una condicién de frontera en x = 0, se dice que,

u(0,t) = go(t), (2.9)

el cual es la entrada del flujo en la frontera en este caso. El caso de la frontera en
x = 1 es el flujo de salida y la solucién no esta completamente determinada por lo

que es trasladada hacia la derecha desde el interior.

Sia < 0, se tiene una condicién de frontera en x = 1, que es la frontera de entrada
de flujo en este caso. Desde el punto de vista fisico, cualquier flujo en la frontera de
salida fluye de vuelta en la frontera de entrada. Esto también lo modela el problema
de Cauchy en el caso en que las condiciones iniciales son periédicos con periodo 1,
en cuyo caso la solucién sigue siendo periddica y tenemos que modelar sélo un tinico
periodo de 0 < z < 1; en este caso, el valor ug(t) = u,,41(t) a lo largo de las fronteras
es otra incdgnita, y debemos tener uno de este en el vector u(t). Si el que tenemos

es um+1(t), entonces tenemos el vector de valores de la malla

u1(t)
U2 (t)

um—i—l(t)
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Para el caso 2 < j < m se tiene la ecuacién diferencial ordinaria (EDO)

wj(t) = —%(UjJrl(t) —u;-1(1)),

y se modifican la primera y la tltima ecuacién usando la periodicidad:

a
ui(t) = —%(W(t) — U 1(t)),
a
Upa(t) = —o(ea(t) = (1))
Este sistema puede escribirse como
u'(t) = Au(t) (2.10)
con
[0 1 —1 ]
-1 0
a -1 0 1
A=—— € Rim+1)x(mtl), 2.11
» (2.11)
-1 0
1 -1 0 |
Esta matriz es no-simétrica (AT = —A) por lo que sus eigenvalores deben ser ntimeros
complejos; estos son
ia .
Ap = —%sm(27rph) p=1,2,...m-+1. (2.12)
y el correspondiente eigenvector
up = e*mirih para j=12,...m+1. (2.13)

los eigenvalores se encuentran en el eje imaginario entre —ia/h y ia/h. Para estabi-
lidad absoluta de la discretizacion en el tiempo necesitamos la region de estabilidad

S para incluir este intervalo. Para cualquier método que incluya algin intervalo
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iy, ly| < b del eje imaginario dard lugar a un método estable para la ecuacién de

adveccion dando asi |ak/h| < b.

2.3. Método de Lax-Wendroff

Si usamos una discretizacién temporal de segundo orden del sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias visto anteriormente en (2.10), podemos lograr una
precisién también de segundo orden en la aproximacion de la solucion de la ecuacién
de adveccién, ya que este sistema se basa en una discretizacion espacial de segundo
orden.

Conviene hacer esto con un método de dos niveles para ecuaciones diferenciales
parciales; algunas razones del por qué es buena opcion usar métodos de dos niveles,
es que en mas de una dimension la necesidad para tener varios niveles de datos puede
ser restrictivo, las condiciones de frontera pueden ser mucho mas dificil de poner, y
combinando métodos usando de pasos fraccionarios pueden requerir métodos de dos
niveles para cada paso.

Existen varias opciones para la discretizacion, como el método de Leapfrog (salto
de rana), el método trapezoidal y el método de Runge-Kutta [3], pero debemos tener
cuidado con la estabilidad, con el trato en la frontera, almacenamiento adicional que
se puede requerir, entre otras cosas. Asi, una forma simple para lograr el método
explicito de nivel dos con precision superior, es usar la idea del método de la expan-
sién en serie de Taylor; aplicando esto directamente al sistema lineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias u'(t) = Au(t) (y usando v’ = Au’ = A%u) nos da el método
de segundo orden

u"t = u" + kAU + %kQAzu",

donde A es la matriz (2.11); calculando A? y escribiendo el método en el nodo u; de

la malla, entonces tenemos

n+1 n ak n n CL2/{I2 n 2 n 214
Uy = ﬁ(“m —uj) + 32 (uf_2 = 2uj + ujp); (2.14)
tenemos nuestra funcién malla que consiste en valores ug, U1, . . ., Up, U1, donde u;

es nuestra aproximacion a la solucién U (x;), sabiendo que z; = jhy h =1/(m+ 1)
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que es la distancia de entre los nodos de cada celda de la malla.

Este método es de segundo orden de precision y es explicito pero tiene una plan-
. . n n -
tilla de 5 puntos que involucra los puntos u}_, y uj,,, con condiciones de frontera
periddicas que no representa un problema. Notemos que el término (2.14) es una
aproximacion a %a2k2um usando una diferencia central basada en pasos de tamano

2h.

Una forma de deducir el método de Lax-Wendroff es usando expansién en serie

de Taylor directamente en la ecuacién de adveccién u; + au, = 0, para asi obtener
L.,
u(z, t+ k) =u(x,t) + kug(z,t) + §k U (T, t) + -+ .
Reemplazando u; por —auy, Uy POT AUy, ¥ Uy POT —a3Usy, Se tiene

1 1
u(z,t + k) = u(z,t) — kaug(z,t) + §k2a2um(:€, t) — §k3a3umm(x, )4+

Si ahora usamos diferencias centradas para wu, y u,, pero diferencias hacia ade-

lante para u; y eliminando los términos de érdenes mas altos

2

k
w(z, t+ k) = u(z, t) + kug(z,t) + ?utt(x, t) + O(k*)

y de nueva cuenta de la ecuacién de advecciéon tenemos u; = —au, y hacemos la

respectiva sustitucion, de manera que

2
w(z,t+k) = u(z,t)— kaugy(z,t) + %CLQum(:U, t) + O(k?)

= u(xz,t) —ak <u($ +ht) f;u(x — ) + O(h2))

k%a? (u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t)

5 = + O(h2)) + Ok

u(z,t+k) = u(x,t)— %(u(x + h,t) — u(x — h,t))
k* a?

+ (et t) = 2u(z, ) +u(r — 1) + kO(K* +h*) (2.15)
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asi obtenemos el método de Lax-Wendroff

27.2
ntl _ o m ak n a“k

U; Uy — ﬁ(u}lﬂ —uj_q) + W(U?H —2u} +uj_y). (2.16)

Este método es de segundo orden de precisién como se puede ver en (2.15) y es

de gran interés por sus propiedades de orden y de estabilidad.

Es posible obtener precision explicita de 6rdenes superiores con la misma técni-
ca, dejando mas términos en la serie y aproximando las derivadas espaciales por

aproximaciones de diferencias finitas de una precisién de orden superior.

El método de Lax-Wendroff es estable con la restriccion de paso de tiempo (2.7),
esta es una condicién de estabilidad muy natural que se espera para la ecuacion de

adveccién y es lo mejor que se puede esperar cuando se usa el método de tres puntos.

2.4. Método Upwind

El método anterior esta basado en aproximaciones simétricas a las derivadas; sin
embargo, también podemos usar aproximaciones no simétricas para u, en la ecuacién

de adveccién, como pueden ser

, 1
Uz(¢ = J,t) & 5 (Uj = Uj-1) (2.17)
O
1
Ur(l'j,t) =~ ﬁ(UjJrl — UJ) (218)

Las expresiones anteriores son aprozimaciones de un lado, puesto que usan datos
de s6lo un lado del punto x;. Si acoplamos estas aproximaciones con diferencias
centradas en x, pero diferencias hacia adelante en el tiempo, tenemos los siguientes

métodos para la ecuacién de adveccién:

w(z,t+ k) =u(z,t) — %(u(w,t} —u(x — h,t)) (2.19)
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u(z, t+ k) =u(x,t) — %(u(x + h,t) — u(x,t)). (2.20)

Estos métodos son de primer orden de precisién, tanto en el tiempo como en el
espacio; aunque sabemos que las aproximaciones centrales son més precisas, para la
ecuacion de adveccidn existen asimetrias en las ecuaciones porque los modelos de
las ecuaciones se trasladan a velocidad a. Si a > 0, entonces la solucién se mueve
hacia la derecha, mientras que si a < 0 se mueve hacia la izquierda, es por ello que
en ciertas situaciones es mejor conocer dichas asimetrias y asi usar diferencias, ya
sea hacia adelante o hacia atrds. Entonces, el signo de a nos indicara cual método
usaremos, si (2.19) 6 (2.20). La solucién real en un paso de tiempo puede ser escrita
como

w(zj, t+ k) =u(z; — ak,t);
dado que
k2 k3
U(,Ij,t+k) = u—l—kut—l— 5utt + yuttt_F Tty

haciendo uso de la ecuacién de adveccién u; = —au,,

u(zj,t+k) = u+k(—au,) + —(—a)* Uy + —
LK 3

3
= u—aku,+a o Uox — @ yumx—l—

= u(x; —ak,t)

vemos que la solucién en el punto z; en el siguiente nivel de tiempo estd dado por
los datos de la izquierda de x; si @ > 0, mientras que estd determinado por los datos
a la derecha de z; si a < 0; esto sugiere que (2.19) puede ser una mejor opcién para
a >0y (2.20) para a < 0.

Un poco més adelante con el andlisis de estabilidad se mostrard que (2.19) es

estable si y solo si

| S
o

0<—<1. (2.21)

= >

Debido a que k y h son positivos, éste método se puede usar sélo si a > 0; cuando
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se usa en la ecuacion de adveccién con a > 0 es llamado método upwind. En el caso

del método (2.20), es estable si y sélo si

k
1<% <y (2.22)
h
y contrario al método anterior, este sélo ser usado si a < 0; asi, el método (2.20) es

el método upwind correcto para usar.

Siguiendo con el andlisis de estabilidad del método upwind, vemos algunos puntos

interesantes. El método (2.19) puede reescribirse de la siguiente manera

“j“ = Uy - 7(% —uj )
= u; = ﬁ(_(ug‘ﬂ —u; + uj—l) + (Uj+1 - uj—l))
que podemos poner en la forma
0 1 1] [ —2 1 1]
-1 0 1 1 -2 1
a -1 0 1 € 1 -2 1
Ae = T 37 7o >
-1 0 1 -2 1

! -1 0 | ! 1 -2

(2.24)
donde € = %h Como k, h > 0, en particular se requiere que € > 0, y como € depende
de a, entonces la condicion € > 0 se satisface sélo si a > 0; cuando esto ocurre y

junto con los demds requisitos llevan a la restriccién de estabilidad (2.21).

De manera similar a lo que se hizo con el método (2.19), podemos llevar al método
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(2.20) a una forma similar a (2.23),

uj+1 = U; — T(Uj—f—l - Uj)
n ok, n
n CLkJ n n n n n
= uj ﬁ(uj—f—l = 2uj —uj Uy Uy
= uj — ﬁ[(uﬂ'“ = 2uf +uf_y) + (ufyy —ujy)]
n n ak n n ak n n n
uith = up - 2h‘<“j+1 —ujy) - ﬁ(ujﬂ = 2uj +uiy), (2.25)

pero como podemos ver el iltimo término tiene un signo negativo en frente. En este
caso, lo que necesitamos es que a < 0 para lograr estabilidad y entonces derivar

facilmente la restriccion de estabilidad (2.22).

Como ya vimos anteriormente, la solucion de la ecuacién de adveccion esta dada
por (2.2); el valor de u es constante a lo largo de cada caracteristica. De forma
analoga a lo que se ha hecho anteriormente usando la expansion en serie de Taylor,
en un sélo de paso de tiempo tenemos

2 /{33

U(l'j,tn+1) =u-+ kut + Eutt + yum + ...

usando la ecuacién de adveccion u; = —au,,, tenemos

k2 k3
W@y, tyr1) = u—aku, + ?a2um — ga?’umm + ..
= u(z;,ak,t,)

u(xjatn-i—l) = u(xjvak;tn)' (226)

Esta caracteristica se puede visualizar en la Fig(2.2), en un paso de tiempo k en
el punto x; de la malla. Notemos que si 0 < ak/h < 1, entonces el punto z; — ak se
encuentra entre x;_; y x;, eligiendo cuidadosamente & y h de manera que se da la

igualdad ak/h =1, entonces z; — ak = x;_1 y asi tenemos u(z;, t,+1) = u(z;_1,t,).

La solucién sélo debe desplazarse una celda a la derecha en cada paso de tiempo,
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asi se podria calcular la soluciéon numérica ‘exacta’ del método

+1
upt =y . (2.27)
h
lat1—e . -
t}; L & L
Xi—1 Xy
ak

Figura 2.2: Siguiendo la caracteristica de la ecuacién de adveccién hacia atras en el tiempo del punto (z;,tn41)
para calcular la solucién segiin (2.26). Interpolando el valor en este punto para puntos vecinos en una malla vecina
da el metodo upwind (para interpolacién lineal) o el método de Lax-Wendroff (interpolacién cuadréitica). Aqui se
muestra el caso a > 0.

Lo anterior nos sugiere que para la ecuacién de adveccion, el punto x; — ak debe
estar precedida por los puntos usados en el esténcil del método de diferencias finitas
si el método es estable y convergente; esto es una condiciéon necesaria en general
para cualquier método desarrollado para la ecuacién de adveccién: si calculamos
u?“ basado en los valores de uf, , u7, .1, ...
Tjrp < x5 —ak < 2444, 0 de lo contrario el método puede no ser convergente. Puesto

n
,uj, con p < g entonces debemos tener

que x; = th, entonces requerimos que

ak
q< W < —p. (2.28)
Esto resulta para la ecuacién de adveccion en un caso especial de un principio
mucho mas general que es llamado condicion CFL, condicién nombrada asi en honor

a Courant, Friedrichs y Lewy. El valor

U=—

es el llamado nimero de Courant, con el cual trataremos en el siguiente capitulo.
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Ahora se usara método Upwind descrito anteriormente, para la ecuacion de ad-
veccion

Uy + auy, =0

cuando a > 0,

— ). (2.29)

Lo que se haréd es modificar la ecuacion, para ello se inserta la férmula ¢(x,t) en
la ecuacion (2.29), se supondrd que es una funcién que concuerda exactamente con
uf para los puntos de la malla por lo que, a diferencia de u(z,t), la funcién (z,1)

satisface con exactitud la ecuacién (2.29):

olx,t+ k) = o(x,t) — %(gp(z, t) — oz — h,t)). (2.30)

Usando la serie de Taylor para hacer la respectiva expansion para el resultado

anterior alrededor de (x,t) tenemos:

]{?2 k,3
oz, t+k) = @z, t)+ keplx,t) + 7801;15(1:, t) + ygom(x,t) +--- (2.31)
2 h3
olx—h,t) = px,t)—heo(z,t)+ ?gom(a:,t) — gwmx(x,t) +.-- (2.32)
y sustituyendo (2.32) en la expresion (2.30):
ak 2
h3
_ §@zxx(x7t) 4. ) (2.33)

ak h?

h3
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Igualando (2.31) con (2.34):

k2 k?)
(a0 + ko) + Sl + Sl -

ak h? h3
= @(r,t) = — | ha(2,1) — 5 02a(®, 1) + —Paua(T,t) + -+
h 2 6
eliminando el término (z,t) en ambos lados de la igualdad y simplificando el lado

derecho tenemos:

k? k3 h h?
ki(,t) + E%t + E@ttt o= —ak | ¢, — ESO:C:C + E@wxm +oee

despejando el lado derecho de la igualdad y eliminando & en cada uno de los términos

k k? h h?
(@t + 5P + G P + - ) +a (% ¥ + g Feew +- ) =0 (2.35)

que se puede reescribir como

1 1
2 + AP, = §<ah(pmx - k@tt) + g(ahZQDmacw - kQSOttt) + - (236>

Esta es la EDP que satisface u si tomamos k/h fijo, entonces los términos en
el lado derecho son O(k),O(k?), etc., de manera que para k pequefia es posible
truncar (2.36) para obtener una EDP que es satisfecha por u}. Si se eliminan todos
los términos en el lado derecho de la ecuacién (2.36), se obtiene la ecuacién de
adveccién original. Debido a que se han eliminado los términos O(k), esperamos que
u satisfaga esta ecuacién para O(k), lo cual es cierto, ya que este método upwind

es exactamente de primer orden. Si se mantiene el término O(k), entonces se tiene:

1
prt+apy = S(ahpes — kpu). (2.37)

Esto involucra las segundas derivadas tanto para x como para t, pero es posi-

ble derivar una ecuacién ligeramente modificada y conservando la misma precisién
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diferenciando (2.37) con respecto a t para obtener:

1
Pt = —aPqr + §(Gh¢xzt — k)

y con respecto a x obtenemos:

1
Ptz = —APrx + §(ah()0:vx - k@tt:p)-

Si combinamos las dos expresiones anteriores se tiene:
2
P = apuz + O(k),

y sustituyendola en (2.37)

1
ahg,, — angom) + O(k;z).

Yt +ap; = 5(

Debido a que para este ejemplo se truncar el término O(k?), la expresién anterior

Se reduce a
@ + APy = —(Zh 1—— (Y2 (2 38)
t x 2 h T .

Los nodos de la malla con los valores U}" se pueden ver como una aproximacion

exacta de segundo orden a la solucién real de la ecuacion de adveccion-difusion.
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2.5. Ejemplos practicos

Se ilustrard con tres ejemplos ejemplos en los cuales veremos los resultados

obtenidos métodos antes descritos:

Tenemos la ecuacion de adveccion en una dimension en el espacio y una en el

tiempo
ou ou B 9
e + aﬁ_x = 0, (x,t) e Q= (0,1) x (0,1) C R (2.39)
u = f,(z,t) €N (2.40)

donde u es el conjunto de valores que toma la funcién evaluada en la frontera del
dominio, ¢g(z) = u(z,0) = sinz; h(0,t) = —sin(ax); h(1,t) = sin(1 — at).

Resolviendo esta ecuacion de manera analitica, obtenemos la solucién exacta

A~

U(z,t) = sin(x — at). (2.41)

De esta forma, al tener la solucién exacta a la ecuacién (2.39) es posible comparar
con la solucion que obtendremos con el método FTCS, Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff

y Upwind usando diferencias finitas y ver qué tan buena es nuestra aproximacion.

Para comenzar, se hard un mallado del dominio rectangular en el que estamos
trabajando; con el eje x se hara el mallado X con subintervalos de tamano Ax y
otro mallado T en el eje ¢t con subintervalos At. Entoces el mallado que se hizo en la
region € queda definido como F = {(z,t)|z € Xt € T} de forma tal que obtenemos

algo como se visualiza en la figura (2.3).

Es posible ver con esta malla del dominio que los nodos son los puntos de inter-
seccion entre las lineas paralelas al eje x que pasan por los nodos obtenidos en el
mallado X | y las lineas paralelas al eje y que pasan por los nodos obtenidos en el
mallado T. Retomemos las aproximaciones vistas anteriormente (1.14) y (1.25) para

sustituirlas en la ecuacién (2.39) para obtener el problema discretizado:



Capitulo 2. Ecuacion de adveccjon 1+1D 50
1

At

0 Ax 1
Figura 2.3: Mallado de la regién [0,1]x [0,1].

u(, teyr) — w(g, ty,) 1 oa (i, ty) — u(wg, ty,)
At Ax

=0 (2.42)

At
w(wi, trer1) = w(zg, ty) + a E(u(:ciﬂ,tk) —u(x;, tg)). (2.43)

Ya que se tiene el mallado se debe definir el esténcil a usar, es decir, la forma
grafica que tendra el esquema que en este caso es explicito. Asi, las expresiones
anteriores se pueden visualizar graficamente en la figura (2.4), en la cual se observa
como se calcularan los valores de los nodos en el paso k + 1, tomando en cuenta que

se conocen de los valores en los hodos alrededor del nodo z; para el tiempo k.
1

k+1

0 i—1 4 i+1 1

Figura 2.4: Esténcil en el método explicito del método Upwind.

En cada uno de los casos se calculd la norma ||-||, para el error en cada nivel de
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tiempo

M
= Z(U, — Ui)ZAQZ',

7

[u—o

2

donde u y U son las soluciones aproximada y exacta respectivamente, calculadas en
el i-ésimo elemento, M es el nimero de nodos de la malla. En todos los métodos se

us6 una velocidad a = 0,01.

Ejemplo 1. Método de FTCS.

En este esquema y en los siguientes las mallas se dividieron en 20 y 40 subin-
tervalos uniformemente espaciados tanto en el eje X como en el eje T. También
se dicretizard el intervalo X y T en 1000 subintervalos tales que At = 0,001,
asi tenemos que N = {t;|to = 0;t; = t,_1 + At;1 = 1,2,...,1000} de aqui tenemos
to = 0;t; = 0,0001;...;t1900 = 1. Tomando la velocidad a = 0,01 para mantener la
condicién de estabilidad aﬁ—i < %.Usando los valores para T y Az y hacer las dis-
cretizaciones, primero con 21 nodos por lado y luego con 41 nodos por lado podemos
ver que al hacer el refinamiento de la malla los errores se hacen mas pequenos, lo
cual nos muestra que aunque se hagan pequenos cambios en los datos de entrada,

éstos se iran atenuando a medida que se repite el proceso, ver (2.1) y (2.2).

Nodos  Tiempo Error

0.2 8.42029839x 1076
0.4 1.78660755x10°
21 x 21 0.6 2.83661482x107°
0.8 3.99423868x107°
1.0 5.26113596x 1075
0.2 4.53236593x107°
0.4 1.01091171x107°
41 x 41 0.6 1.67753998 x10~°
0.8 2.45590862x 1077
1.0 3.34774887x107°

Cuadro 2.1: Errores para el método de FTCS con mallas de 21 y 41 nodos por lado.
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Nodos en el eje X Nodos en el eje T Tiempo

Error

0.2 2.15888434x 1076
0.4 5.41572197x 1076
100 100 0.6 9.82271478x 1076
0.8 1.53989580x10~°
1.0 2.21513608x 1075
0.2 7.39709228 x 10~ 7
0.4 2.67532728x 1076
1000 1000 0.6 5.80774873x 1076
0.8 1.01323821x107°
1.0 1.56444622x107°

Cuadro 2.2: Errores para el método FTCS con mallas con nodos de 10 x 100 y 100 x 1000.

Ejemplo 2. Método de Lax-Friedrichs

Nodos  Tiempo Error
0.2 8.42029839x10~°
0.4 1.78660755x107°

21 x 21 0.6 2.83661482x107°
0.8 3.99423868x107°
1.0 5.26113596x 107
0.2 4.53236593x107°
0.4 1.01091171x107°

41 x 41 0.6 1.67753998 x107°
0.8 2.45590862x 107
1.0 3.34774887x 107

Cuadro 2.3: Errores para el método de Lax-Friedrichs con mallas de 21 y 41 nodos por

lado.
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Ejemplo 3. Método de Lax-Wendroff

Como en los casos ateriores, se mantiene la discretizacion en X y T, asi como

una velocidad para a = 0,01.

Nodos  Tiempo Error
0.2 8.29444189x 1076
0.4 1.73524634x107°

21 x 21 0.6 2.71910994x 1075
0.8 3.78240280x 107
1.0 4.92621963x107°
0.2 4.40509522 %1076
0.4 9.58287815x 1076

41 x21 0.6 1.55626143x107°
0.8 2.23643431x107°
1.0 3.00017975%107°

Cuadro 2.4: Errores para el método de Lax-Wendroff con mallas de 21 y 41 nodos por lado.

Nodos Tiempo Error

0.2 2.02617899x 10~

0.4 4.86032685x 1076

100 x 100 0.6 8.54251297x 106
0.8 1.30907576x107°

1.0 1.85132407x10~°

0.2 5.90829984 x 10~

0.4 2.07579239% 1076

1000 x 1000 0.6 4.45795674x 1076
0.8 7.73404868x 106

1.0 1.19004058x10~°

Cuadro 2.5: Errores para el método de Lax-Wendroff con mallas de 100 y 1000 nodos por

lado.
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Ejemplo 4. Método Upwind.

Ahora, haremos una aproximaciéon de la solucién de la ecuacién (2.39) con el
método Upwind. Se tomara el mallado realizado en la regién () anteriormente cuando
se aproximé la ecuacién (2.39) con el método de Lax-Wendroff definido como F =
(x,t)|r e X,t € T (2.3).

De igual forma, se tomard la discretizacién anterior N = {t;|to = 0;t; = t;_1 +
At;i = 1,2,...,1000}; y el esténcil a usar es el mismo que se puede visualizar en la
figura (2.4).

Nodos  Tiempo Error

0.2 2.94879349x 10~
0.4 5.87379945x 104
21 x 21 0.6 8.77509367 x 10~*
0.8 1.16527519x 1073
1.0 1.45068501x 1073
0.2 2.97680848 x 10~*
0.4 5.92984064 x 10~*
41 x 41 0.6 8.85917005x 1074
0.8 1.17648703x 1073
1.0 1464701531 x 1073

Cuadro 2.6: Errores para el método Upwind con mallas de 21 y 41 nodos por lado.

Nodos en el eje X Nodos en el eje T Tiempo Error
0.2 2.99263312x10~*
0.4 5.96151231x 1074
100 100 0.6 8.90670973x 1074
0.8 1.18282976x 1073
1.0 1.47263481x1073
0.2 3.00193361x 1074
0.4 5.98013330x 104
1000 1000 0.6 8.93467029x 104
0.8 1.18656159x 1073
1.0 1.47730416x1073

Cuadro 2.7: Errores para el método Upwind con mallas con nodos de 100x 100 y 1000 x 1000.
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0.4r

0.2

0.8

06

0.4

0.2}

Método de Lax-Wendroff

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Método Upwind

Figura 2.5: Comparacion de los resultados de los 4 métodos con 21 nodos.
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0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5

Método de Lax-Wendroff Método Upwind

Figura 2.6: Comparacion de los resultados de los 4 métodos con 41 nodos.
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1 T T T T T T 1 T T T T T
0.8 1
0.6 1
0.4 1
0.2 1
. |
-02 g
-0.4 1
-0.6 —
-0.8 g
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6
Método FTCS
1 T T T T T T 1 T T T T T
0.8 1 0.8 1
0.6 1 0.6 1
0.4r 1 0.4rF 1
0.2 1 0.2 1
0 1 0 1
-0.2 1 -0.21 1
-0.4 1 -0.4F 1
-0.6 1 -0.6 1
-0.8 — -08f —
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5

Método de Lax-Wendroff Método Upwind

Figura 2.7: Comparacion de los resultados de los 4 métodos con 100 nodos.
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1 T T T T T T
0.8 1
0.6 1
0.4 1
0.2 1
. |
-02 g
-0.4 1
-0.6 —
-0.8 g
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6
Método FTCS
1 T T T T T T 1 T T T T T
0.8 1 0.8 1
0.6 1 0.6 1
0.4r 1 0.4rF 1
0.2 1 0.2 1
0 b 0 1
-0.2 1 -0.21 1
-0.4 1 -0.4F 1
-0.6 1 -0.6 1
-0.8 — -08f —
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5

Método de Lax-Wendroff Método Upwind

Figura 2.8: Comparacion de los resultados de los 4 métodos con 1000 nodos.



Capitulo 3

Ecuacion de adveccion en 2+1D en

regiones rectangulares

La ecuacién de adveccién en dos dimensiones es andloga a la de una dimension,
pero la diferencia radica en que vamos a considerar dos componentes de las veloci-

dades a y b. La ecuacién queda expresada de la siguiente forma:

ou ou ou
- - - Nl
8t+a8x+b8y 0 (3.1)

en [0,7] x Q. Con las condiciones de iniciales:

u(z,y,0) = g(z,y)

y condiciones de frontera:
U(CL’, Y, t) |LUB = h($7 Y, t)

donde €2 es un dominio plano simplemente conexo y 92 = L U B es un poligono de

Jordan orientado de manera positiva (4.4).

En este capitulo, abordaremos el caso particular cuando €2 es una regién rectan-

gular, dejando para el capitulo 4 el tratamiento del caso general.

Consideremos un recténgulo [a, b] X [c,d] y una malla uniforme sobre él; es decir,

59
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si

b — d—
Axr = i Ay = C, (3.2)
m n
los puntos de la malla son (z;,y;), para i =0,...,my j=0,...,n; donde
+—(b—a)
ri=a+—(b—a
m

J
yj:c—i-ﬁ(d—c).

En este caso, las expresiones clasicas para aproximar las derivadas parciales son

Uit1,j — Ui—1,4

(ug)ij = AL (3.3)
()i o PG (3.4)
(Um)” ~ Ui+l7j_2Au;g+Ui_Lj (3.5)
(g & (36)
O v (3.7

para cada nodo interior de nuestra malla.

En el caso de dos dimensiones se producen problemas interesantes para los esque-
mas de adveccion; las propiedades de estabilidad cambian en comparacion al caso
de la ecuacién en una dimension y hay la posibilidad de adveccién para diferentes
velocidades en diferentes direcciones. Ciertos esquemas pueden ser directamente ex-
tendidos a partir del esquema en una dimensiéon 1D, mientras que otros podrian

requerir que cada paso se divida en dos direcciones ortogonales [3].

Para la ecuacién de adveccién en 2D (3.1) se conoce una solucién analitica, el
tener dicha soluciéon nos permite ver qué tan bien hecho esta nuestro esquema de
transporte al hacer la comparacién de los resultados obtenidos con la solucién exacta.
Si un esquema tiene buenas propiedades, entonces puede ser extendido a casos més
complejos. Para poder crear nuestros diferentes esquemas y asi resolver la ecuacién

de adveccion es importante que retomemos la expansién en serie de Taylor (1.10).
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Como ya vimos anteriormente, la expansién en serie de Taylor provee un méto-
do con el cual la ecuacién de adveccion puede ser resuelto computacionalmente; la
solucién en el nodo (i + 1, 7) puede ser expresado en serie de Taylor

1 0%u

ou
ui+17j = um- + %(1’1, yj)Ax + 5@(%1, yj)Ax2 + O(Aa:?’) (38)

donde Ax = ;11 — x;.

Esta expansién en serie de Taylor expresa la funcién en el punto (i + 1,7) en
términos de su valor y el de sus derivadas en el punto (7, j). De manera similar
ou 1 0%u

El término O(Az?) del final de la ecuacién es el error de truncamiento de nues-
tra aproximacién en diferencias (1.1), idealmente nos gustaria que dicho error de

truncamiento sea lo mas pequeno posible.

Dos esquemas fundamentales son los esquemas en diferencias hacia adelante
(FTBS) y los esquemas en diferencias centradas (CTCS). Ambos esquemas tienen
beneficios y desventajas en lo referente a error y estabilidad. Estos esquemas son
baratos en términos del costo computacional, sin embargo FTBS es difusivo y CTCS
es dispersivo, ambos producen errores grandes de truncamiento. Ahora, usando la ex-
pansion en serie de Taylor (1.12) (expandido con respecto también a y y t) podemos
reescribir la ecuacién de adveccién (3.1) como

uTL+1 — oy,

i,J i,J i+1,j i,J 1,541 1,9 2 2 2
——= = —q —b O(Ax~, Ay*, At?),
At Ax Ay +O( Y )

para obtener el esquema en diferencias hacia adelante (FTFC)

uftt =l = Ul — ) = V(ul i — ul) + O(Ax, Ay, At) (3.10)

1,] 1,
donde U y V son los nimeros de Courant, los cuales se definen de la siguiente manera

At At
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De la definicién de los esquemas (3.10), es posible ver que el esquema tiene un
error de primer orden. El esquema sélo requiere los puntos ‘upwind’de (i,j) para
obtener los valores en el paso de tiempo siguiente y no se requiere informacién de

ningun paso de tiempo anterior.

Ahora haciendo uso de las expresiones (3.3 - 3.7) y considerando

un;rl - un;l
PO M v 3.12
()i —~ (312
unf"l —2u™. + un'f"l
~ i,j i,3 i,j
(utt)i,j ~ At2 (313)

al sustituirlas en la ecuacién (3.1) podemos obtener el esquema en diferencias central

(FTCS)

ut Tt —

A A ut s —ut u? _U?',
g = e bt Ay -+ O(A%, Ay? A, (3.14)

que puede ser reescrita como

ultt =l = Uy — ) = V(g — ) + O(Ax? Ay? AE). (3.15)

,J Y]

Donde los niimeros de Courant estan definidos de la misma manera que se hizo en
(3.11). Este esquema tiene un error de segundo orden, el cual es una mejora respecto
al esquema en diferencias hacia adelante. Para obtener esta mejora en la precision,
se requiere obtener la informacién de los puntos de cada lado de (i, ) y el valor de

u en el paso de tiempo anterior.

Cuando usamos un esquema y en particular cuando estamos tratando con proce-
sos advectivos, queremos que los errores sean lo més pequeno posible; sin embargo,
para métodos de diferencias finitas la validez del modelo se determina mas por su
estabilidad que por el orden de su error, este es un proceso que esta cercanamente

ligado con los nimeros de Courant que fueron definidos anteriormente.
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3.1. Errores y Estabilidad

Cuando se modela un proceso de transporte es importante saber qué tipo de
errores pueden suceder. Un esquema numeérico perfecto de adveccion transportaria
una particula en el espacio, sin pérdida de energia; sin embargo, cuando se trunca
la serie de Taylor se introducen errores. Aqui se hard un pequeno paréntesis para
ver los dos tipos de errores que existen: de dispersion y de difusion. Los errores de
dispersion suceden cuando un esquema introduce ondas de pequena escala, como
componentes diferentes de Fourier que se propagan en diferentes velocidades fase,
este tipo de errores son muy comunes en los esquemas de diferencias centrales. Por

su parte, las diferencias hacia adelante introducen errores de difusién.

Muchos de los métodos numéricos ‘clasicos’son disenados para reducir uno de
estos dos tipos de errores. Los esquemas modernos intentan usar una combinacién

de métodos cuando las soluciones son muy dispersas o muy difusas [9].

Es muy importante que el esquema de advecciéon numérico sea estable; un esque-
ma inestable se usa poco, ya que si la solucién no esta acotada cuando el tiempo
tiende a infinito no podemos confiar que producira resultados precisos para cualquier

intervalo de tiempo ttil.

El nimero de Courant (3.11) por lo regular necesita estar acotado a un cierto con-
junto de valores para que un esquema sea estable (2.28). Para que el esquema FTBS

en una dimension sea estable, los nimeros de Courant U, ) deben estar acotados

0<U <1, 0<V<l.

En dos dimensiones los calculos son méas complejos. Los niimeros de Courant U,
V y los espacios de la malla en las direcciones x y y pueden ser distintos. Incluso
si el espaciado de la malla es el mismo, no todos los esquemas de advecciéon 1D
se extienden de manera sencilla a dos dimensiones. Para investigar la estabilidad
usaremos el andlisis de estabilidad de Von Neumann; para que este tipo de analisis
funcione, el esquema tiene que ser lineal y los coeficientes deben ser constantes. Estas

condiciones se satisfacen si las velocidades de adveccién a y b también son constantes.
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3.2. Adveccion en 2D

En una dimensién, para que el esquema en diferencias central sea estable, el
nimero de Courant debe estar acotado superiormente por el valor 1 como se vio
con anterioridad. En dos dimensiones es posible extender este esquema directamente
del caso unidimensional, aunque los valores del nimero de Courant para los cuales
el esquema es estable cambiaran. Como se mencion6 antes, usaremos el analisis de

estabilidad de Von Neumann, esto requiere que se busque soluciones de la forma

ut = ArelitmAstizg} (3.16)

m7j

donde k y [ son los niimeros de onda en las direcciones x y y respectivamente.

Ahora, sustituyendo la ecuacién (3.16) en la ecuacién (3.15), omitiendo el término
O(Az?, Ay?, At?), se obtiene

n _ n_i(kmAz+ljAy) __ tkmAzx _iljAy
g A'e = Ale e'I2Y)

= A"[cos(kmAx) + i sin(kmAx)] - [cos(ljAy) + i sin(ljAy)],

y haciendo un poco de algebra obtenemos

A = % . u(eikA:r . efikAx) . V(eiZAy . efilAy)
1
A

A=——2il sin(kAzx) — 2iVsin(lAy)
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despejando A :

A* + 2 Ai (U sin(kAz) +V sin(lAy)) — 1 =0

_ —24 (U sin(kAz) + V sin(lAy)) £ /—4 (U sin(kAz) + V sin(lAy))? + 4
2

A

A =i (U sin(kAzx) +V sin(IAy)) £ /1 — (U sin(kAz) + V sin(IAy))?

|A|? = (U sin(kAz) +V sin(IAy))? +1 — (U sin(kAz) +V sin(lAy))? = 1.
Para la estabilidad necesitamos que
U sin(kAz) +V sin(lAy)| <1 = |A| = 1. (3.17)

En este punto debemos considerar el caso simple de una malla cuadrada Ax =
Ay = q. Esto permite que las velocidades a y b sean definidas en términos de la
velocidad de flujo especifica (f) [18]

a= fscos(d), b= fssin(0). (3.18)

De esta forma la ecuacién (3.17) se transforma

fsAt

| cos(8) sin(kq) + sin(#) sin(lq)| < 1. (3.19)

Para que esto se satisfaga en todas las ondas en el plano 2D, basta con probarlo
para el caso més riguroso, cuando sin(kq) -sin(lq) = 1. Esto reduce la ecuacién (3.19)

a
fsAt

| cos () +sin (0)| < 1. (3.20)

Deseamos ver el caso limite para el cual el flujo se mueve diagonalmente, pues

esto hace maximo |cos 6 + sin 6|.

Esto implica que # = /4 y el valor de | cos (#) + sin (§)| = v/2. Entonces para el
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caso bidimensional en donde estamos en una malla cuadrada y, a, b son advectivos

con la misma velocidad de flujo, esto implica que (ver figura 3.1):
fAL_ 1
¢ T V2

de esta manera, al combinar estos resultados con (3.18) y despejando la velocidad

(3.21)

de flujo especifica con las respectivas velocidades a y b

y sustituyendo en (3.21)

recordemos que Az = ¢

a At < 1
cos (0) Az — /2’

dado que 0 = /4, cos(f) = 1//2, tenemos

a At At 1
=V2a— < —

1 Az = /2

<

Analogamente para V, usando: fs; = b cos (0), Ay = q, sin (0) = 7 /4.
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De esta forma obtenemos las condiciones para U y V,

U<05 V<05 (3.22)

Figura 3.1: Propagacion de onda en 2D

Ahora, no es posible extender todos los métodos de adveccién numérica a dos
dimensiones con mucha facilidad, un ejemplo es el método de Lax-Wendroff, el cual
en una dimension se define como en (2.16). Para este caso hay estabilidad cuando el
nimero de Courant estd entre —1 y 1; sin embargo, si sélo agregamos términos en la
direccion y el esquema se vuelve completamente inestable; la explicacion para esto
recae en la deduccién del método de Lax-Wendroff.

El punto inicial de la deduccién es la serie de Taylor de u alrededor de ¢

ou(zx,y,t) N At2 9 u(z,y,t)

+ At) = +A
u@,y,t £ At) = u(,y,t) £ At ——; 5 BYe

e (3.23)

Usando la ecuacién (3.1), cada una de las derivadas con respecto a ¢t pueden ser
reescritas en términos de x y y. Por simplicidad de notacion usaremos la convencién

0 RN . .
de que % puede ser reescrito como u;. Entonces se tiene que

u = —au; —buy, (3.24)

Uy = —a% Uy, — b Uyy + 2ab Uy, (3.25)

Sustituyendo en la formula para las primeras y segundas derivadas de la diferencia
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central de segundo orden

Wit1,j — Wi—1,5
g = ————> 3.26
Y 2Ax ( )
Uiy — 2Ui + Ui
Upy = A2 (3.27)
U j4+1 — Ujj—1
= - G 3.28
i1 — 2u; i
Uy = Wij+1 Auyg + U1 (329)
U1 a1 — Uim1,541 — Uil j—1 + Uim1,j—1
= 3.30
Hay 4 Az Ay ( )

obtenemos el esquema completo de Lax- Wendroff en 2D:

u v
n+l n n n n n
Ui = U — §<uz’+1,j - ui—l,j) - E(ui,j—i-l - uz’,j—l)
u2 V2
n n n n n n
_E(Ui-&-l,j —2u; iy ;) — 7(“1’,]’-&-1 —2u; +ui; )
uy

+ 1 (U1 jo1 = Wi i1 — Wig1 o1 T Uiy jo1)-

Como podemos ver de la ecuacion anterior en el esquema completo de Lax-
Wendroff en 2D hay un término con una derivada cruzada; si el esquema en 1D
se extiende, éste término es completamente omitido, de aqui que la extensién directa
del método se convierte en inestable. Un método que puede ser usado para remediar
este problema es usar el método de separacion direccional, este método consiste en
separar un esquema de diferencias finitas en series de pasos. En el problema en 2D
que se ha estado usando, corresponde tomar el primer paso en la direccién = seguido
de un paso en la direccion y; entonces la ecuacién completa de Lax-Wendroff puede

reescribirse usando la notacion de operadores diferenciales

n __ itly i—1,j n __ i+l 3,j—1
(521 ui,j = T 521/ ui,j = T (331)
n _ n o _ ,n n o n __ ,n
52 . — Uiy — 22Uy — Uiy 52 ot — Uity — 2Uiy — Uiy (3.32)
ez Wiy = (Az)? yy Wi = (Ay)? :
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de esta forma, obtenemos el esquema en direcciones separadas; para la velocidad a:

2
n+l _ n n ((J,At) n

sustituyendo los operadores diferenciales

n o 2.,,mn . n __ ,n
Uiy ;= Wy (@A) Uy — 2 — gty

ntl At 3.33
i Yig =@ 2AT 2 (Az)? (3.33)
para la velocidad b:
n * n o\ * n o\ * bAt 2 n o\ *
(“zjl) = (u”) — bAt 52y(“i,j) + %%y(um)
sustituyendo los operadores diferenciales
ups g — Ul bALY ul. g —2ul —ul._
(uzjl)* — (uZ])* — bAL J+1 J—1 + ( ) J+1 ¥/ J—1 (334)

20y 2 (Ay)?

El principal beneficio de este método es que son menos célculos los que se re-
quieren para resolver el ‘sistema dividido’, lo que reduce el costo computacional. Las
restricciones de estabilidad en los nimeros de Courant son mucho menos estrictos
que para los esquemas completos en 2D; aqui, cada uno de estos pasos son acotados
por las condiciones de estabilidad para los nimeros de Courant en 1D (=1 <U < 1).
Una desventaja importante es la necesidad de elegir pasos ortogonales para que este

método funcione, esto limita los tipos de malla que se pueden elegir para problemas
en 2D.

Se tiene dos opciones principales: la figura (3.2) en el inciso (a) muestra el método
dividido que se definié en las ecuaciones (3.1) y (3.34); y en el inciso (b) de dicha
figura, se muestra la ‘divisiéon Strang’, el cual toma un paso del método anterior y
luego se invierte el orden en el siguiente paso; uno podria pensar que este segundo
método daria més precision a la solucion, sin embargo la diferencia no siempre es tan
buena [3]. La separacién del problema puede llevar a cierta pérdida de precisién. Es
muy dificil saber desde antes si los resultados obtenidos seran satisfactorios usando

separacion direccional [9], de modo que es necesario tener cuidado cuando se usa este
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Figura 3.2: Diferentes tipos de separacién direccional

método, lo que implica que se requiere de un esquema en 2D que sea més robusto y

completo.

Los métodos antes mencionados han apuntado a tomar esquemas y extender estos
usando la ecuacion de adveccién en 1D, esto debido a que la ecuacion de adveccién
en 1D es bien conocida. Sin embargo, hay pérdida de precisién cuando se trata de
usar el esquema 1D para hacer la aproximacion en 2D. Anteriormente se definié el
esquema de Lax-Wendroff en 2D y se mostré que contiene el término de la derivada
cruzada, su implementacion directa deberia dar una representacién mas precisa y se
deberian reducir los errores al minimo. La condiciéon de estabilidad para el método

completo en 2D se define por
U 23 < 1. (3.35)

Se puede deducir que la condicion es muy restrictiva, mucho més que las condi-
ciones de CTCS y que el método de direcciones separadas del método de Lax-
Wendroff. Es posible mejorar la estabilidad si se usa una aproximacion diferente
para la derivada espacial mixta en el esquema completo de Lax-Wendroff en 2D. Si

a >0y b>0, debemos reemplazar el término de la derivada cruzada [9]
uy At (ng 52y U,Zj (336)

con el término
UV At o, 0,

1 -
Y

(3.37)

=

El cambio en el término significa que el esquema completo de Lax-Wendroff en
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2D es estable para 0 < U < 1y 0 <V < 1. Esta adaptacion hace que el esquema
sea mas flexible y en consecuencia es el mejor para mostrar el esquema completo de
Lax-Wendroff en 2D durante el estudio de la simulacién.

Cada uno de los métodos que se han visto hasta ahora tienen sus ventajas y
desventajas, para compararlos se hizo una implementacién usando Matlab [11]. Los
esquemas con los que se trabajaron y que fueron objeto de comparacion son Lax-
Wendroff, Upwind y .

Para el esquema de separaciones direccionales se hara uso de las ecuaciones (3.33)
y (3.34). De manera intuitiva se espera que los dos esquemas de Lax-Wendroff sean
superiores a CTCS, con la robustez anadida del esquema de Lax-Wendroff en 2D.

Consideremos un recuadro de tamano (0 <z < 1,0 <y < 1), dentro del cual se
establecera una malla.

Lo que se hara es usar cada esquema mencionado para “transportar” las condi-
ciones iniciales alrededor del recuadro y luego regresar al lugar original en dénde se
inicié. De esta manera, es posible cuantificar el error en términos de la desviacion de
las condiciones iniciales; un buen esquema llevaria las condiciones iniciales de vuelta
al mismo lugar después de algiin cierto nimero de iteraciones. Tenemos dos formas
de cuantificar el error, estas son la norma 2 y la norma del supremo, y se definen

como siguen:

1/2

(3.38)

€00 = max

N N
€2 = E EUJ um
|Uw

Z]| (3.39)

donde u; ; es la soluciéon numérica y U; ; es la solucion exacta.
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3.3. Ejemplos numéricos

Ejemplo 5. Se emplearan las siguientes pruebas numéricas usando el método de
Lax-Wendroff, Upwind y Lax-Friedrichs, usando la expansién en serie de Taylor de
manera analoga al capitulo anterior.

Utilizaremos una regién 2 rectangular en el intervalo [0,1] x [0,1] y se haran
pruebas con mallas con 21, 41 y 81 nodos por lado, asi que el nimero de Courant
solo puede variar por el incremento o decremenento de la velocidad de flujo o el paso
de tiempo.

El intervalo de tiempo que se usa es en [0, 1] y se discretizé uniformemente par-
tiéndolo en 1000 subintervalos; se tomo el valor 0.1 para las velocidades a y b.

Para hacer las pruebas numéricas se usé las funcion

u(:v, n t) =0,2 e((—(x—0,5—0,1t)2—(y—0,3—0,1t)2)/0,01).

y asi tenemos los siguientes resultados, los cuales podemos visualizar en (3.3, 3.4,
3.5, 3.6).

Lax-Wendroff Solucién exacta

Figura 3.3: Método de Lax-Wendroff con 21 nodos por lado.



Capitulo 3. FEcuacion de adveccion en 241D en regiones rectangulares 73

Lax-Wendroff Solucién exacta

Lax-Wendroff Solucién exacta

Figura 3.4: Método de Lax-Wendroff con 41 y 81 nodos por lado.

El error en cada nivel de tiempo se calcula

1] 1 = D (ul; = UF)*A,
i

donde u? ;Y Ufj son el valor exacto y aproximado de la solucién respectivamente

calculado en el elemento 7, j y A;; es el drea del poligono definido

{13i+1,japi>j + LPZ - 17]7P27j - 1}
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/ (N
i
Al
A

i

me

81 x 81 Solucién exacta

Figura 3.5: Método Upwind con 21, 41 y 81 nodos por lado.

Los errores obtenidos con el método de Lax Wendroff se reportan en la tabla
(3.1), los del método Upwind en (3.2) y los del método de Lax-Friedrichs en (3.3).

Los resultados son analogos a los resultados observados en el capitulo 2. Aqui pre-

sentamos los resultados en 2D
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81 x 81 Solucién exacta

Figura 3.6: Método de Lax-Friedrichs con 21, 41 y 81 nodos por lado.



Capitulo 3. FEcuacion de adveccion en 241D en regiones rectangulares

Nodos Tiempo Error
0.2  3.008555x10~*
0.4 5.387705x 1073
21 0.6 7.309879x1073
0.8 8.891805x 1073
1.0 1.020865x 1072
0.2 1.447296x 1073
0.4 2.729422x 1073
41 0.6 3.872067x 1073
0.8 4.892973x 1073
1.0 5.800561x 1073
0.2 7.562112x10~%
0.4 1.465138%x1073
81 0.6 2.130476x1073
0.8 2.754137x1073
1.0 3.333816x10°

Cuadro 3.1: Tabla de errores con el método de Lax-Wendroff en 2D.

Nodos Tiempo Error
0.2 7.019662x 1073
0.4 1.362990x 1072
21 0.6 1.948806x 1072
0.8 2.436647x 1072
1.0 2.815871x 1072
0.2 7.012343%x 1073
0.4 1.361646x 1072
41 0.6 1.947070x 1072
0.8 2.434776x 1072
1.0 2.814100x 1072
0.2 6.998336x 1073
0.4 1.359086x 102
81 0.6 1.943770x 102
0.8 2.431228 x 1072
1.0 2.810752x 1072

Cuadro 3.2: Tabla de errores con el método Upwind en 2D.
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Nodos Tiempo Error
0.2 1.2944380x 1073
0.4 2.3536397x 1072
21 0.6 3.0480881 x 1072
0.8 3.3963072x 1072
1.0 3.5186051x 102
0.2 1.346361x1073
0.4 2.418625%x 1072
41 0.6 3.088032x 1072
0.8 3.405832x 1072
1.0 3.515564x 102
0.2 1.360092x 103
0.4 2.434810x 1072
81 0.6 3.096914x 102
0.8 3.407366x 102
1.0 3.514634x 1072

Cuadro 3.3: Tabla de errores con el método de Lax-Friedrichs en 2D.



Capitulo 4
Adveccion en Regiones Irregulares

Hasta ahora se ha trabajado con regiones regulares en 2D; sin embargo nos in-
teresa trabajar con regiones que, como en la naturaleza, no poseen una geometria

sencilla ni regular (ver 77).

Figura 4.1: Regiones irregulares.

4.1. Esquemas en Diferencias Finitas en el plano

Consideremos un problema eliptico de frontera definido en una regién plana {2

acotada y simplemente conexa

Lu = F (4.1)
u|5Q = Uy (4.2)
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donde
Lu = Augy + Bugy + Cuyy + Du, + Eu, (4.3)

Las funciones A, B,C, D, E, F dependen de las variables x,y y ug es el valor de la
funcién desconocida en la frontera de la region.

Ahora consideremos los conjuntos de puntos:

P:{p17p27"'7pM} (44->

en el interior de €2 donde se aproximaran los valores de la funcién, y

B = {pym+1,PM+2s -, PMAN }

en la frontera, donde los valores de u son conocidos.

Los esquemas de diferencias finitas en regiones rectangulares se derivan con facili-
dad del teorema de Taylor. Sin embargo, su aplicacién a regiones irregulares requiere
una malla convexa estructurada adecuada. Tratando de remediar este problema, las
regiones irregulares se aproximan por bloques de regiones rectangulares, pero en
muchos casos, esto genera que se pierda lo estructurado de la malla.

Un enfoque que preserva la forma del dominio esta dado por una transformacion
de coordenadas entre la regién fisica y un rectangulo que produce una ecuacion trans-
formada en éste ultimo, cuya soluciéon puede ser aproximada usando los esquemas
clasicos de diferencias finitas. Desafortunadamente, los cambios de coordenadas ex-
plicitos son inicamente conocidos para regiones simples, y esto es una gran limitacién
para el método.

Se pueden obtener esultados mas satisfactorios para regiones muy irregulares uti-
lizando diferencias definidas sobre mallas estructuradas generadas usando un método
variacional, el cual consiste en minimizar un funcional adecuado.

En la seccién (1.2.2) se dio una ligera nocién de lo que es una malla, lo que
facilito trabajar con los ejemplos anteriormente mostrados, sin embargo, ahora se
dara una definicién mas formal del concepto, particularmente, del mallado de una
regién en dos dimensiones [14, 15].

Sea 2 un dominio en el plano determinado por una regién simplemente conexa,

y 0f) una curva simple, cerrada y orientada positivamente; se puede generar en la
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mayoria de los casos un mapeo uno a uno de la regién 2 y su frontera a R, el

cuadrado unitario R2.

Haciendo uso del concepto de malla como el conjunto de puntos en R que cumplen
G={P,, |1 <i<m,1<j<n}, donde m y n son los nimeros de subintervalos
horizontales y verticales de la malla respectivamente; es posible dar la siguiente

definicién

Definicién 4.1. Decimos que un mallado continuo G(v,n) = (z(v,n),y(v,n)) sobre

una region Q0 € R? es una biyeccién continua
G:R—Q

con G(OR) = 09 donde R es el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1].

0 1 v 0 P

Figura 4.2: Descripcién grafica de la definicién (4.1).

En particular los llamados funcionales de area y suavidad se pueden utilizar para
generar mallas en una gran variedad de regiones simplemente conexas en el plano,

cuyas fronteras son curvas poligonales cerradas de Jordan con orientacion positiva.

Utilizando este tipo de mallas estructuradas, se han disenado algunos esquemas
para la discretizacion de las derivadas parciales directamente en la region fisica,
podemos mencionar por ejemplo, las obras de Steinberg, Shashkov, Hyman, Castillo

y Tinoco.
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4.2. UNAMalla

El sistema UNAMalla [10] es un paquete computacional en el que podemos apo-
yarnos para resolver de forma suficientemente eficaz el problema de generar mallas
convexas que describen regiones irregulares planas y acotadas.

El tipo de mallas que se generan al trabajar con este programa son en su may-
oria estructuradas y légicamente rectangulares, dos caracteristicas muy ttiles que
nos facilitan el calculo y producen buenos resultados cuando buscamos la solucién
numérica de Ecuaciones Diferenciales Parciales por el método de Diferencias Finitas
[4, 16].

4.3. Esquemas en diferencias finitas para operadores

lineales

Para aproximar el operador lineal béasico de segundo orden

Lu = Auy, + Bug,, + Cuyy + Duy + Euy + F (4.5)

en el punto py usando aproximaciones a los valores de u en algunos puntos vecinos
D1, - - - g de po, ver Fig(4.3), se usa un esquema en diferencias finitas, el cual se puede

escribir como la combinacién lineal

Lo = Tou(po) + I'iu(pr) + - - - + Tyulpy) (4.6)
con I'g,I'y, ..., I, constantes.
. © : . *pa
- * m
. e PO =
® * P2 .

Figura 4.3: Distribucién arbitraria del punto pg y sus vecinos.
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Este esquema es consistente si
[Lu)p, — Lo — 0

cuando py,...,p, — po [8]. Usando los primeros seis términos de la expansién en

serie de Taylor, hasta segundo orden, de la condicién de consistencia se obtiene el

sistema

1 1 1 F(po)

Ly
0 Ax Az, r D(po)

1
A . A E

0 U1 . Yq , I, _ (Po) (4.7)
0 (Az)® ... (Ax,) : 2A(po)
0 AzAy; ... Az Ay, F B(po)
0 Ap? .. (Agy? )\ T 2C(p0).

donde Az; = z; — 20, Ay; = yi —yo vy pi = (24,y:)"; el cual tiene 6 ecuaciones y
q + 1 incégnitas, lo cual nos quiere decir que en la mayoria de los casos no esté bien

determinado.

4.4. Efecto de la geometria de la malla

Consideremos el problema de obtener una aproximacién a la solucién de la

ecuacion de adveccion

ou ou ou
E+a%+b8_y = 0 en [0,7]%x9Q, abeR (4.8)

u(z,y,0) = g(z,y)
u(x7y7t)|51 = h(x7y7t)

usando el método de diferencias finitas, donde {2 es un dominio plano simplemente
conexo del plano y 02 es un poligono de Jordan positivamente orientado, tal que
0f) = S; U S,, donde S; y Sy son arco-conexos.

Para lograr este objetivo, consideramos el operador lineal de segundo orden

Lu = Auy, + Bugy + Cuyy + Duy + Euy, + Fu, (4.9)
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Figura 4.4: Dominio 2 con fonteras 02 = L U B.

el cual aproximamos en el punto py usando aproximaciones de los valores de u en
algunos puntos vecinos po, ..., p, de po; para este propdsito usamos un esquema en

diferencias finitas para pg, que es una combinacién lineal
Lo =Tou(po) + T'1(p1) + -+ - + Ty(py)- (4.10)

Nuestro objetivo es aproximar L en el punto py de la malla. Decimos que el

esquema anterior es consistente si
[Lu)p, — Lo — 0

cuando py,...,p, — 0 [17].

Usando los primeros seis términos de la expansion de Taylor hasta segundo orden,

la consistencia requiere que satisfaga el sistema matricial

11 1 r F(po)
0 Az ... Az, r, D(po)
0 Ay S Ay, 2 r, | - E(po) . (411)
0 (Azy)” ... (Az,) : 2A(po)
0 AziAy; ... Az,Ay, ] B(po)
0 (Ap)? ... (Ayy)’ b 2C (po)
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Como puede apreciarse este sistema tiene 6 ecuaciones y ¢ + 1 incégnitas, por lo
que al usar una malla de 3 x 3 (i.e. una malla estructurada con 9 nodos por lado),
obtenemos un sistema sobredeterminado el cual en general no tiene solucién; asi que
optamos por resolverlo en el sentido de minimos cuadrados. Esto se puede hacer de
una manera no iterativa considerando las ecuaciones normales del sistema formado

por las ultimas 5 ecuaciones

Axy o Az r, D(po)

Ay o Ay, r, E(po)

(Azy)? .. (Az,)? : =1 2A(po) |, (4.12)

Az Ay, ... Az, Ay, F B(po)

(Ay)? .. (Ay,)? 1 2C (po)
y usando la factorizacién de Cholesky para obtener I', ..., I';. Ahora, para calcular
[’y usamos la primera ecuacién de (4.11)

Ty= Ty —-—T, + Flpy). (4.13)

El resultado que se obtiene es el conjunto de coeficientes que se requieren para
definir el esquema (4.10) Ver[2]. Queremos aplicar esta aproximacién al esquema de
Lax-Wendroff para la ecuacién (4.9) usamos la regla de la cadena para obtener las

derivadas parciales de u con respecto a t

o ou o
ot “or oy’
9%u , Pu  ,0%u

_ — aq” —— ;
ot? 0xy Oy?
y sustituimos éstas derivadas parciales en la expansién en serie de Taylor

Ou 10%u,
u(z, t + At) = u(z,t) + aAt + §E(At) +--- (4.14)
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de manera que obtengamos la expresién

u(z,t + At)

ou ou (At)? [ ,0u? 0%u , 0%
= t —A - - 419 -
u(w,)+{ t(a$+b y)+ 5 (a $2+ abxy+b " +

i-1j-1

Figura 4.5: Estilo Upwind

Vamos a aplicar el esquema definido por las ecuaciones (4.12) y (4.13) al operador

du  Ou (At)? [ ,0%u Pu 0%
—At|a=— +b— 2ab b ; 4.15
(a(?x + 8y) T\ Ox? +ea 0xdy + oy )’ (4.15)
los coeficientes resultantes I'y, . . ., I', definen el esquema modificado de Lax-Wendroft

de la siguiente manera:

q
qul = qu + Z Fk(u(b s 7uq>u27 (416)
k=0

donde el superindice representa el nivel de tiempo.

Este esquema puede ser usado con mallas tanto estructuradas como no-estructuradas;
puesto que nos interesan estas tltimas, podemos aprovechar la estructura légica dada
por el par de indices en la malla G = pm~|1 <i<m,1<j <myusamos un ‘estilo

upwind’para obtener el nodo de la malla p; ; con el esténcil mostrado en la (77?)
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ultt = U?J + PO(i7j>qu + Fl(iaj)u?—l,j + F2(i7j)u?,j—1 + F3<iaj)u?—1,j—17 (4'17>

)

donde u;; es la aproximacion a U en el nodo 1,7 de la malla y el nivel de tiempo n,
1<i<m,1<j<k,n>0. Tomando en cuenta la expresiéon anterior y que F' =0

en (4.9), se tiene el siguiente teorema

Teorema 4. FEl esquema en diferencias

ultt = (1 +To(i, g +Ta(i, gy + Do, j)uf; ) + Ds(i, j)uij—

]

es estable cuando las condiciones

1+To(i,7) > 0
[y(i,7) > 0
[y(i,j) > 0
I3(4,j) = 0

se satisfacen Vi, j

Demostracion. Puesto que

i< (L4 To(i, ) [l | + Da(iy ) [uly ]
+T2(7, J) [wija|™ + s, ) [uiy ;4|
< (L+To(i,7) +Tu(i, 5) + Tali, §) + Ts(i, 7)) sup |ug;

173
_ n
= sup |Uz] )
i?j

de lo que concluimos que

l e < el
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donde

1.

[u™|| o = sup{lui;
[2¥}

4.4.1. Esquema propuesto

La pregunta natural que surge es: jen qué mallas se satisfacen las condiciones del

teorema anterior? Se propone una solucién, basada en dos requerimientos:

ab > 0 (4.18)
AX; AY; > 0 (4.19)

El primer requerimiento es necesario para que el problema sea bien planteado; el
segundo estd motivado por lo siguiente: el sistema (4.12) para la ecuacién (4.9) se

escribe como

F() + Fl + FQ + F3 =0
FlACL'l + FQAZIZ’Q + P3A$3 = —alt
1Ay + TeAys + T'3Ays = —0AL

retomando las condiciones del teorema anterior son

14Ty > 0
Ii; > 0,

por lo tanto si Ax;, Ay; > 0, entonces
FQ(Al’l Ayg) + Fg(A.’Bl Ayg — A.Z'g Ayl) = At(CZAyl — bAZL'l)
luego hacemos,

(Axl Ay2) = y (Aﬂfl Ays — Axg Ayl) = Oy
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Figura 4.6: Cuadrilatero que representa alguna celda de algiin mallado G

donde «; es el drea orientada del A; (4.6), con lo que obtenemos
arly + agl's = At(aAyl — bA.CEl) > 0,
de tal modo que

alAy; —bAz; > 0 (4.20)
—alt < FQAQZ'Q -+ F3AQ?3 (421)

bajo las hipdtesis (4.18), (4.19), estas son las condiciones para lograr estabilidad.
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CAB HA

Mi uc

Figura 4.7: Dominios

4.5. Ejemplos numéricos

Ejemplo 6. Usaremos el esquema modificado de Lax-Wendroff con mallas de 21 x 21

y 41 x 41 nodos, usaremos las regiones de prueba denotadas con los nombres MIC,

CAB, HA, UC (ver 4.7).

Se usaron distintas funciones en cada dominio antes mencionado como condiciones
iniciales y condiciones de frontera de acuerdo a la geometria de cada regiéon de manera
que se intento que el pulso que describe cada una de las funciones iniciara en el centro

de la regiéon a la que se le esta aplicando. Las funciones son las siguientes:

MIC:

u(x,y, t) =02 6((—(1—0,4—0,115)2—(y—0,25—0,1t)2)/0,01)7
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CAB:

u@,’ n t) =02 e((f(xfO,SfO,lt)2f(y70,370,1t)2)/0,01)’
HA:

u(:v, n t) =02 e((f(mfo,4570,1t)27(y70,570,1t)2)/0,0)1’
UcC:

u(:c, v, t) =02 e((f(m70,570,1t)27(y70,370,1t)2)/0,01)_
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A continuacién se muestran los errores obtenidos al hacer las aproximaciones

usando las regiones con las respectivas funciones antes descritas, asi como las gréaficas

que corresponden a cada dominio con 21 y 41 nodos por lado para un tiempo ¢ = 1.

Nodos Tiempo

Error

0.2
0.4
21 x 21 0.6
0.8
1.0

2.373896x 1073
4.293898x10~°
5.870235x 1073
7.181950x 1073
8.282665x 1073

0.2
0.4
41 x 41 0.6
0.8
1.0

1.256044x 1073
2.359389% 1073
3.332563x 1072
4.195181x 1073
4.960990x 1073

Cuadro 4.1: Errores para el método explicito de los cuatro puntos con MIC.

Nodos Tiempo

Error

0.2
0.4
21 x 21 0.6
0.8
1.0

1.997677x10~*
3.638061x10~*
5.007757x10~*
6.159534x 103
7.114718x107?

0.2
0.4
41 x 41 0.6
0.8
1.0

1.053611x1073
1.998247x 1073
2.849324x 1073
3.615975x 1073
4.297455%x 1073

Cuadro 4.2: Errores para el método explicito de los cuatro puntos con CAB.
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Nodos Tiempo Error
0.2 2.219519x1073
0.4 4.042284x 1073

21 x 21 0.6 5.576368x 1073
0.8 6.893969x 1073
1.0 8.039294x 1073
0.2  1.157349x1073
0.4 2.205029x1073

41 x 41 0.6 3.162743x 1073
0.8 4.045245%x 1073
1.0 4.860791x 1073

Cuadro 4.3: Errores para el método explicito de los cuatro puntos con HA.

Nodos Tiempo Error
0.2 1.518484x1073
0.4 2.807900x 1073

21 x 21 0.6 3.914096x 1073
0.8 4.858732x 1073
1.0 5.652830x 1073
0.2 7.611643x10~%
0.4 1.446097x1073

41 x 41 0.6 2.065019%x 1073
0.8 2.621579x1073
1.0 3.112201x1073

Cuadro 4.4: Errores para el método explicito de los cuatro puntos con UC.
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LS
7N
4511‘0““\{%\

ZLN

21 x 21 41 x 41

Figura 4.8: Comparacion de los resultados del método explicito de 4 puntos con MIC.

21 x 21 41 x 41

Figura 4.9: Comparacion de los resultados del método explicito de 4 puntos con CAB.
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21 x 21 41 x 41

Figura 4.10: Comparacién de los resultados del método explicito de 4 puntos con HA.

21 x 21 41 x 41

Figura 4.11: Comparacién de los resultados del método explicito de 4 puntos con UC.



Capitulo 5
Conclusiones

El estudio de la aproximacion de la solucion de la ecuacién de adveccién en re-
giones irregulares fue el tema central de esta tesis, pero para ello se trabajé también
con regiones regulares en 1D y 2D, que nos ayudé a tener mas material de compara-
cion y asi tener un estudio mucho mas completo.

Como se vio, para hacer la deduccién de los esquemas en diferencias finitas,
usamos como base la expansion en serie de Taylor, que tedricamente son sencillos de
trabajar; si bien, se necesita mas teoria y manejo algebraico, la aplicaciéon de manera

natural del Teorema de Taylor, nos permite que los esquemas sean mas accesibles.

La estabilidad es de suma importancia al emplear los esquemas, de no manten-
er dicha estabilidad, los resultados se vuelven imprecisos; pero al tener un manejo
cuidadoso de esquemas estables, vimos que aunque hicimos variaciones en los datos
de entrada como por ejemplo las distintas velocidades que se emplearon, las aprox-
imaciones a la solucién real se mantuvieron con buena precision, ain cuando se
trabajo con distintos métodos, con diferente nimero de nodos en las mallas que se
usaron para aproximar la solucion en las regiones elegidas en distintas dimensiones
(1D y 2D) y en regiones (regulares e irregulares).

La ecuaciéon de adveccién en 2D en regiones regulares es un esquema poco estudi-
ado, sin embargo, aqui se ha logrado aproximaciones satisfactorias ya que muestran
que, ademds de ser estables, tienen buena precision como se vio en el capitulo 3. En
general es posible ver que los esquemas propuestos en regiones regulares en el caso

1D y 2D, se aplican de manera satisfactoria en diversos tipos de mallas que aunque

95
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se haga un refinamiento de estas, se producen resultados cercanos a los esperados.
En el caso de la ecuacion en regiones irregulares, vimos que se debe tener especial
cuidado en el tratamiento de las regiones, por ejemplo el Teorema de Taylor no
se puede aplicar de forma directa como se hizo en regiones rectangulares ya que
es necesario de una malla convexa estructurada adecuada, lo cual conyeva a otros
problemas. Sin embargo, los esquemas que nos propusimos estudiar atin cuando se
tienen ciertas limitantes al trabajar con mallas no-estructuradas, al usar un método
variacional se obtuvieron resultados satisfactorios, muy cercanos a la solucion real,

con una muy buena precision.



© 00 N O Ot W N~

N T e e e e e
S © 00 N O Ut xR WD = O

Apéndice A
Caddigos

El siguiente programa fue usado para obtener los resultados mostrados en el
capitulo 2, disefiado con ayuda del lenguaje de programacién MATLAB® [11]. La
finalidad del programa es aproximar la solucién de la ecuacién de adveccién en 1D,

usando el esquema Upwind.

7 S
function [v,c]=advectionUp (m,n,a,T)

%m representa el nimero de puntos en la malla en la posicion de los nodos en el eje X .
% n representa el nimero de puntos en la malla en la posicion de los nodos en el eje T .
% a es la velocidad de adveccion.

% T es el tiempo.

dx = 1/m;
dt = T/n;
% Recordemos que ¢ < 0,5; donde c es la condicién de estabilidad.
c=axdt/dx;
y=dt:dt:T;
% Condiciones a la frontera.
x=0:dx:1;
v(1l,:) =sin(x); %f(z,0)
v(2:n+1,1) = —sin(axy); %h(0,t)
v(2:n+1m+1) = sin(l—axy); %h(1,t)
% Llenado
for i=1:n

for k=2:mm

% Esquema en diferencias.

97
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21 v(i+1l,k)= v(i,k) — cx(v(i,k) — v(i,k=1));
22 end

23| | end
S

S

Cédigo A.1: Ecuacién de adveccién en 1D

El siguiente programa fue usado para obtener los resultados mostrados en el

capitulo 2, para resolver la ecuacién de adveccion en 1D con el método de Lax-

Wendroff.
I3 J

1|| function [v,c]=advectionLW (m,t ,a)

2|| %m es el numero de nodos en la malla en el espacio.

3| %t eselnimero de nodos en la malla en el tiempo.

411 % a es la velocidad de adveccion.

5

6| close all

7

8||T = linspace (0,5,t); % Se hace la malla en el tiempo

9|/|x = linspace (0,2xpi,m); % Se hace la malla en el espacio

10| dt = T(2) — T(1); % Se calcula dt con respecto a la malla en el tiempo T
11| dx = x(2) — x(1); % Se calcula dz con respecto a la malla en el espacio x
12||v = zeros(m,t); % Se inicializa la matriz de v, por cuestiones de velocidad.
13

14)| ¢ = axdt/dx/2; % c es el nimero de Courant

15

16|| % Condicion inicial

17|| for i = 1:m

18 v(i,1) = sin(x(i) —axT(1));

19|| end
20
21| % Condiciones de frontera
22|| for k = 1:t
23 v(1l,k) = sin(x(1) — axT(k));
24 v(m,k) = sin(x(m) — axT(k));
25|| end
26
27|| % Método de Lax-Wendroff
28|| for k = 2:t
29 for i = 2:m-1
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v(i,k) = v(i,k=1) — ce*x(v(i+1,k=1)—v(i—-1,k=1)) + (c¢"2/2)*(v(i
+1,k—1)—2+v(i,k—1)4v(i—1,k—1));
end
end
% Graficamos la solucidn
for i = 1:20:¢

plot (x,v(:,1));
axis ([0 2xpi —1 1])
pause (0.1)

end

end

Cédigo A.2: Ecuacién de adveccién en 1D

El siguiente programa fue usado para obtener los resultados mostrados en el
capitulo 3, disefiado con ayuda del lenguaje de programacién MATLAB® [11]. La
finalidad del programa es aproximar la solucién de la ecuacién de adveccion en 2D,

usando el esquema Lax-Wendroff.

7 S
function [U,Ul] = Ad2D(x,y,t,f,a,b)

close all
% Se inicializan las variables
[m,n] = size(x);

nt = length(t);

dt = t(2)—t(1);

Ul = zeros(m,n,nt);
dx = x(1,1) — x(2,2);
dy = y(1,1) = y(2,2);

% Llenamos con la condicidn inicial
for i = 1:m
for j = 1:n
UL(i,j 1) = £([x(i,3),y(i,3)].t(1),a,b);
end

end

% Condiciones en la frontera
for k = 2:nt
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for i = 1:m

Ul(i,1,k) = f([x(i,1),y(i,1)],t(k),a,b);
end
for j = 2:n

UL(1,j,k) = £([x(1,j),y(1,j)],t(k),a,b);
end

end

% Llenado de los nodos interiores
U = Ul;
for k = 2:nt
for i = 2:m
for j = 2:n
% Esquema en diferencias.
U(i,j,k) =U(i,j,k—-1) — ax(dt/dx)*(U(i-1,j,k=1)-U(i,j,k-1))
— bx(dt/dy)*(U(i,j—1,k=1)-U(i,j,k=1));
end
end

end

for i = 1:50:nt
surf(x,y,U(:,:,1));
axis([—.15 1 —1 2 -1 2])
view (3)
pause (0.1)

end

end

Cédigo A.3: Ecuacién de adveccién en 2D con el método de Lax-Wendroff

El siguiente programa fue usado para obtener los resultados mostrados en el
capitulo 4, disefiado con ayuda del lenguaje de programacién MATLAB® [11]. La
finalidad del programa es aproximar la solucién de la ecuacién de adveccion en 2D,
usando el método de Lax-Wendroft programado de manera explicita con el esquema

de 4 puntos.

I's NI
% Se inicializan las variables
% Es importante revisar que la matriz coincida con los limites de la malla.




3‘ ‘ % Cuenta con ambas versiones para calcular las gammas, la versién donde se resuelve el sistema ‘ ‘

© 00 J O Ot =

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

Apéndice A. Codigos

de ecuaciones y la version donde se tienen las formulas explicitas.
% La llamada al método se hace:

% U = wendroﬁg (x7 y’.f? a} b? t,gr]”’ graf);

% Argumentos de salida

% U: Matriz U con la aprozimacion final de la funcion.
%Argumentos de entrada

% =, y : Coordenadas de los puntos de la malla

% f: Funcidén para la condicidn inicial y de frontera.

% a, b : Velocidades de movimiento del pulso de la funcidn f.
% Los valores por defecto de a y b son .1

% t : Vector con los diferentes niveles de tiempo.

% El valor por defecto de t es 0:1/1023:2;

% gr : Se utiliza para elegir la manera del cdlculo de Gammas.
% 0 : Cdleulo cldsico de Gammas (valor por defecto).
% 1 : Cdlculo con férmulas explicitas.

% graf : Se utiliza para elegir si se grafica o no.

% 0 : No se grafica (valor por defecto).

% 1 : 87 se grafica.

function U = wendroffgd (x,y,f,a,b,t,gr,graf)
tic

close all

switch nargin

case 3
a = .1;
b= .1;
t =0:1/1023:2;
gr = 0;
graf = 0;
case 4
b= .1;
t = 0:1/1024:1;
gr = 0;
graf = 0;

case 9
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t = 0:1/1024:1;

gr = 0;
graf = 0;
case 6
gr = 0;
graf = 0;
case 7
graf = 0;
end
[m,n] = size(x);
nt = length(t);
dt = t(2) — t(1);
Ul = zeros(m,n,nt);

Gamma = zeros(m,n,4) ;

% Primero llenamos k=1 con condiciones iniciales
for i = 1:m
for j = 1:n
UL(i,j,1) = £([x(i,§),y(i,3)].t(1),a,b);
end

end

% Ahora llenamos con condiciones de frontera
for k = 2:nt
for i = 2:m
Ul(i,1,k) = f([x(i,1),y(i,1)],t(k),a,b);
end
for j = 2:n
UL(1,5 ) = £([x(1,3),y(1,)],t(k) a,b);
end

end

% Calculamos las Gammas
if gr = 0
for i = 2:m

for j = 2:n

dx = [X(i_lvj)_x(i 7.]) 7X(i—1,j—1)—X(i,j) ?X(i ,j—l)—X(i >j)]§

dy = [Y(i_laj)_Y(i 7.]) 7y<i_1?j_1)_y<i ’J) ’y(i aj_l)_Y(i 7.])

] .

b




81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106

107

108

109

110

111

112

113

114

Apéndice A.

Codigos

103

end
end

else

M= [dx ; dy ; dx.xdx ; dx.xdy ; dy.xdy];

YY = pinv(M)*[—axdt —bxdt (axdt) 2 axbxdt 2 (bxdt) " 2]’;

Gamma(i,j,:) = [-sum(YY);YY];

% Nuevas maneras de calcular los Gammas

for 1 =

for

h2"2xt2)

k3%h3) "2

end

2:m

j = 2:n

bl = x(i—1,§)—x(i,})
h2 = x(i—1,j—1)—=x(i,]);
b3 = x(i,j—1)-x(i,});
K= y(i-1,j)-y(i,j);
K2 = y(i-1,j-1)-y(i,j):
K3 = y(i,j-1)-y(i,j);

sl = (h2xk3—h3xk2) /(hlxk2-h2xkl);
$2 = (h3xkl-h1xk3) /(hlxk2—h2xkl);
al = —axdt;

be = —bxdt;

ga = (axdt) " 2;

de = axbxdt " 2;

et = (bxdt) "2;

t1 = (alxk2—bexh2) /(hlxk2—h2xkl);
t2 = (—alxkl+bexhl) /(hlxk2—h2xkl);
Gamma(i,j,4) = ((hl1°2%sl + h2°2%s2 + h3"2)x(ga — hl"2xtl —
R
(k1xhlxsl + k2%h2xs2 + k3xh3)*(de — klxhlxtl — k2xh2xt2
(k172%s1 + k2°2%s2 + k3°2)*(et — k1 2xt1 — k2°2%t2))/
((h1°2%sl + h2°2%s2 + h3°2)°2 + (klxhlssl + k2xh2ss2 +
+ ...

(k1°2xs1 4+ k272xs2 4+ k372)"2);
Gamma(i,j,2) = slxGamma(i,j,4) + t1;
Gamma(i,j,3) = s2*Gamma(i,j,4) + t2;
Gamma(i,j,1)

— Gamma(i,j,2) — Gamma(i,j,3) — Gamma(i,j,4)




115
116
117
118
119
120
121
122
123
124

125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140

Apéndice A. Codigos 104

S

% Llenamos ahora los nodos interiores
for k = 2:nt
for i = 2:m
for j = 2:n
U(i,j,k) =U(i,j,k-1) + Gamma(i,j,1)«U(i,j,k—1) + Gamma(i,j
2)%U(1—1,j  k—1)+...
Gamma(i,j,3)«U(i—-1,j—1,k—1)+Gamma(i,j,4)*U(i,j—1,k—1);
end
end
end

toc

% Hacemos la grdfica
if graf =1
for i=1:50:nt
surf(x,y,U(:,:,1));
axis([0 1 0 1 —.02 .2]);
view (3) ;
pause(0.01)
end
end

end

4|

Cédigo A.4: Ecuacién de adveccién en 2D con el método de Lax-Wendroff en regiones

irregulares
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