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Resumen

Resumen

Construimos ultrapotencias de niimeros naturales con ultrafiltros sobre con-
juntos numerables, los dotamos con estructura para interpretar el lenguaje
saturado de la aritmética entonces analizamos las condiciones para que exis-
ta un encaje elemental entre ellas, trabajamos con una sucesion creciente
de ultrapotencias ordenadas por sus encajes elementales para crear un sub-
modelo de la ultrapotencia que acota a la sucesién tal que este no es una
ultrapotencia. Mostramos las condiciones necesarias para obtener un auto-
morfismo no equivalente con la identidad. Analizamos la cardinalidad de las
ultrapotencias y tomando la teoria de tipos encontramos que las ultrapo-

tencias son wj saturadas.

palabras clave:

Ultrafiltro, ultrapotencia, modelo.

Abstract

We'll build ultrapowers of natural numbers with ultrafilters over countable
sets, equip them with a structure to interpret the saturated arithmetic’s
language, then analyze the conditions for the existence of a elementary em-

bedding between them, we work with an increasing ultrapower’s sequence



ordered by their elementary embedding to create a submodel of the ultrapo-
wer which limits the sequence such that this is not a ultrapower. We show
the necessary conditions for have an automorphism not identity We analyze
the cardinality of ultrapotencias and taking the type theory we find that

ultrapowers are w; saturated.

Keywords:

ultrafilters, ultrapower, model.
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Las dos cosas mas bonitas del mundo son las mujeres y las matematicas...

a las primeras aun no hay quien les entienda.

J. Mojica.

No hay libro tan malo que no tenga algo bueno

Bachiller Sansén Carrasco (4)
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Capitulo 1

Introduccion

La operaciéon de wultrapotencia permite construir modelos, a partir de un modelo
dado. Tales modelos preservan las verdades del modelo original (en cierto lenguaje
restringido) y teniendo cierto cuidado resultan no ser isomorfos.

En este trabajo se estudian las ultrapotencias de N, el modelo estiandar de la
aritmética y se analiza lo que la Teoria de Modelos clasica tenga que decir sobre ellas,

entendida segtin Chang y Keisler.
Teoria de Modelos = Algebra Universal + Légica Matematica

Este trabajo esta dividido en dos capitulos, el primero presenta los conceptos pre-
liminares para desarrollar la teoria de modelos, y si bien no podria decir que es rico en
ejemplos tampoco adolece por falta de ellos. Comenzamos con lo més fundamental de la
l6gica, las definiciones de lenguaje y modelo, los términos y la definicién recursiva de las
férmulas, preceden a la presentacién del concepto de verdad para las férmulas brindado
por Tarski, esto junto con los conceptos de teoria y consistencia sella las definiciones
mas importantes para la légica y se finaliza con el teorema de compacidad. Después de
esto entramos de lleno en la teoria de modelos, definiendo los encajes, subestructuras y
sus respectivas versiones elementales, finalizamos esta seccion hablando sobre cadenas
de modelos. Para seguir, definimos los filtros y ultrafiltros, presentamos sus principales
caracteristicas como que un conjunto con la propiedad de la interseccién finita genera
un filtro propio y este a su vez, esta contenido en algin ultrafiltro, analizamos ordenes
para estos conjuntos: la contencién para los filtros, por su naturaleza esto no aplica pa-

ra ultrafiltros en cambio para ellos tendremos el orden de Rudin-Keisler. En la tercera
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seccion finalmente construimos los ultraproductos para ello definimos una relacién de
equivalencia para funciones, auxiliados de un ultrafiltro, las ultrapotencias son un caso
particular de los ultraproductos ambos son modelos y como tales interpretan un lengua-
je y mas aun las formulas de este tienen un valor de verdad sobre ellos, nos servimos del
teorema de Los para esta cuestién. El capitulo finaliza con una 1til herramienta para
discriminar ciiando una subestructura lo es de manera elemental sin tener que aplicar

directamente la definicion, el test de Tarski-Vaught.

En el capitulo final trabajaremos sélo con ultrapotencias de ntimeros naturales con

ultrafiltros sobre conjuntos numerables.

Comenzamos mostrando que cada clase de una funcién [f]y tiene asociado un ul-
trafiltro f(U) lo que nos permite construir nuevos ultrafiltros a partir de uno existente,
también analizaremos los homomorfismos y estudiaremos las condiciones para obtener
un encaje, se muestran que al usar ultrafiltros principales la ultrapotencia obtenida es
isomorfa a los naturales. Otro resultado es que dados V y U ultrafiltros en N y tales que
V <grr U entonces [ [y N esta elementalmente encajada en [ [, N. Después construimos
subestructuras de una ultrapotencia y estudiamos el caso en el que pueden y no ser

ultrapotencias también.

El siguiente tema es referente a los automorfismos y si bien este tépico resulta senci-
llo hablando de niimeros naturales las ultrapotencias nos cuentan una historia diferente,
en ellas al tomarlas sobre ultrafiltros no Hausdorff en ellas se podrian llegar a tener

automorfismos no equivalentes a la identidad.

Hablando de la cardinalidad de las ultrapotencias obtenemos que son numerables,

en el caso de ultrafiltros principales, o bien el continuo.

Nuestros ultimos cuestionamientos nos llevan a la teoria de tipos y obtenemos que
dado un lenguaje numerable y un n-tipo sobre él podemos encontrar una ultrapotencia
tal que realice al n-tipo. El tltimo resultado obtenido es que las ultrapotencias son w;

saturadas.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Lenguajes y Modelos

En la vida cotidiana el lenguaje nos permite lanzar al mundo expresiones. Podemos
decir por ejemplo: “la noche esta estrellada, y tiritan, azules, los astros a lo lejos” (11)
una expresion puede entenderse de maneras diversas lo que enriquece la literatura, pe-
ro como no nos interesa la poesia sino las matematicas, usaremos lenguajes de primer

orden para representar estructuras también llamadas modelos.

Los lenguajes de primer orden constan (dependiendo del autor) de simbolos para
funciones, relaciones y elementos distinguidos, a lo largo del capitulo definiremos como

interpretarlos mediante los modelos.
Definicion 2.1.1. Diremos que un lenguaje £ estd dado por:

1. Un congunto F de simbolos de funcion y un entero positivo ny para cada f € F

llamado aridad,

2. un conjunto R de simbolos de relacion y un entero positivo nr para cada R € R

que nos indica que trabajamos con una relacion ng-aria,
8. un conjunto de constantes C,

4. el simbolo de igualdad.

5. conectivos logicos

- (negacion), y
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A (conjuncion),

6. cuantificadores

3 (existencial),

7. variables

y finalmente

8. simbolos de puntuacion
(), (paréntesis y coma)

los cuales nos auxiliaran para hacer mds facil nuestra comprension de las formu-

las.

Los simbolos de funcion pueden ser llamados letras funcionales, andlogamente suce-
de con los simbolos de relacion aunque adicionalmente a estos se les puede llamar letras
predicativas. Cualquiera de los conjuntos F, R o C pueden ser vacios, los elementos de

la definicion anterior desde el nimero cuatro serdn parte de todos los lenguajes.
Ejemplo 2.1.2. 1. El lenguaje de los anillos quedard representado asi:
L= <+’ - 9, 0, 1>

donde 4+, — y o son simbolos de funciones binarias y tanto 0 como 1 son constan-

tes, y
2. el lenguaje para anillos ordenados puede denotarse asi:
Lar =L U{<}
con < un simbolo de relacion binario.

Definicion 2.1.3. Una £ — estructura M o modelo se forma con:
1. Un conjunto no vacio M llamado el universo,
2. una funcion fM: M™ — M para cada f € 7,

3. un conjunto R™ C M™% para cada R € R, y
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4. un elemento C™ € M para cada c € C.

Nos referiremos a los simbolos f, RM, C™M como las interpretaciones de los simbolos

f, R,C y denotamos a la estructura asi
M= (MR CMN:. feF ReR Cee).

Cuando el contexto sea claro omitiremos la parte f € F R Ry C € C.

Dado un lenguaje £ y dos £ — estructuras N y M diremos que N y M son sus

respectivos universos.

Las expresiones o sucesiones de simbolos que se interpretan como objetos en un

universo son los “términos” que se definen a continuacion:
Definicion 2.1.4. Llamaremos términos a:
1. Las variables y las constantes.

2. Sity,...,t, son términos y f es un simbolo de funcion n—ario entonces f(ty, ..., ty)

es un término.

Ejemplo 2.1.5. Recordemos como definimos el lenguaje L, = (+,—,9,0,1) para este
0,1
son términos ya que ambas son constantes del lenguaje. Sean t1 y toy términos entonces
o(t1,(—(t2,1))) es un término, asi como

o(1,(+(1,1)))

consideremos una L -estructura
M - <N7+7 _7.707 1>
entonces podemos pensar en el término o(1, (+(1,1))) como el elemento 2, por otro lado

o(t1, (=(t2,1)))

nombra a una funcion dada por

(z,y) = o(z,(=(y,1))).
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En el ejemplo anterior, notamos la utilidad de los simbolos de puntuacién. A partir

de ahora usaremos la notacién usual al referirnos a la suma y la multiplicacién.

Ahora que tenemos nocién de lo que es un término, veamos como es que estos

pueden ser interpretados,

Definicion 2.1.6. Sean M una L-estructura y t un término construido usando las

variables

V= (1)1, vy Upn)
su interpretacion nos brinda esta funcion

oM™ M
tomemos

a=(ay,...am) €M
recursivamente definiremos
t"(a)

la interpretacion de t en M bajo a de la siguiente manera:

1. Sit es un simbolo de constante ¢, entonces

2. sit es la variable v; tendremos

3. sit es el término f(sl,...,snf) donde f es una letra funcional y s1,...,Sp, Son

f
términos, entonces

(@) = (s1'(@), ... s, (a)).

Ejemplo 2.1.7. Sea

L={f9g0)
donde tanto f, como g, son simbolos de funciones binarios y ¢ es una constante, tenemos
que los siguiente son términos

t1 = g(v1,c)
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ta = f(v1,9(ve,c))

consideremos la siquiente L-estructura

M= (R, +,e,0)
en este caso tenemos que
=+
g =
M=0

al interpretar los anteriores términos bajo ay,as € R tendremos
tjlw(al) =ay e 0
t;v[(al,az) =ai + (ag ° 0).

Usamos el lenguaje £ para crear formulas que describan propiedades de las £ —
estructuras. Las formulas son cadenas construidas con simbolos de £, las variables
v1, V2, ..., €l simbolo de igualdad =, los conectivos logicos A, -, los cuantificadores 3 y
paréntesis (, ). Las férmulas se construyen en dos etapas: primero las atémicas y luego

el resto recursivamente, a continuacion las presentamos formalmente.
Definicion 2.1.8. Una férmula atémica ¢ en un lenguaje £ es de la forma:
1. t = s donde t y s son términos, o
2. R(ty,...,tn), donde R es una letra predicativa con aridad n y ty,...,t, términos.

El conjunto de L-formulas es el conjunto mds pequenno W tal que contiene a las atomi-

cas y en el que se cumple:

1. Si ¢ esta en W entonces —¢ esta en W,
2. si ¢y estan en W entonces (¢ A1) estd en W y finalmente
3. st ¢ esta en W, entonces Fv;p esta en 'W.

Ejemplo 2.1.9. Para el lenguaje L, las siguientes son L,.-formulas

1. (1)1:0/\1)1>O)



2. PRELIMINARES

2. 31)2(’02 ® V) = Ul)
3. Yvg(vy @ 1 = vy).

Diremos que una variable v es libre en la férmula ¢ sino es alcanzada por algun

cuantificador de otra manera diremos que es acotada.

Ejemplo 2.1.10. Considerando las variables vi y vo del ejemplo anterior
1. vy es libre en las dos primeras formulas.
2. vy es acotada en todas sus apariciones.

Definicion 2.1.11. Llamaremos enunciado a una L-formula sin variables libres.

La notacion
¢(U1, ...,’Uj)

significa que ¢ tiene a vy, ...,v; como variables libres.

Retomando el ejemplo 2.1.9 la primera férmula asegura que v; > 0, la segunda que
v1 es un cuadrado, la siguiente que cada elemento diferente de cero tiene un inverso
multiplicativo y la ultima nos dice que cualquier elemento multiplicado por la unidad
nos resulta el mismo elemento. Supongamos que estas son férmulas del lenguaje £, y

preguntémonos cuando estas son verdaderas en la L,,.-estructura
(Z,4,—,0,<,0,1)
= Si v1 = 0 entonces la primer férmula es verdadera,
= la segunda es verdad para 9, pero no lo es para 3,
= en el caso de la tercera es verdad para 0 y 1, finalmente

= la ultima es verdadera en cada caso.

Estas férmulas expresan propiedades de los elementos de Z y dependiendo de los valores
con que estas se interpreten son verdaderas o no, en la L,.-estructura. A continuacién
presentamos la definicién de Tarski para obtener los valores de verdad de las £-férmulas

sobre una L-estructura.
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Definicion 2.1.12. Sea ¢ una L-formula con variables libres
v = (v1,...0n);
tomemos la siguiente sucesion
a=(a,...,a,) € M"

Recursivamente definiremos
M= ¢(a)

de la siguiente manera:

1. Si ¢ es de la forma t = s entonces M |= ¢(a) si y sélo si
t"(@) = s"(a).

2. Si ¢ es R(ty,...,t,), entonces M = ¢(a) si y sdlo si

@), ...,t2a)) € R™.
3. Si ¢ es b entonces M |= ¢(a) si y sélo si

ME (a).

4. Si ¢ esp N p entonces M |= ¢(a) si y sélo si

M (@) y M= p(a).
5. Si ¢ es Jvjp entonces M |= ¢p(a) siy solo si existe b€ M de tal manera que

M ): Q,Z)(al, vy A1, b, Ajgly ey an).

Si M = ¢(a) diremos que M satisface a ¢ bajo la sucesion a.

Notese que si ¢ no tiene variables libres entonces ¢ se satisface en M bajo una

sucesién si y sélo si se satisface en M bajo toda sucesion.

La siguiente definiciéon concentrara varios conceptos referentes a las teorias con el

fin de no redundar.
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Definicion 2.1.13. Llamaremos L-teoria T a cualquier conjunto de todas los L-enunciados.

Diremos que M es un modelo de T y lo denotaremos como
MET

st ocurre que para toda ¢ € T

M 6.

Representaremos la teoria de la L-estructura M asi:
Th(M)

es decir, Th(M) es el conjunto de todas los enunciados verdaderas en M.
Por otro lado una teoria T es llamada completa si para toda L-enunciado ¢ ocurre
que
peT 0 —¢pel.

Finalmente diremos que una teoria T es satisfacible si y solo si existe un modelo M

tal que
MET.

Teorema 2.1.14 (Teorema de compacidad). Una L-teoria T es satisfacible si y sélo

st cada subconjunto finito de T es satisfacible.

Demostracion. Una demostracion puede encontrarse en Models and Ultraproducts an
introduction (6) pagina 34, también el el apéndice 4.1 se da una demostracién alterna-
tiva a la clasica usando ultraproductos.

O

Nota 1. Para hacer la notacion mds compacta al usar cuantificadores, sia = aq, ..., a, €

M™ denotaremos a

M lz 1/1(@1, ey A1, b, Ajgly ey an)
de la siguiente manera

M= (@) (5 /b)-

Sabemos que un homomorfismo es una funcién de un estructura matematica en otra
del mismo lenguaje que preserva la estructura. A continuacién definiremos homomor-

fismos para modelos del mismo lenguaje.

10
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Definicion 2.1.15. Sean M y N L-estructuras con universos M y N respectivamente.

Un homomorfismo es una funcion
n:M—N
que preserva la interpretacion de los simbolos de L, en otras palabras:
1. n(M(ay, ey Oy )) = N(nlay), 1(an,)) para toda f € F ya1,...,an, € M,

2. (a1, ey amy) € RM siy solo si (n(ay),....n(amy)) € RN para toda R € R y
at, - am; € M, y

3. (™) =N para c € C.

Un homomorfismo inyectivo es llamado £ — encaje y lo denotaremos como 7 :
N — M mientras que un homomorfismo biyectivo es llamado un £ — isomor fismo y
denotaremos por = a la relaciéon de equivalencia de ser £ —isomor fos, es decir que hay
un £ — isomor fismo

M=N.

Ejemplo 2.1.16. Sea n : Z — R dada por n(x) = € entonces n es un encaje de
(Z,4,0) en (R,e,1).

A partir de este punto se omitird el simbolo £ al hablar de estructuras si es claro a

qué lenguaje nos referimos.

Otro concepto importante entre modelos es el de encaje elemental.

Definicion 2.1.17. Diremos que un encaje f de N en M es un encaje elemental si

para cada formula ¢(vi,...,v,) y cualesquiera aq, ..., a, elementos de N

NEo¢(ar,....an) <= M o(f(ar),..., flan))-

y denotaremos como
NZ=M

cuando exista una f que sea encaje elemental.

Definiciéon 2.1.18. Dadas M y N estructuras tales que N C M, si la inclusion n
encaja N en M
n:N—=M

diremos que N es subestructura de M, lo cual denotaremos como

NCM.

11
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Existe una forma elemental para el anterior concepto.

Definicion 2.1.19. Diremos que N es una subestructura elemental de M, si se cumple

lo siguiente:
1. N es subestructura de M, y

2. Para cada formula ¢ del lenguaje con n variables libres (vy,...,v,) y dada una

sucesion ay,...,an € N se cumple que
N ): Qb(al, "',an) =M ): Qb(al, "',an)

y lo denotaremos como

N <M.

En ocasiones también diremos que M es una extension elemental de N.

La definicién anterior puede tener una formulacién alternativa simplemente consi-
derando que si la inclusién

n:N—=M

es un encaje elemental entonces

N <M.
Ejemplo 2.1.20. Sea £ el lenguaje de la aritmética de Peano entonces
N=(N,+,0,0,1,) es submodelo de Z = (Z,+,,0,1,)

pero

N no es subestructura elemental de Z

ya que la formula

_|(E|U2(U2 +1= Ul))

se satisface en N cuando vy = 0 pero no se satisface en Z bajo ningun valor.

Ahora un pequeno teorema que nos sera 1til en futuras demostraciones.

Teorema 2.1.21. Sea M una subestructura de N y sea ¢ una formula libre de cuanti-

ficadores con n variables, sea a € M™ entonces

M= ¢(a) & N = ¢(a).

12
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Demostracion. Debemos proceder por induccién sobre las formulas que no tienen cuan-

tificadores Si ¢ es de la forma t = s tenemos que

ME¢@ « @) =s"(a)
= tNa) = sV (a)
& N ¢(@)
Si ¢ es de la forma R(ty,...,t,) con R un simbolo de relacién n — ario, tenemos
ME¢@) < BYa),..,t0 a)) € RM
s (tV(a),...,tN(a)) € RN
& N o¢(a)
Hasta ahora tenemos que la afirmacién es verdad para las formulas atémicas.

Supongamos que el teorema es verdad para alguna férmula v y que ¢ es ), entonces

Mk —(a) < MFEy(a)
< NEY(a)
& N ()
Ahora supongamos que el teorema es verdadero para v y ¢. Sea ¢ de la forma ¥ A ¢

entonces tenemos que

MEo¢(@) < MEd@)y M= p(a)
& NEy(@)y N p(a)
& NEo(a)
Hemos probado la afirmacion para el conjunto de férmulas sin cuantificadores lo

que demuestra el teorema. [l

Definicion 2.1.22. Diremos que dos modelos A y B son elementalmente equivalentes

st y solo si satisfacen los mismos enunciados y lo denotaremos como
A=3B.
Ahora sigamos con las cadenas de modelos.
Definicion 2.1.23. Tomemos una cadena creciente de modelos
MoCc My C...CcMgC .. b < a

cuya longitud es el ordinal . La union de la cadena es el modelo

M= [ Mg

B<a

13



2. PRELIMINARES

cuyo universo esta dado por

M= M;
B<a

cada relacion RM en M esta dada por la unidn de las correspondientes relaciones en
Mg
R = R
B<a

similarmente para cada funcién ™ en M es la unién de las correspondientes funciones

de Mg
=1 e

B<a

los modelos Mg y M tienen las mismas constantes
M = oM,
Lema 2.1.24. Dada una cadena de modelos
MoCcM;C...CcMgcC.. b < a
entonces

U Ms

B<a

U Ms

B<a

es el unico modelo con universo

en el cual cada Mg es un submodelo.
O

No demostraremos este lema en su lugar enunciaremos y demostraremos un resul-

tado andlogo para cadenas elementales.
Teorema 2.1.25. Tomemos una cadena elemental de modelos
Mo <M; <... <M < ... 0 < a

de longitud el ordinal o entonces

Mﬁ < U Mﬁ
[B<a

para toda B < .
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Demostracion. Primero demostraremos que para cualquier f < «

Mg es submodelo de U Mg
B<a

= El hecho de que dada cualquier 5 con 8 < « se cumple que

Mg C | My
[B<a

se sigue de que Mg es uno de los uniendos de | B<a Mg, y

= que la inclusién encaja a

Mg en U Mg
B<a

basta con revisar la definicién 2.1.23.

Sea M = |J B<a Mg finalmente debemos probar que para toda ¢ férmula con n

variables libres vy, ..., v, para toda 3 < o y para toda aq,...,a, € Mg

My = ¢a1, ) © M da1, s an).

Procederemos por induccién sobre la creacién de féormulas, deberiamos comenzar

con las atémicas pero este caso a quedado cubierto gracias al teorema 2.1.21.

Procedamos con la induccién supongamos verdadero el teorema para las férmulas

1y @ ambas con r simbolos 16gicos y n variables libres y sea
a=a,..,a, € Mg

1. Si ¢ =9 A p supongamos que
Mg |= ¢(a)
esto pasa si y sélo si
Ms = v(a) y Mg |= ¢(a)
lo que por hipétesis de induccién implica que

M= (@) y M= p(a)

finalmente

M = ¢(a).

15
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Ahora supongamos que

M = ¢(a)

por hipétesis de induccién, podemos asegurar que

Mg = ¢(a) y Mg = ¢(a)

lo que finalmente implica

Mg = ¢(a),
2. si ¢ = =) y suponemos que
Mg = —p(a)
esto por Tarski ocurre si y sélo si
Mg # ¢ (a)

entonces para toda v tal que v < 3
M, ¥ 16(a)

ya que M, < Mg, de manera dual para el caso f <n < «

M, ¥ y(a)
al ser Mg < M,,, entonces
ME ¢(a)
es decir
M E —(a).
Por otro lado si suponemos que
M = —(a)
lo que ocurre si y sélo si
M ¥ (a)
y por la hipdtesis del teorema
M ¥ (a)
si sélo si
Mg = —~(a).
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3. Para terminar, si ¢ = Jv;j7) supongamos que
Mﬁ ’: E|Uj1/)
lo que ocurre si existe b € Mg tal que

Mg |= 9 (a)(i/b)

por lo tanto existe b € Ug<, Mg tal que

M= (a)(5/b)

lo que equivale a decir que

M = Jvj(a).
Resta suponer que
M = 3u;9(a)
Con a4 = aj,...,an € U6<a Mﬁ entonces existe
be U Mﬁ
B<a

para la cual
M = (a)(j/b)

entonces existe £ < « tal que
a(j/b) = a1, ...,aj,l,b, Aji1, .y Qn € Mg

ahora
Me |= Fvj¢(a)

si suponemos que 8 < ¢ como por hipétesis Mg < M finalmente
Mg = Jvjip(a)

analogamente si £ < .

17
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2.2. Filtros y Ultrafiltros

La nocidén de filtro pretende aplicarse a familias de subconjuntos “grandes” sobre

un conjunto dado.

Definicion 2.2.1. Sea X un conjunto no vacio. Un filtro en X es una familia F de

subconjuntos que satisfacen:
1. X eF,
2. si A,B € J entonces ANBeTF, y
3. siAC By AeTF entonces B € F.
Ejemplo 2.2.2. Algunos ejemplos de filtros sobre un conjunto X son los siguientes:

= U llamado filtro trivial
U= {X}’

w el filtro impropio U serd

U =P(X)
donde P(X) es el conjunto potencia de X y
» ¢l filtro de Fréchet serd aquel dado por
U={ACX:|X\A| <w}

Diremos que un filtro es propio si no se cumple la segunda igualdad del ejemplo

anterior.

Definicién 2.2.3. Sean E un subconjunto de P(I) y
B={U:ECUyWU es un filtro sobre I}

llamaremos a F el filtro generado por E a la interseccion

F=(8

Veamos que lo anteriormente definido es en efecto un filtro.

Proposicion 2.2.4. Sean E un subconjunto de P(I) yB ={U: E C U y U es un filtro sobre I}

entonces
F=8

es un filtro (posiblemente impropio).

18
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Demostracion. = Veamos que I es elemento de F.

Como cada elemento U de B es un filtro se cumple que
Ieu

por lo tanto
Ied.

m Sean A, B € ¥ entonces para cada filtro U sobre I que contiene a E

A, Bel
entonces

ANBel
para cada filtro en B por lo que

ANBed.

s Sea A € F tal que A C B, de nuevo esto quiere decir que para cada filtro U sobre
I que contiene a E

AeUyACB

entonces en cada U elemento de B ocurre
Bel

es decir

Be7.

Podemos inducir un orden parcial para los filtros de la siguiente manera.

Definicion 2.2.5. Sean F y U filtros en X diremos que F es mayor que U si y solo si
Fou
también diremos que F es mds fino que U.

El siguiente teorema es una caracterizacién de la definiciéon de filtro generado por

un conjunto £ C I.
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Teorema 2.2.6. Sean E una familia no vacia de subconjuntos de I y F el filtro gene-
rado por E, entonces F es el conjunto de todos los S subconjuntos de I tales que para

alguna sucesion finita Ay, ..., A, € E ocurre que:
AiNn..NA, CS.

Demostracion. Sea D el conjunto de todos los S subconjuntos de I tales que para alguna
Aq, ..., A, € FE ocurre que
AiN..NA,CS

continuaremos la demostracién mostrando que
D=5
primero probaremos que D es un filtro. Tenemos que
leD
pues cualquier Ay, ..., A, € F cumple con que
AiN.NA,CI

sean B, B’ € D, tomemos dos sucesiones de elementos de E

Ay, A, ER
y
1Al EFE
tales que
AiNn.NA,CB
y

Ain.nA cB
resulta claro que

ANn.NA,NAN.NA cBnNnB

por lo cual
BNB e€D.

Es claro que si B C C C I entonces

AiN...NA,CC

20



2.2 Filtros y Ultrafiltros

entonces C es elemento de D.
Hasta ahora tenemos que D es un filtro sobre I para el cual £ C D. Como JF es el
filtro generado por E entonces
FcD

Sea U un filtro sobre I que contiene a E entonces ocurre que
= [ € U por ser este ultimo un filtro,
= para cualquier Ay, ..., A, € FE tenemos que
AiNn..NA4,clU
ya que los A, son elementos de F, y finalmente
= sea S un subconjunto de I tal que la sucesion Ay, ..., A, € F cumple

AinNn..NA,cCS

entonces

Sel
pero S € D entonces

Dcu
por lo que podemos afirmar

D C F;
por lo tanto

F=D

O

Definicion 2.2.7. Sea € una familia de conjuntos no vacios. Diremos que & cumple

la propiedad de la interseccion finita si para toda familia finita de subconjuntos
Ay, .. A, €E

se cumple que

AiN..NA, #0.

Teorema 2.2.8. Si & es una familia de conjuntos que cumplen la propiedad de la

interseccion finita entonces F el filtro generado por & es propio.
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Demostracion. Nos basta con probar que
0¢TF
procedamos por contradiccién, suponiendo que
DedF
lo que quiere decir que existe una sucesion finita
A, .. A, €&

tales que
AiN..NA,Ch

pero como € tiene la propiedad de la interseccion finita podemos asegurar que
AiN..NA, #0

lo que es una contradiccion. O
Ahora un teorema sobre cadenas de filtros.

Teorema 2.2.9. Sea C la cadena:
CicCyc..CgC .. 08 < a

una cadena de filtros propios sobre I entonces

Uc
es un filtro propio.

Demostracion. Veamos que en efecto | JC' es un filtro. Probemos primero que I € | JC,

lo cual es verdad ya que para cada

C;eC

se cumple que
1€,

por ser estos filtros.

Sean A, B € |J C supongamos que existen C;, C;j elementos de la cadena C tales que

AECinECj
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2.2 Filtros y Ultrafiltros

podemos suponer adicionalmente que
C; C Cj

por ser C una cadena, entonces podemos asegurar que

ANBeC j
por lo tanto
AnBel]C
Sea A € |JC tal que A C B, entonces tenemos que existe algin C; en la cadena tal

que

AeC;
entonces

B e C;

por lo tanto

BelJc

Finalmente veamos que |JC' es un filtro propio, procedamos por contradiccién y

velJc,

entonces existe algun C; elemento de mi cadena tal que

supongamos que

@ < Ci;
lo que es una contradiccién ya que cada elemento de la cadena es propio. O
Definicion 2.2.10. Diremos que un filtro propio F es un ultrafiltro si no existe otro

filtro propio W estrictamente mds fino que F. Es decir, que F es maximal respecto de

la contencion de filtros.
Teorema 2.2.11. Todo filtro propio F esta contenido en algun ultrafiltro.

Demostracion. Sea F' el conjunto de todos los filtros propios mas finos que F y consi-
deremos para esta clase el orden parcial de la contencién definido en 2.2.5.

Tomemos C una cadena no vacia en F por el teorema 2.2.9

e

es un filtro propio que acota superiormente a la cadena C. Ahora podemos aplicar el

lema de Zorn, entonces F tiene un elemento maximal.

O
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Definicion 2.2.12. Sea U un ultrafiltro sobre I diremos que U es principal si existe

x € I tal que para todo U € U se cumple que x € U, es decir
U={UCIl:x2e€U}.

A menos de que se especifique lo contrario trabajaremos con ultrafiltros que no sean

principales y a su vez que sean propios.

Una caracterizacion 1til para los ultrafiltros nos la brinda el siguiente lema:

Lema 2.2.13. Sea F un filtro sobre X. F serd un ultrafiltro si y solo si para todo
ACX secumple AecF o AN X € F pero no ambas.

Demostracion. Supongamos que F es ultrafiltro y sea A C X. Si existe F' € F tal que

FNA=0
entonces

FCX \ A
por lo tanto

X\Aeg.

Si ahora suponemos que para todo F € F
FNA#(
tomemos a U el filtro generado por F U {A} es decir
U= ﬂ{\? :FU{A} CVyVes un filtro sobre X}.

Entonces U es un filtro mas fino que F que contiene a A, pero U no es estrictamente

mas fino que F ya que este es un ultrafiltro por hipdtesis entonces
Uu=95

y finalmente
AeT.

Por otro lado si procedemos suponiendo que F es un filtro y que para cualquier
E C X se cumple que
EcFoX\EeTF
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2.2 Filtros y Ultrafiltros

tomemos U un filtro estrictamente mas fino que F entonces podemos afirmar que existe
A C X tal que
AclUyA¢TF

por hipétesis X \ A € F y al ser U mas fino que F entonces

X\AeclUu

pero es imposible que A y X \ A sean ambos elementos de U por lo que F debe ser

maximal. O

La siguiente proposicion nos brinda otra caracterizacion para ultrafiltros.

Proposicion 2.2.14. U es un ultrafiltro no principal si y solo si incluye al filtro de
Fréchet.

Demostracion. Empecemos por suponer que U es un ultrafiltro no principal sobre I.

Debemos probar que para todo A C [ finito, ocurre que
INAcelU
Procedamos por induccién sobre la cardinalidad de A
» Si|A| =1, es decir A = {a}, si suponemos que
{a} €U

entonces cualquier subconjunto U de I que contenga a a serd elemento del ultra-
filtro U es decir

(UCT:acU}CU

por otro lado como para cualquier elemento V de U es verdad que V N {a} # 0

podemos concluir que

UC{UCIT:acU}

hemos obtenido la igualdad U = {U C [ : a € U} de la definicién 2.2.12 llegamos

a una contradiccion.

» Para la hipétesis de induccién supongamos que para todo A C I tal que |A| =m
con m € N cumple con

I\Aecl
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» Sea B C I tal que |B| = m+ 1, podemos replantear al conjunto B de la siguiente
manera:

B=AU {ao}
nos resta por probar que I\ (AU {ap}) € U, usando leyes de DeMorgan

I\ (AU{ao}) = (I\ A) N (I\{ao})

por la hipétesis de induccién I\ A € U y de la base de induccién se sigue que

I\ {ap} € U al ser U ultrafiltro podemos asegurar que
(I\A)N (I \{ao}) € U.

Para la implicacién restante supongamos que U contiene al filtro Fréchet y a su vez
existe x € I tal que

U={ACI:ze A}

Es claro que I\ {z} es elemento del filtro Fréchet por lo tanto
I\{z} €U
lo que es una contradiccion. O

El orden dado por la contencién que funciona en los filtros no es 1til hablando
de ultrafiltros ya que cada uno es un elemento maximal, asi que debemos definir un
orden para ultrafiltros. Pero antes debemos definir para una funcién f : U — V y un

ultrafiltro U sobre U entonces
f(W)y={ACV:3B €U tal que f(B) C A}

serd un ultrafiltro en V 1.

Definicion 2.2.15. Dados W y V wltrafiltros sobre U y V' respectivamente, diremos
que V es menor que U en el orden de Rudin-Keisler, si y solo si existe una funcion
f:U—=V tal que

f)=v

y lo denotaremos como:
V <grk W

'La demostracién de este hecho se reserva para el siguiente capitulo en el lema 3.1.2
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2.3 Ultraproductos

2.3. Ultraproductos

En esta seccién introduciremos los ultraproductos y realizaremos su construccién,
para la cual como de costumbre trabajaremos sobre un lenguaje £. Necesitamos un
conjunto arbitrario de indices I tomemos un ultrafiltro F sobre dicho conjunto.

Para cada i € I sea

una estructura del lenguaje £. Sea

M =[] M
il
el producto cartesiano de los universos de las estructuras M;, cuando no exista posibi-

lidad de confusién escribiremos sélo [[ M;. Recordemos que

HMi:{f:I_)UMi: para cada i € I, f(i) € M;}
el i€l

Sea F' una coleccién de subconjuntos de I definimos la relacién ~r en M como
fr~rgsiysolosi{iel: f(i)=g(i)} € F.

Lema 2.3.1. Si F es un filtro en I, entonces ~g es una relacion de equivalencia en

T M;.

Demostracion. Debemos probar que ~¢ cumple con al reflexividad, la simetria y la

transitividad.

1. Sea f € [[ M; entonces
liel:f()=f@)}=1

como J es un filtro tenemos que
ledg

es decir

[~ f

2. supongamos que dadas f,g € [[ M; tenemos f ~g g entonces

{iel:fi)=g()}eF
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que es lo mismo que
{iel:gli)=f)}eF

esto significa que

g ~7 f, finalmente
3. supongamos f ~pr gy g ~p h esto significa
X={iel:f(i)=g{)}eF
Y={iel:g(i)=h(G)} eF
Como F' es un filtro tenemos que X NY € F llamemos Z = X NY se cumple que
ZC{iel:f(i)=h(i)} eF

lo que significa que
f~rh

por lo tanto ~f es transitiva.
O
Denotaremos por [f]5 a la clase de equivalencia de f modulo la relacién ~g es decir
(fls=A{g:{iel: f(i)=g(i)} € T}

Cuando no exista riesgo de confusién se omitird el subindice JF.

En el caso de que ~5 sea una relaciéon de equivalencia sabemos que esta define una
particién de [[ M; a continuacién definamos el conjunto cociente obtenido al aplicar

dicha relacion.

Definicion 2.3.2. Llamaremos el producto reducido de la familia

{MZ':Z'EI}

sobre el ultrafiltro F, al conjunto

[I/F =A{1f1s: f € ]}
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Ahora dotaremos al producto reducido con estructura de modelo a esto es a lo que

llamaremos ultraproducto.

Definicién 2.3.3. Dadas una familia de modelos {M; :i € I} donde para cada i € I
M; = (M, FMi RM: M)
y W ultrafiltro sobre I el ultraproducto [[y M; esta formado por:

1. Su universo:

[ /u

el producto reducido de [ M; sobre U

2. Sea R una letra relacional n-aria la interpretacion en [ [ M; de R es la relacion
RILM definida asi:

(Ifa]s s [fn]) € RIWM o GG e T2 (f1(0), ... fu(d)) € RMY € UL

3. Sea F una funcién n-aria del lenguage, entonces su interpretacion sobre [ [ M;
es FIIuMi y esta dada por:

FHuMi([f1]7._.’ [fn]) = [g]
sty solo si
{i € 1: FYN(f1(0), s fa(9) = g(i)} €U

Siendo F™: la interpretacién de F en M;.

4. Sea C una constante es interpretada como ClluMi ¢ Hu M;, es decir que es una

clase de equivalencia entonces
CIhM — i e 11 g(i) =M} e U
con CMi siendo la interpretacion de Cen M; y g : I — [JM,.
Es fécil verificar que estas definiciones no dependen de representantes.
Definicion 2.3.4. Sea U un ultrafiltro sobre I, si todos los modelos del conjunto
{M; :iel}

son tguales entre si llamaremos a

[
u
la ultrapotencia de M;.
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2.4. El teorema de Los

Esta seccion esta dedicada al teorema fundamental de los ultraproductos que enlaza
a estos como estructuras légicas con la definicién de Tarski.

Es necesario dejar en claro algunas cosas antes de proseguir. Dados
{M;:iel}
un conjunto de estructuras del mismo lenguaje y & un ultrafiltro sobre I, si tomamos
S = (81, ey Spyee)
una sucesion de elementos de [[ M; es decir
s € (H M;)”
entonces una sucesiéon con elementos en [[ M;/F sera de la forma
[s]lg = ([s1]Fs s [Sn]F) )

en otras palabras

sy € (J] M)”
F

Con s(i) = (s1(7), ..., Sn (i), ...) denotaremos una sucesién de elementos en M;.
Recordemos que usamos s(n/b) para denotar que el n-esimo término de la sucesién

s es cambiado por b es decir
s(n/b) = (s1,...8n—1,0, Spt1, )

A continuacién un lema sobre el comportamiento de los términos en los ultrapro-

ductos.

Lema 2.4.1. Sean F un ultrafiltro sobre I, t un término construido usando las variables

V="U1ye, Uy Y G4 = Q1,....am, €[] M; entonces
Hls M ([a1], . [an]) = [ (a1 (i), ..., an (0)|i € 1.

Demostracion. Debemos proceder por induccién sobre la creacién de términos
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si t es una constante ¢ de £ entonces
tHr Mi([ay], ..., [an]) = cllr 2
por la definicién 2.3.3 sabemos que
MM — fie1:g(i) =Y edF
la parte derecha de la anterior igualdad se puede denotar como:
[]

entonces
ol M — (M) (2.1)

por otro lado
(™ (a1 (3), ..., an ()] =[] (2.2)

de las igualdades (2.1) y (2.2) obtenemos lo que desedbamos probar, prosigamos
si t es j—esima variable entonces

o2 (1], .., [an]) = [ay] (2.3)
notemos que

[ (a1(3), ..., an (0))] = [a]] (2:4)
de las ecuaciones (2.3) y (2.4) obtenemos lo deseado, para terminar

sit = f(t1,...,tm) siendo tq,...,t,, términos tales que cumplen la hipdtesis del

lema y f una letra funcional m-aria entonces

I (], oy fan]) = A (@), ™ (a)
por la hipdtesis del teorema se cumple que para toda j tal que 1 < j < m tenemos

M o
a7 (@) = 1 @)
entonces podemos escribir
T M s M Yy i P
@l Y@l @) = e (0 @), 105 (@)
de nuevo usando la definicién 2.3.3
(@5 @), oo [ (@) = [P0 @), -t (@)

por otro lado

[ (@)] = [0 @), -, (@))]
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lo que finalmente demuestra el lema. O

Ahora tenemos todo el material necesario para enunciar y demostrar el teorema

principal de esta seccién.

El teorema de Los 1. Si F es un ultrafiltro en I, para cualquier formula ¢ en un

lenguaje L 1y cualquier sucesion
[z = (Al Lfalgs oons [l € (J] M)
F

ocurre que

[[Mi = 6(fls) <= {iel: M ¢(f(i)} €5
F

Demostracion. La demostracion se hace por induccion sobre la formacién de férmulas.
Primero supongamos que ¢ es una férmula atémica de la forma ¢t = s con t y s

términos, si

[T = LM ((f]g) = sTTo ([ £]),
F
por el lema 2.4.1 tenemos que
[ ()] = [s"(/)]

o lo que es lo mismo
£ (f) ~g $™(f)

cosa que ocurre si y sélo si

{i € I:25(F(0) = ™ (f(0)} € T

finalmente tenemos que lo anterior es verdad si y solo si

{ie I:M; =t (f(0) = 8™ (F (i)} € 7.

Si ¢ es de la forma R(vy,...,v,), una letra de relacién n—aria, supongamos que

[10 = (LA o [fa]) € RIS
F
Usando la definicién 2.3.3, esto sucede si y sélo si

{iel:(fi(i),..., fn(i)) € RM} e F.
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Esto es posible si y sélo si

{fiel: M= (fi(i), ... fali)) € R} e F.

Ahora tenemos que el teorema es verdad para las férmulas atémicas esto forma

nuestra base de induccién.

Supongamos que el resultado es cierto para las férmulas ¢ y ¢ con una cantidad r

de simbolos l6gicos, nos resta por considerar tres casos:

1. ¢ es de la forma ¢ A 1) Sean
Dy= (i€ I+ M, = o(f(i)))
Dy ={iel: M E=¢(f(i))}

entonces

Dy N Dy ={i€l:M=o(f(i) ANp(f(i)}

Luego

[IsMi = o([fl5) AU fly) = s = o([flg) y HsM; = ([ fly)
<= D,y Dy estan en JF, por hipétesis de induccién
<= D,NDy, €7J, porque F es un ultrafiltro

El teorema es verdadero para ¢ A .

2. ¢ es de la forma —p

[Is M E o([fly) MG # ([ f]7)

—

— {itew: M EY(f(i))} ¢ F, por hipdtesis de induccion
— I\{icw: M EY(f(i)} € F porque F es un ultrafiltro
= {el:MF-(fi)}ed

Cabe destacar que esta es la inica parte de la demostracion en la que usamos que
F es ultrafiltro.

3. ¢ es de la forma (Jv, ). Sea

D ={iel: M= (Jua)¥(f(i))}
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2. PRELIMINARES

Ahora tenemos que probar que

[[Mi = Guae((fly) <= Ded
g

Suponemos

112t & Goa)v((f)s)

F
Entonces existe algin b € [[ M; tal que

T2 E ol (/)ls)
F
Sea E={iel:M; E¥(f(n/b)(i))}, por hipétesis de induccién E € F. Luego

f(n/b)(i) = f(i)(n/b(i))
por lo tanto £ C D y dado que J es un ultrafiltro

De?.

Para el regreso hay que suponer que D € F y como para toda i € D
M = (Fon)¥(f(4))

por lo tanto existe algin b; € M; tal que
M = (f (i) (n/bs))

por el axioma de eleccién existe ¢ € [[ M; tal que c(i) = b; para cada i € D, y es

un elemento arbitrario de M; en otro caso. Entonces

D C{iel:M=y(f(n/c)(i))}.

Por lo tanto
{iel:M E=v(f(n/c)3i))}t €T,

luego por la hipdtesis de induccion
1126 = Gua)v((fls).
g

Finalmente esto prueba el teorema.
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2.5 Test de Tarski-Vaught

2.5. Test de Tarski-Vaught

El Test de Tarski-Vaught nos da condiciones necesarias y suficientes para que, al
tomar una subestructura M de una estructura N podamos asegurar si se trata de una

subestructura elemental.

Teorema 2.5.1. Sea M una subestructura de N. Diremos que M es subestructura
elemental de N si y solo si para cualquier formula ¢ con n variables libres y cualquier
G =ap,...a, € M™, s

N | Juj6(a)
entonces existe ¢ € M tal que

N = ¢(a)(i/c).

Demostracion. Si M es subestructura elemental de N entonces la afirmacién se cumple
claramente.

Para probar el inverso debemos probar que para toda a € M™ y cualquier férmula
(V1 .o, vp)
M= y(a) < N =)

Procederemos por induccién sobre la creacién de férmulas.
En el teorema 2.1.21 se mostré que si ¢(v) es una férmula sin cuantificadores en-

tonces
M= ¢(a) < N = ¢(a)
este resultado nos asegura que las férmulas atémicas cumplen el teorema esto fija
nuestra base de induccién, para terminar la demostracién deberiamos suponer que el
teorema se cumple para férmulas con una cantidad menor a r simbolos logicos basta
probar el caso en que ¢ = Jv;1) ya que los casos para los cuales se usan los demds

conectivos logicos quedan también amparados en el teorema 2.1.21.

Sean ¢ = Jvj y a € M™, supongamos
M k= Fujy(a)
entonces existe una b € M que cumple con que

M (@) (i/b)

por la hipdtesis de induccion

N 4(a)(i/b)
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por lo tanto
N ): ijw(@).
Por el otro lado si suponemos que

N k= Juj(a)

entonces, por la hipdtesis del teorema existe ¢ € M tal que

N = y(a)i/c)

por hipétesis de induccién
M E (@) (j/e)
finalmente
M = Jvj(a).
O

En la definicion 2.1.18 presentamos la relacién de ser subestructura empleando la

inclusiéon como un encaje, con esto en mente presentamos el siguiente corolario.

Corolario 2.5.2. Sea f: M — N un encaje de M en N, si ademds para cada féormula

¢ con n variables libres y cada a = ay,...,a, € M™ st

N = Jvjo(f(a))

entonces existe b € M tal que

N = o(f(@))(v;/ £(b))-

entonces M estd encajada elementalmente en N.
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Capitulo 3

Teoria general de modelos en

ultrapotencias sobre w

3.1. Encajes y encajes elementales

A partir de ahora trabajaremos sobre modelos de la teoria de los niimeros naturales
y nuestro lenguaje £ a menos de que se especifique otro caso, sera el saturado; es decir
el lenguaje que incluye un simbolo para cada operacién, relacién y elementos distingui-

dos del modelo estandar de la aritmética.

Recordemos c¢émo trabaja la relacién ~q para U ultrafiltroen Ny f,g: N —- N
frug <= {neN:f(n)=gn)} el

como ~q es una relaciéon de equivalencia entonces induce clases de equivalencia para
las funciones

[flu={h:N=N:{neN: f(n)=h(n)} € U}.

Denotaremos a la ultrapotencia de los naturales sobre un ultrafiltro U de la siguiente

manera:
1=
u
Denotaremos al universo de la ultrapotencia de la siguiente asi:

TN/ ={[flu:f:N—N}L
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Cuando no exista riesgo de confusién nos referiremos a las clases en [ [ N como [f]

en lugar de [f]y.

Nota 2. Para hacer la notacion mas llevadera dada una letra funcional del lenguaje F'

nos referiremos a su interpretacion sobre [N como
Fu

en lugar de FIIuN,

De manera similar para una letra predicativa R, su interpretacion en [[( N se de-

notard:

RY.

Si debemos interpretar sobre alguna ultrapotencia de la forma Hf(u) N, lo haremos de

manera similar, para F y R su interpretacion se denotard asi:
pf RIW.

Ahora estableceremos como se interpretara el lenguaje en las ultrapotencias

Definicién 3.1.1. » Sea R una letra relacional n-aria su interpretacion en [ [ N

€S’

(A1) s [fn]) € BY & {i € N2 (f1(d), ... fn(3)) € RN} € W
» Sea F una funcion n-aria del lenguaje, entonces su interpretacion sobre [ [ N es:

Fu([fl]a ) [fn]) - [G]

sty solo si
{i e N: FN(f1(0), ..., fn(i)) = G(i)} € W.

= Sea C una constante es interpretada como C% € [[N/U, es decir que es una clase

de equivalencia entonces
Cl={ieN:g(i))=CN}elU
con g: N — N.

Lema 3.1.2. Cada clase de una funcion [fly tiene asociado un ultrafiltro

f(W)={ACN:3V el tal que f(V) C A}
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3.1 Encajes y encajes elementales

Demostracion. Probaremos que f(U) es independiente de representantes, sea h : N — N

tal que
J~uh

queremos mostrar que

es decir que
{ACN:3JV eUtal que f(V)C A} ={B CN:3U € U tal que h(V) C B}

sean A € f(U) y V € U tal que
fvycAa

como f y h estan relacionados por ~y entonces existe
Vo={neN: f(n)=h(n)}el

tenemos que para toda m € V NV

f(m) = h(m)
y como V NV € U se sigue que
MV NV C A
finalmente
A € h(U)
por lo tanto
JCORSRITY

la otra contencién se obtiene de manera analoga.

Ahora veamos que N € f(U). Es claro que N C N, buscamos W € U de tal suerte
que f(W) C N. Tenemos que para todo A C N se cumple que

f(A)CN

en particular se cumple para cualquier elemento de U.

Supongamos que A, B € f(U) queremos que AN B € f(U) es claro que

ANBCN
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

v que existen

Va,Vp el

tales que

f(Va) C Ay f(Vp) C B.
Sea W =V, N Vg, como U es ultrafiltro W € U y por construccion
fW)CcAy f(W)CB

entonces

fW)C ANnB

por lo tanto
ANBel.

Ahora supongamos que A € f(U) y A C B.
Sea V € U tal que f(V) C A por hipétesis, entonces

fV)CACB

finalmente
B e f(U).

Hasta ahora tenemos que f(U) es un filtro, usaremos la caracterizacién de ultrafiltros

que anteriormente enunciamos como un lema. Sean
ACN vy V=fFf14

como V es un subconjunto de los naturales se cumple una y sélo de las siguientes

afirmaciones:
1. Vel o
2. N\Velu
Si la primera se cumple tenemos que:
f(V)ycA

lo que implica

Ae f(uw)

Si la segunda es quien se cumple entonces:

FINAV)CN\ A
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3.1 Encajes y encajes elementales

es decir
N\ A4 e f(U).
O

Ahora que podemos crear ultrafiltros f(U) y por extensién ultrapotencias || FO N

partiendo de un ultrafiltro U y usando una funcién f: N — N.

La siguiente definicién nos habla de como se puede extender una funcién dada
f:N — N a una que actie sobre las ultrapotencias.
Definicion 3.1.3. Sean f: N — N y U un ultrafiltro en N. Entonces definimos
FIIN-]IN
Gy u
dada por
fUglrawy) = lgo flu
Nos referiremos a la funcion f como la extension de f.
En los siguientes teoremas exploraremos propiedades béasicas de las funciones recién
definidas.
Teorema 3.1.4. Para cada f : N — N y cada U ultrafiltro en N. Entonces f es
myectiva.

Demostracion. Sean [h] s, [9]ray € [TN/f(W).

Supongamos que

F([hl ) = Flglra);
es decir,
[ho flu=lgo flu

esto que sucede si y sélo si existe V' € U tal que para todan € V
ho f(n)=go f(n)
que es lo mismo que para toda m € f(V) se cumpla
h(m) = g(m)

como f(V) € f(U), finalmente tenemos

(Pl ray = [9lra0 -
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Teorema 3.1.5. Si f es inyectiva entonces f es suprayectiva.

Demostracion. Sea

l9lu € HN
U

buscamos
plrag € J[I N
)
tal que
f([P]f(u)) = [glu,
es decir,

[po flu = lghu-

como f es inyectiva, tiene inverso por la izquierda, en otras palabras existe h : N — N

tal que h o f = Id tentativamente

P~ goh
Veamos si se cumple lo que deseamos

F(plray) = f(lg o hlran) = lgoho flu = [glu.
O

Recordemos que los ultrafiltros principales son aquellos que tienen un punto comin
a todos sus elementos. A estos los hemos segregado; de alguna manera el siguiente

teorema nos muestra porque.

Teorema 3.1.6. Si U es un ultrafiltro principal sobre N entonces

Ny HN son isomorfos.
u

Demostracion. Como U es un ultrafiltro principal, se cumple que
dng € N tal que U = {A C N:ng e A}.

Sea h: [[N/U — N dada por
h(f1) = f(no).

Veamos que h no depende de los representantes sean f,g: N — N tales que

I ~ug;
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3.1 Encajes y encajes elementales

esto significa que existe V € U tal que para todan € V

f(n) = g(n),
por un lado tenemos que
h([f]) = f(no);
y por el otro
h(lg]) = g(no)

como ng € V
f(no) = g(no).

Entonces h no depende de representantes.

Probemos que h es un homomorfismo

» Sea F' una letra funcional n-aria y aq,...,a, € [[N queda por probar que
W(E([ar], -, [an])) = FY(h([a1]), ..., hl[an)))-

La definicién 3.1.1 sostiene que

para G : N — N si y sélo si
{i e N: FN(ay (i), ...,an(i)) = G(i)} € U

por lo tanto
W(E ([ar], ..., [an))) = h([G]) = G(no)

por otro lado

FN(al(no), weyan(no)) = G(ng)

lo que se puede expresar como

FY(h([a1]), ..., Wllan])) = G(no).

De las igualdades (3.1) y (3.2) obtenemos lo que queriamos probar.
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

= Sea R una relacién n-aria y dada la sucesion [a1], ..., [a,] € [[N/U supongamos
que
([ar]; s [an]) € RY,

de la definicion 3.1.1 obtenemos

V ={ieN:(a1(i),..,a,(i)) € RN} e U,
por el hecho de que U es principal podemos asegurar que

(a1(no), .-y an(no)) € RY;

no olvidemos que
Vil<j<n)  h(lag]) = a;(no).

Para probar el regreso supongamos que
(hlai], ..., ha,]) € RY.
Lo que quiere decir que
(a1(ng), ..., an(ng)) € RY
dado que que U es un ultrafiltro principal generado por ng entonces

{no} S u,

por el teorema de Los podemos asegurar que

(Ja1], -y [an]) € RY™.

= Nos queda por demostrar que h(CHu N) = O™ pero esto es un caso particular del

primer inciso.

Probemos que h es inyectiva.

Sean [g], [f] € [[y N. Supongamos que

es decir
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3.1 Encajes y encajes elementales

Como para cualquier A € U se cumple que ng € A, podemos asegurar

{neN: f(n)=g(n)}el

por lo tanto,

h es inyectiva, como queriamos.

Hasta ahora tenemos que h es un encaje, vamos ahora a demostrar su suprayecti-

vidad.

Sea m € N buscamos
/1€ [In/u
tal que,
W(f1) = m

por la definicién de h esto es f(ng) = m consideremos la funcién
f N — N tal que para toda n € N,

f(n)=m

en particular f(ng) = m.

Esto hace a A un homomorfismo biyectivo. O

Acabamos de mostrar por qué los ultrafiltros principales no son de gran interés, las

ultrapotencias de naturales sobre ellos son esencialmente iguales a los mismos naturales.
A continuacién mostraremos que si usamos un ultrafiltro no principal los naturales
estan elementalmente encajados en su ultrapotencia.

Teorema 3.1.7. Los naturales estan elementalmente encajados en cualquier ultrapo-
tencia [[ N .

Demostracion. El encaje sera dado por la funcion

f:N= ][N,

tal que a cada natural le asigna la clase de equivalencia de su funcién constante.
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Establezcamos los parametros con los que trabajaremos, sean a = aq,...,a,, € Ny
a = aq,...,ap € [[N de tal manera que para cualquier 1 < j < n existe V; € U en el
cual, para toda m €V}

aj(m) = a;

necesitamos un elemento de U de tal forma que cada funcién «; valga constantemente

a; llamemos Vj a dicho elemento definido por

n
Vo=V
j=1
Veamos que en efecto la funcién f es un homomorfismo
= Sea R una letra relacional n-aria, debemos mostrar que
(a1,...,a,) € RN & (Jn], ..., [an]) € RY,

supongamos que
(a1,...,an) € RY,

lo que podemos replantear tomando m € Vj y cambiando cada a; natural por su

respectiva funcién a;(z) asi:
RN
(a1 (m),...,an(m)) € R".
Como esto ocurre para todas las m € Vj se sigue que

(Jeu], ooy [an]) € R

Ahora si suponemos que

([a1], -y [an]) € RY,

entonces por la definicién 3.1.1
W ={meN: (a;(m),...a,(m)) € RN} € U,
sea m € W NV} entonces para toda j tal que 1 < j < n se cumple que
aj(m) = aj;,

y como

WnWyel

concluimos que
N
(a1,...,an) € R

46



3.1 Encajes y encajes elementales

= Sea F una letra funcional n-aria debemos probar

F(FN(ay, ., an)) = FY(f(a1), .., f(an)),

por la definicién de las funciones o obtenemos las siguientes igualdades
FUY(f(ar), . f(an)) = F([en], oos [an]) = [9] (3.3)

si y sélo si
W ={i e N: FN(ai(i),...,an(i)) = g(i)} €U
tenemos que para toda m € W NV

FN(ay(m), ..., an(m)) = FN(ay, ..., a,) = G(m)

lo que significa que

F¥ar, ... an)] = [C] (3.4
de las igualdades (3.3) y (3.4) obtenemos lo que deseamos mostrar.

= Como ya es casi una costumbre el caso de la constante es un caso particular del

inciso anterior.

Ahora probemos la inyectividad de f sean n,m € N. Tomemos
n,m:N—N

las funciones constantes para n y m.
Supongamos que

F() = £() es decir [i] = [m],
lo que implica que existe V € U tal que para toda j € V
n(j) = m(j)

lo que significa que n = m.
Debemos probar la parte de la elementalidad! de f. Procederemos por induccién

sobre la cantidad de simbolos 16gicos iniciando con las férmulas atomicas.

!Nos referiremos por elementalidad a la condicién que separa los encajes de los encajes elementales,

asi mismo para las subestructuras.
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

m sigp:=t=sconty s términos, supongamos que

[IN & (ol o fom]) = 5% (o], -, o)
u

lo que por definicién ocurre si y sélo si
W ={meN:NEtN(a1(m),.., an(m)) = s" (a1 (m), ...,an(m))} € U,
si tomamos i € W NV entonces
N = N1 (i), .y 0 (1)) = s8N (a1 (i), ..., an (0));

es decir
N = tN(ay, ...,an) = 5N (a1, ..., an).

La otra implicacién se obtiene de manera analoga.

» si¢:=(v1,...,0,) € R con R una letra predicativa n-aria. Supongamos que
TINE (], ..., [om]) € RY,
u

es decir
W ={meN:NE (a;(m),...,an(m)) € RN} e U

tomando ¢ € W NV} ocurre que

N = (o1 (4), ..., o (1)) € RY

es equivalente a la expresién

N = (a1, ...,a,) € R,
La otra implicacién se obtiene de manera andloga a esta.

Hasta este punto cubrimos la base de induccién, ahora para la hipétesis supongamos

que 1 y ¢ son formulas que cumplen con lo que deseamos y procedamos.
1. si ¢ := Y A ¢ supongamos que

NE (¥ Ag)(ar, ... an).
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Tomemos m € Vj entonces podemos asegurar que
N ’: (1/) A @)(al(m)’ Ex3) an(m))

Como Vj es un elemento del ultrafiltro U podemos usar el teorema de Los para

obtener

[N E A @) (el o o).
u

La implicacién restante en este caso y el siguiente es muy parecida a los casos

anteriores, asi que la omitiremos.

. si ¢ := ) ahora supongamos que

N E —¢(ay,...,an),

de nuevo tomaremos m € V| para obtener

N E —p(ar(m), ..., an(m)),

lo que por Tarski equivale a decir que

NE (ai(m),...,an(m)),

dado que U es ultrafiltro tenemos que

{i e N: N = (0 (i), o, an (i)} € Us

por Los esto equivale a decir que
TINE G, ... [en])
u

usando la definicién de Tarski una vez mas

TIN £ ~(n, . [aa)).
u

. si ¢ := dv;1) supongamos que

N = v (ar, ..., an).

Por Tarski existe b € N tal que

N ): ¢(a17 () an)(]/b)7

49



3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

entonces para toda m € V)

N l: 1/}(041 (m)7 ) an(m))(j/b)7

sea g : N — N la funcién constante b. Tenemos

{m e N:N = ¢(ar(m), ..., an(m))(j/g9(m))} € U

por Los esto equivale a

TIN E 6o, - o)) G/ 190),
u

es decir

[N 3vje(laal, s [om))-
u
Por otro lado supongamos ahora que

HN ): ijlb([al], ey [Oén])7
U

entonces existe [g] € [[N/U tal que

TIN E 6o, - [aal) G/ 190),
u

por Los lo anterior ocurre si y sélo si
W ={ieN:NE (i), ..,an(1))(i/9(i)} € U.
Sea m € W NV, entonces
N ¢(ar(m), ..., an(m))(3/g(m)),
lo anterior puede reescribirse como

N l: 1/1(@17 ) an)(]/g(m))7

como g(m) € N entonces

N = Jv(ar, ..., an).

Lo que demuestra la elementalidad y finalmente el teorema.
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Los siguientes resultados surgen a partir de considerar dos ultrapotencias iguales.
Teorema 3.1.8. Sean U y 'V ultrafiltros en N, si
I[~=]In
u v
entonces
U="m.
Demostracion. Sea A € U, ahora definamos h : N — N asi:

n siné€ A,

0 singA.

h(n) =

Notemos que h ~q id y por la hipdtesis del teorema entonces h ~v id es decir, existe
V €V tal que para toda n € V ocurre que h(n) = n, por la manera en que definimos

a h tenemos que V C A, al ser V elemento del ultrafiltro V, entonces A € V es decir
ucv
al ser ambos ultrafiltros podemos usar la propiedad de maximalidad para concluir que:

U="v.

Seguimos con un breve corolario que involucra la desigualdad de Rudin-Keisler.

Corolario 3.1.9. Sean U un ultrafiltro en Ny f,g: N — N, si

[IN=]]N

fWw) g(U)

entonces

Ahora investigaremos cémo las extensiones f trabajan sobre la estructura de las

ultrapotencias.
Teorema 3.1.10. Dada f: N — N entonces
FJIN=]]N
S u

es un homomorfismo.
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Demostracion. = Sea R una letra predicativa n-aria tomemos a

A1y enny Gy € HN.

Supongamos

([ar]ywys -+ [anl ruy) € Rf(u),

La definicion 3.1.1 implica que
A={ieN:(a(i),...,an(i)) € RN} € f(W),
de la definicién de f(U) se sigue que existe V € U tal que
f(V) C 4
por lo tanto para toda m € V'
(a10 f(m), ...,a o f(m)) € RY,

como V es elemento del ultrafiltro U podemos aplicar la definicion 3.1.1 de nuevo,

obteniendo
(lar o fl, -y [an © flu) € RY,

es decir

(f(a]pan)s - f([anlray)) € R

Ahora suponemos
(f([ar]ya)s s f([an] pag)) € RY

Por las definiciones de f la 3.1.1 podemos asegurar que existe V elemento del

ultrafiltro U de tal manera que para toda m € V' se cumple
(a1 0 f(m),...,an o f(m)) € RN

como m € V entonces f(m) € f(V)y dado que f(V) es un elemento del ultrafiltro
f(U) entonces

([al]f(u), o [an]f(u)) e RTW,
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» Sea F letra funcional n — aria sean ay, ...,a, € [[N debemos probar

FEIWO ([a] pays - lan] rag) = FU(F(larljag)s s £ ([an] pany)))-

Por un lado tenemos que existe g : N — N de tal suerte que

FIW (lag] paeys - [an] pany) = 9] pao)s (3.5)

si y sélo si
W ={i € N: F¥(a1(i), .., an(i)) = g(i)} € (W), (3.6)
si aplicamos f a la igualdad (3.5) tendremos

FEIO ([a1]pagys - lanlya0)) = g © flus (3.7)

de la expresién (3.6) se sigue que debe existir V€ U tal que f(V) C W y para
toda m € V pasa que

F(a1 0 f(m), ...,an 0 f(m)) = g o f(m);
entonces podemos afirmar que
FY([ay © flus s [an © fl) = [g 0 [,

es decir
FY(f(latlfa)s - F(an] yan)) = [G o flu (3.8)
De las igualdades (3.7) y (3.8) obtenemos lo que desedbamos probar.

= Para el caso de una constante basta considerar el inciso anterior para una letra

funcional constante.

O

Teorema 3.1.11. Sean U un ultrafiltro en N y f : N — N entonces
fIIN=]]N
fa) u
es decir f encaja a [T N en [Ty N.

Demostracion. Que f es un homomorfismo se demostré en el teorema 3.1.10 y su in-
yectividad en 3.1.4, lo que demuestra el teorema.
O
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Las extensiones f encajan las ultrapotencias [] FO N en [[y N, més atn el encaje

es elemental, como demostraremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.12. Sean U un ultrafiltro sobre N y f : N — N entonces
f: H N =< H N.
Fu) u
Demostracion. Por el teorema 3.1.11 sabemos que ocurre

j’HN%HN

fw)

Nos resta por demostrar que para cualquier féormula ¢ con n variables libres y

a=ay,..,a, € [[N se cumple

HNH& al ) <:>HNM> ([alr)-

Procederemos usando el corolario sobre el test de Tarski-Vaught 2.5.2, sean ¢ una

férmula con n variables libres y [a] = ([a1], ..., [an]) € ([[N/f(U))", supongamos que
[IN & 3vie(f(al),
U
usando el teorema de Los y la definicién de f obtenemos el conjunto
W ={ieN:NEJujp(ao f(i))} €U,
con la definicién de Tarski obtenemos que para toda ¢ € W existe ¢; € N para el cual

N = ¢(ao f(i))(vj/ci);

sea ¢ : N — N tal que para toda i € W, g(f(i)) = ¢; y con valor cero en cualquier otro

caso, entonces tenemos para toda i € W

N ¢(ao f(i)(vj/g © £(i)),

de nuevo usamos el teorema de Los y la definicién de f para obtener

[IN E o(f (@) (v / F((a))-
u
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3.1 Encajes y encajes elementales

El anterior teorema extiende al teorema 3.1.11 ahora sabemos que las extensiones

de funciones entre nimeros naturales son encajes elementales.

Ahora vamos por un teorema que nos habla sobre la relacién légica entre una ul-
trapotencia sobre U y una sobre otro ultrafiltro que sea Rudin-Keisler menor que este.
Recordemos el orden de Rudin-Keisler sean V y U ultrafiltros en N diremos que U es

Rudin-Keisler mayor que V

V<gpr U

si existe una funcion f: N — N tal que

fay =v.

Teorema 3.1.13. Dados U y V wultrafiltros sobre N tales que V <px U. Entonces

tenemos que
[IN= TN
v u

Demostracion. Sea f: N — N la funcion testigo de la desigualdad entonces
) =v.

Entonces nuestro problema se reduce a demostrar que
[INZ]]IN
) u

que es el teorema 3.1.11.
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Continuemos explorando las subestructuras de [[ N. Sea M C [TN/U el universo

de un modelo M en el cual, para toda f tal que [f]y € M se cumple lo siguiente:

N\T = N
g N

Teorema 3.1.14. Para cada N C [[N/U, existe M C [N tal que
M| {HN:[f]ueN}
f)

y para todo [flu € N se cumple:

N(\ T — [N
N
Demostracion. Es claro que
IREFQIR)
f) fa)
y €Omo
F(TIN) € U{A(TT0) s e )
fF) fF)
al ser M isomorfo a U{JF(Hf(u) N) : [flu € N}, la condicién
H N—M
fa)
se cumple.

Por el teorema 3.1.7 podemos afirmar que

N[N
)
en particular
N — N
Y
finalmente
N — M.
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3.1 Encajes y encajes elementales

En este caso M es isomorfo al supremo del conjunto
{ [IN:1fe N}.
)

Existe la posibilidad de que M sea méaximo, ahora nos interesa explorar la idea de
que una estructura con las mismas propiedades sea tal que nunca pueda ser méaximo.
Con este fin cambiaremos de momento el universo donde trabajamos para exhibir un

ejemplo (1).
Sea
S ={(aj)j<w : para casi toda j € N a; =0}

es decir el conjunto de todas las sucesiones tales que sus elementos son cero para
todo natural, salvo una cantidad finita.

Es claro que

IS = w.

Para cada n € N definimos un par de funciones:
hp : S — W
tal que para cada (a;)j<, € S
hn(<aj>j<w) = <a1, ag, ..., an>
h,, es la truncacién, nos regresa sélo los primeros n elementos de cada sucesion y
P w5 W

la proyeccién sobre los primeros n elementos.
Notemos que

hy, = Pn © thrl

sea

X ={X C S:3n e N para la cual p, es inyectiva en h,4+1(X)}

es importante notar el hecho de que una cantidad finita de conjuntos de X no cubre a

S. Para asegurarnos probemoslo por contradiccién.
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Sean
X, XneX
supongamos que
m
sclUx
i=1

existen ry, ..., 7, € N, supongamos que 11 < ... < 1y, tales que para toda i € [1,...,m]
pr, €s inyectiva en Ay, +1(X;).

Sea (a;! ) k<w € X1, tomemos (a;*)r<w € Xo tal que
<a’z2>k§h = <a’zl>k§h

recursivamente sigamos tomando para cada i € [2,...,m] una sucesién (a;')p<w, € X;

tal que cada una sea igual a los primeros r;_1 elementos de la anterior, es decir

<a? >r¢,1<k§r¢ - <a2i—1 >T¢71<k§ri .

Construyamos una nueva sucesion (bg)p<w tal que (bp)p<r, = (a7 Vk<ry ¥ bri41 =

(ayt,1) + 1y para toda i € [2,...,m] ocurra que

<bk‘>7’i—1 +l<k<r; = <a2i>7’i—1 F1<k<r;

y alavez by, 11 = (a,!, ) + 1; por dltimo (by)g>r,, sea igual a cero.

Finalmente tenemos que (by)k<, € S, pero para toda i € [1,...,m]

hip1 ((b) k<w) # hz‘+1(<a2i>k<w)

pero
pi(hit1((r)r<w)) = pilhiv1((a ) k<w))

lo que prueba que J*; X; no cubre a S.

Tomemos U un ultrafiltro en S tal que, sea disjunto de X y definamos otros ultra-

filtros de la siguiente manera

notemos que se cumple con que
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3.1 Encajes y encajes elementales

Necesitamos que U,, y U, 41 no sean Rudin-Keisler equivalentes para probar que en

efecto no lo son usaremos el siguiente teoremal.

Teorema 3.1.15 (Frolik). Sean U un ultrafiltro sobre N y f : N — N tales que U =
f(W), entonces
{neN:f(n)=n}el

Demostracion. Sean
X={neN:f(ny<n} y Y={neN:f(n)>n}

y para toda n € X sea £(n) la longitud de la secuencia maximal tal que n > f(n) >
f(f(n)) > ... > f")(n). Dividamos X en dos conjuntos

Xo={neX:l(n)espar} y X;={neX:¥(n)esimpar }.

Notemos que f(Xo) = X1y f(X1) = X0 ya que al aplicar f a X (o a X;) se cambia la
paridad de ¢(n), ahora supongamos que Xy € U, por la hipétesis del teorema X € f(U)
y por la definicién de este dltimo ultrafiltro tenemos que f~1(Xg) = X; € U entonces
X, X1 € U pero XgN X7 = 0 lo que es una contradiccién. Es imposible que X, tanto

como X7 sean elementos de U. Dividamos al conjunto Y de manera similar
Yo={neY :U(n)espar} vy Yi={neY:{(n)esimpar}
pero en Y tendremos un tercer subconjunto
Z={neY:n<f(n)<fin)<f(n)<..es infinita }2.

Para mostrar que Yy y Y1 no son elementos de U el razonamiento es similar al usado
para probar lo mismo con Xy y X7, para también excluir a Z necesitamos trabajar un
poco mas, comencemos.

Para x.y € Z definamos la relacién x ~ y si y sélo si f¥(z) = f™(y) para algunos
k,m € N.

Para cada = € Z sea a, un representante fijo de la clase

{lye Z:y~zx}
Sea L(z) el minimo k+m tal que f*(z) = f™(a,), finalmente dividamos a Z como asf:

Zopdlz e Z: L(z)espar } y  Zi1{z € Z:L(z) es impar }.

'Dicho teorema es un corolario de un resultado de Frolik que aparece en (14).
*Donde f7(n) representa a f compuesta consigo misma j veces y evaluada en n.
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

De nuevo Zy y Z7 son disjuntos pero la imagen inversa de uno resulta en el otro por lo
tanto ninguno puede ser elemento de U.

Recapitulando, tenemos que XoUX; =X ¢ Uy YoUY;UZ =Y ¢ U, usando la
definicién de ultrafiltro como X UY ¢ U entonces

(NAX)U(N\Y) e,

es decir
{neN:f(n)>ntn{neN: f(n)<n}el
lo que buscdbamos probar. O
Ahora supongamos que U,;1 <pxg U, entonces existe f : w™ — w"t! tal que

f(Uy,) = Uppq es decir
fopn(Unt1) = Unta
tenemos que f o p,(Up,41) cumple las hipdtesis del teorema 3.1.15, podemos concluir

que

W= {.%' €wtt: fOpn(.%') - 1‘} € Un+1

recordemos que hy,41(U) = U141 y como U es un ultrafiltro en S, disjunto de X entonces
para toda A C U411, py NO es inyectivo en A; pero es consecuencia del teorema 3.1.15
que f es el inverso izquierdo de p, restringido a W, entonces p,, es inyectiva en W, lo
que es una contradiccién.

Ahora podemos asegurar que tenemos una sucesion Rudin-Keisler-estrictamente

creciente de ultrafiltros

<un>n<w

la cual esta acotada superiormente por U. Por el teorema 3.1.12 tenemos que

TN 2 [N, 3

si definimos la estructura M de la siguiente manera

M [N

neN Uy,

esta cumple con lo requerido.
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3.1 Encajes y encajes elementales

Verifiquemos que M es supremo pero no maximo. Procedamos por contradiccion y

supongamos que M es un elemento de la sucesién, entonces existe m € N tal que
M=]]N
U

pero esto implica que
[INz ]I
Um Um+1
lo que contradice el hecho de ser supremo.
Para que toda la anterior construccion tenga sentido U no debe ser selectivo ya que
de serlo también seria Rudin-Keisler minimal.
En este caso M no es una ultrapotencia, veamos. Supongamos que existe V ultrafiltro

sobre N, este debe ser diferente de los que forman la sucesion < U, >, <. y tal que
M=][N
v

como M C [], N entonces existe h : w — w para la cual h(U) = V entonces [h] € M
por la tanto [h] € [, N para algtin n esto finalmente implica que M C []y N, lo que

es una contradiccion.
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

3.2. Automorfismos

Analizaremos la existencia de isomorfismos que lleven la ultrapotencia [[; N en si
misma, es bien sabido que el tnico automorfismo de los naturales es la identidad, nos

ocupa saber si esto ocurre también con sus ultrapotencias.

Exploremos si las extensiones nos pueden brindar un automorfismo diferente de la
identidad.

Sean h : N — N inyectiva! y U un ultrafiltro en N, sabemos que la extensién de h
h: H N — H N
h(U) N

en particular es un homomorfismo biyectivo, para cumplir con lo deseado debe
ocurrir

h(U) =U
pero, a la vez
74
Pero este hecho es imposible, veamos.
Teorema 3.2.1. Sean h: N — N y U un ultrafiltro en N, si h(U) = U entonces
h = id.

Demostracion. Procedamos por contradiccién. Supongamos que

h # id,
entonces existe [gly tal que
h(lgho) # [glu
es decir
[ © hJu # [g]u,

lo que implica que para todo A € U existe z € A tal que g o h(z) # g(z), pero por el

teorema 3.1.15 existe el conjunto

W={neN:h(n)=n}ecl

1 . . . T . .
Es necesario que h sea inyectiva para asegurar que h sea biyectiva, ver Teorema 3.1.4
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3.2 Automorfismos

entonces para toda n € W tenemos que

goh(n) = g(n)
lo que contradice lo supuesto. O

En resumen la igualdad Hf(u) N = [[(N implica que f ~y id. Ahora nos pre-
guntamos si este hecho es més general, es decir, si para cualesquiera f y g funciones,

II ragN= II v N implica que f ~ g. Sintetizando, si

[T N (3.9)

RN
My N=Tlay N
entonces f ~q g. Claramente la implicacién reciproca es verdadera, sin embargo sabe-
mos que Hf(U) N = Hg(U) N implica f(U) = g(U) por el corolario 3.1.9, pero f(U) =

g(U) no implica f ~q g. Los ultrafiltros en los que si se satisface esta condicién, forman

una clase conocida de ultrafiltos, los llamados Hausdorff.

Definicion 3.2.2. Sea U un ultrafiltro en N, diremos que es Hausdorff si y sdlo si para
todas f,g: N — N, si

entonces

f~ug-

Usando la anterior definicion y el corolario 3.1.9, podemos dar respuesta afirmativa a
nuestra pregunta. Y a la vez, plantear una nueva ;Puede ocurrir que f(U) = g(U), pero
f v g no estén U-relacionadas? Desarrollaremos herramientas para dar una respuesta

en la siguiente subseccién.

3.2.1. Ultrafiltros no Hausdorff

El siguiente lema nos dice que dado un ultrafiltro U Hausdorff todos los ultrafiltros

Rudin-Keisler menores que este también lo seran.
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Lema 3.2.3. Sean U un ultrafiltro Hausdorff y F ultrafiltro tal que
F<prr U

entonces F es Hausdorff.

Demostracion. Sea f: N — N tal que
fu) =9.

Sean h,g : N — N cuales quiera, buscamos probar que si

W) = g(F)
entonces
h~gg
es decir si
ho f(W) =go f(U)
ocurre que

hofr~ugof

lo que es consecuencia de que U sea Hausdorff.
O

Para continuar enunciaremos un lema con una caracterizacion para ultrafiltros que

son Hausdorff.

Lema 3.2.4. El ultrafiltro U sobre N es Hausdorff si y solo si cada vez que un ultrafiltro
F tal que
F<prrg U

incluye al filtro cuadrado
VxV

de un filtro no principal V,entonces F incluye la diagonal
A ={(n,n):neN}

Demostracion. Supongamos que U es Hausdorff. Sea f: N — N x N tal que

64



3.2 Automorfismos

por hipdtesis

VxVCfU.
Tomemos 71, : N x N — N las proyecciones candnicas, entonces
m(F) =m(F) =V

mientras que

T ~F T9 (310)

ocurre si y sélo si

ACT

por el lema 3.2.3 F es Hausdorff entonces la condicién (3.10) se cumple y A C J. Lo
que demuestra la primera implicacion.

Por otro lado, sean f,g: N — N tales que

es claro que
F=h(U)D2VxXV

y que JF tiene a la diagonal por elemento.

Entonces
f~ug

ya que coinciden en h=1(A). Por lo tanto U es Hausdorff. O

Existe una manera de multiplicar ultrafiltros y que el resultado sea un ultrafiltro,

continuacién lo definiremos.

Definicion 3.2.5. Sean U y F ultrafiltros en N, su producto de Fubini esta dado por
UF={XCNxN:{neN:{meN:(n,m)e X} eF}eU}.

Veamos que en efecto dicho conjunto es un ultrafiltro
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Proposicion 3.2.6. Sean U y F ultrafiltros en N, entonces
U F
es un ultrafiltro en N x N.
Demostracion. = Veamos que N x N € U® J. Es facil ver que
{neN:{meN:(n,m) e NxN} e F} el

lo que deseabamos probar.

= Sean U,V € U® JF, entonces existen los siguientes conjuntos

{neN:{meN:(n,m)eU}eF}el

{neN:{meN:(nm)eV}eF}el

cuya interseccién es
{neN:{meN:(n,m)ecUA(n,m)eV}eTF}el;

es decir,

{neN:{meN:(n,m)eUNV}eTF}tel

lo que significa que
UnNnVel®d.

= SeaUeceU®FyUCV, como
{neN:{meN:(nm)eU}eTF}el

entonces podemos asegurar que
{neN:{meN:(nm)eV}eF}el

lo que implica

Velulrd.

= Finalmente sea V' C N x N, entonces tenemos tres casos posibles.
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1. Si
{neN:{meN:(n,m)eV}eF}tel

entonces

Velulwd.

2. Por otro lado si ocurre que
{neN:{meN:(n,m)eV}¢F} el
por ser F un ultrafiltro el anterior conjunto se puede reescribir como
{neN:{meN:(n,m)¢V}eF}el
lo que de nuevo implica
(NxN)\Veuxd.
3. Finalmente si
{neN:{meN:(n,m)eV}eF}¢U

es un caso analogo al anterior.

Es necesario enunciar un pequeno lema auxiliar para futuras demostraciones.
Lema 3.2.7. Sean U y V ultrafiltros sobre N tales que
A% <RK u’

sea f: N — N tal que
fF =,

si f es U — equivalente a una constante, entonces V es principal.
Demostracion. Procederemos mostrando
f(UW)={ACN:nge A}.

para algun ng € N.
Sea f: N — N tal que es U — equivalente a ng, es decir existe Uy € U en el cual

para toda u € Uy se cumple que f(u) = ny.
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Sea A € f(U) entonces existe B € U tal que
f(B)C A

entonces para toda v € B N Uy tenemos que
f(u) =mng

entonces

ng € A

por lo tanto

f(W) S {ACN:ng e A}

Ahora consideremos A C N tal que ng € A, buscamos probar que A € F(U).
Supongamos que no, si A ¢ f(U), tenemos que para todo U € U ocurre que f(U) € A,
pero Uy es tal que para todo u € Up, f(u) = ng; por hipétesis ng € A lo que nos lleva

a una contradiccion. O
Antes de seguir necesitamos la siguiente definicién.
Definicion 3.2.8. Si U,V son ultrafiltros en N y existe F ultafiltro tal que
F<pxgU y TF<pxV,
diremos que U y 'V son compatibles. En otro caso diremos que son incompatibles.

El siguiente corolario nos habla de la relaciéon que guardan los ultrafiltros Hausdorff

con los productos de Fubini.

Corolario 3.2.9. 5i el producto U® F es Hausdorff entonces los ultrafiltros U y F son

Hausdorff e incompatibles.

Demostracion. Como U ® F es Hausdorff y ocurre que
U<prURT y F<pg URT

por lo tanto U y F son Hausdorff.
Sean f,g: N — N supongamos que

definamos h : N x N — N x N de la siguiente manera

h(n,m) = (f(n), g(m))
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lo que implica que

VxVehUeTF)

como

hU®F) <px URF

por el lema 3.2.4 aseguramos que
Aeh(U®F)

entonces

BNA) = {(nm) < f(n) = g(m)} €U T

si y solo si
{n:{m:f(n)=9g(m)}eFtel

lo que implica que f y g son constantes modulo U y F respectivamente, entonces
por el lema 3.2.7 'V es principal, lo que es una contradiccién. Por lo tanto U y F son

incompatibles. O

Finalmente el teorema central de esta subseccién.
Teorema 3.2.10. U ® U no es Hausdorff.

Demostracion. Procedamos por contradiccion y supongamos que U ® U es Hausdorff,
entonces por el corolario anterior U es Hausdorff e incomparable en el orden de Rudin-

Keisler consigo mismo lo que es claramente falso. O

Sea U un ultrafiltro en N. Consideremos U ® U en este caso las funciones 7y, 7o :
N x N — N (la proyeccién sobre la primer y la segunda coordenada, respectivamente)

son tales que

(U U) = m((U®U)

y a la vez

T WU®U 9.

por el lema 3.2.4.
Podemos replantear la pregunta que originé el diagrama 3.9, con la condicién de

que [];q N sea isomorfo a [] ) N, es decir, si
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

[Ty N

S
[Ty Ne—Tlay N

entonces f ~q g. Pero esta pregunta, quedara pendiente para futuros trabajos.
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3.3. Cardinalidad de las ultrapotencias

Hemos estado trabajando sobre conjuntos numerables, pero desconocemos la canti-
dad de elementos en una ultrapotencia. Mas antes de proseguir debemos tener presente
la proposicién 2.2.14 que afirma que un ultrafiltro es no principal si y sélo si contiene

al filtro de Fréchet.

Teorema 3.3.1. Sea U ultrafiltro no principal en N entonces
TN =2%.
u
Demostracion. La desigualdad
TN < 1T
u
es facil de probar mediante la funcion
o: H N — H N
u
tal que para toda f € [[N
o es suprayectiva, veamos.
Sea [g] € [[y N es claro que para toda h € [[N tal que

h~g

ocurre que

al ser o suprayectiva tenemos por consecuencia que
TN < IT] N
u
Resta por demostrar que 280 < | [y N|, para comenzar sean J el filtro de Fréchet y
S={F,e€%:F,=N\{0,1,...,n —1}.

Con S, denotemos el conjunto de las sucesiones finitas de S.

Para cada g : N — N definamos

gJ:N—=S,
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donde ¢'(n) = {Fo, I, ..., Fy(ny }. Como |S,| = g nuestro problema se reduce a probar

la inyectividad de la funcién
7NV H Sw
u

tal que para toda g : N — N tenemos que 7(g) = [¢].
Sean g, h € NN tales que

es decir

entonces para cada V € U y toda m € V tenemos que
g'(m) # I'(m)
lo que en otras palabras significa
{F0s s Fyomy } 7 {F05 s Frm) }

ahora podemos afirmar que g # h.

O

Por lo tanto si tenemos un ultrafiltro no principal U este genera una ultrapotencia
[Ty N con cardinalidad el continuo, por otro lado si U es principal del teorema 3.1.6

obtenemos que [[, N debe ser numerable.
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3.4. Teoria de tipos y modelos saturados.

Este tema se dividird en dos subsecciones, en la primera tomaremos las definiciones
mas basicas y necesarias de la teoria de tipos para que en la siguiente desarrollemos

debidamente los conceptos relacionados a los modelos saturados.

3.4.1. Teoria de tipos.

Sean M una L-estructuray A C M, entonces £ 4 representard el lenguaje obtenido
al agregar a £ una constante para cada a € A. M4 denotara la extensién (M, a)4ec4 en

el £ s-lenguaje.
Definicién 3.4.1. Sea ¥(vy,...,v,) un conjunto de L a-formulas con variables libres
UL,y ey U
Llamaremos a ¥(v1, ..., v,) un n-tipo si
Y01y ey vp) UTh(My)
es satisfacible .
Ejemplo 3.4.2. Sean M = (Q,<), A=Ny
pv) ={v>1v>20v>3 ..}

consideremos a
A C p(v) UTh(My)

finito, es simple ver que A es satisfacible, usando el teorema de compacidad, p(v) U
Th(My) también lo es.
Por lo tanto p(v) es un 1-tipo.

Un resultado que no hemos explorado es la equivalencia elemental de los naturales
y sus ultrapotencias, lo que significa que tanto N como [[, N hacen verdaderas los

mismas enunciados. Es decir sus teorias son las mismas. Lo cual se sigue del teorema

NZIN
u

"Donde Th(Ma) representa el conjunto de los £ 4-enunciados verdaderas en M.

3.1.7 el que sostiene que
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sin importar que ultrafiltro U usemos.
Para poder extender la afirmacién del teorema 3.1.7 en los casos que ahora explora-
mos, el mismo encaje que se definié en la prueba del mencionado teorema, nos auxiliara,

pero antes para cada A C N es necesario definir
TINw = (TN [a))aca
u u

el encaje f! toma las nuevas constantes a € A, cuya imagen serd [a] mismas que se

interpretardan como nuevas constantes en [ [y N4 por lo tanto podemos afirmar que
Th(Na) = Th(] [ Nap.
u

Definicién 3.4.3. Diremos que X(v1,...,v,) es un n- tipo completo si para toda ¢

L A-formula con variables libres vy, ..., v,
® € X(v1y .y Up) 0 ¢ € X(v1, ey Up).
Ejemplo 3.4.4. Sean M y A como en el ejemplo anterior y

q(v) ={o(v) € La: M= ¢(1/2)}

es claro que la formula

v <3

pertenece a q(v), mientras que
v > 2

no lo hace.

En general cada L o-formula v cumple con
MEW(1/2) o ME-(1/2)
por lo tanto q(v) es un 1-tipo completo.

A partir de ahora trabajaremos con tipos completos.

Definicién 3.4.5. Si X(vy,...,v,) es un n-tipo sobre A, diremos que a € M™ realiza a
Y(v1, ..., Up) Si para toda ¢ € X(v1, ..., Vp)

M= ¢(a).

Si X(v1, ..., vn) no es realizable en M diremos que M omite a ¥(vy, ..., vp).

1 . . . .,
Donde f asigna a cada natural la clase de equivalencia de su funcién constante.
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3.4 Teoria de tipos y modelos saturados.

Ejemplo 3.4.6. Recordemos los ejemplos anteriores en ellos p(v) no es realizable en

(Q, <) y por otro lado 1/2 realiza a q(v).

Para el siguiente teorema cambiaremos de lenguaje; el resultado es verdadero sélo

en lenguajes de tamano numerable.

Teorema 3.4.7. Sean L un lenguaje numerable, U ultrafiltro no principal sobre N,
A C [IN/U numerable y ¥ (v1, ..., v,) un n-tipo sobre £ 4.

Entonces 3(v1, ...,vy) es realizable en []; N.

Demostracion. Como £ es numerable y A es subconjunto numerable de [[ N/U, enton-
ces

Li=LU{C, a€ A}

es numerable también, lo que hace que cada n-tipo sea numerable entonces podemos

reescribir a X (vy, ..., v, ) asi
Y(v1y ey ) = {om(v1y .y vy) :m € N}

Ahora lo que debemos demostrar equivale a: ¥(v1, ..., v,) es realizable en [[( N siy

sélo si cada subconjunto finito de ¥(vy, ..., vy) es realizable en [ [, N.
La implicacién directa es trivial, prosigamos con la otra.

Definiremos n funciones de manera recursiva
fises fn : N=N
Sea m = 1 tomemos un subconjunto de X(vy, ...,v,) con un dnico elemento
{o1} C E(v1, ..., vp)

por hipdtesis existe [a1] € ([ N/U)" tal que

[N E o1 (lea)). (3.11)
u

Sea A el conjunto de constantes C, con a € A que aparecen en ¢j, mismo que es
finito

Ay ={C1,...,C }.
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Ahora cambiaremos cada constante de o1 por nuevas variables y nombraremos a esta

nueva formula como o}, para continuar definamos la siguiente sucesién

[kl .., [k ] € T N/U

tales que para cada 1 <i <rg

Entonces (3.11) equivale a

HN ’: Ui([al]’[kjl]a""[kjm]) (3'12)
U

por Tarski podemos reescribir la expresién (3.12) asf
[N E o1, .. Jon (ol (k] s [, ]))
u

aplicando el teorema de Los obtenemos
Vi={i e N: N E Juy,..., v, (o] (k1 (), ..., kry (1)} € U

Sea
il = mm{Vl}

por medio de Tarski sabemos que existe by, ..., b, € N tal que

N 0} (b1, oo b, k1 (1), ooy Ky (01))

ahora para cada p € [0,41] y toda 1 < ¢ < n definamos

b; ,sipeln,
filp) = R,
0 ,sipé¢ V.

Supongamos que para alguna m € N tenemos debidamente definidos el subconjunto
{01, cyom} T E(v1, .y vp),
el elemento del ultrafiltro
Vi ={i e N: N | Jvy, ..., v, () Ao Aot (k1 (i), o ke, (1) €U

y el intervalo [i;,—1 + 1,4,,] en el cual para toda p en él y toda 1 < i < n, ocurre

que
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3.4 Teoria de tipos y modelos saturados.

filp) =

d; ,sipEVm,
0 ,sipé V.

donde
NE A Aol (dy,...dy, k1 (D), ..., kr,, (D))

donde de nuevo las formulas o] se obtuvieron al cambiar las constantes de o; por
nuevas variables.

Para m + 1 tomemos
I'={o1,...,0m,om+1} C X(v1,...,vp)

la hipétesis implica la existencia de [am41] € (J[]N/U)™ tal que para cualquier
o; €l

1IN E oilama))
u
podemos asegurar que

[INE o1 A Aom Ao (am))
u

consideremos el siguiente conjunto
Api1 ={Cq:a € Ay C, aparece como constante en o1 A ... A 0py41}
de nuevo dicho conjunto serd finito entonces
Aerl = {Cl, ey Crm-H}

una vez mas cambiaremos las férmulas o; por sus versiones sin constantes y usaremos
las clases [k;] para representar la interpretacion de estas nuevas constantes, obteniendo

asi la expresion
[INE oA Ao a(amil [, o [y ])
u
la cual por Tarski equivale a

[IN & o1 3o () A o Aoy (R oy o)
u

el teorema de Los nos brinda el conjunto

Ving1 ={t e N: N = oy, ..., Jop () Ao Aoy (k1(0), oo Ky ()} €U
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3. MODELOS Y ULTRAPOTENCIAS

Sea
im+1 = mm{] S Vm N Vm+1 : ] > by + 1}

Tarski implica que existen eq,...,e, € N tales que

N ): 0'/1 VAR O';nJrl(el, ey €y K1 (Tt 1)y ooes krm+1 (im+1)) (3.13)

ahora para toda p € [i,, + 1,9,+1] v cada 1 < ¢ < n definamos

ei ,8ip€ Vpi,
fi(p) = . "
0 ,sipé Vipsr.

por la manera en la que trabajan las funciones f; y k; si tomamos p € [iy,+1, ipm1]0

Vin+1 la afirmacién (3.13) deriva la siguiente

NEoI A Aomir(f1(p), .., fn(p))-

Todo lo realizado es para afirmar que [fi],..., [f,] realiza a ¥(vq,...,v,) en [] N.

Pongamos a prueba nuestra afirmacién.

Sea
jeN
sabemos que existen el intervalo [i;_1 + 1,i;] y V; € U tales que para cualquier

p € [ij—1 + 1,4;] N'V; tenemos que

NE o1 A e Aaj(f1(p), ey (D))

en general para toda s € N si s > j existirdn [is—1 + 1,i5] y Vs € U tales que, si
p € [is—1 + 1,is] N Vs tendremos

NEOAAGALANTs(f1(D)s s [n(D))

podemos ahora decir que para toda p € [i;_1 + 1,00] NV} es verdad

NE o;(fi(p); - fn(p))

como el complemento de [i;_1 4 1,00] es finito, este es un elemento del filtro de Fréchet

mismo que esta contenido en U al ser este no principal, entonces
[’L'j,1 —|—1,00] ﬂ‘/j clu

podemos aplicar el teorema de Los para obtener

HN l: Uj([fl]a SaD) [fn])
u
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3.4 Teoria de tipos y modelos saturados.

3.4.2. Modelos saturados

Definicion 3.4.8. Sea k un cardinal infinito, diremos que un modelo M es k-saturado
si y sdlo si para todo A C M con |A| < k, cada conjunto X(v) de L a-formulas consis-

tente con Th(M4) es realizable en My.

Diremos que M es saturado si este es | M |-saturado.

Entonces el teorema 3.4.7 implica el siguiente corolario.

Corolario 3.4.9. Sean £ un lenguaje numerable y W un wltrafiltro no principal sobre

Iy

N entonces

es wi-saturado.

Si consideramos verdadera la hipdtesis del continuo entonces el anterior teorema se

puede replantear como:

Sean £ un lenguaje numerable y U un ultrafiltro no principal sobre N entonces
[JR
u

es saturado.
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Capitulo 4
Apéndice

4.1. Una aplicacién de los ultraproductos
En esta seccién daremos una demostracién alternativa para el teorema 2.1.14 El
teorema de compacidad usando ultraproductos.

Teorema 4.1.1. Sea X un conjunto infinito de enunciados de £, S,,(X) el conjunto de
todas los subconjuntos finitos de 3. Si para toda i € S,,(X), M; es modelo de i entonces
existe W ultrafiltro en S, (X) tal que

[[MiEx
u
Demostracion. Para toda i € S,,(X) sea
Xi={jeSu(®):i<j}
Tomemos la siguiente familia de subconjuntos de S, (2):
F={X CS,(%): X DX, para alguna ¢ € S,,(2)}
F' es un filtro propio, probémoslo.

= Mostremos que S, (X) € F.
Es claro que S,,(X) es subconjunto de si mismo y que cualquier X; estd contenida

en ¢él.

s Dados A,B € F.
Ay B son subconjuntos de S,,(X) y existen X;, X; € S,(X) tales que

A:_)XZ y B:_)X]
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4. APENDICE

al intersectar A y B tenemos
ANB :_)XiﬂXj :Xin
entonces AN B € F.

s SiAcFyACBCS,(Y).

Es simple darse cuenta de que si para algun i € S,,(3) ocurre que
ADX;

entonces también
B D X;.

= Finalmente para que F' sea propio supongamos que
DeF

entonces para alguna i € S, (%)

pero X; # (), una contradiccion.

F es un filtro propio, este se puede extender a un ultrafiltro U en S, (X).

Ahora para toda ¢ € ¥y j € Xy ocurre que
M; = ¢

tenemos que Xy4 € F' al ser un subconjunto de S, () y contener a todos los X; en
los cuales aparece ¢. Por lo tanto
X¢ cl

podemos usar el teorema de Los para implicar que
[I: =6
u
como ¢ fue un elemento arbitrario de ¥ podemos afirmar que

[[MiEx
u
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4.2 Ultrafiltros Hausdorff.

4.2. Ultrafiltros Hausdorff.

En la subseccién 3.2.1 el teorema 3.2.10 afirma que el ultrafiltro U ® U es no Haus-
dorff, cabe preguntarse por los que si lo son. Nos auxiliaremos del siguiente teorema

para hablar un poco de ultrafiltros Hausdorff.

Teorema 4.2.1. Todo ultrafiltro Rudin-Keisler minimal es Hausdorff.

Antes de seguir recordemos la definicién de ultrafiltro Hausdorff.
Sea U un ultrafiltro en N, diremos que es Hausdorff si y sélo si para todas f,g :
N — N, si

entonces

Demostracion. (Teorema 4.2.1)

Sean U un ultrafiltro Rudin-Keisler minimal y f, ¢ : N — N. Supongamos que

y V € U para el cual

Como U NV € U se sigue que

[ luvav=idunv = g lunv,

por lo tanto
I ~u g
es decir U es Hausdorff. O

Por 1ltimo mencionaré que es un problema abierto decidir si ZFC demuestra la
existencia de ultrafiltros Hausdorff o bien si hay un modelo de ZFC en el cual no

existan ultrafiltros Hausdorff.
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Capitulo 5

Notacion

vy Lenguaje.
UL RM oM Simbolos f, R, C de funcién, relacién y constate interpretados en M.

d(V1y .y Up) Formula ¢ con vy, ..., v, como unicas variables libres.

Ql

M= o(

M E ¢(a)(j/b) Representa M = ¢(aq,...,a5-1,b,aj41, ..., ap ).

) El modelo M satisface a la formula ¢ bajo la sucesion a.

Th(M) El conjunto de todas los enunciados verdaderas en M.
NCM N subestructura de M.
N<M N es subestructura elemental de M.
N—M N esta encajada en M.
N=M N esta encajada elementalmente en M.
U<gr V U es menor que V en el orden de Rudin Keisler.

La notaciéon anterior se mantiene si cambiamos el modelo

M por [[,N.
f~ug Significa que {i € I : f(i) = g(i)} € U.
[flu Representa a {g : N — N:{n e N: f(n)=g(n)} € U}.
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5. NOTACION

[IN/U EI universo de ], N.
Sw(A)  El conjunto de todos los subconjuntos finitos de A.

f La extencién de f : N - N

f [T N = TTu N [9]ran = [9 0 flu
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