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Resumen

En la presente tesis, usamos cuatro cartas locales del toro plano, lo cual implica obtener las
funciones de transicion. Para hacer un levantamiento de las funciones de transiciéon mediante
la aplicacion cubriente 2:1 del grupo espin al grupo ortogonal especial, obteniendo cuatro
familias, llamadas estructuras espin del toro. Enseguida definimos los cuatro haces de espin
del toro (mediante la representacion espin) que estéan asociados a las cuatro estructuras espin.
Ademés, demostramos que los haces de espin positivo y negativo son triviales, y utilizando la
suma de Whitney (suma de haces vectoriales), obtenemos el haz de espin global que también
resulta ser trivial.

Por otro lado, demostramos que el espacio espinor es isomorfo al espacio de funciones
con condicion de frontera, lo cual significa que el espinor (definido en el toro y cuya imagen
puede ser el haz de espin positivo o negativo) es identificado con la funcién definida en un
cuadrado con lados de longitud uno y con valores complejos. Esto nos ayuda a definir cada
uno de los dominios de los cuatro operadores de Dirac que corresponden a los cuatro haces
de espin. Luego extendemos dicho dominio a un espacio de Hilbert, que nos permite concluir
que la clausura del operador de Dirac es autoadjunto. Teniendo esto en cuenta determinamos
cuatro espectros que corresponden a cuatro operadores de Dirac, y de los cuales tres resultan
distintos. Finalmente, concluimos que el espectro de Dirac depende de la estructura espin del

toro.

Toro, estructura espin, operador de Dirac, espectro.
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Abstract

In this thesis, start with four local charts of the flat torus and lift the transition function
with the 2:1 covering map of the spin group to the especial orthogonal group, in order to
obtain the four families, which are called the torus spin structures. After that, we define the
four torus spin bundles (with the spin representation) which are associated with the four spin
structures. We proof that the positive and negative spin bundles are trivial, and using the
Whitney sum (vector bundles sum) we obtain the global spin bundle which turns out to be
also trivial.

Furthermore, we show that the spinor space is isomorphic to a functions space with boun-
dary conditions, which means that a spinor (defined on the torus and with values in the positive
or negative spin bundle) is identified with a complex function defined on a unit length square.
This helps us to define each of the domains of the four Dirac operators, corresponding to
the four spin estructures. Then we extend this domain to a Hilbert space, which allows us
to conclude that theclosure of the Dirac operator is self-adjoint. Moreover, we determine the
four spectra of the four Dirac operators, and three of them turn out to be different. Finally,

we conclude that the spectrum of the Dirac operator depends on the spin structure.

Torus, spin structure, Dirac operator, spectrum.



INTRODUCCION

Las ideas y resultados que aparecen en la presente tesis se pueden enmarcar dentro del

campo de interaccion entre el Analisis Espectral de Operadores y la Geometria Diferencial.

0.1. Resultados principales en este trabajo

El objeto de estudio en este trabajo es saber si las cuatro estructuras espin construidas
del toro T? tienen espectros diferentes de los Operadores de Dirac definidos en los espacios
espinores correspondientes a las cuatro estructuras espin.

Empezamos mostrando en el Capitulo 1 que el toro T?> = R?/Z? admite una estructura
diferenciable, compuesta de cuatro cartas locales o cartas coordenadas para el T?. Esto nos
lleva al Capitulo 2 para la construccién de las cuatro estructuras espin del toro. Luego en
el Capitulo 3, mostramos que para los cuatro estructuras espin, los haces de espin asociados
son triviales, de esta manera los espinores diferenciables se pueden escribir como funciones
diferenciables con valores complejos definidas en el toro cuadrado T? = R?/Z?. Es decir, que
las secciones son reemplazados por funciones definidas sobre [—1, 1] x [—3, 1].

En el Capitulo 4 nos encargamos en determinar los operadores de Dirac definidos en
el espacio de funciones con condiciones de frontera, tales funciones estan definidas sobre el

11 11

intervalo [—3, 3] x[—1, 1] con valores complejos (i.e f : [—3, 3] x[—1, 3

a las cuatro estructuras espin. Por ultimo en el Capitulo 5, determinamos los espectros de los

| = C), correspondientes

cuatro operadores de Dirac, correspondientes a las cuatro estructuras espin, que resultan tres
espectros distintos y uno de ellos resulta ser igual a uno de los tres espectros. Esto se debe
a su simetria con uno de los tres espectros. Lo cual nos lleva a concluir que los espectros de

operadores de Dirac pueden depender de la estructura espin.

0.2. ;Por qué es interesante?

La relacion entre la geometria de una variedad Riemanniana y su operador de Laplace

que actua en funciones (o mas generalmente en formas diferenciables), ha despertado mucho
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0.3. PLAN GENERAL

la atenciéon. De donde surge una pregunta, ;Coémo la forma y el sonido de un espacio son
relacionados?. Una hermosa introduccion en este tema se puede encontrar en [2]. Cuando uno
quiere pasar de la teoria “bozones” a la de “fermiones”; i.e. cuando nos dirigimos a espinores
y el operador de Dirac, un nuevo objeto entra en la escena, la estructura espin. Esto es un
objeto topolégico global necesario para definir espinores.

Nos planteamos la siguiente pregunta ;como esta pieza de la estructura espin, ademas de
la geometria usual de la variedad, influye en el espectro del operador de Dirac?. Se ha sabido
durante mucho tiempo, que incluso en los ejemplos mas simples tales como la 1-esfera del
espectro de Dirac no depende de la estructura espin. Pero sobre el caso del toro (también para
el toro en general, que tenga dimension n), el espectro depende de la estructura espin. Este
resultado se puede ver en [5], donde Friedrich obtuvo resultados considerando al Laplaciano
proporcionalmente al cuadrado del operador de Dirac por argumentos generales (no explicitos).
En este trabajo de Tesis vamos a discutir el toro plano T? = R?/Z? con un cierto detalle
(explicitamente), trabajando especialmente con el operador de Dirac, sin utilizar el Laplaciano.
Para la variedad del toro plano, el espectro es calculado explicitamente y lo sorprendente es
que los cuatro haces de espin son triviales, lo cual nos lleva a concluir que los cuatro operadores
de Dirac tienen la misma manera de definirse, sin embargo cuando determinamos los espectros
de los cuatro operadores de Dirac, resultan ser distintos, por tanto esto quiere decir que el
espectro depende de la estructura espin, tal como el resultado de Friedrich [5].

Podemos interpretar que la estructura espin determina el comportamiento espectral cua-

litativo (ver referencia [1]).

0.3. Plan General

La estructura de esta tesis es la siguiente:

1. Construir una estructura diferenciable para el toro T? = R?/Z?, constituida por cuatro
cartas “especiales” que nos ayudaran a determinar, las cuatro estructuras espin del toro
T? (Capitulo 1).

2. Demostraremos el isomorfismo del espacio espinor, espacio con funciones de transiciéon
definidas sobre la imagen de las cuatro cartas coordenadas del toro y el espacio de
funciones con condicién de frontera definidas en el intervalo [—1, 1] x [-1, 1] (Capitulos
2 y 3). El cual, nos ayudara a demostrar que los cuatro haces de espin del toro T? son

triviales (cuarta seccion del Capitulo 3).

3. Hallar el Operador de Dirac para la variedad compacta T? con respecto a los cuatro

haces de espin del toro T2
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0.3. PLAN GENERAL

4. Determinar los cuatro espectros de los cuatro Operadores de Dirac del toro T? para
llegar a conocerlos, resulta que estos son distintos con respecto a las cuatro estructuras

espin del toro.

5. Al final del capitulo 5 se hara una conclusion de que el espectro del operador de Dirac

es dependiente de las estructuras espin del toro T? = R?/Z2.
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ESTRUCTURA DIFERENCIABLE DEL TORO
TZ

En este comienzo del capitulo, nuestro objetivo sera dotar una estructura diferenciable
para el toro T?> = R?/Z? 6 de tal manera que estara constituida de cuatro cartas locales.
La construccion de estas cuatro cartas locales sera de mucha importancia para el siguiente
capitulo, donde nos servira para poder definir las cuatro estructuras espin del toro. Entonces

empezamos con la seccion de variedad diferenciable.

1.1. Variedad Diferenciable

La nocién de variedad como un espacio que localmente es equivalente a un abierto de
un espacio vectorial de dimension finita y donde podemos extender las nociones de calculo
diferenciable ya aparecia en los trabajos de Carl Friedrich Gauss y Bernhard Riemann. La

definicion moderna que utilizaremos es debida a Hassler Whitney.

Definiciéon 1.1. Una variedad topologica de dimension m es un espacio topologico M con

las siguientes propiedades:

1. M es Hausdorff: dados dos puntos distintos p y q en M, entonces existen abiertos dis-

guntos U y V tales quepe U yqeV;

2. M tiene base numerable de abiertos: existe una coleccion numerable de abiertos de M

tal que todo abierto es una union de abiertos de esa coleccion;

3. M es localmente Fuclidiano: para cualquier p € M, existen abiertos U C M conteniendo

D, UcR™ y un homeomorfismo p : U — U.



1.2. EL TORO

Definicion 1.2. Un atlas en M es una coleccion {p; : U; — (Z}iel de homeomorfismos,
llamados cartas locales o cartas coordenadas de M, donde U; C M es abierto, (7@ CR™

abierto y U;e;U; = M. Los homeomorfismos
Y; 0 goi_l : (pZ(UZ N Uj) C (72 — 4,0](UZ N Uj) C (73'

son llamados cambio de coordenadas. Un atlas es de clase C", 0 < r < oo, si todos los
cambios de coordenadas del atlas son de clase C". Una estructura diferenciable para M es
un atlas es clase C'*° que define una clase de equivalencia. Una variedad diferenciable es

una variedad topoldgica con una estructura diferenciable.

Comentario 1.3. Si el atlas es de clase C° entonces M se define como una variedad to-
poldgica. Las cartas locales de la variedad diferenciable M denotaremos por (U;, ¢;) donde

i+ Uy = @i(U;) = Uy, el atlas por A = {(U;, ;) }ier donde I es el conjunto de indices, la
estructura diferenciable por [A] y la variedad diferenciable por (M, [A]).

Observemos que para obtener una estructura diferenciable sobre M es suficiente definir un

atlas de clase C*°, A, en M y tomar su clase de equivalencia [A].

Definicion 1.4. Sean M y N wvariedades diferenciables de dimensiones m y n, respectiva-
mente. Decimos que una aplicacion f : M — N es diferenciable en un punto p € M
si, existen cartas locales (U,¢) en M y (V) en N, con p € U y f(p) € V tales que
pofopt:pUNfHV)) CR™ — (V) CR" es diferenciable en el punto ¢(p) € R™.

Decimos ademds, que f es diferenciable si es diferenciable en cada punto p de M.

Comentario 1.5. En la definicion anterior si M y N son variedades topologicas , entonces

f: M — N se define como una aplicacion continua.

1.2. El toro

El objetivo de esta seccion es construir las cuatro cartas locales del toro T? := R?/Z?, que
nos servira para mostrar que el toro es una variedad diferenciable de dimension 2, variedad
Riemanniana, orientable y compacta.

El toro T? := R?/Z? tiene la definicion dado de la siguiente manera:
T? 3 (z1,22) ~ (y1,42) € T? si y solo si (y1,92) — (71, 72) € Z

Véase la ilustracion grafica del toro que vamos a estudiar:




1.2. EL TORO

T2 .= R?/Z’

Proposicién 1.6. El toro T? := R?/Z? es una variedad diferenciable de dimension 2.

Demostracion. Primero vamos a mostrar que T? es una variedad topolégica. Consideremos a

la aplicacion cociente f : R? — T? = R?/Z?, donde la relacion de equivalencia esta dado por:
R?*> (z,y) ~ (a,b) €R* & dmncZtalquex=a+m, y=b+n
Entonces podemos obtener que

1. T? es un espacio topoldgico; para esto definimos que un conjunto abierto U en T? es
cuando f~(U) es un conjunto abierto en R2. Con esta definicion, se prueba que el toro

es un espacio topologico.

2. T? es Haussdorff; porque R? es Haussdorff, f : R? — T? = R?/Z? es aplicaciéon abierta
y el grafico denotado por R := {(u,v) € R? x R? : u ~ v} es cerrado en R? x R

3. T? tiene base numerable; porque R? tiene base numerable y f : R? — T? = R?/Z? es

aplicacion abierta.

4. T? es localmente Euclidiano; para mostrar esta afirmacioén, construiremos las cartas
locales del toro T2, para eso, veamos la siguiente ilustracion grafica, donde Uy, U, Us y

U, definiremos mas adelante:

[ T? T2
UQ 1 U4 U2 1 U4
/ s
l _—
_> i
-1 Y 2 [ 0 B R 2
ol | Us =31 Us
-1 -1

Consideremos la norma del maximo sobre R?, ||(z1, Z2)||oo := maz{|z|, |v2|} para definir

la bola abierta

B.((a,b)) := {(z1,22) € R*:|| (a,b) — (z1,22) || < r}.




1.2. EL TORO

, 2 . . . P
Ademas como f: R? — T? = % es una aplicacion cociente, donde la topologia de T? es

dado por
r(f)={UcCT?*: f}U) e7}

donde 7 es la topologia usual de R?. Esto implica que los cuatro conjuntos que se definan
Uy, Uy, Us y Uy son abiertos.

Sean Uy := {[(x1,72)] : (x1,72) € B1((0,0))}, vy o1 : U1 C T — B1((0,0)) C R? el

homeomorfismo definido por:

[z )] = (z,y), (21,22) € B1((0,0)).
Su inversa es ;! : B1((0,0)) ¢ R* — U; C T* dado por:

(z,y) = (2, y9)]

Sea Us := {[(w1,22)] : (w1, 22) € B%((O,%))} VU CT? — B%((O,%)) C R? el

homeomorfismo definido por:

(z.y)] = (zy), (21,22) € Bi((0,3)).

Su inversa es ;' : B%((O, 1)) c R? — U, C T? dado por:
(zy) = [(zy)]

Sea Us := {[(x1,22)] : (x1,22) € B

homeomorfismo definido por:

((3:0)} ¥ s : Us € T — Bi((3,0)) C R? el

1
2

((3,0)).

Su inversa es 3 : B%((%,O)) C R? — U3 C T? dado por:

[(z,9)] = (z,9), (v1,22)€B

1
2

(z,y) = [(z,y9)]

Sea Uy := {[(71,22)] : (x1,22) € B%((%,%))} yos: U CT? — B%((%,%)) C R% el
homeomorfismo definido por:

[(x,y)] = (xvy)v (1'1,112'2) €B
Su inversa es ;! : B%((%, 3)) C R? — U, C T? dado por:

(z,y) = (2, 9)]

Entonces (Uy, 1), (U2, ¢2), (Us, v3) v (Ui, p4) son las cartas locales del toro y tienen la
propiedad T? = U?:l U;.




1.2. EL TORO

Luego se observa que 1, 2, 3 y 4 satisfacen la condicién de la definiciéon 1.1. Por tanto el toro

T? es una variedad topolégica.
Ahora vamos a determinar los cambios de coordenadas de las cartas locales para obtener

una estructura diferenciable.

Cambios de Coordenadas

(a) Veamos
UinUs ={[(z,y)] € T? : [(z,y)] € U1y [(z,y)] € Ua}
= {l(z,y)] € T*: (2,y) € B1((0,0)) y (z,y) € B1((0,3))}
U{[(z,y)] € T*: (z,y) € B1((0,0)) y (x,y + 1) € B1((0,3))}
{[(z,y)] € T*: (z,y) € B1((0,0)) ey € (0, 3)}
U{[(z,y)] € T*: (z,y) € B1((0,0)) ey € (—3,0)},

[NIE

y definimos
A21 L= {(l’,y) € B%((an)) €y € (O> %)}7
BZl L= {(l’,y) €B ((an)) ey E (_%70)}

Entonces Uy NUy = {[(z,y)] € T? : (z,y) € An } U{[(z,y)] € T? : (x,y) € By }. Ademés
©1(Uy NUy) = Ag; U By es unién disjunta.

N

El cambio de coordenadas de las aplicaciones ¢ v o es ilustrado en la siguiente grafica.

T2
Us
LT P2
N P51 /x R?
o]
b S S A
Uy A
Fof2i Bgl w
P20

donde A5 = Ag v Bis = {(z,y) € B%((O,%)) e y € (3,1)}. Entonces la aplicacion
201" 11 (U NUy) — ¢a(Uy NU) C R? es dado por

(zay)a si (‘Tay) EA’421;

-1
T,Yy) = P00 (T, Y) = .
( ) ’ ' ( ) { (l',y‘l‘]-), S1 (‘Tay) EB21~

Su inversa ¢y 0 ;' o(U; NUy) — 1 (U NUsy) es dado por

(xay)7 si (xay) 6"412;

-1
x, —> o T,y) =
o) pro o) {(a:,y—l), si (z,9) € B,
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(b) Veamos

UNUs = {[(z.y)] € T*: [(z,y)] € U1y [(x,y)] € Us}

={[(z, )] € T*: (z,y) € B1((0,0) y (z.y) € B1((5,0))}
U{l(z,y)] € T : (2,y) € B1((0,0)) y (z+1,y) € By((3,0))}
{l(z,y)] € T : (z,y) € B1((0,0)) y = € (0,3)}
U{l(z,y)] € T (2,y) € B1((0,0)) y = € (=3,0)},

y definimos

Entonces Uy NUz = {[(z,y)] € T? : (z,y) € Az} U{[(z,y)] € T?: (z,y) € B3 }. Ademas
©1(Uy NU;) = Azp U Bsy es union disjunta.

El cambio de coordenadas de las aplicaciones ¢y y 3 es ilustrado en la siguiente grafica.

T2

donde A3 = Az y Bz := {(x,y) € B%((%,O)) y x € (3,1)}. Entonces la aplicacion
w3001 11 (U NU3) — @3(Uy NU3) C R? es dado por

(zay)a si (‘Tay) €A31;

-1
r,Yy) = P30@ (T, Y)= .
( ) ’ ' ( ) { (x+1ay)a S1 (‘Tay) €B31~

Su inversa ; o gpgl s p3(Up NU;3) — ¢1(Up NU3) es dado por

(xay)7 si (xay) 6"413;

—1
x, — o r,Y) =
e {(m—l,y>, si (2,) € Bua
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(c) Veamos

UinUs={[(zy)] € T : [(z,y)] € U1y [(w,y)] € Us}

= {l(z,9)] € T*: (2,9) € B1((0,0) y (z,y) € Ba((3, 1)}

U{l(z, )] € T*: (2,y) € B:((0,0)) y (z+1,y) € B((3,3))}
U{(z,y)] € T (,) € B1((0,0)) y (z+1,y+1) € Bi((3, 1)}
U{[(z,y)] € T*: (x,y) € B1((0,0)) y (z,y+1) € Bi((5.3)},

At ={(z,y) € B:((0,0)) : z€(0,3), y€(0,3)},

Bu:={(e,y) € By((0,0)): € (-4,0), ye (0.1}

Cu i ={(z,y) € B1((0,0)) : 2 € (~3,0), y€(—50)}

Dy :={(z,y) € B1((0,0)): z€(0,3), y€(—3,0)}

Entonces

UnUs = {{(z,y)] € T*: (2,y) € Au} U{[(z,y)] € T*: (2,y) € Bu}
U{[(z,y)] € T*: (z,y) € Cu} U{[(z,y)] € T*: (2,y) € Du}.
Ademas ¢1(U1NUy) = Ay UBg UCy UDy; es union disjunta. El cambio de coordenadas

de las aplicaciones ¢; y ¢4 es ilustrado en la siguiente grafica.

TQ
Uy
. T .1 ®4
Lo e S /x R2
I. . .: r
P Dy
U,
pa0pr
donde A14 = A41 y
Bl4 = {(l’,y) S B%((%u %)) oxe (%71)7 Yy e (07 %)}7
Cl4 L= {(xay) S B%((%a %)) S (%? 1)a yE (%7 1)}7
Dl4 = {(xay) € B%((%a %)) VIS (Oa %)7 Yy € (%7 1)}
Entonces la aplicacion ¢4 0 7" : @1 (U NUL) — 04(U; NU,) C R? es dado por
(xvy)u si (l’,y) E/4417
B r+1,y), si (z,y) € Bui;
(z,y) = paop;(z1,22) = ( v) . (z.v) "
(z+1y+1), si(z,y) € Cu;
(zay+1)a si (xay) 61941
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Su inversa 1 o gpgl cpa(UpNUy) — ¢1(Up NUy) es dado por

(l’,y), si (x,y) € A147
o) (x —1,y), si (x,y) € Bi;
(wy) = ereen @) =40 Gy € Cu
([L’,y—l), si (zay)€D14
(d) Veamos
Uy NUs = {[(z,9)] € T : [(z,y)] € Us y [(z,y)] € Us}
= {{(z,9)] € T?: (z.y) € B1((0,3)) y (z,y) € B1((5.0))}

U{l(z, )] € T*: (v,y) € B
U{l(z, )] € T*: (v,y) € B
U{[(z,y)] € T*: (z,y) € B

y definimos

Agy i ={(w,y) € By((0,3)): =€ (0.3), y€ (0.3}
By :={(e.y) € By((0,0) : x € (~3,0), ye(0,5)},
Cap = {(w,y) € By((0,0)) : w€(-3,0), y€ (31}
Dsy - ={(2,y) € B1((0,0)) : z€(0,3), y€ (31}

Entonces

UsNUs = {[(z,y)] € T? : (z,y) € Az} U{[(w,y)] € T?: (x,y) € Bsy}
U{[(z,y)] € T*: (z,9) € C2} U {[(z,y)] € T? : (z,y) € D3y }.

Ademas ps(UsNUsz) = Az U B3y UC35,U D3s es union disjunta. El cambio de coordenadas

de las aplicaciones ¢s y @3 es ilustrado en la siguiente grafica.

T2
Y2
el il P3
— l 2 [—i-— | /\ RQ
Pty
pii1 Us
Agsl T Bog
\—/ Doslli= =1 023
P30y




1.2. EL TORO

donde A23 = A32,

B23 = {(ajuy) S B%((%,O)) YIS (%71)7 Yy € (0 %)}7
C23 :{ xuy)EB%((%uo)) %’6(%,1), ye( % O)}7
Dy = {(e.y) € Bi((L,0)): 2€(0,), ye(=10)}.
Entonces la aplicacion o3 0 05" : 0o(Uy N Us) — p3(Uy NUs) C R? es dado por
(2, y), si (2,y) € Asz;
_ r+1, si (x,y) € Bso;
@y) = pogiwy =4 CThY (0v) € B
(‘T+1 y_l)a S1 (‘Tay) EC132;
(z,y — 1), si (7,y) € D3y
Su inversa g o gpgl tp3(Us N U3) — ¢o(Uy N U3) es dado por
(xay)a S1 (fl%y) € A237
x—1,v), si (z,y) € Bas;
(z,y) — @005 (z,y)= ( v) (#,9) € Bas
(x—1,y+1), si(z,y) € Cay;
(ﬂf,y+1), Sl (ajuy) €D23

(e) Veamos

U NUs={[(z,y)] € T*: [(z,9)] € V2 y [(w,y)] € Us}
= {l(z,y)] € T*: (,y) € B1((0,3)) y (v,y) € B((3,3))}
U{l(z,y)] € T*: (z,y) € B1((0,3)) y (z+ 1,y) € B1((5.3))}

y definimos

2:={(z.y) € Bi((0,5)) y v € (0,3)},
2 :={(z,y) € By((0.3)) y z € (=5,0)}

Entonces Uy NUy = {[(z,y)] € T? : (z,y) € A} U{[(z,y)] € T?: (z,y) € B} Ademas

wo(Us NU,) = Ago U Bys es unién disjunta.

El cambio de coordenadas de las aplicaciones s v 4 es ilustrado en la siguiente grafica.




1.2. EL TORO

donde A42 = Ay y By = {(z,y) € Bl((2, 1)) y « € (3,1)}. Entonces la aplicacion
010050 1 0a(Uy MUY — p4(Us NU,) C R? es dado por

(xvy)u si (xuy) € A42;

-1
T,Y) = Pao @y (T, Y) = .
( ) ! ? ( ) { ($+1,y), S1 (l’,y) €B42~

Su inversa s 0 ;' 1 4(Uy NU) — po(UNUy) es dado por

( >y) € A24;

x,y = © .
(@y) p2091 { x—ly si (z,y) € By.

(f) Veamos

UsNUs={[(z,y)] € T? : [(w,9)] € Us y [(2,y)] € Us}
= {l(z.9)] € T?: (z.y) € B1((3,0)) y (2, y) € B1((5.3))}
U{l(z,y)] € T*: (z,y) € B1((3,0)) y (v,y +1) € B

y definimos

((3:0) v y€(0,3)},
(5,0 y v e (~L0)
Entonces U3 NU, = {[(z,y)] € T? : (z,y) € Az} U{[(x,y)] € T?: (z,y) € Bsz}. Ademas

©1(UaNUy) = AU Byg es union disjunta. El cambio de coordenadas de las aplicaciones

p3 Y 4 es ilustrado en la siguiente grafica.

V40 Qg

donde A34 = A3y Bsy = {(z,y) € B:x ((2, 2) vy y € (3,1)}. Entonces la aplicacion
w1003 03(UsNUy) — p4(Us NU,;) C R? es dado por

(zay)a s (l’,y) € A43;

-1
T,Yy) 7 Pao 3 (T, Y) = .
( ) ! ’ ( ) { (l',y‘l’]-), S1 (l’,y) €B43~

Su inversa s 0 ;1 ps(Us NUy) — @3(Us N U,) es dado por

(xay)> si (xay) 6"434;

-1
x, —> ) T,y) =
o) pao ) {(a:,y—l), si (z,9) € B
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1.2. EL TORO

Los cambios de coordenadas, s 0 07", w309t w0t wsowst, a0yt v w0 p3! son

difeomorfismos. Entonces una estructura diferencial del toro T? = R?/Z? esta dado por:

A = {(Ur, 1), (Uz, 02), (Us, ©3), (Us, 1)}

Entonces T? es una variedad diferenciable.
O

Ahora vamos a mostrar que el toro T? = R?/Z? es una variedad Riemanniana. Pero
requerimos algunos resultados conocidos, como el espacio tangente y la diferencial de una
funcion diferenciable entre variedades diferenciables, esto lo podemos ver en [2|. Entonces

dicho esto, empezamos definiendo una métrica Riemanniana.

Definicion 1.7. Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable B es una co-
rrespondencia que asocia a cada punto b de B un producto interno (,), (esto es, una forma
bilineal simétrica, positiva definida) en el espacio tangente T, B, que varia diferenciablemente
en siguiente sentido: Si ¢ : U — p(U) C R™ es una carta local en el entorno de b, con ¢(b) =
(1, .0y ) € 0(U) y a%i(b) =dy; '(0,...,1,...,0), entonces <a%i(b)7 a%j(b))g, = gij (1, ..., ) €5
una funcion diferenciable en U.

Comentario 1.8. Otra manera de expresar una diferenciabilidad de la métrica Riemanniana
es decir que para todo par X e Y de campos vectoriales diferenciables en una vecindad V
de B, la funcion (X,Y) es diferenciable en V. Es inmediato verificar que esta definicion es

equivalente al anterior (ver referencia [13]).

Es usual dejar de indicar el indice b en (, ), siempre que no hay posibilidad de confusion.
Las funciones g;; son llamados expresiones de la métrica Riemanniana (o los "g;; de la
métrica") en la carta coordenada ¢ : U — o(U) C R™. Una variedad diferenciable con una

métrica Riemanniana se llama una variedad Riemanniana.
Corolario 1.9. El toro T? = R?/Z? es una variedad Riemanniana.

Demostracion. Sea el atlas del toro A = {(U,, va) : o = 1,2,3,4} definido anteriormente.
Entonces el cambio de coordenadas son traslaciones, i.e. ¢; o <pj_1(x1, x9) = (21 4 ¢1, 22 + ¢2)

con ¢, co constantes. Luego su matriz jacobiana es

0 27 )03(0)) = ( - ) ~id (L)

para todo i,j € {1,2,3,4} y p € T2

11



1.2. EL TORO

Consideremos %(p) = dg_*,(e;) con la base {ej, es} de R?. Entonces podemos definir la

métrica del toro por;

(5 (0), 5 (P) = (dalp(55; (1)), Al (52 (0))

La métrica ¢ no depende la carta coordenada. Supongamos otra carta (Us, ¢3), entonces

9(5: (1), 52 (0)) =

d90a|17(ax (p)), dpalp(z> B (p))) (definicion de métrica)

(
( -(p)): (a0 95" 0 95)lp(5- (1))
= {d(¢a 0 05" )patendesls(z; (), d(@a © 05 psten sl (75 (P))
= (dsp(55; (), deslp(a- () (por (1.1))

Por tanto la métrica g, no depende de la carta coordenada. Asi concluimos que la variedad

= (d(pa 0 5" 0 0s)|p(2

diferenciable T? = R?/Z? dotada con la métrica g es una variedad Riemanniana. O

Observacion 1.10. El toro T?> = R?/Z? es orientable. En efecto, por la relacion (1.1)
1 0

tenemos d(ip; o(pj—l)(@j(p)) = ( 01 ) para todo i,j € {1,2,3,4}. Entonces el determinante

de det(d(¢; o <pj_1)(g0j(p))) = 1> 0. Por tanto el toro T? es orientable.

Observacién 1.11. El toro T? = R?/Z? es compacto. Recordemos que la aplicacion cociente

f : R? — T? es continua y sobreyectiva. Pero si restringimos la aplicacion cociente sobre

[—3. 3] x [—3, 3], también tenemos que fl- TN [—3.3] x [—3,3] = T? es continua y
sobreyectiva. Entonces como [—3, 3]x[—3, 3] es compacto, implica que f([—3, 5]x[—3,3]) = T?

es compacto.

Comentario 1.12. En el capitulo 2, utilizaremos las aplicaciones t;; : U; N U; — GL(2,R)
definidas por:

tij(p) = d(pi o 95 ") (;(p)) € GL(2,R)
llamadas funciones de transicion. En nuestro caso del toro T? = R?*/Z? con sus respec-

tivas cartas locales construidas anteriormente, y por la relacion (1.1), nuestras funciones de

transicion estan dadas por:

1i(p) = d(i 0 ") 4 (0) = ( - ) e 5002 (12

para todo i,7 € {1,2,3,4}. La relacion (1.2), es de mucha importancia para utilizar como
hipdtesis en la Proposicion 2.16. Pues lo que se hace, es hacer un levantamiento al grupo
espin, mediante una aplicacion cubriente 2:1, para obtener las cuatro estructuras espin del
toro. Todo esto, que se estd mencionando, grupo espin, estructura espin y el procedimiento

como se desarrollard, se hard con mucho detalle en el siguiente capitulo.

12



[LOS CUATRO HACES DE ESPIN DEL TORO
TQ

En este capitulo nuestro objetivo es construir las cuatro estructuras espin del toro, lo cual
implicara obtener los cuatro haces de espin del toro.

Una pequena idea sobre el desarrollo de este capitulo. En la primera seccién, hablamos
de las funciones de transicion de manera general, para obterner los haces vectoriales. En la
segunda seccion hablamos sobre la aplicacion cubriente 2:1 A : Spin(2) — SO(2), el grupo espin
denotado por Spin(2) y el algebra de Clifford denotado por CI(2), por supuesto que no hacemos
demostraciones en esta seccién, porque en los libros de referencia, ya estan probadas. Esta
aplicaciéon A nos sirve para hacer un levantamiento, que resulta de obtener nuevas funciones
de transicion, el cual nos define estructuras espin del toro. Luego continuando con la tercera
seccion, donde hacemos una demostracion detallada, que solamente existen cuatro estructuras
espin y también mencionamos a la representacion espin v : Spin(2) — GI(2,C), que nos sirve
para obtener nuevas funciones de transicion, el cual nos define los haces de espin.

Algunas aclaraciones sobre las notaciones E, F y E.Enla primera seccién, mostraremos

de forma general que los haces vectoriales denotados por E, E y E son isomorfos. Esto nos
k ok k

ayudara a mostrar que los haces de espin del toro denotados por S, S y S son isomorfos,

donde k = 1,2,3,4 esto significa que tenemos cuatro haces de espin correspondiente a las

cuatro estructuras espin. Nos podemos preguntar ;Por qué hacer varias notaciones de los
z k k k . .
haces de espin S, Sy S 7. La respuesta, es que nosotros preferimos definir nuestro operador

k
de Dirac, correspondiente al haz de espin S. El tener tres tipos de haces de espin, nos facilita

ko k
para hacer el desarrollo de la prueba de manera detallada. i.e. nosotros queremos probar S= g,

kK k  k _k
pero resulta mas conveniente, que primero mostramos S= Sy S =2 S luego concluimos que

k k
S= 9.
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2.1. HACES VECTORIALES

2.1. Haces Vectoriales

El objetivo de esta seccion es probar que los haces vectoriales, denotados por E, E y E

son isomorfos. Por esta razéon empezamos definiendo los haces vectoriales.

Definiciéon 2.1. Un haz vectorial (E, 7, B, V) consiste de los siguientes elementos:

(i) Una variedad diferenciable E llamado el espacio total.

(ii) Una variedad diferenciable B llamado el espacio base.

(iii) Un espacio vectorial V' de dimension finita sobre R o C, llamado fibra o fibra tipica.
(iv) Una aplicacion diferenciable y sobreyectiva w : E — B llamado proyeccion.

(v) Para todo b € B el conjunto Ey, = 7—1(b) es llamado la fibra sobre b.

(vi) Una propiedad llamado trivialmente local que significa: Para cada b € B existe una
vecindad abierta U de b y un difeomorfismo ¥ : 7= 4(U) — U x V llamado la triviali-
zacion local de E sobre U tal que m o W= (b,v) =b y ¥ |g,: By = {0} x V=V esun

isomorfismo de espacios vectoriales, para todo b € B.

Un haz vectorial puede ser real o complejo dependiendo de V' y de la aplicacion ¥|g,. Pero
nosotros estaremos concentrados en haces vectoriales complejos. También podemos mencionar
que a menudo utilizaremos la notacion V. — E =5 B o simplemente E para denotar el haz
vectorial (E,m, B, V).

Comentario 2.2. La aplicacion V|g, : E, — {b} x V es la que preserva la estructura de fibra
e.i. U|g, es una transformacion lineal sobre R. Ademds la condicion 7o W=t(b,v) = b de (vi)
es equivalente a lo siguiente: Consideremos un atlas {(U;, ¢;) }ier de la variedad diferenciable

B y trivializaciones locales V; : 7=1(U;) — U; x V', entonces el siguiente diagrama conmuta:

es decir, pr1 o V;(p) = b = 7(p) para todo p € 7= 1(b), donde pri(b,v) = b.

Ahora definiremos las aplicaciones t;; : U; N U; — G con U; N U; # () llamados funciones

de transicion, con G C GL(V) llamado el grupo de estructura.
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2.1. HACES VECTORIALES

Consideremos el haz vectorial V — E = B de la definicion 2.1 y la familia { (7 ~1(U;), ¥;) }ics
de trivializaciones locales. Sea ¥; : 7= Y(U;) — U; x V definido por ¥; = (m,&;) donde
&N Uy) — V, & =: pry o U, es una aplicacion diferenciable (pry dado por pro(b,v) = v
y ¥, son diferenciables) con la propiedad que &; |g,: £y — V' es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Escribiremos (7, ;) en lugar de (7 |z-1(v,), &). Por tanto ¥;(y) = (7, &)(y) :== (7(y), &(y)),
y € 7 YU;) C E, donde &; es llamado la parte principal de la trivializacion local. Similar-
mente tenemos para la siguiente trivializacion local ¥, : 7= 1(U;) — U; x V. Si U; N U; es
distinto del vacio, entonces 7= H(U;) N7~ (U;) = 7~ 1(U; NU;) es distinto del vacio y tenemos

la siguiente aplicacion,
Vio U (U;NU;) xV = (UinU;) x V

como &; |g, es un isomorfismo para cada b € B, la aplicacion &; |g, o(&; |g,) ™" : V = V es un
isomorfismo para todo b € U; N U;. Entonces obtenemos una aplicaciéon t;; : U; N U; — G con
G C GL(V') un subgrupo (de Lie) definido por

b ty(b) =& |p, 0 (& )" (2.1)

Luego por la diferenciabilidad de &g, y (&|z,)"" implica la diferenciabilidad de ¢;;(b). Sea
(&ilE,) " (v) € m71(b) = E} con v € V. Entonces

Wi o Wit (b,0) = Uy o W (& )71 (0)),& |5, 0§ |m) ™ (0)
= U,((& |g,) " (v)) (definicion de ¥1)

= (7((& 1m,) " (v), &0 (& |m,) ' (V)
= (b, ti;(b)(v)).

Entonces
v, o \Ifj_l(b, v) = (b, t,-j(b)v). (2.2)

Dado las trivializaciones locales del haz vectoriales V — E = B, las correspondientes funcio-

nes de transicion, claramente satisfacen las siguientes condiciones de cociclo.
1. t;(b) =idy para b € U;,
2. t;;(b)t;;(b) = idy para be U;NUj,
3. tij(0)tjk(b)tri(b) = idy para b e U; N U; NUL,

para todo i, j, k y es consecuencia directa de la relacion (2.1).
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2.1. HACES VECTORIALES

Comentario 2.3. El haz vectorial V. — E 5 B de la definicion 2.1 donde su fibra es un
espacio vectorial, supongamos que tiene dim(V') = k. Entonces fijada una base {ey, ..., ex}, la

aplicacion:
k
T:V =K Tw)=T (ineZ) =(x1,..,z), veEV, ;€K
i=1

con K =R o C, determina una estructura de una variedad diferenciable sobre V.

Por otro lado, tomando el atlas {(U;, ;) }icr de B, entonces el atlas para U; X V' es dado
por una sola carta {(U; x V,p; x T)} donde p; x T : Uy x V. — ¢;(U;) x KE es definido por
(i X T)(bi, 03) = (0i(be), (w1, 000y 1)), V5 = Y5y Tz

En la siguiente observacion vamos a definir, una carta local de un haz vectorial.

Observacién 2.4. Una carta local del haz vectorial V — E = B es (77 1(Uy), (i x T) o W)
donde 7= H(U;) = {[(bs,v:)] : (bi,v;) € Uy x V} y W, es la trivializacion local del haz vectorial
E. Esto implica que el conjunto de todas las cartas locales {(7=(U;), (i X T) o W;) }ier €s un

atlas diferenciable del haz vectorial E. Por tanto E es una variedad diferenciable.
A continuacion definiremos cuando dos haces vectoriales son isomorfos.

Definicién 2.5. Sean V; — E1 2 B y Vo — Ey, B3 B dos haces vectoriales. Un morfismo
de haces vectoriales de Ey para Fy es una de aplicacion diferenciables ® : Ey — FEy tal que

D -1 : 71 (b) — my ' (b) es lineal y ademds el siguiente diagrama conmuta.

El (I) E2
T Up)
f
Bl BZ

Es decir: my o ®(p) = f o m(p) para todo p € Ey. Decimos que Ey y Ey son isomorfos si
B1 =By, f=1id y ® es un difeomorfismos.

En la siguiente definicion que mencionaremos, nos dice que el haz vectorial puede ser

reconstruido a partir de sus funciones de transicion.

Definicién 2.6. Sea V. — E = B un haz vectorial, con atlas diferenciable {(Us, 0;)}ier de

B. Sean V' espacio vectorial de dimension finita y las funciones de transicion t;; : U; N U; —
GL(V) de E diferenciables con U; NU; # 0, tales que :
tii(b) =idy, beU;,
tij(0)t;i(b) = idy, beU;NUj,
tij(0)tu(D)tri(b) = idv, b€ Ui NU; NUj.
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Entonces V — E 5 B es un haz vectorial, donde E es dado por

iel
con U; x V'3 (b, v;) ~ (bj,v;) € U; x V si y solo si b =0b; yt;;(b;)(v;) = v;. Ademds:
(a) La aplicacion proyeccion #; : E — B es dado por #([(b;, v;)]) := b;.
(b) Su trivializacion local W, : (7)Y (U;) — U; x V' es dado por U;([(bs,v)]) = (bs,vs), para
todo (b;,v;) € Uy x V.
(c) Para todo b; € B, U; |(z)-19: (7)1 (0:) = {bi} x V, con Wi |izy-160) ([(B3,00)]) = (bi, v3)
es un isomorfismo.
(d) Definimos la parte principal de U; por:
& i=prao Wi (1)1 (Ui) =V con &([(bi, vi)]) = vy
para todo (b, v;) € U; x V.
(e) U, es lineal en cada fibra sobre b. Es decir, definiendo en E la siguiente operacion
af(b, v)] + B(b, w)] := [(b, v + fw)]
para todo (b,v), (b,w) € U; x V, W; es lineal en cada fibra sobre b.

En el siguiente teorema demostraremos que el haz vectorial V — E = B de la definicién

2.1 es isomorfo al haz vectorial V — E 5 B definido en la definicién 2.6.

Teorema 2.7. El haz vectorial V. — E = B es isomorfo a V. — E X B. En simbolos:
E~E.

Demostracion. Sea V; : (m)"Y(U;) — U; x V una trivializacion local del haz vectorial E.

Definamos la aplicaciéon h : E — E dado por:
h([(i, v:)]) = 07 (bi, vi)

para todo [(b;,v;)] € E donde (b;,v;) € U; x V.
h esta bien definida. Sean [(b;,v;)], [(bj,v;)] € E tal que U; x V' 2 (b, v;) ~ (bj,v;) € U; x V

esto implica que b; = b; y ;;(b;)v; = v;. Entonces

(bj, tij(bj)v;) = (b, vi) < Wi 0 W by, v;) = (bi, vi) ((2.2))
& U (bj,v5) = U7 (b, vy) (¥; es difeomorfismo)
< h([(b;, v3)]) = h([(b;,v,)]) (definicion de h)

por tanto h esta bien definida.

Ahora consideremos el siguiente diagrama:
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2.1. HACES VECTORIALES

E b E
7 T
id

B B

El diagrama anterior conmuta. Dado cualquier [(b;,v;)] € E:
7o h([(bs,v3)]) = 7o U (b, v;) (definicion de h)
= (definicion (2.1) inciso (vi))
= 7([(b;, v;)]) (definicion (2.6), inciso (a))

h es biyectiva.

= ] es sobreyectiva. En efecto, dado p € E, existe una carta local (7= (U;), (¢; xT)o ;) del
haz vectorial E tal que p € m; '(U;). Definimos ¢ = [¥;(p)], entonces h(q) = h([¥;(p)]) =
U1 (Wy(p)) = p. En estas igualdades se utilizo las definiciones de h y del difeomorfismo

)

;.
= h es inyectiva. Sean [(b;, v;)], [(b;,v;)] € E tal que h([(bi, v;)]) = h([(b},v;)]). Esto implica
U (b, vy) = \Ifj_l(bj,vj) entonces (b;,v;) = U; o \Ifj_l(bj,vj) = (b;,t;;(b;)v;). Por tanto
[(bi, vi)] = [(bj, v5)]-
h es un difeomorfismo. Sean ¥, : 7= (U;) — Uy x V y W, : (7)~1(U;) — U; x V las trivializa-
ciones locales de E' y E respectivamente (véase la siguiente representacion grafica).
§ h

T UZ)CE W_l(Ui)CE
0, U,
U xV Uy xV

;i x T o X T

Dado cualquier p € E, consideremos las cartas (7~1(U;), (¢; x T) o ¥;) del haz vectorial £ y
(7= (U;), (@i x T) 0 ;) en el haz vectorial E con p € #='(U;). Sea (x4, y;) = (i x T') o Wi(p),
entonces
(s x T) o W) oho((p; xT)oW) Hay,y;) = (i x T) oWy 0ho Wt o (g x T) (a4, 4:)
= (ps x T) o Wi ho Wyt (o (2:), T (y:)
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= (i x T) o W; 0 h([(¢i (1), T (w))])
= (i x T) o W; 0 U7 (g (2:), T~ (y3))
= (i x T) (i (@), T~ ()
(i 0@y (), T o T (ys))
(

esto implica que ((¢; x T) o W;) oho ((¢; x T) o W;)~! = id es un difeormorfismo, por tanto h

es un difeomorfismo.

hli=1) : 7 1(b) — 7 (D) es lineal sobre cada fibra.

En efecto, supongamos (p,v), (p,w) € U; x V', entonces

h(al(p.v)] + Bl(p. w)]) = h([(p, av + Bw))) (definicion (¢))

= U ((p, av + Bw)) (definicion h)

= [(p, av + Bw)] (definicion W; 1)

= a((p,v)] + Bl(p, w)] (definicion (e))

= al7 ! ((p,v) + YT ((pw)) (definicion W;™)

= ah([(p,v)]) + Bh([(p, w)])- (definicion k)

Por tanto h es un isomorfismo de haces vectoriales. 0

En la siguiente definicién, definiremos el haz vectorial E y sus respectivas componentes.

Definicion 2.8. Sea B una variedad diferenciable con un atlas diferenciable {(U;, pi) }ier de
B, V un espacio vectorial de dimension finita y V — E 5 B un haz vectorial con triviali-
zaciones locales U; : 7= Y(U;) — U; x V' y funciones de transicion ti; : UiNnU; — GL(V) con
U;NU; # 0. Entonces definiendo

E = H(%(UZ) x V)]~

iel
con i (U;) x V'3 (z4,v5) ~ (5,v;) € 0;(U;) x V & @i oo (z)) = 3, ti(05 (x))v; = vi, B
es un haz vectorial, tal que:

(@) La aplicacion proyeccion # : E — B es dado por 7([(x:, v;)]) :== o7 (2;).

(b) Su trivializacion local W; : (7))~ (U;) = U; x V es dado por W;([(x:,v:)]) = (@7 (1), v;)
para todo (x;,v;) € p;i(U;) X V.
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2.1. HACES VECTORIALES

(¢) Para todo b; € B, \ifz (1) ~1(6): (7)71(b;) = {bi} x V=V con \ifz |10 ([(0i(bi), v3)]) =

(bi, v;) es un isomorfismo.

(d) Definimos la parte principal de ; por:

~ A

& =prooW; : (7)1 (U;) =V con éz([(bl,v,)]) = ;.

(é) U, es lineal en cada fibra sobre ;' (x) = b. Es decir, definiendo en 7~ (U;) la siguiente
operacion

al(z,v)] + Bl(z, w)] := [(z, v + fw)]

para todo (x,v), (z,w) € ©;(U;) x V, U, es lineal en cada fibra sobre o' (z) = b.

En el siguiente teorema, vamos a demostrar que el haz vectorial F es isomorfo al haz

vectorial E. En simbolos F = E.
Teorema 2.9. El haz vectorial V — E 5 B es isomorfo al haz vectorial V — E ~ B.

Demostracion. Definimos la aplicacion g : E — E dado por:

A

g([(zs,0)]) = [(7 H(we),v)] ¥ [(2i,00)] € B, (wi,0:) € 9i(U) x V
g estd bien definida. Sean [(x;,v;)], [(z;,v;)] € E tal que (xi,v;) ~ (z;,v;) esto implica que
piop; (x;) = x; y ti(@; ' (2;))v; = vy, entonces @) ' (x;) = @i ' (:) ¥ tij (0 (x;))v; = v;, esto
prueba que (g7 (2:), vi) ~ (5 (25),v;) en E. Por tanto g([(xs, v:)]) = g([(w;,v;)])-
Ahora consideremos el siguiente diagrama:
g .

E

>
=1

id
B B

El diagrama anterior conmuta. Dado [(z;, v;)] € E tenemos:

70 g([(zs, vi)]) = 7([(0; " (), v3)]) (definicion de g)
= o7 H(x;) (definicion de 7)
= 7([(zi,v:)]) (definicion de 7)

g es biyectiva.
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2.1. HACES VECTORIALES

= g es sobreyectiva. Dado p = [(b,v)] € E con b € U;, definimos ¢ := [(;(b),v)] € E tal

que

9([(i(0),v)])
(05! 0 i(b), )] (definicion de g)
[(b, )]

9(q)

p.
Por tanto g es sobreyectiva.

= g es inyectiva. Sean [(z;, v)], [(2;,v;)] € E tal que g([(z5,v:)]) = g([(z;,v,)]). Esto implica

(o7 (i), vi)] = [ (@), ;)] entonces o (i) = " (w;) ¥ 355 (w;)v; = vi de aqui
se obtiene (x;,v;) ~ (x;,v;). Por tanto [(z;,v;)] = [(z;, v;)]-

g es un difeomorfismo. La prueba es analoga a la prueba del difeomorfismo h en la prueba del

Teorema 2.7, pues basta considerar las cartas (7~ (U;), (gi x T) o W) y (77 Y(U), (i x T) 0 W)

de los haces vectoriales F y E respectivamente.

Pli1(py : 71(b) = 71(b) es lineal sobre cada fibra.

En efecto, supongamos (z,v), (z,w) € ¢;(U;) x V, entonces

glal(z, v)] + Bl(z, w)]) = g([(z, v + Sw)]) (definicion (é))

= [(pi ' (2), av + fw)] (definicion ¢)

= al(¢; (@), v)] + Bl(¢7 ' (2), w)] (definicion (e))

= ag([(p, v)]) + Bg([(p, w)])- (definicion g)

Por tanto g es un isomorfismo de haces vectoriales. O

En las pruebas de los Teoremas 2.7 y 2.9, cuando se refiera a uno de los elementos del haz
vectorial F o F tendran las mismas definiciones que el haz vectorial F, salvo en las formulas
explicitas. Por ejemplo, cuando nos referimos a las trivializaciones locales ¥;, ¥, y U, de E,

Ey E respectivamente, son difeomorfismos locales dados por :

Vi(p) = (m(p), &(p)), Wi ([(bi, v)]) = (bi, i), U;i([(i,03)]) = (07 (@), v2),
P € 7T_1(UZ‘), bl c UZ’, v; € V, x; € QDZ(UZ), V; € V.

Como conclusion de esta seccion tenemos que los haces vectoriales E, 'y E son isomorfos,

por los Teoremas 2.7 y 2.9.
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2.2. EL ALGEBRA DE CLIFFORD Y GRUPO ESPIN

2.2. El Algebra de Clifford y grupo espin

En esta secciéon, nos ocuparemos en definir el grupo espin, la aplicaciéon cubriente 2:1 y
algebra de Clifford, explicitamente para n = 2, porque nuestra variedad diferenciable T? tiene
dimension 2. Este material nos servird para la siguiente seccion. Aqui algunas referencias

generales [4] y |9]. Pero antes recordemos algunos conceptos sobre grupos y éalgebras de Lie.

Comentario 2.10. Decimos que un grupo G es un grupo de Lie si G es una variedad dife-

renciable y las aplicaciones

» G X G — G definido por (x,y) — zy,

» G — G definido por x — x7 1.

son diferenciables. Por otra parte, el dlgebra de Lie correspondiente al grupo de Lie G es el

espacio vectorial sobre R

LZ6(G) = TlG

con un corchete de Lie

] : Lie(G) x Lie(G) — Lie(G)

satisfaciendo ciertas condiciones algebraicas (ver [8] pagina 92). Aqui 1 € G es el elemento
unidad de G y T1G es el espacio tangente de G en 1. En lo siguiente, no haremos mucho

énfasis en el corchete de Lie.
En la siguiente definicion, se definird un algebra de Clifford.

Definicion 2.11. FEl dlgebra de Clifford Cl(2) es el dlgebra con unidad 1 sobre C generada

por la base ortonormal {e1, e} de R? definido por las relaciones
e1ey = —egeq, el =e3=—1. (2.3)
De la definicién 2.11 se obtiene
vw + wv = —2(v, w)1, v = —||v||*-1 (2.4)

para todo v,w € R? donde (-,-) denota el producto interno de R%. Se puede observar que
{1, €1, €2, e162} es una base lineal de CI(2).

Ahora vamos a definir el grupo espin.

Definicion 2.12. El grupo generado por todos los productos pares en Cl(2) de vectores uni-

tarios

Spin(2) := {u = ayas...as, : a; € R?, |la;|| =1, i=1,2,..,2n n € N}
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2.2. EL ALGEBRA DE CLIFFORD Y GRUPO ESPIN

es un grupo de Lie, con la multiplicacion en Cl(2)

Spin(2) x Spin(2) 3 (u,v) — u - v = uv € Spin(2)

1

y el inverso u™t = (a1a9...a2,) 7! = Ggp...a2a1 para u = aias...as, € Spin(2).

En la definicién 2.12 anterior, podemos observar que el elemento inverso, cumple lo si-
guiente vu~! = ajas...as,a9,...a2a; = (—1)*" = 1.

Vamos a determinar el grupo Spin(2) explicitamente. Sean v = cos(a)e; + sen(a)es y

w = —cos(B)e; — sen(B)es elementos normados de R?, mediante un célculo simple obtenemos
el producto v - w = cos(a — B)1 + sen(a — [)ejes haciendo t := o — f concluimos que
vw € {cos(t)1 + sen(t)eies : t € R}, para todo v,w € R? con |[v|| = ||w|| = 1. Ademés dado

t1,ta € R, con uy = cos(t1)1 + sen(ti)ereq y ug = cos(ta)1 + sen(ty)ereq, entonces

urug = (cos(t1)1 + sen(ty)eres)(cos(ta)l 4 sen(ta)eies)
= (cos(t1)cos(t2) — sen(ti)sen(z)) + (cos(t1)sen(ts) + sen(ti)cos(tz))eres
= cos(t; + t2) + sen(ty + ta)eres € {cos(t)1 + sen(t)ejes 1 t € R},
Por tanto Spin(2) = {cos(t)1 + sen(t)ejes : t € R} 2 S = {2 € C : |z| = 1}, donde el
isomorfismo Spin(2) = S! es dado por:

cos(t)1 + sen(t)ejes — cos(t) + sen(t)i = e

También SO(2) = S' dado por:
cos(t) —sen(t) L it
sen(t)  cos(t)

1

El inverso de u = cos(t)1 + sen(t)ejes € Spin(2) es de la forma u~" = cos(t)1 — sen(t)e ey tal

que uu~t = 1.
Comentario 2.13. El grupo Spin(2) es conexo y la aplicacion X : Spin(2) — SO(2) definido
por

Mu)(z) == vzu™, xcR?

es una aplicacion cubriente 2:1 con ker(\) = {1,—1} (ver referencias [6] y [4]). En nuestro

caso

A(u)(er) = Acos(t)1 + sen(t)eres)(er)
= (cos(t)1 + sen(t)eres)er(cos(t)l — sen(t)eres)
= (cos®(t) — sen*(t))e; + 2cos(t)sen(t)e;
= cos(2t)e; + sen(2t)ey
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Y
A(u)(e2) = Acos(t)1 + sen(t)erez)(e2)
= (cos(t)1 + sen(t)eies)ex(cos(t)l — sen(t)eres)
= (cos*(t) — sen*(t))ey — 2cos(t)sen(t)e,
= cos(2t)eq — sen(2t)e;
entonces

cos(2t) —sen(2t) ) € S0(2)

sen(2t)  cos(2t)

A(cos(t)1 + sen(t)eres) = (

esto es equivalente \(e') = e*'| porque los grupos Spin(2) y SO(2) son isomorfos a S'. Ademds

si denotamos c(t) = cos(t)1 + sen(t)eies, entonces

d o —2sen(2t) —2cos(2t) \ [0 =2\ [0 —1
Eh:oA(C(tD_( 2c0s(2t)  —2sen(2t) ) B ( 2 0 ) =2 (1 0 )
Sin embargo,

d
— li=o(cos(t)1 + sen(t)eies) = (—sen(t)1 + cos(t)eres)|i=o = €162

dt
luego ¢(0) =1 y /(0) = eyeq entonces ejeq € T1Spin(2) =: spin(2) ( pues spin(2) es el dlgebra
0 -1
de Lie por la convencion en el Comentario 2.10). Definimos E1 = Lo entonces la
0 1
transpuesta El, = Lo )T —FE15 € T1SO(2) =:50(2) yso(2) = gen{E12}. Por tanto la

aplicacion dX : T)Spin(2) = spin(2) — 11.50(2) = so(2) (pues so(2) es el dlgebra de Lie por

la convencion tomada en el Comentario 2.3) es un isomorfismo tal que

1
(d)\)_l(Elg) = 56162.

2.3. Construccién de las cuatro estructuras espin de T?

Esta es la seccion més importante para la conclusiéon de nuestra tesis, en el cual esta
involucrada la estructura espin. Tomando en cuenta las definiciones de la anterior seccion,
construiremos las cuatro estructuras espin y de manera inmediata se obtendréa los cuatro

haces de espin del toro. Empezaremos definiendo una variedad de espin.

Definiciéon 2.14. (Variedad de espin real). Sea (M, g) una variedad Riemanniana orien-

tada de dimension 2. Sea el haz tangente

TM = [[(Ua x R?)/ ~,

a€el
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dado por tas : Uy MUz — SO(2). Decimos que M es una variedad de espin real si existen
aplicaciones diferenciables tos @ Uy N Us — Spin(2) tal que tog € N Ytas) satisfacen la
condicion de cociclo donde X : Spin(2) — SO(2) es la cubierta 2:1. Llamaremos estructura

espin de M a la familia {tos : o, 3 € I}.

Comentario 2.15. De la misma manera se define para dim(M) > 2 pero no hay obstruccion
para dim(M) = 2, es decir, todas las variedades orientable son espin (ver la referencia [11]).
Las aplicaciones top : UyNUg :— Spin(2) de la definicion 2.14 son llamados levantamientos

que define una estructura espin para la variedad M.

En la siguiente proposicion, es donde demostramos que solamente existen cuatro estruc-

turas espin para el toro T?.

Proposicion 2.16. Sea T? = R?/Z? el toro con atlas diferenciable {(U;, ¢;)}i,. Sea

4

TT? = [[(Ua x R?)/ ~,,

i=1

el haz tangente del toro, dado por las funciones de transicion t;; : U; N U; — SO(2) con

10 k
tij(p) = 01 para todo i,j € {1,2,3,4}. Entonces existen solo cuatro familias {tij} con

k€ {1,2,3,4}, que definen estructuras espin.

Demostracion. Basta hacer un levantamiento para las funciones t19, t13 v fo4, las demas fun-

ciones t;; con (i,7) € {(2,3),(2,4), (3,4)} son consecuencias de
tij = tirtr (2.5)
que satisfacen las condiciones de cociclo, también estamos considerando el cambio de base, es

decir:

» Si cambiamos la base en TU; = gen{ey, e2}, esto es e; — —e; y €5 — —ey para un indice
i € {1,2,3,4} fijo, obtenemos t;; = —id (id=identidad) para todo j # i.

= Si cambiamos también fij por —fij, obtenemos estructuras espin equivalentes (isomor-
fismo de haces vectoriales definidas por fij y —fij) correspondientes a otra base. Nos
recordamos que U; N Uy, Uy N Uz v Uy N Uy, tienen dos componentes conexos y que f,-j
son continuas. Por tanto salvo un cambio de base, nos quedan dos posibilidades para
cada ;; con (i,7) € {(2,3),(2,4), (3,4)} tal que #;; = id en ambas componentes, también
fij = id en una componente y fij = —1id en la otra componente, por tanto hay 2-2-2 =8

posibilidades.
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Para esta construcciéon hagamos la siguiente ilustracion geométrica del toro:

T2

U2 1 U4

N[ —

]
=
|
N[
g
[NIE |
=Y
N

Uj

N[

-1

Para las primeras cuatro construcciones definimos lo siguiente:

~

k
p = tii(p) =1
para todo k € {1,2,3,4} e i € {1,2,3,4}.
Recordemos de las definiciones de los conjuntos A;; y B;; del capitulo 1, secciéon 1.2 con

(i,7) € {(1,2),(1,3),(2,4),(3,4)}, que los utilizaremos para las siguientes construcciones.

~

1
1. Para la primera construccion definimos la funcioén, t;; : U; N U; — Spin(2) dado por:

~

1
p = tij(p) =1

para todo (7,7) € {(1,2),(1,3),(2,4)}. Entonces utilizando la ecuacion (2.5) obtene-
1 1
mos t;;(p) = 1 para (4,7) € {(1,4),(2,3),(3,4)}. Por tanto la familia {¢;;} define una

estructura espin, llamado estructura espin trivial.

2. Para la segunda construccion definimos:

La funcion, %12 : Uy N Uy — Spin(2) dado por:

> | 1, pe{l(zy)] €T?: (z,y) € A}
P fale) = { ~1, pe{{(z.y)] €T (z,y) € Bis}.

con Uy NUy = {[(z,y)] € T? : (z,y) € A} U{[(z,y)] € T? : (z,y) € B2} es uniéon

disjunta.

La funcion %13 : Uy N Us — Spin(2) dado por:

~

2
p—tis(p):=1 pelUinUs

2
La funcioén to4 : Uy N Uy — Spin(2) dado por:

~

2
p>—>t24(p) =1 pEUgﬁU4
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Entonces mediante un simple céalculo con la ecuacion (2.5), se obtiene el resto de las

2
funciones t;; para (4, j) € {(1,4),(2,3),(3,4)}, de la siguiente manera:

ti3(p) (2.6)

estas funciones son continuas en sus respectivas componentes conexas. Por tanto la

~

2
familia {t,-j} define una estructura espin.

. Para la tercera construccion definimos:
3
La funcioén ¢y : Uy N Uy — Spin(2) dado por:

~

3
p>—)t12(p) =1 pEUlﬁUg

~

3
La funcion, ¢13 : U3 N Uz — Spin(2) dado por:

3 _ L, pe{l(z,y)] € T*: (z,y) € Aiz};
pH““”‘{—LpewaMEW:@wea@

donde Uy N Uz = {[(z,y)] € T? : (z,y) € Az} U{[(z,y)] € T?: (z,y) € Bi3} es uniéon

disjunta.

~

3
La funcion, tey : Us N Uy — Spin(2) dado por:

s | 1, pe{l(my)] €T?: (z,y) € Aul;
pH“M”_{—LpewLMeW:mwe&g

donde Uy N Uy = {[(x,y)] € T? : (z,y) € Ags} U{[(z,y)] € T? : (z,y) € By} es union

disjunta.

Entonces mediante un simple célculo con la ecuacion (2.5), se obtiene el resto de las
3

funciones ¢;; para (i,7) € {(1,4),(2,3),(3,4)}, que sean continuas en sus respectivas

3
componentes conexas, ver (2.6). Por tanto la familia tij} define una estructura espin.

. Para la cuarta construccion definimos:

La funcién %12 : U1 N Uy — Spin(2) dado por:

1 _ L, pe{l(z,y)] € T*: (z,y) € A1z};
pH““”‘{—LpewLMeW:mwe&g
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donde Uy N Uy = {[(x,y)] € T? : (z,y) € A} U{[(z,y)] € T? : (z,y) € B2} es uniéon

disjunta.

~

4
La funcioén ¢35 : Uy N Uz — Spin(2) dado por:

1 _ L, pe{l(z,y)] € T*: (z,y) € Aiz};
pH““”‘{—LpewaMEW:@wea@

donde Uy N Uz = {[(z,y)] € T? : (z,y) € Az} U{[(z,y)] € T?: (z,y) € Bi3} es uniéon

disjunta.

~

4
La funcion toy : Uy N U, — Spin(2) dado por:

i 1 pe{l(ay) €T (z,y) € An);
pH”M”_{—LpewaMEW:@wemg

donde Uy NUy = {[(z,y)] € T? : (z,y) € Ao} U{[(z,y)] € T?: (z,y) € By} es unién

disjunta.

Entonces mediante un simple célculo con la ecuacion (2.5), se obtiene el resto de las
4

funciones t;; para (i,7) € {(1,4),(2,3),(3,4)}, que son continuas en sus respectivas

4
componentes conexas, ver (2.6). Por tanto la familia tij} define una estructura espin.

~

5
. Para la quinta construccion definimos: La funcion, ¢15 : Uy N Uy — Spin(2) dado por:

5 o 1, pe{l(z,y)] e T*: (z,y) € Arz};
pH““”‘{—LpewaMEW:@weaﬂ

donde A5 y Bjs son abiertos conexos disjuntos.

5
La funcion, ¢13 : U3 N Uz — Spin(2) dado por:

~

5
p—=tis(p):=1 pelUinUs

donde Uy N Uz = {[(z,y)] € T? : (x,y) € A1z} U{[(x,y)] € T*: (z,y) € Biz}.
La funcion, §24 : Uy N Uy — Spin(2) dado por:

5 o 1, pe{l(z,y)] e T*: (z,y) € Aul;
pH”M”_{—LpewaMEW:@wemg

donde Asy v By son abiertos conexos disjuntos. Entonces podemos afirmar que la fa-

5
milia {tij no define una estructura de espin. Por ejemplo, utilizando la ecuacion (2.5)
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~

~ ~ 1~ 1~ A
5 5 5 5 5 5
obtenemos que la funcién ¢z, = (tlg) tiy = <t13> tiotas : U3 N Uy — Spin(2) esta

dado por

Lope{llz,y)l: (z,y) € Bi((1/2,1/2)),x € (0,1/2), y € (0,1/2)};

s %34(13) _ ) L pelllwy)l: (zy) € Bi(1/2,1/2),» € (1/2,1), y € (0,1/2)};
Lope{llz,y)l: (z,y) € Bi((1/2,1/2)),x € (1/2,1), y € (1/2, 1) };

—L peflle,y)]: (z,y) € B((1/2,1/2)),2 € (0,1/2), y € (1/2,1)}.

Obsérvese que las componentes conexas donde esta definida la funcion ¢34 son disjuntos

UsNUy={[(z,y)] € T? : (z,y) € Azs} U{[(z,y)] € T?: (z,y) € Bss}, donde

Ay = {(2,y) € By((1/2,1/2)) : y € (0,1/2)}
By = {(x.y) € By((1/2,1/2) - ye (1/2,1)}.

~

5
Entonces t34 no es continua en {[(,y)] : y € (0,1/2)}, por que en la componente conexa

~

definido por Asy (Azs C R2, no en T?) la funcion vale 1y -1. Por tanto la familia {;w}

se descarta.

6
. Para la sexta construccion definimos: La funcion 15 : U3 N Us — Spin(2) dado por:

~

6
p>—)t12(p) =1 pEUlﬁUg

~

6
La funcion ¢35 : Uy N U3 — Spin(2) dado por:

6 { 1, pe{l(z,y)] €T?: (x,y) € As};

p = tis(p) := 1, pe{l(z,y)] €T (z,y) € Bis}.

donde A3 y B3 son abierto conexos disjuntos.

6
La funcion, tey : Us N Uy — Spin(2) dado por:

~

6
p > tau(p) =1, p € UsNUy.

~

6
Entonces podemos afirmar que la familia {tij} no define una estructura espin. Por

~

6
ejemplo, utilizando la ecuacion (2.5) obtenemos que la funcion ts4 : Us N Uy — Spin(2)
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~ ~ 1~ A
] 6 6 6 6
es determinada por t34(p) = <t13(p)) t12(p)taa(p),

L pe{l(zy)]: (z,y) € By((1/2,1/2)), € (0,1/2), y € (0,1/2)};

s {8534(]9) _ ) L pelllEy)l: (oy) € Bi((1/2,1/2)) 2 € (1/2,1), y € (0, 1/2)};
—L peflle,y)l:(z,y) € By((1/2,1/2)),x € (1/2,1), y € (1/2,1)};
Lope{llzy)]: (z,y) € Bi((1/2,1/2)),z € (0,1/2), y € (1/2,1)}.

Obsérvese que las componentes conexas donde esta definida la funcion ¢34 son disjuntos

UsNU; = {[(z,y)] € T? : (z,y) € Ay} U{[(x,y)] € T?: (z,y) € Bas}. Entonces ?534 no

es continua en {[(3,y)] : y € (0,1/2)}, por que en la componente conexa As, la funcion

6
vale 1 y -1. Por tanto la familia {t,-j} se descarta.

7
. Para la séptima construccion definimos: La funcion, ¢15 : Uy N Uy — Spin(2) dado por:

~

7 . 17 p € {[(l’,y)] € T2 : (x,y) € AlZ};
pH““”‘{—LpewaMEW:@weaﬂ

donde A5 y Bis son los abiertos conexos disjuntos definidos anteriormente.

~

7
La funcioén ¢15 : Uy N Uz — Spin(2) dado por:

7 _ L, pe{l(z,y)] € T*: (z,y) € Aiz};
pH““”_{—LpewLMeW:mwe&g

donde A3 y B3 son los abiertos conexos disjuntos definidos anteriormente.

7
La funcioén t94 : Uy N Uy — Spin(2) dado por:

~

7
p > tau(p) =1, p € UsNUy.

~

7
Entonces podemos afirmar que la familia {tij} no define una estructura espin. Por

~

7
ejemplo, utilizando la ecuacion (2.5) olztenemos que la funcién t34 : Us N Uy — Spin(2)
7 7

7 7
es determinado por t34(p) = (t13<p)) t12(p)taa(p)

~ ~

L pe{l(zy)]: (z,y) € By((1/2,1/2)), € (0,1/2), y € (0,1/2)};

s i34(p) _ ) L pelllwy)l: (zy) € By(1/2,1/2),» € (1/2,1), y € (0,1/2)};
Lope{llzy)]: (x,y) € B:i((1/2,1/2)),x € (1/2,1), y € (1/2,1)};

—L pe{ly)]:(zy) € Bi((1/2,1/2)),x € (0,1/2), y € (1/2,1)}.
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~

7
Obsérvese que las componentes conexas donde esta definida la funcién ¢34 son disjuntos

UsNU; = {[(z,y)] € T? : (z,y) € Ass} U{[(x,y)] € T? : (x,y) € Bs4}. Entonces 17534 no

es continua en {[(3,y)] : y € (0,1/2)}, por que en la componente conexa As, la funcién

7
vale 1 y -1. Por tanto la familia {tij} se descarta.

8
. Para la octava construccion definimos: La funcion ¢ : U3 N Uy — Spin(2) dado por:

~

8
p > tiz(p) =1, pe U NUs.

~

La funcion t13 Uy N Uz — Spin(2) dado por:

~

8
ptiz(p) =1, p e U NU;.

~

La funcién t24 U, N Uy — Spin(2) dado por:

8 _ 1, pe{l(z,y)] eT?: (2,y) € Au};
P tulp) = { ~1, pe{{(z.y)] €T?: (z,y) € Bu}.

donde Ay y Bsy son abiertos conexos disjuntos. Entonces podemos afirmar que la familia

8
{t,-j} no define una estructura espin. Por ejemplo, utilizando la ecuacion (2.5) obtenemos

~

~ ~ ~ 1A
8 8 8 8
que la funcion t34 UsNU, — Spin(2) es determinado por t34(p) = (tlg(p)) t12(p)t24(p)

Lo pe{llz,y)l: (z,y) € Bi((1/2,1/2)),x € (0,1/2), y € (0,1/2)};

s 1%34(]9) _ ) L pelllEy)l]: (oy) € Bi((1/2,1/2)) 2 € (1/2,1), y € (0, 1/2)};
—L peflle,y)l:(z,y) € By((1/2,1/2)),x € (1/2,1), y € (1/2,1)};

L pe{llzy)]: () € By((1/2,1/2)),x € (0,1/2), y € (1/2,1)}.

Obsérvese que las componentes conexas donde esta definida la funcién ¢34 son disjuntos

UsNU; = {[(z,y)] € T? : (z,y) € Ass} U{[(x,y)] € T? : (x,y) € Bs4}. Entonces %34 no

es continua en {[(3,y)] : y € (0,1/2)}, por que en la componente conexa Asy la funcién

8
vale 1 y -1. Por tanto la familia {tij} se descarta.

~

k
En conclusion solo obtenemos cuatro familias {tij}, con k =1,2,3,4, que definen estruc-

turas espin. Con esto concluimos la demostracion.
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Comentario 2.17. Para definir un haz de espin necesitamos realizar que los levantamientos

~

k
tij ¢ con k =1,2,3,4, se conviertan en matrices. Para esto definimos una representacion

de Clifford (ver referencia [{]) v : Cl(2) — Mayo(C) determinado por

0 1 0 i
ﬁMﬁ:<—10> 7(62)::<¢0)

extendidos a productos y combinaciones lineales, donde {e1, e} es una base estandar para R?.

Se puede observar que cumple lo siguiente:

Aer)? = (e2)? = - ( o ) ,

v(e1)v(ez) +v(ez)y(e1) = 0,

donde la representacion de Clifford v : Cl(2) — Mayo(C) tiene la propiedad de ser un homo-
morfismo irreducible. Definimos la representacion de espin v : Spin(2) — GL(2,C) que
es obtenido restringiendo la representacion irreducible 7y : Cl(2) — May2(C) bajo la inclusion
Spin(2) C CI(2) (ver referencia [4]). Por tanto definimos

k k
tij = <tw> , con k = 1,2,3,4. (27)

~ ~ ~

1 2 3
Observacion 2.18. Las familias encontradas en la Proposicion 2.16 dadas por tij, tij, tij Y

4
tij los evaluamos con la ecuacion (2.7), para obtener las matrices,

k k
tij =7 | tij

k
— y(£1) ( tiy ==+1)
= +~(1) (v es un homomorfismo)

:i<1 O)eGL(zC).
01

k
Ademds t;; cumple las condiciones de cociclo para cada i,j,k € {1,2,3,4} con los subindices

(1,7) € {(1,2),(1,3),(2,4)}, por que v es un homomorfismo.

Con esta Observacion 2.18 definimos los cuatro haces de espin.
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k
Definiciéon 2.19. Los cuatro haces de espin sobre T? son haces vectoriales C? — S T?

para cada k =1,2,3,4, definidos por:

5 = [TWa x )/ ~

a=1
k
con U, X C?> (ba,sa) ~ (65,85) € Ug x C? & bo = b@, Sa = to‘ﬁ(bﬁ)sﬁ‘

k
Ahora que ya tenemos definidos los cuatro haces de espin S, los siguientes haces de espin

kook ..
denotados por S y S son definidas de manera similar que los haces vectoriales £y E respecti-
vamente. Recordemos que los haces de espin son haces vectoriales. Por esta razéon enunciamos

el siguiente corolario, que sera de mucha importancia para los siguientes capitulos.

k
Corolario 2.20. Para k = 1,2,3,4, sean t;; las funciones de transicion para los tres tipos de

k ko k k ko k
haces de espin S, S y S. Entonces los haces de espin S, S y S son isomorfos.

Demostracion. Por Teorema 2.7 y 2.9, se concluye la demostracion. O

k
En la siguiente observacion descompondremos el haz de espin S con fibra C?, en dos haces

de espin con fibra C.

Observacion 2.21. Sabemos que la dimension del toro T? es 2, por tanto par, entonces la

representacion de espin vy : Spin(2) — GL(2) se divide como suma directa

y=9"+7" (2.8)

de dos representaciones irreducibles (ver referencia [10], [4], [9]), tal que

v () = ( " ((]Eij) - ((]ﬂ-j) ) .

Sea S es el haz de espin con fibra C? definido por (tA”) Ademds si Sy y S_ son los haces
de espin con fibra C definido por v+ (tA”) Yy (tA”) respectivamente, entonces

S=S5,®5 (2.9)
donde & denota la suma de Whitney, (ver referencia [12]).

Utilizando esta Observacion 2.21 para las cuatro familias construidas por la Proposiciéon

k p 10 +1 0 K
2.16, tenemos t;; = ti: | =% = € GL(2,C), entonces v | t;; | =
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k
+1lyy~ (ti]) = +1. Por tanto para k =1, 2, 3, 4 tenemos
k k
’7+ (tm) =7 (ti]) =1+leC#= GL(l,C). (2.10)

k k
Sin embargo las funciones definidas por y* <tij> = : <tij> = 41 € C satisfacen las
condiciones de cociclo, entonces obtenemos los siguientes haces de espin con fibra C, dados
por:
) 4

Si:=[[(UaxC)/ ~. (2.11)

a=1

donde U, x C > (ba,za) ~ (65,25) € Ug xC & b, = bﬁ, 2o = ’}/i <§a5> (bﬁ)Zﬁ

k k
Comentario 2.22. Como ya observamos que v <ta5> =" (ta5> entonces el haz de espin

k k
Sy es isomorfo al haz de espin S_, es decir S; = S_. Por la suma de Whitney (suma de

haces vectoriales es la suma directa de sus fibras) se puede expresar por:
4
ko ok k
S=5;85 =]]V.x(CaC)/~, (2.12)
a=1

donde la relacion de equivalencia esta dado por:

k
~ N ’Y+ (tij> 0
k k
tag =7 (tiJ) - k

0 v (tij)

k
Antes de concluir este capitulo observemos que el haz de espin C =5, T? es isomorfo
kooox
al haz de espin C — S, — T? esto se debe al Teoremas 2.16. Ademas el haz de espin

ko & ko &
C — S, = T? es isomorfo al haz de espin C — S, - T2 esto se debe al Teorema 2.9. Por

tanto

1%
=

k
Sy 4. (2.13)

~

k k
Anélogamente §_= §_. Para concluir este capitulo, utilizamos el Corolario 2.20, las relaciones

ko k
(2.12), (2.13) también S_= S_, para obtener el siguiente resultado:

~ ~ ~

k k k
S=S8;® 5. (2.14)
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FUNCIONES CON CONDICION DE
FRONTERA SOBRE [—#, 3] X [—4, 3]

En este capitulo, queremos hacer que todo espinor se puede escribir como una funcién
k
continua con condicién de frontera. Para esto mostraremos que el espacio de espinores I' | S

es isomorfo a un espacio de funciones continuas con condiciéon de frontera definidas sobre
[—3, 3] x [—3, 3] En el desarrollo de este capitulo no daremos mucho énfasis sobre el haz de
espin 5_. Ya que todo lo que se pruebe para el haz de espin §+ también se cumplira para el
haz de espin 5_, por ejemplo de manera analoga se puede mostrar que el espacio de secciones

k
de T’ (S_) es isomorfo a un espacio de funciones continuas con condicién de frontera sobre

11 11 k k

[—3, 5] X [=3, 3], porque los haces de espin Sy y S_ son isomorfos.

También como otro objetivo de este capitulo, en la cuarta secciéon mostraremos que los

k
cuatro haces de espin S son triviales. En todo el capitulo, denotaremos a V' como el espacio

vectorial sobre C de dimension m tal que V = C™.

3.1. Espacio espinor

~

k .
Por la relacion (2.13) del capitulo 2, verificamos que el haz de espin C — S, = T? es

k
isomorfo al haz de espin C =S, = T2. Entonces nuestro objetivo de esta secciéon es demostrar

k k
que I' <S+> es isomorfo a I' <S+>. Por este motivo, empezamos definiendo lo siguiente:
Definicion 3.1. Sea C(X,Y) el conjunto de las aplicaciones continuas del espacio topologico

X para el espacio topoldgico Y .
En simbolos: C(X,Y) ={f: X =Y : fescontinua}.
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Definicion 3.2. Una seccion global de un haz vectorial (E, 7, B, V') es una aplicacion conti-
nua o : B — E tal que moo = idp (es decir o(b) € Ey). Una seccion local sobre un conjunto
abierto U C B es una aplicacion o : U — FE tal que mo o = idy. El conjunto de todas las
secciones continuas de E es denotado por '(E)={c:B —-E : 0 € C(B,FE), moo =id}.

En la siguiente definicién veremos que es un espinor.
k k
Definiciéon 3.3. Un espinor es un elemento de I’ <S+) , donde S, es un haz de espin. Fl
. . k . .
congunto de todos los espinores I' ( S1 | es llamado espacio espinor.

Podemos comentar que el haz de espin es un ejemplo especifico del haz vectorial y el
espinor es un ejemplo especifico de una seccion del haz vectorial. Por esta razén la siguiente

observacion sera enunciada y la proposicion sera demostrada de manera general.

Observacién 3.4. Consideremos el haz vectorial V — E = B con V= C™. Sea C(B,C) el
anillo de funciones continuas complejas, entonces el espacio de secciones I'(E) es un C(B,C)-

mdodulo, con la siguiente estructura:
Suma: + : T'(E) x I'(E) — I'(E) dado por (o1, 09) — o1 + 09 donde:

(014 02)(b) := 01(b) + 02(b) Vb e B. (3.1)
Producto: - : C(B,C) x I'(E) — I'(E) dado por (f,o) — f-0o donde:
(f-o0)(b) = f(b)-o(b) Vbe B. (3.2)

Proposicion 3.5. Sean los haces vectoriales V. — E; = B y V. — E, B B isomorfos.
Entonces I'(Ey) es isomorfo a I'(Ey) como C(B,V')-mddulos.

Demostracion. Por hipotesis tenemos E; =2 FE,, entonces existe un difeomorfismo h : E; — Es
tal que el siguiente diagrama conmuta:

h
El E2

Ademaés h tiene la propiedad que h|7r;1(b) 774 (b) — 75 (b) es una transformacion lineal.
Definamos, h, : I'(E;) — I'(E,) dado por o +— h,(0) := p donde:

p(b) == h(o(b)) VbeB

Como 7o (h(o(b))) = m1(o(b)) = by h oo es continua, entonces h,(o) = p € I'(E,) para o €
['(E,). El inverso esta dado por (™), : ['(Ey) — ['(E)) tal que (™). (p)(b) := b~ (p(b)) para
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todo p € T'(Es). Obviamente, h, o (h™!), = (h™'), o h, = id. Ademas h, es un homomorfismo.
En efecto, sean 01,00 € I'(Ey) y f € C(B,C).

he(for + o2)(b) : = h((for + 02)(D)) (definicion de hy)
= h(f(0)a1(b) + o2(b)) (por (3.1) y (3:2))
= [(0)h(o1(b)) + h(o2(D)) (Al ey es lineal)
= J(0)he(01) () + h(02)(b)-
Por tanto h, es un isomorfismo. O

Como una aplicacién de la proposicion anterior que nos sirve para nuestro objetivo de

nuestra seccion, lo enunciamos en un corolario de la siguiente manera.

k k
Corolario 3.6. FEl espacio espinor I’ <S+) es isomorfo a I’ <S+> como C(T?, C)-mddulos
para k =1,2,3,4.

~

k k
Demostracion. Por la relacion (2.13) sabemos que los haces de espin S, y S son isomorfos.

Por la Proposicion 3.5 se concluye su prueba. O

3.2. Espacio de funciones con funciones de transiciéon

k
El objetivo de esta seccidon es mostrar que I' | S | es isomorfo a un espacio de funciones

con funciones de transiciéon definidas sobre la imagen de las cartas coordenadas del toro. El

cual empezaremos definiendo el caso general, explicitamente.

Definicién 3.7. Sea V — E 5 B un haz vectorial, con atlas diferenciable finito {(Us, i) 1y
correspondientes a las trivializaciones locales. Entonces el espacio de funciones con funciones

de transicion denotado por T'(E) es definido:

D(E) :={(f1, . fa) € Cle1(T1), V) X .. x Clipn(Uy), V) :
fils o0y M (x5)) = tij(@; () i) Yz € o (U;NU;), Vi, j € {1,...,n}}
Ahora que definimos el espacio f(E), nos ocupamos en dar una estructura de modulo, que

es redactado en la siguiente observacion.

Observacion 3.8. Sea C(B,C) el anillo de funciones continuas. Entonces el espacio T'(E)

es un C(B,C)-mddulo con la siguiente estructura:

(fi, o fn) F (915 9n) - = (fr + 91,5 fu + 9n) (3.3)
Fo (i fu) s = ((Foor )i (Fown ) fn) (3.4)
donde (f1,..., f,) e T(E) y f € C(B,C).
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[a¥)

En el siguiente teorema mostraremos de manera general que T'(E) = ['(E).

Teorema 3.9. Sea V — E 5 B un haz vectorial. Entonces el espacio de secciones F(E) es

isomorfo al espacio de funciones con funciones de transicion I'(E).

Demostracion. Recordemos que el haz vectorial E es dado por E =[]}, (¢;(U;) x V)/ ~, con
su respectiva relaciéon de equivalencia ~ definida en la Definicion 2.8. Definamos la funcion
H :T(E) = I(E) dado por 6 — H(6) := (61, ...,6,) donde:

con &; dado en la Definicion 2.8 inciso (d).

(¢) &, es continua. Por hipotesis sabemos que &;, 6 y ¢, ! son continuas, entonces la compo-

sicién & o o gol._l es continua. Por tanto &; es continua.

(ii) &; satisface &;(p; o ¢;1(xj)) = tij(apj_l(xj))&j(xj). Sea 6 € T'(E), entonces consideremos
(i (2)) = (@i, v)] = [(x5,05)] para (25, v;) € @i(Ui) x V' y (25,0;) € ¢;(Uy) x V.
Entonces (z;,v;) ~ (x;,v;), esto implica que z; = ¢; 0 ;' (z;) v v; = ti;(0; " (x;))v;.

Luego
Gipi 0 ' (x5)) = Gilw:) (zj = pj 0 pi (1))
=& o060 (x;) (definicion de 6;)
= &i([(wi, v)]) (definicién de &)
= ; (definicion de &)
= t;;(p; " (25))v; (i, i) ~ (5, v;))
= ti;(; ())& ([(5,v)]) (definicion de &;)
= tij(%'_l(zj)) Aj ob o ¢;1(xj) (definicion de &)
= tzj(%'_l(%'))&j (). (definicion de 4;)

Por tanto &i(gpiogpj_l(xi)) = tij(¢; )o;(z;). De (1) y (#1) implica que H esta bien definida.
Por otro lado consideremos la aplicacion G : T'(E) — I'(E) definido por:
(01,.0s00) = G(G1,...,0,) =0
donde, 6(b) := [(¢i(b), 5:(p;i(b)))] para todo b € U;.
(i43) & no depende de i. Sea b € U; N U
a(b) = [(@i(0), Gi(wi())];  (pi(D), Gi(i(b))) € @i(Us) x V
(b) = [(0;(b),35(; (D)), (0;(b), 05(p;(b))) € 3 (U;) x V.
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Es claro ver ¢; ogpf(c@-(b)) = ;(b). Ademaés haciendo ¢,(b) = x;, por hipdtesis tenemos
tij(e; ' (2))0;(x5) = 65(i 0 05 ' ()

esto implica t;;(b)d,(x;) = 7:(¢; o <pj_1(xj)). Entonces por la relacion de equivalencia
~ (Definicion 2.8) concluimos que (¢;(b), 5;(vi(b))) ~ (¢;(b), d;(¢;(b))), lo cual implica

[(04(0), 63 (04(0)))] = [(5(b), (105 (0)))].

(iv) 6, es continua en B. Sea una trivializacion local ¥, : #71(U;) — U; x V entonces tenemos

por definicion &(b) = (;)~(b, 5;(i(b))), bi € U; esto implica que & es continua en Uj,

pero como B = U ,U; y ¢ no depende de i, entonces ¢ es continua en B.

De (i2i) y (iv) concluimos que & es un elemento de I'(E) por tanto G esta bien definida.

A

(v) H es biyectiva. Sea ¢ € I'(E), escribimos 6(b) = [(i(b),v:)], (¢i(b),v;) € @i(U;) x V'y
b€ U;. Sea H(6) = (61, ...,0,), entonces para x; = ¢;(b), se obtiene

~

Gi(w;) = &(0 (97 (1)) = ;. (3.5)
Luego para b = ¢; *(7;), se tiene

G o H(6)(b) = G(61, ..., 65) (5 (i)

[(
= [(i, v;)] (por (3.5))
[(

= [(i(b), vi)] (b= ;" (zi)
=a(b)
Sea (61, ...,0,) € T'(E) con H o G(64, ..., 6,) = ((Im)l, e (ﬁ;)n) para x € ¢;(U;)
entonces,

(Ho G)i(x) = &(G(61, .., 60) (077 () (definicion de H)
= &([(ilei (@), 63lily  (@)))]) (definicion de )
= &([(x,6:(x))])
= 6i(z)

por tanto HoG (61, ..., 6,,) = ((}To\G)l, e (fTo\G)n) = (61, ..., 05,). De las dos ecuaciones

anteriores G = H~!, entonces H es biyectiva.
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(vi) H es un homomorfismo. Sean &,5 € I'(E) y f € C(B,C). Dado = € ¢;(U; N U;) se tiene

(Fo+9)i(x) = & o (fo +5) o p; () (definicion)
)6 (o () + (7 M (2)))  (D(E) es C(B,C) modulo)

(6(07 1 (1)) + &30 (2)))) (linealidad &|)-1)

= fo; 1 (2)6:(x) + 5(x) (definicion de 6; y $;)

entonces
(fo+s)i=(fopr s+, (3.6)
H(fo+38) = ((fo + )1, .0, (fT T 5)n) (definicion de H)
=((fop;! )01+31,...,(fo@;1)&n+§n) (por (3.6))
= ((f © 301 )Ula ) (f © 30;1>a-n) + (817 7‘§n>
:f(&l,...,an)—l—(sl, ,§n)
=fH(6)+ H(3)
Por tanto H es un isomorfismo como C(B, C)-médulo, lo cual concluye su prueba. a

~

k
Una aplicacion del teorema anterior sobre los haces de espin S, que es de nuestro interés,

lo enunciamos en el siguiente corolario.

: — k . o[k
Corolario 3.10. El espacio espinor I' [ Sy | es isomorfo a T | S1 | como C(T?,C)-mddulo.
Demostracion. Por el Teorema 3.5 se completa la prueba de este corolario. O

k [k
Concluimos por los Corolarios 3.6 y 3.10 que I' (S+) =T <S+> como C(T?, C)-modulo.

3.3. Espacio de funciones con condicién de frontera

En esta seccion, tiene como objetivo mostrar que un espacio de funciones continuas con

~

.k
condicion de frontera definido sobre [—1,1] x [=1 1] es isomorfo a T’ <S+>. Pero antes

demostraremos dos lemas para mostrar el teorema principal de esta seccion.
Lema 3.11. Sea Q := {f € C(R*,C) : f(x1 + p,x2+ q) = f(z1,22), Y(p,q) € Z?} el anillo

de funciones complejas biperiddicas continuas y T?> = R2/Z* el toro. Entonces el anillo de

funciones continuas definidas en el toro C(T?,C) es isomorfo a €.
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Demostracion. Definamos n : C(T?,C) — Q dado por f +— n(f) donde
n(f) (w1, x2) = f([(21, 72)]) (3.7)

y obsérvese que n(f)(z1,2) = f o p(x1,x2) para todo (z1,73) € R? donde p : R? — R?/Z? es

llamada la aplicacién cociente.

1 es continua. Como son continuas entonces = f o p es continua.
(i) n(f) yp n P

(i) n(f) satisface la ecuacion n(f)(xy + ki, x2 + ko) = n(f)(z1,22). Sean ki, ke € Z y cual-

quier punto (z,xs) € R2

n(f) (@1 + ki, w9 + ko) = f([(21 + K1, 29 + ko)) (definicion (3.7))
= f([(21,22)]) (w1 + k1, 29 + k) ~ (21, 72))
=n(f)(x1,72) (definicion (3.7))

Entonces de (i) y (ii) 7 esta bien definida.

(iii) 7 es inyectiva. Sea f,g € C(T?,C). Supongamos que 7(f) = n(g), entonces para cada

(1, 22) € R% n(f) (21, 22) = n(g)(z1,x2). Luego por definicion de n(f) y n(g) tenemos
f([(z1,72)]) = g([(z1, z2)]) lo cual implica que f = g en C(T? C).

(iv) 7 es sobreyectiva. Dado f € €, definimos g € C(T?,C) por g([(x1,72)]) := f(x1,22),

para cualquier [(z1,x5)] € T2. Como

g([(l’l + ]{71, T2 -+ ]{32)]) = f(l’l -+ ]{Zl,l’Q —+ ]{72)

= fla1, 72) (f € Q)
9([(z1, 22)]), (definicion de g)

esto implica que g est4 bien definida. Ademéas sabemos que [(x1, 72)] € T? entonces existe
una carta local (U;, ;) para algtn i, tal que [(z1,22)] € U; con ¢;([(z1, 22)]) = (21, x2),

donde se obtiene goy; (z1, ) = f(z1,22), lo cual implica que g es continua. Por tanto,
n(g)(x1, 2) = g([(w1,22)]) = f(21, 72).

Entonces de (iii) y (iv) n es biyectiva.

v) 7 es un homomorfismo. Sean h, g € C(T?, C).
(v)

n(h+ g)(x1,22) = (h+ g)([(x1, 22)]) (definicion (3.7))
= h([(z1, z2)]) + g([(z1, z2)]) (definicién punto a punto)
= n(h) (21, 22) + n(g) (21, 22)

—

n(h) +n(g))(x1, 72)
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entonces n(h + g) = n(h) + n(g). También tenemos

n(h - g)(z1, 22) = (k- g)([(z1, 22)]) (definicion (3.7))
= h([(z1,x2)]) - g([(x1, 22)]) (definicion punto a punto)
= n(h)(z1, 22) - n(g)(@1, 22)
= (n(h) - n(g)) (21, x2),

entonces 1(h - g) = n(h) - n(9).

Por tanto 7 es un homomorfismo de anillos. O
Lema 3.12. Sea
Q={feC([-33] x [-5:3].©) : f(=5.2) = f(5.72), fla1,—3) = f(a1,3)}

el anillo de funciones continuas con condiciones de frontera biperiddicas y T? = R?/Z? el toro.

Entonces el anillo de funciones continuas definidas en el toro C(T?,C) es isomorfo a Q.

Demostracion. Definamos 7 : C(T?, C) — Q dado por f — n(f) donde:

n(f) @y, z2) - = f([(21,22)]) (3.8)
para todo (1, x3) € [—3, 1] x [—3,1]. Como f([(x1,x2)]) = f o p(a1,x2) con p : R? — R?/Z?
y se sabe que f y p son continuas, entonces n(f) = op|[ IR continua. Ademas,
272 272

Jx[-
F([(=3:22)]) (por (3.8))
)

_f([(wx?)} ((=3:22) ~ (3:22))
=n(f) , (definicion de n(f))

por tanto n(f) (—3,z2) = n(f) (3,22). Andlogamente 7(f) (z1,—3) = n(f) (z1,3). Esto im-
plica que n(f) € Q entonces 7 esta bien definida.

Ahora definiremos la inversa de n por ¢ : Q — C(T2,C), f — &(f) donde

o(f)([(w1,22)]) : = f(1, 22) (3.9)

para todo [(z1,22)] € T? y (z1,22) € [—3,1] x [-1,1]. Sabemos que f es continua y

n(f)(—3 z2)

=
l\’)l»—t

—
l\DI»—A

) (f es periodica)
(

Anélogamente ¢(f) ([(1’1, —1)}) = o(f) ([(wl, 2)}) Por tanto ¢ esta bien definida.




3.3. ESPACIO DE FUNCIONES CON CONDICION DE FRONTERA

(i) n es invertible. Sea f € Q. Dado cualquier (r1,x2) € [—%, %] X [—%, %},
¢ on(f)([(z1,22)]) = o(f) (21, 22)) = f([(z1, 22)]).
Entonces ¢ o n(f) = f. Supongamos que g € C(T?,C) y (21,22) € [—3,3] X [-3,3),

1m0 ¢(g)((21,22)) = ng([(21, 22)])) = g((x1, 22)).
Entonces 10 ¢(g) = g. Por tanto ¢ = 57!, entonces 7 es una biyeccion.

(ii) n es un homomorfismo. La prueba de homomorfismo es inmediato porque las operaciones

estan definidas punto a punto.

0

k k
Notacion 3.13. En la relacion (2.10) concluimos que v+ (tij(p)) =" <t7jj (p)) =+1eC.

Entonces para la comodidad de la notacion definiremos,

A (’Eu-(p)) , (3.10)

LT

k
donde la familia t;; p cumple las condiciones de cociclo y define el haz vectorial S, que
nosotros lo llamamos el haz de espin (este haz de espin tiene fibra C). En la prueba del

k
siguiente Teorema 3.16 utilizaremos t;; y también los simbolos,

k k
l1g € {1,—1} Yy li13€ {]_,—]_} (311)
. . . L . ot ot
La diferencia que existe entre t1g y L3 CON t1y Y t3, €5 qUE t19 Y t15 depende de p € U; N U;

. k k
mientras que L1 Y L13 Son constantes £1.

Con la Notacion 3.13 tenemos las siguientes formulas por la familia de funciones de tran-
ot
sicion {t;;}.

1 1
L19= 1, L13= 1.
2 2
tip= 1, t13= —1.
3 3
t12= —1, ti3= L.
4 4
L19g= —1, l13= —1.
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KT Lo ) € (=5.3) < (0,3);

12 (P2 (T1,T2)) + = k 3.12
o (e (1 22) { o (o1,m) € (<3,1) x (4,1). 12
kT 1 17 ( ) € (07 %) X (_%a %)7
f1s (93 ) { 12137 (21,22) € (%7 1) x (—%7 %) ( )
Ko 1, (z1,22) € (0,3) x (0,1);

24 \Py \T1,22)) 1 = k 3.14
fau (047 ) { g, (21,22) € (3,1) % (0,1). (3.14)

KTkt kT koKt kT
Las siguientes funciones de transicion t,,, to3 ¥ t34 Se obtienen a partir de ty9, t13 ¥V toy-

Por ejemplo:

Kt Kt Kt Kt kT
l34 (¢1 (21,72)) =t3; (1 (w1,22)) t1o (93 (21, 22)) toy (05 (21, 22)) <t13:t31>

1, (z1,22) € (0,1) x (0,3);
= E k k
Ligligliz, (21, 22) €

{ 1, (1'1,1’2) - (O, 1)
=9 &
l12, (x1,22) € (0,1

Ahora empezamos a definir un espacio de funciones continuas con condicién de frontera.

~

Kok k

Definicién 3.14. Sea C — Sy = T2 un haz vectorial, donde Sy = [[i_,(ps(U;) x C)/ ~
s &

con ~ dado por la familia {tij} de funciones de transicion. Definamos C' | Sy | el espacio

de funciones continuas con condicion de frontera por:

k k

é<§+> = {f eC <[_%7 %}27(2) : f(_%wzé) =13 f(%,l’g), f(ﬂfl, _%) =l12 f(ﬂ?l, %)}

[k
Luego vamos a dotar una estructura de modulo al espacio C' (S+>, redactado en la si-

guiente observacion.

Observacion 3.15. Sea Q el anillo de funciones continuas definido en el Lema 3.12. Entonces

~

[k .
el espacio C'| Sy | es un Q-mddulo con la siguiente estructura:

ol

n=>

Suma. + : C ( +> x C <S+> - C <§+> dado por (f,g) — f+ g donde,

(f +9) (@1, 22) : = f21,22) + g(21, 72) (3.15)
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para cualquier (z1,22) € [—3, 1] x [—

N[
[E—

Y

N[
N [—=

Y

N[

Mk |k
Producto. - : Q x C <S+> —C S+> dado por (o, g) — « - g donde,

(a-g)(z1,22) : = a1, 22) - g(21, 72) (3.16)

.

para cualquier (z1,22) € [—3, 3] x [-1,
También podemos observar que C(T? C) = Q = Q por los Lemas 3.11 y 3.12. Entonces usando

N =

10

- [k
el isomorfismo n : C(T? C) — Q de la relacion (3.8), por tanto C | Sy | es un C(T? C)-

ok &
mddulo, con la multiplicacion C(T? C) x C <S+> — C <S+> dado por (o, g) — n(a) - g
donde

(n(e) - g) (@1, 22) + = n(a) (1, 22) - g(21, 22) (3.17)
para cualquier (r1,xs) € [—%, %] X [—%, %]

Ahora vamos a enunciar el teorema principal.

~

k

Teorema 3.16. Sea C — S+ 5 T? un haz de espin y sea {(Us, i) }ie, el atlas diferenciable

del toro T? de la seccion 1.2. Entonces el espacio de funciones continuas con condicion de

& [k
frontera C <S+) es isomorfo a I’ <S+) como C(T?, C)-mddulo.

ok %
Demostracion. Consideremos la siguiente aplicacion ¥ : C <S+> - T <S+) dado por
U(f) = (f1, f2, f3, fa) donde:

fi(zy,x2) = f(@1,22) (21,22) € (—3.3) * (=3,3)
far, @), (21,22) € (—3,3) x (0,35
falwr, 22) 0 =
2(x1 :EZ) { lzlg f(.l’l,l’g — 1), (Il,l’g) € (—%,%) X (%, 1)
f3(l’1 l’2) - { f($1’$2)7 (‘Tl’x2> - (0’%] - (_%’%);
’ by flon— 1,ma), (z1,22) € (4,1) x (=1,1).
( f(l’l,l'g), (1’1,1'2) € (O, %} X (0, %},
k
) s fla = 1), (21,22) € (3,1) x (0, 3];
f4(x1’x2) o 1212 f(.l’l,l’g — 1), (I‘l,l’g) c (0, %] X (%, 1),
L 12121213 f(ﬂ?l —1 , Lo — 1), (Il,l’g) c (%,1) X (%, 1)
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(i) fi, fo, f3 y fa son continuas.

(a) fi1 es continua en ¢(U;) = (—%, —) X (—%, %), porque f es continua.

)
(b) f» es continua en @a(Us) = (—3,3) x (0,1). En efecto la continuidad de f im-

plica la continuidad de f, en el abierto (—%, %) X (O, %) U (—%, %) X (%,1). Sea
ahora (21, 3) € (—3,1) x {3}. Dado cualquier sucesion { (27, z5) }nen en ¢o(Us) tal
que Um, o0(27,25) = (21,3), consideramos dos subsucesiones, {(z1'", 25" ) }ren ¥

{(A", 20" ) bnen de {(21, 25) Fnen tal que,

{1 2" bnen U{(21", 22" ) nen = {(21, 25) }nen

(217 22") € (=3:3) % (0,5] ¥ (21", ™) € (=3, 3) % (5, 1), entonces
fm fo(zMn, 22%) = lm Gy f(2M, 200 — 1) (definicion de f»)
n—o0 n—oo
21212 f(z1,—3) (continuidad de f)

212121212 f(z, %) (f € C <§+>)

= (1212)2f(zl, ) (ecuacion (3.11))

= f(Zl7 %)

= lim f(zM, 23™) (continuidad de f)
n—o0

= lim fo(2'", 20™) (definicion de fy)
n—o0

Por tanto f, es también continua en (—3,1) x {3}.

(c) fs5 es continua en p3(Us), su prueba es analogo al anterior inciso (b).

(d) fiescontinua en p,(Uy) = (0,1) % (0,1). En efecto, de manera analoga que el inciso
(b) fies continuaen {3} x (0,1), {3} x (3,1), (0,3) x {3} v (3,1) x {3}. Ademas

f1 es continua en el abierto

((0,3) < (0,3)) U ((3:1) x (0,3)) U ((0.3) x (5, 1)) U ((3:1) x (5.1))

porque f es continua. Solo resta probar que f; es continua en {%} X {%} Supon-

gamos la sucesion { (27, 25') bnen en @4 (Uy) tal que my, o0 (27, 28) = (5, 3

derando cuatro subsucesiones {(z{v", zév")}neN, {(Z{VI”, Z{VI")}%N, {(zf”, zf")}neN y

) y consi-

{(29", 29")},.en tal que para todo n € N:

{2 bnen UL, 23 bnen UL (=1, 237 ) Jnew UL (27", 28 ) bneny = {(=F,28) Jneny,
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(21, 23™) € (0,4] % (0,1], (2", 23") € (3,1) x (03], (2{", 23™) € (0,1] x (,1)
y (29 28 e (3,1) x (3,1). Entonces,

lm fy(2], 20) = ltm f(2), 20
n—oo n—oo

= f(3,%) (3.18)

lim f4(z{\/[",z§/[") = lim 13 f(sz — 1,zéw”)
— 00 n—oo

e

= f(3:3) (3.19)
fm fy(zFr, 2P) = lm Ly (2P, 2P — 1)
n—oo n—oo
k
=l12 f(%? —%)

k k
=l12l12 f(

— (112)* f(
— f(4 Y (3.20)

g n n z. kK n n
lim f4(21Q wzzQ )= lim t12013 f(ZlQ — 1,2 = 1)
n—oo n—oo

)

1
’ 2
'3)

N= N

k k
=l12l13 f(‘%‘%)

koo k
= (112)*(113)* £ (3, 3)
= f(3.3)- (3.21)
Por tanto f; es continua en {1} x {3} por las relaciones (3.18), (3.19), (3.20) y
(3.21).

[
(ii) fi, f2, f3 v fa satisfacen la condicion de T’ <S+>.

Para justificar las siguientes igualdades, utilizaremos las relaciones (3.12),(3.13) y (3.14)

respectivamente y definiciones de fi, fao, f3, fi. Por otro lado, de la relacion (3.11)
koo ko iy - ,
tenemos (t12)* = (L13)” = 1 que también lo utilizaremos. Dicho todo esto tenemos:

1 —
ti (P2 (21, 22)) (21, 22) = biatrs (a1, @0 — 1), (21,29) € (=

ot { f(z1, 22), (x1,29) € (—
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(21, 22) € 2(Ur NUy)

definidas en el Capitulo 1. Continuando

(801 O @q 1(%7 $2))7
-1
2

(21, x2),
('rluxQ)a

3.3. ESPACIO DE FUNCIONES CON CONDICION DE FRONTERA

Se utilizo el cambio de coordenadas ; o ¢

con lo que sigue:

—|

—

(1, 29) € (0,%) X (—

(z1,32) € (0,3) x (—

N~

N~

(x1,22) € (0,3) x (0,3)

(21, 22) € @3(Ur NUs)

definidas en el Capitulo 1. Continuando

-1
3
f(xl - 1?:1:2)7
f($1,932 - 1)>
k

k
L13l12013

f(xh 'r2)7
kE k
l13l13

k

L12

k

—N

f(.i(}l — 1,33‘2 — 1), (1’17372) € (

\
(

(z1,22) € (0,3) x (0,3)

f(z1,22),
k

(a1a) € (0.8) x (3.1)

f(l’l — 1,1’2 — 1), (1'1,1'2) - (

)Zf('rl - 1,1’2),
f($1,$2 - 1)7
k

(L13

k

l12
k

—N

L13)2 L12

| (

(@41($1,$2))f4($1,$2)

Se utilizo el cambio de coordenadas ¢, o ¢
tos

con lo que sigue:
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( f(x1,22), (z1,22) € (0,3) x (0,3),
B f(zy — 1, 29), (x1,m0) € (%,1) X (0, %),
a 1212 flx1,29 = 1), (z1,22) € (0,3) % (3.1),
l flan—Laa— 1), (zn,m) € (5,1) x (4,1),
([ f(p2 007 (21, 72)), (z1,22) € (0,3) x (0,3),
) flezopi(z1,02)), (z1,72) € (5,1) x (0, 3),
)t feovit@nm), (e € (0,4) x (3.1),
(e flpzo 7' (er22)), (erma) € (5,1) x (4,1),
= fa(p2 0 it (21, 22))), (21, 22) € pa(Uz N V).

Se utilizo el cambio de coordenadas py0¢; ! definidas en el Capitulo 1. Ahora es mas facil
obtener las siguientes igualdades, utilizando las tres igualdades anteriores, la continuidad

de las funciones f; con i = 1,2,3,4 y el hecho que U; N U; N Uy, es denso en U; N Uj.
A A A
tiy (01 (21, 22)) fa(T1, @2) =t15 (03 (21, 22)) tog (1 (71, 22)) fa(@1, T2)
ot
=t19 (03 (21, 22)) fa (02 0 1 " (21, 72))
= f1(p1 003 (02 0 @1 (21, 72)))
= fi(er 0 oyt (1, 22)),

K W e
tos (3 (21, 22)) f3(w1, 2) =toy (91 (T1,22)) 13 (93 (v1, 72)) f3(21, T2)
A ot Kt
=ty (901_1@1, 3)) f1(p1 0 9051(%, T3)) (ty tio=1d)
= fa(p2 0 01 (1 0 @3 (21, 22)))
= fa(ip2 0 5" (21, 22)),
B o e
34 (01 (z1,22)) fa(w1, 72) =t3 (o1 (1, 22)) t1y (@1 (21, 72)) fa(21, 72)
+ + ot
21231 (o1 (21, 22)) f1 (o1 0 01 (21, 22)) (1231];13: id)

= fs(ws 001 (910 91 (21, 72)))
= falws 0 o1 (21, 22)).
[k
Entonces de los incisos (i) y (ii) se obtiene que (f1, fo, f3, f1) € T <S+>. Por tanto U esta
bien definida.

49



3.3. ESPACIO DE FUNCIONES CON CONDICION DE FRONTERA

Consideremos @ : T’ (§+> - C <§+> dado por (fi, fa, f3, fa) V= P(f1, fo, f3, fa) = f,

donde:

([ filwr,22), (v1,22) € (-5, 1) < (=1, 1),
fo(z1, 22), (1,22) € (=3, 3) x (0,3],
Lo folzy, 0 + 1), (21, 72) € (=1, 1) x [=1,0),
fa(z1, 22), (1,22) € (0, 3] X (=3,3),

f(xy,29) := 1213 fa(x1 4+ 1, x9), (x1,29) € [— %,O) X (—%, %),

fa(z1, 22), (w1, 22) € (0, 3] x (0, 3],
b fa(zr +1,20), (21, 25) € [-1,0) x (0, 1],
Lo falzy, 0 + 1), (21, 22) € (0,1] x (=1,0),

\ '212'213 falzy + 1L, me+ 1), (21,22) € [—3,0) X [—3,0).

e
(iii) f esta bien definida. Como (f1, fo, f3, f1) € T <S+>, entonces satisface la ecuacion:

Filpr o 07 (@) = (97 @) 5 (@) (3.22)

para x = (z1,%2) € @;(U;). Por las ecuaciones (3.22), (3.12), (3.13) y (3.14) f esta bien
definida. Por ejemplo si (z1,22) € (0,3) x (—3,0), entonces:

)3
Ji(xy, z2),
k
l1g fo(x, xa + 1),

f3(x1, 22),
k
1o fa(x1, xo + 1),

f(xlv $2) =

(%
Utilizando el cambio de coordenadas de ¢; 0 @5 ", la definicion de elementos de I' (S+>

k k
y la definicion de (t12)? = (¢12)® = 1, entonces obtenemos las siguientes igualdades:

fi(z1, 22) = fi(pr 0@y (xr, 29 + 1))
+
—t1y (93 (1,20 + 1)) falan, 22 + 1)

k
=t13 fa(z1, 72 + 1), (3.23)

Sz, 2) = filpr 093 (21, 22))

o+
=t13 (03" (21, 22)) fa(1, 72)
= f3(z1, 22+ 1), (3.24)
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fi(zy,22) = fi(pr0 5 (x1, 22 + 1))
+
1y (o7 (1,0 + 1)) falan, 2o + 1)

—L1y fa(z,x0 + 1) (3.25)
Entonces por los incisos (3.23), (3.24) y (3.25) tenemos
fi(z1, 22) —i1s fo(wr, 20 +1) —i1s fa(wr, 29 +1) = fa(21, 22).
Por tanto f esta bien definida en (0,3) x (—3,0). Analogamente los otros casos.

(iv) f es continua.

= f es continua en (—3,3) x (—3,3) por la continuidad de f;.

= f es continua en los intervalos (—3,3) X {3} v (=3, 3) x {—1} por la continuidad

de fy (=3.3) x {5} C ¢2(U0).

f es continua en los intervalos {3} x (—=%,2) y {—1} x (=3, 3) por la continuidad

de f3y {3} x (=3, 3) C ¢3(Us).

f es continua en los puntos (—%, —%), (—%, %), (%, —%), (%, %) que pertenecen al in-
5) € @a(Us).

tervalo [—%, %] X [—%, %], por la continuidad de f; y (%,

Ademas f satisface las condiciones de frontera: Por la definicion de f tenemos las si-

guientes igualdades:

k k
f(_%7$2) =113 fs(%aﬁz) =113 f(%7'r2)7 T € (_%7 %)7
k k
[, —%) =12 fa(1, %) =t1o f(z1, %)» Ty € (—%> %),
también en los puntos (—3, —3), (=3, 1), (3, —1), (3, 3) satisface la condicién de frontera:
kok
l12t13 f(%é),
k k k
f(=5.=3) =tiztiz fa(3.5) = { o fu(—3. 1),
k
l13 f4(%7—%)-

|k
Entonces f € C <S+>. Asi ® esta bien definida.

(v) W _es un homomorfismo.

[
= Sean f,g € C <S+>. Entonces utilizando (3.15) y las definiciones de f1, fo, f3 v fa
):

Y

[N
[N

tenemos para (z1, %) € (—%> %) X (=
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(f + 9)i(z1,22) = (f + g)(21, 22)
= f(z1,22) + g(21,22)
= fi(z1,22) + g1 (21, 22)
= (fi +g1)(x1,22)

) P9z, 22), x3 € (0, 3]

(f +g)a(1,22) = { b (f + g) (21,29 — 1), x5 € (3,1)
{ (1,22) + g $1>$2) s € (0, 3]

L12 flxr, 2o — 1)+ 012 g(z1, 22— 1), x € (3,1)

= fo(@1, 22) + go(21, 22)
= (f2 + g2) (1, 72).

De manera similar se muestra para el resto de los casos. Entonces obtenemos:
(f+g),~ Zfi+g,-, Vie {1,2,3,4}. (3.26)

Luego utilizando la ecuacion (3.26), se tiene

U(f+9)=((f+91(f+9)2(f+9)s(f+9))
= (fi+ 91, fa+ 92, fs+ 93, fa + ga)
( f27f37f4) + (91792793794)

= V(f) + V().
Por tanto W(f +g) = V(f) + ¥(g).

&
s Seana € C(T?,C)y f € C | S, |. Entonces utilizando las definiciones de fi, fa, fs,

fa, la relacion (3.16), la periodicidad de «, el isomorfismo de anillos de la relacion
(3.8) n: C(T2,C) — Q, definicion de las cartas locales ¢; de T? y la ecuacion (3.4)

respectivamente, para cada (z1,22) € (—3,3) X (—1,1) tenemos,

(n(a) fi(z1, 22) = (n(a) f)(z1, z2)

= n(a)(z1, 22) f (21, 2)
a([(z1, 22))) f (21, 22)

= a0y (z1, ) fi(w1, 22)

= ((@ o) fi) (w1, 22)
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3.3. ESPACIO DE FUNCIONES CON CONDICION DE FRONTERA

y para (z1,22) € (—3,3) X ) tenemos

1’1,1’2 XTo € (0,
xlv 1
L12 )(w1, 20 — 1), T2 € (3,
n(a)(xy, z2) f (21, 22), xe € (
k
L12 fl,ifz—l)f(i)?l’@—l)» T3 € (
$1,932 $1>$2)

{nga xl,xg—l]))f(xl,xQ—l), Ty € (3,1)

(
$17$2 $17$2) To € (

L1204 (w1, 22)])) f (21, 22 — 1), T2 € %7 )

(
on<p2 $17$2 $17$2) x2€( ]
L12 040802 (@1, 22) f(21, 22 — 1), T2 € (%’ 1)

aoap2 :)sl,xg fxy, z2), o € (0,

(
L12 040902 Y@y, 20) f(x1, 00 — 1), T2 € (%7

(vopy )(gfl,fz) { Z(xl,xg) %€, %]
tig f(z1, 02— 1), x5 € (%, 1)

= (o @y ") (x1,2) fo(x1, 22),
= ((vo 3 ") f2) (w1, 22).

De manera similar se muestra para el resto de los casos. Entonces obtenemos:

(af)i = (oM fi, Vie{l,2,3,4}). (3.27)

Luego utilizando la ecuacion (3.28) se tiene:

U(n(a)f) = ((n(a)fi, (n(a)f)z, (n(a) f)a, (n(a) f)a)

= ((aopi ") f1, (@0 wy ") fa, (a0 3') fa, (o i) f
a(f1, f2, f3: f1) (por (3.4))
=a¥(f).

Por tanto W(n(a)f) = a¥(f).

(1 (1
(vi) VU es biyectiva. Sean (f1, fo, f3, f1) € T <S+> y (91,92,93,94) €T <S+> tal que

\I/O(I)(f17f27f37f4) = (91792793794) (328)
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3.3. ESPACIO DE FUNCIONES CON CONDICION DE FRONTERA

Para el abierto (—1, )%

Para el abierto (—3, 3)

92($17$2) = {
L12

(
X

11
272
(0,1

(f1> f2, I3, f4)(931, 552)
O(f1, fo, f3, fa) (@1, 22 — 1),

B f2(551>2552),
B <1212> f2($1,932),
= f2($1,I2)-

Para el abierto (0, 1) x

93(5171,372) =
L13

(—3,3) tenemos,

(f17f27f37f4)(x17$2)
O(f1, fo, f3, fa) (@1 — 1, 29),

B f3($1,2x2)7
N <Izl3> f3($1,$2)7

= fs(fl,fz)-

Para el abierto (0,1) x

L13
94($17 $2) =
L12

k
l13
= k
l12
k
l13
\

LL
L 13%12

(0,1) tenemos,

(f17 f27 f37 f4)(.§(31,$2)

) tenemos g1 (1, T2) =

D(f1, f2, f3, fa) (@1 — 1, 29),

(f1>f2>f3,f4)($17932

)2f4($1,$2),
) f4($1,$2)7
) <1212> fa(z1, 22),

= f4($1,$2)-

Entonces g; =

O(f1, fo, f3. f1) =

|k
Por otro lado, supongamos f € C (S+>, entonces:

En el abierto (—1,1) x

(—1,1), tenemos ® o U(f)(x1,z2) =

1),

O(f1, f2: f3, fo) (@1 = 1,22 — 1),
[ fular, @),

D(f1, fo, f3, fa) (w1, 12) =

) y utilizando las definiciones de fi, fa, f3 ¥ fi tenemos,

L) € (+4,4) x (0.1]
rim) € (<5.8) x (3.1)
ri) € (<3.8) x (0.3
r) € (<3.8) x (3.1)

o
N[
[

[T Ll L CY SRR T
= N
SN—"

[E—

AN N~~~
N [—=
—_
~—
—~
N[—= NI
[—

N—

= O
— N
~— —
X X
~—~

fi para todo i € {1,2,3,4}. Por tanto la ecuacion (3.28) se convierte en

(f17f27f37f4)~

fi(wy, wa) = fla1, 22).
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3.3. ESPACIO DE FUNCIONES CON CONDICION DE FRONTERA

En las fronteras (—3,3) x {3} v (—3,3) x {—3} tenemos,

(I)O\I](f)(xl,%):fz(x17%):f<l‘1,%), T € (_%7%)7
o U(f)(w1,—4) =ta folan, 3)
21212 [z, %)
= (1) f (21, —-3)
:f(xlv_%)> T € (_%7%)
En las fronteras {%} X (—%, %) y {—% X (—%, %) tenemos,
(I)O\I/(f)(%’a,é) :f3(%7$2):f(%7$2> T2 € (_%7%>
Po ‘I’(f)(_%ab) 21213 f3(%a )
21213 f(%ab)
= (113)*f(—3,22)
:f(_%vxZ)a T € (—%,%)

Para los puntos (:I:%, :t%) utilizamos la funcién f; que es analogo al anterior. Por ejemplo:

Do U(f)(—5,—3) —l13010 fa(5:3)
212131212 f(%a %)
21213121212131212 f(_%v _%)
= (113)2(13)2f (— 3, — 1)
= f(-3.—3)

&
Por tanto ® o W(f) = f para todo f € C <S+>. Asi obtenemos que la aplicacion @ es

la inversa de W es decir ® = U1,

En conclusiéon ¥ es un isomorfismo, con el cual se termina la prueba. O

k
Utilizando el objetivo de las seccién 3.2 y el Teorema 3.16, concluimos que I’ <S+) y

[k
C' | S+ | son isomorfos como C(T?, C)-modulos, que es nuestro primer objetivo del capitulo.

Ahora vamos por el segundo objetivo de este capitulo, recordamos que tenemos que mostrar

que los cuatro haces de espin del toro son triviales, para eso empezamos la siguiente seccion.

55



3.4. TRIVIALIDAD DE LOS CUATRO HACES DE ESPIN DEL TORO

3.4. Trivialidad de los cuatro haces de espin del toro

k
El objetivo de esta seccion es mostrar que los cuatro haces de espin del toro S son triviales.

Empezaremos dando el concepto de un haz trivial, en la siguiente comentario.

Comentario 3.17. El haz E = B x V' con la proyeccion m = pry : B X F' — B definido por

pri((b,v)) = b se llama el haz trivial.

Ahora vamos a definir, a qué llamamos un haz vectorial trivial, que es de importancia para

nuestros cuatro haces de espin.

Definiciéon 3.18. Decimos que el haz vectorial V — E = B es trivial si es isomorfo al haz
trivial V. — Bx V2 B

Comentario 3.19. Un resultado tmportante de esta definicion es la siguiente:Un haz vectorial
V — E 5 Bes trivial si y solo si existen m secciones sy, ..., s,, € I'(E) tal que {s1(b), ..., 5,n(b)}

es una base de 771(b) = V. La prueba de esta afirmacion se puede ver en los libros de referencia

[6]y [11]

Ahora dotamos de una estructura de modulo al espacio I' (T? x C) en la siguiente obser-

vacion.

Observacién 3.20. Sea I'(T? x C) el espacio de todas las secciones globales del haz trivial
T2 x C. Las secciones globales o : T> — T? x C, son escritos de la forma a(b) = (b, f(b))
con f € C(T?,C). Entonces el espacio T'(T? x C) es un C(T?,C)-mddulo con las siguientes
OPETACIONES:

Suma. + : T(T? x C) x T'(T? x C) — I'(T? x C) dado por (01,02) — o1 + 05 donde

(01 +02)(b) = 01(b) + 02(b) = (b, f1(b)) + (b, f1(b)) == (b, f1(b) + f2(b)) (3.29)
para todo b € T? y f1, fo € C(T?,C).
Producto. - : C(T?,C) x T'(T? x C) — I'(T? x C) dado por (f,o) — f o donde,

(f - 0)(b) = f(b)a(b) = g(b)(b, f(D)) := (b, g(b) (D)) (3.30)

para cualquier b € T?, una funcion g € C(T?,C) y una seccion global o(b) = (b, f(b)) .

~ [k
En la siguiente proposicion mostraremos que el espacio C <S+> admite una base que nos

servird para mostrar la trivialidad de los cuatro haces de espin.
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A~ 2} .k k
Proposicion 3.21. Sea se ¢ <S+> dado porg (11, 15) = e2m(Crmitem) qonde k = 1,2,3,4

Y

1 1
€1= 0, (e 0,
2 2

_ _ 1
6= 07 €= 29
3 3

1

€1= bR €= 07
4 4

_ 1 1
€1= 3, €= 3.

- & [k - -
Entonces {g} es una base de Q-mddulo C <S+>. Luego C <S+> O5= {f 5: f e Q.

- s s k
Demostracion. Por la definicién de €; tenemos

k E ok
S (xlu _%) =l12 S («Tlu %)7 x1 S [_%7 %]7
k1 ko k4 11
S (—3,22) =t13 5 (5, T2), Ty € [=35, 5],

entonces 8 cC ( )
k

k :
Sea § "(x1,29) = 6_2’”(6”1“2”) entonces s '(z1,x2) 5 (1, 22) = 1. Demostraremos primero

[k ke ~
que si para todo fe C <S+>, tenemos f s € ). Veamos para x; € (—%, %) tenemos

kg
entonces fsé&

k k )\ K k .k A k ~ 2
Luego f=(fs') s€ geng{s}, es decir s genera C' | S1 | como Q-moédulo.

/‘\;}z

57
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k ~ ky k k
Supongamos que f s= 0, con f € Q. Entonces f = (f s) s’ = 0. Por tanto {s} es una

. A [k
base libre del (2-mé6dulo C' <S+>. Esto implica que;

~

& k =k
C <S+> =gena{s} =Qs.

~

[k
Nos recordamos que C' <S+> es un C(T?, C)-mo6dulo con el producto

Ak &
C(T2,C)XC<S+>—>C<S+>

definido por (f,o) — n(f)o, donde 5 : C(T?,C) — Q es el isomorfismo de la ecuacion (3.8).

Por lo tanto, de la Proposiciéon 3.21 implica el siguiente corolario:

ok
Corolario 3.22. {E} es una base libre del C(T?,C)-mddulo C <S+> .

k
Para demostrar que nuestros haces de espin S sean triviales, primero demostraremos que

k
S son triviales en el siguiente corolario.

k
Corolario 3.23. Los haces de espin S, son triviales.

Demostracion. En la parte final de la secciéon 3.3 concluimos que I’ (§+) y C <§+> son
isomorfos como C(T?, C)-mo6dulos.

Sea U : C <§*+> —T <§*+) el isomorfismo de C(T?, C)-modulos tal que W(fs) = f¥(s)
con f € C(T% C).

~

koo~ [k ky ok k
Como se C <S+> es una base, por la Proposicion 3.21, entonces {o} (0:= ¥(s)) es una

k k
base de I <S+ . Por el Comentario 3.19, implica que el haz de espin S es trivial, para cada
k=1,234.
O

ko k k
Recordamos que S,.=S_ y por el Corolario 3.23, afirmamos que el haz de espin S_ es

trivial. Por tanto la segunda conclusion del capitulo lo enunciamos en la siguiente observacion.

kook k
Observacion 3.24. Como sabemos que S= 5+ @ S_, y por el Corolario 3.23, se afirma que

k
los cuatro haces de espin del toro S son triviales.

58



EL OPERADOR DE DIRAC SOBRE EL TORO
TZ

En este capitulo nos ocuparemos de obtener los operadores de Dirac en diferentes espacios
Tk

k N
de secciones que correspondan a los cuatro haces de espin del toro C2 — § = T2. Como ya

es usual empezaremos definiendo de manera general una derivada covariante.

4.1. La derivada covariante en haces vectoriales

~

. k
En esta secciéon nuestro objetivo es definir una derivada covariante V*P™ sobre I' | S | por

el levantamiento dado por el isomorfismo dX : spin(2) — so(2) calculado en el Capitulo 2
seccion 2.2. Al igual que en el Capitulo 3, denotaremos a V' el espacio vectorial sobre C tal

que V = C™. Para mas detalles sobre derivada covariante podemos ver las referencias [6] y

8].

Definicién 4.1. Una derivada covariante (o conexion) en un haz vectorial V — E = B

es una aplicacion
V:I(TB) xI'(E) = T'(E), (4.1)
donde V (X, s) es escrito como Vxs, que satisface las siguientes tres propiedades:
(i) Vixigvs = fVxs+gVys
(ii) Vx(s1+ s2) =Vxs1+ Vxsy
(iii) Vx(fs) = (X.f)s+ fVxs

para todo f,g € C(B,R), X, Y €e(TB) y s,s1,5 € I'(E).
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4.1. LA DERIVADA COVARIANTE EN HACES VECTORIALES

s %} del haz tangente

T B definido en la carta coordenada (U,, ¢,) donde a%i(b) = dp;'(b). Sean X € I'(TB) y

Y € I'(E) en coordenadas locales, digamos para la carta coordenada (U,, ¢,) podemos escribir

n Za m -
X:;X&Ei, Y:;wsj.

SiV:T'(TB) xT'(E) — I'(E) es una derivada covariante, tenemos:

Consideremos la base local {sy,...,s,} de E y la base {8%1,

VxY =V xip D Vs
j=1

= i i X'V o (V7s))

i=1 j=1
n m ' Yj '

=YX (T V)
i=1 j—=1 Oz, o

Para determinar completamente V x Y necesitamos conocer V _s_s;, esto nos lleva a la siguiente
oz,

definicién.

Definicion 4.2. Definimos los simbolos de Christoffel Aﬁj asociados a la conexion V, relativos

a la carta local (Uy, vq) por:

2]

\V4 cz Sj = ZAi'jSl' (42)
' =1

En ocasiones sera conveniente considerar los simbolos de Christoffel como las entradas de

una matriz m x m para cada .

Definicion 4.3. Definimos la matriz de los simbolos de Christoffel asociados a la conexion

V, relativos a la carta local (U,, pq) por

A= (Aéj)m (4.3)

l,j=1"

Observando desde otro punto de vista, para determinar V xY necesitamos conocer V » Y

Ox;

que viene dado por los siguiente célculos,
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4.1. LA DERIVADA COVARIANTE EN HACES VECTORIALES

<aa—);$j) + Z Z AéijSl

j=1 I1=1

> (Zl + Zm: AﬁjYJ) s1. (4.4)

=1 j=1

=

m
=1
m

Entonces la ecuacion (4.4) en coordenadas locales se puede escribir de la forma:
Vo = 8%1- + A,. (4.5)

La ecuacion (4.5) depende de las cartas locales de la variedad B y define la derivada covariante

para el haz vectorial V — E = B (ver referencia [6]).

Comentario 4.4. Vamos a definir el corchete de Lie. Dados dos campos de vectores diferen-
ciables X e Y sobre una variedad B, se define el corchete de Lie de los campos X e Y,

denotado por [X,Y], como el inico campo de vectores que cumple:

(X Y](f) = X.(Y.(f) = V(X))

para todo f € C*(B,R) (ver referencia [6]). Donde se observa que la notacion X.f(b), es
definido por X.f(b) := df (X (b)) porque es la composicion de las aplicaciones X : B — TB y
df - T,B — R.

Ahora requerimos definir una derivada covariante en el haz tangente de una variedad
Riemanniana de tal manera que cumpla con dos condiciones adicionales a la definicion de

derivada covariante, en este sentido hacemos las siguientes definiciones.
Definiciéon 4.5. Sea B una variedad Riemanniana con métrica g.

1. Diremos que una derivada covariante V es Riemanniana o compatible con la métrica,
si para X, Y, Z € I'(T'B) cumple,

XgY,Z)=9g(VxY,Z)+g(Y,VxZ2)

2. Sipara X,Y € V(TB) se cumple la siguiente propiedad,
(VxY —VyX)—[X,Y]=0,
diremos que V es simétrica.

Comentario 4.6. Para el haz tangente de una variedad Riemanniana, existe una unica de-
rivada covariante compatible con la métrica y simétrica. Esta derivada es llamado la derivada

covariante de Levi-Civita (ver referencia [6]).
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Comentario 4.7. Sea V la derivada covariante de Levi-Civita. St denotamos por g;;(b) a

gb(%, %), entonces los simbolos de Christoffel asociados a V se pueden calcular explicita-
i J

mente sequn la expresion:

agzr agr agz ]
_ Ir J J
~ 2 Z (8% oz, ) ’ (4.6)

£

donde (g7)};=, es la inversa de la matriz (gy;); =, Ademds V queda determinada de manera

ij=1
unica por la ecuacion (4.6) (ver referencia [6]).

Con estos dos comentarios hechos, nuestra derivada covariante de Levi-Civita, comparando

con la formula (4.5) podemos escribir de la manera siguiente:

Vi = 2+ A (4.7)

Ox;

donde A; = (T éj)?’j:l y n es la dimension de la variedad diferenciable B.

4.1.1. La derivada covariante de Levi Civita en T2

Recordemos que en el capitulo 1, definimos el atlas A = {(U,, ¢a) @ @ € {1,2,3,4}}
formada por cuatro cartas locales del toro T?. Como se puede observar en cada carta local

(Us, pa) los espacios tangentes de T? tiene como base {8%1, aizz}’ donde

) = g er) = (1.0
() = e y(ex) = 0.1),

{e1,e2} es la base canonica de R? y también definimos la métrica del toro en el Capitulo 1,

dado por:

9(55:(P): 5 () = (dalp(52; (P); daln(52; (1))

donde p € T? y (-, ) la métrica usual de R?. Entonces haciendo un pequeio célculo para hallar

explicitamente la métrica del toro, tenemos;

(g (), 52 (P) = (dalp(5a: (0)), dpaly(z5- (0)) (definicion de métrica)
= (dyp |:nd90a1|:n(€2) d@a‘pd‘:@al‘p(ej»

= (ei, €;)
= dij-

Por tanto, diremos que la métrica del toro deﬁnida anteriormente, es llamada la métrica

inducida de R?. Luego se observa que {-2- B 9 1 es una base ortonormal.

) Dxa
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Tomando como métrica para cada p € T?, al espacio T,T? la métrica inducida de R?
podemos calcular los simbolos de Christoffel asociados a la derivada covariante de Levi-Civita

segun la relacion (4.6).

2
dgir 0 Ogii
Fl — 1 Ir r ] 3]
o2 ;g (0:)3j * or; Oz,

2

donde g;; = g(:2, 72-) = (e, ¢;) = 8;; y la matriz (g )i El calculo

ox;’ 61‘]
es inmediato, por eso tenemos la siguiente matriz

10 . 10
2= 2=
(-gl])z,jzl < 0 1 ) (g )z,]:l ( 0 1 )

Ahora podemos calcular los simbolos de Christoffel. Por lo anterior sabemos que g;; = d;; son

_, es la inversa de (gi;)7 j_;-

constantes entonces, Fﬁj = 0. Por tanto la relacion (4.7) se vuelve en

v =2 (4.8)

oa; oz;

donde V€ : T(TT?) x T(TT?) — T(TT?).
4.1.2. La derivada covariante espin sobre T?

En esta subsecciéon calculamos la derivada covariante espin para nuestro haz de espin

ko
C? —S— T? en cierto sentido sera el “levantamiento” de la derivada covariante de Levi-Cevita
para el haz tangente R? — TT? 5 T2,
Pero antes queremos definir de manera general, la derivada covariante V*P™ sobre T'(E)

por un el levantamiento que es dado por el isomorfismo
dX : Ty Spin(n) = spin(n) — 17150 (n) = so(n).

Observacion 4.8. Consideremos la derivada covariante Levi-Civita VEC y {ey, ..., e,} una

base ortonormal definida en la carta local (U, pa) entonces,

0=ei.g(ej, ex)

=g (Ve er) +g(e;, VECe)
=9 <Z(A )l€l, €k> ( k€z>
=1 =1

por tanto (A% = —((A:)")¥. Lo cual implica que A; € so(n) = {A € Mypun(R) : A" = —A}.
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Comentario 4.9. Comoso(n) = {A € M,«,(R) : A" = —A}, tenemos que la base del espacio

vectorial so(n) es formado por las matrices E;; para 1 < i < j < n definido por:

i j
0 0 0 0
0 -1 0 i
EijI: .
1 J

Las referencias [6] y [4] afirman que el isomorfismo (d\)™! : so(n) — spin(n) estd dado por:
(dX)~H(Ey) = seie;

donde {ey,...,e,} es una base ortonormal de R™. Ademds en el capitulo 2, comentario 2.17,
con n = 2, mencionamos sobre la representacion de Clifford v : Cl(2) — Mayxo(C) dado por
v(e:) =y, implica
v(3ei€5) = 577
Con la Observacion 4.8 y Comentario 4.9 damos la definicion de la derivada covariante

espin:
VP = e+ y((dN) 7 (A)) (4.9)

donde V éc =e¢;.+ A; y {e1,...,e,} es una base ortonormal con respecto a la carta (Uy, ©q)-

Ahora para nuestro caso particular, utilizando la relacion (4.9) determinamos la derivada

k k k Kk
covariante V sobre I'(S), donde S es el haz de espin del toro T?. Es decir: C* —S— T? son

los haces de espin con k = 1,2, 3, 4.

0 6
Ox1’ Oxa

Christoffel A; = 0, porque Fﬁj =0y A; = (I}

} es una base ortonormal de 7,T?, entonces los simbolos de

)™ _,. De aqui (d\)7'(A;) = (d\)71(0) = 0.

Como sabemos que {

ij)ij=1-
Esto implica que
k
- 0
V= 4.10
aaavL 01', ( )

para k=1,2,3,4ei=1,2.
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4.2. El operador de Dirac

Estamos ahora en posicion de definir el operador de Dirac que es el principal objeto de

ko7
esta seccion. Sea el haz de espin C? —S— T? sobre cuyas secciones actuard ese operador.

Definicién 4.10. Llamaremos operador de Dirac sobre T? al operador diferencial de primer

k k k
orden D: T’ (S) — T <S) dado por

donde {8%1, 8%2} es la base ortonormal candnica en TT? y~ : T,;T* — End (771(b)) & Mayo(C)

es la aplicacion lineal definida por 7(8%1) =1, 7(8%2) := ¥y con las matrices v, y v, definida
en el Comentario 2.17 tal que

2 2

1

=" ="ln mmr=-—"n,

e I es la matriz identidad 2 x 2.

Observemos con detalle a este operador. Lo que se quiere hallar es el operador de Dirac

k
sobre T? de forma explicita definida sobre cada I' { S ) con k = 1,2,3, 4. Entonces para esto

usamos la carta (Uy, ¢1), con ¢1(U;) = (_%’%) X (_%7%) Como sabemos que {%78%2} s

una base ortonormal, entonces vamos a obtener cuatro operadores de Dirac (k=1,2,3,4),

Eoo ke
D=3 %V
j=1 oz
k .
Por la relacion (4.10) tenemos V™" = -2 Ademas también definimos en el Comentario 2.17
< j
Ox;

que

v(a%>=<_01(1)>, v(a%z):(fé).

Entonces nuestro operador es visto explicitamente:
k 0 1 0 0 ¢ 0
D= — +| . —
—-1 0 /) O0ny 1 0 T2

0 0 4 ;0
= ( o, ) (4.11)
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k
Luego observamos por el momento que D esta definido sobre las secciones locales diferenciables
k k
de 771 (Uy) = 1(U;) x C?, donde I'V (7?‘1 (Ul)) >~ {f:p(Uy) = C?: f es diferenciable}.

Observemos también que

r(§)=r(s)er(s)=c(5)ec(s)

kook k [k [k
(por Teorema 3.16 y S=S, @ S). Sobre la restriccion de ( 71 ) eC <S+) ®C <S+) al
02
abierto ¢ (U;) = (—3,3) X (—3,3), el operador de Dirac esta dado por (ver Teorema 3.16 y

la ecuacion (4.11)):

N[

:<_8m1 ers ) (4.12)
)

o1 T Vou,
Observemos ademés que (—%,2) x (=3,3) C [—3, 3] X [—3, 3] es denso. Por continuidad
podemos extender la formula (4.12) del operador de Dirac a las fronteras. Entonces

oz | ;002
E Ul — 8m1 + Zawg
o _9o1 | ;0o |-
2 oz 0z

[k [k
para todas las secciones diferenciables o1 eC (S+) e C <S+), k=1,23,4. Con esto

02
estamos diciendo que los cuatro operadores de Dirac estdn definidas de manera global sobre

todo el toro T? y la expresion no depende de k.

66



EL ESPECTRO DEL OPERADOR DE DIRAC
DEL TORO T?

k
En este capitulo vamos a determinar los valores propios del operador de Dirac D. Este

operador de Dirac esta definida en el espacio de todas las funciones diferenciales con condicion
. k ~ (K
de frontera denotado por CV <S) ={fedC <S) . f es diferenciable}.
Vamos a desarrollar este capitulo en dos secciones: En la primera seccién, nos enfocamos

k
en determinar una base ortonormal del dominio del operador de Dirac D de tal manera que
los conceptos de separable, densamente definido, adjunta y autoadjunta tenga alguna relacion

para obtener las hipotesis de resultados ya demostrados en los libros de referencia [4] y [7]. Se

k
trata de concluir que la clausura del operador D es autoadjunta. A partir de aqui, empezamos
k

la segunda seccién, que se trata sobre los espectros de las clausuras denotado por D de los
operadores de Dirac [k) con la finalidad de poder encontrar explicitamente todos los espectros
de cada operador de Dirac que tenemos. Luego demostramos que hay tres espectros distintos
de los cuatro que encontremos. Por ultimo al final del capitulo concluimos que el espectro del
operador de Dirac sobre el toro realmente depende de la estructura espin.

Por otro lado, podemos comentar que todo lo que se afirme sobre el haz de espin §+ también

k
de manera analoga se afirma para el haz de espin S_. Por ejemplo si afirmamos que el espacio

[k k
C <S+) es denso en Ly <S+), entonces sin dar mucho énfasis estaremos autométicamente

- [k k
suponiendo que el espacio C (S_) es denso en Ly (S_). La razom es, porque los haces de

k k
espin S, y S_ son isomorfos y triviales.
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k
5.1. La clausura del operador de Dirac D es autoadjunto

k
en L2(S>

k
En esta secciéon vamos a determinar el dominio del operador de Dirac D de tal manera
k

k L
que la clausura del operador D, denotado por D, sea autoadjunto. Primero podemos empezar

k
definiendo Lo (S +) .

~ [k
Definiciéon 5.1. Para funciones f,g € C (S+) , defintmos un producto interno

(f,g) = e f(z1,29)g(x1, x2)dx1d2s, (5.1)

-3 /-1
k
donde dx1dzy es la medida de Lebesque (medida usual), y denotamos por Lo <S+> la comple-
< (K
tacion (métrica) de C (S+) con respecto a la norma ||f|| = \/{f, f)-

La nociéon de completacion se puede consultar en la referencia [7].

Observacion 5.2. Por la Definicion 3.1/ para k = 1 y la definicion de Q0 en el Lema 3.12

~

N - .
tenemos C <S+> = Q. Ademds por el Lema 3.12 tenemos Q = C(T?,C). Entonces afirmamos

N
que C <S+> ~ C(T?,C).
Ahora definiremos cuando un espacio de Hilbert es separable.

Definicion 5.3. Un espacio de Hilbert H se dice separable si admite una base ortonormal

numerable.

N[

] x [-1,1] — C definidas por

N[

Comentario 5.4. Las funciones epy, @ [—3,

a1, 23) = T (52)

1
forman una base ortonormal numerable {€n, : (n,m) € Z*} del espacio Lo <S+> (don-

~

1 1 1 (1
de Loy <S+) es la completacion de C' <S+> es decir, Lo <S+) =C <S+> y haciendo la
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1
siguiente definicion Lo <S+> = Lo([—3,3] x [-3,3]))- En efecto:

(€nms €pq) /1 /1 Cnm (1, T2) pq (1, To)da 1 dy (por (5.1))
2 2
1 1
2 2 .
— / / 27 ( mvl—i-mxg)€—2m(px1+qm2)dx1dx2 (pOI‘ (52))
1)
1 1
2 [z

)L sin=pym=gq;
0, sin#pom#q.

y ademds el conjunto {e,, : (n,m) € Z*} es completo, ver la referencia [3]. Por tanto

/ 2mi((n—p)z1+(m—q)z2) dxlde

l\.’)\»—‘

1
Lo <S+ es un espacio separable.

~

L1
Observacion 5.5. Para cada k = 1,2,3,4, consideremos C'| S+ | como un espacio lineal

con producto interno definido en la relacion (5.1). Definimos los isomorfismos lineales por las
koo 1 |k
aplicaciones Y: C <S+> —C <S+> definidos por

k Lk k
T (f) (1, 22) = f (@, my) e 101H 202 (5.3)

k [k 1
con inverso Y ~t: C <S+> —C <S+> dado por
k
T

g (wr,) = gl mp)e i (54
para cada (z1,22) € [—1, 3] x [-1,1]. Como |*™ (er1-+62m2) )| =1, es claro que
k k
xxUn=u&n oy

g, T ~L(9)) = {g.9),

k (1 (1 1
lo que verifica que Y es un isomorfismo lineal. Como C' <S+> cC <S+> = Ly <S+> es

k k
denso y Y es un isomorfismo lineal, podemos extender Y a un operador lineal que también es

un isomorfismo (denotado por el mismo simbolo)

k 1 k
Y: Ly S+ | — Lo S+ |-
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1 2 3 4
Ly <S+> =Ly <S+> =Ly <S+> =Ly <S+> .

1
Como {enm : (n,m) € Z*} es una base ortonormal de Lo S+>, entonces obtenemos que

Entonces

~

k k
{wpr™ . (n,m) € Z*} es una base ortonormal para Ly | Sy |, donde U'™ =Y (enm) con

k=1,2,3,4. Sin embargo observando las relaciones (5.2) y (5.3) tenemos

. k k
0" (@, 29) = eFril(nten)art(men)zz) k=123 4. (5.5)

k [k [k
Sabemos que I (S) =(C <S+) ®C (S_) por la relacion (2.12) y Teorema 3.16. Entonces

hacemos la siguiente observacion.

- [k e
Observacion 5.6. Definimos un producto interno en C <S+) e C <S_) por

(1, £2): (91, 92)) = (f1, fo) + (91, 92),

Ak Ak k
para (f1, f2), (g1, 92) € C <S+) eC <S_> y denotamos la completacion por L <S) Como

[k [k
C <S+> o C (S_) es suma ortogonal, entonces tenemos

B(8) =) ec(b)
“o(b)=efs)
“a () e (s)

En la siguiente observacion vamos a definir los dominios de nuestros operadores de Dirac.

k
Observacion 5.7. Como el operador de Dirac D es un operador diferencial de primer orden,

. k - [k
entonces definimos el dominio C) <S+) ={feC (S+) . [ es diferenciable} del operador

k koA k R k k k
D por las secciones diferenciables, donde D: cw <S+) ®CcW (S_) C Ly (S) — Ly (S)

es dado por
Os Js
E 51 — 89021 1 amz (5.6)
s ’ __0Os1 4 - 0s1 ’ ’
2 ozt 8:(:2
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. k . k k
Ademds sabemos que ¥,"™ € cW <S+> entonces C) <S+> es denso en Lo <S+), lo cual

. k . k
implica que el dominio del operador de Dirac CV S+) @& CW [ S_) es denso en el espacio

L(8)-n(5%)en(s)

Las siguientes definiciones sobre operadores adjuntos, autoadjuntos y clausura podemos

ver en el libros de referencia [3] y [7].

Definiciéon 5.8. Sea T : ©(T) — H (posiblemente no acotada) un operador lineal definido
densamente en un espacio de Hilbert H. Entonces el operador adjunta T* : ©(T*) — H de
T es definido de la siguiente manera: El dominio ©(T*) de T* consiste, para cada y € H tal

que eziste un y* € H que satisface;

(T, y) = (x,y") (5.7)

para todo x € D (T). Para cada y € D(T*) el operador adjunto T* es entonces definido en

términos de y* por
y =T"y. (5.8)

Definicion 5.9. Sea T : ©(T) — H un operador lineal y densamente definido en un espacio

de Hilbert H. Entonces T es llamado operador lineal autoadjunto si
T=T" (5.9)

Observacion 5.10. Sea T : ©(T) — H un operador lineal densamente definido y simétrico,

es decir,
(T'z,y) = (z, Ty)

para todo x,y € D(T). Supongamos que {ey : k € N} C D(T) es una base ortonormal de H

que consiste de vectores propios de T', es decir, existen A\, € R tal que
Tek = )\kek.

Definimos D(T) := {> poaner € H = Y00 |Mel?|axl* < o0}, con ap € C y el operador
T:D(T) — H, definido por

T (Z Oékek> = Zozk)\kek.
k=1 k=1

Se verifica que T =T. Llamaremos o T la clausura de T.
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k
Comentario 5.11. Por la Observacion 5.7 tenemos que el dominio del operador de Dirac D

k
es densamente definido en el espacio de Hilbert Lo(S). Luego tenemos la siguiente afirmacion:
k

k La
Sea D un operador de Dirac sobre la variedad compacta T?. Entonces la clausura D es un
koK

operador autoadjunto, es decir D=D, ver referencia [4].

k
5.2. Calculo del espectro de Dirac D

k
Ahora nuestro objetivo es encontrar el espectro de Dirac D para cada k = 1,2, 3, 4. Primero

definiremos el conjunto resolvente y el espectro de un operador autoadjunto de manera general.
Definicion 5.12. Sea T': ©(T') C H — H un operador autoadjunta.
(a) El conjunto resolvente p(T') estd definido por

p(T) :={AeC:(T—-N)"eB(H))}. (5.10)

donde B(H):={A: H — H : A es acotado} denota el conjunto de todos los operadores

acotados.

(b) El espectro de T estd definido por
Spec(T) := C\ p(T). (5.11)

Observacion 5.13. Supongamos que eziste una base ortonormal {e,, : n € N} de H y numeros
reales N, € R tal que Te, = A\pe, y lim, o |\,| = 00. Observamos que {\, : n € N} no tiene

punto de acumulacion en C, luego para X € C\ {\, : n € N},
m(A) := sup{|/\n%/\\ :n € N} < oc.
Definimos un operador Ry : B(H) — B(H) por
Ri(en) = y=5¢n- (5.12)

Como

HRA(ZneN anen)||2 = Z ‘)\nl_A‘2|O‘n‘2

neN

<m(A)? ) lawf?

neN

= m(A)*[[ 3 en el
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para todo ), ome, € H entonces tenemos || Ry|| < m(A), en particular Ry € B(H). Ademds

(T = M)RA(Y_en nen) = > pen(An — )\)ﬁanen

= ZnEN QnCn
para todo ) ome, € H y
RA(T — )\I)(ZnEN Bnen) = EnEN ﬁ()\" = A)Buen
= ZnEN 6"6"

para Yy, o Bnen € D(T) C H entonces Ry = (T — X )™', por tanto X € p(T) = C\ Spec(T).
Esto implica Spec(T) C {\, : n € N}. Por otro lado, tenemos (T — N\, I)e, = 0 entonces
ker(T'— A\, 1) # {0} y por lo tanto T — N, I no tiene inverso. Entonces {\, : n € N} C Spec(T),
luego

{A\n :n € N} = Spec(T).

Proposicion 5.14. Sea V"™ (x1, 22) para todo (n,m) € Z* como en la ecuacion 5.5. Entonces

Bi= {(U1™,0), (0, ¥"™) : (n,m) € 72} (5.13)

k k k
es una base ortonormal de Loy (S) = (S+) & Loy (S_).

k
Demostracion. Utilizando el Comentario 5.4 y las Observaciones 5.5 y 5.6 concluimos que B

k
es una base para Lo (S) O

Comentario 5.15. Tomando en cuenta la afirmacion del Comentario 5.11, con un abuso de
k

k L3
notacion, vamos a escribir a partir de ahora D en vez de D.

k k
Ahora estamos listos para calcular el espectro del operador de Dirac D. Definimos B,,,:=
k k Lk
gen{(¥."™,0), (0, ¥"™)} para (n,m) € Z* fijo. Sea X € By, entonces existe o, f€ C tal que:

k k n,m k n,m
Xnm ($17x2> = (\I]]g7 70)_'_ B (Ou\Ilk7 )

. k k
para k = 1,2,3,4, donde W} (1), 3) = e2mil(nten)zit(mtea)zz) [ yeg0,

k k k(k  nm k nom

kk kK
=aD ((¥™,0))+ 8D ((0,¥™))

k n, n, k) n, 37
:a(o’_a\pgm+iangm)+5(aq},§m+iaw: " 0)

ox1 Oxa ox1 Oxa

k , k k nmy . & , k k nam
= a (—2mi(n+ €1) + 2w (m+ €2))(0, ¥ 2")+ B (2mi(n+ €1) — 2n(m+ €2))(¥,"™,0)
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k n,m
0 2m(i(nt €1) — (m+ &) o wy
k
—on(i(nt &) + (m+ &) 0 g o
k k k

k
Por tanto, D:Bnm— Bnm v €n la base de B,,, nuestro operador de Dirac estd dado por mul-

tiplicacién con la matriz antisimétrica:

0 am(i(nt &) — (m+ &)
Bnm — (27 (i(n+ Iél) — (m+ ]é2))) 0

k k
Entonces los valores propios de la restriccion D |, del operador de Dirac D estan dados

nm
k

por (A pm)? — 4r?|i(n+ ’21) + (m+ 122)|2 = 0, es decir

k k k
M= :|:27T\/(7L—|— €1)2 4+ (m+ €)?,
para k = 1,2, 3,4. Esto implica que los valores propios de:

1 1
D1 son AN, =E2rvn2 +m?, dondek =1 corresponde ¢, =0, €5 = 0.

) 2

D |§ son A, =221y /n? + (m+1)2, donde k =2 corresponde 21: 0, 22: 3
3 3

Dl|s son X5, = :|:27T\/((n + 2)2+m?, donde k =3 corresponde e=

3
1
57 62— O

4

’ N = 42 1y 12 donde k = 4 de 6=1, &=1
D |§nm son nm = £2m/ ((n+ 3)? + (m + 3)?, donde k = 4 corresponde €= 5, €= 5.
Un vector propio normalizado correspondiente a At,,, = +2m\/(n+ €)2 + (m+ €2)? es
determinado por
k k
K 1 €)1 — €
U+nm _ ﬁ (n_l_ 1)2 (m_l' 2) \I/Z’m, 1\I]Z,m
k k
\/(n+ €1)% + (m+ €2)?
Un vector propio normalizado correspondiente a A7, = —27?\/(n+ €1)2 + (m+ €2)? es
determinado por
: L[ =k €)id (4 €) i g
U_nm - — = \:[]k)7 9 1\:[1167

V2 nt b2 1 (e £y

Para afirmar con precisiéon sobre los vectores propios y valores propio enunciamos el si-

guiente teorema.
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k k k
Teorema 5.16. Los vectores U*,,, son vectores propios de D con valores propios \*,,,€ R,

A k k k
D ‘g (Uinm) = )\inm (Uinm)

k k k
para k =1,2,3,4. Ademds, {U*nm, Ui (n,m) € ZQ} es una base ortonormal de Lo (S)

es decir

Luego el espectro esta dado por

Spec (f)) = {:l:277'\/(n+ )2 + (m+ €)2: (n,m) € Zz}.

Demostracion.

k k nt E1yi - (mt
D0e (Utwn]=2 0 2r(int 1) — (mit £2)) i)
Bum o V2 “an(itnt 1)+ (mt £2)) 0 en B2 4 (mi Bz [

k
1 [ 2m(i(n+ 61) (m+ €))
/2 2m((n+€1) 2+ (m+¢2)%)
¢(n+51)2+(m+52)

1 27 (i(n+ £ 1) — (m+ 62)) -~
V2 \/(n+ €1)? + (m+ 122)

) (n+€1 )i (m+E2)
Vonsbyzrimetaz | O

V2 I

n,m
‘Ilk‘

k k
= —|—27r\/(n+ €1)%2 + (m+ €)?

k k
O\t +
_)\ nmU nm -

Bnm
E k k k k k k
Como D:Bpnm—> Bnm €s simétrico y AT, # A, concluimos que U™, L U™, (ortogo-

k k k
Anélogamente se obtiene, D | (U‘nm) =" U .

k k k
nal), en particular {UTm, U nm} es linealmente independiente. Luego dim(B,m,) = 2 =
k k k &
dim(gen{U s nm}) entonces {UT,m, U pm} es una base ortonormal de B,,. Ya que

k k

Bnm gen{U nm s U nm} = gen{(¥",0), (0, U™} v Bpm L Bji si (n,m) # (j,1), entonces
k

{U . U nm: (n,m) € Z2} es un sistema ortonormal en Lo | S

Como el sistema ortonormal {(};"™,0) : (n,m) € Z*}U{(0, ¥}"™) : (n,m) € Z*} es comple-
k k k k k
to en Ly (s) =L, <s+) ® Ly <5+) y (U™,0),(0,%0™) € gen{U T pm, U™ pm: (n,m) € 22}

k k
concluimos que el sistema ortonormal {U™ . , U™yt (n,m) € Z?} es completo, por lo tanto es

k
una base de Lo (S)
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k
Finalmente observamos que lim, m)—oo | A | = oo. Por la observacion 5.13 concluimos

Spec (1’5) — {finm: (n,m) € z?}.

2
Comentario 5.17. FEl espectro para k = 2 y k = 3 son iguales es decir; Spec (D) =

que

0

3 2 3
Spec (D) porque At = A, Pero para k = 1,2, 4 los espectros son distintos, su prueba

esta en el proximo corolario.

1 2 4
Corolario 5.18. Spec (D) , Spec (D) y Spec (D) son diferentes.

k
Demostracion. Para la prueba determinemos min{| A*,,,, | : n,m € Z}. Haciendo un calculo

inmediato, tenemos

1 1
min{| A*,,, | : n,m € Z} =ATo =0 autovalor cero.

2 2
min{| A*,,, | : n,m € Z} =T = 7.

4 4
min{| A\, | : n,m e Z} =ATg = V2r.

1 2
Se observa que el minimo de los tres espectros son distintos, por tanto Spec < D), Spec ( D)

4
y Spec ( D) son diferentes. O

CONCLUSION

En el capitulo 2 construimos cuatro estructuras espin para el toro plano T? = R?/Z? y en
la seccion 3.4 demostramos que los cuatro haces de espin correspondientes a las estructuras
espin son triviales, en particular son isomorfas. Ademas el operador de Dirac en coordenadas
locales construido en la seccion 4.2 tiene la misma expresion para las cuatro estructuras espin.
Sin embargo, en la seccion 5.2 demostramos que los espectros de los operadores de Dirac 11),
12) y f) son diferentes. Por lo tanto podemos concluir que el espectro del operador de Dirac

depende de la estructura espin.
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