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Resumen

El trabajo presente trata de tres momentos en los giros de las matematicas,
los cuales implicaron cambios trascendentales en el desarrollo de esta misma.
Dichos momentos son llamados crisis de fundamentos de la matemética y
son los siguientes: 1) La crisis pitagorica consiste, a grandes rasgos, en el
descubrimiento de magnitudes irracionales, 2) La crisis euclidiana que de-
viene con el descubrimiento de otras geometrias por la negacién del axioma
de las paralelas. 3) Para la crisis cantoriana, provocada por el surgimiento
de tres paradojas en una emergente teoria de conjuntos que son llamadas
de Burali-Forti, de y de Cantor. Sobre estas crisis se presenta breve andlisis
historiografico puntualizando en los contextos matematicos de estas mismas
y las implicaciones que estos tuvieron en la ciencia en si.

Palabras clave: crisis, fundamentos, inconmensurables, quinto postulado y
paradojas



Abstract

This paper is about three times the turns of mathematics which involved ma-
jor changes in the development of the same. These moments are called crisis
and foundations of mathematics, which are: 1) The crisis textit Pythagore-
an consists, roughly, in the discovery of irrational magnitudes, 2) The crisis
textit Euclidean which becomes the discovery of other geometry by denial
the axiom of parallels. 3) Cantor crisis caused by the emergence of three
paradoxes in an emerging theory of sets that are called Burali-Forti, Cantor
y. On these crises punctuating brief historiographical analysis in mathemati-
cal contexts of the same is presented. Also we talk about its implications for
science itself.

Keywords: crisis fundamentals, immeasurable, fifth postulate and paradoxes
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Presentacion

A modo de preambulo

Una de las caracteristicas esenciales de la ciencia matematica es que todas
sus proposiciones tienen que ser rigurosamente demostradas. Para discutir
la veracidad de una demostracién se tiene que analizar la validez, tanto de
los razonamientos empleados, como los presupuestos a partir de los cuales se
razona. En este sentido, muchos de los resultados de la matematica resultan
de ciertas verdades ya demostradas, pero éstas verdades también tuvieron
que ser demostradas y, si para éstas demostraciones se basaron en verdades
o resultados previos, estos a su vez tuvieron que ser demostrados por lo
que, si seguimos este razonamiento, llegamos a un punto en el que tenemos
conceptos, nociones o métodos que simplemente debemos aceptar por si mis-
mos. Entonces se entiende que la ciencia matematica precisa de una base
sobre la cual edificar todo su constructo, necesita de preceptos intuitiva-
mente determinados sobre los cuales fundamentar todas las demostraciones
y los conceptos matematicos.

En un comienzo, la matematica estaba fundamentada por nociones practicas
o, en cierto grado, empiricas. La numeracion y los conceptos geométricos
basicas bastaban para el desarrollo de los conceptos en una época primitiva de
la matematica pero, mientras el quehacer matematico se iba especializando
mas, los matemadticos necesitaban ya de conceptos y procedimientos mas
precisos para fundamentar la nueva matemaética.

El desarrollo de nuestra ciencia como tal no ha cesado, pese a ciertos esce-
narios criticos en su historia en los que se consideré imperante, por algunos



matematicos, una revision de sus bases, producto de la necesidad emergente
de nuevas formas de concebir en la matematica.

En lo consiguiente, se trata de enfocar la atencién en algunos de estos mo-
mentos criticos de los fundamentos de la matematica, que se presentan en
tres episodios del desarrollo del conocimiento matematico, llamados: la crisis
pitagdrica, la crisis euclidiana y la crisis cantoriana.

Objetivos del trabajo

Proporcionar un panorama general de los momentos criticos de los funda-
mentos de la matematica, eligiendo primero, a modo preliminar y bésico,
lo referente a la las crisis de fundamentos pitagérica (de los irracionales) y
euclidiana (de las geometrias no euclidianas); y segundo, la crisis cantoriana
(de la teorfa de conjuntos).

Se intenta dar un panorama general con elementos historicos, epistemoldgi-
cos y matematicos, de tal manera que la presentacién no quede limitada
al enfoque de solo uno de estos elementos, pero si, sin evitar conceptos
matematicos no elementales.

El objetivo central es:

Exponer sobre la matemdtica en tanto a tres crisis de sus funda-
mentos: pitagorica, euclidiana y cantoriana de la Teoria de con-
juntos, centrandonos mas en esta ultima. En el desarrollo del
trabajo se combinan los enfoques historiogrdfico y matemdtico.




Justificacion

Por un lado, considero necesario presentar un material sugestivo, breve y
divulgativo de estos temas o cuestionamientos, que a algunos estudiantes nos
surgen a lo largo de los estudios de licenciatura en la Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas; por ejemplo: ;matematicamente, en qué consisten las
paradojas que se mencionan en diversas introducciones de libros béasicos de
Teoria de conjuntos?

Y, por otro lado, en lo personal tengo intenciones de seguir trabajando en
areas de Filosofia de las matematicas o Filosofia de la ciencia, por lo que
creo prudente comenzar a conocer, o entender, momentos determinantes en
el desarrollo del conocimiento matematico, por el momento con una visién
muy parcial y limitada.



Capitulo 1

Introduccion

Antes de comenzar, es conveniente dar algunas aclaraciones sobre por qué o
c6mo abordaremos estos temas. 1) La crisis pitagdrica consiste, a grandes
rasgos, en el descubrimiento de magnitudes irracionales; y la crisis euclidiana
deviene con el descubrimiento de otras geometrias por la negacién del axioma
de las paralelas. Estos dos temas, aunque no son siempre considerados como
crisis de fundamentos en si, se abordan porque proporcionan una muestra
de las repercusiones que puede tener un cambio en la forma de pensar los
entes matematicos, asi como una introduccion a la cuestion del infinito en
la matematica; pero también, porque nos introducen a nociones tales como
el método axiomético, los modelos, la consistencia. . .etc. 2) Para la crisis
cantoriana, o la situacion de los fundamentos a finales del siglo XIX e inicios
del XX, actualmente se trabaja en dos lineas investigacion que, se dice, son
antagoénicas. La primera es una version llamada candnica u ortodoza, que
argumenta que efectivamente existié una crisis de fundamentos y es la que se
encuentra en muchos libros de Historia o Filosofia de las matematicas, por
ejemplo los de Kleene (1952), Ladriére (1969), Bourbaki (1972), Abraham
A. Fraenkel, Yehoshua Bar-Hillel, Azriel Levy (1973), Velarde (1989), Kline
(1992), Collette (1993) o J. Babini, J.Pastor (1997); junto con un andlisis
histérico méas detallado Garciadiego (1992), entre otros. Esta version habla
del descubrimiento de las antinomias en la Teoria de conjuntos y que, a par-
tir de ahi, para resolver la cuestion, surgieron tres escuelas de pensamiento
matematico: logicista, formalista e intuicionista; situacion que se desenlaza
con la axiomatizacion de la Teoria de conjuntos y los teoremas de incompleti-



tud de Godel. La segunda es una versién llamada critica, que intenta defender
que no hubo, ni hay, una crisis de fundamentos en la practica matematica,
sino que mas bien se trata de “controversias” o “cambios” en la practica
matematica respecto a lo que se hacia con anterioridad, argumentando que
no hubo una crisis en si, ya que la practica de los matematicos es auténoma
de la cuestion de los fundamentos; por ejemplo, los niimeros reales o lo com-
plejos se bien utilizaban antes de entender lo que eran. Entonces, el edificio
matematico no fue verdaderamente sacudido, en el caso de la crisis cantori-
ana, por aparicion de las antinomias, ya que su construccion pudo seguir casi
inalterable. En esta tesis, por limitaciones materiales y como es una primera
aproximacion a estos temas, se abordara la versién ortodoxa y se se tratara
de esbozar la interpretacion dominante o estandar.

1.1. Sobre los fundamentos

Como es sabido, la matematica de las primeras civilizaciones tenian funda-
mentalmente un caracter pragmdtica, existian sélo para tratar de resolver los
problemas cotidianos de la gente de esas épocas; mas tarde, con el arribo de
la civilizacién griega, la matematica comienza a tener un caracter tedrico, lo
cual brindé otras condiciones para el desarrollo de ella misma.

Desde un punto de vista del desarrollo del conocimiento, la matematica ha
pasado por una serie de momentos cruciales, debido a que se llega a situa-
ciones en la cuales es necesaria una forma distinta de concebir respecto a la
que se tenia anteriormente.

Un primer momento de reformulacion en la matemaética, es lo que se conoce
como crisis de fundamentos pitagorica, que consiste en el descubrimiento,
alrededor de 480 a.n.e., de magnitudes inconmensurables, o sea, aquellas que
no pueden ser expresadas a través de la multiplicidad de alguna unidad; en
particular, el descubrimiento de que el lado y la diagonal de un cuadrado
son inconmensurables. Esto debié provocar en la Filoséfica pitagdrica un
gran desconcierto, ya que su explicacion del mundo se basaba en que todo
podia ser expresable a través de nimeros (naturales), pero en lo que se re-
fiere a la matematica, se tuvo que hacer una reformulacién de los teoremas
pitagéricos con una nueva definicion de proporcionalidad y con el Método



de exhaucién de Eudoxo, haciendo posible trabajar magnitudes inconmensu-
rables superando asi dicha crisis, que terminé poniendo en primer plano los
conceptos geométricos sobre los aritméticos.

La segunda de las crisis podemos identificarla con el surgimiento de las Ge-
ometrias no euclidianas. El Postulado de las paralelas, expuesto por Euclides
en Los Elementos, cerca del 300 a.n.e., presenta cierta controversia al no ser
tan evidente como los demas, por lo que matematicos posteriores sintieron
la necesidad de ingeniar una demostracion de éste, con base en los otros
postulados. En una primera época todos los intentos de demostraciones re-
sultaron fallidos ya que, de alguna u otra manera, utilizaban implicitamente
proposiciones equivalentes la que querian demostrar. En una segunda época
los intentos fueron en otro sentido, ahora se trataba, con la negacién del Pos-
tulado de las paralelas y los deméas postulados, de llegar a una contradiccion
para concluir como demostrado el quinto postulado.

Tal fue el proceder de matematicos como Saccheri y Lambert, pero en ese
divagar en busqueda de la supuesta contradiccién, solo se llegé a contradic-
ciones de nuestras percepciones; no a contradicciones logicas. Dichos trabajos
que suponian la negacién del Postulado de las paralelas, se convirtieron en
los antecedentes de lo que hoy se conoce como Geometrias no euclidianas.

Aunque ya con ciertos desarrollo de las nuevas teorfas hecho por matematicos
como Gauss, Bolyai y Lobachevski, en la primera mitad del siglo XIX, la
aceptacion de éstas fue tardia, era necesario la creaciéon de modelos euclidi-
anos en los cuales pudieran ser interpretadas dichas teorias, originandose una
serie de entornos geométricos en los cuales era posible, por ejemplo, la existen-
cia de geometrias sin paralelas y que, con estos mismos modelos, demostrar
la no contradiccion de dichas teorias. Finalmente, en la segunda mitad de ese
siglo, se vuelve necesario un manejo mas riguroso a lo que puede ser o no, un
axioma, o qué caracteristicas debe tener. Para ello sue menester una nueva
axiomatizacion de la geometria y, el precedente obligado, son los Axiomas
de Hilbert para la geometria, con los que, entre otras cosas, es posible fun-
damentar varias geometrias que no son euclidianas y hacer demostraciones
sobre la independencia de estos axiomas y de su consistencia con base en la
de la aritmética.

En otra direccién, pero en esa misma época (fines del siglo XIX e inicios del
XX), el desarrollo de la matematica seguia engendrando teorias cada vez mas



abstractas como, la Teoria de nimeros complejos, Algebras abstractas, el de-
sarrollo de la Teoria cantoriana de niimeros transfinitos, entre otras, dejaban
a los matematicos de esos tiempos cada mas alejados de una realidad sensible
para verificar sus teorias, por lo que en muchos de los casos la matematica
se restringia al estudio de colecciones de estructuras, con una axioméatica
concreta. Pero el tema de la consistencia, al igual que en las geometrias no
euclidianas, de estos sistemas axiomaticos se hacia cada vez mas relevante.

Matematicos de cémo Peano y Frege abordaron el problema de la funda-
mentacién de la aritmética. Mas adelante el problema sobre los fundamentos
se concentro en torno a la emergente Teoria de conjuntos. Russell hace no-
tar en una correspondencia con Frege la presencia de paradojas dentro de
esta teoria, paradojas de las que se dice, Cantor que ya era consciente. Esta
nueva crisis de fundamentos fue una de las preocupaciones principales de los
matematicos, pero en ningin sentido detuvo la produccién matematica con
base en los conjuntos.

La causa de las paradojas que aparecieron en la Teoria de conjuntos, dice Rus-
sell y Whitehead (1861-1947), radica en la definicién de un objeto en términos
de una clase! que tiene como elemento al objeto que se estd definiendo. Tres
paradojas son las que se le suelen adjudicar a la Teoria de conjuntos; 1) la
Paradoja de Cantor en la que, basandose en que para cada cardinal existe
un cardinal estrictamente mayor, a saber el de su conjunto potencia, con lo
que por un lado, habria un cardinal mayor que el correspondiente al conjunto
cuyos elementos son todos los conjuntos y por otro lado, el conjunto poten-
cia es subconjunto de dicho conjunto, lo cual nos lleva una contradiccién.
El problema radica en que el conjunto potencia de este conjunto también
es un conjunto que se contiene a si mismo, 2) la paradoja de Burali-Forti
que consiste en que el conjunto de todos los ordinales es a su vez un ordinal
y tiene un sucesor inmediato. Por un lado, este sucesor estd contenido en
dicho conjunto por lo que le es estrictamente menor, y por otro lado le es
mayor por su misma definicién, lo cual es una contradiccién y finalmente, 3)
la paradojas mas conocidas de la Teoria de conjuntos, es la planteada por
Bertrand Russell; a groso modo, esta paradoja parte del axioma de compren-

1Se puede entender aqui clase como si nomino de conjunto, en este periodo de la historia
de las no hay distincién conceptual precisa aunque podemos decir que los mateméaticos mas
influenciados por la escuela italiana de Peano preferfan usar el termino clase (Class), tales
son los casos de Russell y Burali-Forti.



sion proveniente de la Logica clésica aristotélica y esta implicito en el sistema
Frege y de Peano. Con este axioma, dada una propiedad, es posible concebir
el conjunto de todos aquellos objetos que satisfacen dicha propiedad; en par-
ticular dada una relacién, existe el conjunto de los objetos que cumplen esta
relacion. La forma en que Russell introduce su famosa paradoja es: tomando
este axioma y dando la relacion de “no pertenencia a si mismo” llega a la
formulacién de un conjunto (clase) que pertenece a si mismo, si y solo si no
pertenece a si mismo. Después de aparicion de las paradojas se suscita una
situacion que al guanos han nombrado la tercera crisis de fundamentos de
las matematicas e incluso que la comundad matematica quedo consternada
después de este hecho. Las soluciones de las paradojas basicamente surgen
en dos direcciones; la Teoria de tipos de Russell y la restriccion al Principio
de comprensién hecha por Zermelo en su primera axiomatizacion.

La Teoria de tipos lo que hace es que, para que una relaciéon de pertenencia,
0 su negacion, tengan sentido, los objetos que aparecen en ella tienen que ser
necesariamente de tipo distinto, a saber, si un objeto y alguna clase-objeto
a la que este ha de pertenecer, el primero es necesariamente de tipo inferior
y la clase-objeto de tipo mayor. En esta teoria simplemente la excrecion
“pertencer a si mismo” carece pues de sentido. La restriccién de Zermelo del
principio de comprension consiste en que los objetos que han de cumplir dicha
propiedad deben estar contenidos de antemano en un conjunto ya dado. Con
esto lo que se implica de la paradoja que el conjunto de todas las cosas o de
todos los conjuntos no existe y, asi mismo, para un conjunto donde todos sus
elemtos tengan la propiedad de no contenerse a si mismos como elementos.

El la literatura de Historia de las matematicas se encuentra que a raiz de dicha
crisis de fundamos en el pensamiento matematico se da una distincion de tres
corrientes, cada una con ideas distintas en tanto a la forma de fundamentar
las matematicas: 1) El Logicismo, encabezado por en ese tiempo por Russell y
Whitehead, donde su tesis es que las matematicas son totalmente derivables
de la légica; por lo tanto, la matematica es una rama de la légica y no
necesita para su fundamentacion herramientas o conceptos distintos a los
de la 16gica. 2) El Formalismo, en el que su principal fundador fue Hilbert,
aqui fundamentalmente se propone a la matematica como sistemas formales;
cada teoria matematica se sostiene de una serie de axiomas de los que se
deben obtener otras expresiones también formales a través de manipulaciones
formales predeterminadas en cdlculo l6gico predeterminado. De esta manera,



al hablar sélo de formas y de procesos formales, las interpretaciones que se
le den a ese sistema no afectara la veracidad de las deducciones dentro del
sistema formal prefijado. Y 3) El Intuicionismo, dentro la matemética se
considera como su fundador Brouwer y la idea esencial es que las ideas o los
resultados matematicos solo son considerados si proviene de nuestra intuicion
fundamental, 1o que en términos matematicos se traduce, a grandes rasgos, en
que las definiciones y demostraciones de existencia han de ser constructivas;
es decir, mostrar concretamente el procedimiento para formar o encontrar tal
objeto. Ahi, el pensamiento mateméatico es un proceso constructivo limitado
por el reconocimiento inmediato de nuestra intuicién. En este sentido, esta
escuela no admite el Principio del tercer excluio para casos infinitos, ni el
Axioma de eleccidn.

Dicho episodio en historia de las matemaéticas, culmina con los resultados de
Incompletitud de Godel, donde demuestra que la consistencia de un sistema
que incluya la logica usual y la aritmética, no puede ser probada si nos
limitamos a conceptos y métodos que pueden ser expresados en términos
formales de la Teoria de ntimeros.

Asi es como se suele presentar la historia sobre los fundamentos de la matema-
tica. Como veremos en seguida, muchos de los rasgos expresados aqui en lo
referente a la crisis de los fundamentos de la Teoria de conjuntos, caen dentro
de lo que manejaremos como una interpretacion historica estandar.

10



Capitulo 2

Dos primeras crisis de
fundamentos

2.1. La crisis pitagorica

La crisis pitagorica de fundamentos consiste en el descubrimiento de las mag-
nitudes inconmensurables, que dan como resultado la primera concepcion de
los ntimeros irracionales. Esta crisis provoca un vacio en esa escuela filosofica,
ya que se crearia que todo podia ser representado por ntimeros y los tinicos
nimeros aceptados eran los nimeros naturales; entonces, el descubrimien-
to de los niimeros irracionales crea un vacio en su interpretaciéon del mundo,
pues habia cosas que no podian ser representadas en términos de ntimeros. El
descubrimiento de estas magnitudes tiene implicaciones importantes: una re-
vision rigurosa de los trabajos matematicos de la Escuela pitagoérica y su pos-
terior fundamentacion, asi como la separacion de la relacién entre nimeros y
la representacion geométrica de magnitudes que, a su vez, propicia una visién
mas tedrica que empirica de la matematica griega, orientando la metodologia
deductiva en la geométrica, como puede observarse en la obra de “Los FEle-
mentos” de Euclides.

11



2.1.1. Los inconmensurables

El descubrimiento de los inconmensurables suele atribuirse a Hipasos de
Metaponto hacia el ano 480 a.n.e., quien pertenecia a la Escuela pitagdri-
ca. Se dice, que este descubrimiento fue ocultado por esta misma escuela, ya
que la base de su pensamiento matematico e hipétesis fundamental, era que
todo par de magnitudes era conmensurable; en términos modernos esto es:

Definicién. Dos segmentos AB y C'D son conmensurables, si existe un
tercer segmento fijo UN, llamado unidad, tal que:

AB =mUN Yy CD =nUN,

AB

donde m y n son numeros naturales. El consiente ™ se dice razén® de &5 -

Entonces, a cada par de segmentos se les asigna un nimero, una razon, que
para los pitagoricos solo podia ser como cociente de dos naturales. Si no existe
una unidad para los segmentos AB y CD, el nimero asociado a su cociente
se define posteriormente como numero irracional, y a dichos segmentos se les
llama inconmensurables.

Se tienen dos hipdtesis principales sobre el descubrimiento de inconmensu-
rables, las que surgen de la comparacion de los lados y las diagonales de un
cuadrado y un pentagono, relaciones que dan las razones v/2 y %5 respec-
tivamente.

Aunque también se tenian algunas las demostraciones con algebra geométrica

inconmensurabili u ueden encontrar en tr risto
de inconmensurabilidad, que se pueden encontrar en tratados de Aristételes
y Platén. Estas demostraciones dependian principalmente de las relaciones
geométricas e, incluso, es asi es como los pitagdricos se toparon con el proble-
ma, lo cual se muestra a continuacién.

Teorema. El cateto y la hipotenusa de un cuadrado son inconmensurables.

DEmosTRACION. Sean AB y AC' respectivamente el lado y la diagonal de
un cuadrado, y suponga que existe la unidad UN de tal manera que:

AB=mUN Y AC =nUN,

'E]l numero es desprovisto de cualquier alusién directa a las magnitudes de los
segmentos, la razén también se da en cocientes de drea y de volumen; la razon es, para los
pitagoricos, la esencia que prevalece después del cambio.

m
n

12



Trécese la circunferencia de centro A y radio AB cortando a AC' en D,
(Figura 1). La perpendicular a AC' en D corta a BC' en E. De la geometria
de la figura se deduce que:

B E D
Figura 1: Inconmensurabilidad de AB y AC

AB = AD,BE = ED

DC = AC — AB = nUN — mUN = sUN (1)
BE = DE = DC [tangentes y AABC ~ AEDC]
EC = BC — BE = BC — DC = mUN — kUN = tUN 2)

De las ecuaciones (1) y (2) se deduce que EC' y DC son conmensurables
y tienen la misma unidad que AB y AC. Es en este punto donde encon-
tramos una contradiccion ya que, por un lado, se puede construir con este
proceso? un tridngulo cuyos catetos sean menores que la unidad y, por otro
lado, se puede demostrar que sus catetos tienen que ser miltiplos de la mis-
ma unidad, concluyendo asi que el cateto y la hipotenusa de AABC' son
inconmensurables. n

La demostracion de la inconmensurabilidad de la diagonal y el lado de un
pentagono se hace con la misma idea y a partir de su razoén conocida como,
el nimero 4ureo, se demuestra que v/5 es un nimero irracional.

El descubrimiento de estos inconmensurables, debié provocar desconcierto
dentro de los circulos pitagoricos, ya que entraban en controversia con las

2Para continuar este proceso hacemos centro en E y cortamos a BC en D’. Trazamos
la perpendicular a EC en D’ que corta a DC'y forma el nuevo tridngulo que es semejante
a los anteriores.
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bases de su filosofia, al encontrar objetos no representados por ntimeros; las
implicaciones en términos matematicos fueron en sumo relevantes, se privi-
legia a la geometria sobre la aritmética ya que se tiene que renunciar a la idea
de medir siempre con exactitud® y, mas importante aiin, se hace necesaria una
revision de todo el trabajo matematico hecho por lo pitagéricos ya que, como
veremos a continuacion, muchas de las demostraciones pitagéricas quedan
invalidadas porque subyacen en funciéon de una proporcionalidad que sélo
admite razones “racionales”.

Definicién (Pitagérica). Dos razones §, § se dice que son proporcionales:
7 = < cuando existen enteros p, ¢, m,n tales que a = mp,b = mq,c = np,d =

d
ng.

Notemos que la definicién y el siguiente teorema admiten, sin duda alguna,
que todo par de segmentos son conmensurables, siendo esta hipdtesis la que
provoca la crisis de fundamentos de la que estamos hablando.

Teorema. Los triangulos que tienen la misma altura, son entre si como sus
bases.

DEMOSTRACION. Sean AABC y AADE, con bases BC'y DE sobre M N.
BC'y DFE son conmensurables y tienen como unidad aG H que esta contenido
p veces en BC'y g veces en DE. Marcamos los puntos de divisién en unidades
de BC'y DE para unirlos con un punto A (Figura 2).

AN
/

M y N
B ¢ H C D E

Figura 2: Los AABC y AADE son como sus bases BC'y DE.

Entonces quedan divididos los AABC' y AADE en py q tridngulos menores e
iguales. Y con la proposicion ya conocida de que 7 dos tridngulos con mismas

bases y mismas altura, son de dreas iguales” se concluye por tanto que:
AABC _ pAAGH _ pGH __ BC -
AADE — ¢AAGH — ¢GH — DE

3Medir en sentido de asignar una razén en términos de enteros a los objetos.
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La aparicion de los inconmensurables invalida obviamente esta demostracion
ya que, como mostramos anteriormente, no todo par de segmentos son con-
mensurables.

Hechos como estos son los que hacen necesaria una revision a fondo de ciertos
fundamentos de la matematica pitagdrica, a este trabajo se enfocaria Fudoxo
de Cnido (390-337 a.n.e), uno de los matemédticos mas importantes de la
Academia platénica, a quien se le atribuye la Teoria de las proporciones
contenida en el libro V de Los Elementos, y el Método de exhaucion, con el
que se demuestran algunos teoremas del libro XII.

La forma en la que supera los problemas generados por la crisis de los incon-
mensurables es con la introduccién de una nueva definicion de proporcionali-
dad, que permite hacer demostraciones rigurosas de proposiciones pitagoricas
con método de demostraciéon, llamado Método de exhaucion, que permite el
manejo de magnitudes que tiene que ver con irracionales.

2.1.2. La definicio6n de proporcionalidad

La definicién pitagorica de proporcién basada en la suposicién de que todo
par de segmentos son conmensurables conduce a contradicciones; FEudoxo
evita la suposicion, como se muestra en el libro V de los Elementos, dando
una definiciéon de igualdad de razones en términos de relaciones de orden;
previamente fija las condiciones para que dicha igualdad se pueda dar. Las
condiciones se encuentran en las definiciones* V.3 y V.4 de Los Elementos y
restringen a que las razones sélo tienen sentido si son entre magnitudes del
mismo tipo; ademads, no son admisibles magnitudes infinitamente pequenas
o nfinitamente grandes. Ya con estas condiciones, la definicién de igualdad
entre razones, la proporcionalidad, queda expresada en la definiciéon V.5 de
Los Elementos lo que con notacion moderna seria:

Definicién. (Eudoxo) Dos razones ¢, § se dice que son proporcionales:

<
d

7 = 5, cuando para todo entero m y n, se tiene que:

na>mb—nc>md 6 na=mb—nc=md 6 na<mb— nc<md.

4En lo siguiente al referirnos a definiciones o proposiciones de Los elementos de Eu-
clides se pondra el niimero de libro en romano seguido por el de la proposicién o definicién.
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Se puede demostrar que esta definicion de Eudoxo, es la generalizacién de
la nocién de proporcionalidad pitagorica,pero lo mas importante es que ésta
hace posible una demostracion rigurosa de teoremas en los que pueden in-
tervenir segmentos inconmensurables como, por ejemplo, la demostracion del
teorema anterior:

Teorema. Los triangulos que tienen la misma altura, son entre si como sus
bases.

DemosTRACION (Eupoxo). Sean AABC y AADE, con bases BC'y DE
sobre M N y sean n 'y m enteros. Sobre M N trécese a partir de B y en dire-
ccion a M, m—1 segmentos iguales a BC' dando asi los puntos By, By - - -, By,
unamos estos puntos con el punto A formando asi m triangulos AAB;C' con
i =1,2,---, m. De forma anéloga se construyen los n tridngulos AAFE;C con
j=1,2,--- , n (Figura 3).

M N
B, BB, B C D E E, E, E,

Figura 3: Demostraciéon de Eudoxo

Se tiene que CB,,, = m(BC), AAB,,C = m(ABC), E,D =n(ED),AAE,C =
n(AED); y si:

m(BC) > n(DC) - CB,,, > E,D — AAB,,C > AAE,D — mAABC >
nAAED

La segunda implicacién se deduce de la misma proposicion “dos tridngulos

con mismas bases y mismas alturas, son de dreas iguales”. Las implicaciones

“_» W@ _» 7 AABC __ BC
para los casos “=" y “<” son andlogas. Por lo tanto X975 = 27 - |
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Vemos que en ningin momento se hace necesario que las magnitudes sean
conmensurables, esta prueba es pues un buen ejemplo de como la definicion
de Eudoxo hace posible que cualesquiera magnitudes geométricas se pueden
comprar a través de razones, incluso si son inconmensurables.

2.1.3. El Método de exhausion

La forma en que Eudoxo hace manejables geométricamente los inconmen-
surables, es con la introduccion de una nociéon de “acercarse tanto como se
quiera” a magnitudes prefijadas, o sea que si se quiere decir algo de una curva
cualquiera se tiene que decir también de la sucesién de poligonos que se “ac-
ercan tanto como se quiera” a la curva. Para manejar con rigor la nocién de
“acercarse”, Eudoxo introduce lo que hoy llamamos “Axioma de de Eudoxo*,
“Postulado de Arquimedes” o “Axioma de continuidad” que es la definicion
V.4 de Los Elementos.

Se dice que guardan razon entre si las magnitudes que, al multi-
plicarse, puede exceder una a la otra.

Esta definicién cumple un papel fundamental en la demostracién del “Prin-
cipio de Eudoxo™® el cual dice:

Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una
(magnitud) mayor que su mitad y, de la que queda una magnitud
mayor que su mitad y asi sucesivamente, quedard una magnitud
que serda menor que la magnitud menor dada.

Con esta proposicion se da pie al “Método de exhaucién” que se usa para
demostrar rigurosamente teoremas sobre areas de circulos, volimenes de
pirdmides y conos®. Este método se presenta por primera vez en la de-
mostracion de la proposicién XII.2 de Los Elementos de FEuclides en la que
ilustra la una forma indirecta de demostrar la proporcionalidad entre razones,
como se esquematiza a continuacién:

5Proposicién X.1 de Los Elementos de Euclides.
5Proposiciones XII.2, XIL.5 y XIL.10 de Los Elementos de Euclides.
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Para demostrar que % = % , suponemos primero que no es asi, por lo que
deberia de existir X tal que % = %, después suponemos que X < By

procedemos a encontrar una magnitud P de tal manera que X < P < B. Para
encontrar dicha magnitud P se hace uso de el “Principio de Eudozo” y con
la Teoria de las proporciones se llega a contradiccion, por lo que no puede ser
que X < B. De manera similar se demuestra que es imposible que X > B; por
lo que se concluye que X = B y se obtiene asi la proporcionalidad buscada.
Para ejemplificar veamos un esbozo de la demostraciéon de la proposicion
XII.2 de Los Elementos de Euclides que dice:

Proposicién (XI1.2). Los circulos son el uno al otro como los cuadrados
de sus diametros.

DEMOSTRACION. Sea 7 y o las circunferencias (Figuras 4 y 5), I' y X sus
areas y, BD y F'H sus diametros respectivamente. Supongamos primero que
la proporcionalidad no se da; por lo que debera existir X diferente de 2 de tal

I _ BD? p
manera que % = 75z , supongamos después que X < X'. Ahora procederemos
inscribir en ¢ un poligono regular de area II,, la cual nos conducird a una

contradiccion. Inscribase en o el cuadrado EFGH cuya area llamaremos I1;.

G

Figura 4: Circunferencia . Figura 5: Circunferencia o.

Si a X' se le quita el area del cuadrado, lo que queda es claramente menor que
la mitad de X, para esto basta ver que el area del rectangulo que tiene como
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lado a FH es igual que la de FFGH. Ahora si a este primer resto X' — I le
quitamos los triangulos isésceles EKF, FLG, GMH y HNE donde K, L, M y
N estan en la circunferencia, obtenemos un segundo resto X' — 15, donde I,
es el area del octdgono EKFDGMHN, que es menor que la mitad de 3 — 14
lo cual se deduce de que el area del rectangulo de lado EF' es dos veces la del
triangulo EKF' y asi, para cada triangulo.

Si seguimos sucesivamente este proceso, por el Principio de Eudoxo el area
II; de algtin poligono construido de esta manera cumplira con que X' — II; <
Y — X, por lo que X < 1I;.

Por otro lado, constriiyase en v un poligono semejante con el mismo procedi-
miento y sea [I; su area, la proposicién XII.1 dice:

Los poligonos semejantes inscritos en circulos son el uno al otro
como los cuadrados de sus didmetros.

1, _ BD? I _ BD? : r _ 1 ,
O sea que T = Fgez Y Como % = Fgm, se tiene que ¥ = 7. Pero II; < I,

entonces II; < X y esto es una contradiccion por lo que [7; es el 11, buscado.
Entonces no puede ser que X < V.

. , 2 .
Ahora si X > Y hagase Y de tal manera que % = %, entonces se tiene que
Y

5= %, tenemos que I' > Y. Después procédase de la misma manera, cons-
truyendo un poligono regular de area II, que nos llevara a una contradiccion

analoga a la anterior. Entonces concluimos que no puede ser X > Y. Por lo

tantoX:Eygzggz. |

Por un lado, la definicién de igualdad de razones de Eudoxo, logré la recon-
struccion de pruebas de los teoremas pitagdricos que que podian involucrar
segmentos inconmensurables, dandoles asi el rigor necesario para su vali-
dacién y, por otro, el Método de Exhaucién se convirtié en un procedimiento
fundamental dentro de la matematica griega para el manejo, a través de
aproximaciones, de magnitudes que tienen que ver con curvas como puede
verse en Los Elementos.

La imposibilidad de poner a v/2 como cociente de dos enteros propicié la
aceptacion de una separacion entre la geometria y la aritmética, ya que se
tenia que aceptar la existencia de figuras geométricas que no podian ser
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expresadas por numeros; la dualidad nimero-magnitud se hace insostenible.
Para los matematicos griegos posteriores a Pitdgoras, y ésta divisién se da en
sentido de que los niimero seran considerados sélo como una multitud o una
pluralidad de unidades, por lo que eran finitamente divisibles; mientras que
las magnitudes, como se muestra en demostraciones de inconmensurabilidad,
son indefinidamente divisibles, entonces si decimos que a toda magnitud le
corresponde un numero, la unidad de este niimero pasaria del “ser” (unidad)
al “no ser” (unidad); o sea dividirse, lo que es una contradiccién.

Esta crisis también pone en un primer plano la cuestion del infinito en la
matematica. Por ejemplo, si se inicia el procedimiento’en busca la supuesta
“unidad” que deberian tener los segmentos inconmensurables, éste se tendria
que hacer indeterminadamente, lo que implicaria que la “unidad” tendia que
ser infinitamente pequena. Con el Método de exhaucion se evade la cuestion
del infinito al ser suficiente, en términos de demostracion, acercarse tanto co-
mo se quiera, a estos entes matematicos que aluden al infinito. Por ejemplo,
de la proposicion XII.2 anterior, obtenemos una relaciéon entre las circun-
ferencias y sus diametros que, como ya se sabia, son inconmensurables. En
este aproximarse tanto como se quiera también subyace la idea posterior de
limite, sugiriendo que basta con el infinito potencial de Aristételes para las
matematicas.

Después de esta crisis y con la superacién del un misticismo pitagérico, la
matematica se convierte en una ciencia abstracta, la inconmensurabilidad
no es comprobable de forma empirica, la tnica forma de comprobarla es
a través de un acto intelectual puro y de forma tedrica; entonces como no
todos los entes matematicos son accesibles a nosotros, a través de muestras
comprobaciones empiricas, la demostracion tedrica surge como la naturaleza
misma de la matematica y el axiomatico-deductivo, sera su método.

"El proceso es el algoritmos de la divisién.
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2.2. La crisis euclideana

2.2.1. EL problema del quinto postulado

La tendencia de la matematica griega debida al descubrimiento de los in-
conmensurables es, como ya se mociond, hacia la geometria. Los tratados
mas importantes son Los Flementos de FEuclides; que consisten en trece li-
bros que contienen gran parte del conocimiento matematico de la época; son
los primeros tratados en presentarse como un sistema que implementa el
método axiomatico-deductivo. Este método consiste en, primero presentar
definiciones de los términos mas elementales; después se hacen afirmaciones
o relaciones sobre esos términos que son llamados postulados o axiomas,
los cuales son tomados como verdaderos por si mismos, sin necesidad de
demostracion previa y tienen que ser evidentes a la intuicién o demostra-
bles empiricamente. Posteriormente, se procede a desarrollar la matematica
deduciendo cada una de las afirmaciones posteriores con el solo uso de las
definiciones, los postulados o resultados ya demostrados.

Entre los elementos mas importante de esta obra clasica de la matematica,
estan los cinco postulados. Los tres primeros se refieren métodos de constru-
ccién con regla y compas, el cuarto habla de la igualdad entre los dngulos
rectos, pero el quinto, el que nos concierne, es enunciado de la siguiente
manera y puede verse en la Figura 6:

QUINTO POSTULADO. S% una linea recta incide sobre dos lineas
rectas, hace dngulos internos por un mismo lado menores que dos
dangulos rectos, las dos lineas rectas prolongadas indefinidamente
se encuentran por el lado en que estdn los angulos menores que
dos dngulos rectos.

La cuestién sobre este postulado, que fue usado hasta la proposicion 1.29 de
Los Elementos de Euclides, es que se llegd a plantear la hipdtesis de que en
realidad se trataba de un teorema que tenia que ser demostrado, por lo que
su clasificacién como postulado era incorrecta.

Las razones para plantear esta hipdtesis es que, a diferencia de los primeros
cuatro postulados, el quinto es de naturaleza distinta: puede no ser compro-
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Figura 1: Postulado quinto de Euclides, o — 8 < 180° y P punto de interseccion.

babl con la experiencia sensorial; esta es siempre local, y el quinto podia
implicar razonamientos o visualizaciones fuera del alcance sensorial; o sea,
hace alusion a la extension infinita de la linea recta, por lo que no es tan
evidente y no es comprobable empiricamente. Pero también notemos que, en
cierto sentido, se presenta como el reciproco de una proposicién demostrada,
la proposicién .17 de Los Elementos de Euclides que dice:

En cualquier triangulo, la suma de cualquiera de los dos dngulos
es menor que dos dngulos rectos.

La duda causada entre los matematicos generdé durante los préximos siglos
la necesidad de resolver este problema, procediendo a dar numerosas “de-
mostraciones” que, inicialmente fueron en forma directa; en éstas se partian
de los primeros cuatro postulados y se intentaba demostrar directamente, y
solo con ellos, el quinto. Todas ellas eran erréneas, ya que usaban implicita-
mente afirmaciones equivalentes al quinto postulado, ejemplo de ellas estan
en la lista siguiente:

1. Postulado de Playfair. Por un punto exterior a una recta dada pasa
una unica recta paralela a ella.

2. Si una recta interseca una de dos paralelas, debe intersecar a la otra
también.

3. La suma de los dngulos de un tridngulo es de dos dngulos rectos.

4. St dos paralelas son cortadas por una recta transversal, los dngulos
alternos internos son iguales.
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5. Las rectas paralelas son equidistantes.
6. Ezisten tridngulos semejantes que no son congruentes.

7. En todo cuadrilatero que tenga tres dangulos rectos, el cuarto dngulo
también es recto.

8. Se puede construir un tridngulo cuya drea sea mayor que cualquier drea

dada.

9. Dados tres puntos no alineados, siempre serd posible construir un circu-
lo que pase por todos ellos.

La contribucién de estas equivalencias (o sus negaciones logicas) radica que
fueron de gran utilidad para los trabajos posteriores de geometria. Por ejem-
plo, el postulado de John Playfair® que es, como veremos a continuacion,
equivalente al quinto postulado y fue usado en la formulacion de la nueva
geometria de Lobachevski en 1823.

Teorema. FEl postulado de John Playfair es equivalente al quinto postulado
de Euclides.

DEMOSTRACION. Supongamos que se cumple el quinto postulado, sea r
(Figura 2) una recta dada y M un punto fuera de r. Tracemos la perpendi-
cular a r desde M intersecando a r en a N, después tracese la perpendicular
r" a MN que pasa por M. Las rectas r y r' son paralelas ya que si P es su
punto de interseccion, entonces la suma de los angulos internos del triangulo
AMNP serfa mayor que dos rectos, lo cual es imposible®.

Para ver que la paralela es Uinica, suponga que existe otra recta r'’ paralela
a r y que pasa por M, ahora uno de los angulos que forma r'' con MN tiene
que ser agudo. Por el postulado quinto de Euclides r y 7'’ se intersecarian lo
cual hace imposible que la paralela r'' exista.

Ahora supongamos el postulado de Playfair, para demostrar que se da el
postulado quinto, sean [ y m rectas cortadas por una secante r de tal manera

8 Aunque es conocido desde la época de Proclo (410-485), éste se conoce como postulado
de Playfair después de que John Playfair en 1795 estableciera su equivalencia con el quinto
postulado.

9Proposicién 1.16 de Los Elementos de Euclides.
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N ¥

Figura 2: Postulado de Playfair.

que la suma los dngulos o y 3, formados con [ y m en el mismo lado de r,
suman menos que dos rectos. Tracemos después m' de tal manera que 'y ¢
sean alternos internos iguales y haciendo que [y m' sean paralelas!® (Figura
3).

Figura 3: Postulado de Playfair.

Ahora por el postulado de Playfair m no es paralela ya que si lo fuera m
seria m' por lo que o y 3 serian suplementarios lo cual es una contradiccion.
Entonces las rectas m y [ se cortan en algin punto P. Solo falta ver que m y
[ se encontraran en el lado de r donde estan « y 5. Para esto suponga que se
cortan en el lado donde esté v, entonces los angulos v, 180°—a y el dngulo for-
mado en la interaccién de [ y m, seran los angulos interiores de un triangulo.
Por la proposicién 1.17 se tiene que v+ 180° — a < 180° y como v = 180° —
tenemos que o+ 8 > 180° lo cual es una contradiccion. Por lo tanto [ y m se
encontraran en el mismo lado que a y 8 concluyendo que se da el quinto pos-

tulado. ]

10Esto es por la proposicién 1.27 de Los Elementos de Euclides demostrada sin el uso
del quinto postulado.
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2.2.2. Una “demostracion” indirecta

En una segunda etapa, los matematicos intentaron demostrar el quito postu-
lado de forma indirecta: es decir, si con la negacién dicho postulado y junto
con los otros cuatro de la geometria euclidiana se llega a una contradiccién, se
concluye demostrado el quinto postulado. Uno de los primeros matematicos
en proceder de esta forma fue el italiano Girolamo Saccheri (1667-1733) quien
en su trabajo titulado Fuclides ab omni naevo vindicatus (Euclides vindicado
de toda falla) razona en torno a lo que él llamé cuadrilatero birrectdngulo
(Figura 4). La construccion de estos cuadrilateros consiste en, dado un seg-
mento AB se levantan dos perpendiculares en A y B, sobre ellas se trazan
los segmentos AC' y BD de la misma longitud y del mismo lado de AB para,
finalmente, unir los puntos A, B, C'y D y formar el cuadrilatero, después
Saccheri prueba que los angulos interiores ZACD y ZBDC son iguales y a
continuacion considera tres hipétesis sobre estos angulos:

C D

LACD = ZBDC = 90°
LACD = ZBDC > 90° | .
LACD = ZBDC < 90° A B

Figura 4: Cuadrilatero de Saccheri.

De estas hipotesis, llamadas respectivamente del angulo recto, del angulo
obtuso y del angulo agudo, intenta demostrar que la tnica aceptable es la
del dngulo recto que, naturalmente, es equivalente al quinto postulado, por
lo que se tienen que desechar las otras dos.

La forma en que Saccheri, en la proposicion XIV de su Euclides, descarta
la hipotesis del angulo obtuso, es demostrando, con base en esta, el quinto
postulado, lo que es contradictorio debido a que en proposiciones previas de
su libro prueba que cada hipétesis excluye a las otras dos.

25



Para entender mejor el paralogismo o error en el razonamiento de esta proposi-
cion, esbozaremos un recorrido de las proposiciones XII a la XIV, y sus re-
spectivas demostraciones, en el Euclides de Saccheri.!!.

Proposicién (XII). Sea AP una prolongacion arbitraria de AB, sea PL un
segmento perpendicular a AP, sea AD un segmento de tal manera que £ DAP
sea agudo, entonces bajo la hipodtesis del dngulo obtuso las prolongaciones de
PL y de AD se intersecardn a una distancia finita (Figura 5).

1Y

A 00BN AL f A

Figura 5: AD y PL se intersecaran a una distancia finita.

Para la demostracion, Saccheri primero demuestra que bajo la hipétesis del
angulo obtuso, AB < BM; siendo AF; = F1F; y tanto B como M, pies de
perpendicular.

Después si AM; < AP, toma en la recta AD el punto Fj de tal modo que
AF, = F>F3 y se traza la perpendicular a AP que pasa por F3 dando el pie
de perpendicular M. Asi, si AM; < AP se toma el F,; de la misma manera
que Fj3, dando el pie de perpendicular M3, siguiendo este procedimiento se
puede encontrar AM,; de tal manera que AM; > AP ya que AP es finito.
En este punto, Saccheri dice que la recta PL cortard a la recta AF;,; ya
que de no ser asi el segmento AF” cortaria a la recta PL en algiin punto K,
formando el tridngulo PM; K con lo cual no se cumple la proposicion 1.17
de Los Elementos y concluye asi que la recta PL contara a la recta AD.

HLas citas a proposiciones del trabajo de Saccheri no todas se presentan en los mis-
mos términos del Fuclides pero naturalmente son equivalentes y simplifican la lectura del
trabajo.
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Proposicién (XIII). Si una recta XA interseca a otras dos, AD y XL,
formando dngulos XAD y AXL que sumados son inferiores a dos rectos,
estas dos lineas se intersecardn a una distancia finita, esto, en las hipdtesis
del dngulo obtuso y en la del dngulo recto (Figura 6).

X7 Ig L

Figura 6: El quinto postulado bajo la hipo6tesis del angulo obtuso.

La demostracion consiste en reducirla al caso de la proposicion anterior. Se
toma al angulo XAD como agudo, se traza una recta perpendicular a XL
que pase por A, obteniendo P, el pie de perpendicular, y se demuestra que
el &ngulo PAD es agudo; y asi llega al caso de la proposicién anterior!?.

Proposicién (XIV). La Hipdtesis del dngulo obtuso es absolutamente falsa
porque se arruina a si misma.'?

Esta proposicion, que no es mas que el descarte de la hipdtesis del angulo
obtuso, la demuestra sélo haciendo notar que, por la proposicién XIII del
FEuclides, las proposiciones posteriores a la .28 de los Elementos seran ver-
daderas también bajo la hipdtesis del angulo obtuso, pero, como Saccheri ya
demostré en la proposicion IX de su libro, dichas hipotesis son excluyentes.

La cuestién sobre esta demostracién, sin mas detalle, es que seria imposible
sin el axioma de la longitud infinita ya que la proposiciéon 1.17 de los FEle-
mentos, que es necesaria en la proposiciéon XII de Saccheri, depende de este
axioma. En efecto, Saccheri llega a demostrar que en la hipdtesis del angulo
obtuso se demuestra el quito postulado de la geometria euclidiana, pero el

12En la versién original de la proposicién XIII es para el caso de las hipétesis del angulo
obtuso y del recto. La proposicién XI es la misma que XII sélo que se hace bajo la hipdtesis
del dangulo recto por lo que los argumentos de la demostracién de XIII son trasferibles.

13 Hypothesis anguli obtusi est absolute falsa, quia se ipsam destruit.
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paralogismo consiste en que dicha demostracion; insistimos, es imposible si
no hacemos necesario que las lineas rectas sean infinitas'*, lo cual, sabemos
que pasa en la Geometria eliptica. Por lo tanto, a lo que llegé Saccheri fue a
una contradiccién de sus las ideas intuitivas que admitian de manera implici-
ta la siempre infinitud de la recta, no es pues una contradiccion en términos
l6gicos.

Ahora para descartar la hipdtesis del angulo agudo procede de la misma
forma, pero el trabajo fue mas profundo y elaborado. En las proposiciones
siguientes a la XIV, Saccheri llega a varios resultados no intuitivos en los
que repite que si se pudiera demostrar que son falsos, la hipétesis del angulo
agudo seria refutada; como ejemplos veamos las proposiciones XVII, XXVII
y XXXII. La ultima es necesaria para entender el siguiente paralogismo que
comente.

Proposicién (XVII). Sea AB un segmento tan pequeno como se quiera y

sea AH perpendicular a AB Entonces bajo la hipotesis del dngulo agudo, se
puede trazar una recta BD de tal manera que ZABD sea agudo y tal que,
por mds que se prolongue, nunca cortard la recta AH (Figura 7).

B
A B

Figura 7: Proposicion XVII

14 Al respecto Dou, que toma a la geometria de los Elementos como la axiomatizacién
de Hilbert (ver Apéndice A) y comenta en (Dou, 1994): “Si no fuera por el azioma de
la longitud infinita de la recata y consecuentemente por los axiomas de intermediedad,
y no solo por los de separacion propios de la geometria eliptica, tal demostracion seria
imposible”. Concretamente Dou dice que Saccheri comete el mismo paralogismo de la
demostracion de la proposicién 1.16 de los Elementos. Mas atn, en las proposiciones III
a la XIIT Saccheri usa en varias partes las proposiciones 1.16 y 1.17 de los elementos, las
cuales no son generalmente validas en la hipdtesis del dngulo obtuso y dependen de la
infinidad de la recta. Al respecto se puede leer (Dou, 1970b).
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Proposicién (XXVIIY). Si una recta AX (Figura 8) forma un dngulo
pequeno en A con AB, debe intersecar a toda perpendicular elevada sobre el
punto B’ de la recta AB a cualquier distancia del punto A. Entonces, queda
completamente demostrada la imposibilidad de la hipostasis del dngulo agudo.

X

5
A B’ B

Figura 8: Proposicién XXVII

Proposiciéon (XXXII). En la hipétesis del dngulo agudo, dos rectas o bien
como se cortan, como CA y BX (Figura 9)'° ; o tienen una perpendicular
comin MN, como AD y BX; o son asintética, como AX y AX' son asintdticas
a XX'.

A

B N C

Figura 9: Proposicion XXXII y XXXIII.

5Decimos que no es intuitiva més en el sentido de su contrareciproca: Bajo la hipdtesis
del dngulo agudo se cumple que: para todo dngulo tan pequeno como se quiera existe un
punto, sobre alguno de los lados del dngulo, de tal manera que la perpendicular en este
punto a ese mismo lado nunca cotara al otro lado.

16Se repite en la nomenclatura la letra X al igual que lo hacia Saccheri en sus iméagenes,
esto ha hecho pensar a algunos que el mismo Saccheri concebia al punto X con un ya como
un punto ideal.
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Proposiciéon (XXXIII). La hipdtesis del dngulo agudo es absolutamente
falsa, porque repugna a la naturaleza de la linea recta.

La larga prueba de esta proposicion se hace con cinco lemas y dos corolarios
y el paralogismo, que se encuentra en el primer parrafo donde se hace la
insercién indebida de un punto en el plano, a saber, un punto X que es la
interseccién de dos rectas asintoticas AX y BX las cuales, a su vez, tienen
que admitir una perpendicular comun en el punto X. Saccheri toma la recta
AX asintética a BX (Figura 10) y dice que la recta AX es el limite de las
rectas AC' que intersecan a BX. Pero también la misma recta AX asintética
es el limite de las AD, cuando los puntos N (que estdan sobre BX) de la
perpendicular comun MN se alejan de B.

BN N N C

Figura 10: La linea AX vista como limite de las AD y AC.

Sobre lo que ya dicho Saccheri argumenta:

existen dos rectas AX, BX, que tendidas al infinito hacia los mis-
mos lados donde los puntos X, debe reunirse juntas en una misma
linea recta. 'Y a su vez deben recibir, en uno y en el mismo punto
infinitamente distante X, una perpendicular comun en el mismo

plano'”.

1T egistentes rectas AX,BX, quae in infinitum protractae frente eas contradictorio punc-

torum X en la urtvnam tandem eandemque rectam lineam coire debeant, nimirum recip-
iendo, en uno eodemque infinita dissito puncto X, comuna de eodem cum ipsis de piano
perpendiculum (Saccheri 1992, p. 173).
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Saccheri prueba con los cinco lemas que tal conclusion estd en contra la
“naturaleza” de la linea recta, por lo que la hipdtesis del angulo agudo es
absolutamente falsa.

El paralogismo aqui consiste en que dicho puto no cumple con los axiomas
de congruencia'®, pero por otro lado, para llegar a la contradiccién ¢l debe
recurrir a algiin axioma de congruencia, lo que hace en varias partes de su
libro al insistir en que todos los dngulos rectos deben ser congruente. Respecto
al paralogismo sigamos con Dou:

El paralogismo de Saccheri radica en el supuesto de la existen-
cia de dos limites sin pruebas. Ciertamente existe la recta AX
asintoética por causa del axioma de continuidad, pero no los pun-
tos X, ni como limite de C, ni como limite en el infinito de las
perpendiculares comunes NM . El punto X que es introducido en
varias figuras del Fuclides se ha introducido sélo nominalmente
por considerar la claridad y se puede introducir realmente como
un “punto del infinito”, pero Saccheri no se da cuenta de que no
puede ser introducido como un punto ordinario del plano geomé-
trico. Saccheri cuando prolonga la recta incluye al punto X y atun
mas, por asi decirlo, a los puntos ideales, pero considera todos
estos puntos como elementos comunes de la geometria plana, lo
cual no se pueden hacer. Saccheri es aqui una victima, a pesar
de sus mismas advertencias, de la confusién entre lo nominal y
las definiciones reales en el caso de un proceso de limitacion en el
infinito. El no se da cuenta del punto X y la perpendicular comun
en el infinito, precisamente porque ellos lo conducen a una con-
tradiccion con los axiomas admitidos, no puede ser introducido
como los puntos ordinarios del plano; y por otro lado, la geometria
del angulo agudo puede ser perfectamente desarrollada sin ellos.
(Dou 1970b, p. 391)

El paralogismo mencionado se comprende mejor con el Modelo de Beltrami-
Klein para la Geometria hiperbdlica (Figura 11). En este modelo, que més
adelante lo retomaremos, las rectas son las cuerdas de la circunferencia pero

18E] grupo de axiomas IV de los Fundamentos de la Geometria de Hilbert (ver Apéndice
A).
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sin los extremos, que son los puntos ideales o puntos al infinito; los puntos
ordinarios son los que estan en el interior. El punto X puede introducirse
como punto ideal, pero no como punto ordinario.

Figura 11: Modelo de Beltrami-Klein. Si comparanos con la Figura 10, notamos
que el punto X, que es interseccién AX y BX, es un punto en el infito
y no un punto ordinario.

Ahora las razones por las que se piensa que Saccheri cometié dichos paralo-
gismos son varias: a) desde antes y durante la realizacién de su libro, él estaba
convencido de la veracidad del quinto postulado; b) obviamente su contexto
histérico, cientifico y filos6fico; ¢) su ignorancia sobre el paralogismo cometi-
do por Euclides en la proposicién 1.16 de Los Elementos; y d) su confianza
en la experiencia empirica que lo hace considerar que la linea representa solo
a un objeto de la realidad empirica. También vale la pena notar que en la
segunda parte de su libro, de la proposicion XXXIV en adelante, pretende
dar otra prueba para refutar la hipétesis del angulo agudo, ciertamente en
esta prueba también comete otro paralogismo, aunque aborda el problema
de manera distinta.

Finalmente, sobre Saccheri decimos que la importancia de sus trabajos y la
razon por la cual lo abordamos tan a detalle, consiste en que con la intencién
de demostrar el quinto postulado, senté las bases de una nueva geometria, que
fue descubierta posteriormente por Lambert, Gauss, Bolyai y Lobachevski,
en quienes €l influyé.
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Su Fuclides se considera como el primer tratado de geometria hiperbdlica
aunque no se considera a Saccheri como un creador de dicha teoria, ya que
sus intenciones con este libro no era la de crear otra rama de la geometria
sino justificar a Euclides. Este libro pese a que no cumplié su cometido, con-
stituye un buen ejemplo de la metodologia empleada, un gran razonamiento
por reduccion al absurdo. Saccheri es el primero en aplicar una metodologia
adecuada para lograr el esclarecimiento de este tipo de cuestiones.

A grandes rasgos y con abuso de simbologia, su método consiste en que para
demostrar S I @, siendo S los axiomas de la geometria euclidiana!® quitando
Q@ el postulado de las paralelas, comienza introduciendo —(@) y pretende de-
mostrar S, =@ - @ para esto procede a buscar una contradiccién suponiendo
=@, o sea S+ (—=Q — (v V —v)), para que con reduccién al absurdo llegar
a S Q. Asi pues Saccheri supuso =@ y se dedicé a hacer un bagaje muy
extenso (gran parte de su libro) deduciendo nuevos teoremas necesarios para
llegar a la supuesta contradicciéon?. El abordar el problema de forma dis-
tinta sobre lo que ahora son cuestiones de consistencia, produjo un impacto
que condujo hasta la creacién del método axiomatico formal o existencial y,
en consecuencia, una nueva interpretacion de las matematicas mismas (Dou,

1970b).

2.2.3. Esbozo histoérico después de Saccheri

Después de Saccheri, los matematicos continuaron trabajando el problema
del quinto postulado; al que mas influyé fue Johann Heinrich Lambert (1728-
1777), filésofo y matemédtico aleman quien hace sus aportaciones en su libro
Theorie der Parallellinien de 1766, donde elige un camino similar al de Sac-
cheri pero sobre cuadrilateros trirrectangulos y con las mismas tres hipotesis.

Lambert descarta rapidamente la hipotesis del angulo obtuso; lo notable es
que indica, por una parte, que dicha hipdtesis es vélida en la geometria de la

YLos axiomas de la geometria euclidiana denotados por S son los de incidencia, de
orden, continuidad y congruencia de la axiomatizacién de Hilbert (Apéndice A) junto con
el axioma de la longitud infinita de la recta.

20Alberto Dou describe el método como: para lograr demostrar S F @ primero el
pretende demostrar S, =Q F @ para que con la ley de Clavius (-Q — Q) — @ y el teorema
de deduccion de teorias de primer orden, el resultado S F @ se sigue de S,—Q F Q.
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esfera aunque, por otra parte, comete el mismo pecado que su predecesor al
suponer de manera implicita la infinitud de la linea recta. Sobre la hipdtesis
del angulo agudo, trabaja con mucha més detalle que Saccheri y llega a
importantes resultados y conclusiones, entre ellas, que dicha geometria del
angulo agudo puede ser véalida en una esfera de radio imaginario. También
se le atribuye ser el primero que considerar seriamente la posibilidad, por
los menos en términos légicos, de que la geometria del angulo agudo sea la
verdadera en nuestro mundo (Dou, 1992). Naturalmente, como en el caso de
Saccheri, su demostracion de la imposibilidad de la hipotesis de angulo agudo
es falsa.

Después, el problema de las paralelas empezaba a tener otro giro; ahora
ya se comenzaba a aceptar que el quinto postulado era independiente de
los demads axiomas. Al respecto el mateméatico aleméan Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) quien desde los 15 anos estaba interesado en el problema de
las paralelas, se dice que fue el primero en tener una idea clara sobre una
geometria independiente del quinto postulado, pero en un inicio no publica
al respecto por temor a la critica y, en parte, por su perfeccionismo.

En correspondencias con Gauss, Karl Schweikart (1780-1859) presenta sus
hallazgos sobre lo que llama Geometria astral; a lo que Gauss le contesta que
él también ya habia desarrollado una teoria muy similar con anterioridad.

Adolph Taurinus (1794-1874), sobrino de Schweikart, aborda el problema y
publica dos libros importantes, Theorie der Parallelliniende 1825 y Geome-
triae prima elementa de 1826. En el primero contribuye con nuevos teoremas
en la misma linea que Saccheri y Lambert, notandose una diferencia con sus
antecesores al hacer la afirmacién explicita y rotunda de que la geometria del
dngulo agudo no contiene en si misma ninguna contradiccién® (Dou, 1992);
y en el segundo libro desarrolla una trigonometria valida en la geometria del
angulo agudo. Otras de sus contribuciones importantes son las condiciones
para que la geometria del angulo agudo tienda a la euclidiana, ademas de
encontrar el angulo del paralelismo, s6lo por comentar algunas.

21 Acerca de esta afirmacién Dou dice: “Saccheri estaba convencido de lo contrario,
Lambert habia manifestado seriamente sus dudas, pero es Taurinus quien lo afirma publi-
camente por primera vez.” (Dou, 1992)
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Farkas Bolyai (1802-1860) le manda a su profesor y amigo Gauss sus hallazgos
sobre el tema, a lo que Gauss le hace notar los errores que habia cometido,
aunque posteriormente ya no siguio su correspondencia sobre el tema. El hijo
de Farkas, Janos Bolyai abord6 también el problema y a pesar de los consejos
de su padre para que no lo hiciera, anos mas adelante publica sus trabajos,
respecto a lo que Gauss comenta que ya habia obtenido esos resultados con
anterioridad, pero que le alegraba que fuera el hijo de su amigo quien los
publicara. Sobre esto Janos siente que Gauss no valora adecuadamente su
trabajo. En sus investigaciones se plantea también la idemostrabilidad del
quinto postulado, aunque no acierta en ese cometido.

Ahora bien, ni Bolyai, ni Gauss tenfan noticias sobre los trabajos de Nikolai
Ivanovich Lobachevski (1793-1856), quien era profesor de la Universidad de
Kazan y también estaba interesado en la cuestién de las paralelas. A él se
le da el mérito de ser el primero en publicar resultados referentes a una
geometria en la cual se admitia que por un punto fuera de una recta pasen
dos paralelas. En 1823 presenta un manual de geometria, el cual no fue bien
recibido por su academia, donde expresa que no ha sido descubierta una
verdadera prueba del quinto postulado y que todas las anteriores solo podian
ser llamadas explicaciones. Después presenta un libro en el que expone los
principios de su llamada Geometria imaginaria; en un inicio la publicacién de
este trabajo fue desaprobada y recibi6 fuertes criticas, pero posteriormente
tuvo la oportunidad de publicarlo. Pese a esas reacciones Lobachevski no
desistié y en 1840, insistiendo en aumentar la divulgaciéon de su trabajo,
publica otro libro titulado en aleman “Geometrische Untersuchungen zur
Theorie der Parallellinien”, el cual permitié que los matematicos tuvieran
contacto con sus ideas.

El alumno de Gauss, Bernard Riemann (1826-1866) trabaja para la elabo-
racion de generalizaciones a las ideas de Gauss. Como se sabe, Riemann abor-
da la investigacion de las geometrias desde un punto vista mas abstracto, en
su trabajo “Sobre las hipotesis que sirven de fundamento a la geometria”, se
remite a un espacio acotado en que supone tres condiciones: que sus puntos
son una multiplicidad?? continua de tres dimensiones; que en lo infinitamente
pequeno la geometria euclidiana se vale; y que el espacio es aplicable sobre
si mismo sin modificacion de longitudes. Con estas condiciones sélo tres geo-
metrias de las que hemos hablado son posibles (Cavaillés, 1992).

22Entiendase aqui multiplicidad como conjunto.
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Aunque en esa primera etapa el trabajo sobre las Geometrias no euclidianas
se habian sesgado a desarrollar la geometria del angulo agudo, a Riemann
se le atribuye el desarrollo una geometria del angulo obtuso hoy conocida,
gracias a Klein, como Geometria eliptica.

2.2.4. Consistencia, modelos y la aceptacion de nuevas
geometrias

Aunque en algunos circulos de matematicos se contaba ya con cierta acepta-
cién de estas nuevas geometrias, quedaba abierta la cuestién de si no se en-
contraba contradiccion alguna en si mismas, Lobachevski y Bolyai intentaron
en cierta manera demostrar la consistencia de sus geometrias, buscando una
confirmacién en la naturaleza; matematicos posteriores abordaron el proble-
ma de otra forma.

Para demostrar la consistencia de estas teorias, a grandes rasgos, lo que se
hizo fue: asumiendo la consistencia de la Geometria euclidiana, se correla-
cionan los objetos y relaciones de la Geometria hiperbdlica o de la eliptica
con objetos y relaciones de la Geometria euclidiana, y se demuestra que bajo
esta correlacion se satisfacen los postulados o axiomas de esas Geometrias
no euclidianas?®. Entonces, si est4 dada la consistencia de la euclidiana, se le
trasmite este caracter a la otra teoria por medio de dicha correlacién.

Aqui es importante notar que la idea fundamental para la resoluciéon del
problema de la consistencia vino dada con los inicios de una nueva forma
de concebir los axiomas y los objetos matematicos. Estos axiomas y objetos
comenzaban a no tener que hacer estricta alusion a las descripciones ordina-
rias o habituales de los mismos bastara, en cierto sentido, solo con suponer la
existencia de objetos que nominalmente usan esas palabras y que entre estos
objetos existen relaciones, igualmente sin alusion estricta a sus descripciones,
con las que se puedan ya estructurar los axiomas.

La correlacion entre objetos se hace por medio de un modelo, que es la eleccion
de objetos de algiin “universo”, en el que las relaciones sobre ese “universo”

23Ejemplos de cémo se hacen estas demostraciones son: basandose en los axiomas de
Euclides y con herramientas de geometria diferencial (Galvdn, 2004), con los axiomas de
Hilbert y el Modelo del disco de Poincaré (Eves, 1969 pp. 391-397).
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satisfacen los axiomas. Un modelo es pues una representacion de la estructura
de dicha teoria, por lo que la demostracién de la consistencia de las nuevas
geometrias consiste en la construccién de modelos, digamosles euclidianos, en
donde los axiomas, y por tanto los teoremas, de las Geometrias no euclidianas
puedan ser comprendidos dentro de la Geometria euclidiana. Teniendo un
modelo euclidiano de alguna Geometria no euclidiana, el argumento para
la demostracién de no contradiccion es el siguiente: si hubiera un teorema
contradictorio en la dicha geometria, también lo seria en la geometria de su
modelo, o sea en su representacién euclidiana, lo que no puede pasar si se
supone previamente la no contradiccién de la Geometria euclidiana.

Entonces para resolver el problema se vuelve necesaria la buisqueda de mode-
los en los cuales podian ser interpretadas estas geometrias. De los primeros
y més importantes trabajos son lo de Eugenio Beltrami (1835-1900) en su
Saggio di interpretazioni della geometria non—euclidean (Ensayo de Inter-
pretacion de la Geometria No FEuclidiana) y en su “Teoria fundaméntale
degli spazii di curvatura costante” (Teoria Fundamental de los Espacios de
Curvatura Constante), ambos de 1868, donde aborda el problema con ayuda
de una geometria intrinseca de una superficie, y los de Félix Klein (1849-1925)
en su “Uber die sogennante Nicht-Euklidische Geometrie” (Sobre la llamada
Geometria no Euclidiana) de 1871 donde sitia esta cuestién en el contexto
de la Geometria proyectiva. Esto sin omitir las posteriores contribuciones de
Henry Poincaré (1854-1912) o de David Hilbert (1862-1943) entre otras. A
continuacion se da una muestra los modelos mas usuales.
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Los modelos de la geometria

La esfera. En la bisqueda de modelos, el referenciado para la geometria del
angulo obtuso o eliptica es la esfera euclidiana (Figura 12). En este modelo,
que cumple con que los angulos interiores de los tridngulos es mayor de dos
rectos, las “rectas elipticas” se interpretan como los circulos maximos sobre
la esfera e identifiquemos los puntos diametrales opuestos de la esfera como
un unico objeto.

Figura 12: Modelo de la esfera para la geometria del angulo obtuso.

Para la prueba de la consistencia de la Geometria eliptica, en 1869, Beltrami
observa que ésta es satisfecha en la superficie de la esfera euclidiana, por lo
que el mismo argumento es valido para este modelo.

La mayoria de los modelos hiperbdlicos fueron establecidos entre 1868 y 1881
y se cuenta con variedad de ellos, todos son equivalentes y cada uno de los
cuales cuenta con ventajas y desventajas respecto a los otros. A continuacion
solo haremos una breve descripcién de ellos.
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La pseudoesfera?*. Uno de los primeros modelos es la pseudoesfera (Figura
13) y su creacién se atribuye a Beltrami. Este modelo consiste en la super-
ficie de revolucién de la curva tractriz?® sobre su asintota, aqui los “puntos
hiperbdlicos” se identifican con los puntos sobre dicha superficie y las “rectas
hiperbdlicas” son las curvas que determinan la minima distancia entre dos
puntos (geodésicas). La forma de medir la distancia entre dos puntos es la
magnitud euclidiana de la curva que los une.

Figura 13: Pseudoesfera.

Este modelo aunque cumple naturalmente con la negacion del quinto pos-
tulado al estilo Lobachevski, no es incompleto ya que después se hizo notar
que sobre la pseudoesfera no se puede “acercar” tanto como se quiera a sus
bordes?® Este modelo lo mencionamos por el papal, fundamental que tuvo
para la aceptacién de esta nuevageometria.

24Beltrami utiliza en general la palabra pseudoesfera para referirse a superficies de
curvatura constante negativa restringidas a un circulo. Incluso en sus memorias propone
llamar “pseudoesférica” a la Geometria no euclidiana.

25La tractriz es la curva con la propiedad de que la distancia de uno de sus puntos,
medida solo sobre las rectas tangentes a la misma, a los puntos de una recta dada, se
mantiene constante.

26 No existe ninguna superficie reqular (sin singularidades) analitica en la cual la ge-
ometria de Lobachevski—Bolyai sea completamente vilida. Este es un teorema de Hilbert;
dicho en toras palabras: No existe en R? ninguna superficie cerrada de curvatura constante
negativa.
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Modelo de Beltrami-Klein:*” El matematico Félix Klein completa un
modelo que ya habia sido concebido por el mismo Beltrami. Este modelo
(Figura 14) consta de un disco K; aqui las “rectas hiperbdlicas” coinciden
con las cuerdas euclidianas. Los puntos son solo los del interior de dicho dis-
co; la forma de medir los dngulos y las magnitudes es distinta a la euclidia-
na. Este modelo puede correlacionar con un hiperboloide por medio de una
proyeccion.

Figura 14: Modelo de Beltrami-Klein.

Disco de Poincaré: Aunque se dice que también fue ideado por Beltrami
(Amilibia, 1994), este modelo consiste en un disco D, los puntos son los puntos
del interior del disco y las rectas son los circulos ortogonales a la frontera
del disco y también los didmetros de esta misma. Las “rectas hiperbdlicas”
asi interpretadas tienen la propiedad de que, si se cortan, solo lo hace en un
unico punto y si no se cortan se dice que son paralelas, con lo que es facil
ver que en este modelo se cumple la negacién del quinto postulado al estilo
Lobachevski (Figura 15).

Los angulos entre dos de estas rectas se miden de forma euclidiana (el angulo
formado por las tangentes en su punto de interseccién) y la forma de medir la

27Segtin J.M. Montesino ya desde 1867 José Battaglini estaba en posesién de la parte
sustancial del modelo proyectivo (Beltrami-Klein) de la geometria hiperbdlica, pero no lo
desarrollé a la perfeccién, incluso concluye que puede consideréarsele a él como un “pre-
cursor” de Beltrami y de Klein (Amilibia, 1994).
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Figura 15: Los arcos dentro de D son “rectas hiperbdlicas”. Por P pasan [y, lo y
I3 que son paréelas a r.

distancia es distinta a la euclidiana. Los triangulos en este modelo tienen la
propiedad de que la suma de sus angulos interiores es menor que dos rectos.

Semiplano de Poincaré: Otro modelo para la Geometria hiperbdlica re-
sulta ser el semiplano superior definido como el conjunto H (Figura 16) de
los puntos (z,y) del plano cuya coordenada en y sea mayor que cero.?

Aqui los puntos serdan aquellos que tengan coordenada y estrictamente mayor
que cero y las rectas hiperbdlicas seran las semicircunferencias ortogonales al
eje z junto con las rectas perpendiculares a este que estén sobre el semiplano.
Los angulos se miden como en D y las distancias en el modelo H se dan en
términos de logaritmos.

Con esta variedad de modelos y con las primeras demostraciones de consis-
tencia relativa de las geometrias, terminaremos este apartado presentando
el argumento general para demostrar la independencia del quinto postulado:
Si la Geometria euclidiana es consistente y si suponemos que se puede de-
mostrar () a partir de los axiomas restantes, entonces alguna Geometria no
euclidiana seria inconsistente, ya que si de los primeros axiomas se deduce

28Como se relacionan el disco y el semiplano de Poincaré es: trabajando sobre R?
tomamos el disco D como el centrado en el origen y de radio 1, después se construye el
circulo C' de centro en (0,-1) y de radio raiz de 2. Finalmente la forma en que se relacionan
es por medio de la inversién en C.

41



Figura 16: Las semicircunferencias son “rectas hiperbdlicas”. Por P’ pasan I}, I} y
l% que son paréelas a r’.

@, al unir =@ seguird siendo posible deducir a () por lo que tendriamos a
la vez (Q y =@, lo cual no puede ser ya que con la misma consistencia de la
Geometria euclidiana se demuestra, gracias a los modelos, la consistencia de
esa Geometria no euclidiana.

2.2.5. Una nueva axiomatizacion de la Geometria

Una vez demostrada la consistencia de estas nuevas teorias, no es sorpren-
dente que surgiera la necesidad de un manejo mas riguroso de ellas. Uno de
los primeros mas importantes y completos intentos de sistematizaciéon fue
hecho por Moritz Pasch (1843-1930), quien en 1882 publica “Lecciones sobre
la Geometria Nueva” donde presenta la disciplina de un manera novedosa y
basada en un minucioso y claro examen axiomatico; intenta no hacer refer-
encia a los diagramas o las figuras, sino que procura seguir cuidadosamente
las inferencias deductivas de los axiomas, aunque para Pasch el significado
de los axiomas es netamente geométrico (Corry, 2002).

Al respecto leamos a Cavaillés (1903-1944) quien hablando sobre el funda-
mento filoséfico de Pasch, cita su mencionada obra:

La matematica, en tanto que ciencia, no es sino un encadenamien-
to logico; “el proceso de demostracion debe ser en todo momen-
to independiente del sentido de los conceptos, como debe serlo
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también de las figuras: solo las relaciones establecidas en los prin-
cipios o en las definiciones deben ser tomadas en cuenta”. Pero
las relaciones fundamentales fueron tomadas de la experiencia: es
la unidad de ésta, la “representacion incesante las observaciones
desde tiempos inmemoriales” la que garantiza la posibilidad de la
geometria como ciencia; la que impone también las posibilidades
naives. (Cavaillés 1992, p. 67).

Esta posicién empirista de Pasch es la que limita por una parte, la trascen-
dencia de su trabajo pero, por otra parte, las nuevas axiomatizaciones de
la geometria continuaron un rumbo hacia la no dependencia estrictamente
de las intuiciones geométricas, sino més de una estructura légica; una nueva
axiomatica sin necesaria referencias a percepciones como en el caso de Eu-
clides. Es en este sentido que interviene David Hilbert (1862-1943) con su
“Grundlagen der Geometrie” (Fundamentos de la Geometria). Este libro fue
publicado por vez primera en 1899 y es considerado como una versiéon mod-
erna de Los Elementos de Euclides, pretende fundamentar la geometria a
través de un nuevo sistema axiomatico basado, en gran medida, en el trabajo
de Pasch. En este nuevo sistema, los entes u objetos geométricos juntos con
las relaciones entre estos, ahora se entenderan mas como aquellas “cosas”
que satisfacen el sistema axiomatico.

En los Grundlagen, primero se hace referencia a la distincion de tres tipos de
cosas (Dingen): los puntos, las rectas y los planos, para después concebirlos
en ciertas relaciones reciprocas, expresadas por palabras tales como «estar
situado», «entre», «congruente», «paralelo», «continuo»; donde la completa
y exacta descripcion de éstos se hara mediante los Aziomas de la geometria

(Hilbert, 1950).

Divide los axiomas en cinco grupos llamados de conexién, orden, las parale-
las, congruencia y continuidad o arquimediana; que describen las relaciones
anteriores; asi como un axioma de completitud®®, este tltimo no es propi-
amente de naturaleza geométrica. Estos grupos de axiomas, segin Hilbert,

29Este axioma no aparecié en la primer edicién de 1899 del libro, sino hasta la traduccién
al francés de 1900 y basicamente dice que: no es posible anadir al sistema de puntos, lineas
y planos otro sistema de objetos, de modo que en el sistema obtenido por esta composicion
los (grupos de) axiomas I-V.1 sean vdlidos. (Giovannini, 2013). En adelante para ver los
axiomas o grupos de axiomas de Hilbert, recurra al Apéndice A.
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tendran que cumplir con ciertas propiedades:

Compatibilidad®® (Consistencia). Que no es posible deducir de estos axiomas,
por ningin proceso logico de razonamiento, una proposiciéon que sea contra-
dictoria con ninguno de ellos

Independencia®'. Que ninguno de ellos puede ser deducido del resto por
ningtn proceso légico de razonamiento.

Completitud®?. Que permita derivar todos los teoremas o resultados conoci-

dos.
Simplicidad. Que un axioma contenga “no mas de una sola idea”.

De estas cuatro condiciones, solo aborta explicitamente a las primeras dos,
dedicandose a ello en el segundo capitulo de su libro. Ahi Hilbert demuestra la
compatibilidad o no contradiccion de sus grupos de axiomas, reduciéndola a
la de cierto dominio® de ntimeros reales, con técnicas de Geometria analitica,
lo que hace es construir un modelo, una geometria basada en ese dominio,
en la que demuestra la validez de los cinco grupos de axiomas, concluyendo
que: “Toda contradiccion en las consecuencias de los axiomas I-V necesitara
verse, segun esto en la Aritmética del sistema de niumeros reales.” (Hilbert
1996, p. 41); lo cual no pasard si se supone de antemano la no contradiccién
de esa aritmética.

En tanto a la independencia, lo primero que hace es asumir la independencia
de los grupos de axiomas de conexiéon y de orden argumentando que forman

30Hilbert 1950, p. 17.

31Hilbert 1950, p. 19. Sobre esta condicién posteriormente E. H. Moor demostré en
1902 que el axioma cuatro del grupo de orden es consecuencia de los demés postulados
por Hilbert.

32La completitud aqui no debe confundirse con los con el concepto de la posterior en
Teoria de Modelos, ni con lo referente a su axioma de completitud, sino que tiene un
intencién meramente pragmatica. Esta propiedad, asi como la siguiente, Hilbert las toma
de concepciones expuestas por Hertz para el tratamiento axiomatico de las teorias fisicas.
(Corry, 2002)

33 Hilbert lo define asi: el dominio £2 de todos aquellos niimeros algebraicos que salen del
numero 1 al aplicar un numero finito de veces las cuatro operaciones de cdlculo, suma,
resta, multiplicacion, division y la quinta /1 + w, donde w, en cada caso significa un
numero, el cual, a su vez, puede haberse originado de esas cinco operaciones. (Hilbert,
1996 pég. 38).
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la base para los restantes. Después, para el axioma de las paralelas, recurre al
argumento ya mencionado pero aplicado a su demostracién de compatibilidad
y, en sus términos, a una version espacial del Modelo de Beltrami para la
Geometria no euclidiana.

Para el grupo de axiomas de congruencia expone una geometria en la que no
se cumple, en particular, su primer teorema de congruencia de tridngulos3?,
que es producto de dicho grupo, pero que si cumpla con el resto de los grupos
de axiomas. Llegando asi las mismas condiciones de contar con modelos de
una “geometria no congruente” y de una geometria congruente, que es la
ordinaria.

En tanto al axioma de continuidad procede de la misma manera, obtiene
modelos o “geometrias no arquimediana”. En forma parecida al modelo cons-
truido para demostrar la compatibilidad solo que ahora su dominio sera una
especie de nimeros complejos sin la propiedad no arquimediana.

Después de los trabajos de Hilbert, siguieron numerosas axiomatizaciones
para la geometria como los de O. Veblen (1880-1960), Gilbert de B. Robinson
(1906-1992), E. V. Huntington (1974-1952), H. G. Forder (1889-1981) y a
nivel pedagégico los de G.D. Birkhoff (1884 —1944).

Por el momento no abundaremos mas en la cuestién de los sistemas axio-
maticos. S6lo comentamos que los Grundlagen es un importante precedente
de la axiomdtica formal que, posteriormente, desarrolla Hilbert, en lo que
hoy se conoce como el Programa de Hilbert para los Fundamentos de la
matematica. Subrayamos que la axiomatica formal de la Geometria de Hilbert
en esa época no es la de su formalismo tal y como la desarrolla a inicios del
siglo XX, él mismo en un inicio concebia a la geometria como una ciencia
natural® pero, reiteramos, que si es un precedente.

34F] criterio LAL para verificar congruencia de tridngulos.
35 Al respecto se puede ver (Corry, 2002) o (Giovannini, 2011)
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2.2.6. Conclucion

En un inicio la matematica nacié como necesidad de medir o cuantificar
objetos concretos (terrenos, costales, hombres o en una astronomia primitiva)
y su unica intencion era eso. Los resultados que se podian obtener por medio
de generalizaciones por analogia, sélo eran corroborables empiricamente; o
sea, si efectivamente eran aplicables a los objetos sobre los que se trabajaba,
se consideraban como ciertos. La matematica comenzaba como una ciencia
con caracter meramente pragmatico.

Después de la crisis pitagoérica, la matematica se enfoca a la geometria para
convertirse en una ciencia abstracta; se trabajé con ciertas proposiciones
emanadas, una de otras, mediante deducciones basadas en la légica, sepa-
rando asf los axiomas o postulados®, que son de cardcter apodictico y referi-
dos a entes inmediatos a nuestra intuicion, de los teoremas o proposiciones
obtenidos de estos solo por medio de deducciones. Se pasd de una corrob-
oracion necesariamente empirica a una basada en el andlisis logico de las
deducciones por las cuales se llega a cierto resultado matematico.

Este método es identificado naturalmente, pese numerosos detalles®”, en Los
Elementos de Euclides, como una axiomatica material en el sentido de que
los axiomas se refieren ineludiblemente a entes evidentes y su corroboracién
es por percepcién fisica.

Podemos decir que la geometria de esa época teoriza sobre el mundo material
tangible, que en el sistema euclideo los postulados y nociones comunes son
tomados como verdades, que se desprendian de una experiencia que describen
en cierto modo propiedades del espacio fisico, tal y como era entendido en
esa época, que los conceptos en la Geometria de Euclides son una ideal-
izacion de figuras en la naturaleza y, finalmente, que el concepto de verdad en
esa matematica no es tanto como una propiedad légica, sino una propiedad
aparentemente observada o corroborada en el mundo fisico alcanzable por
nuestra intuicion.

36Qriginalmente la diferenciara radica en que el primero tiene la cualidad de evidente;
la diferencia se ha ido diluyendo prevaleciendo el termino axioma.
37La interseccién de circunferencias o la suposicién implicita de la infinitud de la recta.
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Con este enfoque el Quinto postulado posee, inherentemente, una naturaleza
distinta al referirse a lugares inalcanzables cuando se busca su corroboracion
como antes lo senalamos, esto desencadend en la emergencia de nuevas geo-
metrias que, a su vez, generd el estudio de las propiedades que tiene, o que
debe de tener, un sistema de axiomas.

En particular la cuestién del Quinto postulado y la emergencia de las Geome-
trias no euclidianas dirigieron la atencion, en lo referente al método ax-
iomatico en la geometria, hacia lo que es o podia tener la categoria de axioma,
definiendo asi otras orientaciones en lo que concierne a las nominaciones en la
matematica. Por ejemplo: en términos de la geometria, ahora podemos bien
nombrar como recta a lo que puede verse o ser como una circunferencia. De
alguna manera la idea de la recta queda vacia de contenido o referencia ma-
terial como tal; ya no se hace necesario que la recta en si preserve su cualidad
“intuitiva” de ser derecha, ahora una recta es solo algo que cumplé ciertas
propiedades. A esto es a lo que nos referimos con otras orientaciones.

Estas nuevas formas de entender los entes o a la matematica misma, natural-
mente tuvo repercusiones en lo que concierne al Método axiomatico en si. Co-
mo se menciond en un inicio, la naturaleza de los objetos matemaéticos son los
que determinan a los axioma de la matematica, pero después son los axiomas
los que determinan la naturaleza de los objetos; los objetos matematicos aho-
ra son simplemente aquellas cosas o los entes que cumplen los axiomas. De
este modo o con estas nuevas libertades, por ejemplo, fue posible el desarrollo
de Geométricas abstractas, satisfactoriamente légicas.

Siguiendo esta linea, la axiomatica como método sufre un cambio radical
en el sentido de que ya no se centraliza en la “verdad” que hereda de los
axiomas, sino ahora solo en la “no contradiccion” de los axiomas, que ya
no son estrictamente referenciales a una realidad material. Con lo anterior
queremos decir que el mismo concepto de “verdad” en matematica sufre un
cambio; si nos preguntamos jes “verdad” que la suma de los dngulos interi-
ores de un triangulo es igual a dos rectos? Ahora solo podriamos decir que
depende de la geometria en que estemos; entonces, ;qué significa “verdad”
en matematicas? El cuestionamiento queda abierto, pero podemos pedir, co-
mo exigencia minima para estas geometrias, la consistencia aunque no sea
absoluta.
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Lo dicho en pérrafos anteriores es en lo relativo a la matematica, pero la
crisis euclidiana repercutié también en otras areas del conocimiento.

En un inicio la Geometria euclidiana se pensaba como la representacién idea-
lizada de las relaciones espaciales en las que se basa la fisica, pero si ahora ya
se concebian otras geometrias igualmente “validas”, jcémo es que podemos
saber cudl de estas es la que representa realmente? Por consiguiente, en
términos de la fisica se plante6 un problema relacionado con la curvatura
del espacio; o sea qué tipo de geometria es la que mejor representa al espacio
fisico. Estos cuestionamientos, junto con la contribucién de estas nuevas geo-
metrias, resultan en que la Teoria de la relatividad nos dice que la que mas
acertada no es la euclidiana.

Finalmente, otra de las consecuencias de esta crisis, aunque discutible, es
una revaloracion de la filosofia kantiana en tanto a su concepcion del espacio.
Kant propuso al espacio como una de las condiciones a priori que posi-
bilitan nuestro conocimiento sensible y considera a la Geometria euclidiana
como un sistema inamovible pero, si las Geometrias no euclidianas reflejan en
cierta manera propiedades del espacio que no corresponden a la Geometria
euclidiana, entonces la concepcion del espacio es la que dependeria de las
cualidades existentes de tal geometria y no viceversa, como se pretendia en
el pensamiento de Kant.

Para Kant nuestras representaciones del espacio y el tiempo no sélo son
inherentes a nuestra conciencia, a priori, sino que constituyen las formas ab-
solutamente necesarias del pensamiento o posibilidad de conocimiento, fuera
de las cuales éste seria imposible, pero si las Geometrias no euclidianas tienen
el mismo nivel de verdad, jcon qué espacio es con el que conocemos segin
Kant?
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Capitulo 3

Tercera crisis, Teoria de
conjuntos y paradojas

3.1. Origen y desarrollo de la Teoria de con-
juntos de Cantor

3.1.1. Series trigonométricas

Los estudios sobre el desarrollo de la Teoria de conjuntos suelen basarse, ini-
cialmente, en las obras pioneras de Cantor pero, segiin Ferreirds, se asocia la
nocion de conjunto exclusivamente con la de Teoria de conjuntos cantoriana,
lo cual en términos histéricos supone una confusion: la obra de Cantor es
el origen en de la Teoria de conjuntos en cuanto rama autonoma e indepen-
diente de la matemadtica, pero esto no quiere decir que sea también el origen
de la orientacién conjuntista de las matemaéticas; del concepto de conjunto
(Ferreirds, 1998).

Usualmente se dice que la nocién de conjunto tiene su origen, por un lado,
en el estudio de la representacion de funciones continuas por medio de series
de Fourier, lo que llevé a Cantor a analizar con mas detalle los puntos de dis-
continuidad y, por otro lado, en 1873 con su descubrimiento de que los reales
no son numerables, que lo condujo a nociones de cardinalidades infinitas de
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distintos tamanos. Es asi como generalmente se entiende el nacimiento de
la Teoria de conjuntos; nosotros trataremos de desarrollarlo de esta manera,
previo mencionando algunas contribuciones de Riemann y Dedekind.

Cronolégicamente las primeras contribuciones sobre el concepto de conjun-
to fueron hechas por Riemann en sus trabajos de 1854, donde presenta una
primer nocién de variedad, de las que distingue discretas y continuas; aunque
también ya en sus estudios doctorales de 1851 habia introducido las super-
ficies de Riemann, para analizar de forma abstracta las funciones complejas
multivaluadas. Posteriormente, esos conceptos se verian como variedades con-
tinuas, o sea conjuntos continuos. En 1868 publica un trabajo sobre las series
trigonométricas, donde presenta su concepcion de integral y la intencién de
realizar un estudio serio de las funciones discontinuas.

Un segundo aporte con una vision conjuntita de las matematicas, la podemos
encontrar en los trabajos de Dedekind en 1871, donde expone la Teoria de los
ideales en términos de conjuntos de ntimeros o en los 1872 sobre los niimeros
reales, donde fundamenta el andlisis con sus conocidas cortaduras, las que
también estan basadas en conjuntos. En ese mismo ano se dan a conocer las
principales definiciones de los nimeros reales, las de Cantor y Weierstrass;
las tres se basan en el “conjunto” de los niimeros racionales. La importancia
de estas definiciones se debe a que para la rigorizacién propuesta por Cauchy,
hacia falta establecer con solidez la continuidad de los reales.

Tratar a los conjuntos como objetos de estudio es si, como ya se mociond,
tiene su origen en George Cantor (1845-1918) quien, abordando el proble-
ma de la representacién de funciones mediante las series trigonométricas de
Fourier, se topa con esta necesidad.

Joseph Fourier (1768-1830) anunciaba en 1807 que cualquier funcién f defini-
da en un intervalo, digamos [-7, 7], puede representarse mediante una serie
trigonométrica de la forma:

o0

f(z) = % + Z (a,, cosnz + by, sin nx) (1)

n=1

donde los coeficientes a,, y b, son, para n > 0, dados por:
1 ™
a, = —/ f(z) cosnxdx (2)
™ —T
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b, = %/_: f(z)sinnxdx (3)

Fourier sélo logro demostrar este hecho para algunos casos particulares y
esbozdé una demostracion general, pero con falta de rigor ya que no se pre-
ocupé de la convergencia de las series. Dirichlet (1805-1859) fue el primero en
dar una demostracion satisfactoria de que la serie de Fourier de una funcién
f(z) convergia en un intervalo dado si la funcién estaba definida y acotada, el
nimero de maximos y minimos era finito y la funcién era continua, salvo en
un numero finito puntos. Riemann continué con la investigacion de Dirichlet
debilitando la hipdtesis de la continuidad; lo esencial era que la funcién fuera
integrable en todo el domino.

Cantor aborda el problema tratando de encontrar las condiciones para la
unicidad de dichas representaciones; esto lo hace en una serie de articulos
publicados de 1870 a 1872.

En lo que sigue no nos detendremos en la demostracién rigurosa de los teore-
mas que citamos, ya que nuestro interés es dar el contexto en el cual surge el
analisis de los conjuntos en Cantor y, para ello, haremos un recorrido por los
teoremas que lo llevaron a concebir a los conjuntos como objeto de estudio
en si. Si hay interés en abundar en las demostraciones de forma mas precisa,
contenidas en los articulos publicados en ese periodo se puede ver Dauben
(1971), los originales en alaman contenidos en Cantor (1932), o bien las tra-
duccién de dichos articulos al castellano hecha por J. Bares y J. Climent
(Cantor, 1972).

En el articulo de abril de 1870, Cantor aborda el problema de la unicidad de
dicha representacion con el siguiente teorema.

Teorema (C1). Si una funcion de variable real f(x) estd dada por una
serie trigonométrica convergente para todo valor de x, entonces no hay otra
serie de la misma forma que converja igualmente para todos los valores de x
y represente la funcién f(x).!

Notemos que no presupone que f sea integrable, que los coeficientes estén da-
dos por (2) y (3), ni que la serie (1) converja uniformemente. Para demostrar
la unicidad, se basa en el siguiente teorema:

'Dauben 1990, p. 34.
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Teorema (C2). Si dos sucesiones infinitas ay, as, . ..a, y by, b, ... b, estin
constitutdas de manera que:

lim (a, cosnx + b, sinnz) =0 (4)
n—oo

para todo x dado en el intervalo (a > x > b), entonces

lim a, = lim b, = 0.
n—o0 n—o0

De aqui obtiene el siguiente corolario, con el cual demuestra la unicidad de
la serie de Fourier.

Corolario (C3). La serie trigonométrica representa a la funcién constante
f(z) =0 siy solo si a, =b, =0, para todo nimero no negativo n.

Son estos los términos con los que Cantor, a partir de los articulos de 1871,
comienza a hacer generalizaciones de C2 (y consecuentemente del teorema
de unicidad) para los casos en los que la sucesién del limite (4) no converja o
tenga un limite distinto de 0. Aqui justamente, es donde Cantor comienza a
analizar los conjuntos de puntos en los cuales se puede establecer C2 haciendo
una primera extension, en ese mismo ano, para los casos en los que los puntos
excepcionales sean finitos y posteriormente para casos infinitos.

Ya desde finales de 1871, Cantor habia logrado su extension al caso infinito
en un articulo publicado en los Mathematische Annalen, a inicios de 1872.
Dicho articulo consta basicamente de tres partes, la primera dedicada a una
construccion de los niimeros ralaes, la segunda a una exposicion sobre los con-
juntos derivados y la tercera a la demostracién del teorema en si. Aqui sélo
expondremos sobre las primeras dos partes, ya que en ellas es donde comienza
a manejar los conceptos de conjuntos; sobre la tercera parte, solo mocionare-
mos el resultado final.

Para su definicion de los reales o magnitudes numéricas, parte de los niimeros
racionales (incluyendo el cero) y los llama dominio A. Sobre estos, obtiene
una sucesion ag, as, . . . a, mediante una ley tal que la diferencia de a,,1,,, — a,
se haga infinitamente pequena mientras aumenta n [una sucesién de Cauchy
o fundamental] y, de este modo, llama b al limite de la sucesién. Después, si
se tiene dos sucesiones identificadas con b y b’ se definen las relaciones b = ¥/,
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b>10Vyb<Vytambién el dominio B que consta de todos los limites b,
de las sucesiones asi identificadas, llamando a los términos de B magnitudes
numéricas. Después sobre este mismo dominio B define las operaciones suma,
resta, producto, y cociente como los limites de esas operaciones sobre las
secesiones fundamentales en el domino A.

Asi como el domino A engendra a B, tomado a miembros de ambos do-
minios para formar sucesiones, es posible hacer un nuevo dominio C' donde
las operaciones y relaciones se extiende de manera andloga a su precedente.
Continuando con este proceso, iterativamente se pueden formar los dominios
D, E, F, etc. Sobre estos dominios hace dos distinciones, nota que, por un
lado, todos los elementos a de A se pueden corresponder con los b dentro B,
pero lo contrario no y, por otro, si se tiene un dominio L diferente de A, se
podré siempre corresponder la magnitud numérica [ a cualquier b, ¢, d, ...,
7,k de los dominios precedentes, haciéndolos a estos equivalentes.

En la segunda parte Cantor, pone en correspondencia a los puntos de la linea
recta con las magnitudes numéricas de alguno de los dominios (distinto de
A) admitiendo que lo inverso se tiene que considerar como axioma.? En este
punto es importante notar que Cantor nombra como “conjunto de valores”
(Werthmenge) a un nimero dado, finito o infinito de magnitudes numéricas
y como “conjunto de puntos” (Punktmenge) a un numero, igualmente finito
o infinito, de puntos de la linea recta, sobre los que argumenta que: lo que
se diga de los conjuntos de puntos puede aplicarse inmediatamente a los
conjuntos de valores.

Ya con una definicién adecuada de los niimeros reales y con su correlacion
biunivoca con la linea recta, Cantor procede a definir primero lo que es punto
limite en términos de puntos y distancias, para después introducir el concepto
de “conjunto derivado” (abgeleitete Punktmenge). La definicién de este es:
dado un conjunto de puntos P en un intervalo acotado, el primer conjunto
derivado es el conjunto de los puntos limite de P que es denotado por P’.
De la misma manera se define a P” como el conjunto de los puntos limite de

2Ahora es conocido como el Axioma de Cantor que dice:

A cada magnitud numérica le corresponde también, reciprocamente, un punto
determinado de la recta, cuya coordenada es igual a esta magnitud numérica
(Cantor, 1872b, p. 5).
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P’ y asi sucesivamente a P*"! como el derivado de P”. Finalmente, si un
el conjunto de puntos original P después de v operaciones se tiene que P”
estd compuesto por un numero finito de puntos, se dice que P es de v-ésima
especie.

La tercera parte del articulo consta de la extension del teorema de unicidad
para el caso en que el conjunto de puntos excepcionales sea infinito, esto lo
hace a través del siguiente teorema, que es una extension de C3.

Teorema (C4)2 Si una ecuacidén que tiene la forma:
0=Co+C1+..+C,, + ...

donde Cy = %do ; C, = cpsinnx + d, cosnz, es satisfecha por todos los
valores de x, con la excepcion de aquellos que corresponden a los puntos de
un sistema de puntos P de v-ésima especie dado en el intervalo [0...(27)],
donde v designa un numero entero tan grande como se quiera, entonces digo
que se tendra:

d0:0,cn:dn:()

Para la demostracién de C4, recure a estos nuevos conceptos, muestra que
C2 sigue siendo valido aun cuando las condiciones de convergencia no se
cumplan en un conjunto de v-ésima especie dentro de cierto intervalo finito.

Es asi como, con base en el estudio de las series trigonométricas, George
Cantor desarrolla nuevas herramientas matematicas que después ganarian
autonomia propia, para formular una emergente Teoria de conjuntos que
marcara una nueva era en el desarrollo de las matematicas.

3Cantor, 1872b, p. 6
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3.1.2. Diferentes infinitos, la potencia de un conjunto

En 1874 y 1878 Cantor presenta dos articulos que dejan ver la direccion
de las proximas investigaciones. Estos trabajos son de gran relevancia, ya
que ahi Cantor se pregunta si se pueden poner en correspondencia biunivoca
dos conjuntos, lo que sera el precedente del concepto de equipotencial vy,
consecuentemente, también el de cardinalidad.

En el primer articulo, Cantor plantea dos cuestiones:

P1: Sise pueden poner en correspondencia uno a uno los nimeros
de los conjuntos (w), el conjunto de los niimeros reales algebraicos,
y (v) los nimeros enteros positivos. O sea que el conjunto de los
numeros algebraicos, es numerable.

P2: Si se puede considerar a un conjunto de reales como una
sucesién wy,ws, . ..,w,,...; entonces en cada intervalo (...) dado
de antemano, se puede encontrar un nimero 7 de tal manera que
no esta contenido en dicha sucesién. En otras palabras, que un
intervalo de los reales no es numerable.

Con la demostracion de estas dos proposiciones Cantor concluye, por un lado,
que existe una infinidad de nimeros trascendentales en un intervalo dado vy,
por otro, y mas relevante aun, que no se puede hacer corresponder uno a uno
a los nimeros enteros de la sucesién (v) y los niimeros reales que constituyen
un sistema continuo de nimeros (Cantor, 1874). Llegando asi a encontrar
una diferencia esencial entre los niimeros naturales y los reales.

En tanto que su objetivo principal del articulo de 1878 es:

P3: Demostrar la existencia de una correspondencia biunivoca
entre superficies continuas y una linea continua.

Para esto, introduce varios elementos ya con un lenguaje propio de una Teoria
de conjuntos para llegar a dicho objetivo. A continuacién se mencionan dichos
elementos y se cita el teorema final.
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Lo primero que hace es introducir el concepto de potencia diciendo que si
se pueden hacer corresponder elemento por elemento a dos conjuntos bien
definidos mediante una operacién univoca y completa?, entonces se dice que
los dos conjuntos tienen la misma potencia o también que son equivalentes.
Después escribe las condiciones para que un conjunto sea parte integrante
(subconjunto propio o parte propia) de otro para, con todo esto, definir
cuando se tiene mayor o menor potencia.

Miés adelante, al considerar que la nocién de potencia en los conjuntos finitos
corresponde a la de numero con el significado de enumeracion. Con esto,
Cantor comenta que la parte integrante de un conjunto finito siempre es
menor que el conjunto mismo, mientras que en los conjuntos infinitos no lo
es necesariamente.

Después menciona que la minima de las potencias infinitas es la de la sucesién
de los enteros positivos y a los conjuntos equipotentes a éste, los llama de
primera clase. Contintia con varios ejemplos y resultados de conjuntos de
ésta clase y mas adelante se propone examinar, con el concepto de potencia,
los conjuntos continuos y n-ples.

Como él dice, esta investigacion trata de contribuir a los trabajos de Riemann
y Helmholtz (1821-1894) sobre las hipdtesis que sirven de base a la geometria
en las que parten de la nociéon de conjuntos que dependen de n variables
reales, continuas e independientes entre si. Al respecto, lo que hace Cantor es
mostrar que la dependencia de un conjunto continuo de extension n, se puede
hacer mediante una dnica coordenada real y continta; segin eso Cantor dice:

una superficie continua puede ser llevada completamente medi-
ante una operacion univoca [biunivocal a una linea continua; la
misma cosa es verdadera para los cuerpos continuos y los conjun-
tos continuos geométricos de cualquier nimero de dimensiones.
(Cantor, 1878, p. 25).

En otras palabras, Cantor demuestra que la potencia de un conjunto continuo
de extension n es igual a la de un segmento continuo y limitado de recta, lo
que se deduce facilmente del siguiente teoremas:

4Cantor usa eindeutig and vollstindig, pero se entiende como una operacién (funcién)
biyectiva.
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Sean x1,xs,...,T,, n magnitudes reales, variables, independientes
entre si, de las que cada una puede tomar todos los valores > 0
y < 1, y sea t otra variable incluida en los mismos limites (0 <
t < 1), entonces se puede hacer corresponder esta magnitud t
al sistema de las n magnitudes xq,xs,...,T, de tal modo que a
cada valor determinado de t pertenece un sistema de valores de-
terminados x1,xo, ..., T, Y, viceversa, a cada sistema de valores
determinados x1,Zs, ..., x, un cierto valor de t. (Cantor, 1878,
p. 26).

Siguiendo con este articulo, una vez hecha la larga demostracién de esta
proposicion, Cantor hace la generalizacion para el caso en que la extension
de dichos conjuntos sea simplemente infinita (de primera clase o numerable)
llegando igualmente a notar que eran biyectables con un conjunto lineal de
numeros reales. Entonces, teniendo en cuenta que gran cantidad de conjuntos
se podian poner en correspondencia con la linea real, él se comienza a plantear
importantes cuestiones sobre la naturaleza de la clase de las potencias de
los conjuntos infinitos imaginables, dentro de los continuos lineales; a saber,
Cantor se pregunta:

sen qué clases se dividen los conjuntos lineales, y cudl es el nimero
de estas clases, si se agrupan en clases diferentes los conjuntos de
diferente potencia, y en la misma clase los conjuntos de la misma
potencia? (Cantor, 1878, p. 34).

El mismo termina conjeturando que no habra mas que dos especies de poten-
cias; y esto, como es bien sabido, sera la célebre Hipdtesis del Continuo que
Cantor intenta demostrar.

Terminamos esta seccion siguiendo los comentarios de Torretti sobre las de-
mostraciones de las proposiciones P1, P2 y P3. El distingue un diferencia
sustancial entre la demostracion de P1 y P2, la diferencia consiste en que
para la demostracion de P1 no es menester que los enteros positivos for-
men una totalidad dada de antemano, basta con concebirlo potencialmente.
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La proposicién P3, agregada a la exposicién de la “curva sin direccién”® de
Weiesrstass v a la “curva que llena una superficie”® de Peano, lo cual vino a
agravar lo que él llama, la crisis de la intuicién matemaética en el iltimo tercio
del siglo XIX. Intuitivamente parecia haber una diferencia irreductible entre
una recta y una superficie o un volumen, diferencia que se relacionaba con
el nimero de coordenadas necesario para identificar un punto en uno de los
“continuos”, pero P3 muestra que basta con una sola coordenada para iden-
tificar cada uno de los puntos de cualquier continuo con cualquier niimero de
dimensiones (Torretti 1998, p. 24 y 25).

Finalmente, se ha llegado a decir que la Teoria de conjuntos en si, naci6 en
el momento en que Cantor demostré que la cardinalidad de los reales es
estrictamente mayor a la de los naturales.

5Curva publicada en 1872 con la propiedad de ser continua en todos sus valores pero
en ninguno derivable:

> 3
W(x) = Zb” cos (a"z), dondeb>1yab>1+ 571'
n=1

SEn 1879 E. Netto (1848 -1919) probd que no podia existir una biyeccién continua
entre un intervalo y un cuadrado. En 1890, Guiseppe Peano (1858-1932) di6 el primer
ejemplo de una curva no inyectiva y continua que rellena completamente el cuadrado. La
curva de naturaleza fractal que se obtiene como el limite de curvas que van rellenando
homogéneamente todo el cuadrado.

B | |
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3.1.3. Teoria de conjuntos y Filosofia de Cantor

Hasta este momento, los trabajos de Cantor contienen la concepcion de, por
lo menos, dos tipos distintos de infinitos, que son los correspondientes a las
potencias de los nimeros naturales y el continuo. En trabajos posteriores,
Cantor admitira la necesidad de extender el concepto de niimero mas alla de
lo acostumbrando; o sea de ampliar dicho concepto hacia lo transfinito.

Como ahora se sabe, este paso “mas alla de lo infinito” se dio en el sentido de
la generacion de los nimeros ordinales y cardinales; los primeros como una
continuacion transfinita de la sucesién ordenada de los nimeros naturales
que surgi6 con el estudio de los conjuntos derivados y, los segundos a través
de las comparaciones por medio de su potencia con lo que se podran concebir
conjuntos cada vez mas numerosos, dando como resultado diferentes clases
de infinitos.

En el periodo de 1879 a 1883 Cantor publicé varios articulos reunidos en la
serie llamada Sobre los conjuntos lineales de puntos”

En la seccion I, presenta nuevamente la nocién de conjunto derivado que los
separa en dos partes; los de primer género, aquellos conjuntos P para los
cuales existe n de tal manera que P™, el n-ésimo derivado de P, contiene
cantidad finita de puntos; y los de sequndo genero, aquellos para lo que P™
puede ser calculado (diferente de @) para cualquier n. Asi mismo, también
introduce la nocién de un conjunto P condensado (denso) en todo el intervalo
(cv...f) como en que todo (7...0) contenido en («...3) se encuentran puntos
de P y dice, estos son necesariamente de segundo género.

Otro modo de clasificar los conjuntos lineales de puntos, es el correspondiente
a la nocién de potencia. Si son o no de la misma potencia, son o no de la
misma clase, como veremos mas adelante, seré esencial para la generacién de
nuevas clases de nimeros. Si un conjunto perteneciente a una determinada
clase puede ser tomado como representante de esa clase a la que pertenece.
Por ejemplo (v) representa a la primera clase y (1...2), un intervalo continuo,
a la sequnda clase a la que pertenecen los intervalos o colecciones de estos,

7 Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten contenido en (Cantor 1932, pp.
139-246), también existe una traduccién comentada en castellano hecha por J. Bares y J.
Climent, que consta de 6 secciones, en las que presenta varios resultados sobre el tipo de
conjuntos que pueden ser relacionados biunivocamente con un segmento de la recta real.
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asi como los intervalos a los que se les suprime un conjunto finito o uno de
primer clase, etc. Termina esta seccién con la demostracion de que estas dos
clases son distintas, con la misma idea de la demostracion de P2 en 1884.

La seccién 11, es considerada de gran relevancia ya que ahi Cantor presenta
una continuacion transfinita de una sucesion ordenada de enteros, necesaria
para la extension del orden de los conjuntos derivados, con lo cual analiza su
relacién con los conjuntos continuos, dando asi origen a los ordinales trans-
finitos.

En este articulo Cantor comienza usando la simbologia A = B para expresar
la identidad entre dos conjuntos A y B. Dice que dos conjuntos P, () estan
sin conexion si no tiene puntos en comun. Después expresa que si un conjunto
P estd compuesto por la reunién (unién) de varios conjuntos Pp, P, P, . ..
donde estos son tomados de dos a dos sin conexion, se escribira:

PE(Pl,PQ,Pg,...).

Si P esta contenido en () se dice que P es divisor de ) o bien que @) es
multiplo de P. Define para P;, P, Ps, ... el minimo comiuin maultiplo como
el conjunto compuesto por todos los puntos distintos de Py, P, Ps, ... que
designa con:

M (P, P, Ps,...)

y al mdzimo comun divisor como todos los puntos comunes de todos los
Py, Py, Ps, ... denotado por:

D (P, P, Ps,...)

También utiliza el simbolo 0 para representar la ausencia de puntos, o sea P =
0 significa que el conjunto P no contiene ni un solo punto, pero hace notar
que éste, rigurosamente hablando, no es un verdadero conjunto; finalmente
utiliza el simbolo P ~ () para decir que estos dos conjuntos tienen la misma
potencia.

Cantor dice que para los sistemas de puntos de primer género, la nociéon de
conjunto derivado, desarrollado hasta ahora, es suficiente para caracterizarlos
completamente, pero no es asi para los de segundo género.
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Si tenemos un conjunto P de segundo género, su primer derivado PM) se
compondré de dos conjuntos () y R, esencialmente distintos, de tal manera
que PY = (Q, R) donde @Q se compone de los puntos de PV que desaparecen
mientras la sucesién P, P2 PG avanza y R son los que se conservan
en la misma sucesién; o sea:

R= PV, pe p& ).

Con estos términos Cantor designa con el sfmbolo® P®) al conjunto R for-
mado de esta manera y lo llama conjunto derivado de orden w ; también
con P« al derivado de P“ y asf sucesivamente llega a P“+™ pero a su
vez P también tendrd un derivado de orden w que denota como P*%); y
asi sique mas lejos y forma el conjunto:

D(PW, pR) pBe) )

. 2 . . . s
que se designara con P“"). Continuando con estas operaciones y combindn-
dolas con las anteriores, llega a considerar el conjunto:

P =(pw, pe) pe ),

Y obtiene la nocién de los sistemas derivados de orden superiores:

w

pl) pls) pltm) ) ete.

pem) pe’) pl

Y

De esta manera, Cantor presenta la continuacién transfinita de enteros, con
lo cual P =0 si y solo si P es de primer género y por consiguiente, estos
conjuntos quedan completamente caracterizados por esta ecuacion.

Termina esbozando un ejemplo de un conjunto P de tal manera que P«
esté compuesto de un solo punto p predeterminado. Con esto, aparte de dar
sentido a su paso al transfinito, resuelve negativamente a la cuestién de que
si para un conjunto de puntos de segundo género siempre debe existir un
intervalo, el cual sea denso en todas partes (Cantor 1932, p. 148). Ademas,
menciona que todos estos sistemas pertenecen a la primera clase.

(2) en vez de

8En el original Cantor utiliza el simbolo oo en vez de w, por ejemplo P
P(%)  aparece en trabajos posteriores (en el V de esta serie), al parecer, para evitar
la ambigiiedad. También noétese que 2w y demdas superindices que usan w atin son solo

simbolos para el orden de cierto derivado.

61



Entonces la continuacién transfinita surge gracias al estudio de los conjuntos
derivados que, segin su especie, necesita de ir mas alla de w para manejar los
conjuntos de segundo género, por lo que este simbolo surge como el primer
indice transfinito de la serie de derivaciones de un conjunto dado.

En la seccién 11T abunda un poco mas sobre dos nociones que, aparte de apli-
caciones que la primera pueda tener en el analisis de funciones, sirven en ese
momento de fundamento para esta Teoria de conjuntos lineales. Las nociones
son las de conjunto derivado que, a su vez, depende de la de punto limite
y la de potencia, que tienen como casos particulares los nimeros enteros; y
no se restringe necesariamente a los conjuntos de puntos lineales, sino mas
en general a cualquier conjunto bien definido que en términos de Cantor lo
expresa asi:

Digo que un conjunto de elementos pertenecientes a una esfera
abstracta cualquiera, esta bien definido cuando, como consecuen-
cia del principio légico del tercero excluido, se le puede con-
siderar determinado de tal manera que 1°) siendo elegido un
objeto cualquiera perteneciente a esta esfera abstracta, se pue-
da considerar como intrinsecamente determinado si pertenece o
no al sistema en cuestién; y que 2°) estando dados dos objetos
pertenecientes al conjunto se pueda considerar como intrinseca-
mente determinado si son iguales o no, a pesar de las diferencias
que puedan presentarse en la manera como estédn dados. (Cantor,
1879/82, p. 45).

Recordando sus resultados de 1874 encuentra que con la nociéon de potencia,
varias ramas de la matematica encontraran una medida comin y después
de presentar varios resultados sobre potencias, termina el articulo argumen-
tando que sus teoremas, o esta Teoria de conjuntos, sirve como base para
las explicaciones del mundo fisico real, ya que este es, en general, consider-
ado como un continuo de tres dimensiones, aunque estas consideraciones las
expresa como una suposicion.

En la seccién nimero IV, enuncia y demuestra varios teoremas relacionados
con sus resultados anteriores; por ejemplo, demuestra que si el primer deriva-
do de un conjunto P es numerable, entonces el mismo P es numerable, o que
si P es de segundo género en el que P® es numerable, siendo « cualquiera de
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los simbolos del infimo introducidos en I, entonces P también es numerable,
entre otros resultados.

La seccién V de esta serie es considerado como el texto filoséfico mas importe
que nos ha dejado Cantor, es sus Fundamentos para una Teoria General
de Conjuntos; una investigacion matemdtico-filoséfica® de 1883, el cual fue
publicado por separado!® bajo ese nombre debido a que, segin Cantor, es de
cardcter fundamental y representa la madurez y autonomia de la Teoria de
conjuntos transfinitos. Comienza ese trabajo diciendo:

La precedente exposiciéon de mis investigaciones en la teoria de
conjuntos ha llegado a un punto en el que su continuacién depende
de una extensién del verdadero concepto de niimero mas alla de
los limites conocidos (Cantor, 1883b, p. 85).

Sin esa extension, que es ir mas alla del infinito, dice Cantor, no podria dar
ni un paso mas con naturalidad en su Teoria de conjuntos y esto lo usa como
justificacién para la introduccion de ideas aparentemente extranas en sus
consideraciones. Trata de dar el paso de su misma concepcion precedente en
la que llama o concibe a “los siguientes infinitos” solo como “simbolos de
infinitud definidos” hacia concebirlos como verdaderos “ntimeros infinitos”.

Distingue entre dos tipos de infinito que igualmente se presentan en la mate-
mética: 1) el infinito impropio, que aparece como algo finito variable, por
ejemplo una cantidad que, o bien crece méas alla de todo limite, o bien se
hace tan pequena como se desee; y 2) el infinito propio, dado como un infinito
completamente determinado, ejemplo de este es un tinico punto situado en
el infinito del plano empleado en el andlisis de funciones complejas.

Los verdaderos nimeros infinitos que definird posteriormente, dice que no
tienen nada que ver con la primer forma del infinito; mas bien poseen el
caracter de determinacion que encontramos en el punto en el infinito del
plano complejo, aunque difieren de este en el sentido que se podra manjar

9Contenido en (Cantor 1932, pp. 165-209), nosotros usaremos la traduccién de Ferreirés
y Emilio Gémez en (Cantor, 2006), a la hora de citar solo los Fundamentos de Cantor, o
sea el nimero V de la serie Sobre los Conjuntos Lineales De Puntos, aparecerd (Cantor,
1883b).

10Tendria que haber apercibo primero en Mathematische Annalen como continuacién
de la serie pero se edito por separado en Leipzig.
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no solo uno, sino una sucesion infinita y determinada de nuevos nimeros
infinitos, los cuales podran ser claramente diferenciados unos de los otros;
tienen pues, la forma del infinito propio.

Estos verdaderos niimeros infinitos se definiran a partir de tres principios de
generacién que, en términos modernos y a groso modo, son: 1) la generacién
del ordinal sucesor a+1 dado «; 2) la generacién del ordinal limite o dada
una sucesion sin méaximo, el cual serd mayor a toda la sucesion; y 3) la
formaciéon de la sequnda clase numérica como la totalidad de los ordinales
« formados con los dos principios anteriores de manera que la potencia de
sus predecesores sea igual a la primera clase numérica, la totalidad de los
numeros finitos. Estos principios se exponen mas adelante con terminologia
de Cantor; pero antes, siguiendo el orden se su trabajo, damos los elementos
necesarios para seguir sus argumentos filoséficos a favor de la introduccion
de estos nuevos conceptos mas alla de lo infinito.

Uno de los primeros elementos que da, es el concepto de enumeracion para
los conjuntos bien ordenados, a los que define de la siguiente manera:

Entendemos por conjunto bien ordenado todo conjunto bien defini-
do en el cual los elementos estan enlazados unos con otros por
medio de una secesion determinada, segin la cual exista un primer
elemento del conjunto, y a cada uno de los elementos (supuesto
que no sea el ultimo de la sucesion) le seguira otro elemento deter-
minado, e igualmente todo subconjunto arbitrario de elementos,
finito o infinito, le corresponda un elemento determinado que es
el inmediato sucesor a todos ellos en la sucesién (a menos que no
haya absolutamente ninguno en la sucesién que los siga a todos
ellos)!! (Cantor, 1883b, p. 89).

" Cantor en una carta a Dedekind da la siguiente definicién equivalente:

Un conjunto [multiplicidad] es bien ordenado si satisface la condicién de que
cada una de las partes de él tiene un primer elemento. (Cantor 1932, p. 444;
o en Apéndice C.1).

Estas dos definiciones son equivalentes si se admite al dicho conjunto M # &. Puede
que Cantor haya omitido esta restriccién ya al @ no lo considera tal como conjunto. Una
demostracién de esta equivalencia se encuentra en (Torretti 1998, pp. 456-460). Asi mismo,
Cantor dard otras definiciones, naturalmente equivalentes en sus trabajos de 1895/97, més
adelante las presentamos.
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Después de presentar su definicién de isomorfismo que caracteriza la igualdad
entre enumeraciones, designa con « a un niamero de su sistema extendido, a
una dicha enumeracién comin a varios conjuntos. Con esto menciona que la
diferencia sustancial entre los conjuntos finitos e infinitos es que el enume-
rador de los primeros es siempre el mismo, mientras que en los segundos no
necesariamente.

En otro sentido, entre la potencia, que es independiente de la ordenacién,
y la enumeracion hay una conexién de estos dos conceptos; por ejemplo:
si tomamos un conjunto con la primer potencia que es la de la primer clase
numérica, entonces siempre cualquier enumeracion que tenga, sera un nimero
de la segunda clase numérica y nunca de otra; pero también, si tenemos un
conjunto de esa misma potencia, puede dédrsele una sucesién [ordenacién] de
sus elementos de manera que le corresponda un nimero de la segunda clase
arbitrariamente elegido. Y asi mismo para conjuntos de clases superiores.

Este concepto, el de conjunto bien ordenado, resulta ser fundamental para la
Teoria de conjuntos de Cantor ya que, incluso, llega a postular como ley del
pensamiento de validez general la siguiente proposicion:

Siempre es posible poner cualquier conjunto bien definido en la
forma de un conjunto bien ordenado'?(Cantor, 1883b, p. 91).

Limitandose a este concepto y su respectiva ley, las operaciones con los en-
teros, finitas o infinitos, resultan de manera natural. Si M y M; conjuntos
bien ordenados con « y [ sus respectivos enumeradores entonces M + M,
(la unién disjunta) es un conjunto que también puede ser bien ordenado,
poniendo primero a los elementos M y a continuacion de €l los de My, a este
enumerador lo llama la suma de o y 3 denotada por a+ 3. Ahora, si se toma
una sucesién con enumeracion 3 de varios conjuntos semejantes e igualmente
ordenados con una enumeracion «, entonces también de obtiene un conjunto

12Fsta frase que es la formulacién de Cantor del Teorema del buen orden; en un inicio,
él mismo la considera como “ley del pensamiento”, anos mas tarde se planteé demostrarlo.
En una carta a Dedekind en 1899 presenté una “demostracién” de dicha proposicién pero
no del todo satisfactoria (ver Apéndice C.1 ). Como se sabe, este teorema fue demostrado
anos més tarde por Ernst Zermelo (1871-1953) con base en el Axioma de eleccién.
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bien ordenado de manera que proporciona la definicién de a3'® donde a 3
lo llama el multiplicador y a « el multiplicando. De estas operacion resalta
que, en general, no son conmutativas pero si asociativas.

Después procede a la argumentacion, ya en un sentido mas filoséfico, sobre
la introduccién de sus nuevas concepciones acerca del infinito. Por ejemplo,
el pensamiento de Aristételes, retomado en la Edad media, daba por sentado
que no existe un infinito en acto, a lo que Cantor dice, que esa aseveracion
se debe a la presuposicién de que solo existia ntimeros finitos pero, como
él ha mostrado, se pueden hacer enumeraciones tanto para conjuntos finitos
como infinitos, dada de antemano la ley que los convierta en conjuntos bien
ordenados. Que, sin tal sucesién (ordenamiento) conforme a la ley, no pueda
ser enumerado, estd en la naturaleza misma del concepto de contar. Un con-
junto finito puede ser contado sélo si estan en una sucesion determinada los
elementos enumerados, pero es aqui, siguiendo a Cantor, donde encontramos
una propiedad particular de los conjuntos finitos que, a saber, el resultado
de contar -la enumeracion- es independiente de la ordenacién, mientras que
para los conjuntos infinitos esta independencia no se da necesariamente; la
enumeracién de un conjunto infinito es un entero infinito codeterminado por
la ley segun la cual se cuenta. Es aqui pues, donde radica la diferencia en-
tre lo infinito y lo finito, diferencia que esta fundada, como él dice, en la
naturaleza misma y, por tanto, nunca sera abolida. O sea, de esta diferencia
bien fundada, no se debe implicar la inexistencia del infinito, mientras que
se mantiene la existencia de lo finito. Si no existe lo uno, no existe el lo otro.
(Cantor, 1883b, pp. 96-97).

Cantor menciona que otro de los argumentos de Aristételes, referente a la
realidad del infinito en acto es, que si este existiera absorberia lo finito y lo
destruiria (Cantor, 1883b, pdg. 97) a lo que Cantor contesta que efectiva-
mente es asi pero no es en todo caso, si a un infinito se le agrega, después de
este, un finito, este ultimo no sufre cancelaciéon alguna, antes bien el infini-
to es modificado; pero si hacemos la operacién en sentido contrario, poner
primero el finito y después el infinito efectivamente el primero es cancelado'®.

I3Esta notacién para el producto, distinta a la actual, Cantor la cambia (Cantor,
1895/97, p. 26) supuestamente para guardar analogia con la operacién suma; con esta
notacién w-2 = w, pero con la actual w-2 = w+w # w. Tratando de ser fieles a los escritos
originales, seguiremos usando la primera notacién en lo que resta de esta seccion.

14M4s adelante Cantor da el ejemplo con simbolismo:
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Lo que Cantor afirma y cree haber demostrado, es que detras de lo finito hay
un transfinito, que es:

una jerarquia ilimitada de modos determinados que segin su na-
turaleza no son finitos sino infinitos, pero que, igual que lo finito,
pueden ser determinados por nuimeros bien definidos y distin-
guibles entre si (Cantor, 1883b, p. 99).

Esta convencido de que el dominio de las cantidades definibles no se agota en
las finitas; los limites de nuestro conocimiento, en tanto a estas cantidades,
pueden ser extendidos sin violencia a nuestra naturaleza. Propone en lugar
de la aseveracion aristotélica sobre la inexistencia del infinito que “todas las
cosas, ya finitas ya infinitas, son definidas y, exceptuando a Dios, pueden ser
determinadas por el intelecto”.

Agrega con esto otra de las razones por la cuales se niegan al infinito propio,
esta es: si se da por sentado que el entendimiento humano es finito entonces
solo pueden ser pensados niimeros finitos. Pero si se mostrara, como él ya lo
hizo, que la mente humana puede concebir niimeros transfinitos, entonces el
concepto de entendimiento finito debe: o no concluir la limitacion humana
a los nimeros infinitos; o bien, debe concedérsele al entendimiento humano
el predicado infinito en ciertos respectos. Esta ltima posibilidad es la que
Cantor cree como unico procedimiento correcto (Cantor, 1883b, p. 100).

En otro sentido, los argumentos para la inexistencia de los infinitos de Cantor
consiste en que las caracteristicas mutuamente excluyentes con que cuentan
los nimeros tradicionales, deberian de tener también esta relacién en los
nuevos numeros. Pero aqui el paralogismo, segin Cantor, consiste en que
toda generalizacion o extension de un concepto, como sus nuevos nimeros,
va ligada al abandono de particularidades e incluso no pueden ser pensadas
sin este abandono. O sea, si dos caracteristicas mutuamente excluyentes, ser
par o impar, se dan juntas en un objeto, se sigue que este es inexistente,
pero estas caracteristicas se pueden dar juntas sin contradiccién o ni siquiera

Si w es el primer nimero de la segunda clase numérica, entonces 1 + w = w,
pero w+ 1 = (w+ 1), donde (w + 1) es un nimero enteramente distinto de
w (Cantor, 1883b, p. 100).
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darse en alguna cierta manera, w es par (w = w-2), es impar (w=1+w - 2)
o ninguna, ya que no existe a tal que w esté en la forma 2- a0 2-a + 1.

Otra parte de este mismo titulo, y muy relevante en sentido filosoéfico, es la §8
en la que comienza distinguiendo dos sentidos en los cuales podemos hablar
de la realidad o existencia de los niimeros, sean finitos o infinitos, por un lado
dice:

podemos considerar a los niimeros como existentes en tanto que,
al ocupar un lugar completamente determinado en nuestro en-
tendimiento, en virtud de las definiciones, quedan perfectamente
diferenciados de todos lo demaés elementos de nuestro pensamien-
to, guardan con ellos relaciones determinadas y pueden, por con-
siguiente, modificar la sustancia de nuestra mente'® de una forma
determinada (Cantor, 1883b, p. 105).

Cantor llama a esta clase de realidad como realidad inmanente o intrasubjeti-
va, pero por otro lado también se les puede atribuir una realidad transubjetiva
o transiente cuando:

en tanto que deben ser tenidos por expresiones o representaciones
de eventos y relaciones del mundo exterior que se contrapone al
intelecto (Cantor, 1883b, p. 105).

Para Cantor estas dos realidades, en un caracter mas personal, se dan siem-
pre juntas y, con esta conexion, deriva la importante consecuencia de que la
matematica, para su desarrollo, solo debe considerar unica y exclusivamente
la realidad inmanente de sus conceptos, no tiene pues ninguna obligacién de
comprobar su realidad transiente (Cantor, 1883b, p. 106). De esta manera,
siguiendo la parafrasis, la matemaética es libre en su desarrollo, pero claro, sus
conceptos tienen que ser consistentes consigo mismos y estar en relaciones
fijas y determinadas, mediante definiciones, con los conceptos precedentes y
ya acreditados. El proceso para la formacion de conceptos, descrito en uno
de sus notas, es: se pone un objeto en un principio carente de propiedades,

I5E] término original es Geistes, aqui Ferreirés y Gémez lo traducen como mente; pero
en la traduccién de J. Bares y J. Climent (Cantor, 1883a) y en (Torretti 1998, p. 58)
aparece como espiritu.
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que puede ser solo un nombre o un signo A, al que se le asignan de manera
ordenada ciertos predicados cuyo significado se puede conocer en base a ideas
ya disponibles y no pueden contradecirse entre si; para que asi, queden de-
terminadas las relaciones de A con los conceptos ya disponibles. Terminando
este proceso, segin Cantor, se dan todas las condiciones para despertar el
concepto A, que domina en nuestro interior, y éste accede listo a la existen-
cia, dotado la realidad intrasubjetiva, tinica que debe exigirse siempre a los
conceptos (Cantor, 1883b, p. 141 y 142).

Esta libertad para la formacién de conceptos, que naturalmente puede apli-
carse a sus nuevos numeros, lleva en si misma un correctivo necesario el cual
consiste en que si es estéril o inconveniente, en lo posterior se abandonara.
En este sentido, terminamos esta parte sobre su filosofia con su reconocida
cita: “la esencia de la matemdtica radica precisamente en su libertad”.

Mostraremos ahora como se dan las definiciones de los nuevos niimeros y de
manera mas detallada como surgen, lo que llama clases numéricas y esto,
como se menciona en un principio, depende de tres principios generadores.

Primero, la sucesién (I) de los nimeros enteros positivos 1,2,3, ..., v,
tiene como principio de formacién, la repetida posicion y uniéon de unidades
que se consideran como iguales. Esta operacion también tiene su papel en la
generacién de los nimeros enteros superiores (ordinales transfinitos), dando
asi el primer principio de generacién:

PG1: Agregar una unidad a un nimero ya formado y disponible.'¢

La clase (I) asi formada es infinita y dentro de ella no hay uno que sea mayor
a todos pero, no hay nada objetable en concebir un nuevo ntimero w que
seré expresion de que la coleccion (I) estd dada de forma completa conforme
a su sucesion, también se puede ver a w como el primer nimero entero que
sigue a todos los v. Con esto después se puede aplicar PG1 para dar la
sucesion.

w+lw+2,.. ., w+v,...;

la cual no tiene, en ella misma, un mayor niimero, por lo que se concebira uno
nuevo llamado 2w que, de la misma manera, serd el primero que siga a los

6Cantor, 1883b, p. 123.
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anteriores v y w+v. Para la generacion de w y 2w se usa una “funcién logica”,
distinta a PG1 y ejemplifican el segundo principio de generacion:

PG2: Dada una determinada sucesion de verdaderos numeros
enteros definidos, entre los cuales no hay uno que sea el mayor de
ellos, en virtud de este segundo principio de generacién se crea un
nuevo nimero que se concibe como el limite de aquellos niimeros;
esto es, se define como el niimero inmediatamente mayor a todos
ellos.”

Combinado los dos principios se obtienen las siguientes continuaciones:
202w+ 1,... 2w+v,...;
3w, 3w+ 1,....3w+v,...;

pw, pw + 1,00 pw v

De la misma manera, todos los niimeros pw + v, sin ninguno de ellos como
el mayor, por PG2 se les puede introducir un sucesor inmediato denotado
por w? y siguiendo asi, con estos dos principios se pueden generar los nuevos
nimeros que oportunamente se designaran con:

Entonces PG1 y PG2 son los que nos capacitan para traspasar cualquier
frontera en la formacion de verdaderos niimeros enteros, y a estos agrega un
tercer principio llamado de limitacion o restriccion, que lo usa, en un inicio,
solo para la restriccién de los nimeros de la clase numérica (II), en virtud
del concepto de potencia:

PG3: Definimos la segunda clase numérica (II) como la coleccion
de los numeros o que se pueden construir con la ayuda de los dos

17Cantor, 1883b, p. 124.
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principios de generacion y que se suceden en sucesion determina-
da:

1

w,w+ 1wt ettt L w W
la cual esta sometida a la condicion de que todos los nimeros que
preceden al niumero «, de 1 en adelante, forman un conjunto de
la potencia de la clase numérica (I).'8

Después, en este mismo articulo, Cantor aborda varios teoremas con la ter-
minologia introducida en las secciones precedentes, como por ejemplo, que
su nueva clase numérica (II) tiene potencia distinta a la de (I). Concluye el
trabajo con un esbozo de las leyes algebraicas de sus nuevos niimeros pero en
cierta manera con base en la intuicion y anuncia que en un trabajo posterior
hara una exposicion mas detallada, la cual tardaria méas de diez anos para ser
publicada y reconocida; se llama “Contribuciones a la Fundamentacion de la
Teoria de los Conjuntos Transfinitos”'?, de 1895 y 1897 que, segtin Ferreirds,
constituyen el testamento cientifico de Cantor. En este trabajo basamos la
exposicion sobre la Aritmética transfinita, pero antes esbozamos el articulo
donde presenta lo que ahora conocemos como Teorema de Cantor, debido a
la relevancia que tendra en el capitulo siguiente.

18Cantor, 1883b, p. 126.
19 Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. Se encuentra en (Cantor 1932,
pp. 282-351).
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3.1.4. Teorema de Cantor y la Aritmética transfinita

Antes de iniciar con la exposicién de la Aritmética transfinita que Cantor
presenta en una forma ma&as acabada en dos articulos, uno de 1895 y otro
de 1897, esbozamos su articulo de 1890/91 en el que demuestra el famoso
teorema que ahora lleva su nombre?’. Las razones son, como veremos en
secciones posteriores, que con este teorema se relacionan dos de las paradojas
que se le imputan a la Teoria de conjuntos.

En este trabajo, Cantor comienza con otra demostracion de que los reales no
son numerables, el cual lo considera como un conjunto M cuyos elementos
son de la forma:

E:<LU1,.§L’2,...,$V,...>,

Pidiendo ser cada uno de los x1,xs,...,x,,... solo entre dos distintos simbo-
los m o w por ejemplo, E' = (m,w, m,w,m,m,...) tiene la forma de un
elemento de M.

Después, supone que si todos lo elementos de M se pudieran poner como una
sucesion Fy, Fs, ..., FE,, ... cuyos indices son los naturales, entonces siempre
existe un elemento Fy de M que no esta en dicha sucesién . Para esto, suponga
la sucesion dada como:

E, = (a1,1,a1,27 sy A1y, - )
E2 = (CLQJ,O,Q’Q, ey A2y, . )
E,=(au1,0u2, - 0pup,,---)

Donde todos los a,, son un determinado m o w. Con esto £, queda deter-
minado como la sucesién by, by, ..., b,,... donde cada b, = m sia,, =wy
b, = w si a,,, = m. De aqui sigue que si Fy = £, para un determinado p en-
tonces, b, = a,, para todo v y en particular b, = a, , que, por definicién no

20Este muy importante resultado no aparece en la obra magna de 1895 y 1897; al parecer
Cantor no lo considera como un teorema elemental de la Teoria de conjuntos ya que él
probablemente considera a un conjunto de funciones como algo distinto de, supongamos,
un conjunto de ntimeros (Ferreirés 2000, p. 56)
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esta en Fy. El razomiento anterior se puede clarificar con el siguiente ejemplo
de sucesiéon de elemento de M:

1 2 3 vo...
Ei=(m,m,m, ...,m,...)
Ey= (w, w,m, ..., w, ...)
Es=(w,m,m,....m,...)
E,=(m,w,m, ...,w,...)

Siendo este el caso, Ej se define como sigue:

Eo = (b1,bs,...,b,,...) = (w,m,w,...,m,...)

Entonces si, Fy fuera, por ejemplo igual a Fj3, se tendria necesariamente que,
como w = bz = ag3 = m, una contradiccién y as{ mismo para todo f.

Finalmente tenemos que M no puede escribirse como una sucesion Eq, Es, . . .,
E,, ..., ya que de lo contrario Ejy perteneceria y no a M.

Después pasa a la generalizacién de dicho resultado; o sea que, para un con-
junto bien definido L se puede construir otro M de tal manera que tenga
potencia superior.

Para demostrar este resultado, toma como ejemplo a L. como el conjunto
todos los reales z > 0y < 1y llama M al conjunto de todas la funciones f(x)
sobre dicho intervalo cuyos valores solo pueden ser 0 o 1. Primero demuestra
que M no tiene potencia inferior a la de L, dando un subconjunto de M
determinado por todas las funciones que tienen el valor de 1 para un tnico
valor xy y 0 para todos los demas x del intervalo.

Después demuestra que M no puede tener potencia igual a la de L ya que,
si esto pasa, se puede pensar a M como una funcién de dos variables ¢(z, 2)
de manera que para cada z de L se obtiene un elemento f(z) = ¢(z, 2) v,
reciprocamente, cada elemento de M se puede obtener a partir de ¢(x, z) con
una tnica determinacion de z. Pero esto, argumenta Cantor, conducird a una
contradiccién ya que si tomamos a g(x) como una funcién que toma los valores
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de 0 0 1 de modo que para todo x es diferente de p(z,z)?' . Por una lado
g(x) esté claramente en M, pero por otro, no puede ser obtenida a partir de
¢(x, z) sea cual sea el valor prefijado z pues se tendréa que (2o, 20) # 9(20);
de este modo demuestra que la potencia de M es superior a la de L.

Concluye este trabajo diciendo:

Las “potencias” constituyen la tinica y necesaria generalizacién
de los “ntimeros cardinales” finitos; no son otra cosa que nimeros
cardinales infinitamente grandes actuales, y tienen la misma reali-
dad y la misma determinaciéon que los cardinales finitos; difieren
de éstos por el hecho de que las reglas de su “aritmética” se
distancian parcialmente de las que se usan en el dominio de lo
finito.?2

Con esta expectativa se dedica a la exploracién de la aritmética de cardinales
infinitos en sus trabajos de 1895 y 1897. Aqui se dan sélo las principales
definiciones y resultados.

Comienza definiendo “conjunto” como toda agrupaciéon M en un todo de
objetos determinados y bien definidos m de nuestra intuiciéon y nuestro pen-
samiento® para, después de abordar los conceptos de unidn (disjunta) y de
parte o subconjunto, dar la siguiente definicién de los cardinales:

Llamamos “potencia™ o “numero cardinal” de M al concepto gen-
eral, que con la ayuda de nuestra capacidad activa del pensamien-
to surge del conjunto M, al hacer abstraccion de las caracteristicas
de sus diferentes elementos m vy del orden en que se dan.?*

210 sea, g : [0,1] — 2 dada por:

g(x)_{ 1 si p(a,2) =0

0 sip(r,z)=1.

22Cantor, 1890/91, p. 3.

23Posteriormente agregard la condicién de que dicha agrupacién sea disponible o con-
sistente, o sea, no contradictoria (ver Apéndice C).

24 Cantor, 1895/97, p. 3.
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Denota con M a dichos ntiimeros que, a su vez, son conjuntos compuestos
solo de unidades; ademas, si dos conjuntos son equivalentes, escribe M a N,
con lo que da un criterio necesario e infalible para la igualdad de nimeros
cardinales; es decir:

=

MNNsiysolosiﬁ:

Ahora, si para dos conjuntos denotamos a = M yb= N se puede determinar
una relacion de orden para los cardinales a y b de tal manera que si cumplen
que:

1) No hay ninguna parte de M que sea equivalente a N,

2) Hay una parte de Ny de N, tal que Ny ~ M,

se puede expresar a esa relacion diciendo que a es menor que b, a < b. Y
menciona, que las relaciones a = b, a < b y a > b no se dan simultanea-
mente; y deja para otro momento la demostracién de que entre dos niimeros
cardinales a y b cualesquiera deba realizarse alguna de estas tres relaciones.?

Continuando con la notacién introducida por Cantor, con unién (M, N) de
dos conjuntos (disjuntos) se define la suma de cardinales como el nimero

cardinal de dicha unién que solo depende de los respectivos a = M yb=N;
0 sea:

a+b=(MN).

En tanto a la multiplicacién, si cada m, un elemento de M, puede enlazarse
(componerse) con cada elemento n de N, de manera que formen un nuevo
elemento (m,n) y obtener asi el “conjunto de composiciones de M y N”
denotado por (M - N). Como de la misma manera el nimero cardinal de
dicho conjunto solo depende de los respectivos cardinales a y b, definimos la
multiplicacion de estos como:

a-b=(M-N).

Z5Cantor no lo demuestra. Ahora se sabe que esta proposicién (en términos modernos)
no se puede demostrar sin el Axioma de eleccién.
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Estas operaciones de potencias asi definidas cumplen con las leyes conmuta-
tiva, asociativa y distributiva.

Para la exponenciacion de cardinales introduce lo que llama “recubrimiento
del conjunto N con M ” entendido como una ley por la cual, en cada caso, un
determinado elemento de M esta asociado con cada elemento n de NV, donde
uno y el mismo elemento de M puede ser usado repetidamente, denotado por
f(N). También dice que dos recubrimientos, fi(N) y fo(N) son iguales, si
para f;(n), el elememento de M asociado a n de N, se da que fi(n) = fa(n);
y diferentes en caso de que difieran en algin n.

Ahora, a la totalidad de los recubrimientos de N con M, o sea, el conjunto
con elementos f(V), lo denota como (N|M) y con el nimero cardinal de este
conjunto, que depende solo de los a = M y b = N, define la potencia de
cardinales como:

a® = (M|N).

Sobre estos principios fundamenta la teoria de los niimeros naturales finitos
que, posteriormente, se extenderan a los niimeros naturales transfinitos.

Primero, si a una sola cosa ey la concebimos en conjunto Fj que lo contiene,
le corresponde el ntimero cardinal que llamamos uno, y lo denotamos 1 = Ey,
ahora si unimos a Fj con otra cosa e; formamos el conjunto £, de manera
que:

El = (E0,61) = (60,61),

de la misma manera el nimero cardinal de E; es el dos y escribimos 2 = Fj,
y asi sucesivamente hacemos

By = (E17€2)7E3 = (E2,€3)7 ce

esta sucesién nos proporcionan los niimeros cardinales finitos que, en general,
se denotaran:

V= Ez/—l

Cantor continta con la presentacién de varios resultados como por ejemplo:

Si K es un conjunto cualquiera de diferentes nimeros cardinales
finitos, hay entre ellos un k1, que es menor que los demas, y que
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por lo tanto es el minimo de todos.?¢

Este resultado es la caracteristica esencial de los conjuntos bien ordenados
que veremos mas adelante. Si denotamos como {v} al conjunto de la totalidad
de los nuimeros finitos definidos anteriormente, el cardinal de dicho conjun-
to nos ofrece el minimo numero cardinal transfinito llamado “Aleph-cero”
quedando definido como:

No = {v}

Este primer nimero cardinal que, siguiendo a Cantor, tiene la propiedad de
ser mayor a cualquiera de los cardinales finitos ya definidos, y ser el minimo
de los niimeros cardinales transfinitos, entendidos estos tultimos como aquellos
diferentes de los finitos.

Después de introducir a Ry y deducir algunos resultados inmediatos, se pre-
gunta por los cardinales superiores a este, sobre los que asevera: pueden or-
denarse seguin su magnitud y en esta ordenacion forman, como los nimeros
)
finitos, un “conjunto bien ordenado”, aunque en un sentido mas amplio de
las palabra®” (Cantor, 1895/97, p. 19). De N se sigue, mediante una ley de-
terminada®, el ntimero cardinal siguiente mayor N; y asi sucesivamente se
tendrd la secesion:

No, Ry, No, ., Ny,

la cual no agota el concepto de cardinal, con lo que se puede continuar hasta
obtener N, el siguiente mayor a todos los N,, y de este procede N, .1, y

26Cantor, 1895/97, p. 15.

2TNo estd muy claro si Cantor en este punto considera como uno de sus conjuntos a
la totalidad de los numeros cardinales, o si ya desde este momento no lo concibe como
disponible, pudiendo ser este el “sentido mas amplio” al que se refiere. Cabe decir también
que en correspondencia con Hilbert en 1897, Cantor enuncia el siguiente teorema:

La totalidad de los alefs no puede ser concebida como un conjunto determi-
nado y a la vez disponible (Cantor 2006, p. 253).

También a dicha totalidad se le suele relacionar con la Paradoja de Cantor.

28Ge entiende que a las leyes y el modo al que se refiere a los principios de generacién
expuestos en la parte V de sus “Fundamentos para una teoria general de conjuntos” de
1883.
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asi sucesivamente, sin fin. En general, para cada cardinal transfinito a hay
un nimero siguiente mayor procedente de ¢él, segin una ley unitaria; y tam-
bién para cada conjunto creciente bien ordenado {a} de nimeros cardinales
transfinitos a, hay uno siguiente mayor procedente de ése conjunto de modo
unitario (Cantor, 1895/97, p. 19).

3.1.4.1. Tipos de orden (Ordinales)

Denomina a un conjunto M como simplemente ordenado?®® al que; 1) en cada
par de elementos suyos my y ms, uno toma el rango de inferior y otro el de
superior; y 2) de tres lamentos my, mg y mg, uno de ellos m; es inferior a
me, v éste inferior a mg, entonces my es inferior a mg. Si M es un conjunto
ordenado, le corresponde un determinado tipo de orden que se denota con M
entendido como el concepto general que se obtiene de M, cuando hacemos
abstraccion de las propiedades de los elementos m [de M], conservando la
jerarquia [el orden] entre ellos. (Cantor, 1895/97, p. 21). M es él mismo un
conjunto cuyos elementos son puras unidades que guardan el mismo orden
que los elementos contenidos en M. Llama semejantes a un par de conjuntos
M y N, si se pueden poner en correspondencia reciproca y univocamente,
de tal manera que el orden se mantenga; y llama a esta correspondencia una
aplicacion®. A la relacién asi descrita la denota por:

M~N

y asi define la igualdad entre tipos de orden como:
M ~ N siy sélosi M =N

Hace notar también que si M = N implica que M = N, aunque el in-
verso no necesariamente se tiene ya que, naturalmente, para conjuntos con
nimero cardinal finito, sus tipos de orden son siempre semejantes; pero con
los niimeros cardinales transfinitos no sucede lo mismo. Para uno de ellos

Lo que vendria siendo un orden total o lineal. En lo que sigue, por simplicidad y
al igual que Cantor, diremos solo conjunto ordenado cuando refiramos a un conjunto
simplemente ordenado.

30Un isomorfismo pues.
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puede existir méas de un tipo de orden transfinito que en su totalidad con-
stituyen, segun Cantor, una “clase de tipos” especial. En este sentido, una
de estas clases de tipos esta determinada por el cardinal transfinito a que es
comun en todos los tipos que pertenecen a la clase y denomina a esta clase
de tipos por [a].

Adelanta que, asi como los tipos de orden finitos, los tipos de orden de los con-
juntos bien ordenados, que mas adelante llamara “numeros ordinales trans-
finitos”, son tales que admiten una tnica aplicacion sobre si mismo.

Notemos que los conceptos relacionados con los tipos de orden son hasta aho-
ra aplicados en general para conjuntos simplemente ordenados (totalmente
ordenados), las operaciones con conjuntos bien ordenados expuestas anteri-
ormente, se retomaran en términos de nuevas definiciones.

La definicién de la suma y el producto de tipos de orden, como ya se men-
ciond, viene de concebir a la unién (M, N) de dos conjuntos ordenados M y
N, como un conjunto ordenado de tal manera que si dos elementos pertenecen
solo a M o solo a N, heredan el respectivo orden; y si no, los elementos de
M son siempre inferiores a los de N. Destaca que dicho tipo de orden solo
depende de M = o yN = 3, con lo que define:

a+pf=(M,N)

como la suma de « el sumando y 3 el sumador.

Para el producto forma otro conjunto S a partir de los mismo M y N,
sustituyendo en IV a cada uno de sus elemento n por un conjunto ordenado
M, donde M = a = M,,. El orden del conjunto S = (M, lo establece como:

1) Si dos elementos de S perecen a un mismo M,,, estos mantienen en S el
mismo orden que en M,,.
2) Cada par de elementos de S que pertenecen a dos distintos M, y M,,

mantienen en S el mismo orden que n; y no mantiene en N.

Con este tipo de orden de S, que depende solo de a y 3, se define:
a-B=25
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como el producto de a el multiplicando y 3 el multiplicador.3!

En general, las operaciones hasta ahora definidas son para tipos de orden de
conjuntos simplemente ordenados, enseguida Cantor aplica estas a tipos de
orden de conjuntos bien ordenados.

A los tipos de orden de conjuntos bien ordenados los denomina como “nimeros
ordinales” y a un conjunto bien ordenado lo define, de manera equivalente a
la ya presentada: Si F' es un conjunto ordenado, de manera que sus elementos
f desde un minimo f; en adelante ascienden en una sucesion determinada,
de tal modo que se cumplan las siguientes condiciones:

1) Hay en F el elemento fi minimo segun el rango [orden]

2) Si F' es un subconjunto cualquiera de F' y F' posee uno o varios elementos
de rango superior a todos los elementos de F', entonces existe un elemento
f" de F, que sigue inmediatamente a la totalidad de los elementos de F”,
de manera que no se da ningin elemento en F que caiga entre F' y f'
segun el rango.?

Con esta definicion demuestra varios teoremas y prepara el terreno para
trabajar con la aritmética transfinita de ordinales. Comienza definiendo como
seccién (segmento) inicial de un conjunto bien ordenado F' determinado por
f, que no es el minimo de F, como el conjunto A de todos los elementos de F’
que son inferiores a f. Con esto desarrolla una breve teoria del buen orden
en la que por ejemplo, demuestra el siguiente, relevante y conocido teorema:

St F y G son dos conjuntos bien ordenados arbitrarios, entonces
o bien son 1) F y G semejantes entre si, o hay 2) una seccion
determinada By de G, que es semejante a F', o hay 3) una seccion
Ay de F, que es semejante a G: y cada uno de estos tres casos
excluye la posibilidad de los otros dos.>3

Siguiendo a Cantor, los niimeros ordinales son los tipos de orden de los con-
juntos bien ordenados, y a estos tipos particulares de orden por un lado, se

3INote que aqui ya se hace el cambio - o por a - 8 a en la notacién anunciada en la
nota 13.

32Cantor, 1895/97, p. 36.

33Cantor, 1895/97, p. 44.
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les puede proporcionar, gracias a los casos del teorema anterior, la propiedad
de tricotomia; o sea, si tenemos que F' = oy G = f con el caso 1) se da
que a = 3, con 2) a < Sy con 3) a > [y, por otro lado, la transitividad o
sea; dados tres ordinales «, 3, v, si a« < 8y 8 < 7, entonces o < ~. Dichas
propiedades no dependen los conjuntos F'y G sino que solo de sus nimeros
ordinales a y 5. Con esto Cantor hace el siguiente comenterio:

Lo ntimeros ordinales forman por lo tanto, en su ordenacién por
magnitud, un conjunto simplemente ordenado; después se mostrara que
éste es un conjunto bien ordenado.®*

Las operaciones de suma y producto definidas para 6rdenes simples son natu-
ralmente aplicables a los niimeros ordinales, pero el caso de la exponenciacién
implica otros conceptos que mas adelante desarrollaremos, antes de eso des-
cribiremos lo que es el “limite” de una sucesion fundamental de nimeros
ordinales la sequnda clase, que corre sobre indices de la primera clase, para
después dar uno de los resultados sobre la segunda clase numérica y ter-
minaremos esta seccién con la exponenciacion de ordinales.

Cantor remarca que siempre es posible sumar una cantidad [simplemente]
infinita de ordinales, de manera que la suma sea un ntimero ordinal determi-
nado. Por ejemplo si 81, Ba, ..., By, ... es una sucesién arbitraria de ordinales
de manera que G, = f3, entonces se tendréa que:

Bi+Bot-+B,+-=(G,Go,...,G,,..) =G =7

Ahora si tomamos a:

az/:(Gl7G27---7GV):B1+62+"'+By

34Cantor, 1895/97, p. 45. De forma parecida a lo que refiere la nota 27, Cantor nos puede
dar a entender que concebia como uno se sus conjuntos a la totalidad de los numeros
ordinales. En una carta con Dedekind a inicios de agosto de 1899, Cantor enuncia el
siguiente teorema (ver Apéndice C.1):

El sistema {2 de todos los niimeros es una multiplicidad inconsistente, absolu-
tamente infinita. (Cantor 2006, p. 261)

O sea, no puede ser disponible. A dicha totalidad se le suele relacionar con la Paradoja de
Burali-Forti.
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La sucesién de nimeros ordinales oy, s, ..., a,,... con la propiedad de que
a,+1 > ay, la denomina sucesion fundamental de nimeros ordinales, con las
propiedades de que 5 > «,, para cada v y que si 8 < [3 entonces existe un a,,
de tal modo que 3’ < «,,. Ya con esto, 3 es el nimero ordinal inmediatamente
sigutente en magnitud a todos los «,, y lo denomina por eso como el limite
de los «,,, y escribe:
lim a,
14

En este contexto establece que, por un lado, a {v'}, la totalidad de los niimeros
ordinales finitos, como la primer clase numérica y, por otro, a Z(Xy) como la
totalidad {«} de los tipos de orden « de conjuntos bien ordenados de ntimero
cardinal Ng.

Restringiéndose a la segunda clase numérica, Cantor demuestra varios teore-
mas de los cuales enunciamos solo uno de ellos en el que retoma la esencia,
o en cierto modo es la rigorizacion, de los dos principios de generacion de los
numeros transfinitos.

Cada numero o de la sequnda clase numérica es, o bien tal que
se produce a partir de uno inmediatamente menor a_q al anadir
el 1:

a=a_1+1,

0 bien se puede indicar un secesion fundamental {c,} de nimeros
de la primera o la sequnda clase numérica, tal que:

o = lima,
14

Con esto, los nimeros de Z(X;) se obtienen a partir de nimeros menores
de dos diferentes modos, y estos modos de producirse los denomina “nueva-
mente” como, el primer y el sequndo principio de generacion de numeros de
la sequnda clase numérica.

El siguiente resultado responde a la cuestién sobre el niimero cardinal que le
corresponde a la segunda clase numérica; con ello, Cantor demuestra:

La potencia de la clase numérica de la sequnda clase numérica
{a} es el sequndo nimero cardinal transfinito Aleph-uno.
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Por lo que Z(Rg) resulta ser el representante natural para el segundo nimero
cardinal transfinito. En otro sentido, para la exponenciacion de nimeros ordi-
nales, definida solo en el dominio de los niimeros de la segunda clase numérica,
comienza designando con ¢ a una variable que corre solo sobre la primera o la
segunda clase incluyendo al cero y tomando a dos constantes v > 1y § > 0,
para proceder a fundamentar la siguiente funcién por medio del siguiente
teorema:

Hay una unica funcion f(§) completamente determinada de varia-
ble & que cumple la siguientes condiciones:

1) f(0)=20
2) Si& y & son dos variales arbitrarias de & y tenemos que
é-l < é-//
entonces tenemos
f(&) < f&)

3) Para cada valor de & tenemos que

JE+1) = [

4) Si{&,} es una sucesion fundamental arbitraria, entonces lo
es también {f(&,)}, y [si] se tiene que

& =1limé¢,
v
entonces tenemos que

f(€) =lim f(&,)

Si se le asigna a d el valor de 1 y se denota a f(£) como +* entonces se puede
reformular el resultado anterior, dando la definicién de la exponenciacion de
ordinales de la segunda clase.

St vy es una constante > 1 arbitraria perteneciente a la primera
o la sequnda clase numérica, entonces hay una funcion completa-
mente determinada v*, de tal modo que
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0 =1
Si & < €, entonces tenemos que & < A&

Para todo valor de € se da que v < 45 .

- o=

Si{&,} es una sucesion fundamental arbitraria, entonces lo
es también {f(&,)}, y se tiene en el caso en que

§=1lim¢,

también
7¢ = lim~*.

Aqui terminamos la exposiciéon de la aritmética de Cantor basada en los dos
articulos de 1895 y 1897.

Finalizamos esta seccion comentando la reaccidn, ante esta emergente Teoria
de conjuntos de dos de los matematicos y logicos mas influyentes en el de-
sarrollo de la matematica; en particular en los fundamentos de los lenguajes
formalizados, quienes son Gottlob Frege y Giuseppe Peano.

Las principales criticas de Frege surgen alrededor del ano 1890 y consisten
esencialmente en objetar el uso de conceptos ldgicos o referentes a nuestras
capacidades mentales en el desarrollo de la teoria de Cantor lo cual peca de
subjetividad.

Por ejemplo, en las definiciones cantoriana de conjunto y numero cardinal
(ver pagina 74) se hace uso explicito de las palabras intuicion y pensamiento,
asi mismo se evoca nuestra capacidad de abstraccion. Pero, jsera que todos
contamos con las mismas capacidades de abstraccién, intuicién y pensamien-
to?, o sea, si tomamos el conjunto A = {una pluma,una goma,un gis} y
hacemos el doble acto de abstracciéon ;obtenemos su ndmero cardinal «3»
o, alguna otra cosa? (Garciadiego, 1992, p. 50) y, ;todos obtenemos el mis-
mo resultado de la abstraccién, incluso en el caso transfinito? Es en este el
sentido en que se dirigen las criticas de Frege.

Por otro lado, segiin Peano, la mayor parte de las dificultades que se encon-
traban en los fundamentos de la matematica se reducen a la ambigiiedad del
lenguaje. Para eliminar esto, cred un simbolismo que resulté ser de sus méas
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grandes aportes a la matematica en general. Pero sus principales impugna-
ciones se dirigen al uso implicito del principio de induccion en la construccion
cantoriana de los nimeros naturales y que no fue enunciado como postulado.
Al respecto Cantor insistia en que este postulado era consecuencia directa de
su contruccion.
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3.2. Paradojas de la Teoria de conjuntos

La interpretacion estdndar de la historia de la “crisis” de fundamentos de la
Teorfa de conjuntos, la entendemos como un compendio, con énfasis en los
acuerdos, de las distintas versiones que se en centran en libros de Historia o
Filosofia de las matematicas, asi como en secciones introductorias de textos
de Teoria de conjuntos o de Logica matematica. De la misma forma tratare-
mos de referirnos a los escritos originales (encontrados en los Apéndices B.1,
C, D.1) donde, bajo esta interpretacién, aparecieron por primera vez las
paradojas de la Teoria de conjuntos que provocaron dicha “crisis”

Los términos paradoja y antinomias, incluso el de contradiccion, suelen en-
contrarse como sinénimos’, nosotros no entraremos en la discusién a detalle
en la discusién sobre las diferencias?, solo mencionaremos que se puede en-
tender como antinomia a una proposicion que se puede ver como una equiv-
alencia entre una proposicién y su negaciéon; y como paradoja un resultado
contradictorio al cual se llega por un impecable razonamiento légico dando
como resultado un error sobre la base en la cual se razona. En lo personal
optamos por este ultimo término por ser el méas habitual para referirse al
tema, pero respetaremos estrictamente al citar la terminologia de cada uno
de los autores usa al respecto.

Se suele iniciar la exposicién en torno a las contradicciones con la distin-
cién que hace Ramsey® entre 1dgicas y seménticas. Las contradicciones més
conocidas quedan agrupadas como sigue:

'Por ejemplo, Curry los considera como términos equivalente. Para él, ‘paradoja’ es
algo que no es acuerdo con la opinién predominante; esta formado por rapd+do€a, donde
06« siginifica ‘opinidn’ o ‘expectativa’ y mapd generalmente significa ‘fuera de’ o ‘yendo
més alld’; mientras que, ‘antinomia’, siginifica contrario (dv7() a la ley o la costumbre
vougs. Pese a la sutil diferencia €l no ve justificacion etimoldgica para preferir un término
sobre el otro (Curry 1977, p. 4).

2Una breve discusién al respecto se puede ver en (Tomasini, 2002).

3En la fuente que cito; Ramsey en particular se refiere las paradojas mencionadas
en los Principia Mathematica de Russell y Whitehead publicada entre 1910 y 1913 en
tres volimenes cargados de calculos l6gicos y matematicos. En lo posterior dicha obra no
debe confundirse con The principles of mathematics que Russell publica en 1903 y que se
compone solo de un libro de caracter discursivo.
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Légicas:

1. La clase de las clases que no son elementos de si mismas (Russell).

2. La relacién que existe entre dos relaciones cuando una de ellas no se
guarda con la otra.*

3. La contradiccion de Burali-Forti sobre el mayor ordinal.

4. La contradiccién de Cantor del mayor cardinal.®
Semanticas:

1. “Yo estoy mintiendo”.
2. El menor entero no designarle con menos de diecinueve silabas.
3. El menor ordinal definible.

4. La contradicciéon de Richard.

El primer grupo contiene exclusivamente términos u objetos puramente matemaéticos
o logicos, clase, relaciéon, etc y, siguiendo a Ramsey, muestran que algo no
funciona bien en la légica o matematica en que se basan. Las del segundo
grupo no son puramente légicas, sino que involucran referencias al lenguaje
humano o a un tipo de escritura, al significado en el pensamiento y estos no

son formales sino empiricos, son errores del lenguaje o del pensamiento, y

dice:

no incumben a la matematica o a la logica, si por “logica” se
entiende un sistema simbélico, aunque ciertamente incumben a
la l6gica en cuanto andlisis del pensamiento.

4Sea T una relacion que subsiste entre dos relaciones R y S siempre que R no tiene la
relacion R con S. Entonces, de cualquiera relaciones R y S se da que, “R tiene la relacion
T con S es equivalente a que “R no tiene la relacion R con S”. Por lo tanto, si damos
el valor de T a R y S resulta que “T' tiene la relacion T con T7 es equivalente a que “T
no tenga la relacion T con T'” (Withehead y Russell, 1910, p. 63).

5Estd no biene en la lista original de Ramsey, la agregamos conforme la interpretacién
estandar.
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Siguiendo con las contradicciones semantica podemos dar un primer ejemplo
que puede caer dentro de lo que se refiere como interpretacion estdndar.
Siguiendo con las paradojas semanticas J. Babini y J. Pastor dicen:

En estas paradojas los conceptos logicos o mateméaticos estan cu-
biertos por palabras. No ocurre lo mismo con las que dieron ori-
gen a la “crisis” de fundamentos de la matematica: la de Cesare
Burali-Forti, que en 1897 observéd que el conjunto bien ordena-
do formado por todos los niimeros ordinales era contradictorio,
asi como resulta contradictorio el “conjunto de todos lo conjun-
tos que no se pretensen a si mismos como elementos” (paradoja

de Russell de 1905).

Las cuestiones que sucintaron estas paradojas desataron la polémi-
ca, que culminé hacia 1930; en ella se perfilaron tres tendencias:
logicismo, formalismo e intuicionismo (Babini, Pastor, 1997, p.

198).

Otro ejemplo que puede ser acorde a esta interpretacion, es la de Nicolas
Bourbaki quien dice:

Burali-Forti hizo ver en 1897 que no puede considerarse la exis-
tencia de un conjunto formado por todos los ordiales, ya que dicho
conjunto estaria bien ordenado y seria por tanto isomorfo a uno
de segmentos distinto del total, lo que es absurdo. En 1899 Can-
tor observa que, en una carta a Dedekind, que puede decirse que
los ordinales formen un conjunto ni hablar del «conjunto de todos
los conjuntos» sin llegar a una contradiccién (el conjunto de las
partes de este ultimo «conjunto» {2 seria equipotente a una parte
de 2, lo que estaria en contradiccion con la desigualdad m < 2™).
En 1905, finalmente, Russell, analizando la demostracion de esta
desigualdad, muestra que el mismo razonamiento que se usa para
demostrarla demuestra también (sin usar la teoria de los cardi-
nales) que la nocién del «conjunto de todos los conjuntos que no
son elementos de si mismos» es también contradictoria (Bourbaki

1972, pp. 51-52).
Esta forma en que se trata de presentar una interpretacién estdndar en lo
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referente a la historia de las paradojas de la Teoria de conjuntos se debe
al trabajo de A. Garciadiego Dantan, quien resalta en ella que Burali-Forti
encontro su inconsistencia en 1897, que Cantor encontrd un resultado similar
y se lo comunicé a Dedekind en 1899 y que, ya antes de la publicaciéon de su
libro Los principios de la matemadtica en 1903 Russell, en 1901 habia descu-
bierto su propia inconsistencia, y al ano siguiene se la comunico a Frege por
medio de una misiva. Asi mismo nota que, en las interpretaciones dominantes,
se coincide en que es una actitud critica hacia las ideas de Cantor la que
desemboca en el surgimiento de las paradojas y que, dichos argumentos, rev-
elaron la necesidad de un analisis de los fundamentos de las matematicas y la
creacién de tres escuelas de pensamiento filoséfico referentes a la matematica
(Garciadiego, 1992, p. 53).

Hay discrepancia sobre estas fechas especificas, para los comentarios sobre
ello nos basaremos en el mismo trabajo de Garciadiego, quien cuenta con un
minucioso analisis historico al respecto, en particular en el caso de Russell.

3.2.1. Paradoja de Burali-Forti

Cantor no fue salvo de criticas hacia sus nuevas teorias, tal vez por eso se
ha senalado que uno de sus detractores fue el italiano Burali-Forti e incluso,
que debido a esto, él mismo estaba interesado en encontrar fallas en la nueva
teorfa de Cantor, dando asi como resultado la conocida Paradoja de Burali-
Forti. Pero estudios recientes han demostrado que lejos de esto, el italiano
contribuy6 a ésta teoria y que ademas él mismo no creyé haber encontrado
una contradiccién, sino que mas bien es s6lo un paso en una demostracion
por reductio ad absurdum, sobre este ultimo punto regresaremos mas tarde.

Peano, como ya se menciond, no estaba en total acuerdo con la construccién
cantoriana de los niimeros finitos, pero si aceptaba los principios y resultados
generales de la teorfa de nimeros transfinitos. Burali-Forti, como dicipulo de
Peano y basados en sus trabajos previos, es probable que tuviera estas mismas
opiniones.

En 1894 Burali-Forti publica un articulo en el que «expresa la teoria de los
ntimeros transfinitos de Cantor en simbolismo de Peano»®, més adelante, en

5(G. Moor, A Garciadiego 1981, p. 321) refiriéndose a (Burali-Forti, 1894).
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1896, Burali-Forti estaba intentando solucionar uno de los problemas fun-
damentales de la teoria cantoriana: la ley de la tricotomia para los nimeros
trasfintos y més adelante, el 27 de marzo de 1897, es cuando leyé en la reunion
del Circolo Matematico di Palermo, un ensayo que segun la interpretacion
estandar es donde aparece la primer «paradoja» de la Teoria de conjuntos.

Més adentre abordaremos el verdadero contenido de dicho ensayo, por ahora
solo daremos unos ejemplos de como es formulada la paradoja en varias
fuentes secundarias. Comencemos con la presentacion de Julidan Garrido quien
dice:

La paradoja de Burali-Forti es la tesis:
el ordinal ) es menor y no es menor que el ordinal €2+ 1
En simbolos:
PBF) Q< Q+1AQ £ Q4+ 1siendo 2 =45 {2 : © es ordinal}

Esta paradoja que de modo maés simple se expresa Q2 € X' A Q &
(Y, tiene su clave demostrativa en los lemas (%) Q es ordinal y
(%) VYz(x es ordinal — 2’ es ordinal). (Garrido, 2003, p. 153)

Otra formulacién de esta paradoja la presenta Jean-Paul Collette, quien la
expresa como:

Si el conjunto (2 de todos los ordinales estd bien ordenado, tam-
bién es un ordinal. Entonces, para cada ordinal « se tiene que
a <,y en particular Q 4+ 1 < Q | lo que es absurdo. (Collette
1998, p. 553)

Una formulaciéon que presenta Irving M. Copi que, a diferencia de las dos
citas anteriores, no tiene la necesidad de considerar la formacién 2+ 1, es la
siguiente.

Asignando el nuero ordinal ) a la serie de todos los ordinales,
y entoces, ya que {2 debe ser un elemento de esa misma serie,
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tiene que estar en el tipo de orden de la seccién de todos los
ordinales < 2. Aqui tenemos el resultado que la serie de todos los
numeros ordinales es similar a una de sus secciones propias, el
cual es imposible (Copi 1958, p. 284).

Ahora, contrastando este sentido paraddjico del articulo de Burali-Forti de
18977, notemos que en palabras de él mismo la intencién de su trabajo era:

Probar que de hecho existen nimeros transfinitos o (tipos de or-
den) a y b de tal modo que a no es igual a b, no es menor que b,
y no es mayor que b (Burali-Forti, 1897, p. 154).

A pesar de que los niimeros transfinitos, en particular {2, de Burali-Forti no
son los mismos que los Cantor, efectivamente en su argumento aparecen de
formulas contradictoriamente las 2 < 2+ 1y 2+ 1 < {2, pero esto, solo en
un paso de se demostracion por reductio ad absurdum el que requiere llegar
a una contradiccion. Para entender mejor lo dicho por Burali-Forti se hara
un esbozo de su trabajo, resaltando la diferencia entre los conceptos de buen
orden de Cantor y orden perfecto de Burali-Forti.

Comienza dando un orden a las clases® de manera equivalente al orden simple
de Cantor (ver pagina 78) y denota con Ko a la clase de las clases ordenada
cuyos elementos son genéricamente los (u, h), una clase u ordenada bajo el
criterio h. Ahora, de Ko Burali-Forti distingue las que son perfectamente
ordenadas como aquellas clases (u, h) que cumplen:

BO;: Existe en u un elemento de que ocupa el primer lugar respecto al orden
dado.

BO,: Todo elemento de u que tiene un sucesor, tiene un sucesor inmediato.

BOsg_r: Para cualquier elemento arbitrario  de u, x no tiene un predece-
sor inmediato; o existe un predecesor y de x que no tiene predecesor

"Para toda posterior referencia a este articulo se pueden ver el original (Burali-Forti,
1897), una traduccién comentada al inglés en (Heijenoort, 1967, pp. 104-112) o la traduc-
cién al castellano contenida en este trabajo en el Apéndice B.1.

8En la terminologfa de la escuela de Peano “clase” es sinénimo de conjunto.
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inmediato y es tal que los elementos de u, que son al mismo tiempo
sucesores de y y predecesores de x, forman una clase finita.

Por otro lado, la definicién de Cantor de un conjunto bien ordenado (ver
pagina 64) se puede dividir en tres condiciones que son precisamente BO; y
BO, més una tercera:

BOc: Si v/ es una parte no vacia -finita o infinita- del conjunto u y los
elementos del conjunto que siguen a todos los elementos de u' forman
otra parte no vacia u}, entonces v} tiene un primer elemento.

La cuestién es que Burali-Forti cometié un error al decir que un conjunto
buen orden de Cantor es aquel que cumple solo BO; y BOs, incluso da el
conjunto:

ai,as,as, ... ,bg, bg, bl

como ejemplo de un buen orden (segin Burali-Forti) que no es un orden
perfecto.

Efectivamente todo conjunto bien ordenado de Cantor es un conjunto per-
fectamente ordenado pero en viceversa no sucede.’

Burali-Forti prosigue definiendo el tipo de orden de una clase ordena (u,h)
como aquel objeto abstracto T*(u,h) que es comin a todas las clases orde-
nadas equivalentes(semejantes o isomorfas) a (u, h) y a la clase de los tipos
de orden la denota con T. Después de definir un orden, de forma anéloga a la
de Cantor, sobre sus tipos de orden, €l se plantea la cuestion principal de su
articulo: “Si A es la proposicion: para todo tipo de orden se da la tricotomia;
entonces A no es generalmente verdadera”.

Define a los nimeros ordinales como la clase No de los tipos de orden de las
clases perfectamente ordenadas y se dispone a analizar las proposiciones que

98i X es bien ordenado las condiciones BO; y BO; se dan trivialmente, veamos que
cumple BOg_g. Sea x € X, si x tiene predecesor inmediato, supongamos que es y; y que
a su vez también tiene predecesor inmediato yo (de no tenerlo y; es el elemento buscado).
Definimos asi recursivamente la secesién {y;} de consecutivos predesesores la cual, como
X es bien ordenado, tiene un minimo elemento con el que se satisface la condicion BOg_F.
Por otro lado w(14 *w) es un conjunto perfectamente ordenado que no es bien ordenado.
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se siguen légicamente de suponer que A es verdadera; o sea, inicia su reductio
ad absurdum.

Primero se propone demostrar que:
1) Si a € No entonces, a + 1 > o' y que a + 1 es inmediato a a.

Para esto toma a (u, h) una clase perfectamente ordenada cuyo tipo de orden
es o y un objeto arbitrario v, fuera de u, en la clase v = AU {vp} la dota
del orden k como sigue: zky si, zhy o siy € u 'y x = vy. Con esto (v, k) es
una clase perfectamente ordenada con tipo de orden mayor a « y debido a
su misma construccion el inmediato sucesor o + 1. A continuaciéon nota que
No es una clase perfectamente ordenada por €>,"1 (el orden por magnitud
ya definido entre los ordinales) con esto, si {2 = T¢(No,Z>) tenemos que
{2 € No. Después pretende demostrar que:

2) Si a € No entonces, a < 2.

Para demostrar esto, sea (u,h) una clase perfectamente ordenada con su
nimero ordinal v y con ella constriyase la clase (v, k) de la siguiente manera,;
para cada € u sea la clase u, = {# € u : —zhx} y tomemos la clase
v = {u, : * € u} que dotamos con el orden k determinado como; u,ku,
si y solo si xhy. La clase (v, k) claramente es isomorfa a (u,h) y por ende
perfectaente ordenda con tipo de orden «.

0Aqui a + 1 tiene el mismo sentido que es los trabajos de Cantor, yuxtaponer un
elemento al orden dado.

HPara ver esto nétese que (No,z>) cumple BO; si consideramos a 1 como el tipo
de orden de una clase unitaria que es perfectamente ordenada, para BOs se construye el
sucesor de forma andloga a la ya descrita para demostrar 1). Finalmente para demostrar
que (No,z>) cumple con BOg_f, sea a € No el ntmero ordinal de una clase (u, h)
que por definiciéon cumple la condicion BOg_g; ahora, si « tiene un predecesor inmediato
en (No,z>) hay en v un z de tal modo que el predecesor inmediato de « sea el tipo de
orden de la clase (u—{z}, h). Ahora, como (u, h) es un orden perfecto, si x tiene predecesor
inmediato, existe g sin predecesor inmediato de modo que la sucesién {zg, x1, ..., 2, = x}
es finita y x; es predecesor inmediato de z;41 para (0 <14 < n). Con esto, cada una de las
clases (u—{x;, Zit1,...,Zn}, h) es perfectamente ordenada y sean sus respectivos nimeros
ordinales 3;; con esta construccion, 5y no puede tener predecesor inmediato y la sucesion
{1, B2, B3, ..,Pn} forma una clase finta de sucesores de 3y que a su vez son predecesores
de a.
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Ahora, si tomamos a [«] como la clase de los tipos de orden de (u,, h) ordenda
por el criterio k; tenemos que ([a], k) es una clase de nimeros ordinales
menores que «, que es perfectamente ordenda con numero ordinal «. Con
esto, ([a], k) es isomorfa a una parte de (No,z>) y por lo tanto a < 2.

La conclusién a la que llega es que; si escribimos 2 en lugar de o en 1) y
2 + 1 para el a de la proposicién 2) tenemos que:

N+1>0 y  0+1<0,

las cuales son contradictorias, por lo tanto, dice Burali-Forti:

Si asumimos la proposicion A, esto nos lleva a un absurdo, y por
lo tanto, ha sido rigurosamente comprobado que existen al menos
dos tipos de orden a y b (y ciertamente existen algunos entre los
ntumeros ordinales) tal que a no es igual a b, no es mayor que by
no es menor que b (Burali-Forti 1897, p. 164).

Con ello, termina su demostracion por reductio ad absurdum.

Lo que reitero es que Burali-Forti al elaborar su articulo mencionado, no era
presentar un punto en oposicion a las ideas de Cantor, mas bien fue un intento
de contribuir al grueso de su teoria. De hecho, con una leve modificacién a
sus argumentos él pudo haber obtenido la paradoja en cuestion, pero en ese
tiempo nunca afirmé haber encontrado una inconsistencia en la teoria. Para
él, la aparicién de la contradiccion es s6lo un paso en su demostracion por
reduccién al absurdo.

Dentro de la interpretacion estdndar, después de este trabajo vinieron nu-
merosas reacciones; no hay acuerdo si fueron inmediatas o tardias pero si se
coincide en que Burali-Forti descubrié su inconsistencia con anterioridad a
que Russell publicara la suya (Garciadiego, 1992, p. 59) y varias de ellas las
que sugerian la necesidad de un analisis de los fundamentos de la Teoria de
conjuntos o incluso una crisis en la matematica debida este descubrimiento.

Evidentemente hubo una rapida trasformacién del argumento original, paso
de un procedimiento por reductio ad absurdum a una «contradiccion » real es
su propio derecho, como dice Garciadiego, quien también acusa a Russell de
este hecho ya que fue el primero en acreditar a Burali-Forti el descubrimiento
de dicha inconsistencia en la Teoria de los nimeros transfinitos.
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Otro hecho que puedo haber contribuido a esto fue la confusién del mismo
Burali-Forti al entender mal la definicion de Cantor de buen orden. A finales
de 1897 sale la segunda parte de “Contribuciones a la Fundamentacién de
la Teorfa de los Conjuntos Transfinitos” (ver pdgina 71), en la que Cantor
demuestra la tricotomia para sus tipos de orden de conjuntos bien ordenados
y después de esto Burali-Forti creyé conveniente aclara en una nota'? su
omision de la concisiéon BOg. Pero se dice que esta nota desafortunadamente
pasé desapercibida, por lo que confusion respecto a estos trabajos continud.

La mencionada nota puede contribuir al aserto de que Burali-Forti, pese a
sus intenciones iniciales, no crey6 haber encontrado una inconsistencia en la
Teoria de conjuntos, ya que de ser asi, se pregunta Garciadiego, ;por qué no
lo asegur6 asi en su segundo articulo de 18977

3.2.2. Paradojas de Cantor

Continuando con el encuadre de la interpretacion estandar se dice que,
aunque Burali-Forti es considerado como el primero en publicar una parado-
ja en la Teoria de conjuntos, es al mismo Cantor a quien se le atribule ser el
primero en descubrir una.

La relacién de Cantor con tal descubrimiento se puede hacer en dos direc-
ciones: la primera, en sentido cronoldgico, concierne a la “inconsistencia” del
sistema de todos los alefs implicada de que el sistema de todos los ordinales
no es consistente; la segunda, que es el méas conocido y replicado argumen-
to referente Teorema de Cantor aplicado al “conjunto de todo lo pensable”
(entendido este como el conjunto de todos los conjuntos). Cada uno de estos
sentidos se puede relacionar directamente con dos misivas que Cantor envia
a Dedekind en 1899, no obstante, el ano de descubrimiento aun se diputa
entre 1883, 1895, 1896 y 1899; sobre las fechas regresaremos mas adelante.

La primera de las direcciones de puede construir, basandonos en la carta a
Dedekind del 3 de agosto de 1899, la cual abordaremos en lo ulterior, del
hecho que el sistema {2 de todos los ordinales es una multiplicidad inconsis-
tente.

12Esta nota se puede ver Apéndice B.2 pagina 164.
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Teniendo esto en mente, si N es el sistema de todos los alefs:
N, Ny, ..., N, ., N,, ..

forma en su orden por magnitud una sucesion similar (isomorfa o equivalente)
a §2, por tanto también es inconsistente.?

La segunda direccion es la que mayormente aparace en la literatura, tanto
de historia de la matematica como de logica o de teoria de conjuntos en si.
Como ejemplo podemos empezar con Haskell B. Curry, quien en su libro
sobre Fundamentos légica matematica pone:

El conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto M tiene
un numero cardinal mas alto que M. Esto es una contradiccién
si M es el conjunto de todos los conjuntos (Curry, 1977, p. 5).

También en el trabajo sobre Fundamentos de la teoria de conjuntos Fraenkel,
Bar-Hillel y Levy dicen que dicha antinomia era conocida por Cantor ya en
1899 e incluso que irénicamente fue publicada hasta 1932, Su presentacién
es la siguiente:

Acorde con el teorema de Cantor, el conjunto C's de todos los
subconjuntos de cualquier conjunto dado s tiene un cardinal més
grande que el de s. Considere ahora el conjunto de todos los con-
juntos, llamémosle U. Su “conjunto-potencia” C'U, i.e. el conjun-
to de todos los subconjuntos de U, tiene entonces un cardinal
méas grande que el de U, lo cual es paraddjico en vista de que
U por definicién, es mayor, inclusive de conjuntos de conjuntos
(Fraenkel, Bar-Hillel, Levy 1973, p. 7).

13Ya antes, en una carta a Hilbert del 10 de octubre de 1898 Cantor habia dicho:

Si de dos multiplicidades equivalentes una es un C' disponible [consistente],
entonces también lo es la otra (Cantor, 2006, p. 256).

14Ge refieren a Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts.
Ed. por Ernst Zermelo, (Cantor, 1932) de nuetra bibliografia.
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Un tercer ejemplo lo proporciona Alberto Duo quien senala el ano de 1899
cuando aparece esta paradoja, la que formula como:

Demostré Candor que M < S (M), donde S(M) es el conjunto de
los subconjuntos de M. Ahora bien, sea U el conjunto universal,
o sea el conjunto de todos los conjuntos; por ser S(M) un subcon-

junto de U se tiene que S(U) < ﬁ, pero por el teorema de Cantor

que acabamos de mencionar se tiene también U<3S (U). Pero,
ademés, Bernstein demostré que si M < Ny N < M a de ser

M = ﬁ; por tanto se deduce que ha de ser U < S(U) en con-

tradiccién con el teorema de Cantor que implica que U < S(U)
(Dou 1970a, pp. 65-66).

Habiendo ya visualizado estas dos direcciones en las que se ha abordado
la Paradoja de Cantor y acorde con la interpretacién estdndar, pasemos a
analizar los documentos donde aparecen dichas evidencias para esta. Primero,
bosquejaremos la ya mencionada carta de Cantor a Dedekind de 3 de agosto
de 1899, la que elegimos por el hecho de que en ella es donde aparacen mas
explicitamente los argumentos sobre los cuales se da la primera direccién de
su paradoja, pero también por que en estd, Cantor aclara su posicién re-
specto a los conjuntos inconsistentes; y segundo, delinearemos los principales
argumentos que Cantor envia al mismo Dedekind el 31 del mismo mes, es
dicho escrito el que mas se adapta a la interpretacion habitual, como ya se
dieron varios ejemplo.

En la primera carta a la que nos referimos, Cantor retoma su distincion
a partir de la disponibilidad de una multiplicidad, pero ahora con miras a
utilizarla para demostrar que todo cardinal o potencia es algin alef. Para lo
cual le serd necesario mostrar que el sistema de todas las potencias es una
multiplicidad inconsistente (no disponible).

Para el indicado propdésito, primero remarca su definicion de orden simple y
da la versién corta de cuando una multiplicidad es bien ordenada (ver nota
11, pagina 64) y la llama «sucesién»; también al tipo de cada sucesién lo

designa como numero ordinal o sélo niumero.

=

15 Aqui Dou pone U <
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Después, pone en vista al sistema (2 de todos los nimeros del cual nota
rapidamente que es un orden simple pero también un buen orden'®, por lo
que, en su orden por magnitud, también una sucesion.4

A 2 le antepone como primer elemento al 0 y asi forma la multiplicidad {2
que tiene la propiedad de que para todo nimero v en ella, es el tipo de la
sucesién de los elementos que la preceden!”. En consecuencia 2’ no puede
ser, y por ende {2 tampoco, una multiplicidad consistente (disponible). Ya
que, si 2" lo fuese y sea considerado tal como conjunto, seria bien ordenado
con su respectivo nimero ordinal ¢, el cual serfa mayor que todos los del
sistema {2, pero también ¢ pertenece a (2 por su misma definicién; y con esto
0 es mayor que 9.

Notemos dos cosas del argumento anterior: que Cantor sélo “demuestra”
que {2 es inconsistente y que, dicho argumento es achacado como la version
cantoriana de la Paradoja de Burali-Forti.

Despues de una breve explicacién acerca de la formacion de el sistema i
de todos los alefs, como ya antes la mencionamos, pasa a decir simple y
llanamente que, como 1 es isomorfa a {2, es por tanto también inconsistente.
Es en este punto donde surgen los argumentos de la Paradoja de Cantor en
la primera de las direcciones. Redoremos que Cantor en verdad pretendia
demostrar que todos los numeros cardinales o potencias estin contenidos
en N y advirtamos desde ahora que esta proposicion puede verse como una
“demostracion facil” del Teorema del buen orden.

Inicia tal demostracién tomando una multiplicidad V' cuyo cardinal no es
ningun alef y dice entonces que es facil ver que existe un V/ C V de tal
modo que V' es equivalente a 2 y por tanto V'’ es inconsistente porque {2 lo
es y por ello también V. Por lo tanto, 11 es el sistema de todos los niumeros
cardinales transfinitos y con esto, continua, se tiene a su vez la tricotomia
para los cardinales.

En el argumento del parrafo anterior, Cantor no explica todos los pormenores

6Para estas afirmaciones cita el apartado §13 de sus “’Contribuciones”, (Cantor G.
1895/97, p. 40). En particular nota el teorema N. Para nuestro podemos agregar los
primeros tres teoremas del apartado §16 del mismo trabajo de Cantor.

ITRecuérdese que Cantor no consideraba al vacio como conjunto, y que su construccién
de los niimeros finitos inicia en 1.
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de su deduccién, sobre todo en la formacién de V’; veamos un modo como lo
puedo haber definido'®, con motivo de dilucidar su relacién con el Teorema
del buen orden y el Axioma de eleccién.

Sea V' es una multiplicidad de manera que para todo ordinal p se tiene que
V £ N,. En particular, como V' es infinito, existe una inyeccién f, : w — V
que no es una biyeccién (de serlo V = X;) y por tanto, también un elemento
v, € V que no pertenece a la imagen de f, que denotaremos con f,[w]. A
partir de f,, formaremos una sucesién transfinita para todo ordinal o > w de
funciones f, de manera que dado oy (3, con w < 8 < a, que cumplan las
condiciones: (i) fz C fa, (ii) f, sea inyectiva y (iii) f, no sea biyectiva.

Para dicha formacién sea o > w, y supongamos que fz ha sido definida para
todo B < «, veamos primero el caso en que « es un sucesor:

Si es asi, existe Sy < a tal que o = By + 1 y un elemento vg, € (V' \ f3,[50])
con lo que definimos f, : « — V' como:

_J Jale) siz<p
fa(x)_{ 5’050 SZ.CEZBE

Ahora, si o es un ordinal limite se define para cada ordinal 3 < o asf'®:

fa = U fﬂ
B<a

De todo esto se puede ver que las f, asi definidas cumplen (i), (ii) y (iii). Y
si definimos F : {2 — V de modo que:

Fla) = fs(a)

donde 0 = min{u € 2 : pu > a} (existe porque {2 es bien ordenado), se tiene
facilmente que si V! = F[2], F : 2 — V' es una biyeccién entre 2y V' C V.

Cantor habia notado antes dos cosas: si dos multiplicidades se tiene que
X C Y y X es inconsistente, entonces Y también los es; y que cualquier
conjunto biyectable con una multiplicidad X inconsistente, también es in-
consistente.?’ Con esto, en nuestro caso, se deduce que V es incosistente.

18Esta idea fue tomada de tomada de (Torretti 1998).
9Torreti la define para cada ordinal 8 < a, fo|8 = f5.
208e puede ver la ya mencionada carta a Hilbert.
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Resumiendo, si a una multiplicidad no le corresponde un alef como cardinal,
este es inadmisible, o sea, no es un conjunto en si.

Si damos por sentada la demostracion de Cantor, esta es una prueba fdcil de
que todo conjunto es bien ordenado, ya que toda multiplicidad cuyo cardinal
ya vimos, es un alef se deja biyectar, por la misma definicion los alefs, con un
nimero ordinal y por tanto bien ordenar por este mismo, y una pluralidad
que no se puede bien ordenar, segin lo anterior, no es un conjuto (Torretti
1998, p. 54).

Zermelo hace una compilacion de los trabajos de Cantor, y se muestra in-
satisfecho por dicha “demostracion” implicita del Teorema del buen orden;
y sus objeciones van en dos sentidos: primero, que opera con multiplicidades
inconsistentes, lo que para la él es logicamente inadmisible; y segundo, que
para la formacion de la biyeccién de {2 en V', Cantor tubo que haber hecho
una secuencia transfinita de selecciones sucesivas, lo que implica usar nuestra
intuicion del tiempo a un proceso que rebasa toda intuicion.

En nuestro caso, dicha secuencia transfinita, como hace notar Torretti, esta en-
vuelta en la seleccién sucesiva de los objetos v, € V', uno para cada a € {2
que se producen debido a la imposibilidad de que f, sea una biyeccion.

Pasamos a esbozar la carta de Cantor a Dedekind del 31 de agosto de 1899
concorde acorde con la interpretacién habitual. El objetivo del escrito es
conducirlo en un argumento que lo llevara a la existencia de de multiplicidades
que no son unidades, o sea conjuntos.

Inicia poniendo en consideracién al sistema S de todas las clases pensables
y entiende por a el nimero cardinal de algin determinado conjunto M,.

Con esto, su primer argumento es, si S fuera un conjunto lo seria también
T = E My,
suma que corre sobre las clases a, dando a su vez el cardinal ag =T

Después comenta que, con base en su articulo de 1890/91 (ver pégina 72),
simpre es posible concebir un cardinal mayor que un a dado, resultado que
se puede expresar por la férmula:

2% > a.
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Con lo que se tiene pues un cardinal aj = 220, estrictamente mayor que ay.
Con esto, por su misma definicién, T" tiene como una de sus partes al conjunto
My, el cual es de cardinalidad ajp, y esto es una contradiccién.

Concluye pues que, el conjunto 7'y, por ende, también S no son conjun-
tos [disponibles o consistentes].?! De estas dos cartas podemos concluir que
Cantor era consiente de la existencia de “multiplicidades” que llevaban a con-
tradicciones y que la existencia de estas no le era fatal en la fundamentacion
de su emergente teoria; en cambio, él intento utilizar este hecho de forma
positiva (su demostracién del Teorema del buen orden). También vemos que
Cantor sabia distinguir entre lo que si es un conjunto disponible en y para su
teoria y lo que no es; por ejemplo el conjuto de todo lo pensable.

Regresemos a la cuestion del ano de descubrimiento de dicha paradoja; los
documentos en los que se basa para suponer el ano de 1883 son, por un
lado, la correspondencia de Cantor con Grace Young, donde dice que wio
claramente la necesidad de la distincién entre multiplicidades consistentes e
inconsistentes desde el ano en que escribié sus Fundamentos (ver pagina 63)
y, por otro, en las cartas que envia a Hilbert en 1897 y 1899%2 se sugiere lo
mismo. De los argumentos que apoyan el anio de 1895 estan los de Dauben,
quien dice que la definicién de conjunto de la primer parte sus Contribuciones
(ver paginas 71 y 74) pudo haber estado calculada para evitar los casos
paraddjicos.

Pero la fecha més conviene puede ser la de 1896 en torno la preparacién
de sus Contribuciones de 1895/97. Una prueba es que, de haber hecho la
distincion entre multiplicidades consistente e inconsistentes, antes de 1895,
no habria definido libremente a Ny, ya que la consistencia de ésta no estaba
demostrada.?

21En otra parte de la carta a Hilbert del 10 de octubre del 1898, Cantor afirma:

Si C es un conjunto disponible[consistente], entonces también cada subcon-
junto de C' es un conjunto disponible (Cantor, 2006, p. 256).

2230n las cartas del 26 de septiembre de 1897 y 15 de noviembre de 1899, se pueden
ver en (Cantor G. , 2006)

23En otra carta a Dedekind de 1899, se pregunta sobre la consistencia de cada uno de
los alefs a lo que contesta:

La pregunta debe extenderse igualmente a las multiplicidades finitas,(...) para
las multiplicidades finitas no es posible llevar a cabo una demostracion de su
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Por ultimo también se piensa que dicho descubrimiento fue en 1899 en el
momento en que comunicé a Dedekind sus pensamientos respecto a dicha
distinciéon. Aunque, como vimos, el objetivo de ese trabajo era un intento de
demostrar el Teorema de buen orden.

En tanto a la publicacién de dicha paradoja, las cartas mencionadas fueron
publicadas formalmente por Zermelo hasta 1932, pero segin Garciadiego,
ya habia referencia a la Paradoja de Cantor antes de ese ano, por lo que
atribuye a Bertrand Russell ser el primero en publicar, en 1903 dentro de su
libro Los principios de las matemdtica, el argumento de Cantor y también
el de Burali-Forti como contradicciones, asi como la mas conocida de las
paradojas, la Paradoja de Russell.

«consistencia » (...) es en verdad simple e indemostrable, es «el axioma de la
aritmética». (...) Y del mismo modo, la «consistencia» de las multiplicidades
a las que les adjudico los alefs como nimeros cardinales es «el axioma de la
aritmética ampliada transfinita»(Cantor, 2006, pp. 265-266).
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3.2.3. Paradoja de Russell

La Paradoja de Russel, también conocida como La clase de las clases que no
son elementos de si mismas es, quiza, la mas popular de todas que, a dife-
rencia de las dos anteriores, no involucra conceptos o resultado ya obtenidos
dentro de la Teorfa conjuntos en si (como ordinales o el Teorema de Cantor),
sino que consta solo de la relacién de pertencia y conceptos logicos basicos. Su
formulacién maés simple es: dada la clase w = {x : = & z}, la paradoja surge
cuando nos preguntamos si w pertenece o no a ella misma. Si suponemos
que w € w entonces w cumple con = &€ x, 0 sea w & w; y si, por otro lado,
suponemos que w & w entonces w cumple x € x por lo que w € w, con
lo que se concluye que w € w si y solo si w ¢ w. Tratando de seguir el
esquema de las dos exposiciones anteriores, presentaremos una formulacién
como “comunmente” se presenta esta paradoja, para después profundizar
en el contexto, tanto matematico como historico, en que esta se desarrolla.
Comencemos viendo como la enuncia Oskar Becker, quien senala que:

El trasfondo de esta consideracién [la paradoja] se encuentra en
el llamado “principio de comprension”, que se puede expresar en
simbolos del modo siguiente:

(Ez)(z)(rez = H(x))

Existe un z tal que para todo x se verifica que: = pertenece al
conjunto z si y solo satisface la condiciéon H.

Si en particular se propone Tz por la condicién H(x), es decir, “x
no pertenece a si mismo”, entonces se llega a una contradiccion.
Puesto que se tiene:

(Ez)(z)(xez = TeT)

y como (x) expresa la validez general, “para todo z”, se puede
sustituir en particular x por z y se obtiene la contradiccion:

REZ = ZEX

Con el fin de eliminar esta contradiccion han llevado a cabo dos
diferentes intentos principalmente (Becker 1966, p. 154 y 155).
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Sobre las soluciones a esta paradoja y la trascendencia que tiene el Prin-
cipio de comprension, hablaremos mas adelante, aqui baste sélo como una
presentacion comun del argumento de dicha paradoja. ;Como y cuando es
que surge este argumento?, es lo que ahora nos concierne. Retomemos lo que
hemos manejado como interpretaciéon estandar; sobre lo que respecta a este
caso se suele decir que en 1905 Russell produjo su paradoja analizando el
Teorema de Cantor®, se menciona 1903 como el afio de la publicacién (en
Los principios) de esta paradoja; también 1902 es senalado como el ano del
descubrimiento mismo en que se la comunica a Frege. A pesar de esto, se
tiene evidencia de que ya en 1901 Russell contaba con dichos argumentos,
incluso un ano antes. Es notable que, bajo esta intepretacién no hay acuerdo
en las fechas especificas®®. Al respecto, nosotros nos concentramos en el hecho
de la publicaciéon de Los principios y en lo concerniente a la reaccién, en la
correspondencia, que Russel mantiene con Frege.

Ya desde 1898 Russell estaba intentado escribir un libro en el que se plas-
maran sus estudios y pensamientos sobre los fundamentos de las matemdticas,
texto que se convertiria en Los principios de las matemdticas. En ese camino,
tres matematicos produjeron gran influencia en él: Giuseppe Peano, Gottlob
Frege y, en el tema que nos toca, George Cantor. Frecuentemente, en la in-
terpretacion que estamos describiendo, se indica que las paradojas surgen
de una actitud negativa hacia las ideas de Cantor, esto tltimo, como hemos
visto, no es del todo cierto.

Pese a que en un inicio Russell no admitia del todo las ideas de Cantor, en
particular el supuesto de la existencia de «w», ya que para ¢l no habia un ulti-
mo término en la sucesion de los naturales; después de considerar la discusién
filosofica de los niimeros transfinitos, terminé fluidamente aceptando la doc-
trina de Cantor, y su «w» , en términos generales, pero siempre mantuvo
una actitud critica. Russell creia que habia resultados dentro de la Teoria de
Cantor a los que en un momento llamé «errores», especificamente en uno: en
el Teorema de Cantor. Este resultado implica la inexistencia de un cardinal
maximo y a su vez la imposibilidad de considerar un conjunto universal que

24Se hace referencia al articulo de Russell “On denoting”, (Russell, 1905).
25Esto se pudo propiciar, aparte de las distintas interpretaciones histéricas, porque el
mismo Russell ha propuesto fechas alternativas, ver Garciadiego (1992, p. 53).
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Russell si concebia?s. Mds ain, crefa que la clase de los “individuos” debe
ser el maximo absoluto de los niimeros, ya que toda otra clase es propia de
esta. Ahora, congruentes con que la actitud de Russell no era negativa hacia
las ideas de Cantor, sino més bien conciliadora, senalamos que él mismo se
dispuso mostrar que sus respectivos puntos de vista no eran contradictorios,
para lo cual procedié a examinar lo que podian ser las dificultades iniciales.
Al respecto veamos la siguiente cita de Russell.

Cantor ha dado dos demostraciones [...| de que no existe el nimero
ordinal maximo. Si estas demostraciones fuesen validas, pereceria
atin haber una contradiccién. Pero tal vez encontraremos que las
demostraciones [de Cantor| solamente se aplican a los nimeros
de las clases que no contienen a todos los individuos |...]. Es es-
encial, sin embargo, examinar este punto con cuidado, antes de
proclamar que el infinito esta libre de contradicciones.?”

Con esta orientacion, Russell analizé cuidadosamente las dos demostraciones
de Cantor, dicho analisis lo plasma el capitulo sobre filosofia del infinito del
libro en cuestion. La primer demostracién a la que se refiere, es la que tiene
como argumento basico “la existencia de una correlacion biunivoca entre los
ordinales y los cardinales”, la cual no admite. Una de las razones de esto
es que, si se da la representacion de dicha correlacion partiendo del primer
cardinal infinito como:

(&%) (03] (6] Ce [67%
VoL !
w w+l w+2 ... w+n
Donde aq, aq,...,qa,, ... “seria” la serie de los cardinales para la cual debe

suponerse la existencia de un cardinal para todo ordinal y que no hay clases
que pueda tener tantos términos(elementos) que nunca serie ordenada pueda
tener un nimero mayor que ellos. Para Russell, cualquiera de estas suposi-
ciones es falta de fundamento y mas aun, en ese momento creia que puede

26En ese momento, el pensamiento filoséfico de Russell, un realismo metafisico prove-
niente del rechazo de las teorias neohegelianas, le hace creer que dicha clase si existe
(Garciadiego 1992, p. 132).

27 Apunte de Russell del afio 1900 para la elaboracién de Los principios, citado en
(Garciadiego 1992, p. 133).
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haber dos clases donde sus respectivas cardinalidades no se pueden comparar.
Pero de gran relevancia para nuestro trabajo es el analisis que Russell hace
del argumento de la segunda demostracion, el argumento diagonal de Cantor.

3.2.3.1. Diagonal de Cantor y la clase w de Russell

La relevancia de este ultimo aspecto, es que en dicho analisis es donde se
nace la idea de la clase de clases que no se contienen a st mismas, veremos
esto a mas detalle. Después del descarte de esa primera demostracién, en
ese mismo capitulo, Russell sigue con una presentacion de los lineamientos
generales del argumento diagonal que Cantor presento entre 1890 y 1891 (ver
pégina 72); después menciona variaciones de este mismo argumento aplica-
dos a otro tipo de “objetos”, concluyendo resultados semejantes. Pero mas
adelante hace referencia a determinados casos en los que “la conclusién re-
sulta aparentemente falsa” (Russell, 1903, p. 417). Uno de esos casos, como
veremos, es el de la clase de todas las clases que, al aplicarle el argumento
de la diagonal de Cantor, se origina a la idea de la clase contradictoria de
Russell. Para puntualizar esto versemos el argumento de Cantor pero ahora,
no con “M” que contiene las funciones de un conjunto L en 2, sino en térmi-
nos de “P(L)”, que consta de los subconjutos de L, lo que es naturalmente
equivalente.

Cantor, en el citado articulo, habia dicho que para el conjunto L hay otro
conjunto M de cardinalidad estrictamente mayor, cuyos elementos son las
“sucesiones” del tipo Ej = (a4, Ak,y, k2, - . .) cuyos subindices derechos cor-
ren en L y cada ay, es igual a m o a w. Cada sucesion asi definida se caracter-
iza con un determinado subconjunto eg, de L, que contiene los indices donde
cada ay,, de E toma el valor de m. Por ejemplo: Si By, = (akq, Gky, Gz - --) =
(m,w,m,...), ésta fija el subconjuto ep, = {z,2,...}. Y asi cada sucesién
E}, queda univocamente determinada por un subconjutos eg, y viceversa.

Dicho esto, el argumento diagonal de Cantor para encontrar una sucesioén Fj
de M, dada cualquier una sucesién E,, £, F,, ... de elementos de M cuyos
indices son los elementos de L, de manera que Ey # FE, para todo x en L,
queda equivalentemente trasformado en el siguiente:

1) Dada la sucesién E,, E,, E,, ... de elementos M determina también una

106



sucesion eg,, eg,, €, , . . . subconjuntos de L.

2) Tomar Ey = (b, by, b,,...) donde b, =msia,, =w,0b, =wsia,, =m,
equivale a determinar que x € eg, si y solo si b, = m, lo que se cumple si y
solo si a, , = w, lo que equivale a que = ¢ eg,, 0 sea:

eg, ={r€L:x¢ep}

Para ilustrar esto, veamos el siguiente esquema:

L L
Tﬂ:yz o ;:yz...,u...‘
(B, ={m,m,m,...,m,...} (ep, ={x,y, 2, ... p4,...}
E,={w,w,m,...,w,...} o (N
E,={w,mm,....m,. ..} ep, ={ U2, .o ..}

M S P(L)S - . .
E,={m,w,m,...,w,. ..} eg, ={v,_,z, ...._,...}

\ \

Producen respectivamente a:

Ey={w,m,w,....m,...} y ery ={Yys by -}

3) Y deducimos que para todo = € L, eg, # eg,, ya que de lo contrario, si
x € ep, se tiene, por la definicién de eg,, que = ¢ eg,, y viceversa, si z € eg,
implica que x ¢ eg, .

4) Finalmente, se concluye que los elementos de P(L) no se pueden poner
bajo la forma eg,,eg,, ek, , ..., donde los indices inferiores son los elementos
de L, ya que de lo contrario, el subconjuto eg, es y no elemento de P(L).
Asi se demuestra, con el argumento de Cantor, que m # L. En sf, lo que
se hace es suponer la existencia de una biyecién f : L — P(L) de manera
que todo x € L se corresponde univoca y reciprocamente con un subconjunto
de L, de manera que f(z) = eg,. Después, dada tal biyeccion f se presenta
un elemento eg, € P(L) que ahora podemos escribir como:

ep, ={welL:x¢ fx)}, (1)
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resultando que f(z) # eg, para todo z, lo que constituye una contradiccién y

por lo tanto P(L) # L. Si a esto agregamos, con las mismas ideas de Cantor,

que I< P(L) dando la inyeccion h : L — P(L) de manera que para todo

x € L se tiene que h(z) = {z}, se tiene finalmente que L < P(L).

La cuestiéon surge cuando consideramos como conjunto de partida al “con-
junto universal” V' y a su “correspondiente” P (V).

Russell al intentar examinar la aplicacion del argumento de Cantor para una
correlacién (biyeccién) realizada, presenta en sus términos el siguiente caso:

Partiendo de que V contiene a V’, formado por todas las clases como miem-
bros y que es a su vez P(V’), tomemos la biyeccién obvia f : V' — P(V’)
de manera que f(z) = x, en estas condiciones la clase eg, queda definida
apartir de (1) como:

ep, ={reV':x¢u}, (2)

la cual es contradictoria ya que, como eg, € V'; si eg, € eg, implica que
e, ¢ er, v sl eg, ¢ ex, tenemos que eg, € eg,. De aqui, se pasa facilmente
a concebir la clase w como la de las clases que no se contiene a si mismas
que se suele escribir como:

w={x:z ¢z}

Recordemos que en un principio, cuando concibe la idea de la clase w, a
finales de 1900 o inicios de 1901, la expone en sentido, no como contradiccién,
ni como paradoja, sino como de error o falacia en las ideas de Cantor. El
proceso en que el mismo Russell la acepta como una clase contradictoria o
paraddjica no fue espontaneo. Reconstruyamos un poco el momento en que la
concepcién de la paradoja como tal, o sea, cuando Russell da al mencionado
argumento la calidad de «contradiccién» dentro de las logica de las clases.
Veamos como hace esto manifiesto en lo que es la enunciacion mds temprana
de la contradiccién de Russell:

vimos que algunos [predicados] pueden ser predicables de si mis-
mos. Considérese ahora a aquellos de los cuales éste no es el ca-
so.[...]Para este predicado, serd ya sea predicable o no predicable
de si mismo. Si es predicable de si mismo, es uno de esos referentes
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por relacién con los cuales fue definido y, por lo tanto, en virtud
de su definicion, es predicables de si mismo. Reciprocamente, si
no predicable de si mismo, entonces otra vez uno de los referentes
dichos, de todos los cuales (por hipdtesis) es predicable y, por lo
tanto, otra vez predicable de si mismo. Esta es una contradiccion,
la cual muestra que todos los referentes considerados no tienen
predicado exclusivo comun y, por lo tanto, si los predicados que
definen son esenciales para las clases, no forman una clase [...]. se
sigue de lo anterior, que no toda colecciéon definible de términos
forma una clase definida por un predicado comtn. 2

Notemos que esta cita sugiere la necesidad de una limitacion para la forma-
cién de clases de forma similar a las multiplicidades disponibles de Cantor. Y
también, en un sentido historiografico, que esto aparece en sus notas-boceto
de mediados de 1901 para la elaboracion de Los principios, en particular de
la Parte I en lo que sera el Capiulo IX.-Relaciones. Bajo esta misma linea,
aludiendo a estos elementos, vemos una prueba sobre el ano del descubri-
miento russeliano de su contradiccion. Esto es; en una boceto de la tabla de
contenido los Los principios de mayo de 1901, la Parte I sélo llega hasta el
Capitulo VIII en el que platea un resumen de esa parte. Pero poco después,
en el siguiente boceto agrega el Capitulo IX ya mencionado y, entre otros,
el Capitulo X.- La Contradiccion, manteniéndose estos dos hasta la version
final del libro.

3.2.3.2. Descubrimiento de Zermelo de la Paradoja
de Russell

Otro de los elementos que se puede agregar a lo que hemos manejado como
interpretacion estdndar es que, Ernst Zermelo descubrié de manera indepen-
diente la Paradoja de Russell, antes de que se publicaran Los principios,
incluso antes que Russell la concibiera.

Para tratar de esclarecer esto, veamos las fuentes en las cuales se basa esta
asercion: 1) el comentario que Zermelo hace en su articulo de 1908, en el que
presenta su segunda demostracién de Teorema del buen orden, 2) una carta

28(Cita tomada de Garciadiego (1992, pp. 139-141).
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que Hilbert manda a Frege en 1903 y 3) una nota de Husserl (1859-1938) de
1902 en donde detalla la exposicién de Zermelo de dicha paradoja.?

La primera fuente se encuentra en el trabajo de Zermelo llamado Neuer
Beweis fiir die Méglichkeit einer Wohlordnung® donde presenta una segunda
demostracion del Teorema del buen orden, respondiendo a las criticas dentro
la gran polémica que causé su previa demostracion de 1904; no estraremos
en detalle sobre esta cuestion, lo que nos interesa por el momento es lo
que €l dice en una nota de este trabajo. El se encuentra comentando que la
antinomia de Burali-Forti ha provocado en algunos mateméaticos un profundo
escepticismo hacia la Teoria del buen-orden y que, sin embargo, pueden ser
resueltas no con abandono del buen-orden, sino con una adecuada restriccion
de la nocion de conjunto, incluso en la forma elemental que Russell tiene de
las antinomias. Es en este contexto donde Zermelo comenta:

Sin embargo, yo mismo habia descubierto esta antinomia indepen-
diente de Russell y ya antes de 1903, entre otros, la comuniqué al
profesor Hilber (Zermelo, 1908a, p. 119).

Una segunda fuente es la carta que Hilbert escribe a Frege el 7 de noviembre
del 1903. Aunque que no tenemos acceso al contenido de esta carta, podemos
comentar que Hilbert le dice basicamente a Frege que: —yo creo que el Dr.
Zermelo la descubrio [la paradoja] hace 3 o 4 antes (Rang y Thomas, 1981,
p. 18). Este documento se puede considerar como el primario en cuestién de
fecha, sugiere que el descubrimiento de Zermelo se remonta a 1899 o 1900,
pero respecto al agumento original de este tltimo, la nota de Husserl del 16
de abril de 1902, es mas ilustrativa.

Esta nota, no solo confirma que Zermelo “conocia” la paradoja de Russell
antes de su publicacién en Los principios, sino que da prueba de cémo Zer-
melo la concibid.

El escenario de tal comunicado es que Husserl se encontraba analizando la
un trabajo de Schroder (1841-1902) en donde intentaba demostrar que la

29Para el trazo de la siguiente exposicién y en particular para el esbozo de la que hace
Zermelo de esta paradoja nos basamos en Rang y Thomas (1981). Este trabajo también
contiene un facsimil la nota original de Husserl.

30 Nueva Demostracion de la Posibilidad de un Buen-Orden, (Zermelo, 1908a) o (Hei-
jenoort 1967, p. 183)
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interpretacién que Boole (1779-1848) hace de “la clase universal” lleva a una
contradicciéon. Al respecto, es probable que Zermelo le queria comunicar a
Husserl que lo que planteaba Schroder era correcto, mas no su método para
demostrarlo. Por lo tanto, Zermelo plantea el método que, a nuestro interés,
contiene su versiéon de la paradoja en cuestién como sigue:

Un “conjunto” M, que contiene como elementos cada uno de
sus subconjutos m, m’, . . ., es inconsistente, o sea, si todo es trata-
do como un conjunto, conduce a contradicciones. La demostracién
es la siguiente: Consideremos aquellos subconjutos m que no se
contiene a si mismo como elementos, estos constituyen en su to-
talidad un conjunto M, que puede “definirse” como:

My={meM:mCMAmMm¢Em}

Con esto, Zermelo se propone a demostrar 1) My ¢ My y que 2)
My € M,.

Para 1) dice, como M, C M, entonces My € M. Pero no
My no es elemento de si mismo, ya que si lo fuese, M, contendria
como elemento a un subconjutos de M que se contiene a si mismo
(a saber el mismo M), lo que contradice la definicién de Mj. Por
lo tanto My ¢ M.

Respecto 2), argumenta que de ahi mismo, como M, es un
subconjunto de M que a su vez no se contiene a si mismo como

elemento, éste es por consiguiente elemento de My; es decir, M, €
M.

Aunque la conclusién en la nota es un difusa3!, se nota claramente que su
clase My es en esencia la misma clase paraddjica w de Russell.

Las implicaciones que daran Russell y Zermelo de sus “descubrimientos” son
distintas, el primero, como veremos en la siguiente seccion, remarcara el efecto
que tiene sobre un fundamento logico (el de Frege) y el segundo lo pudo haber

31La nota termia enunciando: por supuesto, un “conjunto” con la definicion como la
de M es el “conjunto de todos los conjuntos”, este es también un ejemplo de un conjunto
que se puede contener a st mismo como elemento: El conjunto de todos los conjuntos es de
hecho un conjunto. Rang y Thomas hacen notar que lo anterior en el facsimil seguramente
lo agrego Husserl y no forma parte de la prueba de Zermelo.
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considerado sdlo como otra dificultad a superar de la teoria de conjuntos de
Cantor que puede ser, como ya se menciond, con una restricciéon adecuada
de lo que es un conjunto. Sobre las soluciones que dan ambos autores se
hablara mas adelante.

3.2.3.3. Repercucion en el programa de Frege

La causa de la Paradoja de Russell estd en la aceptacién, implicita o ex-
plicita, de un principio para la formacion de clases o conjuntos, llamado
Principio de comprension, que corrientemente se puede expresar como: dada
una “propiedad” P(z), existe un conjunto {x : P(z)} donde cada uno de
sus elementos y solo ellos poseen tal propiedad. Dicho principio surge de la
logica clasica aristotélica en donde se solia asociar a cada “concepto” la clase
de “objetos” correspondientes y, si bien, se puede encontrar en matematicos
como Bolzano y Riemann, nos interesan las suscripcién a este de Peano y
Frege; en particular este tltimo.

En Los principios Russell dice que para Peano todas las funciones proposi-
cionales®? con una sola variable se pueden expresar bajo la forma «x es un a»
siendo a una clase constante. Esto lo podemos encontrar como una formu-
lacién de principio de comprension, pero también lo podemos ver en su For-
mulaire de mathématiques en el que, al significar su notacion dice:

3 «Cls» significa «clase ».
4 Sea a una Cls; zea significa «x es un a».

5 Sea p una proposicién que contiene una letra x; x3p representa
«la clase de las x que satisfacen la condicién p ».

En general, Russell no se muestra en total acuerdo con lo anterior y recalca
que existen ciertas limitaciones al respecto, ya que su contradiccion negaba

32Podemos entender aqui funcione proposicional como la “explica” Russell:

px es una funcién proposicional si, para todo valor de x, ¢ es una proposi-
cién, determinada cuando se da z. (Russell 1903, p. 45)

Dicha funcién serd verdadera para unos valores x y falsa para otros.
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ese principio de Peano para la formacion de clases, de hecho le escribié una
carta®® en 1902, pero este no le contestoé.

Asi, a finales de mayo de ese ano, al no llegar respuesta de su maestro Peano,
Russell decide escribir a Gottlob Frege (ver Apéndice D.1) donde le comunica,
a groso modo, que antes compartia su opinién en tanto que una funcion
también puede actuar como elemento determinado, pero que ahora esto ya le
parece dudoso debido a la contradiccion que conlleva la clase w ya mocionada.

La respuesta por parte de Frege no tardd, una semana después le comunicaba
a Russell su consternacion ya que, al parecer, el hecho de la contradiccién
suponia, basicamente, que su axioma V es falso. Y termina enunciando que
abordara esta cuestién en el segundo volumen de sus Grundgesetze3* que
estaban a punto de ser publicado. Efectivamente, asi sucede y en un apéndice
de dicho trabajo Frege comienza diciendo:

No hay nada mas ingrato para un escritor cientifico, el que uno de
los fundamentos de su edificio sea sacudido después de terminado
su trabajo.

He sido puesto en esta posicién por una carta que el senor B.
Russell justo antes de que este volumen estuviera casi impreso.
Eso es por causa de mi axioma V (Frege, 1903, p. 253).

Pasaremos a expresar dicho axioma V, pero antes comentemos lo siguiente; la
propuesta logica de Frege la expresa a través de un peculiar sistema simbdlico
bidimensional®®, para nuestros propésitos en lo siguiente no creemos necesario
su total uso, excepto simbolos del tipo € #(g) que explicaremos adelante. Para

33Ver Apéndice D.1

34(Frege, 1903)

35Por ejemplo el axioma (1) de su Begriffsschrift y la expresién “A es una clase que no
se pertenece a si misma” de sus Grundgesetze II, las escribe respectivamente como:

— o ¢ B(A)
_EB Te’(—@@) - A

(8%

la primera se “traduce” como (a — (8 — a)) y la segunda como —V&(¢6(s) = A —
B(A)) 0 IB(8(e) = AA-B(A)).
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la siguiente exposicion de lo dicho por Frege se hara pues, una “traduccion”
a notacién actual.?6

Si @ expresa un concepto que podemos entender, sin entrar en detalles, como
una expresion predicativa vista como una funcion que asigna a cada objeto
x del universo, un valor veritativo, falso o verdadero. A £®(e) la podemos
pensar llanamente como la extension del concepto ¢37; con ello, el axioma V
de Frege se puede escribir como:

éf(e) = dgla) < Va(f(a) < g(a))® (V)

Mostremos ahora un esbozo de la deduccion fregiana de la Paradoja de Rus-
sell. Para ello nos valdremos de reglas de inferencia y teoremas logicos gen-
eralmente validos en una légica proposicional.

La clase de las clases que no se pretenecen a si mismas puede expresarse,
como la extension de la funcién ¢(§) = =VG(eG(e) = £ — G(£)), o sea

]

g(@(€)). Ahora, si hacemos f = H 'y g = @ en el axioma (V) tenemos que:
eH(e) = (P(e)) +> Yu(H (u) +» ¢(u))
Abreviemos £(®(€)) con k 'y (H(u) <> ®(u)) con ¥(u) para obtener:
eH(e) =k < Yu¥(u)
eliminando el generalizador de la derecha, sustituyendo u por k£ tenemos:

EH(e) =k« w(k)

36El trazo general de lo siguiente se debe a Torretti en su libro citado.
37Un caso simple que da Frege es:

2(e? = 4) es la serie de valores de la funcién £? = 4, también podemos decir,
la extensién [[Umfang]] del concepto raiz cuadrada de cuatro (Frege 1893, p.
15).

38La formulacién original es:
F(21(e) = dgla) = (-5~ (f(a) = 9(w) (v
y aparece en la pagina 36 de sus Grundgesetze der Arithmetik I. El simbolo L s el

actual Va, nosotros hemos cambiado el signo ‘=" por ‘»’ cuando figura entre expresiones
predicativas y lo mantenemos cuando esta entre objetos.
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recordado nuestras abreviaturas ¥ (k) equivale a (H(k) < —VG(éG(e) =
k — G(k)) por lo que:

eH(e) =k (H(k) & ~VG(2G(e) = k — G(k))

De esto se deduce que:®”

VGG () = k — G(k)) — (£H(e) = k — H(K))

Ahora notemos que H se eligié como una viable predicativa arbitraria por lo
que es licita la introduccién del cuantificador universal sobre esta para poder
llegar a poner:

VG (eG(e) =k = G(k)) = VG(eG(e) = k — G(k)) (7)
Por otro lado, partiendo de VG(¢G(e) = k — G(k)) podemos alminar el
cuantificador sustituyendo G por H; es decir:
VG(eG(e) =k — G(k)) — (éH(e) =k — H(k))

Pero notemos que H es arbitraria, por lo que podemos poner H = @ resul-
tando:
VG(eG(e) =k = G(k)) — (eP(e) =k — &(k))

y equivalentemente:

VG(eG(e) =k — G(k)) —
(e(-VG(eG(e) = e = G(e))) = k — ~VG(eG(e) = k — G(k)))

Sustituyendo k por £(=VG(eG(g) = € — G(e)) llegamos a:
VG(EG(e) =k — G(k)) — (k=k — =VG(eG(e) = k — G(k)))
y por consiguiente a:
VG(eG(e) = k — G(k)) — VG (¢G(e) = k — G(k))) (77)
39Gi ponemos a éH(¢) = k, H(k) y -VG(2G(e) = k — G(k) respectivamente como

o,y v; se tiene que de & — (8 + ) se deduce v — (o — ). Note que en la primera
férmula la implicacién remarcada ‘—’ es precisamente la necesidad en el axioma V.
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Si representamos a VG(éG(e) = k — G(k)) con 0 y tomando en cuenta el
teorema 16gico (0 — =) — =4, de aplicar modus ponens con la premisa (1)
se deduce:

VG (2G(e) = k — G(k)) (iid)

Volviendo a aplicar modus ponens con esta iltima como premisa y junto a
(i) obtenemos:

VG(EG(e) = k — G(k)) (iv)

Finalmente la contradiccion:

VG(EG() = k — G(k)) A —VG(EG(E) = k — G(k))

Al final de esta exposicién Frege detecta dicha contradiccion se deriva de la
necesidad en su axioma V, es decir:

éf(e) = dagle) = Va(f(a) < g(a)) (Vb)

La “solucién” que propone, en esa misma seccién es la siguiente una especie
de restriccion a su axioma:

ef(e) = agla) = Va(a # Ef(e) = (f(a) <> g(a))) (Vb')

Pese a esto, anos més tarde se demostré que esta “restriccién” conduce nueva-
mente a contradicciones, B. Sobociriski (1906-1980) informé que S. Le$niewski
(886-1939) en 1938 habia obtenido una contradiccién usando el Vb’ refor-
mulado®®, W. V. Quine (1908-2000) logré probar, independientemente, otra
contradiccién en su articulo On Frege’s Way Out*' de 1955; asi mismo, en
1956, P. T. Geach generalizé dicho resultado®?.

40(Sobociriski, 1949)
41(Quine, 1955)
42(Geach, 1956)
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3.3. Superacion de las paradojas

3.3.1. Soluciones de Russell

En el Capitulo X de Los principios es donde se presenta la dichosa contradic-
cién y en el Apéndice B se esboza una manera de resolverla, esto a través de
una version primitiva de la Teoria de tipos que Russell, junto a Whitehead,
formularan en la monumental obra Principia Mathematica, publicada desde
1910 hasta 1913. En lo siguiente exhibiremos algunas generalidades de dicha
teoria, enfocandonos en el papel que juega como solucién de las paradojas
mencionadas, primero en su version de Los principios.

Quiza su primer intento de solucion es la distincion entre clases como unidad
y clases como pluralidad. Ya desde el Capitulo X, Russell anuncia esta solu-
cion.

Russell dice que si una coleccién de términos solo puede definirse por medio
de una funcién proposicional, entonces aunque debe admitirse la clase como
pluralidad debe negarse como unidad, asi formulada, la coleccién resultante
no debe transformarse en objeto de la funcién proposicional original. Se ha
tomado como axioma que siempre que se presenta la clase como plurali-
dad debe hallarse la clase como unidad, pero este axioma no debe admitirse
universalmente ya que perece haber sido la fuente de la contradiccion; por
consiguiente, negarlo soluciona la dificultad. Concretamente la solucién con-
siste en la distincion de varios tipos de objetos, a saber: términos, clases de
términos, clases de clases, ... y que una funcién ¢z proposicional requiere,
para que tenga sentido, que x deba pertenecer al algin tipo (inferior que
ella). Asi, xzex carece de sentido por que la relacién € requiere que el relato
deba ser una clase de objetos de tipo diferente (Russell, 1903, p. 139 y 142).

Aclaremos algunas definiciones de Russell (1903); ¢x es una funcién proposi-
cional si, para todo valor de z, px es una proposiciéon, determinada cuando
se da z, una clase puede definirse como todos los valores x que satisfacen
una funcién proposicional. La doctrina de tipos que expone, la enuncia con
caracter de prototipo que, aunque es una posible solucion, necesita tomar una
forma de manera que pueda salvar todas las dificultades. Salvo esto, Russell
explica las caracteristicas esenciales de la siguiente manera:
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Toda funcién proposicional ¢(x) -asi se sostiene- tiene, ademds de
su rango de la verdad, un rango de significado, es decir, un rango
dentro del cual debe estar x si ¢(x) ha de ser una proposicién,
ya sea verdadera o falsa. Este es el primer punto de la teoria de
los tipos; el segundo es que los rangos de significado forman tipos,
es decir, si x pertenece al rango de significado de ¢(x), entonces
hay una clase de objetos, el tipo de z, todos los cuales deben
permanecer también al rango de significado de ¢(x), aunque ¢
puede variar. El rango de significado es, o bien de un solo tipo,
una suma de varios tipos completos... (Russell, 1903, p. 594).

Con esto en mente comienza una clasificacién, con una idea preliminar y
burda, de objetos caracterizada por el tipo al que pertenece. Los términos
o individuos son cualesquiera objeto que no es un rango y constituyen el
tipo minimo de objetos*®. El siguiente tipo consiste en rangos o clases de
individuos y el siguiente a éste en las clases de clases de individuaos y asi,
habrd una progresion de tales tipos.

Ahora, si u es un rango [de verdad] determinado por la funcién proposicional
@(x), no-u consistird en todos los objetos para los cuales p(z) es falso de
modo que no-u estd contenido en el rango de significancia de ¢(x) y sus
objetos son del mismo tipo que u y en vista de “la contradicciéon” Russell
dice:

no-u debe ser el rango de falsedad de «x es un u» y «x es un x»
ha de carecer en general de significado; consecuentemente «x es
un u» debe requerir que x y u sean de diferentes tipos.

Esto es, con las dificultades que el mismo admite, la solucién que propone en
Los principios.

Russell retoma el tema de las paradojas hasta 1905 y distingue entre dos
tipos de funciones proposicionales (de una variable); las predicativas y las
no predicativas, las primeras definen clases y las segundas no, por lo que
la cuestién es como saber cudles funciones proposicionales son predicativas

43En esta parte Russell considera a la clase como unidad como un individuo, siempre
que sus miembros sean individuos (Russell 1903, p. 594).
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y cuales no. En un articulo de 1906, titulado Sobre algunas dificultades en
la Teoria de los mimeros transfinitos y Tipos de érdenes** en el cual da
las siguientes soluciones a la cuestion: la Teoria del zig-zag, la Teoria de la
limitacion de tamano y la Teoria sin clases.

Teoria del zig-zag. Las descripcién que Russell hace de dichas teorias es
muy superficial, en particular para esta teoria supone que si ¢(z) es una
funcién predicativa, entonces su negacién ~ p(z) también lo es. Ahora si
Y (x) es una funcién proposicional no predicativa, o sea que no determina
una clase, entonces la extensiéon o &mbito de verdad de ¢ (z) tiene que diferir
de toda clase dada wu.

Pero para el total desarrollo de esta idea es necesario saber qué funciones si
son predicativas. El intufa que las funciones proposicionales “simples” eran
predicativas y solo algunas “complicadas” y “extranas” no lo son. La con-
clusién y razon del posterior abandono de esta teoria es que para resolver la
distincion se vio en la necesidad de formular axiomas, cada vez mas compli-
cados e implausibles; sumado a esto, que su unica guia era a necesidad de
evitar las paradojas conocidas, lo cual disminuyé su objetividad.

Teoria de limitacién de tamano. La cuestion béasica en ésta teoria es
que si el “tamano” de las clases es demasiado grande, éstas no pueden ser
consideras tales como una cosa u objeto logico en si; por ejemplo las clases
de todos los ordinales o todos los cardinales.

Asi pues, una propiedad designa verdaderamente a una clase, solo cuando ella
no se aplica a “demasiadas cosas”, por lo tanto si una funcién proposicional
es predicativa, su negacion no lo es. Por ejemplo, si ‘zex’ es predicativa la
clase w de Russell no tiene cabida y viceversa. También, nétese que en este

enfoque la clase universal es inadmisible, lo que podria contravenir la filosofia
de Russell.

Teoria de no clases. Ya desde inicios de 1906, Russell se ve convencido de
que la completa solucién a las paradojas debe ser enfocada a una teoria sin
clases. Esta alude a un método de sustitucién de expresiones con el fin de
eliminar elementos del “lenguaje” que hacen referencia a las clases; o sea,
evitar en el uso explicito de las clases como entes en el discurso sin que este
pierda el sentido original o se preste a confusion.

44 (Russell, 1906)
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El proposito es obtener un método en el cual se puedan expresar “hechos”
sobre las clases sin suponer que estas son entes propios. En este sentido, una
proposicién significativa en la que intervenga la mencion de clases debe ser
equivalentemente significativa a otra que puede hacerse sobre sus miembros.
Con esto, segiin Russell, las proporciones que no pueden concebirse asi, son
las que llevan a contradicciones y dice por lo tanto es natural suponer que
las clases son meras abreviaciones lingiiisticas o simbolicas®®. Por ejemplo,
la afirmacion de que -la clase de arboles es una subclase de la clase de seres
vivos- se puede reformular simplemente diciendo que -todos los arboles son
seres vivos- lo que es equivalente.

Una manera téctica de entenderlo puede ser, como lo explica Torretti, toman-
do una proposicién p, p(z/a) es lo que se obtiene de remplazar a por x en
todos los lugares donde figura a en p. Variando z, p(x/a) nos da una especie
de funcién proposicional. Si tomamos b, un ente cualquiera que no aparezca
en p y definimos ¢ = p(b/a), tenemos que g(z/b) es verdadera para todos
los valores de x si y solo si p(z/a) es verdadera para todo valor de x. Es
de decir, segiin Russell, que p(z/a) sea verdadera para todo valor de x no
depende del sujeto a, solo de la forma de p y su propuesta es que se usen solo
aseveraciones de este tipo.

En la obra mas madura de Russell y Whitehead, Principia Mathematica
se encuentran remanentes de esta teoria. Alli, una clase se considera co-
mo “simbolos incompletos” que pueden ser interpretadas como componentes
de del significado de las frases en las que aparecen. Inician el apartado .20
(Withehead, Russell 1910, pp. 196-197) sobre su Teoria general de clases men-
cionado que, aunque cuentan con una notacion para representar las clases,
se evita la suposicion de que hay cosas tales como las clases, pero si cada
funcién proposicional determina una clase.

Una proposicién en la que aparece una funcién proposicional ¢, puede depen-
der, para sus valores de verdad, de la funcién particular ¢ o de la extension
denotada con {Z(1z)}. En el primer caso, a las proposiciones las llama fun-
cién intencional de ¢ y las segundas funcién extensional de ¢. Y después ve
la necesidad de tener un método con el cual obtener una funcién extension-
al, dada una funcién de una funcién. Lo que realiza mediante la siguiente

4SRussell citado en Torretti (1998, p. 185).
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definicidn:

F2(W2)} =py. Fp((Va(ple = v) A f{pl2})®

Donde ¢!Z es una funcién predicativa de variable z y dice que f{Z(1z)} es en
realidad una funcién de 12 que es definida siempre que f{¢!Z} sea significa-
tiva. Con esto, valga como tltimo ejemplo?”: si ‘Sécrates €2(zes humano)’, o
sea Sdcrates pertenece a la clase de todos humanos, se puede poner como:

Jo((Vz(plz = z es humano) A p!Sdcrates)

Lo que quiere decir es que hay una funcion predicativa que la satisfacen todos
los humano y Sécrates la satisface, es decir; una asercion sobre la clase de
todos los humanos pero sin el supuesto del término ‘Z(zes humano)’.

La solucion acotada en esta teoria, cae llanamente en que el argumento sobre
la clase w no puede ser formulado. La afirmacién, una “clase” es miembro de
si sisma carece de sentido.

Asi, lo que resulta en la teoria anterior es una reinterpretacion de la propor-
ciones, sin pérdida del sentido original pero no nos proporciona una reinter-
pretacién de la proposiciones sobre los mismos sentidos (ya reinterpretados).
Continua abierta la cuestion de que si, ain cuando halla sido reinterpretado
hablar de “clases”, es posible una reformulacién (reinterpretada) de la clase
paraddjica de Russell o proposicion en esencia equivalente, de manera que,
pese a la ausencia de “clases” en el discurso, resurja la contradiccién. Es justo
en este punto donde figura la Teoria de tipos como baluarte.

Teoria de tipos (simple). En 1908 Russell presenta una versién madura
de la doctrina que habia sugerido como solucion a las paradojas en 1903.
Esto lo hace a través del articulo llamado La ldgica matemdtica basada en la
teoria de tipos*® donde ofrece una solucién a las paradojas y es también base

46Fsta definicién fue “traducida” lo mas fiel posible para nuestros fines de la original
contenida en Principia Mathematica:

flZ2Wz)} . =:(39) : la . =, Wz f{pI2} Df

4"Tomado de (Klement 2010, p. 35)
48(Russell, 1908)
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para el desarrollo que hara en Principia Mathematica. Para esto solo vamos
a ver algunos aspectos generales®.

Ahi se indica que el trasfondo de las paradojas surge de una especie de
circulo victoso al suponer que una colecciéon de objetos que deba contener
miembros solo definibles con la concepcién, como un todo, de la coleccién
en cuestién. Por lo tanto, hablando de colecciones (totalidades) en general,
lo que envuelve todo de una coleccién no puede ser miembro de ella misma.
Eso, llamado Principio del circulo vicioso es precisamente lo que se propone
evitar la Teorfa de tipos.

Ahora, por “funcién proposicional” debemos entender cualquier cosa (¢) con
una variable x que se convierte en una “proposicion” cuando se le asigna
un valor determinado a x. En este sentido se comprende como un concepto
ambiguo en tanto que adquiere un valor distinto segtin se varia el argumento.

¢x denota ambiguamente a ¢a, ¢b, ¢c, que son asi mismo los valores varia-
bles de ¢x la cual solo tendra un significado bien-definido si lo los objetos
oa, ¢b, ¢c, son bien-definidos, o sea sus valores tienen que ser previamente
bien-definidos, de lo que se desprende que:

ninguna funcién puede tener entre sus valores algo que presupon-
ga la funcion, ya que si lo tuviera, de hecho, no podriamos con-
siderar como definidos a los objetos denotados ambiguamente por
la funcién hasta que la funcion fuera definida, mientras que, a la
inversa, como acabamos de ver, la funciéon no puede ser definiti-
va hasta que sus valores no lo sean. Este es un caso particular,
pero tal vez el mas fundamental, el principio del circulo vicioso
(Withehead, Russell 1910, p. 39).

Es necesario, por tanto, distinguir entre la funcién misma y un valor de-
terminado de ella. Primero, Russell y Whitehead designan ahora por ‘¢x’ a
un indeterminado valor de la funcién y escriben por la funcién misma ‘¢z’,
‘¢x es una proposicién’ (indeterminada) y ‘¢ es una funcién proposicional’
(ambiguamente ¢a, ¢b, ¢c,). Se sigue que si es dada una funcién ¢z y sus
valores como todas las proposiciones de la forma ¢x, acorde con el principio

49En particular nos bastara con los Capitulos II y III de la introduccién en Principia
Mathematica, (Withehead, Russell 1910, pp. 37-84)
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del circulo vicioso, en (¢&), no hay proposicién de la forma ¢x en la que x
tenga un valor que involucre ¢z.

Entonces, siguiendo con estos autores, no hay tal cosa como el valor de ¢z
con argumento ¢z; es decir, el simbolo ¢(¢#)° no expresa proposicién alguna
0 no es significante.

Con esto claro, regresando al argumento de la paradoja de Russell en forma
de predicados. Si 1) simboliza el predicado “... es un predicado que no es
predicable de si mismo”, la definicién de este seria:

VoL (Yot ¢+~ doi)
donde la formula de la derecha de ‘<=’, no es significante.

Posterior a esto, retoman los términos generales para la distincién de objetos
segun su tipo de la forma presentada en 1903 por Russell. Especificamente,
el dmbito de significacion de un a funciéon proposicional ¢z seran los ob-
jetos a,b,c,... de su respectiva definicién ambigua ¢a, ¢b, ¢c,..., dichos
objetos formaran el tipo del cual ¢Z no es miembro. Asi también la funcién
proposicional ¢Z junto con otras forma el &mbito de significado de funciones
que constituyen a su vez un tercer tipo y asi sucesivamente. A muy grandes
rasgos, estas son las ideas fundamentales de la Teoria de tipos (simple).>!

Expuestas las generalidades de la Teorfa de tipos (simple) contenida en Prin-
cipia Mathematica, los autores pueden pasar a la cuestion de las paradojas o
contradicciones.

50Es decir el resultado se sustituir « por ¢& en ¢x. Esa es la notacién original, aunque
tal vez seria mas correcto escribir ¢¢z.

51Mas elaborada es la llamada Teoria ramificada de tipos, un breve sentido de es-
ta puede ser que, si dada una coleccién de funciones proposicionales ¢z, pZ, x2,... cuyo
ambito de significacién sea, para todas, la coleccion a,b,c,...; con ellas se puede deter-
minar otra funcién ®Z como aquella en la que ®a equivale a que a satisface todas las
funciones proposicionales de la coleccion ¢z, pZ, x2, . ... Entonces la determinacién de ®2
no solo depende de su dmbito de significacién (que es el mismo que el toda la coleccién
de funciones) sino que también de la previamente determinacién de las @2, 02, x2,.. ;
esto propone considerar que no basta con que dos fusiones compartan el mismo ambito
de significacién para pertencer al mismo tipo indistintamente, sino que dicho tipo al que
pertenecen esas funciones debe ramificarse en distintos niveles que se caractericen bien
segun lo necesario para que una funcién pertenezca a tal nivel.
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Como mencionamos, un elemento comtn en las paradojas es que involucran
circulos viciosos. Russell y Whitehead, depués de anunciar una lista de con-
tradicciones que incluye logicas y semdnticas, segun la caracterizacion de
original Ramsey, enmarcan sus respectivas soluciones.

Una clase es un objeto derivado de una funcién proposicional y la presupone,
para su correcta determinacion. Entonces una clase no puede ser, por el
principio del circulo vicioso, significantemente el argumento de la funcion que
la define; esto es, si 2(¢z) es la clase definida por ¢z, el simbolo ¢{Z(¢2)}
no tiene sentido. Entonces, segiin Russell y Whitehead, una clase ni satisface
ni no satisface la funcion que la define, por lo tanto ni es miembro ni no es
miembro se si misma. Para abundar mas, las caracteristicas que requiere una
clase para ser bien definida son:

1. Toda funcién proposicional debe determinar una clase, la cual se con-
sidera como todos los argumentos que satisfacen la funcién en cuestion.

2. Dos funciones proposicionales que son formalmente equivalentes, deter-
minan la misma clase.

3. Dos funciones proposicionales que determinan una misma clase son
formalmente equivalentes.

4. En el mismo sentido que debe haber clases, analogamente hay clases
de clases.

5. Debe ser, en toda circunstancia, carente de sentido suponer una clase
es idéntica a uno de sus miembros.

Respecto al ultimo punto, dicen que tal suposicién significa que si aea seria
una funcién proposicional con significado, y por lo tanto también « ~ ea;; por
1. y 4. debe existir la clase de las clases que satisfacen la funcién proposicional
a~ea, v la nombran con x. Es decir:

QER =, A~EQ

Entonces por nuestra hipétesis kex es significante, y por la definicién anterior
se tendra que:
KEK = K~ER
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lo que es una contradiccién; por lo que aear y a~ e son siempre carentes
se significado. Asi pues, por ejemplo, las clases respectivas de las paradojas
mencionadas en las secciones anteriores, w ~ ew, wew, NoeNo, 2ef2 ySeS
son insiginificantes en esta teoria.

3.3.2. Zermelo, Axioma de separaciéon 1908

En esta ultima seccion es importante hacer una delimitacion de lo que pre-
tendemos mostrar. La intencién aqui es s6lo mostrar la solucion, digamos
inmediata, que se desprende en la primera axiomatizacién que hace Zermelo
en 1908, en particular lo concerniente al Axioma III (de Separacién), asi como
mantenernos claros sobre que las motivaciones de Zermelo para su axioma-
tizacién, a diferencia que Russell, no van persuadidas estrechamente por la
idea de evitar las paradojas de la Teoria de conjuntos, pero si se maneja con
cierta precaucién al respecto. Sus motivacion van mas en sentido a esclarecer
su demostracién del Teorema del buen orden y su axiomatizacion es, en cierta
medida, influenciada por las ideas de Hilbert sobre la fundamentacion de las
matematicas.

En 1904 Zermelo formula lo que se considera como la primera demostracion
del Teorema de buen orden; en ella, naturalmente hace uso explicito del Ax-
ioma de eleccién®?. Ese hecho provocé una gran controversia en algunos de
matematicos, por ejemplo Borel (1871-1956) y Lebesgue (1875-1941), pese
a que habian usado ese principio en sus respectivos trabajos, lo consider-
aron inverosimil. En respuesta a criticas, Zermelo publica el escrito Neuer
Beweis fiir die Méglichkeit einer Wohlordnung® que se divide basicamente
en dos pares; en la primera presenta la nueva demostracion en la que evita
cuidadosamente el uso de resultados de la Teoria de conjuntos cantoriana ini-
cia enunciando algunos supuestos no demostrados. La segunda da respuesta
directa a las criticas de su primera demostracion.

52Zermelo en ese momento declara textualmente que esa demostracién:

se basa en la suposiciéon de que, incluso para una totalidad infinita de con-
juntos, hay siempre un mapeo que asocia a cada uno de los conjuntos con
uno de sus elementos... (Zermelo, 1904, p. 516).

53 Nueva demostracién de la posibilidad de una buena ordenacion, (Zermelo, 1908).
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Entonces para exponer los principios mencionados mas sisteméticamente,
formulé el primer sistema de axiomas de la Teoria de conjuntos, dicha ex-
posicion la hace a través del articulo Untersuchungen tuber die Grundlagen
der Mengenlehre I°*, en ese mismo aiio.

Notemos en este momento que, en diversas ocasiones, se hace la suposicién
directa de que dicha axiomatizacion es producto de los esfuerzos de Zermelo
por contestar y superar la situacién de las paradojas, hecho que se enmarca
en nuestra interpretacion estandar, pero ultimamente se le ha dado mas peso
a al argumentacion de que, en realidad, es la motivacién por reforzar su
demostracion del Teorema del buen orden, la que lo condujo a elaborar los
axiomas influenciado con el desarrollo de las ideas de Hilbert en esa época
y su respectivo apego a su programa. Pero de lo anterior no se sigue que
Zermelo menospreciaba la situacion sucintada por las paradojas, solo que sus
intenciones principales eran otras, en este sentido veamos como lo aborda en
el inicio de su exposicion:

En la actualidad, sin embargo, la existencia misma de esta disci-
plina parece estar amenazada por ciertas contradicciones, o “anti-
nomias”, que se pueden ser derivadas de sus principios —principios
que rigen necesariamente nuestro pensamiento, eso parece— y
para la que no se le ha encontrado todavia ninguna solucion to-
talmente satisfactoria. En particular, en vista de la “Antinomia
Russell” del conjunto de todos los conjuntos que no se contienen a
si mismos como elementos, hoy ya no parece admisible; para asig-
nar a una arbitraria nocién légicamente definible, un conjunto o
una clase, como su extensién. La definicién original de Cantor
[...] sin duda requiere alguna restriccién, no ha sido, sin embargo,
sustituida con éxito por una que sea tan simple y no de lugar
a dichas reservas. [...] En la solucién la problema, por un lado,
debemos restringir estos principios lo suficiente como para excluir
todas las contradicciones y, por otro, tomarlos lo suficientemente
amplios como para mantener todo lo que es valioso en esta teoria.

(Zermelo, 1908a p. 261)

54 Estudios sobre los fundamentos de la Teoria de conjuntos I, (Zermelo, 1908a).
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Zermelo continia y establece que la Teoria de conjuntos concierne a un do-
minio B conformado por lo que simplemente llamaremos objetos, de entre
los cuales estén los conjuntos (Zermelo, 1908a, p. 262); después introduce
la relacion fundamental ‘e’ y la nociéon de subconjutos con el simbolo €y
asi también esboza lo que en ese trabajo se entiende como una proposicién

bien definida:

Una cuestion o proposicion €, cuya validez o invalidez la deci-
den, sin arbitrariedad, las relaciones bésicas [¢] en el dominio en
virtud de los axiomas y las leyes logicas universalmente validas,
es llamada “bien definida” [“definit”]. Asi también, una funcién
proposicional [Klassenaussage] €(z), en la cual el término varia-
ble es todo individuo recorriendo la clase R, se dice bien definida
si lo es para cada uno de los individuos de la clase K.

Posteriormente enunciar su lista de siete axiomas, los cuales mencionaremos
brevemente remitiendo al Apéndice E de este trabajo. El axioma I establece
la igualdad para conjuntos, IT permite la formacién de los conjuntos &, {a}
y {a, b}; III es el Axioma de separacién que a continuacién abordaremos, IV
asegura la formacion del conjunto potencia y V el conjunto union, VI es el
Axioma de eleccion; y finalmente, VII certifica que dentro del dominio %
hay un conjunto infinito. Sobre esta axiomatizacion, regresando al caso de
las soluciones a las paradojas, el que nos concierne es el Axioma III, ya que es
donde expresa la restriccion en tanto a la formacién de conjuntos relacionada
con los valores de una funcion proposicional, el axioma es:

Axioma III. Si una funcién proposicional &(x) es bien defini-
da para todos los elementos de un conjunto M, entonces M tiene
un subconjunto de Mg, que contiene todos y solo los elementos x
de M para los cuales &(x) es verdadera.

Notemos que el axioma anterior depende la definiciéon de funcién proposi-
cional binen definida que anteriormente citamos, dicha definicion literal no
estuvo exenta de andlisis®®, baste en entender €(x) como un propiedad en la

55Por ejemplo, Hermann Weyl para 1910 considera que cuando Zermelo dice “decidir
sin arbitrariedad la validez o invalides de una proposicién” es una ceberacion algo vaga
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que, para cualquier objeto x es posible decir, sin ambigiiedad, si x la verifica
(satisface) o no.

Dicho axioma, siguiendo lo dicho por Zermelo, proporciona un sustituto a
la forma tradicional de definirlos ({z : ¢(z)}), la restriccion va en sentido
de que deben ser separados como subconjutos de un conjunto dado y por lo
tanto excluye nociones contradictorias tales como “ el conjunto de todos los
conjuntos” o “el conjunto de todos lo ordinales” (Zermelo, 1908a, p. 264).
Veamos ahora cémo introduce en materia la paradoja de Russell con el sigu-
iente teorema contenido es este articulo:

Teorema: Todo conjunto M posee al menos un subconjunto
My que no es elemento de M.

Demostracion: Para cada elemento de x de M estd bien definido
si xex o no; la posibilidad de xex no es excluida en si misma por
nuestros axiomas. Si ahora M es el subconjunto de M que, de
acuerdo con III, incluye a todos los elementos de M para los que
no es el caso xex, entonces My no es elemento de M. En cualquier
caso se tiene que Mye My o no. En el primer caso, M tiene un el-
emento x = M por lo cual zex lo que contradice la definiciéon de
M. Asi, ciertamente My no es elemento de M y en consecuencia,
si My es elemento de M también tendria que ser elemento de M,
que acaba de ser excluido.

Se deduce del teorema que no todas los objetos x del domino B
pueden ser elementos de uno y el mismo conjunto; i. e. el dominio
B no es él mismo un conjunto y esto dispone, a nuestro punto de
vista, que la “Antinomia de Russell” queda eliminada (Zermelo,
1908a, p. 265).

y en cambio propone un método recursivo. Abraham Fraenkel en la demostracion de
independencia del axioma de eleccion de 1922 ve la necesidad de reformular el axioma III
de manera que dependa de un objeto ¢(x) formado por la aplicacién de un numero finito
de veces los Axiomas II-VI (ver Apéndice E) a un objeto variable x perteneciente a un
determinado conjunto y posiblemete también a una cantidad finita de objetos constantes,
por ejemplo ¢(z) = U{{{z},{@}}, Px,z}. Zermelo en 1929 retoma su Axioma III y lo
complementa con un caracterizacién axiomaética de su termino bien definido de una manera
recursiva parecida a la propuesta por Skolem en 1922 y une a esta una especie axioma de
completitud al modo hecho por Hilbert (ver final de Apémdice A).
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Y es asi como en términos de Zermelo, se elimina dicha paradoja. Lo que se
acaba de decir en si, es que si identificamos B a la clase universal, digamos el
universo del discurso, este no es un conjunto en el sentido especificado por los
axiomas y ambién, si consideramos a € la coleccién de todos los conjuntos,
tampoco lo es, ya que en ambos casos M; es un “subconjunto” de estos que
lleva a una contradicciéon. Otra forma de tomar este mismo argumento es,
si suponemos que la clase w de Russell es un conjunto, por el Axioma III
debera contener el subconjunto wy = {z € w : x ¢ z}, y de ello pasa que
Wy € Wy O Wy §é wy, en el primer caso, como wy € wy entonces wy € W'y
wp ¢ wy (por definicionde wy), y entonces wy € wy — wy ¢ wy. Por otro lado
si wy ¢ wy por la “definicién” de w tenemos que wy € w, entonces tenemos
que wy € w 'y wy ¢ wy, por lo tanto (por definicionde wy) wy € wp; en suma
wy € w > wy € w, lo que es una contradiccion que proviene de suponer que
w es un conjunto.

El Axioma III de Zermelo, con sus respectiva refinacion, se mantiene ahora
en las axiomatizaciones usuales ( ZF y BG ) de la Teoria de conjuntos y
es de esta misma manera con la que se hace referencia a las paradojas; en
resumen, el uso que ahora se le da a las paradojas es en direccion a demostrar
la inexistencia de conjuntos tales como el universal, el de todos los ordinales,
cardinales y aquel cuyos elementos son los conjuntos que no se contienen a
ellos mismos como electos o que estas mismas son clases propias, o sea que
no existe conjuto tal que los contenga.

En los tratados actuales de Teoria de conjuntos, dada con los axiomas de ZF',
se formaliza la nocién de propiedad que interviene el Axioma III introducien-
do las llamadas formulas y desarrollando la Teoria de conjuntos en célculo
deductivo de primer orden. Con esto, el axioma de separacién se enuncia asi:

Voedy Vz(z € y <> (2 € x A p(2)))

De la misma manera de Zermelo, si suponernos a lo que llegamos es a que
todo conjunto tiene un subconjutos que no es elemento de dicho conjunto.
Sea xo un conjunto y ¢(z) la formula z ¢ z, entoces:

Jy Vz(z €y (z€x0 N2 ¢ 2))
y se sigue entonces que si suponemos y € g en caso de que y € y tenemos
yexoNy ¢y

129



llegamos y ¢ y y de ahi nuevamente a y € y, o sea:

yeysydy
Que es una contradiccion, por lo que y ¢ x.

Como este argumento es valido para todo conjunto zy, Tenemos que dicho
conjunto es una clase propia. Del mismo modo, el suponer que la clase de
todos los ordinales y la clase de todos los cardinales son clases propias, estas
dos posiciones se deducen de las contradicciones respectivas, al suponerlos
como conjuntos, andlogas a las paradojas de Cantor y Burali-Forti que ya
hemos mencionado.
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3.4. A modo de un epilogo

En la interpretacion estdndar se da por sentada una relacion directa de la
crisis de fundamentos propiciada por el descubrimiento de las paradojas y
la dilucidaciéon de tres escuelas del pensamiento filoséfico en matematicas.
Por ejemplo, el grupo Bourbaki refiere a que en situacién engendrada por
las paradojas habia unanimidad entre los matematicos por la urgencia en la
revision de los fundamentos pero que, sin embargo, inmediatamente sugieron
divergencias radicales en la manera de llevar a cabo tal revisién (Bourbaki,
1972, pag. 52).

Dichas divergencias, que incluso las han denominado programas de superacién
de las paradojas, surgen de las polémicas establecidas por la emergente teoria
de conjuntos y la nueva forma de concebir lo que refiere al infinito, pero tam-
bién de un andlisis de los métodos légicos que emplea la matematica. De
estas enmarcaremos tres principales escuelas del pensamiento filosdfico en
matematicas, logicismo, formalismo e intuicionismo de manera breve tratan-
do de presentar las tesis generales enfocandonos en sus respectivo discursos
filosoficos, asi como los principales actores de tales escuelas; y la supuesta
clausura del debate entre ellas propiciada por los teoremas de Godel . Todo
esto sin ninguna intencién de profundizar, en este trabajo, a lo su respectiva
matematica requiere. La intencion aqui es solo dar cierre al episodio que,
segun la interpretacion estadar, tiene la tercera crisis de fundamentos de las
matematicas.

Logicismo: Su tesis fundamental es que la matematica es derivable exclusi-
vamente de la logica y, en consecuencia, es una extension de esta misma. Sus
origenes se principales fundadores fueron Bertrand Russell y Alfred North
Whitehead quienes sostenian que las matemaéticas puras no requieren no-
ciones ni proposiciones primitivas diferentes a las de la logica.

Las bases de dichas ideas se presentaron en los Principia Mathematica (tres
vols. 1910-1913) donde se da un sistema completo de las mateméticas puras
fundamentado solamente en la logica. En este trabajo se parte de un con-
junto de 6 postulados légicos, de los cuales se pueden deducir los silogismos
aristotélicos, posteriormente se expone una primera version de la Teoria de
tipos, que se cred con el fin de evitar las paradojas desencadenadas por las
definiciones impredicativas; o sea, se exige (en términos l6gicos de esta Teoria
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de tipos) que “aquello que supone previamente todos los elementos de una
coleccion, no han de ser elementos de dicha coleccion”.

La Teoria de tipos nos lleva a clases de afirmaciones que hay que distinguir
claramente segin su tipo; tanto el transito entre tipos como la construc-
cion de la matematica en esta teoria, se vuelve muy compleja. Para evitar
esta complejidad Russell y Whitehead introducen el llamado “Axioma de re-
ducibilidad” el cual afirma que para cada funcién proposicional de cualquier
tipo, existe una de tipo cero equivalente.

Ya con un estudio de las funciones proposicionales los autores se ocupan
consecutivamente de la Teoria de clases, los nimeros cardinales y naturales,
con lo que es posible construir todo el analisis.

Segiin Morris Kline (Kline, 1992) en el programa de la Escuela logicista, todos
los postulados de la légica tienen caracter artificial y ademés formal, por lo
que la matemadatica misma hereda estas caracteristicas; sin embargo, dicho
programa cumplio los objetivos planteados sin quedar exento de criticas.

Concretamente, del Axioma de reducibilidad se ha dicho que no tiene lugar en
la matematica y que lo que no puede demostrarse sin él, no puede considerarse
como demostrado en absoluto. A nivel filoséfico, la discusion ha ido en torno
a que si la matematica es una ciencia solo légico-deductiva-formal; o sea,
deducciones del puro pensamiento, jcémo se explica que tal creacién mental
tenga un alto nivel de representacion de los hechos puramente naturales?,
entre otras cuestiones.

Intuicionismo: Otro grupo de matematicos llamado intuicionista surgido
supuestamente a raiz de la existencia de las paradojas, plantearon un enfoque
radicalmente distinto. Su base, a grandes rasgos, residen en la afirmacion de
que las teorias matemdticas no son significativas a menos de que se refieran a
entidades construidas a partir de una cosa dada por la intuicion entendiendo
como construcciones intuitivas a aquellas que se dejan aprehender como uni-
versales y necesarias sin la aplicacién de la nocién de exactitud y por ende
sin el empleo de los principios 16gicos [cldsicos] (Korner, 1967, 152). Asi, las
definiciones en matematicas han de ser constructivas y en las demostraciones
de existencias deben mostrar concretamente como obtener el elemento.

De los primeros intuicionistas se considera a Leopold Kronecker (1823-1891)
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ya que consideraba prescindible la Teoria de los niimeros irracionales y las
funciones continuas debido a que, al igual que varias partes de la matematica,
no daban métodos o criterios constructivos para determinar, en una serie de
pasos finitos, los objetos que se manejan. Asi mismo se opuso ferozmente a la
Teoria de conjuntos cantoriana, porque no aceptaba que, con tal que “la 16gi-
ca” se respetara, las proposiciones sobre el infinito actual eran significativas.
A pesar de que sus trabajos en algebra no se acoplaban precisamente a su
filosofia y de que no conté con partidarios, por mas de veinticinco anos, Kro-
necker fue uno de los que sentaron las bases de esta escuela del pensamiento
matematico.

Otro enérgico defensor de esta escuela fue H. Poincaré (1854-1912), quién
rechazaba tanto la Teoria de conjuntos cantoriana porque engendraba con-
tradicciones, como el programa logicista ya que, para él, la légica sola es
estéril y la matemdtica no seria mas que una inmensa tautologia, si no fuera
por la intuicion. Al igual que Kronecker, exigia que las definiciones y las
demostraciones de existencia tuvieran que ser constructivas; consideraba co-
mo inaceptables las definiciones no finitarias, como por ejemplo un conjunto
construido con ayuda del Axioma de eleccién. En sus estudios sobre La in-
tuicion y La logica matemdtica compara el papel de la légica con el de la
intuicion diciendo que la primera es el instrumento de la demostracién y
la segunda es el instrumento de la invencién. Pero al igual que Kronecker
sus trabajos matematicos, particularmente en Topologia, no reflejan total-
mente su filosofia de las matematicas, pero de ello no se debe concluir que
pensamiento filoséfico no fuese serio.

La critica intuicionista en torno a la situacién de la matematica de la época,
también fue plasmada en un intercambio epistolar entre Baire, Borel, Hada-
mard y Lebesgue. Para ellos no era aceptable el Axioma de eleccion ya que
implicaba una eleccion simultanea e infinita de elementos, lo cual no era claro
para la intuicion, en este sentido pensaban que, si uno simplemente “piensa”
en una eleccion simultanea e infinita, entonces ;no puede cambiar la eleccion
yva hecha a través del razonamiento en torno al problema a resolver? Por lo
que, segiun Lebesgue, se requiere de la “existencia” y la “presentacién” ex-
plicita de la eleccién hecha, incluso si se habla solo de un objeto seleccionado
de un conjunto infinito.

Hasta este momento las objeciones hechas por estos intuicionistas eran es-
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poradicas y no sistematizadas. El primer intuicionista moderno fue Jan Brouw-
er (1881-1966) quien desde su tesis doctoral Sobre los Fundamentos de la
Matematica de 1907 comenzo la construccién de esta filosofia.

Para Brouwer la situacion de la matematica, ya desde sus predecesores, consta
de dos partes; una en la que se considera la matematica como auténoma y
la otra en la que es dependiente, para su crédito, del leguaje y la logica.

La tesis fundamental de su filosofia intuicionista él la describe en “dos actos”
que podemos designar también como “intuiciones”.

El “primer acto del intuicionismo” separa por completo la matematica del
lenguaje matematico, en particular del lenguaje de la logica tedrica y da por
sentado que la matematica es una actividad sin lenguaje de la mente y que
tienen su origen en la percepcion de un movimiento en el tiempo que es a su
vez una separacién de un momento de la vida en dos cosas distintas donde
una precede a la otra y es retenida por la memoria. Ahora, si esta dualidad
concebida en el tiempo se le despoja de toda cualidad especifica, queda la
forma vacia del sustrato de todas las dualidades (paridades o duo-unidades)
que, para Brouwer, es la intuicion bdsica de la matemdtica.

Asi por ejemplo, la experiencia de trepar un monde no depende ni debe con-
fundirse con la comunicacién lingiiistica de este hecho; esto, en el en el caso de
la experiencia de las intuiciones y construcciones matematicas significa que
las reglas de la logica clésica, si bien quien las adopte como principios puede
ser bien guido lingiiisticamente a esa experiencia, se usan en la descripcién y
comunicacion pero no necesariamente en la actividad misma del construir. O
sea, para el intuicionismo brouweriano la matematica es pues independiente,
no solo del lenguaje humano, sino también de la légica. De esta separacion
de la actividad de construcciéon matematica y la actividad lingiiistica se sigue
el cuestionamiento de que si una representacién 1égico-lingiiistica es siempre
adecuada a la construccion, es decir, si va mas alla de esta y el lenguaje
desborde el estudio en cuestion o si es muy pequeno para expresarlo comple-
tamente. Con el primer caso, Brouwer considera como ley del tercer excluido,
aplicado a sistemas infinitos de objetos matematicos, como un ejemplo en que
el lenguaje desborda y deforma la realidad matematica. Sobre le principio del
tercer excluido regresaremos mas adelante.

El “segundo acto de intuicionismo” reconoce la posibilidad de engendrar
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nuevas entidades matematicas; primero en la forma de una sucesion infinita
P1, D2, - - - cuyos todos sus términos se puede escoger con cierta libertar pero
respecto a entidades previamente adquiridas y segundo, en forma de especies
matemdticas, esto es, de propiedades presumibles en relacién con entidades
matematicas previamente adquiridas, que si son ciertas para una determinada
entidad matematica también lo seran para todas las que han sido defiendas
como iguales aquella; las entidades matemaéticas previamente adquiridas para
las cuales la propiedad resulta cierta se denominan elementos de la especie.

Sentadas en lo anterior las bases, a nivel filoséfico, el intuicionismo como
programa fundacional, consiste en la construccién de objetos matematicos
abaluartada en la intuicién pura y no tiene como objeto en si, mostrar la
legitimidad de dichas construccion ya que, bajo este esquema, son en si mis-
mas autoevidentes. Todo lo anterior, en términos de la practica matematica se
traduce en que la existencia matemadtica debe significar lo mismo que la cons-
tructibilidad real, sea lo que fuese esto ultimo, se aclara, para el intuicionista,
en la practica matematica. La matematica intuicionista parte en base a la
sucesion natural de los niimeros, la cual no necesita justificacién ya que es
claramente intuitiva, esto es, engendrada en la intuicion basica matemdtica
que es la intuicién de la duo-unida o paridad. Al respecto Brouwer dice:

La matematica surge cuando la cuestion de la paridad, que resulta
del paso del tiempo, se abstrae de todas las apariciones concre-
tas. La forma vacia que permanece [la relacién de n a n+1] del
contenido comun a todas estas paridades se convierte en la intui-
cion original de la matematica, y repetida indefinidamente crea
los objetos matematicos.?®

Dado esto por sentado, la secesion natural de nimeros 1, 2, 3, ... proporciona
pues un prototipo de construccién a un conjunto infinito a través de la repeti-
cion, de forma ilimitada, de la forma vacia en los paso; es decir, la etapa de
n an + 1. Con ello podemos diferenciar la nocién de sucesién de Cauchy
“clasica” de la “intuicionista”’, ambas esenciales para las respectivas teorias
del continuo esto, solo con fin de mostrar de manera ilustrativa el espiritu de
esta filosofia en su matemaética.

56Citado en Kline 1992, pig. 1586.
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Suponiendo que se ha desarrollado una teoria de los niimeros racionales, la
sucesion {a,} de nimeros racionales se dice de Cauchy si para todo natural
k podemos encontrar un n = n(k) natural de modo que |an4p — an| < 7
para todo natural p. En estos términos, la diferencia de las nociones clasica
e intuicionista consiste en el respectivo significado que se le da a “podemos
encontrar”, en el primero de los caso coincide con el usual existe, en el segundo
es ser capaces de presentar de manera efectiva tal elemento. De esta manera,
la sucesién a, = {27"} es de Cauchy y si suponemos la sucesién {b, } definida
como: si el n-ésimo digito de del desarrollo decimal de 7 es el 9 en la primera
secuencia 0123456789 que aparece en este desarrollo , en tal caso b, =1y en
todos los demés b, = 27". Entonces, b,, difiere de a,, en a lo mas un termino,
y constituye una sucesion de Cauchy clasica pero, mientras no sepamos si tal
secuencia aparece o no en m, no se podra encontrar efectivamente un n tal
que |bpyp — by| < % para todo p, luego no se tendrd derecho a afirmar que
{b,} es de Cauchy en sentido “intuicionista”.>’

Ahora, la légica clasica, segun los intuicionistas, no es un instrumento total-
mente seguro para el descubrimiento de las verdades matematicas y no puede
deducir aquellas que no se puedan obtener de alguna otra manera asi mis-
mo argumentan que los progresos més importantes de la matematica, no se
obtienen perfeccionando la forma légica sino modificando la teoria basica
misma.

Brouwer constantemente no reconoce la obligaciéon de ningin principio 16gi-
co a priori, los principios logicos clasicos tienen que ser analizados y se debe
retener solo aquellos con que se pueda expresar adecuadamente las intu-
iciones. En concreto, el “Principio del tercer excluido” (PTE), que histérica-
mente surgié como abstraccion de razonamientos sobre colecciones finitas y
fue aceptado a priori para colecciones infinitas, o sea, en el caso de los con-
juntos finitos es posible decir si todos los elementos tienen dicha propiedad
comprobandolo uno por uno, mientras que en los infinitos es imposible.

Argumentando lo anterior, Brouwer considera un tipo contraejemplos para
mostrar que ciertas afirmaciones calsecas son constructivamente insostenibles,
esto reduciéndolas a afirmaciones no demostradas. Veamos el caso de la ley

STInterpretado de Heyting 1976, pp 25-26. La posicién de la secuencia 0123456789 en el
desarrollo de 7 era recurrente como ejemplo de los “intuicionistas”, ahora se sabe que dicha
secuencia se encuentra por vez primera cerca del 17.38 x 10°-ésimo digito. En semejantes
términos se puede poner otros problemas atin no resueltos.
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clésica de la tricotomfa para los reales, Vo € R(x <0V z =0V z > 0).%®

Calculando simultaneamente al expiacién decimal de 7 y, abreviando por
N(k) por —los digitos decimales pyesg, - . ., pr de 7 son todos 9—, la sucesién
de Cauchy como sigue:

[ (=2)™ siVk < n-N(k)
n = { (—2)7% sik<ny N(k)

Dicha sucesion esta bien definida, para cada n se puede comprobar si N(n) o
—N(n) y, dado el caso, se hace constante en cuanto aparecen noventa nueves
consecutivos en 7. La sucesién a, satisface la condicién de Cauchy (clésica)
por lo tanto determina un numero real a pero la cuestion es que no podemos
decir si es positiva, negativa o cero. Ya que:

a > 0 <> N(k) se da por primera vez para un numero par
a < 0 <> N(k) se da por primera vez para un numero impar
a =0« N(k) no se da para ningtn k

Y por con siguiente, como no tenemos ain una construccién que determine
la condicién de N(k), no podemos afirmar + < OVaz = 0Vaza > 0,y
por tanto no podemos decir que tenemos una prueba de la ley de la tri-
cotomia. Asi mismo, tampoco a es irracional porque entonces N (k) nunca
se aplicaria, y entonces a = 0, lo que es una contradiccién con lo que se
demuestra que ——(a es racional). Por otro lado, el argumento anterior no es
un a demostracién de que a sea racional. De este modo ——A — A falla. Y
asi mismo, a = 0V a # 0 no tienen prueba.

Asi vemos que de las caracteristicas de la Escuela intuicionista es que las de-
mostraciones de existencia tienen que ser constructivas, por lo que adherirse
a esta escuela significa abandonar muchas demostraciones del analisis clasico.
Pero los intuicionistas no se han limitado a ejercer solo la critica, sino que
tratan de hacer una nueva matematica basada en las construcciones que acep-
tan. Lo que se ha logrado con éxito, es salvar parte del calculo infinitesimal
con sus procesos de limite y también han reconstruido partes elementales del
Algebra y la Geometria, pero sus construcciones son en sumo complicadas.

58En esencia este es el primer contraejemplo al PTE que Brouwer presenta en 1923.
Aqui se toma la versién que se da en (M. van Atten; D. van Dalen, 2002).
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Heyting, seguidor de Brouwer, ha publicado obras importantes sobre la ax-
iomatizacion de las teorias intuicionistas y acerca de una logica intuicionista
a manera de la metamatematica de Hilbert.

Formalismo: En el formalismo las se considera que los enunciados matema-
ticos tienen solo la forma exterior de sentencias que declaran y carecen de
contenido genuino que pueda ser falsado a afirmado. La forma en la que es-
ta escuela intenta resolver el problema de la fundamentacién es utilizando
sentencia formales, carentes de significado que puedan ser deducidas de un
calculo logico predeterminado. Esto con la intencion de evitar el uso explicito
de términos como “todo” o “conjunto” y hablar solo de la “forma”. Entonces
esta escuela propone a la matematica como sistemas formales, unidos a una
colecciéon de axiomas especificos para cada teoria matematica, de los cuales se
obtienen otras expresiones (formales) a través de manipulaciones (formales)
predeterminadas, de tal manera que al hablar solo de formas y procesos for-
males las interpretaciones que se den de este sistema no afectan a la veracidad
de lo demostrado dentro del sistema prefijado.

El principal fundador de esta escuela filoséfica es David Hilbert (1862-1943),
aunque siguiendo la idea de que cualquier fundamentacion de la matematica
requiere indudablemente la légica, los formalistas diferencian de los logicista
en el sentido de que la logica debe tratarse simultaneamente que la matematica.
La légica es un lenguaje puramente simbodlico en el que las proposiciones
matematicas son expresadas a través de sucesiones de simbolos llamadas
formulas y el razonamiento es un mero proceso formal en el que unas férmu-
las se siguen de otras a través de reglas deductivas especificas y partiendo de
un conjunto de axiomas légicos predeterminados.

En este programa una proposicién matemaética se considera demostrada si
puede obtenerse como la tltima de una secesién de proposiciones, cada una
de las cuales se obtienen a partir de los axiomas del sistema formal o se deriva
de otras anteriores a través de las reglas de deduccion.

Pero ain queda abierta la cuestion de que si estos sistemas formales son
exentos de contradicciones, para esto Hilbert y sus discipulos desarrollaron
lo que se conoce como “teoria de la demostracion” o “metamatematica”. En
esta teoria se pretende razonar no en el interior del sistema, sino sobre el
sistema; es decir, razonar sobre las formulas mediante las cuales se expresa el
sistema. Hilbert en la metamatematica propone usar un tipo de légica bésica
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y libre de toda objecién con razonamientos concretos, finitos y de admision
universal, y las demostraciones de existencia tenian que ser constructivas.

En este nivel, Hilbert estd de acuerdo con Brouwer en la primacia de la in-
tuicion, pero no duda en afirmar su admiracién por la teoria de los niimeros
transfinitos, en conservar el Principio del tercero excluido, en aceptar el infini-
to actual, en pretender que todos los problemas matematicos pueden resol-
verse y en recurrir a proposiciones “ideales”, inaccesibles mediante métodos
finitarios. Ahora bien, aunque teniendo ya toda la metateoria necesaria para
abordar el problema de la consistencia, ya sea de la aritmética segun los Ax-
iomas de Peano porque a la consistencia de ésta se reducia gran parte la con-
sistencia de Matematica clasica, o la de una Teoria de conjuntos lo suficiente-
mente rica como para probar dichos axiomas; finalmente, no se lograron con-
seguir dichas demostraciones, Hilbert y su escuela sélo consiguié demostrar,
en esa época, la consistencia de sistemas formales sencillos y consistencias
relativas.

Teoremas de incompletitud de Godel: El programa de Hilbert tenia
fallas intrinsecas, Kurt Godel (1906-1978), en uno de sus primeros trabajos,
demuestra que la consistencia de un sistema que incluya la légica usual y
la aritmética, no puede ser probada si nos limitamos a conceptos y métodos
que pueden ser expresados en términos formales por un sistema de Teoria de
nuimeros.

El resultado anterior es un corolario de un de sus més importantes resultados,
el Teorema de incompletitud. Lo que este teorema afirma es que si una teoria
formal axiomatizable que incluya a la aritmética es consistente, entonces
dicha teoria es incompleta, o sea que si tenemos una afirmacion dentro del
sistema, ni esta ni su negacion, son demostrables dentro del sistema por lo
que, finalmente, como una de las dos es verdadera, entonces tenemos dentro
la teorfa axiomatica una afirmacion verdadera que no es demostrable. Los an-
teriores resultados aplican tanto al sistema logicista, al de Zermelo-Fraenkel,
como a la axiomatizacién de la teoria de ntiimeros de Hilbert.

La incompletitud en los sistemas formales es un defecto importante, ya que
implica que estos sistemas son inadecuados para demostrar correctamente
“todas” las afirmaciones que podrian serlo dentro del sistema. Para empeo-
rar las cosas, hay afirmaciones indecidibles pero intuitivamente verdaderas
en algin modelo del sistema y la incompletitud no puede remediarse anadi-

139



endo la indecidible sentencia o su negaciéon como axioma, ya que el mismo
Godel demostrd que cualquier sistema que incluya a la aritmética contiene
intrinsecamente un sentencia indecidible. Pero desde luego, los argumentos
anteriores no excluyen que otros métodos de demostracién que permitan ir
mas alla de la metamatematica de Hilbert.

Terminamos con esta introduccién diciendo que en tanto a la fundamentacién
ninguna de las tres escuelas vistas ha logrado el objetivo de establecer un
planteamiento universalmente aceptado. Pero el desarrollo de la matematica
sigue; por ejemplo se ha demostrado la consistencia de la Aritmética y de
algunas partes del Andlisis cldsico utilizando la induccién transfinita, por
otro lado Godel y Paul Cohen demostraron que el Axioma de eleccion y
la Hipodtesis del continuo son independientes de la Teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel. Junto con estos, otros resultados de consistencia relativa
han sido demostrados quedando aun abierta la cuestion de la consistencia
absoluta de la Teorfa de conjuntos (con otras metodologias) y la de la con-
struccion de una matematica sobre una base intuicionista.
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3.5. Conclusion

El hecho de que si fuese inevitable el desarrollo de una teoria cuyos objetos
sean los conjuntos y en particular el manejo de cantidades transfinitas, es atin
cuestionable. Lo que si es que el nacimiento de la Teoria cantoriana apartir
del estudio de la convergencia de las series trigonometrias y su posterior paso
mas alla del infinito al concebir los conjuntos derivados de orden transfinito
y la concepcién de distintas potencias infinitas, marcaron los antecedentes de
la teoria de ordinales y cardinales que representa un antes y un después en
el desarrollo y fundamentacion de la matemaéatica actual. Por otro lado, las
implicaciones filosoficas de las consideraciones de Cantor para la introduccion
de nuevos conceptos mds alld de lo infinito potencial contraviniendo a la
concepcién clasica de la inexistencia o inaccesibilidad del infinito en acto, y
su consiguiente distinciones entre tipos de realidades matematicas, inmanente
y transubjetiva, siendo solo las segundas prescindibles (o sea, las relacionadas
con expresiones el mundo exterior) para el desarrollo cabal y libre de la
matematica como ciencia abstracta; marcaron un cambio en la forma de
concebir el infinito en filosofia “en general” y también, en filosofia matematica
da un precedente en tanto a la libertad del quehacer del matematico.

Cuestionamos fuertemente que el surgimiento de las paradojas se debe a
incorrecciones u omisiones en el desarrollo original de Cantor, consideramos
mas bien que era una teoria emergente no a salvo de refinaciones, asi como
el desarrollo de cualquier nuevo o primitivo conocimiento humano. También,
a diferencia de las presentaciones habituales del tema en las que se omite
la distincion de Cantor, tal vez vaga o incipiente pero consciente, de las
multiplicidades consistentes o inconstantes, basta para salvar del adjetivo
ingenua a su teoria, que si mas bien no acabada, si conforma un complejo de
ideas sin precedentes bien elaboradas y profundamente reflexionadas por su
autor acorde a su época.

También, varios hechos son repetidamente enunciados, el primero de ellos es
que las paradojas surgen, en particular en los tres casos vistos, como una acti-
tud critica negativa hacia las ideas de Cantor; como vimos, en ninguna de las
tres es el caso. La paradoja que se le atane a Cantor en sus dos acepciones
mencionadas no le surgen como una falla, sino més bien son consistentes
con su marco de ideas, tanto asi, que las convierte en herramientas, incipi-
entes tal vez, de demostracién para resultados fundamentales en su teoria.
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En el caso de Burali-Forti es similar; se le ha considerado como detractor
de esa teoria y que su paradoja es producto de la busqueda de fallas en
Cantor. Lejos de esto, Burali-Forti fue contribuidor, su fin era mostrar algo
que consideraba como correccion en la teoria de los niimeros ordinales; co-
mo se ve en su articulo en cuestion y en sus trabajos precedentes. También
resaltamos el hecho de que, con referencia en los tratados originales, las con-
tradicciones que fueron transformadas en paradojas subyacen en un paso de
una demostracién por reduccion al absurdo en la que se busca una contradic-
cién. Sin mas, ninguno de los dos casos, los respectivos autores le dieron la
connotacion casi cataclismica a las contracciones intrinsecas en esa teoria,
sus conclusiones fueron otras y en sentido positivo. Lo tltimo deja abierta la
cuestiéon de interpretaciones histéricas, restringiéndonos a estos dos autores,
sobre la crisis de fundamentos.

En tanto a Russell, su idea era conciliar de su creencia en la existencia de
la clase universal y el Teorema de Cantor. Para ese propdsito se dedico a
analizar cuidadosamente el argumento diagonal de Cantor y es en el momento
de considerar su aplicacién a la clase universal, donde se topa con la idea de
su clase w contradictoria. A diferencia de los dos autores anteriores, Russell
si la anuncia como una contradiccion en la matematicas, tal vez confiado por
la afectacién en su maestro Frege y su programa. Este hecho y su respectiva
publicacion en Los principios de Russell y asi como en los Grundlagen II de
Frege, fue lo que pudo haber despertado interés en la comunidad matemaética,
pero también destacamos el hecho de la paradoja, que ahora tambien me
inclino a nombrar de Zermelo-Russell, era de conocimiento general en la
escuela de Gottingen, debido a que este la habia comunicado a su maestro
Hilbert, alrededor de 1900, quien declara su efecto como catastréfico.

En cuanto a las soluciones aqui enmarcadas, notamos que Zermelo vio con
claridad que el enunciado cléasico del Principio de comprension, originaba las
paradojas, y su respuesta fue la restriccién o relativizacién de dicho principio.
Esta solucion, a diferencia de la de Russell ha, superado en términos practicos
la prueba del tiempo tal y como ahora podemos ver en los tratados de teorias
de conjutos. La Teoria de tipos de Russell se ha considerado como complicada,
el transito o seguimiento del #ipo de la variables, para el quehacer matemaético,
se torna inapropiado; pese a esto, claros remanentes de esta teoria se ven en
la distincién entre clases (propia) y conjuntos en BG y en légicas de érdenes
superiores.
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A mi ver, no tuvo lugar la mencionada crisis de fundamentos que se enmarca
bajo la acepcién la interpretacion estdndar, por otro lado la parraba crisis
me parece exagerada si lo que vemos es una correcciéon o refinacion a una
teoria matemaéatica emergente y revolucionaria para su época, el hecho lo veo
mas como un cambio en la forma de concebir en matematicas. Acepto que
esta opina posiblemente peque de anacronismo de mi parte.
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Apéndice A

Axiomas de Hilbert para la
Geometria

Hilbert considera tres tipos de cosas o entes, los puntos identificados con
las letras A, B, C...; las rectas con las letras a, b, c...; y los planos con «,
B, v, sobre estos entes se conciben cinco relaciones primitivas, estar situado,
entre, paralelo, congruente y continuo donde su completa y exacta descripcion
es consecuencia de los siguientes grupos de axiomas:

I 1-7 Axiomas de conexién
II  1-5 Axiomas de orden

I11 Axioma de las paralelas (Axioma de Euclides)
IV 1-6 Axiomas de congruencia
\Y% Axioma de continuidad (Axioma de Arquimedes)

Grupo I. Axiomas de conexién
I. 1. Dos puntos distintos A y B determinan completamente una linea recta
a. Escribimos AB =a 0o BA = a.

I. 2. Dos puntos cualesquiera de una linea recta determina por completo a
la linea; es decir, si AB = ay AC' = a, donde B # C,entonces BC = a.

I. 3. Tres puntos A, B y C no situados en la misma linea recta determinan
completamente un plano «. Escribimos ABC = a.
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I 4.

L 5.

I. 6.

L7

IT. 2.

IT. 3.

IT. 4.

IT. 5.

Cualesquiera tres puntos A, B y C' de un plano «, que no se encuentran
en la misma linea recta determinan completamente ese plano.

Si dos puntos A, B de una linea recta a estén en el plano «, todo punto
de a estd en el plano «.

Si dos planos «, [ tienen un punto A en comun, entonces tienen al
menos un segundo punto B en comun.

Sobre cada linea recta existen al menos dos puntos, en cada plano al
menos tres puntos que no estan sobre la misma linea recta, y en el
espacio existen al menos cuatro puntos que no estan en la misma linea
recta.

Grupo II. Axiomas de orden

. Si A, B, C son tres puntos de una recta y B estd entre A y C, entonces

B esta situado entre C'y A.

Si Ay C son dos puntos de una linea recta, entonces existe al menos
un puto B situado entre A y C', y al menos un punto D situado de
modo que C este entre Ay D.

De cualesquiera tres puntos situados en una linea recta, siempre hay
uno y solo uno que se encuentra entre los otros dos.

Cualesquiera cuatro puntos A, B, C, D de una linea recta pueden ser
dispuestos de manera que B debera de estar entre A y C' y también
entre Ay D, y, ademas, C' deberd estar entre A y D, y también entre
By D.

Sean A, B, C, tres puntos no situados sobre la misma linea recta y sea
a un alinea recta en el plano ABC' y que no pasa sobre ninguno de los
puntos A, B, C. Entonces, si la linea recta a pasa sobre el segmento
AB, también pasard sobre un punto del segmento BC' o un punto del
segmento AC'.

146



III.1.

IV.1.

IV.2.

IV.3.

IvV.4.

Grupo III. Axioma de las paralelas

En un plano « puede ser trazada sobre un punto A, fuera de una linea
dada a, una y solo una linea recta que no intersecara a la linea a esta
linea recta es llamada la paralela de a sobre un punto dado A.

Grupo IV. Axiomas de congruencia

Si A, B son dos puntos de una linea recta a, y si A’ es un punto sobre la
misma u otra linea recta a’, entonces, en un lado de A’ de la linea recta
a’ nostros podemos encontrar un y solo un punto B’ de tal manera que
el segmento AB (o BA) es congruente con el segmento A’B’. Nosotros
indicamos esta relacion escribiendo:

AB# A'B

Todo segmento es congruente con si mismo, nosotros siempre tenemos:

AB = BA

Si un segmento AB es congruente con el segmento A’B’ y también
con un segmento A”B”, entonces, el segmento A’B’ es congruente con
el segmento A”B”; esto es, si AB = A'B' y AB = A”B”, entonces
A/B/ = A//B//‘

Sean AB y BC dos segmentos de una linea recta a que no tienen puntos
en comun aparte de By, ademds, sea A'B’y B'C" dos segmentos de esa
misma u otra linea recta a’, teniendo igudleme ningin otro punto en
comun distinto de B’. Entonces, si AB = A'B' y BC = B'C’ tenemos
que AC = A'C".

En lo posterior denotaremos con las letras h, k a rayos que se intersecan
en un vértice O, y escribiremos Z(h, k) para referirnos al 4ngulo(cénca-
vo) formado por esos dos rayos.

Sea un Z(h, k) dado en el plano « y sea una linea recta a’ en un plano
o/. Supéngase ademds que en plano « se asigna uno de los lados de
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IV.5.

IV.6.

o’. Denotemos ademads con h’' uno de los rayos de o’ emanado de un
punto O de la misma linea. Entonces en el plano o’ hay un y solo un
rayo k' tal que Z(h, k), o Z(k,h) es congruente con el dngulo Z(h', k)
al mismo tiempo todos los puntos en el interior del dngulo Z(h/, k') se
encuntran en el lado de A’. Expresamos esta relacién con la notacién:

L(h, k)= Z(W k)
Todo édngulo es congruente con si mismo, esto es:

(h,k) = (h,k) 6 (h,k)=(k,h)

Siun dngulo Z(h, k) es congruente con el angulo Z(A', k') y también con
el angulo Z(h”, k"), entonces Z(h', k") es congruente con Z(h", k"); es
decir si Z(h, k) = Z(I,K') y Z(h, k) = Z(h", k") entonces Z(W, k') =
Z(h”, /ﬂ”).

Si en dos tridngulos ABC' y A’B’'C’ se tienen las congruencias:
AB=A'B' AC = AC',/BAC = /B'A'C'
También se tiene las congruencias:

/ABC = /ABC" v LACB=/AC'B

Grupo V. Axiomas de continuidad

. Sea A; un punto sobre una linea recta situado entre dos puntos arbi-

trario A y B. Tomemos Ajy, Az, Ay,... de tal manera que A; esté entre
Ay A, Ay entre Ay y As, Az entre Ay, Ay etc. Por otra parte los
segmentos:

AAD A1A27 A2A37 A3A47 s

son iguales uno con el otro. Entonces, entre esta serie siempre existe
un cierto punto A,, tal que B se encuentra ente A y A,,.
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AXIOMA DE COMPLETITUD. A un sistema de puntos, lineas rectas y planos,
es imposible agregarle otros elementos de manera que el sistema asi generado
forme una nueva geometria que obedezca a los cinco grupos de axiomas. En
otras palabras, los elementos de la geometria forman un sistema no suscep-
tible a extension, si mosotros consideramos que los cinco grupos de axiomas
son vdlidos.

Sobre este axioma Hilbert expresa:

Desde un punto de vista tedrico, el valor de este axioma es que
conduce indirectamente a la introduccién de puntos limite y, por
lo tanto, hace que sea posible establecer una relacién uno a uno
entre los puntos de un segmento y el sistema de ntimeros reales
(Hilbert, 1950, p.16).
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Apéndice B

Articulos de Burali-Forti, 1897

Este articulo se publica en febrero de 1897 durante la reunion de marzo del
Circolo matemadatico Di Palermo en Turin Italia. Se dice que en este trabajo es
donde aparece la primera paradoja de la Teoria de conjuntos. La discusion de
este trabajo en torno a dicha paradoja ya se hizo, aqui damos una traduccion
basada en la compilacién de trabajos originales traducidos al inglés de Jean
Van Heijenoort encotrada en Heijenoort (1967, pp. 104-112), asi como en el
original con referencia Burali-Forti (1897). También agregamos la nota en la
que Burali-Forti aclara las diferencias entre su orden perfecto y el buen orden
de Cantor. Burali-Forti como perteneciente a la escuela de Peano, utiliza
la simbologia que a continuaciéon describiremos, para esto nos basamos en

Bochenski (1985) y en Peano (1894).

Los puntos .,:, .., ::,: - : sirven para saber como deben ser unidos los simbo-
los, primero se unen los que son separados por ningin punto, después los que
estan separados por uno, después los que por dos y asi sucesivamente; por
ejemplo:

ab.cd : e.fg .. hk.l

Equivale a

{[(ab)(cd)]le(fg)]}[(RE)I]

También se pueden utilizar paréntesis ().

El simbolo K significa clase, se entiende a ueKK como u es una clase y a
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Ku com la clase de las subclases de u, también Kfin es la clase de las clases
finitas. Ademds he{...} denota el h tal que {...}.

Se usa afb para referir a una relacion que trasforma los a en b, (Ku)fu N
h quiere decir que h es una relasion que a un zeu le asigna un yeKu vy,
asi mismo, (afb)rcp representa que la trasformacién es reciproca.

Se lee no cuando aparece -, si a es una proposicion, -a se entiende como
la negacién de a. El simbolo A significa falso o absurdo, por ejemplo (z -=
x) = A se entiende como (x - = x) es falso. El simbolo ¢ se puede leer cuando
aparece txr como igual a x.

La implicacién se denota con D, si a y b son proposiciones y x,y, ... son
letras de a; si cualesquiera que sean los valores de z,v, ..., si la condicion a
es vardadera implica que b también es verdadera se escribe:

a Dgy,. b,

se escribe al pie de D las letras sobre las cuales se hace la deduccién que, a
su vez, es independinete de estas letras como subindices.

Se utiliza a =, , b como abreviacién de a D, b.b D, a, también a =, , A
significa “no hay ningun valor de z e y que cumplan la condicion a” y su
negacion a-=,, A que “hay valores de = e y que satisfacen la condicién a”

Por 1ltimo, para consulta de las referencias bibliograficas hechas por Burali-
Forti se puede remitir a los documentos en lo que se basa esta traduccion.
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B.1. Articulo de Burali-Forti, 28 de marzo de
1897

Una cuestion en los numeros trasfinitos
Cesare Burali-forti
(1897)

El principal objetivo de esta nota es probar que de hecho existen numeros
transfinitos' o tipos de orden a y b de tal modo que a no es igual a b, no es
menor que b, y no es mayor que b.

Con base en los resultado ya conocidos, nosotros podemos probar en unas
pocas palabras lo que hemos afirmado; pero, para remover cualquier duda
de los lectores y para la validacién de nuestra prueba, hemos considerado
necesario establecer exactamente (en §§1-8) el significado de los términos que
usamos?, repitiendo -tal vez en una forma diferente- asuntos ya presentados
por nosotros en Rendiconti (189/).

§1. Orden en los elementos de una clase. Sea u una clase. Nosotros decimos
que h es un orden de u si*:

(a) h es una correspondencia entre los elementos de u y las clases formadas
por elementos de u;

(b) La correspondencia h es transitiva; esto es, si x,y, z son elementos de u,
si  es un elemento de la clase hy, y si y es un hz, entoces x es un elemento
de hz;

(c) Si z e y son elementos de u, entonces no puede ser que al mismo tiempo,
x es un hy y que y un hx;

(d) Si = e y son arbitrarios elementos de u, entonces simpre x es idéntico con
Yy, 0 x es un hy, o y es un hx.

En simbolos, escribimos Ordu para referirnos al “orden de u”, tenemos

LCantor 1895; traduccién italiana, 1895a. para los trabajos previos de Cantor en este
tema consultar la lista bibliogrdfica de Vivanti anexa a la parte IV de el Formulaire pub-
licado por la revista di matematica[[1893]].

2Para el significado de los términos clase, correspondencia, clase finita, nosotros refe-
rimos al lector Burali-Forti, 1896.

3Para futuras explicaciones revisar los temas contenidos en §1-8, ver Burali-Forti, 1894.
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1.ueK. D .Ordu = (Ku)funhe{xz, y, zeu.xzehy.yehz D, .vehz . ¥, yeu.
xvehy.yehs. =, A . x,yeu. Dyt v = y.U.xehy. U.yehe} (Def).

Si z es un elemento de u, llamamos a los elementos de la clase hx “sucesores
de x en u con respecto al orden h”; facilmente vemos que las propiedades
(a)-(d) atribuidas a h son ordinariamente ligadas a la idea de orden.

Invertimos la relacién yehz (y es un sucesor de x), escribiendo zeh|y, v a
partir de ahora hly puede ser usado para “predecesor de y en u con respecto
al orden h”. Llamamos al elemento x de u no tiene predecesores (h|lx = A)
“el primer elemento de u con respecto al orden h” y al elemento y de u
que no tiene sucesores (hy = A) “el tltimos elemento de u con respecto al
orden A”. Si x es un elemento de u, usamos el término “sucesor inmediato
de x” para el elemento y de u que es un sucesor de z y tal que no existe
ningin elemento de u que sea al mismo tiempo sucesor de z y predecesor de
y (yehz.unhzNh|y = A). El primer o el dltimo elemento de u, asi como o el
sucesor inmediato de un arbitrario elemento de u no necesariamente existe;
pero si existe, estd univocamente determinado (esto se sigue facilmente de
las condiciones (a)-(d)).

§2. Clases ordenadas.* Sean u y v clases arbitrarias; sea h un orden de
w 'y k un orden de v. Escribimos (u, h) para referirnos a “la clase u cuyos
elementos son ordenados por h”, o “la clase u ordenada por el criterio h”.

No es posible ahora definir (u,h) poniendo (u,h) igual (idéntico) a un
complejo de signos con un significado conocido. Definimos (u, h) como un
objeto abstracto indicando la condicion bajo la cual dos clases ordenadas
tienen que ser consideradas como idénticas.

Escribimos

2. u,veK.heOrdu.keOrdv. D.". (u,h) = (v, k). =t u =v.h =

4Cantor (1895, p.496[[o 1934, p.296]]) declara: “nostros decimos que un conjunto M
es simplemente ordenado si existe entre sus elementos un orden por rango definido acorde
al cual, para cualesquiera dos elementos m; y me uno ocupa el rango menor y el otro el
mayor, y esto de tal modo que, si de tres elementos mq, ms y ms, my €s menor en rango
que ms y Mo €s menor que mg, entoces mq es también menor que ms.”
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esto es, asumimos que (u, h) es idéntico a (v, k) si u es idéntico a v y la
correspondencia h es idéntica a la correspondencia k.

Si u es una clase que contiene sélo un elemento x (ueUn), entonces todo
orden h de u es tal que hx = A. Podemos indicar de aqui en adelante por
el signo A cada orden de u y consecuentemente (u, A) representara la clase
ordenada u.

Escribiendo Ko para “clases ordenadas”, ponemos

3. Ko = (u, h)e{ueK.heOrdu}.

Esto es, decimos que (u, h) es una clase ordenada si u es una clase y h es
un orden de wu.

§3. Clases perfectamente ordenadas. Sea u una clase no vacia (una que
efectivamente contiene algunos elementos) y sea h un orden de w.

Decimos que (u, h) es una clase perfectamente ordenada si:

(a) Existe un elemento de u que ocupa el primer lugar con respecto al orden
h;

(b) Todo elemento de u que tiene un sucesor, tiene un sucesor inmediato.

(c) Para cualquier elemento arbitrario x de u,  no tiene un predecesor in-
mediato, o existe un predecesor y de x que no tiene predecesor inmediato
y es tal que los elementos de u, que son al mismo tiempo sucesores de y
y predecesores de x, forman una clase finita.

En simbolos, escribiendo Kpo, tenemos

4. Kpo = Ko N (u, h)e{u-= A :-: zew.h|lx = A-=, A :-: zeu.hy-= A. D,:
yehruNhexNhly = A-=, A -t zeu. Dy yehlzunNhyNhle = A=, A -
U..yehlz : mehlyunhmNhly=A. =, A: (uNhyNhlz)eKfin : -=, A}

La definicién dada aparece en una simbologfa algo complicada porque no quisimos
introducir signos para predecesor inmediato o sucesor inmediato de x, para el primer
o ultimo de wu, etcétera. Serfa conveniente introducir tales signos si quisiéramos dar un
tratamiento de la teorfa de clases ordenadas.
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G. Cantor llama a una clase ordenada que satisface las condiciones (a)
y (b) “clase bien-ordena”. Hay una marcada diferencia entre clases bien-

ordenadas y perfectamente ordenadas. Sea, por ejemplo, ay, as, az, ...y
b1, by, bs,...los elementos de dos clases numerables; si consideramos la clase
ordenada

ai, as, as, ..., b3a b27 bl

nosotros facilmente vemos que es una clase bien-ordenada, pero no perfecta-
mente ordenada, mientras

a1, ag, as, "‘7b17b27b3

es una clase perfectamente ordenada, por lo tanto bien-ordenada.

§4. Relaciones entre clases ordenadas. Sean (u, h) y (v, k) clases ordenadas.
Escribimos (u, h)f(v, k) para “correspondencia ordenada entre los elementos
de u y los elementos de v ordenados por los criterios h y k”. Decimos que f
es tal correspondencia cuando: f es una correspondencia univoca y reciproca
entre los elementos de u y v, y es tal que, si z y y con elementos de u y x es
sucesor de y con respecto a h, fx es un sucesor de fy con respecto a k. En
simbolos tenemos

5.(u, h), (v, k)eKo. D .(u,h)f(v,k) = (ufv)rep N fe{x,ysu.zchy. D,
Foek(fy)) (Def).

Decimos que (u, h) es equivalente® a (v, k) y escribimos (u, h) ~ (v, k), si
una correspondencia ordenada puede establecerse entre (u, h) y (v, k). Deci-
mos que (u, h) es menor que (v, k) y escribimos (u, h) < (v, k), si existe una
clase w contenida en v tal que (u, h) ~(w, k).” En simbolos tenemos

6. (u, h), (v, k)eKo. D: (u, h)~ (v, k). = (v, k)f(u, h)-= A (Def).
7.....D0 (uyh) < (v, k). = weKo.(u, h) ~(w, k).-=, A (Def).

SCantor dice que las dos clases ordenas son similares (dhnlich). Nosotros manten-
emos el término equivalente definido para dos clases ( ver Apéndice B.1), actualmente no
tiene significado para dos clases ordenadas. Lo mismo podemos decir acerca del signo <
introducido por nosotros en el mismo articulo.

"Observamos que cada orden de los elementos de v es también un orden de cada clase
contenida en v (§1); por lo tanto si w es una parte de v, entonces (w, k) es también una
clase ordenada.
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De las proposiciones 6 y 7 lo siguiente se deduce facilmente

(u, h), (v, k), (w,1)eKo. D.".

8. (u, h)~(u,h),

9. (u,h)~(v,k). = .(v.k)~(u,h)

10. (u, h) ~ (v, k).(v.k) ~(w,l). D (u, h) ~(w,l)
11. (u,h)~(v, k). D (u, h) < (v,k)

12. (u, h) ~ (v, k).(v.k) < (w,1). D .(u,h) < (w,1)
13. (u,h) < (v, k).(v.k) < (w,1). D .(u,h) < (w,1)
14. (u, h)~(v, k). D u~wv

15. (u,h) < (v,k). D u<w

§5. Operacion S. Sean (u,h) y (v, k) clases ordenadas tales que u y v
no tienen elementos en comuin. Para el simbolo (u, h)S(v, k), el cual leemos
“clase ordenada (u, h) seguida por la clase ordenada (v, k)”, debemos denotar
la clase u U v (suma légica de v y v) cuando ordenados por un criterio [ tal
que , x vy y siendo elementos u U v la sentencia xely equivale a decir: = y y
son elementos de u y xehy, o x y y son elementos de v y zeky, o x es un
elemento de v y y es un elemento u. En simbolos tenemos

16. (u, h), (v, k)eKo.unov = A. D .(u, h)S(v, k) = 7[(u U v, )e{leOrd(u U
v) o w,ye(u U ). Dyy iozely . = ooz, yeuaehy @ U oz, yev.aeky o U
rev.yeu}| (Def).

Es féacil probar que (u, h)S(v, k) una clase ordenada univocamente deter-
minada. De forma analoga tenemos

17. (u, h), (v, k)eKpo.unov = A. D .(u, h)S(v, k)eKpo.

§6. Tipo de orden. Si (u,h) es una clase ordena, tenemos T*(u, h) para
“tipo de orden de elementos de u ordenado por el criterio h”. Consideramos
T*(u, h) como un objeto abstracto en funcién de (u,h) y que (u,h) tiene en
comun con todas las clases equivalentes al mismo; esto es

18. (u, h), (v, k)eKo. D: T*(u, h) = T(v, k). = .(u, h) ~ (v, k)

Escribiendo T para “tipo de orden”, ponemos

19. T = 7Ze{(u, h)eKo.x = T*(u, h).- =@ n) A} (Def).
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De las proposiciones 8, 9, y 10, se sigue inmediatamente que para los tipos
de orden la igualdad definida por la proposicién 18 tiene las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva; esto es si a y b son tipos de orden arbitrarios,
tenemos

a=a, a=b.=b=a;, a=bb=cD.a=c
§7. Mayor y menor en los tipos de orden. Sean (u, h) y (v, k) clases ordenadas.
Decimos que T¢(u,h) es menor que T¢(v, k), o que T¢(v, k) es mayor que
T¢(u, h) y escribimos

T(u, h) < T*(v, k) 6 T (v, k) > T*(u, h)

si existe una parte v; de v tal que (u, h) ~(vq,k), y no existe una parte u;
de u tal que (uy, h)~ (v, k). En virtud de la proposicién 7 tenemos

20. (u, h), (v,k)eKo. D.. T(u, h) < T¢(v, k) :=: T*(v, k) > T*(u,h) :=:
(u,h) < (v,k).(v,k)-< (u, h). (Def).

Tenemos las siguientes proposiciones:
a,b,ceT. D:

2l.a=b.a <b. = A,
22.a <b.a>b =
23.a=bb<c. D .a<c,
24.a<bb<c. D

Las proposiciones 21 y 22 expresan el hecho que, de los tres casos a =
b, a > b, a < b, dos no pueden ocurrir al mismo tiempo; ellas son consecuen-
cias inmediatas de las proposicines de §4. La proposicién 23 es también una
consecuencia inmediata de estas proposiciones. Ahora probamos la proposi-
cién 24. Sean (u,h) , (v, k) y (w,l) clases ordenadas. De la proposicién 13
obtenemos

EU,Z>)8< (v, k). (v, k) < (w,]).(w,l) < (u,h). D: (v,k) < (u,h). U.(w,l) <

trasfiriendo los dos términos de la tesis en la hipotesis y el tercer factor de la
hipdtesis en la tesis, tenemos

(u,h) < (v,k).(v, k) -< (u, h).(v,k) < (w,1).(w,1)-< (v, k). D .(w,1l)-< (u, h);

8Porque si a, b, y ¢ son proposiciones, tenemos que b. O .bUc y por lo tanto a D b. D:
a.D>.bUc.
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poniendo a la tesis el factor (u, h) < (w,l), lo cual es una consecuencia de la
hipdstesis y recalcando la proposicién 20, obtenemos al proposicion 24.

Sin embargo, no podemos provar que
A a,beT. D:a=b.U.a <b.U.a > b,

eso es, que para dos tipos arbitrarios uno de los tres casos a = b, a <
b, a > b debe ocurrir siempre. Procediendo como en nuestro 1986a, reducimos
al proposicion A al producto logico de las siguientes dos

L. (u,h), (v, k)eKo. D (u,h) < (v, k). U.(v, k) < (u,h),
IL. (u, h), (v, k)eKo.(u, h) < (v,k).(v, k) < (u,h). D .(u,h) ~(v, k).

Si asumimos por un momento que la proposicion A, o por lo menos la
proposicion II es verdadera, partiendo de la proposicion 20, después de algu-
nas simples trasformaciones légicas tenemos que

B. (u,h), (v,k)eKo. D.-. T(u,h) < T(v,k). =: (u,h) < (v,k).(u, h)~
(v, k);

esto es, T¢(u, h) es menor que T*(v, k)?, si no son iguales y existe una parte
vy de v talque (u, h) ~ (v, k). Es en esta forma en la que Cantor (1887) da
la definicién de la relacién conteniendo el signo <. Nuestra proposicion 20
y la proposicion B son equivalentes si la proposiciéon A, o por lo menos la
proposicién I se mantienen. Si asumimos la proposiciéon B como una defini-
cién, no sabriamos como probar la proposicion 24 a menos que asumamos la
proposicion II.

De la proposicion 20 y la proposicion B se sigue facilmente que

C. (u,h), (v,k)eKo.(u, h) < (v, k). D . T*(u, h) < T*(v, k).

§8. Numeros ordinales y suma. Decimos “nimero ordinal”1?, y escribimos

I[Aqui el texto dice, “il T¢(u, k) ¢ minore del T¢(u, h)”, que es un error de impresién
7 ) ) )
10Cantor dice niimero ordinal para “tipo de orden de una clase bien ordenada”. Sin em-
bargo las propiedades de nuestros ntimeros ordinales nos parecen acordes con los niimeros
ordinales de Cantor. Ademaés esto no afecta nuestras conclusiones; para esto basta probar
que nuestro T es precisamente los tipos de orden de Cantor.
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No para los “tipos de orden de clases perfectamente ordenadas”;

25.No = T*‘Kpo. (Def).
Ponemos
26.1=71T*{KoN(u, h)e(ucUn)}. (Def).

Esto es, decimos que uno es el tipo de orden de las clases ordenadas (u, h)
tal que u contiene justamente un elemento. Se sique inmediatamente que

27. 1leNo.

definimos la suma de dos tipos de orden, y por lo tanto también para dos
numeros ordinales, escribimos

28. (u, h), (v,k)eKounNv=A. D .T(u, h) + T (v, k) = T{(u, h)S(v, k)}
(Def).

Si observamos que dos clases ordenadas equivalentes seguidas por la misma
clase son todavia equivalente, tenemos el resultado que la suma ahora definida
es equivalente de u, v, h y k; por otra parte, de la proposicién 17 se sigue
que

29. a,beNo. D .a + beNo,
y esta proposicién todavia se mantiene si ponemos T para No.!!

§9. Cosecuencias de la proposicion A. Partiendo de que la proposicién A
es verdadera, veamos qué proposiciones se siguen logicamente de ella.

30. aeNo. D .a+ 1 > a.

Demostracion. Sea (u, h) una clase perfectamente ordenada teniendo a a
como su numero ordinal y sea v una clase que contiene un solo elemento. Si
escribimos

P = <u7 h) ) Q= <u7 h>S(U7 A>7

tenemos que P < (). La proposicion 30 sera probada si, usando la proposicion
B, podemos probar que P-~~(). Si P no tiene un tltimo elemento P-~~(Q),

11Se entiende que tenemos que asumir la existencia de por lo menos una clase infinita
( ver Burali-Forti 1896 ). Ademds, si no existen clases infinitas, los tipos de orden son
enteros.
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porque @ tiene tltimo elemento llamado 7v. Si P tiene un ultimo elemento, z,
entonces existe (§3) un elemento y de u que no tiene un predecesor inmediato,
tal que los elementos (u N hy) U vy forman una clase finita de n elementos;
entonces si P~(Q), las clases P, y ()1 que obtenemos cuando removemos
los 1ltimos n elementos de P y (), también seran equivalentes; pero esto es
absurdo porque P, no tiene un tultimo elemento y )y tiene a y como ultimo
elemento.!? por lo tanto P-~Q y consecuentemente la proposicién 30 se
mantiene. Si siguiendo a Cantor, nosotros llamamos tipo de orden de una
clase bien ordenada un numero ordinal, observamos que la proposicion 30
no es generalmente verdadera, como inmediatamente se sigue se sigue del
ejemplo dado al final de §3.

31. acNo. D: zeNo.a < z.x <a+1. =, A (A).

Esta proposicién -la cual dice que no existe nimero ordinal entre a y a+1-
se deduce facilmente de la proposicion C.

Si a es un nimero ordinal, podemos denotar por € > a el nimero ordinal
mayor que a, porque la relacién z > a es equivalente a la relacién ze(z >
)a. Consecuentemente, € > es un criterio de orden para nimeros ordinales,
(No, € >) denota la clase de nimeros ordinales ordenados de este modo.
Ahora queremos probar que

32. (No,z >)cKpo (A).

Demostracion. Ya que (No, € >) es un nimero ordenado, porque las condi-
ciones (b) y (c) de §1 se mantienen por virtud de la proposicién 24. 21 y 22,
la condicién (d) es equivalente a la proposiciéon A. Las proposiciones 27, 30
y 31 prueban que las condiciones (a) y (b) de §3 son satisfechas por la clase
ordenada (No,Z >). Sea ahora (h, k) una clase perfectamente ordenada cuyo
numero ordinal es a; Ya que (u, h) satisface la condicién (c) de §3, ya sea
que a no tiene predecesor inmediato (esto bajo el criterio € >), o que existe
un nimero ordinal x menor que a que no tiene predecesor inmediato tal que,
obtenemos a si repetimos la operaciéon +1 un nimero finito de veces en x.
Por lo tanto (No,Z >) también satisface la condicién (c) de §3.

Ya que (No,Z >) es una clase perfectamente ordenada, ponemos

12Este entendido que hacemos uso aqui de el principio de induccidn matemdtico prove-
niente de Burali-Forti 1896.
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33. 2 = T‘(No, g >) (Def).
y tenemos que

34. 2¢No. (A).

Podemos ahora probar que
35. acNo. D .a<f? (A).

Demostracion. Se (u, h) una clase perfectamente ordenada teniendo nimero
ordinal a. Sea (v, k) la clase ordenada obtenida por las especificaciones sigu-
ientes: para cualquier elemento x de u, sea la clase (uN-hz) un elemento de v,
y sea que v tenga unicamente esos como elementos (v resulta ser una clase de
clases); si z y y son elementos de u y si zehy, ponemos (u N Hhz)ek(u N hy).

Inmediatamente sigue que (u, h) ~ (v, k) y por lo tanto (v, k) es una clase
perfectamente ordenada teniendo como nimero ordinal a. De las proposi-
ciones anteriores obtenemos facilmente que, las clases de los nimeros ordi-
nales de los elementos de v, siendo ordenada esta clase por el criterio k, es
una clase de niimeros ordinales menores que a, perfectamente ordenada en
sentido creciente, y a su vez teniene un nimero ordinal a, pero de que una
clase sea menor que (No,Z >) tiene en consecuencia, que la proposicién 35
que se sigue de C.

§10. Conclusion. Si escribimos {2 para a en proposicion 30 y {2+ 1 para a
en proposicion 35, tenemos por virtud de las proposiciones 34, 26 y 29,

0+1>0 y  02+12Z0

y estas, por las proposiciones 21y 22, llegan a ser contradictorias.

Entonces, si asumimos la proposicion A, esto nos lleva a un absurdo, y por
lo tanto, ha sido rigurosamente comprobado que existen al menos dos tipos
de orden a y b (y ciertamente existen algunos entre los nimeros ordinales)
tal que a no es igual a b, no es mayor que b y no es menor que b.

Por consiguiente, es imposible ordenar los tipos de orden en general, o
incluso los nimeros ordinales en particular; es decir, los tipos de orden no
pueden proporcionar una clase estandar para las clases ordenadas, como la
clase de enteros, ordenada acorde a la magnitud, hacen para las clases finitas
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y las clases numerables [[ esto es, la clase de tipo de orden w]]. ' Por lo
tanto, parece que los tipos de orden no alcanzan uno de sus objetivos mas
importantes.

Torino, febrefo 1897.

C. BURALI-FORTI

13No puede la clase de tipos de orden que no son nimeros ordinales formar una clase
ordenada estandar de las clases ordenadas que no son perfectamente ordenadas. Puede,
de hecho, ser probado ficilmente que, para T-No, la proposicién A no es verdad, o la
siguiente proposicién no es verdad: “Dando Ko - Kpo existen dos T-No, x y y, tal que
los tipos de orden no son menores que x y no son mayores que y, ordenados en orden
creciente, forma una clase ordenada equivalente a las clases dadas”. Naturalmente esta
proposicién debe ser verificada junto con la A, si la clase de T-INo es una clase estandar
para Ko -Kpo.
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B.2. Nota de Burali-Forti, 14 de novembre
1897

SOBRE LAS CLASES BIEN-ORDENADAS
(1897a)

En mi nota Una cuestion sobre en numeros transfinitos digo que, acorde con
Cantor, una clase u es bien-ordenada si satisface las siguientes dos condi-
ciones:

(a) Hay un primer elemento en u; (b) Cada elemento de u que tiene un
sucesor, tiene un sucesor inmediato.

En un articulo reciente (1897) y también, como yo pude verificar en el
volumen 21 de Mathematishe Annalen (1883, p. 548) Cantor; para definir
una clase bien-ordenada, anade a las condiciones (a) y (b) lo siguiente:

(c) Si uy es una clase incluida en u, tal que existen en u elementos mayores
que cualquier elemento de u;, entonces existe un elemento a de u, tal que no
existe un elemento menor que a y mayor que cada elemento de u;.

Crei conveniente indicar explicitamente que esta omisién involuntaria es
mia, aunque yo no hice uso de las clases bien ordenadas de Cantor, ni de las
clases ordenadas que satisfacen las condiciones (a) y (b), sélo de las clases que
yo llamé perfectamente ordenadas y que, ademas de satisfacer las condiciones
(a) y (b), también son tales que:

(¢’) Para cualquier elemento arbitrario = de u, cumple que; = no tiene
predecesor inmediato, o existe un predecesor y de x que no tiene un predecesor
inmediato y es tal que, existe un ntimero finito de elementos de u que son, al
mismo tiempo, sucesores de y y predecesores de x.

Facilmente se sigue que cada clase bien-ordenada es también perfecta-
mente ordenada, pero no a la inversa. El lector puede checar cuales de las
preposiciones mencionadas anteriormente en mi nota son verificadas también
por las clases bien-ordenadas.

Torino, octubre 1897.

C. BURALI-FORTI
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Apéndice C

Dos cartas de Cantor a
Dedekind, 1899

En 1897 Cantor mantenia correspondencia, tanto con Hilbert como con
Dedekind sobre diversos asuntos elementales de su Teoria de conjuntos. En
sus comunicaciones se trataba de elucidar cuestiones tales como si todas las
potencia o cardinales estdn contenidos en todos los alefs (Cantor, 2006, p.
251). A esto Cantor responderfa afirmativamente y para ello, ve la necesidad
de utilizar una distincién entre las totalidades (multiplicidades) disponibles
y las que no. La definicién que Cantor da a este término es la siguiente:

Se entiende por conjunto disponible toda multiplicidad en la cual
todos los elementos pueden ser pensados sin contradiccion como
coezistentes, por lo tanto como una cosa en si (Cantor, 2006, p.

255).

Con eso, incluso a llega “demostrar” que el continuo lineal es disponible
basandose en que la disponibilidad de las multiplicidades numerables es una
proposicion axiomdticamente valida; asi mismo, sugiere que es esta propiedad
es también demostrable para cada uno de los alefs.

Ahora, de estos intercambios, los que lleva a cabo con Dedekind el 3 y
31 de agosto de 1899, Cantor expresa més a detalle sus pensamientos sobre
las multiplicidades no disponibles asi como su manera de utilizarlas de forma
positiva para su teoria.
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Un analisis de estos documentos serealizo en lo anterior, pasaremos a tran-
scribir la traduccién de dichas cartas al castellano cuyo crédito es de José Fer-
reirés y Emilio Gémez-Caminero, contenidas en Cantor (2006).
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C.1. Cantor a Dedekind, 3 de agosto de 1899

Cantor a Dedekind:
Halle, 3 de agosto. 1899

Tal y como le escribi hace mas de una semana, es para mi muy impor-
tante conocer su juicio acerca de ciertos puntos fundamentales de la teoria
de conjuntos, y le ruego que me disculpe el trabajo que con ello le causo.

Si partimos del concepto de una multiplicidad determinada (un sistema,
una coleccién) de cosas, se me ha hecho evidente la necesidad de distinguir
entre dos tipos de multiplicidades (y me refiero siempre a multiplicidades
determinadas).

Pues una multiplicidad puede ser de tal naturaleza que el supuesto de
una «coexistencia» de todos sus elementos conduzca a una contradiccién, de
manera que es imposible concebir la multiplicidad como una unidad, como
«una cosa disponible». A tales multiplicidades las denomino multiplicidades
absolutamente infinitas o inconsistentes.

Resulta facil convencerse de que, por ejemplo, la «coleccién de todo lo
pensable» es una de esas multiplicidades; méas abajo se nos presentaran otros
ejemplos.

Si en cambio la totalidad de los elementos de una multiplicidad puede
ser pensada sin contradicciéon como «coexistente», de manera que sea posi-
ble reunirlos en «una cosa», la denomino una multiplicidad consistente o un
«conjunto». (En francés y en italiano este concepto puede expresarse acer-
tadamente por medio de las palabras «ensemble» e «insieme»)

Dos multiplicidades equivalentes son o bien ambas «conjuntos» o ambas
inconsistentes.

Toda submultiplicidad de un conjunto es un conjunto.

Todo conjunto de conjuntos, si se resuelve esos tltimos en sus elementos,
es de nuevo un conjunto.
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Dado un conjunto C, llamo a aquel concepto general bajo el que cae C'
y ademas solo los conjuntos equivalentes con él, su numero cardinal o tam-
bién su potencia, y lo denoto por c. Nos vemos conducidos al sistema de
todas las potencias, del que mas tarde se mostrara que es una multiplicidad
inconsistente, de la manera siguiente.

Se dice que una multiplicidad esta «ordenada simplemente» cuando entre
sus elementos se da una jerarquizaciéon tal, que dos cualesquiera de sus ele-
mentos uno es el anterior y otro el posterior, y de tres cualesquiera de sus
elementos uno es el anterior, otro el medio, y el restante es el ultimo en rango
de entre ellos.

Si la multiplicidad ordenada simplemente es un conjunto entonces entiendo
por su tipo u el concepto general bajo el que cae, junto con todos y solo los
conjuntos ordenados similares a él. (Empleo el concepto similaridad en un
sentido mas limitado de lo que sucede en su caso; llamo similares a dos
multiplicidades dadas ordenadas simplemente, cuando se pueden relacionar
entre si biunivocamente de tal manera que el rango jerarquico de elementos
correspondientes es siempre el mismo.)

Una multiplicidad se llama bien ordenada cuando satisface la condicion
de que toda submultiplicidad tiene un primer elemento; para abreviar, llamo
a tal multiplicidad una «sucesion».

Toda parte de una «sucesién» es una «sucesioén» .

Si ahora una sucesién S es un conjunto, llamo al tipo de S su «nimero
ordinal» o brevemente su «numero»; de modo que, si en lo sucesivo hablo sin
mas de numeros, sélo tendré en mente niimeros ordinales, esto es, tipos de
conjuntos bien ordenados.

Pongo ahora la vista en el sistema de todos los nimeros y lo designo por
Q.

En los Math. Annalen, tomo 49, p.216,! quedé demostrado que de dos
numeros cualesquiera « y [ siempre uno es el menor, y el otro el mayor, y
que si de tres nimeros es a < 3, 8 < 7, entonces también a < y

Por lo tanto €2 es un sistema ordenado simplemente.

! Beitrige (1897), en los Abbandlungen (Cantor 1932), p. 320. [N. del ed.]
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Mas de los teoremas demostrados en el §13 sobre conjuntos bien ordenados
se deduce también con facilidad que toda multiplicidad de niimeros, estos es,
toda parte de ) contiene un menor nimero. El sistema €2 forma pues, en su
orden natural de magnitud, una «sucesion». Si a dicha sucesiéon le anadimos
como elemento el 0, poniéndolo en primer lugar, entonces obtenemos una
sucesion 2

0,1,2,3,...CL)O,CL)Q—l-l,...,’}/,...

respecto a la cual es facil convencerse de que todo ntimero v que aparece
en ella es el tipo de la sucesion de todos los elementos que le pertenecen
(incluyendo al 0). (La sucesién € s6lo tiene esta propiedad a partir de wy+1.)

Y no puede ser una magnitud consistente (ni por tanto {2 tampoco), si
2 fuera consistente, al ser un conjunto bien ordenado le corresponderia un
numero d que seria mayor que todos los nimeros del sistema §2; pero en
el sistema € debe constar también el nimero 9§, dado que contiene a todos
los nimeros; de manera que 0 seria mayor que J, lo que constituye una
contradiccion. Asi pues:

A. FEl sistema € de todos los niumeros es una multiplicidad inconsistente,
absolutamente infinita

Dado que la similitud de conjuntos bien ordenandos establece el mismo
tiempo su equivalencia, a todo nuimero 7 le corresponde un determinado
nimero cardinal R(y) = 7, a saber, el nimero cardinal del conjunto bien
ordenado cuyo tipo es 7.

A los numeros cardinales que corresponden a los numeros transfinitos del
sistema €2 en este sentido, los denomino «alefs» y llamo al sistema de todos
los alefs 11 (taw la dltima letra del alfabeto hebreo).

Al sistema de todos lo nimeros v que corresponden a uno y el mismo
nimero cardinal ¢ lo denomino una «clase numérica», la clase numérica Z(c).
Es facil ver que en toda clase numérica hay un menor nimero 7y, y que existe
un nimero 7y, que cae fuera de Z(¢), tal que la condicién

Yo <7 <m
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dice lo mismo que la pertenencia de 7 a la clase Z(c). Toda clase numérica
es pues una determinada «seccién» de la seccién 2.2

Ciertos numeros del sistema §2 forman cada uno por si mismo una clase
numérica, con los niimeros «finitos»
1, 2,3, ..., v, ...,alos que corresponden los diferentes ntimeros cardinales
«finitos» 1, 2, 3, ..., 7,

Sea wy el menor nimero transfinito, su alef correspondiente lo denomino
Ny de modo que:
Ng = Wo;

Ny es el menor alef y determina la clase numérica
Z(Ng) = Q.

Los numeros « de Z(Ny) satisfacen la condicién
wo < a<w

y quedan caracterizados por ella; aqui w; es el menor niimero transfinito cuyo
cardinal no es igual a Ny. Si ponemos

wl - Nl?

entonces no sélo Ny es distinto de Ny, sino que es el alef inmediatamente
mayor, ya que es posible demostrar que no hay absolutamente ningin cardinal
que estuviera entre Ry y 8y. Y asi se obtiene la clase ; = Z(Xy) que sigue
inmediatamente a €)y; abarca todos los niimeros § que satisfacen la condicién

w < B < wa,

donde wy es el menor nimero transfinito cuyo nimero cardinal es diferente
de Ny y Ny. Ny es el alef que sigue inmediatamente a X;, y determina la clase
numérica que sigue a ; inmediatamente, 2y = Z(Xy) la cual consta de todos
los ntimeros v que son > wy y < ws, siendo w3, el menor niimero transfinito
cuyo numero cardinal es diferente de Ry, N; yN,, etc. Resaltaré todavia que:

o=y, O =Ny, ..., QO =Ny,

2Aqui se plantea nuevamente el teorema ya mencionado de que toda coleccién de
nimeros, o sea toda submultiplicidad de Q, tiene un minimo, un menor nimero. [N. del
al
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Z Nu’ = Nu;

v'=1, 2,..., v

todo lo cual es facil de demostrar.

De los nuimeros transfinitos del sistema €2 a los que no les corresponde
como nimero cardinal ninguno de los X, [con v finito], de nuevo hay uno que
es el menor, y que llamaremos X,,,, con el cual obtenemos un nuevo alef

NUJQ == wwOﬂ
que también es definible por medio de la ecuacién
Nwo; = E Nu
v=1, 2,...,

y que reconocemos como el nimero cardinal inmediatamente mayor que to-
dos los N,,.

Uno puede convencerse de que este proceso de formacion de los alefs, y de
las clases numéricas del sistema () que les corresponde, es a absolutamente
ilimitado.

B. El sistema 1 de todos los alefs
No, Ny, oo, Ny Norry -0y Ny,

constituye, en su orden de magnitud, una sucesion similar al sistema 2 y
por tanto igualmente una sucesion inconsistente, absolutamente infinita.

Surge ahora la cuestion de que si el sistema I estan contenidos todos los
numeros cardinales transfinits. Con otras palabras, jexiste un conjunto cuya
potencia no sea ningun alef?

Esta pregunta debe responderse negativamente, y la razén de ello esta en
la inconsistencia que hemos reconocido en los sistemas €2 y 1.

Demostracion. Tomemos una cierta multiplicidad M y supongamos que no
le conrresponde ningun alef como nimero cardinal, de ahi podremos deducir
que M debe ser inconsistente.

Pues resulta facil advertir que, bajo el supuesto de que hemos establecido,
todo sistema €2 deberd ser proyectable sobre la multiplicidad M, esto es, que
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debe existir una submultiplicidad M’ de M, que es equivalente al sistema 2.3

M’ es inconsistente porque €2 lo es, de manera que lo mismo debe afirmarse
de M.* Con lo cual toda multiplicidad consistente transfinita, todo conjunto
transfinito, debe tener un determinado alef como nimero cardinal. Asi pues,

C. El sistema 11 de todos los alefs no es otra cosa que el sistema de todos
los nimeros cardinales transfinitos.

Todos los conjuntos son por tanto, en un sentido ampliado, «enumerables»
, y en particular todos los «conjuntos » . Ademas podemos advertir a partir
de C la correlacion de la proposicion formulada en, Math. Annalem, tomo
46:°> «Si a y b son nimeros cualquiera, entonces o bien a = b, o bien a < b,
o bien a > b » .

Pues los alefs tienen, tal y como hemos visto, el caracter de magnitudes.

3Al igual como hacen Ferreirés y Gémez-Caminero, resaltamos que Zermelo, en las
notas editoriales que hace en la su compilacién de los trabajos de Cantor, dice que: es
este el punto donde estriba la debilidad de la demostracién donde, no demuestra que
) es proyectable en M, «sino que lo toma de una “baga intuicion”, una la intuicién
temporal para un proceso que va mas alld de toda intuicién, y se imagina un ser que podria
realizar elecciones arbitrarias sucesivas para con ellas definir al subconjunto M’ de M que
precisamente no es definible en las condiciones establecidas. Solo aplacando el “Axioma
de Eleccion”, que postula la posibilidad de una eleccién simultdnea, y que Cantor emplea
en todas partes de modo inconsciente e insistido, si bien nunca lo formula expresamente,
seria posible definir M’ como subconjunto de M. Pero incluso entonces seguiria en pie la
objecién de que la demostracién opera con multiplicidades “inconsistentes”, quiza incluso
con conceptos contradictorios, y ya por esto resulta inadmisible». Objeciones de este tipo
fueron las que llevaron a Zermelo a establecer su propia demostracion del teorema del buen
orden.

4Aqui Ferreirés y Gémez-Caminero nos remiten a una correspondencia de Cantor a
Hilbert en la que presenta, en forma de teoremas, resultados referentes a la multiplicidades
inconsistentes.

® Beitrige (1895), en Abbandlungen (Cantor 1932), p. 285. [N. del ed.], [[En nuestra
bibliografia ver (Cantor, 1895/97) y (Cantor 1932, pp. 284-285)]]
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C.2. Cantor a Dedekind, 31 de agosto de 1899
Cantor a Dedekind:
Hahnenklee, 31 de agosto. 1899

Habria recibido Ud. mi carta de ayer. Si me ve Ud. tan celoso por convencerle
de la necesidad de la division que estamos discutiendo de los «sistemas» [en
dos clases], espero que con ello quede probado mi agradecimiento por los
multiples estimulos y las ricas ensenanzas que he recibido de sus escritos
clésicos.

Reconocera Ud. de la manera maés rapida la distinciéon esencial, profun-
da y rica en significado entre los sistemas «consistentes» e «inconsistentes»,
si admite Ud. que le condusca en la siguiente consideracién simple, que es
enteramente independiente del aparato descrito el 3 de agosto.

Vamos a asignar los «conjuntos» equivalentes a una misma clase de po-
tencia, y los conjuntos no equivalentes a distintas clases, y vamos a consierar
el sistema

S de todas las cosas pensables.

Entendido por a también [ademds de la clase misma| el nimero cardinal
o potencia de los conjuntos de la clase de que se trate, ya que es uno y el
mismo para todos estos conjuntos.

Sea M, cualquier conjunto concreto de la clase a. Afirmo que el sistema
S, completamente determinado y bien definido, no es ningun «conjunto».

Demostracion. Si S fiera un conjunto, también lo seria un conjunto

T=> M,

realizando esta suma sobre todas las clases a, de manera que 1" deberia
permanecer a una cierta clase, sigamos ag. Pero tenemos el siguiente teorema:

«Si M es cualquier conjunto de niimero cardinal a, de él puede siempre
derivarse otro enjuto M’ cuyo nimero cardinal a’ es mayor que a».
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He demostrado este teorema para los dos casos que nos resultan mas in-
mediatos, que a sea igual a X, (enumerabilidad en el sentido habitual de
la palabra) y que sea igual a ¢, donde ¢ del continuo aritmético, por un
procedimiento uniforme en el primer tomo de las noticias de la «Deutsche
Mathematiker-Vereinigun». Dicho procedimiento admite ser traspuesto sin
dificultas de mingun tipo a un a arbitrario. El significado de este método
puede expresarse simplemente mediante la formula:

22 > a.

Sea pues aj cualquier nimero cardinal mayor que ag. T que es de potencia
ay contiene pues como parte el conjunto M,,, que tiene la potencia mayor
ap, lo que constituye una contradiccion.

El sistema T, y con ello también el sistema S, no son pues conjuntos.
FExisten por tanto determinadas multiplicidades que no son también unidades,
esto es, multiplicidades tales que en su caso una verdadera «coexistencia de
todos sus elementos » resulta imposible. Estas son las que llamo «sistemas
inconsistentes », y las otras en cambio «conjuntos».
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Apéndice D

Correspondencia Russell-Frege,
1902

D.1. Russell a Frege, 16 de junio de 1902

Russell a Frege
Haslemere,Viernes 16 de junio 1902

Estimado colega

Durante un ano y medio me he familiarizado con su trabajo Fundamentos
de Aritmética, pero es solo ahora que he sido capaz de encontrar el tiempo
para el minucioso estudio que tenia la intenciéon de hacer respecto su traba-
jo. Me encuentro totalmente de acuerdo con usted en todo lo esencial, sobre
todo cuando rechaza cualquier elemento psicolégico en la 1égica [[Momentol]
y cuando da un alto valor a una conceptograffa [[Begriffsschrift]] para los
fundamentos de las matematicas y la légica formal que, por cierto, casi no se
puede distinguir. Respecto a muchas cuestiones particulares encuentro que
usted, discusiones de trabajo, distinciones y definiciones que uno busca en
vano en las obras de otros l6gicos. Especialmente sobre las funciones (§9 de su
Begriffsschrift), me he llevado, por mi cuenta, a los mismos puntos de vista,
incluso en los detalles. S6lo hay un punto en el que me he encontrado con
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una dificultad. Usted establece que una funcién, también puede actuar como
elemento indeterminado. Anteriormente creia eso, pero ahora este punto de
vista me parece dudoso por lo siguiente contraccion. Sea w un predicado:
ser predicado y no puede predicar sobre si mismo. jPuede ser w predicado
de si mismo? De cada respuesta se sigue lo contrario. Por lo tanto debemos
concluir que w no es un predicado. Asimismo, no existe la clase (como to-
talidad) de las clases que, cada una tomada como totalidad, no pertenece a
si mismas.

De esto concluyo que, en determinadas circunstancias, una coleccién [[Mengel]
definible no la hace una totalidad. Estoy a punto de terminar un libro sobre
los principios de las matemaéticas y en él me gustaria discutir muy bien so-
bre su trabajo. Ya tengo tu libro o voy a comprarlo pronto, pero le estaria
muy agradecido, si le parece, que me pudiera enviar por separado reimpre-
siones de sus articulos en publicaciones periddicas. En caso de que esto le sea
imposible, sin embargo, los obtendria de una biblioteca.

El tratamiento exacto de la logica en cuestiéon fundamental, donde los
simbolos fallan, anteriormente ha permanecido variando, en sus obras me
parece conocer lo mejor de nuestro tiempo y, por lo tanto, me he permitido
expresar mi profundo respeto a usted.

Es muy lamentable que no se haya llegado a publicar el segundo volumen
de sus Fundamentos, espero que esto todavia se haga.

Muy respetuosamente suyo.
Bertrand Russell

La contraccion de arriba, cuando se expresa con la conceptografia de Peano
dice lo siguiente:

w = clsNz3(z ~ex). D wew. = .w ~ew

He escrito a Peano sobre esto, pero todavia me debe una respuesta.

176



D.2. Frege a Russell, 22 de junio de 1902

Frege a Russell
Hena, 22 de junio 1902

Estimado colega

Muchas gracias por su interesante carta del 16 de junio. Me place que
usted este de acuerdo conmigo en muchos puntos y que tenga la intencién de
discutir mi trabajo a fondo. En respuesta a su solicitud, yo le he enviado las
siguientes publicaciones:

1. “Kritische Beleunchtung” [[1895]]

2. “Ueber die Begriffsschrift des Herrn Peano” [[1896]]
3. “Uber Begriff und Gegenstand” [[1892]]

4. “ Ueber Sinn und Bedeutung” [[1892a]]

5. “ Ueber formale Theorien der Arithmetik” [[1895]]

Recibi un sobre vacio que parece estar dirigido de su parte. Supongo que
usted pretendia enviarme algo que se ha perdido por accidente. Si este es el
caso, te doy las gracias por su pura intencién. Le adjunto el frente del sobre.

Cuando ahora leo mi Begriffsschrift de nuevo, me parece que he cambiado
mis puntos de vista sobre muchos aspectos, como se vera, si se compara con mi
Grundgesetze der Arithmetik. Les pido que se elimine el parrafo que comienza
con “Nicht minder erkennt man” en la pagina 7 de mi Begriffsschrift, ya que
es incorrecta; dicho sea de paso, este no tuvo efectos perjudiciales en el resto
del contenido del cuadernillo.

Su descubrimiento de la contradiccion me causé la mayor sorpresa y, casi
dirfa, consternacion, ya que ha sacudido a la base sobre la que yo intentaba
construir la aritmética. Parece entonces, que la transformcién de la general-
izacién de una igualdad en la igualdad de recorridos de valores [[die Umwand-
lung der Allgemeinheit einer Gleichheit in eine Werthverlaufsgleichheit]] (§9
de mis Grundgesetze) no es siempre permisible, que mi Regla V' (§ 20, p.
36) es falsa y que, mis explicaciones en §31 no son suficientes para asegurar
una significacién [[bedeutung]] para mis combinaciones de signos en todos los
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casos. Tengo que reflexionar mas sobre el asunto. Es de la mayor seriedad, ya
que, con la pérdida de mi regla V', no sélo mis fundamentos de la aritmética,
sino también los tnicos fundamentos posibles, parecen desvanecerse. Sin em-
bargo creo, debe ser posible establecer las condiciones para la transformacion
de la generalizacién de una igualdad en la igualdad de los recorridos valores de
tal manera que lo esencial de mis pruebas se mantenga intancto. En cualquier
caso, su descubrimiento es muy importante y resultara quizas, como un gran
avance en la légica, no siendo bienvenida como puede parecer a primera vista.

Por cierto, me parece que la expresiéon “un predicado es predicado de
si mismo” no es exacta. Un predicado es, por regla, una fusién de primer-
nivel la cual requiere un objeto como argumento y no puede, por lo tanto,
tenerse a ella misma como argumento (sujeto). Por consiguiente, yo preferiria
decir: ‘una concepto predica su propia extensién’. Si la funcién ‘@(£)’ es un
concepto, yo denotan su extensién (o la correspondiente clase) con ‘€ ®(g)’
(por cierto, la justificacién de este se ha convertido en cuestionable para mf).
En ‘@(¢®(g)) o ‘€P(e)NéP(e)’! tenemos entonces un caso en que el concepto
(&) es predicado de su extension.

El segundo volumen de mis Grundgesetze aparcera dentro de poco. No
tendré ninguna duda en anadir un apéndice en el que se tome en cuenta su
descubrimiento. Si solo yo tuviera el punto de vista adecuado para esto!

Suyo sinceramente,
G. Frege

H[“N™ es usado por Frege para reducir funciones de segundo-nivel a funciones de
primer-nivel, ver Frege 1893, §34.]]
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Apéndice E
Axiomas de Zermelo, 1908

El articulo con titulo Untersuchungen tber die Grundlagen der Mengen-
lehre I (Estudios sobre los fundamentos de la teoria de conjuntos I) se con-
sidera como la primera axiomatizacion de la Teoria de conjuntos. Zeremlo la
publica en la revista alemana Mathematische Annalen donde es fechado 30
de julio de 1907 pero su publicacién es en 1908. En la primera parte inicia
determindo que los conjuntos son algunos de los objetos de un cierto dominio
B, que un objeto a se dice existente si pertenece al dominio B y de la mis-
ma manera lo es la clase K siempre que todos sus elementos perezcan a ‘B.
Después significa de modo habitual a los simbolo =, € y=<, este ultimo equiv-
alente al actual C. Por ultimo establece cuando una proposiciéon o funcién
proposicional esta bien definida (ver pagina 127). En su notacion, Zermelo
usa 0 en lugar de @, UT para la potencia P(T) de T'y &T por (JT.

A continuacién pasamos a escribir una traducciéon de dichos axiomas,
tomados de dicho articulo (Zermelo, 1908):

Axioma I. Si cada elemento de un conjunto M es también
elemento de N y viceversa, es decir, M <= N yN = M, entonces
siempre M = N. O sea : Un conjunto esta determinada por sus

elementos. . o
(Axioma de Determinacién)
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Axioma II. Existe un conjunto (impropio), el “conjunto nu-
lo” 0, que no contiene elemento en absoluto Si a es cualquier ob-
jeto del dominio, existe un conjunto {a} que contiene a a y sélo a
a como elemento; Si a y b son dos objetos cualquiera del dominio,
siempre existe un conjunto a, b que contiene como elementos a y
b, pero no hay ningin objeto x distinto de ambos.

(Axioma de Conjuntos Elementales)

Axioma III. Si una funcién proposicional &(x) es bien defini-
da para todos los elementos de un conjunto M, entonces M tiene
un subconjunto de Mg, que contiene todos y solo los elementos x
de M para los cuales €(x) es verdadera.

(Axioma de separacion)

Axioma IV. A cada conjunto T le corresponde un segundo
conjunto UT" (el conjunto potencia de T') que contienen como
elementos a todos los subconjutos de T y solo a ellos.

(Axioma del Conjunto potencia)

Axioma V. A cada conjuto T le corresponde un conjunto
ST ( el conjunto union de T') que tiene como elementos todos
los amentos de los amentos de T' y solamente a ellos.

(Axioma del Conjunto Unién)

Axioma VI. Si T es un conjunto cuyos elementos son con-
juntos diferentes de 0 son ajenos unos entre otros, su unién &7'
contiene al menos un subconjunto de S7, que tiene en comun con
todos los elementos de T, uno y sélo un elemento.

(Axioma de eleccién)

Axioma VII. El dominio contiene al menos un conjunto 2
que tiene al conjunto vacio como elemento y esta construido de
manera que a cada uno sus elementos a le corresponde otro de
la forma {a}, o sea, junto con cada elemento a contiene también
como elemento al conjunto {a}.

(Axioma del infinito)
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