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Resumen

El objetivo general de de esta tesis es la hacer un estudio basico de la teoria de lattice recu-
rriendo a la teoria escalar real en el limite N grande. A pesar de que el trabajo desarrollado en esta
tesis dista de ser un estudio avanzado de la teoria de lattice, el desarrollo de esta tesis nos indica
el camino para llevar a cabo estudios numéricos que requieren de cémputo de alto rendimiento.
Después de la introduccion sobre lattice QCD, técnica de estudio no perturbativa de la interaccién
fuerte a bajas energias, se realiza un estudio breve del formalismo de Integrales de Camino de Feyn-
man, estableciendo la funcional generatriz en el espacio-tiempo euclidiano para la teoria escalar
sin interacciéon. En el siguiente capitulo se lleva a cabo la discretizacién de la funcional generatriz
y se define la accién S con interaccién y se realiza su discretizacién. Posteriormente, estudiamos
la funcién de Green de dos puntos, uno de los objetivos de esta tesis. Encontramos una férmula
general de la funcién de Green de dos puntos para la teorfa escalar con un solo campo (N = 1).
Esta formula es la que se debe utilizar para llevar a cabo el calculo numérico mediante técnicas de
Monte Carlo (ésta es una las principales contribuciones de la tesis). Después se realiza el célculo
de integrales en una dimensién del tipo de integrales que se deben calcular mediante las técnicas
de Monte Carlo (las integrales que se deben calcular en la funcién de Green discretizada son de
D ~ 10* dimensiones).

Palabras clave: Teoria de redes, Teoria escalar, Calculo numérico



Abstract

The purpose of this thesis is to carry out a basic study of lattice theory by using the scalar
theory at large N. Even when the work developed in the thesis is far from being a complete study
of lattice theory, our results give the path to carry out high performance numerical studies. After
the introduction on lattice theory, which is the technique used to perform non perturbative studies
of the strong interactions at low energies, a brief study of path integrals is realized. It is established
the generating functional in the Fuclidean formalism for the free scalar theory. In the next chapter,
it is discretized the generating functional and it is introduced the action S and it is discretized.
After of that we studied the two-point Green function, one of the main concerns in this thesis. We
found a general formula for the two-point Green function for the scalar theory with N = 1. This
formula is the one to be used to carry out numerical studies through Monte Carlo techniques (one
of the main contributions in this thesis). After of that it is calculated integrals in one dimension by
means of Monte Carlo (the integral to be calculated are of D ~ 10* dimensions).

Keywords: Lattice theory, Scalar theory, Numerical computation



Capitulo 1

Introduccion

La cromodindmica cuéntica (o simplemente QCD por sus siglas en inglés) [1] forma parte del Mo-
delo Estdndar (ME) de las particulas elementales que estudia las interacciones fuertes entre quarks
y gluones. Como es conocido, el ME es un modelo tedrico, basado en el grupo de simetria de norma
SUc(3) ® SUL(2) ® Uy (1) que estudia las interacciones electromagnéticas débiles y fuertes entre
las particulas fundamentales que conforman la materia (quarks y leptones) [2]. El entendimiento
de las tres fuerzas fundamentales de la naturaleza mencionadas anteriormente,! se desarrollé desde
finales de los anos sesentas e inicios de los setentas con la finalidad de tener una teoria béasica de
las interacciones fundamentales en general y de las interacciones fuertes en particular. La QCD
es una teoria cuantica de campos renormalizable en la que las particulas de la materia son repre-
sentadas por espinores de Dirac que describen particulas de espin 1/2 (quarks) y los mediadores
de las interacciones los cuales son representados a través de campos de norma correspondientes a
particulas de espin 1 (gluones). Los gluones al ser descritos por la teoria de norma SU¢x(3) poseen
caracteristicas similares a la de los fotones (los mediadores de la interaccién electromagnética). La
diferencia estriba en que los gluones, a diferencia de los fotones, tienen un nimero cuantico extra
que los diferencia y que hace que interaccionen entre si: la llamada carga de color (y quizas de alli el
nombre de cromodindmica).

El ME ha sido ampliamente corroborado con los experimentos que se llevan a cabo en los
aceleradores de particulas a altas energias, y por ello podemos decir que el ME es una teoria
correcta (aunque no acabada) de las interacciones entre las particulas elementales. En particular,
cabe mencionar que en 2013 se otorgd el premio Nobel de Fisica a los fisicos Peter Higgs y Francgois
Englert, por haber anticipado (en 1964) la existencia de la particula llamada bosén de Higgs, la cual
es parte fundamental del ME y hace que la teoria sea consistente con la renormalizabilidad de la
misma. La existencia del bosén de Higgs se evidencié en 2012 en el Gran Colisionador de Hadrones

'La fuerza gravitacional no est incorporada en este modelo.



(LHC) que se encuentra en la frontera franco-suiza.

Como parte del modelo estandar, gran parte del éxito de la teoria de QCD consiste en que
la misma reproduce correctamente el comportamiento de libertad asintotica de los quarks a muy
poca distancia y la esclavitud infrarroja a bajas energias. También QCD describe correctamente los
fenomenos de hadronizacién que ocurre en los procesos de colision de iones pesados a altas energias y
el fendmeno de la ruptura de la simetria quiral, estos fenémenos no son, en general, posibles de tratar
de manera perturbativa puesto que los métodos analiticos se complican bastante; conforme la energia
aumenta, la constante de acoplamiento fuerte a, va disminuyendo gradualmente y viceversa, esto
ultimo provoca que la teoria de perturbaciones se vuelva un método impractico a la hora de realizar
célculos ya que en el régimen de bajas energias (donde se pone de manifiesto la esclavitud infrarroja
la cual consiste en que los quarks se mantengan confinados dentro de los hadrones) la constante de
acoplamiento a, ~ 1, surge entonces la necesidad de desarrollar técnicas no-perturbativas eficientes
que permitan extraer informacion fisica necesaria para poder estudiar los fenémenos de QCD en la
region de bajas energias. A fin de comprender el comportamiento de los quarks y los gluones dentro
de los hadrones se han desarrollado diferentes técnicas o métodos de estudio, podemos mencionar
por ejemplo el modelo de la bolsa del MIT [3] o el método de la expansién 1/N, donde N es el
nimero de colores [4] o el método de la regla de las sumas (QCD sum rules) [5]. En esencia el
modelo de la bolsa del MIT consiste en asumir que los quarks estan confinados dentro de una regién
con la funcién de onda asociada al sistema que satisface condiciones de frontera adecuadas que
simulan las fuerza que confinan a los quarks. En el método de la expansién 1/N se pretende tener
una teoria que respete las propiedades basicas de QCD donde las correcciones sean del orden de
O(1/N), el problema es que ni siquiera se ha podido establecer el término dominante de O(0). En
el método de la regla de la suma se pretende separar las contribuciones que son perturbativas de
las no-perturbativas describiendo a las no-perturbativas mediante un conjunto fenomenolégico de
reglas efectivas de Feynman. Existen también teorias efectivas que estudian QCD a bajas energias
tales como el modelo de Nambu-Jona-Lasinio, teoria de perturbaciones quiral, o la solucion de las
ecuaciones de Schwinger-Dyson que ofrecen un amplio panorama para este estudio, o aplicaciones
mas directas como resolver el problema de preservar importantes propiedades tales como quiralidad
la cual esta presente en la Teoria Cuantica de Campos, no discutiremos mas estos estudios ya que
los mismos quedan fuera del interés de esta tesis.

Otra de las técnicas para estudiar QCD de manera no-perturbativa es la teoria de redes o lattice
theory, dentro del argot de la teoria, la cual es un método 1util para el estudio de QCD a bajas
energias, con una cota superior de algunos pocos GeV, esta técnica es uno de los objetos de interés
en esta tesis. lattice nos permite calcular numéricamente muchas cantidades fisicas y provee un
camino claro y simple (hasta donde la capacidad de cémputo nos permite) para estudiar QCD no
perturbativa [6]. El modelo de lattice originalmente se desarrollé en el contexto de la fisica de la
materia condensada, donde los &tomos de un cristal forman automaticamente una red discreta.Para
llevar a cabo las simulaciones numéricas usualmente se recurre a el método de Monte Carlo el cual



ha sido el mas fructifero, lattice conjuntamente con el método de Monte Carlo nos permite atacar
distintos problemas, algunos ejemplos son: la posibilidad de estudiar Yang-Mills QCD (es decir
QCD sin la presencia de quarks [7]), calcular el espectro de energia de los gluones [8] asi como las
masas de los mesones y bariones mas ligeros [9] y calculo de las masas de los quarks [10], explicar
porque los nucleones pueden existir por debajo de la escala de Planck [11], investigar la estructura
topoldgica en el vacio de QCD [12], asi como los mecanismos responsables del confinamiento[13]
y ruptura espontanea de simetria quiral [14], también es posible analizar el desarrollo de QCD a
altas temperaturas y tratar la naturaleza de las transiciones de fase [15], asi como un obtener un
resultado mas preciso de la constante de acoplamiento «,. En general, debido a la discretizacion del
modelo a estudiar mediante técnicas numéricas, cualquier problema de la fisica computacional, se
convierte automaticamente en un modelo de lattice.

Lattice QCD en los tltimos anos se ha sido el método mas empleado para estudiar QCD en
el régimen no-perturbativo, sin embargo, se encuentran ciertas dificultades numéricas durante el
estudio. Por un lado se encuentran los errores numéricos acumulados que puede arrojar el método
de Montecarlo durante los ciclos de cdlculo y se hace necesario un poder de cémputo bastante
grande para obtener resultados precisos. En el calculo de ciertas masas de particulas también se
presentan dificultades técnicas, esto debido a que los valores tipicos del espaciamiento son de entre
a ~ 0.05-0.1 fm (1 fm=1 x 1071%), es decir, 2 — 4 GeV y en promedio la longitud espacial de lattice
es L ~ 1 —2 fm, es decir, L' ~ 100 — 200 MeV, a fin de obtener resultados significativos, los
calculos se realizan con un conjunto de pardmetros tales que L' < m < a™!; cdlculos con masas
del orden de a~! muestran errores sistemdticos fuera de control, consecuentemente, para resultados
optimos con los quarks, se acotan las masas desde ~ 50 MeV hasta ~ 2.5 GeV, significa entonces
que solamente los quarks charm y strange pueden ser considerados directamente para lattice y para
estudiar los quarks up, down y bottom, es necesario hacer una extrapolacién [7]. Aun asf lattice ha
sido un método bastante efectivo ya que gracias a ello se han podido confirmar algunas propiedades
de los hadrones dentro los experimentos, tales como masas, constantes de decaimiento, niimeros
cuanticos, etc, [9, 13| con bastante precision, asi como predecir estados hadrénicos que aiin no han
sido observados experimentalmente. Tales resultados pueden proveer ayuda para los fisicos tedricos
dedicados a la fenomenologia y para futuros experimentos.

El estudio de lattice en QCD esta basado en la formulacién de integrales de trayectoria de
Feynman, para ello se pasa de un espacio-tiempo continuo 4-dimensional a un hipercubo discreto
de volumen V de igual dimensién formando asi una red donde a es el espaciamiento que existe
entre dos puntos de la red, y en general, se imponen condiciones de periodicidad en las fronteras
del hipercubo, los resultados fisicos se obtienen tomando a — 0, y cuando V' — o0, para esto se
requiere un gran poder de computo. Cabe mencionar que existen distintas maneras de discretizar
el espacio-tiempo, [16, 17], pero estas se descartan ya que presentan un gran reto computacional.
Recientemente se ha planteado la idea de considerar hipercubos con diferente espaciamiento entre
cada uno de los puntos con el fin de reducir el margen de error en los cédlculos.



En esta tesis se hace un estudio breve de la teoria de lattice, mediante la teoria escalar A¢?* en
el limite de N grande. Comenzamos en el capitulo 2 con la formulacién de la funcional generatriz
Z, base crucial para el ulterior estudio de las funciones de Green, utilizamos el formalismo de las
integrales de trayectoria de Feynman en el contexto de la Teoria Cuantica de Campos y haciendo uso
del calculo diferencial funcional determinamos la funciéon de Green de dos puntos. Posteriormente,
se continua con un estudio de la formulacién pseudo-euclidiana de la Teoria Cuantica de Campos
aplicado a las funcionales generatrices, esto iltimo con el fin de evitar en la funcional generatriz,
exponenciales con fases complejas, que pueden arruinar la convergencia de las integrales de camino,
ya que en el espacio de Minkowski resultan exponenciales complejas en las integrales de camino. En el
capitulo 3 se procede a discretizar el espacio-tiempo euclidiano y se toman en cuenta aproximaciones
de diferencias finitas y se define la Lagrangiana para la teorfa escalar A¢* con N campos. Todo esto
como un estudio introductorio a la teoria de lattice.

En el capitulo 4, con el fin de obtener las funciones de Green de dos puntos se introducen N
fuentes en la Lagrangiana, con el objetivo de tener una expresién definitiva del propagador.

Por 1ltimo en el capitulo 5, mostramos los resultados y conclusiones que se obtuvieron en este
trabajo de tesis.



Capitulo 2

Teoria de Campos

2.1. Integrales de camino

La formulacién de Integrales de Caminos o de Trayectoria (Path Integrals por su nombre en
Inglés) de la Mecanica Cudntica fue desarrollada por Richard Feynman en 1948, la cual es una
descripcion de la Teoria Cuantica que expresa la amplitud de probabilidad de un estado inicial
a un estado final en términos de la accién clasica. En la formulacion de Feynman, la nocién de
una sola historia dinica para un sistema o particula se reemplaza por la suma (integral funcional)
sobre todas las historias posibles para tal sistema. El observable basico de este enfoque de mecanica
cuantica es la probabilidad de que una particula se propague entre dos puntos espaciales en un
tiempo dado, mediante la integral de caminos. Esta cantidad es calculada asignando una amplitud
a cada trayectoria que une ambos puntos en ese tiempo, y sumando todas estas.

Consideremos la funcién de onda 1(g;, t;), la cual nos da la amplitud de probabilidad de encontrar
la particula a una posicién ¢; a un tiempo t;, entonces podemos construir una funciéon de onda a
un tiempo posterior y a una posicion distinta introduciendo una transformacién con el nombre de
propagador. Es aqui donde introducimos la idea de que todos los caminos son posibles para ir de

(qi ts) — (a5, t5),

y con esta idea se construye el propagador con el cual podemos describir la evolucion del sistema.
Entonces, dada v (qg;,t;), construimos esta misma funcién de onda a un tiempo posterior con una
posicion distinta

¢(C]fatf>:/ k(qr ty; qits) (g, ti)dgs, (2.1)

[e.e]

donde k(qy,ts; ¢, t;) es llamado el propagador de Feynman o la amplitud de probabilidad de tran-



sicién de (g;,t;) — (¢s,tf). Podemos calcular la norma al cuadrado obteniendo

Plap,trianti) = |k(ar trat)
= probabilidad de transicién (g;, t;) — (g, tr). (2.2)

Ahora, dividamos el intervalo de tiempo en dos sub-intervalos, introduciendo un tiempo t arbitrario
contenido en el intervalo de tiempo inicial:

[t ty] = [, (U It ],

y aplicando a la funcién de onda, obtenemos
lag ty) = /k’(qf,tf; g, t)k(gq. t; @i, t:)1 (i, i) dgdg;
~ [k tratvta. o (23

De esta forma, la transicién (g;, ;) — (qy,tf), puede ser tomada como el resultado de la transicién
de (gi,t;) a todo tiempo intermedio, seguido por la transicién (¢,t) — (¢, ty). Para ilustrar un
poco mas, tomemos el siguiente ejemplo muy sencillo: consideremos una fuente que emita particulas
situada en la posicién 1, delante de esta se encuentra una barrera en la posiciéon 2 con un par de
rendijas etiquetadas como 2A y 2B respectivamente, y delante de esta, en la posicién 3, una pantalla
el cual se va mostrando un patron de interferencia cada vez que pasan las particulas.

Con el formalismo visto anteriormente, podemos calcular la amplitud de probabilidad de la
particula de un punto a otro:

k(2A;1) = amplitud de probabilidad de que la particula pase de la fuente a la rendija 2A,
k(3;2A) = amplitud de probabilidad de que la particula pase de la rendija 2A a la pantalla,

La amplitud de probabilidad de que la particula pase de la posicién 1 a la pantalla dada por
k(3,1) = k(3;24)k(2A;1) + k(3;2B)k(2B; 1), (2.4)
donde la probabilidad de transicion resulta
| P(3,1) |=| k(3,1) 2= k(3; 24)k(2A4; 1) |> +k*(3;2B)k*(2B; 1), (2.5)

donde los términos k*(3;2B)k*(2B; 1), se interpretan como fenémeno de interferencia. Este ejemplo
es nada menos que el principio de Fresnel-Huygens de caminos, el cual Feynman relaciono con su
integral de caminos, lo formulo de la siguiente manera [22]: ”Si se conoce la amplitud de una onda

9



en una superficie dada, la amplitud en un punto cercano puede obtenerse como la suma de las
contribuciones de todos los puntos de la superficie, donde cada contribucién sufre un desfase pro-
porcional al tiempo que le costara a la luz llegar de la superficie al punto siguiendo el rayo luminoso
en 6ptica geométrica”. Enunciemos un lema que nos sera de gran utilidad.

Lema: Dada la amplitud de probabilidad k(qy,tf; ¢, t;), es equivalente tener

k(qr,ty; @i ts) = (astslqits). (2.6)

La demostracion es muy simple. Tenemos que la funcion de onda se puede expresar como el producto
interno de un vector en el espacio de Hilbert (bra) por otro vector (ket ) en ese mismo espacio en
el esquema de Schrodinger

(g, t) = (gl t)s. (2.7)

El ket en el esquema de Schrodinger se relaciona con un ket en el esquema de Heisenberg. La
transicién de un esquema al otro se realiza mediante una transformacién unitaria:

Ht

[, 1) = e [, (2.8)

donde los subindices Sy H se refieren a los kets en el esquema de Schodinger y de Heisenberg
respectivamente. De esta forma el estado de una particula en la posicién ¢ al tiempo t se puede
expresar equivalentemente en el esquema de Heisenberg o en el de Schrodinger. Definiendo ahora
los vectores dentro del esquema de Heisenberg

lq.t) = €™Mg), (g, = (qle™"/". (2.9)

Entonces, de esta manera, tenemos que la funcién de onda se puede representar en un esquema y
otro como:

V(g,t) = (¢tlY)u
= (qlY,t)s. (2.10)

Tomando en cuenta la completes de los vectores del espacio de Hilbert, la funcién de onda se puede
escribir como

astsly) = / (a5t slaits) (aatiloh) da

= /<C]ftf|Qiti>¢(%ti)dC]¢
= klay. ty;qi ti)(ai, ti)dg;. (2.11)

10



Lo que tenemos basicamente es la suma de todas las posibles trayectorias que puede tomar la
particula desde una posicién inicial a un tiempo inicial hasta una posicién y tiempo final. La
integral correspondiente se toma sobre todas las posibles trayectorias de la particula.

Puesto que cada segmento (g;,%;;¢;j—1,tj—1) puede ser dividido en segmentos mas pequenos, de-
bido a los “quiebres” en las trayectorias en estos pequenos intervalos, a pesar de que las trayectorias
son continuas no se puede definir la derivada y, consecuentemente, las trayectorias son realmente
cadenas de Markov. Definamos ahora el intervalo de tiempo entre dos tiempos consecutivos

T=At= tj+1 — tj. (212)

Se tiene entonces )
_iHT
(@iratjvalaity) = (gjele” gy, (2.13)
Haciendo un desarrollo en series de potencias de la la exponencial y manteniendo hasta términos
lineales obtenemos

iHT
(Gimtinlgty) = (gall - 5t O(7%)|q;)
1T N
= 5(Qj+1 - C.Ij) - E<Qj+1|H|Qj>~ (2-14)

Por otro lado, suponemos que el operador de energia del sistema se puede expresar como:
H==—4V(), 2.15
V(g (215)

y sustituyendo en el segundo termino de la Ec. (2.14) obtenemos

A2
A~ p A~
(@11 Hg5) = {gjl5~la5) + (@51l V(@)gz)- (2.16)

Para el primer termino, usamos la completez de los vectores en el espacio de Hilbert

[ it =1. [ 1a)taida =1.

Entonces, al sustituir, se obtiene

~9 2
P ’ ’ np
@il = [ A dplasedls) 1 2 o) 0l (217)
pero sabemos que
L ipg
{qlp) = en, (2.18)

21

Hj
—_
=t



por lo tanto obtenemos

/\2 .
p ij+1p p 1 —'q5P
= dp’ —d(p — e h
dp 1(!1j+1—qj)p p
= 27Th D o (2.19)

Para el segundo termino en la Ec. (2.16), utilizamos el hecho que la variable dindmica ¢ esta dada

. Qi+1tq
= % =g, (2.20)
entonces R
(@1 1V(Dla) = V(@) gi+11a5) = V(35)0(q541 — 45), (2.21)

y utilizando la representacion Delta de Dirac en su forma integral y los resultados que obtuvimos
previamente, tenemos finalmente que:

2
(Gis1tilqit;) = /_e(q1+1 aG)E — 2o dpv(@ei(%ﬂ—%)% _ @e (+1-)F P 4 O(7?)
I 2mh h 2m h 2mh 2m

= /%e(q”’l ;) {1 - % (V(q) + % + 0(72))] , (2:22)

. , . . iT 7
donde el termino entre paréntesis corresponde al desarrollo de la exponencial e ™9 De manera
mas simplificada, obtenemos

\”8

m\'ﬁ

Ap  itte o N H (0
<Qj+1tj+1‘thj> :/%eh[(q_]*‘rl a;)p H(Pv‘])]_ (223)

Por otro lado regresamos a la relacion de completez utilizada repetidas veces y tomando el limite
cuando n — o0, al sustituir en la ecuacién (2.22), obtenemos

(artslaits) = hrn / g, 05 dp ﬁeé[Z?:o((%’+1—‘IJ')P]'_TH(PJ'7‘1_J'))]. (2.24)
A fin de simplificar mas la expresiéon anterior, tomamos las siguientes consideraciones: Las coor-
denadas ¢y ¥ gn41 las tomamos como gy = ¢; ¥ ¢nt1 = ¢y, las cuales por supuesto son funciones

dependientes del tiempo, ¢; = ¢(t;) v q¢f = t(tf), y tomamos el limite n — co y 7 — 0. Entonces la
Ec. (2.24) se convierte en

Dp(t)Dq( Y dt(pe
tlaty = [ PO RS iz, (2.25)

12



la cual nos da una expresion para la probabilidad de transicion de una particula de un estado con
posicién inicial ¢; y tiempo inicial ¢; a un estado final con posicién final ¢; y tiempo posterior final
(t; > t;), que se expresa como una integral de camino de Feynman y se toma en cuenta todas las
posibles trayectorias clésicas que van del punto inicial (¢;,¢;) al punto final (g, ts) .

2.2. Calculo Funcional: Diferenciacion

Desde un punto de vista de la mecanica Newtoniana, podemos pensar que existen dos tipos
sistemas mecénicos: aquellos con un nimero finito (pequeno) de grados de libertad y aquellos con
un nimero muy grande (del orden del nimero de Avogadro) e incluso un nimero infinito de grados
de libertad. Como ejemplo del primer caso podemos mencionar el movimiento de una particula
(con tres grados de libertad) o de un cuerpo rigido (con seis grados de libertad) en el espacio.
Por otro lado, los sistemas fisicos con un gran ntmero de grados de libertad son descritos por
campos vectoriales donde asocia un vector a cada punto del espacio. Un ejemplo de esto es la
velocidad hidrodinamica de un fluido. También, junto con este campo vectorial existen también
campos escalares donde asocia un valor a cada punto del espacio, por ejemplo la distribucién de
masa en el mismo fluido o la temperatura o la presion que pueden variando punto a apunto en
el fluido. Otros ejemplos de algunos campos clasicos familiares son los campos electromagnéticos
(E(x,t), B(x,t)) o el movimiento de una cuerda vibrante en una dimensién descrito por el campo
¢(x,t), el cual describe el desplazamiento de la cuerda. Entonces, mientras las coordenadas de una
particula dependen solamente del tiempo, los campos dependen de las coordenadas espaciales y del
tiempo.

Es claro entonces que al tratar con sistemas mecénicos con muchos grados de libertad, estamos
tratando con variables de funciones continuas. Estos sistemas mecanicos pueden ser estudiados
mediante principios variacionales, donde se trata de minimizar la accion. La accion, al ser una regla
de asociacién entre funciones y nimeros reales resulta ser lo que se llama una funcional. Tomemos
por ejemplo el caso de un sistema con un solo grado de libertad, la regla de asociacion entre las
trayectorias y los nimeros reales es mediante la siguiente expresion

Sla] = /t f L(q, ¢)dt, (2.26)

donde se mantiene fijo los tiempos inicial y final ¢; y t; y la restriccién de que todas las trayectorias
pasen por estos puntos. A diferencia de una funcién usual, cuya regla de asociacién es entre niimeros
el valor de la accién depende de la funcién ¢(t) que se sustituya en la integral en la Ec. (2.26) .

La nocién de derivada de funciones que dependen de una o varias variables puede extenderse al
caso de funcionales de forma natural. Consideramos una funcional F[f(z)]. La derivada funcional

13



queda definida mediante el proceso:

oF _ . Flf(@) +edz —y)] - Flf(x)]

= lim
0f(y) <0 ¢

Con esta definicién somos capaces de mostrar algunos ejemplos.

1.
Fli@) = [ fa)d,
calculando la derivada funcional dada por (2.27), obtenemos
SEU@)] [ @) +eda— y)) de — [ f(a)d
6f(y) >0 €
= Hmefé(x —Y)
e—0 €
1 : yeal dominio de integracion
0 : otro caso

2.

FlJ(z)] = /G(z,x)J(x)dm,

de igual manera aplicando la definicién obtenemos

OF — lm [G(z,2) [J(z) + ed(x — y)]dx — [ G(z,z)J] (z)dx
T e e
= G(zy)
3. Y por ultimo
FlJ(2)] = J(x),
de igual manera obtenemos
OF () el ) - I()
) e e
= 0z —y)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Con esto damos por terminado este breve estudio al calculo diferencial funcional ya que posterior-

mente nos sera da gran utilidad para calcular la funcion de Green de dos puntos.
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2.3. Teoria Cuantica De Campos Integrales de trayectoria
de Feynman

2.3.1. Teoria Escalar

En fisica tedrica, la teoria escalar puede referirse a una teoria cudntica o clasica de campos
escalares. Un campo que es invariante bajo transformaciones de Lorentz es llamado escalar, en
contraste con un campo vectorial o tensorial que se transforman como tales bajo las transformaciones
de Lorentz. Los campos escalares son caracteristicos de particulas de spin cero, un ejemplo muy
claro es el famoso bosén de Higgs (particula neutra) y hasta el momento ha sido la primera particula
escalar elemental en ser descubierta en la naturaleza.

Hasta este momento no hemos tomado en cuenta la posibilidad de la creacién y aniquilacién de
particulas en el vacié mediante cuantizacion por integrales de trayectoria de Feynman. Para esta
cuestién, por alla en el ano de 1969 Schwinger introdujo un método para considerar la posibilidad
de creacion y aniquilacion de particulas. Con esta finalidad hacemos el siguiente cambio en la

Lagrangiana del sistema
L— L+ J(t)gt), (2.34)

donde el termino extra contiene la fuente, J, que da origen a posibilidad de tener la creacién y
aniquilacién de particulas. A partir de la Lagrangiana definida en la Ec.(2.34) podemos pasar de
la mecéanica cuantica a la teoria cuantica de campos, pasando de la variable de un solo grado
de libertad ¢ al campo ¢ (que representa un nimero infinito de grados de libertad) mediante
la sustitucién ¢(t) — ¢(z). Debemos mencionar que este proceso es solo esquemadtico pero que
estd bien estudiado en diferentes textos especializados (ver, por ejemplo[1]) y no discutiremos mas
este punto que se sale del alcance de esta tesis y solo usamos el resultado de la funcional generatriz
que se muestra enseguida.

2.3.2. Funcional generatriz

Consideremos la funcional generatriz para campos escalares [1]:

Z[J] = / D(x)et | HelE@HT@oar e @] (2.35)
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donde el término %eqﬁQ(x) nos asegura la convergencia de la funcional generatriz. Ahora consideramos
el término [ d*z(9,¢)(0"¢) e integrando por partes obtenemos

[ds@o@e) = [ a0 - [dwots
- / ds,, ($0"¢) — / dize0s, (2.36)
hipersuper ficie

donde hemos usado el teorema de la divergencia para pasar de la primera integral a una integral de
hipersuperficie, y estamos suponiendo que cuando x — Fo00, el campo ¢ — 0, es decir, se anula en
el infinito, por lo tanto resulta:

/ d*z(0,¢)(0"¢) = — / d*xg0e. (2.37)

Podemos ahora re-escribir la funcional generatriz de la siguiente manera:

ZO[J] — /D¢€—if[é¢(m+m2—i6)¢—¢J]d4$7 (238)

donde el subindice 0 en la funcional generatriz Z, indica que se trata de la funcional generatriz para
un campo libre. Para poder evaluar Z, hacemos el cambio de variable

ox) = ¢ (r) = o(x)+ po(x)
o(z) (O+m? —ie) p(x) — ¢ (z) (O+m? —ie) ¢ ()
= (¢(x) + do(x)) (O + m? —i€) (p(x) + do(x)), (2.39)

donde uno de los términos, por ejemplo, el que se muestra cumple con la igualdad:

/ d*zgo(z) (O +m? —ie) p(z) = / d*z¢(z) (O 4+ m® — ie) ¢o, (2.40)

y al aplicarlo a todo el termino del exponencial de la ecuacién (2.38), obtenemos

/ A <%¢(x) [O+m® —ie] ¢(a) — (b(x)J(x)) _
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= %gb(m) (O+m? —ie) pd'x
+ /%% (O+m® —ic) ¢
+ / d*zg(z) (O+ m® — ic) ¢o(z)
/d4a:¢(x)J(x) - /d4x¢o(x)J(a7). (2.41)
Elegimos ahora ¢o(z) tal que satisfaga la ecuacién
(O+m® —ie) do(z) = J(x), (2.42)
y entonces la ecuacion (2.41) se puede escribir como
/d4x (%gzﬁ(x) [O 4 m® — ie] ¢(z) — qﬁ(m)J(m)) = /d‘%%gb(x) [O+4 m® — ie] ¢(x)
— /d%%J(a:ﬁb(x). (2.43)
La solucién particular para ¢g(z) es
buli) == [ sl = )0, (2.44)
donde A¢(x — y) es el propagador de Feynman que satisface la ecuacién
(O —m? —ie) Ag(z) = —6W (). (2.45)
Regresando a la ecuacion (2.38), con estos resultados obtenemos

z, = /D¢<x>e—z‘[f;¢(w)(m+m2—ie)¢(x)+;fd4xd4yJ(x)A(a:—y)J(y)]

— 3 dtadly (@) A—y) / Dp(x)e '/ Irpo@)[Dim?—iclo(x) (2.46)
Si definimos el factor (de normalizacién ) como

N = /DQS(m)e—ifd4x%¢(:c)[lj+m2—ie]¢(x)’ (247)
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entonces finalmente obtenemos
Zy = Ne~zJ d'ed'yI@)Aa—y), (2.48)

La solucién de la ecuacién (2.45) se puede expresar como

dAk e—ik(z—y)
Nf(x —y) = / (2m)4 k2 — m2 + i€’ (2.49)

donde el integrando contiene un polo, llamado el polo del propagador y este da origen a la relacién
de energia-momento:

ko = £Vk? 4+ m? Fid = £F Fid.
Ahora calculemos la derivada funcional de la funcional generatriz

iy = N (1 g [ atetute = 9006 - 00 + 00

1 e [ o) set - ot - 2)

X

?

X {1 _Lle / drrdiyANp(z — y)d(x — 2)0(y — 2)) — 1}

(\V]

= 201 |- [ atusetc =)t - 5 [ Ao s - )
_ (@ / A Ap(z — @J@)) Z,1J], (2.50)

re-acomodando términos obtenemos finalmente

1 6Z,J] \
iZ,[J] 6J]2] :/d rLp(z —2)J(2). (2.51)

Sacamos una vez mas la derivada funcional de la funcional generatriz , obtenemos

. jff]%[jgz] _ M‘Ew] Kz / d4:cAF(z—:c)J(:c)) ZO[J]}

= (ZAF(Z —w)Zo[J] +i / d'eAp(z — x>J(r>> |J=0, (2.52)

donde es claro que evaluando en J(z) = 0, el segundo termino resulta ser nulo y obtenemos una
expresion final
1 5?2 Z[J]
iZo[J] 0 J[w]dJ[z]

l1=0= Op(w — 2). (2.53)
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Esta ultima ecuacién nos define la funcién de Green de dos puntos. Es importante senalar que estos
calculos son llevados a cabo en el espacio de Minkowski, donde la funcional generatriz contiene
exponenciales complejas como argumentos de las integrales de camino. A fin de evitar esto y con
la ventaja para nuestro proposito, continuaremos nuestro estudio con una formulacién pseudo-
euclideana de la Teoria Cuantica de Campos. Este estudio se aplica a las funcionales generatrices
con el fin de evitar en la funcional generatriz, exponenciales con fases complejas, que pueden arruinar

la convergencia de las integrales de camino.

2.4. Formulacion Euclidiana

Consideremos la métrica de Minkowski

dsyy = (d2°)” — (dz')* — (d2®)* — (da®),

para fines practicos definamos

ot =it =i’ = da® = —ida®,

entonces, la nueva métrica con esta nueva variable resulta:

ds* = —(dz°)?® — (do')? — (d2*)* — (d®)?

4

= ) (da')’

i=1
_ 2

Definimos ademas
k* = ik°,

k= k;z;E,
el cual el tetra-vector resulta

ki o= (k) = (ka)® = (ky)* — (K.)?
K2 — 2 — k2 — k2

notemos ademas

(2.54)

(2.58)



es decir, no hay distinciéon entre componentes covariantes y contravariantes de los tetra-vectores.

Con esto en mente el diferencial de volumen del espacio-tiempo resulta:

d'z = dzodrdydz

—Zd4$E
Mientras que el hiper-volumen en el espacio de momentos resulta:
d*k = —id'kp.
Podemos entonces escribir los términos de la siguiente manera
k> —m? +ie — —k% —m? +ic
k-x = k;oxo—/;~f

= —kp-Tg.

(2.59)

(2.60)

(2.61)

Entonces, el propagador de Feynman en el espacio euclidiano en funcién de estas nuevas variables

resulta ser

d4kE e’ik‘E-ZCE
JAN =1 .
F(x) 7// (27T)4 k%—i—mZ

Notemos que el polo del propagador se encuentra ahora en

ko = £i\/ k2 + m2.

Enseguida analicemos como cambia el campo ¢(Z) en el espacio euclidiano

o (20, 7) — o(—ixt, ¥) — op(Z, z*).

de la misma forma las derivadas parciales se transforman como
0 0
Oh=— = (=, V
oxH ot

19)
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Entonces el DAlambertiano aplicado a ¢(¥) resulta:

= —(0u0) (0u9)g (2.66)

entonces resulta
(0"9)(09) — (0u0) - (2.67)

Con estos cambios podemos determinar la funcional generatriz en el espacio euclidiano.

2.5. Funcional Generatriz

Re-escribiendo la funcional generatriz en (3.28) en términos de las variables euclideas obtenemos
Zop[J] = / D(x)e I (3O mei=To)lon, (2.68)

Con la finalidad de calcular esta integral funcional para el campo escalar, primero se regresa al
caso en que los campos estan evaluados en un conjunto finito pero muy grande de puntos espacio-
temporales, en estar caso los campos son considerados como variables de integracién [1]. Para ello
primero tomamos en cuenta el resultado conocido

doe— = | 2.69
[ -

y generalizando esta ultima integral obtenemos

/ day - - - da,e>=ii “TiT — /d:ﬂ’ (2.70)

donde hemos definimos la matriz A cuyas entradas son [A];; = a;; y a;;<0,Vi. Notemos que el
argumento de la exponencial del integrando en (2.70) es una forma cuadrética. Podemos entonces
hacer una cambio de coordenadas mediante una transformacién de similaridad, tal que

Z 2 2

Qi TiTj = A11T7 —+ 22T + e (271)
‘7j

Con la transformacién de similaridad en cuestion es
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XU 'WWAU'UX conY =UX.
El Jacobiano de la transformacion es simplemente
dyy -+ - dy, = dzy - - - dxy, (2.72)

Debido a que el determinante de una matriz diagonal es igual al producto de los elementos de su
diagonal. Regresando a la Ec. (2.68) y utilizando esto tultimos resultados obtenemos la funcional
generatriz en el espacio euclidiano

Zip— [ Doel bt fsottasi, (273)

Notemos que al tomar el limite cuando N — oo, por supuesto que el segundo termino es nulo,
llegamos a una expresiéon semejante a la Ec. (2.70)

N
Zip= 1 _—. 2.74
‘BT N \/det%([l + m?) (2.74)

En el siguiente capitulo procederemos a definir los campos en términos de la discretizacion y re-
definir la accién S en el espacio euclidiano.
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Capitulo 3

Campos en la red

Consideremos un subconjunto del espacio-tiempo cuya regién en las cuatro coordenadas (x, y, 2, t)
estan acotadas por rectas mutuamente perpendiculares de longitud L. En esta region supongamos
que cada punto (x,y, z,t) esta igualmente equi-espaciado, a esta separacién entre puntos lo llama-
remos a = pardametro de la red. Primero partamos de un eje (z), la separacién entre un punto a
otro es I

x
Ay = n—m, (31)
donde L, es la longitud de la region acotada en el eje x, y n es el numero impar de puntos que hay,
cada punto tendra una distancia respecto al origen, dado por

x; = &, (3.2)
Ty
conn=20,1,2,3,---, y el subindice etiqueta a cada punto en la red por lo tanto
r; = ta;. (3.3)
Generalizando a las otras coordenadas obtenemos el correspondiente andlogo
yj:%azk:%,tl:%-

Entonces el campo en la discretizacion tomara la siguiente forma

¢($7y727t) — ¢($i7yjazj7tl)

¢(anz’a’ny7anz7ant) — ¢(nxanyanzant)> (34)
y la derivada del campo sera
¢ 09 0¢ 09
aﬂ¢_> <%Ja_yaaaa ) (35>
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Con pu=1,2,3,4, y en la discretizacién tenemos que la derivada parcial estarda dada por

a¢ ¢(xi+17yjazk7tl) - ¢(xi7ijzk7tl)
- ,
ox g

(3.6)

por lo tanto en general tendremos

0¢ 1 .
o — o (p(z + aufit) — d(z)) . (3.7)

Hemos obtenido una seria de ecuaciones las cuales describen el campo ¢ dentro de la discretizacién.
A continuacion mostraremos la expresion de la accion en la discretizacion.

3.1. Discretizacion

Queremos ver como resulta la accién en la discretizacién que hemos estado manejando, la accion
esta dada por:

1 1
Sp = / d*z (5((9“@2 - §m2gb2 - ng) (3.8)
Notemos primero que las diferenciales estaran dados por la separacion en cada coordenada
d*r = d.dyd,dy — aza,a.ay, (3.9)
y entonces la accién en este esquema estarda dada por:
1 1
S = Z {5(@@2‘1,]',1@1 + §m2¢2 li gkl _J¢‘i,j,k,11 a;a;aay, (3.10)
oy
donde, por supuesto, el campo ¢(Z) esta valuado en algin punto de la red
¢i,j,k,l = ¢($Z7 Yjs Zks tl) (311)

A continuacién imponemos condiciones periddicas con periodo 2L; sobre el campo ¢(x), obviamente
a lo largo de cada direccién x;, por ejemplo sobre el eje x se tiene

¢($z —+ 2L, yj, Zks tl) = ¢($z), (312)

se procede con estas condiciones de periodicidad para todas las coordenadas y;, 2 y ¢, Expresamos
el campo ¢(z) (una sola variable) de la coordenada z en series de Fourier obtenemos

o(z) = % + Z [ancos (%x) + bysen (%x)] ) (3.13)
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donde los coeficientes a,, y b, estan dados por

an = %/LL dx¢(x)cos (%x) , by = %/i dxo(z)sen (%x) :

paran =0,1,2,3,---. En nuestro caso el campo ¢(x) lo expresaremos como:

donde k,, y C,, estan dados por

1 [l

T 9L,

dxp(z)e e,

Cabe mencionar que estas expresiones son en la direccion z;, resulta lo andlogo para las coordenadas
restantes. Finalmente en 4D resultara:

o(x,y, 2, 1) Zannynznt ik (3.15)

donde los vectores de onda, k= (ky, ky, k2, kt), para cada coordenada estdn dados por

Tomando el conjunto de funciones ortonormales
L . .
/ dzettnte=thme — o5 (3.16)
-L
y nombramos las funciones u, (x) como

1

up(z) = \/ﬁ

entonces en 4D este conjunto de funciones ortonormales se expresan como

etk (3.17)

Ty

/ dZuy, o, (2, Y, 2,00, ol (@, 4, 2,8) = 0,1 0yt Oy Ol (3.18)
hipercubo Y
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donde 1
k&
Ungnynang (T, Y, 2, 1) = e, 3.19
NgNyn nt( ) /—24LxLyLZLt ( )
Regresando a la ecuacién (3.10) donde se describe la acciéon Sg. Con la finalidad de facilitar el
calculo y la de aclarar la notacién usada en lattice, re-escribimos el primer término (9,4)* en la
accion en notacion matricial .
En una dimensién notemos que las derivadas parciales (usaremos la representacién simétrica de
la derivada) estdn dadas como

06, P(xip1) — d(xi1)
a‘b o ¢<_xn+1> B Qﬁ(_xnfl)
o % ’ (3.21)

valuadas en el punto i-ésimo y en el punto enésimo respectivamente, ahora definiendo las siguientes
matrices

0 1 0 0
U ;
P (3.22)
1 0 1
0 0 -1 0
Qb(_xn)
¢(_xn—1>
=1 b | 529
o)

podemos escribir la primera derivada en funcién de estas matrices, por lo tanto obtenemos lo si-
guiente

%l_x 0 1 0O --- 0 ¢(?(_xn))
Tz n —Tp—
: . -1 0 1 .. _ !
2% _ L : 3.24
8z.|5’30 2(1 O O ¢(x0) ( )
: -1 0 1 :
%, 0 -~ 0 —10 '
O 1n o(,)



Para la segunda derivada hacemos procedemos deforma similar para obtener la correspondiente
representacion

¢ Pz —a) — 2¢(x;) + ¢(x; + a)
= y , (3.25)

y escribimos la segunda derivada en notacién matricial, obteniendo

2| 2 1 0 --- 0 P(—x)
gut ¢(_xn—l)
: 1 =2 )
8¢ _ = e :
ag;2.|wo S0 o 0 o) |- (3.26)
¥ : 1 -2 1 :
826 :
52 |zn 0 0 1 =2 é(zn)

Debemos tener encienta que, en mecanica cuantica la derivada debe ser un operador hermitico, por
lo tanto se requiere que la representacion matricial sea hermitica, la representacion usada cumple

con este requerimiento. Las matrices definidas anteriormente tendran la misma forma para las
coordenadas restantes (y, z, t)

¢<_yn) ¢<_Zn) ¢(_tn)
By = | olw) | @ =| o) | @y =] oto)
() o(z) o(t)

Ahora expresemos la accién Sg de acuerdo a la definiciéon de la segunda derivada vista anterior-
mente, (ver Ec. 3.25)

2
aj

/d4l’E%¢(DE LmPe) = Z _215 1y ;0 Fqb(ﬂﬁ) ((15(77 —ay) = 20(Tr+) (75 + au))

BU=T,Y,2,t N, Ny, Nz, Nt
1
+ §m2¢2(fﬁ)] . (3.27)

Expresando al campo ¢(Z) en series de Fourier, se obtiene



que al sustituir en la segunda derivada de la accion Sg, por ejemplo en la coordenada x, obtenemos

- 0? o - gb(l'm Az Ynjs Zny, m) 2¢($nl y YUnjs Znges nl) + gb(l‘nl + a,, Yns Zng nl)
s a/m
1 [& L = = o
= a_2 ZC}?ﬁ@QZ 7 ﬁe‘lkxax — QZ 02,7621 Ay Z 0134621 7 ﬁelkxax
T L kn o =
_ - . .
— e—ik;cax Z Cflgﬁeﬂ_‘ﬁf‘ﬁ -9 Z CQﬁQQiEﬁfﬁ + eikmax Z Cﬁﬁezi_‘ﬁ,—‘ﬁ]
L k?ﬁ kﬁ kﬁ

e =02 2 (F5) — 20(T5) + € ¢*(T5)]
— a%(bZ(—*ﬁ) [eik'zagc + efikzaz o 2]
_ %qﬁ?(ﬂﬁ) (cos(kuay) — 1]. (3.28)

Tomamos ahora el limite donde el espaciamiento a, — 0, tenemos que

% 2, (koas)® | (koaq)!
53 0(Fa) = S (@)l - =+

2

al’
Si nos quedamos hasta segundo orden en la expansion de la funcién coseno, ya que a ordenes
superiores el espaciamiento es despreciable, resulta que

) 0l = )R (3:30

Notemos que para las direcciones restantes seria lo mismo, entonces el termino ¢(Z7)0gpd(Z7) re-
sultaria como

¢(Z7) —1]. (3.29)

O(T7)0pd(Tr) = ¢ (Tn) (kI + K+ K + k)
= O*(Ta) (K +w?), (3.31)

y con esto ultimo escribimos el termino completo

%Qﬁ(_‘ﬁ)(DE + mz)qb(_’ﬁ) = %ng(_’ﬁ)(EQ +w? + m2)
= %&(})(EQ + E% +m?), (3.32)

la cual nos da la relacién usual (en el espacio euclideo) de energia-momento. Con los resultados vistos
anteriormente podemos escribir la funcional generatriz Zyg[.J] en el esquema de la discretizacion.
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3.2. Teoria escalar con auto-interaccién con N campos

Supongamos ahora que tenemos N campos reales, entonces definimos la accién libre Sy como

N
1 1
_ 4 2
So = / d x; [5(@@)(8“@) - 5mé; |, (3.33)
y para fines practicos en la notacion y el desarrollo algebraico definimos el vector columna

¢1

o= : |, (3.34)
On

donde tenemos en cuenta que tenemos campos reales, es decir, ngI = ¢;, y es obvio entonces que

N
> ¢l =o', (3.35)
i=1

y por lo tanto la accién libre Sy resultara como
1

Sy = / d4x§ [(0,2")(0"'®) — m®'®] . (3.36)
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3.2.1. Autointeracciéon
En este caso la accion S estara dada por la accién libre Sy mas un termino extra

A 3
4 0 T 2

el cual va a representar el termino perturbativo. Finalmente expresamos la funcional generatriz con
interaccion

Zy,[J] = / Do [ s [30uBN@ B+ m e 85 4 (312)7] (3.38)

Ahora, nos resta definir las funciones de Green de dos puntos base crucial para nuestro estudio y
descrito en el capitulo siguiente.
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Capitulo 4

Funciones de Green de dos puntos

Para fines de obtencion de las funciones de Green, se introducen N fuentes reales
L—L+®T+ TP, (4.1)

donde el vector J esta dado por las N fuentes reales

Ji
I=1 (4.2)
JIn
y es obvio que
N
Py = Z Ji®i, (4,3)
i=1
y con estas modificaciones la funcional generatriz resulta como
Zogl /D‘I)e Jdig[30ueh)0m )t jmPete -0 1 (@1e)?] - [ df  (#l-J1e) (4.4)
E ’ ]

debemos de ser cuidadosos de expresar la medida D® de forma adecuada ya que ahora estamos
considerando N campos, entonces la medida resultara como:

N NZ7Ny7N27Nl

D =] [ doénlxi vz t), (4.5)

n=1 ijkl=1

donde los indices N,,N,,N.,N; y N los tomamos todos por igual, ahora estamos en condiciones de
calcular la funcion de Green de dos puntos.
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Sabemos por la Ec. (2.53), la funcién de Green es equivalente a la segunda derivada de la funcional
generatriz, primeramente obtenemos la primera derivada de la funcional generatriz, que resulta

i:‘;’f / Hpmk e B> = Ok >, (4.6)

donde se tiene entendido que
<J|o>= / Ji(2)6i(2)d 'z, (4.7)
notemos que si no hay rompimiento espontaneo de la simetria, es decir, si nos tomamos el cambio
di = ¢+ Gi(z), (4.8)

donde ¢} es una constante y (;(z) es una funcién, se trata que debido a que la integracién funcional
es par en ¢ (z) se tiene que

6 2[Ji] _
ST(z) 0 T < () >sli=0
~ [T[Ponwe
_ 0, (4.9)

y de forma semejante, para la segunda derivada funcional

5Jz (Uk /HD% Yor(@)dn(y)e EH<TI07, (4.10)

y una vez mas, no hay rompimiento espontaneo de la simetria y tenemos en cuenta que la integracién
funcional de funcionales son pares, por lo tanto obtenemos

9 N
o o = o [[Powonn e
= 5lekl(JI, y), (411)
y donde la funcién de Green esta dada por
N
i=0
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Las expresiones (4.11) y (4.12) nos dan la funcién de Green de dos puntos.
Recordando la accién en el espacio euclidiano en presencia de N campos

N
1
_ 4 L 2 2 Ao
Sp = /d TE [2 ;[(8u¢a) +m0¢ ]+ A1 N—|—2 azl¢ ¢5 (4.13)
donde es claro que esta compuesta por la accién libre Sy y la accién con interaccién i,
Sk = 50 + Sint, (4.14)
donde
| N
- / Ao (0,00 + mio?] (4.15)
a=1
g p?

ya que consideramos N campos, entonces la accion resultaria de una sumatoria de N acciones
asociadas a cada campo, es decir
N
_ ()
= E So 7, (4.17)
a=1

N
St = »_ S, (4.18)
a,f=1
Ahora para fines practicos y para un mejor aprovechamiento de almacenamiento de memoria por
parte del calculo numérico, es conveniente definir un vector columna en lugar un tensor de 4 entradas
el cual va a representar a cada campo ¢“(¥) en cada uno de los puntos de la red, entonces tenemos
el campo en funcién de las cuatro coordenadas

o) = ¢ N(Z,) = (w5, 2, 1), (4.19)

donde ¢ va a estar dado por cuatro variables indexadas de la siguiente manera
qg=1+(j— Dngy+ (k— 1)nyn, + (I — 1)nynyn., (4.20)
donde los subindices i = 1,2,...,n,, j = 1,2,...,n,y, k = 1,2,...,n,, | = 1,2,...,n4, y a su vez, las

variables n,, n,, n. y n; van a tomar un numero fijo, determinado por el numero de puntos dentro
de la red en cada una de las direcciones. De esta forma obtenemos de una manera explicita de como
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va a estar determinado ¢®(Z) en cada uno de los puntos de la red. Ahora estamos en condiciones
de tener una expresién definitiva de la accién Sg en el campo euclidiano en su forma discretizada
y tomando en cuenta la expresién dada por la Ec. (3.25) la cual es la derivada parcial dentro de la
discretizacion, escribimos la accién Sg de manera individual.

La accién libre de interaccion

N
o 1
S =5 ;/d‘*m [(0,00)” + mid?] (4.21)
y en el campo de la discretizacion
N
o v L7 @ ()
Sod = g Z ? [(¢i+1,j,k,l - ¢i—1,j,k,z)2
‘,j,kl 1

(7 1 (7
+ (¢(,g+1kz ¢1(',j)71,kl> +_ (¢(,J k41,1 ¢§,j?k71,l)2

(03 1 (03
+ <¢”+1 k1 (bz(',j)—l,k,l)Q + P} (¢zg k41,0 ¢z(',j?k—1,z)2] ; (4.22)
y la accion con interaccion
Ao 3
Sl = d'zpg! @22 4.23
int 4! N+2/ xE¢ Cb ( )
igualmente discretizada
N
Voo
Sint = §N+22¢J,kl¢,3kl7 (4.24)
,9,k,l
donde
V = azaya.a, (4.25)

entonces reedefinimos la accién Sg en términos ya de la discretizacion de la accién mostradas en
las Ecs. (4.22) y (4.24) como
St = S5, + Sint (4.26)

y al igual que la acciéon Sg obtenemos una expresion de la funcién de Green de dos puntos dentro
del esquema de la discretizacion dada de la siguiente forma

G (r,y) = / sz 6 (2)6@) ()5, (4.27)
Gozg,2,) — ZHD¢“ )@= (4.28)
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Concluimos de esta manera un estudio introductorio a la teoria de lattice aplicado a la teoria escalar,
mostrando una forma explicita de la funcion de Green de dos puntos dentro del esquema de la
discretizacion en el espacio euclidiano. Para tener un camino claro de las soluciones de la funcién de
Green, en el capitulo siguiente haremos una introduccién al método de Monte Carlo, herramienta til
para la solucién de la funcion de Green, asi como ejemplos ilustrativos que representaran soluciones
aproximadas o semejantes a la funcién de Green de dos puntos.

4.1. Meétodo de Monte Carlo

El método de Monte Carlo provee soluciones aproximadas a una gran variedad de problemas
matematicos que se pueden definir en general con métodos de simulacion estadistica. Basicamente
este método utiliza secuencias de ntimeros aleatorios para realizar la simulacion, el proceso implica
la realizacion de muchas simulaciones utilizando ntimeros aleatorios y, considerar la probabilidad
de que los nimeros aleatorios tomen valores en una cierta regién del espacio en consideracion.

Uno de los usos mas importantes del método de Monte Carlo es el de evaluar integrales cuyo
integrando puede ser funciones complicadas en muchas dimensiones cuyo calculo numérico no se
pueden llevar a cabo a través de los algoritmos usuales como el de trapecios o el de cuadratura
Gaussiana . En este contexto, el método de Monte Carlo se convierte en una herramienta valiosa
ya que es capaz de obtener una aproximacion bastante razonable en un tiempo de computo mucho
mas rapido en comparacién con otras técnicas formales. La rapidez de convergencia del error es
muy lenta con este método: proporcional a \/LN’ pero tiene la gran ventaja de que la convergencia
es independientemente del nimero de dimensiones por lo que es ideal para integrales de muchas
dimensiones.

4.1.1. Integracion por Monte Carlo

Consideramos la integral de una funcién f(zq,---,x4), donde las variables zy,- -, x4 se en-
cuentran definidas en el hipercubo unitario [0, 1]¢, asumimos por supuesto que f(z1,---,74) es
cuadratica-integrable. El método de Monte Carlo estima que la integral

1 1
I:/O dxl---/o dxgf(xy,--- ,aed):/kd:ff(f)7 (4.29)

donde k = [0, 1], tiene como solucién aproximada el valor E dado

1 o
E= > F(E). (4.30)



La ley de los grandes nimeros asegura que el método de Monte Carlo estima la convergencia del
valor real de la integral
N
Ii =1 .
dim Y flan) =1 (4.31)
n=1
Para calcular la solucién E dada por la ecuacién (4.30), generamos ntimeros aleatorios y,xg - - -
todos independientes y uniformemente distribuidos sobre el intervalo [0, 1] y definiendo los vectores
Xy = (w1,02, -+ ,7a), X2 = (Tay1, Tara, > T2d), **+, XN = (T2dr1, Tadta; 5 TNd),
los cuales son independientes y uniformemente distribuidos sobre el hipercubo [0,1]¢ y que serdn
fundamentales para definir iterativamente el conjunto de valores

S = f(Xy)
So = f(Xy)+ f(X2)

N

Su = Seci+ fXn) =) f(Xa), (4.32)

n=1

el cual nos dara una aproximacion a la integral a resolver.

4.1.2. Numeros aleatorios

En la practica, para llevar a cabo el cdlculo aproximado de la integral en la Ec. (4.29), lo que se
necesita en primer lugar es generar de algin modo un conjunto adecuado de niimeros aleatorios. Esta
tarea no es simple. En efecto, no existe algoritmo (los cuales son deterministas ya que estan basados
en reglas que no tienen forma de incorporar el factor de aleatoriedad de una manera conveniente)
que genere numeros genuinamente aleatorios. No obstante, los niimeros que se generan mediante un
proceso algoritmico determinista se llaman ntimeros pseudo-aleatorios y el factor de aleatoriedad se
puede incorporar con un agente externo como el reloj de la computadora.

En este trabajo utilizamos las librerias que estan incorporadas en el compilador de fortran llama-
do gfortran [18], el cual es software de distribucién libre y que es parte del proyecto Fortran GNU.
Estas librerfas contienen un funcién que genera dichos nimeros pseudo-aleatorios (que llamaremos
por simplicidad aleatorios), los cuales tienen una distribucién uniforme en el intervalo (0,1). En
la Fig. 4.1 mostramos 1000 ntimeros aleatorios generados por este software. Estos ntiimeros estan
distribuidos uniformemente.
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Figura 4.1: Conjunto de 1000 ntimeros pseudo-aleatorios generados con las librerias del programa
de distribucién libre gfortran.

4.1.3. Ejemplos

A continuacion mostraremos algunos ejemplos que ilustran el método de Monte Carlo y haremos
una comparacién con las soluciones que encontramos analiticamente dada en el apéndice. Como
hemos mencionado, el conjunto de nimeros aleatorios empleados en este método son los que se
generan con las librerias de gfortran. Los ejemplos que se muestran son tomados de los tipos de
integrales que resultan de llevar a la lattice la teoria escalar estudiada en este trabajo.

A fin de comprobar el grado de exactitud que da como resultado del calculo de las integrales,
hemos procurado, en el caso de que se puedan solucionar analiticamente, realizar el calculo por
series y truncar a los primeros términos de las serie resultante esto se muestra en el apéndice. Lo
interesante de esto es que el desarrollo de series de potencias en la variable a% que hacemos en el
calculo de las integrales que vamos a ejemplificar es una mimica del desarrollo perturbativo en la
teorfa de campos A¢? en cuyo caso el desarrollo se hace en potencias del acoplamiento \.

1. Una de las integrales de interés en el calculo de lattice es de la formula

Io(a,b) = / dpe=0w" 0", (4.33)

e}

Donde a y b son parametros enteros, con el fin de aplicar el método de acuerdo al método de
Monte Carlo para encontrar el valor de esta integral, primero es necesario hacer un cambio
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de variable: de la variable = cuyo rango es (—oo, 00) a una variable u definida en el intervalo
[0, 1], que es el rango de los nimeros aleatorios. Notemos que la integral se debe sustituir por
una suma como se indica a continuacion:

o0

N
0 1
Io(a,b) = / R N§ g(u), (4.34)
- n=1

donde N es la cantidad total de niimeros aleatorios y la nueva funcién, una vez que se ha
realizado el cambio de variable, es

—a(-X)2 _p(-u_)4
900 = T () =) (4.35)
con T
U= (4.36)

la variable aleatoria.

-
o)
|

1,6

1,4

1,2

oM

0,8

0,6

0,4 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ]

o
N
IS
o
3
=
o

Figura 4.2: Grafica de la ecuacién (4.34) para distintos valores de b.

La grafica en la Fig. 4.2 ilustra los valores de la integral dada en la ecuacién (4.33) resuelta
por Monte Carlo.

Ahora resolviendo esta misma integral analiticamente obtenemos

b31 27531
)= Y23l PTodl

. 4.
Va a? 22 a* 24 ’ (437)
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Figura 4.3: Gréafica de la ecuacién (4.37) truncada hasta tres términos.

y su respectiva grafica en la Fig. 4.3. Como se puede observar los resultados mostrados en las
Figs. 4.2 y 4.3, el resultado analitico y por el método de Monte Carlo dan valores similares
o aproximadamente iguales para diferentes valores de los parametros, pero difieren cuando el
pardametro a es suficientemente grande.

. Consideremos ahora la siguiente integral

LI(a,b) :/ g2e0w’ bt (4.38)

—00

De igual manera, la solucion, de acuerdo al método de Monte Carlo, es

> 1
/ R N Z g(u), (4.39)
o0 n=1
donde
() = —2 L R (4.40)
g(u) = A—aE\1T-u e . :

Procediendo de manera andloga al caso anterior, el resultado de la integral en la Ec. (4.38)

calculada mediante el de Monte Carlo, para diferentes valores de los pardmetros se muestra
en la Fig. 4.4.
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Figura 4.4: Gréfica de la ecuacion (4.38) para distintos valores de b.

Resolviendo ahora la integral en la Ec. (4.38) de manera analitica, obtenemos

[7 1 b531 ¥97531
[Q(G,b): $[§—§ 23 +¥ 25 R I (441)

Los resultados numéricos de la integral en la Ec. (4.41) se muestran en la Fig. 4.6. Como se
puede apreciar de los resultados analiticos y mediante el método de Monte Carlo, el compor-
tamiento de la integral como funcion de los parametros, a y b, es semejante. Sin embargo los
valores numéricos obtenidos difieren aproximadamente en un orden de magnitud.

. Hasta este momento hemos considerado al parametro b de nuestras ecuaciones muy pequeno
con respecto al pardmetro a. Para estudiar los caso en que b > a?, seria necesario tomar en
cuenta todos los términos de la serie en la Ec. (4.41), lo cual es impréctico porque la serie
obtenida no converge, esto es, no posible determinar analiticamente el resultado de la integral
en cuestion. Sin embargo, esta se puede calcular de manera numérica con el método de Monte
Carlo tal y como lo hemos hecho en los casos anteriores. La grafica en la Fig. 4.5 muestra los
diferentes valores de la integral como funcién de los parametros

4.2. Evaluacion numérica de la funcion de Green

A manera de ir esclareciendo el camino a seguir y por simplicidad, en este trabajo evaluamos
integrales de una sola dimension del tipo que resultan en el caso general de la teoria escalar
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Figura 4.5: Gréfica de la ecuacién (4.38) cuando b > a?.

bajo estudio. Como ya lo mencionamos, las integrales en cuestion las calculamos primeramente
de manera aproximada pero analiticamente y después mediante el método de Monte Carlo
con el fin de comparar el grado de exactitud de los resultados arrojados por el método de

Monte Carlo.

La idea de hacer el calculo en una dimension es por el hecho de que la funciéon de Green de
dos puntos involucra términos en los campos de forma cuadratica evaluados en cada uno de
los puntos de la red y cada uno de los campos es una variable de integracién. A fin de ilustrar
esto, retomemos la accién discretizada en las Ecs. (4.22)-(4.24) para el caso de un solo campo

(N=1)

Sp

+

N
V 1
3 Z o) [(Git1jkt — Diz1,)”
1,5,k 1= %
1 o , 1 2
o) (Gijr1 kg — Dij—1,60)” + o (Dijht10 — Pijk—1,1)
Yy z
1 , 1 )
— (Pijyrhs — Pij1kt)” + o) (i k10 — Pijk—1,) ] (4.42)
y z
N
v
IAO Z Gijea’ (4.43)
ikl

Si usamos la forma de etiquetar a los campos evaluados en cada uno de los puntos de la red
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Figura 4.6: Gréafica de la ecuacion (4.41) truncada hasta tres términos.

de acuerdo a la Ec. en (4.19), y en vez de utilizar las variables ¢, las expresamos como un
vector columna como sigue:

b1
x-| ” | (4.44)
gbnxnynznt
entonces la accién en la Ec. (4.43) se puede expresar como:
A
Sp = % [(DX)"DX +m2X"X] + fl—|v()<T><)2 (4.45)

donde la matriz D es el producto directo de matrices que representan a la derivada: D =
D, ® Dy ® D, ® Dy y D, ... D, son matrices de n, X ng,...n; X n;, respectivamente, cuya
forma general estd dada en la Ec. (3.22) . En estos términos, la funcién de Green de dos
puntos, evaluada en dos puntos particulares de la red ¢ y r, se expresa como:

AV

Gyr = / T ax Gybr €XP (—% [(DX)"DX +m2X"X] — T(XTX)Z) : (4.46)

[e.9]

la cual es una integral en n,n,n.n; variables. Notemos que en el caso de una sola variable esta
integral se reduce a:

G= [ s e (—%(D +m3)g? - AZ—!V&) , (4.47)
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la cual es una integral de la forma dada en la Ec. (4.38). Para determinar la funcién de Green
de dos puntos es necesario calcular la integral en la Ec. (4.46), lo cual requiere de computo
avanzado. Por ejemplo, para redes cibicas de solo 10 nodos, se requieren realizar 10* integrales
de exponenciales de formas cuadraticas y cudarticas. Esta tarea queda para futuros trabajos y
aqui solo se indica el camino a seguir para realizar dicha tarea. Para ello solo evaluaremos la
integral en (4.47) la cual simula la funcién de Green de dos puntos, pero no representa a esta.
Una integral de este tipo ya la calculamos en la seccién anterior, la cual resolvimos en series de
potencias de forma analitica y consideramos solo los primeros términos de la serie (el simil del
desarrollo perturbativo) y también la calculamos de manera numérica mediante el método de
Monte Carlo y comparamos ambos resultados. Lo que obtuvimos fueron resultados similares
en el caso de lo que llamarfamos acoplamiento débil (b/a* << 1), pero diferentes en el caso
que llamarfamos de acoplamiento fuerte (b/a? << 1). Tomando esto en cuenta notemos que
en el régimen perturbativo cuando b << a la integral I, converge tal y como lo esperariamos,
ahora en el régimen no-perturbativo cuando b >> a el sentido comin nos dicta que la integral
15 seria divergente pero de acuerdo al método de Monte Carlo el cual nos ofrece una solucién
bastante aproximada y en base a lo mostrado en la gréfica (4.5) muestra un comportamiento
convergente.
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Capitulo 5

Conclusiones

La finalidad de este trabajo de tesis fue la de hacer un estudio basico a la teoria de lattice
recurriendo a una de las teorias de campos simplista como lo es la teoria escalar real. Una de los
objetivos de la teoria de lattice es la de estudiar QCD de manera no-perturbativa, mediante técnicas
numéricas. Aunque el trabajo desarrollado en esta tesis dista de ser un estudio avanzado de lattice
con céalculo numérico, el trabajo desarrollado abre una puerta para el ulterior estudio numérico
tanto de la teoria escalar en el limite de N grande como de la misma QCD utilizando las nuevas
tecnologias en computo como lo son las tarjetas graficas llamadas GPU’s.

A fin de realizar los célculos (al menos para tener indicios de como llevar el célculo numérico
avanzado) hemos recurrido a las técnicas de Monte Carlo. El cdlculo de las integrales las realizamos
con una computadora convencional, con el propdsito de trasladar estas experiencias al caso de
computo de alto rendimiento. Para ir esclareciendo el camino a seguir y por simplicidad, en este
trabajo evaluamos integrales de una sola variable del tipo que resultan en el caso general de la teoria
escalar bajo estudio. En los ejemplos dados mostramos los resultados, ilustrados mediante parejas
de graficas, donde se muestran los resultados analiticos y numéricos. Las graficas muestran que los
resultados obtenidos tanto mediante el método de Monte Carlo como mediante el método analitico,
arrojan resultados similares.

Cabe senalar que los resultados del método analitico no son soluciones exactas sino aproxima-
ciones a las soluciones exactas cuando b << a? (algo semejante a un desarrollo perturbativo en
el caso de la teoria cuantica de campos) y cuyo resultado se puede conocer a priori tomando en
cuenta solo los primeros términos del desarrollo en series de potencias; estos resultados fueron con-
trastados con los obtenidos mediante el método de Monte Carlo. Sin embargo, para el caso b > a?
(caso no-perturbativo en la teorfa cudntica de campos ), las integrales resultantes ya no se pueden
determinar de manera analitica y es aqui donde entra el poderio del método de Monte Carlo, con
el cual dichas integrales se pueden calcular de manera numérica.
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Apéndice A

Estamos interesados en resolver la siguiente integral gaussiana
& 2 4
](a,b) — / e~ o —bx ’
—0o0
con a,b > 0, tomando al cambio de variable siguiente
u2:ax2—>u:\/ax,

y los diferenciales respectivos

1
du = vadr — dx = ﬁdu,

con este cambio de variable tenemos que

bat = b v 4—£u4
- Ta = —u',

(A.2)

(A.3)

(A4)

y entonces la integral gaussiana en términos de las nuevas variables y tomando la serie de potencias

de la funcién exponencial obtenemos

1 o 2

Iy(a,b) = due® v

(A.5)



para poder resolver las integrales resultantes en la ecuacién (6.5), consideremos la siguiente integral

/ dun®e ™ = 2/ duue™, (A.6)
- 0

o0

para n = 1,2, hacemos el cambio de variable
r=u?—u=+/z, (A7)

y los diferenciales resultan
dr = 2udu = 2v/xdu, (A.8)

y entonces la integral dada por la ecuacién (6.6) en funcién de la nueva variable resulta

& 1 * dx
duue’’ = 2 (—) —a"e™"
/—oo 2 0 \/E
= / dza" e, (A.9)
0

notando que esta ultima integral es la representacién integral de la funcién Gamma, entonces la
podemos escribir de la siguiente manera

> 1 1 1
/ dea" 2e " =T (n—=-+1)=0T(n+-], (A.10)
; 2 2

para n = 2 tenemos lo siguiente

F<2+%) :F(1+(1+%)> :gr (g) (A.11)

utilizando una de las propiedades de la funcion Gamma

I'(z+1) =2l (2), (A.12)

DO

r (1) _ /7 (A14)

entonces

y tomando el hecho que



y finalmente obtenemos

r (2 - %) = 2\/7?. (A.15)

De forma mas general, podemos expresar la integral dada en la ecuacién (A.6) de la siguiente manera

/OO duu® e = \/E%l(Zn —1)(2n—2)---(2n— (2n — 1)), (A.16)

o0

entonces la integral que inicialmente que estdbamos inicialmente interesados en resolverla I(a,b)
dada por la (A.1), la reescribimos en funcién de las funciones Gamma

I(a,b):% [\/‘—%r <2+%)+Z—ZF(4+%) —Z—ZF(6+%>+---}, (A.17)

pero

1 3

r (2 + 5) = VT, (A.18)

1 1
r (4 + 5) = ?7- 5-3- 1/, (A.19)

y finalmente

1
r (6 + 5) = /711-4-7-5-3- 1, (A.20)

y con estos resultados renombramos la integral I(a,b) dada en la ecuacién (6.1) y obtenemos una
expresion definitiva

NZS b31 7531 b11-9-7-531
La,))=—4=|1-——+——"7-+—————"———]|. A.21
o(a,b) Va a? 22 a* 24 a® 26 ( )
Ahora, de forma analoga de la integral anterior resolvamos la siguiente integral gaussiana
Ly(a,b) = / R (A.22)
toméandonos el cambio de variable u
u:\/aa:—mz::% (A.23)
y el diferencial respectivo
du
dr = — A.24
=7 (A.24)
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y reescribiendola en términos de la nueva variable tenemos

1 o0
I(a,b) = — dune™
a? J-co
1 > 2 —ut b4 b48 5312
= a—g[/_ooduue (1—Eu +¥u—$u +-- ), (A.25)

calculando las integrales resultantes tenemos que

o 2 1
/ duu?e” zéﬁ, (A.26)

—00

o 2 -3 2
/ duube™ = o3 VT, (A.27)

N 23
o > 7-5-3-1
/ duube™ = o VT, (A.28)
y finalmente
o 11-9-7-5-3-1
/ duu?e™ = Tﬁ’ (A.29)

con estos resultados obtenemos una expresién final de la integral dada en al ecuacién (A.22)

T~ [l 5531 97531
De acuerdo al método de Monte Carlo
fulx) = e (A.31)
y con el cambio de variable
U
T= (A.32)
la ecuacion (A.31) resulta como
/, <1 - ) = e (A.33)
—u
y entonces la funcién a considerar de acuerdo al método de Monte Carlo seria
2 —_a(-2 2 _u \4
g(u) — —(1 — u>26 (lfa) +b(17u) R (A34)
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que obedece a la ecuacién
o] 1
/ fs(x)dx = / g(u)du, (A.35)
—00 0

y con el método de Monte Carlo

— %Z g(u,) (A.36)
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