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Resumen

Los objetos compactos estelares se encuentran dispersos a lo largo del universo y son

el resultado de algunas estrellas luminosas, luego de que se ha agotado su combustible
nuclear, por lo que ya no generan la presion térmica suficiente para contrarrestar la
fuerza gravitacional y evitar un colapso. Las propiedades para este tipo de objetos ya
no resultan tan sencillas de predecir debido en parte a que la densidad es superior a
la densidad nuclear, dando origen a la apariciéon de materia extrana para la que se
desconoce el tipo de ecuaciones de estado.
En algunos casos es necesario tener en cuenta el efecto de la carga eléctrica que genera
una fuerza repulsiva que contrarrestar la fuerza atractiva gravitacional, lo cual permite
representar objetos compactos. Una forma de obtener algtin tipo de ecuaciéon de estado
tedrico es mediante la construccion de soluciones estelares exactas, con propiedades
fisicamente aceptables, que permita obtener relaciones entre la densidad y la presion.
Asi que es de suma importancia tener un mecanismo para generar nuevas soluciones
exactas que representen modelos de estrellas cargadas. En esta tesis presentamos cuatro
teoremas, los primeros dos teoremas generan, por medio de sus composiciones, otros
dos y éstos nos sirven para construir soluciones cargadas a partir de otras soluciones ya
conocidas. Finalmente, damos una aplicacion del teorema 1 para el caso de una solucion
construida por Gupta-Kumar que generaliza la soluciéon interior de Schwarzschild con
carga.

Palabras clave

Solucion Estatica Cargada y Esféricamente Simétrica (SECES), teoremas, estrellas.
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Abstract

Compact stellar objects at the universe are due some luminouse stars which have

used up all their nuclear fuel and then do not generate thermal pressure enough to
make up for the gravitational force to avoid a colapse. The properties for this kind of
objects are not easy to describe because their densities are greater than nuclear density,
so, we obtain something known as strange matter whose kind of equation of state is
unknown.
In some cases, it is necessary to consider the efect of the electric charge that generates
a repulsive force to counteract the attractive gravitational force, which allows us to
represent compacts objects. One way to obtain some kind of theorical equation of
state is by constructing of stellar exact solutions with properties physically acceptable
to get relations between pressure and density. So, it is important to have a method
to get new exact solutions that represent charged stars. In this thesis we present four
solutions generating theorems for charged compact objects, the composition of the first
two theorems give us two new theorems. Finally, we apply the first theorem for the case
of the solution obtained by Gupta-Kumar that generalizes the interior Schwarzschild
solution with charged.

Key words

Static charged perfect fluid spheres (SCPFS), generating theorems, stars.

VII



CAPITULO 0. ABSTRACT

VIII



Introduccion

Los objetos compactos que se encuentran dispersos a lo largo del universo son el
resultado de algunas estrellas luminosas, luego de que se ha agotado su combusti-
ble nuclear, por lo que ya no generan la presiéon térmica suficiente para contrarrestar
la fuerza gravitatoria y evitar un colapso gravitacional. En el caso de que se ten-
ga un colapso se puede tener un nicleo con densidad mayor a la densidad nuclear
(2,0 —4,5) x 101 gr/cm? [1]. Las propiedades para este tipo de objetos ya no resultan
tan sencilla de predecir, ademés, existe la posibilidad de transiciones de fase como re-
sultado de la aparicion de materia extrana. Asi que es desconocido el tipo de ecuaciones
de estado. Una forma de de obtener algtn tipo de ecuacion de estado tedrico, es me-
diante la construccién de soluciones exactas. Para obtener éstas, es necesario imponer
simetrias sobre la geometria |2, 3|

Objetos estelares pueden ser representados si tomamos como base la teoria de la
relatividad general, con geometria estatica y esféricamente simétrica y con fuente de
materia descrita por un fluido perfecto inicamente o también con el tensor de Maxwell.

Estos describen a una gran cantidad de objetos compactos. Aunque los modelos sin
carga fueron abordados varios anos antes que los modelos con carga, la cantidad de
soluciones y aplicaciones presentadas es mayor en el caso cargado, por ejemplo para
la solucion de Durgapal [4, 5], al menos existen con carga. Una de las razones de lo
anterior es que si tomamos un modelo sin carga su generalizacion al caso cargado ad-
mite varias maneras de realizarlo, otra es que su aplicaciéon para describir objetos con
propiedades fisicamente aceptables es méas facil de conseguir si se considera el efecto
de la carga. Asi que es de suma importancia tener un mecanismo de generar nuevas
soluciones exactas que representan modelos de estrellas cargadas.

En esta tesis presentamos una serie de teoremas que permiten construir soluciones
cargadas a partir de otras soluciones conocidas llamadas “semillas”. Y son una genera-
lizacion de los teoremas probados por Petarpa [6, 7, 8, 9, 10| presentados en su tesis de
maestria, el trabajo que se presenta aborda algunas, no sélo de la parte de relatividad
general y su vinculaciéon con geometria diferencial, sino también tenemos la oportuni-
dad de hacer contacto con la teoria de grupos y su relaciéon con ecuaciones diferenciales
ordinarias. De manera especifica en el siguiente capitulo daremos una descripcion de
los fundamentos de la relatividad general y las herramientas bésicas de geometria di-
ferencial requeridas para la propuesta de tensores y simetrias que seran consideradas
en el capitulo 3, donde describiremos la forma del espacio-tiempo, estatico y esférica-
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CAPITULO 0. INTRODUCCION

mente simétrico, junto con el contenido de la materia para un fluido perfecto y del
tensor electromagnético (tensor de Maxwell) asociado a la carga estelar. El capitulo 4
esté enfocado a la formulaciéon y prueba de los teoremas basados en ideas basicas de
ecuaciones diferenciales ordinarias y teoria de grupos. En el capitulo 5 daremos una
aplicacion del teorema 1 para el caso de una solucion construida por [11] que generaliza
la solucién interior de Schwarzschild con carga.




Capitulo

Relatividad Especial

Empecemos nuestra discusion de la teoria relativista de gravedad revisando algu-
nas nociones bésicas haciendo hincapié en algunos puntos de vista de la relatividad
Newtoniana y la especial del espacio y tiempo. Para especificar un evento de manera
Gnica, debemos asignarle tres cordenadas espaciales y una coordenada temporal, defi-
nida con respecto a un sistema de referencia. Por el momento, definamos tal sistema
S, usando un conjunto de tres ejes cartesianos mutualmente ortogonales, teniendo asi
las coordenadas espaciales x, y, z, y un sistema asociado de relojes sincronizados en
reposo en el sistema, el cual nos da la coordenada tiempo t. Las cuatro coordenadas
(t,z,y, z) etiquetan eventos en el espacio-tiempo.

1.1. Sistemas de Referencia Inerciales y el Principio de Re-
latividad

Uno tiene la libertad de etiquetar los eventos, no sélo con respecto a un sistema de
referencia S, sino también con respecto a cualquier otro sistema S’, el cual puede estar
orientado y/o moviéndose con respecto a S en una forma arbitraria. Sin embargo,
existe una clase de sistemas de referencia con mayor preferencia llamados Sistemas
de Referencia Inerciales, definidos como quellos en los que se cumple la primera ley
de Newton: una particula aislada en donde la fuerza resultante sobre ella sea nula
permanecera en reposo o en movimiento con velocidad constante, es decir, en linea
recta con velocidad fija [12|. En coordenadas cartesianas esto significa que:

d2x_d2y_d2z_0 11

de2 di2 - de2 (11)
Se sigue que, en la ausencia de gravedad, si S y S’ son dos sistemas de referencia iner-
ciales, entonces S’ puede diferir de S solo por @) una traslacion, y/o b) una rotacion
y ¢) un movimiento de un sistema con respecto a otro a una velocidad constante (de
otro modo la primera ley de Newton no se cumpliria). El concepto de sistema de re-
ferencia inercial es fundamental para el principio de relatividad, el cual establece que



CAPITULO 1. RELATIVIDAD ESPECIAL

las leyes de la fisica tienen la misma forma en cualquier sistema de referencia. No hay
excepcion a este principio general, éste se aplica tanto en la teoria Newtoniana como
a la relatividad especial.

Las descripciones newtoniana y relativista difieren en cémo estan relacionadas las coor-
denadas de un evento P en dos sistemas de referencia inerciales. Consideremos dos
sistemas de referencia inerciales S y S’ en configuracion estindar, donde S’ se mueve
a lo largo del eje-z de S y con velocidad constante v de modo que los ejes de S" y S
coincidan en t = t' = 0 como se muestra en la figura 1.1. Es claro que las coordenadas
de un evento P con respecto a S’ (primadas) estan relacionadas con las coordenadas
de S (no primadas) por medio de una transformacion lineal de la forma

t' = At + B,
¥ = Dt+ Eux, (1.2)
y =y
Z =z
Ademaés, dado que requerimos que cuando z' = 0 se tenga que x = vt y que
cuando x = 0 se cumpla que 2’ = —vt’, encontramos inmediatamente que D = —Fv y

D = —Awv, y por tando A = D. Entonces debemos tener

t = At+ B,

¥ = Az — vt), (1.3)
Yy =y,

Z =z

1.1.1. Geometria Newtoniana del espacio y tiempo

La teoria Newtoniana se basa en la suposicion de que existe un tiempo absoluto, el
cual es el mismo para cada observador,y por tanto ¢ = t. Bajo esta suposicion, A = 1
y B =0, y obtenemos la transformacion galileana que relaciona las coordenadas de un
evento P en dos sistemas de referencia cartesianos e inerciales Sy 5"

¥ =t
' =1z — vt (1.4)
Y =y,
7 =z

Por simetria, las expresiones para las coordenadas no primadas en términos de las
primadas tienen la misma forma pero con v reemplazada por —wv.
La primera ecuacion en 1.4 es claramente valida para cualquiera de los dos sistemas de
referencia inercial Sy S’ y muestra como la coordenada temporal de un evento P es la
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misma en todos los sistemas de referencia inerciales. La segunda ecuaciéon nos conduce
a la nocion del "sentido comiin"de la adiciéon de velocidades. Si una particula se mueve
en la direccion del eje-x a una rapidez u en S entonces su rapidez en S’ esta dado por

) _dot _ddd _de
T4y dt dt

u — U =1Uy — V.
Derivando una vez mas, tenemos que la aceleracion de una particula es la misma en S

. du
y ', es decir, G = d
Si consideramos dos eventos A y B que tienen coordenadas (t4, x4, ya,24)y (ts, T, YB, 2B)
respectivamente, es facil ver que para At =t —t4 y la cantidad

Ar? = Az® + Ay? + A2,

son por separado invariantes bajo cualquier transformacion galileana. Significa que
debemos considerar el espacio y tiempo como dos entes ajenos. Sin embargo, la inva-
rianza de Ar? nos dice que es una propiedad geométrica del espacio por si mismo. De
hecho, podemos reconocer Ar? como el cuadrado de la distancia entre dos eventos en
el espacio tridimensional euclidiano. Esto define la geometria del espacio y tiempo en
el marco newtoniano.

1.2. La geometria del espacio-tiempo de la Relatividad Es-
pecial

En relatividad especial, Einstein abandoné el postulado de tiempo absoluto y lo
reemplaza por el postulado que afirma que la rapidez de la luz ¢ es la misma en todos los
sistemas de referencia inerciales Aplicando este nuevo postulado junto con el principio
de relatividad, podemos obtener las ransformaciones de Lorentz, transformaciones que
conectan las coordenadas de un evento P en dos sistemas de referencia inercial Sy S’.
Consideremos de nuevo S y S’ con la configuracion estandar de la Figura 1.1 ),y
consideremos un fotén emitido desde los origenes de S y S’ al tiempo t =t =0y
viajando a una direcciéon arbitraria. Entonces, las coordenadas de espacio y tiempo del
foton en cada sistema debe satisfacer [13]

C2t2 —5172 _y2 o 22 — Czt/2 —$,2 _y/2 o 2/2 =0

Sustituyendo las relaciones 1.3 en estas expresiones y resolviendo para las constantes

Ay B, tenemos

' =~v(ct— P,

' =y(x — Bet), (1.5)
"=y,
Z =z
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1

Figura 1.1: Dos sistemas de referencia inerciales S y S’ en una configuracion estandar
(los origenes de S'y S’ coinciden en t =t/ = 0). Fuente [35].

donde f=v/cyv=(1— 52)_1/2. Esta transformacion de Lorentz, también conocida
como boost en la direccion-z, se reduce a la transformacion de Galileo (1.4) cuando
B << 1. Una vez mas, por la simetria, podemos relacionar las coordenadas no primadas
en términos de las primadas reemplazando v por —w.

De las ecs. (1.5), vemos que las coordenadas de tiempo y espacio estan mezcladas
por una transformacion de Lorentz. Ademas, si consideramos dos eventos A y B con
coordenadas (ta,Ta,ya,24) v (tB,TB,ys, z5) en S, un calculo directo muestra que el
intervalo (al cuadrado)

As = A — Ax? — Ay? — AZ?

es invariante bajo la transformaciéon de Lorentz. Como propuso Minkowski, estas ob-
servaciones nos conducen a considerar el espacio y tiempo como un sistema y no como
entes ajenos; unidos en un espacio tetradimensional conocido como espacio-tiempo,
cuya geometria esta caracterizada por (1.2). Notemos que el espacio-tiempo de la
relatividad especial no es euclidiano, por los signos menos de , y se le suele llamar
pseudo-euclidiano o geometria de Minkowski Sin embargo, para cualquier valor fijo de
t la parte espacial de la geometria permanece euclidiana.

1.3. El elemento de linea del espacio-tiempo de Minkowski

Veamos méas a fondo el significado del intervalo entre dos eventos A y B en el
espacio-tiempo. Dado sistema de referencia inercial S, vimos que

As = AA? — Az? — Ay? — A2
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Figura 1.2: Dos trayectorias en el espacio-tiempo conectando los eventos A y B. Fuente
[35]

donde At = tg — t4, etc. Este intervalo es invariante bajo la transformaciéon de
Lorentz y corresponde a la 'Distanciaén el espacio-tiempo medido a lo largo de la linea
recta que une A y B. Esta linea puede ser interpretada como la linea de mundo de una
particula que se mueve a velocidad constante relativa a S entre los eventos A y B. Sin
embargo, surge la pregunta natural de qué intervalo es medido entre A y B a lo largo
de alguna curva en el espacio-tiempo, por ejemplo la linea ondulada (ver Figura 1.2.
Para dar respuesta a esta pregunta, debemos expresar la geometria intrinseca del
espacio-tiempo de Minkowski en forma infinitesimal. Es facil ver que, si dos eventos
infinitesimalmente separados entonces el cuadrado de el intervalo infinitesimal entre
ellos esta dado por

ds* = 2dt* — da® — dy* — d2* (1.6)

la cual se conoce como el elemento de linea del espacio de Minkowski. De conside-
raciones anteriores, es claro que ds? es invariante bajo cualquier transformacion de
Lorentz. El intervalo invariante entre A y B a lo largo de una curva arbitraria en el
espacio-tiempo esta dada por
B
As = / ds (1.7)
A

donde la integral esta evaluada a lo largo de la curva. Para representar esta integral,
debemos tener un conjunto de ecuaciones que describan la curva de espacio-tiempo.
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1.3.1. Rumbo a la relatividad especial: Albert Einstein

La mayoria de los libros de relatividad especial comienzan con algin orden de
descripcion de el experimento de Michelson-Morley y entonces introducen la transfor-
macién de Lorentz. De hecho, Einstein afirmé que el no habia sido influenciado por
este experimento. Esto ha sido discutido por varios historiadores de ciencia y autores
de biografias de Einstein. Uno puede pensar que estos investigadores estan sobre un
terreno delicado, especialmente porque el experimento habia sido referido (aunque indi-
rectamente) en las publicaciones de Einstein. Recordemos que Einstein fue un téorico-
y uno de los mas grandes tedricos que ha vivido- y el tuvo una forma teoérica de ver la
fisica. Un buen tedrico desarrolla una intuiciéon acerca de como funciona la naturaleza,
el cual ayuda en la formulacion de las leyes fisicas. Por ejemplo, simetrias posibles y
cantidades que se conservan fueron consideradas. Podemos darnos una idea acerca de
el pensamiento de Einstein desde el titulo de su famosa publicacion de 1905 sobre la
relatividad especial. A continuacion, mostramos el primer parrafo [33].

1.3.2. Sobre la electrodinamica de los cuerpos en movimiento por A.
Einstein.

Es bien sabido que la Electrodinamica de Maxwell- como usualmente se entendia en
ese entonces- cuando se aplicaba a cuerpos en movimiento, nos conducia a antisimetrias
que no parecian ser inherentes en el fenémeno. Témese, por ejemplo, la accidon reciproca
electrodinamica de un iman y un conductor. El fenémeno observable depende sélamente
del movimiento relativo del conductor y el iman, mientras que la experiencia nos da
una distincion entre los dos casos en los cuales o uno o el otro de estos cuerpos estéa en
movimiento. Si el imén esta en movimiento y el conductor en reposo, surge en el espacio
que rodea al iman un campo eléctrico con cierta energia, produciendo una corriente
en las zonas donde las partes del conductor esté situado. Pero si el iman esta fijo y el
conductor en movimiento, no aparece un campo eléctrico en la zona que rodea al iman.
En el conductor, sin embargo, encontramos una fuerza electromagnética, para la cual
en si misma no hay energia correspondiente, pero que aumenta- suponiendo igualdad
de movimiento relativo en los dos casos discutidos- las corrientes eléctricas de la misma
region e intensidad como la producida por las fuerzas eléctricas en el primer caso.

Podemos ver que en la publicaciéon de Einstein no hay menciéon de “Transformacion
entre sistemas de refrencia inerciales” o ‘Una teoria en la cual la rapidez de la luz se
suponga una constante universal’. La electrodindmica esta en el corazén del pensa-
miento de Einstein; Einstein se dio cuenta que las ecuaciones de electromagnetismo de
Maxwell requerian relatividad especial.

Las ecuaciones de Maxwell son

V-D=p V-B=0 (1.8)
VX ot VxH=j+% (1.9)
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donde D = egE+P y B= udﬁ—l—ﬂ), p y M son la polarizacién y la magnetizacion
del medio en el cual los campos estan presentes. En el vacio podemos ver que j =0y
p = 0, y entonces, obtenemos las ecuaciones simétricas méas obvias

V-E=0 V-B=0 (1.10)
OF

V X B = jgeg— 1.11
X Ho€o ot ( )

.o 0B
E=__—
V X o

Tomando el rotacional de V x E , aplicando la identidad

Vx(VxE)=V(V-E)-VE
y, aplicando la misma identidad para BenV x g, derivamos las ecuaciones de onda
electromagnéticas
S = ’E S0 2 8B
V2E = pp€g—=—- V2B = ppeo—=—o
Ho€o o2 Ho€o a2
Estas tienen la forma de una ecuaciéon de onda con una rapidez de propagacion
¢ = 1//1€o. Ahora, las constantes py y €9 son propiedades del ‘vacio’:

= /i es la permeabilidad de un vacio, igual a 47 x 107" Hm ™!

» ¢ es la permitividad de un vacio, igual a 8,85 x 10712 Fm~1

Esta relacion entre las constantes €y y po y la velocidad de la luz, fue una de las
mas reelevantes consecuencias de la teoria de Maxwell. Pero, ; Qué queremos decir con
‘un vacio’? ;Define un absoluto sistema en reposo? Si rechazamos la existencia de un
sistema absoluto de reposo, entonces ;como formular una teoria de electromagnetismo?
., Como aparecen las ecuaciones de Maxwell en sistemas que se mueven con respecto a
otro? jNecesitamos cambiar el valor de ¢? Si asi fuera, ; Qué pasaria con los valores ¢
Y fo?

Einstein resolvié todos estos problemas de un solo golpe, diciendo que las ecuacio-
nes de Maxwell toman las misma forma matemética en todos los sistemas de referencia
inerciales. La velocidad de la luz ¢ es entonces la misma en todos los sistemas iner-
ciales. La teoria de la relatividad especial (incluyendo las sorprendentes conclusiones
como FE = mc?) se siguen de una generalizacion de esta simple, tedrica y emocionante
suposicion. Las ecuaciones de Mazwell requieren relatividad especial. Vemos que para
un gran teérico como Einstein, la disputa con el experimento de Michelson-Morley
pudo bien haber sido de menor importancia. Einstein pudo ver la relatividad especial
merodeando en las ecuaciones de Maxwell.
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Capitulo

Herramientas de Geometria Diferencial

La nocién de vector es extremedamente ttil para describir procesos fisicos y es
empleado en casi todas las ramas de la Fisica Matematica. El concepto de vectores
es también muy util en la relatividad especial y general, y ahora consideramos como
generalizar nuestras ideas familiares Euclidianas para definir vectores en una variedad
pseudo-Riemanniana y en un sistema arbitrario de coordenadas. Frecuentemente con-
sideramos variedades Riemannianas bidimensionales, las cuales podemos verlas como
superficies incrustadas en un espacio euclidiano tridimensional. Un ejemplo es la super-
ficie de una esfera como la superficie de la Tierra (jy nosotros seriamos como hormigas
limitados a movernos en dos dimensones!) !

2.1. Campos escalares sobre variedades

Antes de estudiar los espacios escalares sobre variedades, discutamos brevemente
los campos escalares. Un campo escalar (real o complejo) definido sobre una variedad
(0 en una region de) M asigna un valor real (o complejo) a cada punto P en M (o en
una region de); un ejemplo es la temperatura sobre la superficie de la Tierra. Si uno
etiqueta los puntos en Musando algtn sistema de coordenadas x® entonces uno puede
expresar el valor en cada punto como una funcion de las coordenadas ¢(x®). El valor del
campo escalar en cada punto P no depende de la eleccion del sistema de coordenadas.
Entonces, bajo una transformacion en sistemas arbitrarios de coordenadas =% — z'¢,
el campo escalar es descrito por una funcidn diferente ¢'(x'®) en el nuevo sistema de
coordenadas, de manera que

¢'(z*) = oz (2.1)

Esta es la definicion de un campo escalar.

'El contenido del capitulo 2 es de acuerdo al libro Hobson M. P. Efstathiou, A. N. Lasenby. General
Relativity: An introduction for Physicists
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2.2. Campos Vectoriales sobre variedades

Un campo vectorial definido sobre una variedad M (o en una region de) asigna uno
y sblo un vector a cada punto P en M (o en la region de). El vector en P se suele
dibujar como un segmento de linea dirigido que empieza en P, pero esta convencion
requiere una interpretacion cuidadosa sobre variedades generales. Una vez més, es
conveniente ilustrar nuestra discusién considerando una variedad de dimensiéon dos
como la superficie esférica de la Tierra. Consideremos, por ejemplo, el campo vectorial
definido por la velocidad del viento (a nivel del suelo). La velocidad del viento es
medida en un punto dado de observacién y se refiere tinicamente a ese punto, a pesar
de la conveniencia visual de mostrarlo sobre un cuadro como una flecha aparentemente
extendida por una larga distancia. Es un ejemplo de un vector local. Otros ejemplos
son el momentum, la densidad de corriente y velocidad en general. Tales vectores
son definidos en un punto dado P. Mas precisamente, pueden ser medidos por un
observador en un laboratorio cubriendo una regiéon pequena sobre la variedad en una
vecindad de P.
En un punto arbitrario P de la variedad, cualquier vector local v esta en el espacio
tangente Tp de la variedad en P. Asi, Tp (ver Fig. 2.1) consiste en el conjunto de todos
los vectores (locales) en el punto P. Ademas, en un punto arbitrario P, vectores locales
satisfacen las reglas usuales de élgebra vectorial en la geometria (pseudo-) euclidiana.
Es importante tomar en cuenta que, sin embargo, los vectores locales definidos en
diferentes puntos P y @) en la variedad pertenecen a espacios tangentes diferentes.
Entonces, no hay modo de sumar vectores locales en diferentes puntos.

Figura 2.1: Vectores locales definidos en el punto P, estan en el espacio tangente T
de la variedad en ese punto. Fuente [35]

Debemos tener més cuidado con la nociéon de vector posicion y vector desplazamien-
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2

Figura 2.2: El vector desplazamiento entre los puntos P y () no esta en la variedad, al
menos que la variedad sea por si misma euclideana. Fuente [35].

to, pues claramente estan localmente definidos. Esto lo podemos visualizar con ayuda
de la Fig 2.2. El ‘vector desplazamiento’que conecta los puntos P y () no pertenece a
la variedad y entonces no tiene un significado geométrico intrinseco. Heuristicamente,
sin embargo, podemos definir el vector desplazamiento 05 entre dos puntos cercanos P
y @), de manera que sea una entidad local. En el limite () — P, el vector 05 esta en el
espacio tangente de P.

Si la variedad original es por si misma (pseudo-) euclidiana, entonces el espacio tan-
gente en cualquier punto coincide con la variedad. Asi pues, los vectores definidos en
diferentes puntos de la variedad pertenecen al mismo espacio, y las nociones de vecto-
res posicion y desplazamiento son validas. Esto refleja nuestra experiencia comun de
algebra vectorial.

2.3. Vector tangente a una curva

El ejemplo mas sencillo de campo vectorial definido en una variedad (o region de)

es el vector tangente a una curca C' definido en cada punto a lo largo de C'. La nociéon
de vector tangente a una curva es también central para nuestro siguiente desarrollo de
vectores base.
Consideremos una curva C' en una variedad N-dimensional. Esta curva puede ser des-
crita por las N ecuaciones paramétricas x*(u), donde u es un parametro general que
varia a lo largo de la curva. En cualquier punto P a lo largo de C| el vector tangente
t a la curva, con respecto al valor del parametro u, esta definido como

11
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t= lim — (2.2)

donde ds es la separacion vectorial infinitesimal entre los puntos P y algiin punto
cercano () sobre la curva correspondiente a el valor del pardmetro u + du. Vemos que
t perteneceré en el espacio tangente 1T'p.

Figura 2.3: El vector t tangente a la curva C en el punto P. Fuente [35].

A pesar de que hemos adopatado una aproximacion heuristica, aqui es perfectamen-
te adecuada para nuestros propoésitos, en una variedad general la estrategia matemética
formal para la construccion del vector tangente en algin punto P es identificar ¢ con
el operador derivada direccional a lo largo de la curva en ese punto.

2.4. Vectores base

Como hemos visto, un campo vectorial aplicado en una variedad es definido propo-
niendo un vector v(z) en cada punto de la variedad. En cada punto P el vector vive
en el espacio tangente Tp en ese punto. Este vector es una ente geométrico, definido
independientemente de cualquier sistema de coordenadas elejidos para etiquetar pun-
tos en la variedad. Sin embargo, en cada punto P, podemos definir un conjunto de
vectores base e, para cada espacio tangente Tp, el niimero de tales vectores es igual
a la dimension del espacio Tp y por tanto, de M. Cualquier vector en P se puede
expresar como una combinacion lineal de estos vectores base, los cuales son linealmen-
te independientes. Entonces, podemos expresar el vector local v(x) en cada punto en
términos de los vectores base e,(z) definidos en cada punto

v(z) = v(r)e, ().

12
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Los numeros v*(x) se conocen como las componentes contravariantes del campo vec-
torial en la base e,(x).

Para cualquier conjunto de vectores e,(x), podemos definir un segundo conjunto de
vectores conocido como base dual de vectores. En vez de denotar la base dual de vec-
tores por medio de otra letra en negrita, por convenciéon un vector de esta segunda
base se denota por e®(x). A pesar de que la posicion del indice parece extrana (entre
otras razones por la posible confusién con exponentes), permite un efectivo uso de
convencion de suma que adoptaremos. En cualquier punto P, la base dual de vectores
se define por la siguiente relacion:

e’(z) - ey(z) = &7 (2.3)

asi, e*(x) y e,(z) forman un sistema reciproco de vectores. La base dual de vectores
en P también pertenece al espacio tangente Tp y forma una base alternativa para él.
Entonces, podemos también expresar el campo vectorial local v(z) en cada punto como
una combinacion lineal de los vectores base e*(x) definido en dicho punto:

los nimeros v, () se conocen como las componentes covariantes de un vector v. Por
ejemplo,
v-e’ =vle, - e’ =" =,

donde hemos usado el hecho de que 6° puede ser usado para reemplazar un indice por
otro. Podemos escribir v* = v - e®. Similarmente, podemos mostrar que v, = v - e,.

Sistema de coordenadas alrededor de un punto

En cualquier sistema de coordenadas =%, podemos definir en cada punto P de la varie-
dad un conjunto de N vectores base del sistema de coordenadas locales

s
e, = lim
sz9—0 A1

(2.4)

donde s es el vector desplazamiento infinitesimal entre P y un punto préximo () cuya
separacion de P es 0z* a lo largo de la coordenada x* de la curva. Entonces, e, es el
vector tangente a la direccion de la coordenada x® en el punto P. Este conjunto de
vectores constituye una base para el espacio tangente Tr en el punto P ver Figura 2.4.

De la definicién, vemos que si dos puntos proximos P y () tienen coordenads z® y
x® + dx® respectivamente, donde dx® es distinto de cero para toda a y su separacon
vectorial infinitesimal sera

ds = e,(x)dz". (2.5)

13
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e AL

Figura 2.4: Los vectores base e, en el punto P de la variedad son tangentes a las curvas
de la variedad y forman una base para el espacio tangente en P. Fuente [35].

Podemos usar esta expresion para relacionar el producto interno de los vectores base en
algiin punto arbitrario P con los valores de las funciones métricas gq,(z) en ese punto.
De, tenemos

ds’> = ds - ds = (da"e,) - (dz’e;) = (e, - €;) dz*da’.

Comparando esto con la expresion estandar ds®> = gq(7)d2®dz® para el elemento de
linea, encontramos que

eq() - y(x) = gan(2). (2.6)
Entonces, de forma mas general, en un sistema de coordenadas de dos vectores el
producto escalar de dos vectores estd dado por

v-w = (v'e,) - (wbeb) = gupv .

Si la base que se tiene es la dual e®(z) en un sistema de coordenadas locales e,(x)
entonces la distancia en la coordenada-a entre dos puntos proximos separados por un
desplazamiento ds esta dado por

dz® = ve” - ds.
Ademas, en este caso podemos usar la base dual para definir las cantidades
9°(x) = e*(z) - (), (2.7)

que, como demostraremos, forman las componentes contravariantes del tensor métrico
y en general son diferentes a las cantidades g,;.

14
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En cualquier punto P de una variedad, es til definir un conjunto de vectores base
ortogonormales e, en Tp, es decir, con moédulo unitario y ortogonales entre si. La
condicion necesaria expresada mateméticamente es que en P

éa . éb = Nab, (28)

donde [14) = diag(£1,+1,£1,... £ 1) es el elemento de linea cartesiano de el espacio
tangente Tp y depende de los signos (en general) de la variedad pseudo-riemanniana.

2.5. Subir y bajar indices

A menos que se mencione lo contrario, supondremos que estamos tratando con un
sistema de coordenadas locales como discutimos antes y su base dual. Las componentes
contravariantes y covariantes en estas bases son igual de buenas para expresar un
vector. El vinculo entre ellas se encuantra considerando las diferentes formas en las
que podemos escribir el producto v - w. Primero, podemos escribir

V-w = (Uaea) . (wbeb) = (ea . eb) 'anb = gabvawb’

donde hemos usado las componentes contravariantes de dos los dos vectores. Del mismo
modo, usando componentes covariantes, podemos escribir el producto escalar como

v-w = (v,e?) - (wbeb) = (ea : eb) Vawy, = g v,y

Finalmente, podriamos expresar el producto escalar en términos de las componentes
contravariantes de un vector y las componentes covariantes del otro.

v-w = (v'e,) - (wbeb) = (ea . eb) vy, = 521)“11)5, = v%w,,
andlogamente, podriamos escribir
b a

vV-ow = (Uaea) . (wbeb) — (ea . eb) anb = 52an = v,w".

Comparando estas cuatro expresiones alternativas para el producto escalar de dos
vectores, podemos deducir una de las propiedades més tutiles de las cantidades g, y
g®. Como guv®w® = v*w, se cumple para cualquier vector arbitrario v, se sigue que

b
JapW = Wy

que ilustra el hecho de que las cantidades g, pueden ser usadas para bajar un indice.
En otras palbras, podemos obtener las componentes covariantes de un vector de sus
componentes contravariantes. Con un argumento similar, concluimos

ab _ _a
g Wy =w,

15
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de manera que las cantidades ¢® pueden ser usadas para realizar el proceso iinverso
de subir un indice. Es facil demostrar que el sistema de coordenadas y su base dual
estén relacionadas de una forma analoga

b a ab
€, =0dab€ Yy € =g €|

Ahora, probaremos otro resultado util, la matriz [g“b} que contiene las componentes
contravariantes del tensor métrico es la inversa de la matriz [g,,] que contiene sus
componentes covariantes. Bajando y subiendo indices con g, v g% de las componentes

de un vector arbritrario v, vemos que
5a c__ .a__ _ab _ _ab c
UE=U =9 U =G Gocl

pero, como v es arbitrario, se debe cumplir que

G gpv” = 5¢. (2.9)

Denotando la matriz [g4] por G y la matriz [g“b] por G, esta ecuacion puede ser escrita
en forma matricial como GG = I. Por tanto, G y GG son matrices inversas.

2.6. Vectores base y transformaciones de coordenadas

Consideremos una transformacion de coordenadas x* — 2'® en una variedad. Existe
una relacion simple entre la base de vectores e, asociado con el sistema de coordena-
das 2. Y se puede encontrar considerando vectores desplazamiento infinitesimales ds
entre dos puntos muy proximos P y (). Evidentemente, este desplazamiento no puede
depender del sistema de coordenadas que se use, por tanto, debemos tener que

a la !
ds = dz"e, = dz"e,,.

Al ver que dz® = (92 /02")dz", encontramos que en cualquier punto P los vectores
base estan relacionados por

, Ox®

Ca ™ Pgra

(2.10)

donde la derivada parcial esta evaluada en el punto P. El mismo calculo, pero con la
base dual, nos da

ox'”
50 e’ (2.11)

Usando (2.10) y (2.11), podemos ahora calcular como las componentes de cualquier
vector se deben transformar bajo un cambio de coordenadas. Debido a que un vector
es un ente geométrico, es independiente del sistema de coordenadas, tenemos (por
ejemplo)

la

16
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v=1'e, = 0",

Asi, las nuevas componentes contravariantes estdn dadas por

o' oz’
M= v=""e v = V="
Ox Ox

Del mismo modo, las nuevas componentes covariantes estan dadas por

, , Oxb . 0xb
UGZGG'UZ%BI)"U — 'Ua:%'l}b

2.7. Derivadas de vectores base y la conexiéon afin

Como hemos dicho, vectores locales en diferentes puntos P y () en una variedad
viven en diferentes espacios tangentes, asi que no hay modo de sumarlos o restarles.
Para definir la derivada de un vector, sin embargo; debemos compararar vectores de
diferentes puntos, no obstante, en el limite donde la distancia entre los puntos tiende
a cero. Adoptaremos una aproximacion intuitiva que sea suficiente para nuestros pro-
positos en el desarrollo de célculo de vectores en curvas de variedades y genere una
imagen geométrica simple. Especificamente, supondremos que la variedad vive en un
espacio de mayor dimension (pseudo-)euclidiano, el cual nos permite comparar vectores
en diferentes puntos. En un sistema de coordenadas x* de una variedad, consideremos
la base de vectores e, en dos puntos muy proximos P y ) figura 2.5. En general, la
base de vectores en @) diferira infinitesimalmente de los que estan en P, asi

e.(Q) = e,(P) + de,.

La derivada parcial estandar de los vectores base esta dda por de,/dx° en el limite
cuando dz¢ — 0. En general, sin embargo, el vector resultante no vivird en el espa-
cio tangente de P. Entonces, definiremos la derivada en la variedad del sistema de
coordenadas locales proyectando con el espacio tangente de P

de oe
2= lim —= (2.12)
oxe sz¢—0 dx¢
TP
Ahora, podemos expandir esta derivada del vector en términos de los vectores
basee,(P) en el punto P y escribimos 2

de,

e = It e, (2.13)

2Es importante mencionar que aqui se esta denotando la derivada covariante con la derivada parcial
y que éstas coinciden solo en el caso (pseudo)-riemanniano, por ello, mas adelante usaremos D/Dzx¢
para denotar la derivada covariante para espacios-tiempo curvados.
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M

Figura 2.5: Los vectores base e,(P) y e,(Q) estan en el espacio tangente de la variedad
M en los puntos P y @ respectivamente. Fuente [35].

donde los N3 coeficientes I'°, . se conocen como conceccién afin o en libros mas viejos,
simbolos de Christoffel(de segunda clase) en el punto P. De (2.12) , es claro que el
operador derivada satisface el teorema de Leibnitz. Tomando el producto escalar de
(2.13) con la base dual e? y usando la relacién reciproca e(x) - e,(z) = 62, podemos
también escribir la conexién afin como

I, =e’-o.e, (2.14)

Derivando la relacion reciproca e®(x) - ey(z) = 6° con respecto la coordenada x¢, vemos
que
0.(e”-e,) = (0.€") - e, +e”-(0.e,) =0

Entonces, usando (2.14), encontramos que las derivadas de los vectores de la base dual
con respecto a las coordenadas estan dadas por

o.e* = —I'", e’ (2.15)

2.8. Derivada intrinseca de un vector a lo largo de una curva

Normalmente, pensamos en campos vectoriales como funciones de las coordenadas
x® definidos en alguna regién de la variedad. Sin embargo, también podemos encontrar
campos vectoriales que se definan solo en algtin subespacio de la variedad, y un ejemplo
extremo seria cuando el campo vectorial v(u) se define solo a lolargo de alguna curva
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x%(u) en la variedad; un ejemplo puede ser el 4-vector spin s(7) de una particula a lo
largo de una linea de mundo en el espacio-tiempo. Veamos como calcular la derivada
de un vector con respecto con respecto del parametro u a lo largo de la curva.
Comencemos escribiendo el campo vectorial en cualquier punto a lo largo de la curva
C como

v(u) = v (u)e,(u)

donde los vectores e,(u) son un sistema de coordenadas locales en el punto de la curva
correspondiente al valor del pardmetro u. Entonces, la derivada de v a lo largo de la
curva C esta dado por

d_'u_ﬂe n adea_ﬂe n L0eq dzf
du  du © v du  du * U&Ecdu

donde hemos usado la regla de la cadena para reescribir el altimo término del miembro
derecho; este procemiento es véilido porque los vectores base e, estdn también definidos
afuera de la curva C. Usando (2.14) para escribir las derivadas parciales de los vectores
base en términos de la conexion, obtenemos

dv  dv® LT L dx’
— = e, v e
du  du Ty
Intercambiando los indices a y bdel dltimo término, podemos factorizar
dv  dv® dx©
— =" e, + 1% Ve,
du  du® LR du €
asi
dv dv® dx* Dov®
— = I 0 =— ) e, = —e,. 2.16
du (du et du)e Du € (2.16)

El término en paréntesis es llamado derivada intrinseca (o absoluta) de las componentes
v® a lo largo de la curva C y se suele denotar por Dv*/Du com se indica. Del mismo
modo, la derivada intrinseca de las componentes covariantes v, de un vector esta dada
por

Dv*  dv, p  dxf

Du — du = “"du
Una forma conveniente de recordar la forma de la derivada intrinseca es pretender que
el vector v esté definido a través (o de alguna region de) la variedad, es decir, no solo
a lo largo de la curva C. En algunos casos de interés, esto puede ser de todos modos
cierto; Por ejemplo, v puede ser la 4-velocidad de la districién de algtn fluido. Podemos
derivar las componentes v* con respecto a las coordenadas z*

(2.17)

dv® v dzx®
du — 0z¢ du
Sustituyendo ésto en (2.16), podemos factorizar dz°/du y reconocer el otro factor
como la derivada covariante (V.v%)
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a C
Dv (V) dx
Du du
y similarmente para las derivadas intrinsecas de las componentes.

(2.18)

2.9. Transporte paralelo

Consideremos de nuevo una curva C en la variedad, parametrizada en un sistema
de coordenadas z%(u). Sea O un punto inicial de la curva con u = uy y v un vector
definido en dicho punto. Podemos ahora pensar en transportar v a lo largo de C de
manera que p

v

Ju 0 (2.19)
se satisfaga en cada punto de la curva. El resultado es un campo de vectores paralelos
en cada punto de a lo largo de C, generado por el transporte paralelo de v.
En una variedad (pseudo-)euclideana, el transporte paralelo de un vector tiene la in-
terpretacion geométrica de que el vector v es transportado sin modificar su magnitud
o direccion. Esto se ilustra en la figura 2.6 para una curva C en un espacio euclidiano
dos-dimensional (es decir, el plano). Si las coordenadas x* son cartesianas, es claro que
las componentes v* del campo vectorial satisfacen

dv?®
=0. 2.20
o (2.20)

Sin embargo, (2.20) no es valido en un sistema arbitrario de coordenadas en el
plano, y de (2.16) vemos que se debe generalizar a

Dv*  dv® pdax’

a

Du:du+ ch%

= 0. (2.21)

De la condicion (2.19), es claro que (2.21) es igualmente valido para el transporte
paralelo de vectores a lo largo de la curva en cualquier variedad (pseudo-)riemanniana
en algun sistema arbitrario de coordenadas z, apesar de la interpretacion geométrica
es més sutil en este caso. Si uno esté dispuesto a adoptar la idea de que la variedad
(pseudo-Riemanniana) esta embedida en una variedad (pseudo-) euclideana de espacio
de mayor dimension, entonces podemos recuperar una simple interpretacion geométrica
de transporte paralelo. Consideremos una curva C en la variedad (pseudo-)riemanniana
dada en un sistema de coordenadas x*(u). Sean P y () dos puntos muy cercanos en
la curva con valores de parametros u y u + du respectivamente. Empecemos con el
vector v en P, que vive en el espacio tangente Tp, pospongamos el vector, acercandolo
al punto () manteniéndolo paralelo consigo mismo. En un espacio euclidiano, esto
significa transportar el vector sin modificar su direccién ni magnitud. En el punto @ el
vector no vivira en el espacio tangente Ty por el efecto de la curvatura de la variedad
embedida. Sin embargo, considerando solo la parte del vector que es tangencial a la
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o

Figura 2.6: Un campo de vectores v(u) paralelo generado por un transporte paralelo a
lo largo de la curva C parametrizada por u. Fuente [35].

variedad embedida en (), obtenemos un cierto vector que si vivira en 7. Un célculo
directo muestra que dicho vector coincide con el transporte paralelo del vector en @)
de acuerdo a (2.21).

Si escribimos (2.21) como

W e
du du’

entonces podemos ver que, si especificamos las componentes v® en algin punto arbitra-
rio de la curva, la ecuacion fija las componentes de v® a lo largo de toda la longitud de la
curva. Para convencernos de que el transporte es realmente paralelo, consideremos un
desplazamiento infinitesimal del vector desde algin punto P. Para un desplazamiento
pequeno, podemos elegir un sistema de coordenadas localmente Cartesiano en P, en
el cual las I'’s desaparezcan, y asi logramos que la derivada covariante sea cero, y ésta
describe un desplazamiento infinitesimal que mantiene el vector paralelo (dv® = 0).
Vemos que para que v sea un campo de vectores paralelo, su derivada covariante debe
ser cero, es decir, el campo vectorial deberia ser constante y asi, los vectores deberian
ser paralelos.

Notemos que, el transporte paralelo a lo largo de curvas en una variedad (pseudo-
)riemanniana difiere del transporte a lo largo de curvas en un espacio (pseudo-)euclidiano,
en que es es dependiente de la trayectoria: el vector obtenido al transportar un vector
desde punto P a () depende de la ruta tomada de P a (). Esta dependencia de la trayec-
toria es también evidente en el transporte de un vector a lo largo de una curva cerrada,

a b
_F bCU

(2.22)

21



CAPITULO 2. HERRAMIENTAS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

donde el vector con el que se comienza y termina en el mismo punto no coincide en
direcciéon con el que terminamos después de hacer el transporte. Esta dependencia de
la trayectoria puede demostrarse sobre una curva en una superficie bidimensional, y en
generan puede expresarse matematicamente en términos del tensor de curvatura de la
variedad.

2.10. Calculo tensorial sobre variedades

Los sistemas de coordenadas con los que uno etiqueta puntos en una variedad son
totalmente arbitrarios. Por ejemplo, podriamos elegir parametrizar la superficie de
una esfera en términos de las coordenadas (6, ¢), tomando cualquier punto como polo
norte, o podriamos usar cualquier niimero de sistemas de coordenadas alternativos.
Es también claro, sin embargo, que nuestra descripciéon de cualquier proceso fisico
que ocurra sobre la superficie de la esfera no deberia depender de nuestro sistema de
coordenadas elejido. Por ejemplo, en cualquier punto P de la superficie uno puede decir
que, por ejemplo, la temperatura del aire tiene un valor o que el viento tiene una cierta
rapidez en una direccion dada. Estas cantidades escalar y vectorial respectivamente, no
dependen de cual sistema de coordenadas se usa para etiquetar puntos en la superficie.
Entonces, para describir estos campos fisicos sobre la superficie, debemos formular
nuestras ecuaciones de manera que sean validas en todos los sistemas de coordenadas.
Ya habiamos dado la descripcion para catidades escalares y vectoriales sobre la sobre
variedades, pero ahora volveremos a una generalizacion de estas ideas para cantidades
que no se pueden describir como escalares ni como vectores. Esto requiere que se
introduzca el concepto de tensores.

2.10.1. Campos Tensoriales sobre variedades

Empecemos considerando a los campos vectoriales de una manera ligeramente di-
ferente. Supongamos que tenemos un campo vectorial, sea ¢ un vector definido en
cadapunto de una variedad. ;Cémo podemos obtener un escalar de t?7 Una manera
sencilla serfa tomando el producto escalar de t con otro vector v de algin otro cam-
po vectorial. Entonces, en cada punto P de la variedad podemos ver a t en Tp como
una funcion lineal t(-) que toma otro vector de T como su argumento y produce un
numero real, podemos denotar dicho ntimero producido bajo la accién de 7 sobre un
vector v de la siguiente forma

tlv)=t-v| (2.23)

De una manera similar, podemos generalizar la nociéon de vector: en el espacio
tangente Tp, podemos definir un tensor t como un mapeo lineal de algiin namero de
vectores a niimeros reales, es decir t : TpM X TpM xTpM...xTpM — R. El rango del
tensor es el niumero de vectores que toma éste en su argumento. Por ejemplo, podemos
escrbir un tensor de tercer-rango como t(-,-,-). Una vez mas, denotaremos el nimero
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que produce el tensor t dados los vectores u, v, y w por
t(u, v, w)

El tensor se define por el conjunto de operaciones aplicadas a los vectores u, v, y w
para producir un escalar. Notemos que, sin embargo, que la definiciéon de un tensor
no menciona las componentes de los vectores; un tensor debe dar el mismo nimero
real independientemente del sistema de referencia en el cual se den las componentes
de los vectores. Si en cada punto P en alguna region de la variedad se tiene un tensor
definido, entonces el resultado es un campo tensorial en esta region.

Por ejemplo, cualquier vector es un tensor de primer-rango. Tensores de un rango
més alto constituyen una generalizacion del concepto de vector. Por ejemplo, un tensor
importante de segundo rango es el tensor métrico g : TpM x TpM — R. Esto define
un mapeo lineal de dos vectores a un ntimero que es su producto interno, es decir

g(u,v) =u-wv. (2.24)

Veremos las propiedades de este tensor especial mas adelante. Finalmente, notemos
también que una funciéon escalar de posicion ¢(x) es una funciéon ¢ : R — R y no de
vectores a reales en general, y por tanto, se clasifica como un tensor de rango cero.

Que un tensor sea un mapeo lineal de vectores a reales es particularmente util.
Linealidad significa que, para vectores u y v y escalares o y f3,

t(au + fv = at(u) + ft(v).

Las expansiones para tensores de mayor rango son similares a ésta. Por ejemplo, para
un tensor de segundo rango, podemos escribir

tlau+ fv+yw+ez) = at(u,yw+ez) + f(v,yw + €z) (2.25)
= vyat(u,w) + act(u, z) + fvy(v, w) + Pet(v, z).

2.10.2. Componentes de tensores

Cuando se evaltia un tensor con combinaciones de bases y bases duales se generan
sus componentes en una base particular. Por ejemplo, las componentes covariantes y
contravariantes del tensor de rango uno (vector) en (2.23) en la base e, estan dados
por

te,) =t, t(e*)=1t"

Ahora, consideremos un tensor de segundo rango ¢(-,-). Sus componentes contra-
variantes estan dadas por

tles,ep) =ty v tle, eb) =t
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Para un tensor de rango dos, este conjunto de componentes no son necesariamente
iguales. las componentes contravariantes, covariantes y mixtas de tensores de mayor
rango se pueden obtener de manera analoga. Las componentes de un tensor en una base
particular especifica la accion del tensor sobre cualesquiera que sean otros vectores en
términos de sus somponentes. Por ejemplo, usando la linealidad, vemos que

t(u,v) = t(u'e,,ve;) = tyu’.
Para obtener este resultado, expresamos uw y v en términos de sus componentes con-
travariantes. Podriamos haber escrito el vector en sus componentes contravariantes o

covariantes. Por tanto, encontramos que hay numerosas expresiones equivalentes para
t(u,v):

b:tab

t(u,v) = typuv Uy = t,° = t%uqul.

Esto ilustra la regla general en la que los subindices y superindices de indices mudos
pueden intercambiarse sin afectar el resultado.

2.10.3. Simetrias de tensores

Se dice que un tensor de segundo rango es simétrico o antisimétrico si, para cada
par de vectores u y v,

t(u,v) = +t(v,u),

con los signos mas para un tensor simétrico y menos para un tensor antisimétrico.
Haciendo v = e, y v = €3, vemos que las componentes covariantes de un tensor
simétrico o antisimétrico satisface t,, = =t,. Usando diferentes combinaciones de
bases y bases duales también vemos que, para cada tensor, t% = +¢% y ¢ b = +¢° .
Un tensor arbitrario de segundo rango siempre se puede descomponer de manera tnica
en la suma de dos tensores, uno simétrico y otro antisimétrico. Por ejemplo, para
componentes covariantes t,, de algin tensor, siempre podremos escribir:

1 1
tab = _(tab + tba) + §<tab - tba)a

2
el cual es claramante la suma de dos tensores simétricos y antisimétricos. Una notacion
frecuente usada para denotar las componentes de las partes simétricas y antisimétricas
es

1
t(ab) = (tab + tba) y t[ab] = §(tab - tba)-

N | —

De una forma anéaloga, un tensor de rango -N t(u, v, ...w) es simétrico o antisimétrico
con respecto alguna permutacion de los vectores de su argumento si su valor después
de permutar sus argumentos es igual a mas o menos respectivamente su valor original.
Sin embargo, de un tensor de rango-/N, siempre podremos obtener un tensor que sea
simétrico con respecto a todas las permutaciones de los vectores de su argumentos
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y uno que sea antisimétrico con respecto a todas las permutaciones. En términos de
componentes covariantes, las partes simétricas y antisimétricas estan dadas por

tab..c) = M(Suma de todas las permutaciones de los indices a, b, ..., ¢)

1
Llab..d] = ﬁ(Suma y resta alternadas de todas las permutaciones de los indices a, b, ..., ¢)
Por ejemplo, las componentes covariantes de la parte totalmente antisimétrica de un
tensor de tercer rango estd dada por

1

_'(tabc — tacb + tcab — tcba + tbca — tbca)

t[abc} = 31

Se puede extender esta notacién para tensores que son simétricos o antisimétricos
a permutaciones sb6lo con respecto a ciertos indices. Para ilustrar ésto, consideremos

las componentes covariantes t,,.q de un tensor de cuarto rango. Expresiones tipicas
podrian ser

1
t(ab)cd = §(tabcd — tbacd)a
1
Lajp|dld) = i(tabcd—tadcb)a

1
t(a|b|cd) = 6 (tabcd + tabde T tavac T tebda + tcbad)

1
Labl(ed) = 5 [tab(ea) — toa(ed)] (2.26)
1]1 1
= = |5 (tabe tavde) — = (Lvac tbade
2 2(bd+ bdc) 2(1, 4+ toade)
1
= 1 [tabed + tabde — tbacd — toade] (2.27)

las barras || nos sirven para excluir los simbolos con los cuales no hay simetria ni
antisimetria.

2.10.4. El tensor métrico

El tensor més importante que uno puede definir sobre una variedad es el tensor
métrico g (primera forma fundamental). Esto define un mapeo lineal de dos vectores
a uno real que es su producto punto, es decir

g(u,v) =u-v. (2.28)
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De esta definicion, es claro que g es un tensor de segundo rango. Y sus componentes
covariantes y contravariantes estan dadas por

Gab = g(em €| =€z €, Y gab = g(ea’ eb) =e"- eb> (229)

Como vimos en el capitulo 4, la matriz [g“b} contiene las componentes contravariantes
del tensor métrico y es la matriz inversa de la matriz [gqp] que contiene sus componentes

covariantes. Las componentes mixtas de g estdn dadas por

g(eb7 ea) = g(em eb> = 527

donde la tltima cantidad es resultado de la relacion reciproca de los vectores base y
sus duales.

2.10.5. Mapeo de tensores a tensores

Los tensores pueden verse no s6lo como mapeos entre vectores y ntmeros reales,
sino también como mapeos entre tensores y otros tensores. Consideremos por ejemplo,
un tensor de tercer rango t, pero sin llenar su argumento con vectores. Si, por ejemplo,
colocamos en la tltima entrada algin vector fijo u, tenemos el objeto

(-, -, u). (2.30)

. Pero, qué tipo de objeto es éste? Si en las otras entradas pusiéramos vectores a este
objeto, obtendriamos un nimero real. El objeto (2.30) es por si mismo un tensor de
segundo rango que podemos denotar por s. El tensor de tercer rango t ha “mapeado”
al vector w en un tensor de segundo rango s. Las componentes covariantes de s estan
dadas por

Sap = S(€q, ) = t(e,, ep, u) = typeu’

donde, en la tltima entrada, hemos expresado u como u‘e.. Expresando este vector
como u‘e., obtenemos la expresion equivalente s,, = ¢, ..

Para ver otro ejemplo de mapeo entre tensores, agreguemos en la primera y tltima
entrada de t con vectores fijos v y u respectivamente para obtener el objeto

t(v, -, u).

Vemos que este objeto es un tensor de primer rango (o vector), el cual podemos denotar
por w. Las componentes covariantes de w son

wy, = w(ey) =t(v, e, u)
las cuales pueden ecribirse en diferentes formas, es decir
Wy = tapeu’ =t vau’ = t v, = 1% VU,

El nimero de indices libres en las expresiones es el rango del tensor resultante.
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2.10.6. Operaciones con tensores

En el calculo tensorial son de mucha importanta las operaciones tensoriales, es
decir, operaciones sobre tensores que dan como resultado cantidades que también son
tensores. Consideremos algunas operaciones elementales.

Suma (y resta)

Es claro de la definicion de tensor que la suma y diferencia de dos tensores de rango N
son también tensores de rango IN. Por ejemplo, las componentes covariantes por decir
la suma y resta

(e, €p) +T(€0,€) =tap + Tap (2.31)

(eq,e) —1(eq, ep) =tu — Tap

Sab = S(em eb)

=t
dyy = d(eq,e,) =t

Si t es un tensor de rango N, entonces también at, donde « es un niimero real
constante. Y claramente sus componentes serdn todas multiplicadas por a.

Producto exterior

El producto tensorial oexterior de dos tensores produce un tensor de mayor rango. El
ejemplo méas simple de un producto externo es el de dos vectores. Este se define como
un tensor de segundo rango, denotado por

(u®v)(p, q) = u(p)v(q),

donde p y g son vectores del argumento (esta notacion no se debe confundir con el
producto cruz de dos vectores u X v, el cual es un vector ). Notemos que el producto
externo no es conmutativo en general, asi u @ v y v ® u son tensores de segundo rango
distintos. las componentes covariantes de u ® v en alguna base esta dada por

(u @ v)(eq, ep) = ule,)viey) = ugvp

El producto exterior de tensores de mayor rango es una generalizacién del producto
exterior de dos vectores. Por ejemplo, el producto exterior de un tensor de segundo
rango t con un tensor de primer rango se define por

(t®s)(p,q,7) = t(p,q)s(r). (2.32)
Este es un tensor de tercer rango, el cual podriamos llamarlo h. Las componentes
mixtas de este tensor, por ejemplo, estan dadas por

h%. = t(e® ep)s(e.) = t%se. (2.33)
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En general, el producto externo de un tensor de rango N con uno de rango M daré
como resultado un tensor de rango M + N.

Contraccion (y producto interior)

La contracciéon de un tensor se realiza sumando sobre la base y la base dual en dos
de sus argumentos, dando como resultado un tensor de menor rango. Tomemos como
ejemplo un tensor de tercer rango h y consideremos la cantidad

q() =h (ea> ) ea) .

Claramente, este es un tensor de primer rango con componentes covariantes dadas
por

a = h (e’ e e,) =h%,. (2.34)

En términos de sus componentes, la contraccion equivale a hacer un subindice igual
a otro superindice y sumar, de acuerdo a la convenciéon de la suma. En general, realizar
una contracciéon sobre un tensor de rango N producird un tensor de rango N — 2.
La contracciéon puede ser combinada con multiplicaciéon de tensores para obtener el pro-
ducto interno de dos tensores. Por ejemplo, si h%,, estuviera dado por (2.33), entonces
(2.34) se podria escribir como

Qy = t (607 eb) S(ec) - tabsau

el cual es el producto interno de dos tensores t y s. De forma alternativa, uno puede
ver a ¢, como una contraccion de los tensores de tercer rango con componentes t7s., el
cual es el producto exterior t ® s.
Si dos tensores t y s son de rango 2 o menos entonces podemos denotar su producto
interno sin confusiéon por t - s. Sin embargo, en general, tal producto interno no es
conmutativo. Por ejemplo, si t es un tensor de rango 2 y s es de rango 1, entonces las
componentes contravariantes de los vectores t- s y s -t son respectivamente

t%s, y t%s,.

2.10.7. Tensores como objetos geométricos

Hemos visto que los tensores de primer rango ¢(-) puede ser identificado como un
vector. Las componentes covariantes y contravariantes de este vector en alguna base
estan dadas por

tle,) =t, vy t(e”) =1t
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Estamos pensando en un vector ¢ como un objeto geométrico que puede construirse
por medio de una combinaciéon lineal de vectores base,

t=t'e, =t,e". (2.35)

Los tensores de mayor rango son generalizaciones del concepto de un vector y
también se pueden ver como entidades geométricas. En alguna base, un tensor general
puede ser expresado como una combinacién lineal de una base de tensores construida
por medio de sus vectores base y sus duales.

Consideremos el producto exterior e, ® e, de dos vectores base de algin sistema de
coordenadas. Las componentes contravariantes de este tensor de segundo rango en esta
base son:

(eq ® €p) (e, ed) = ea(ec)eb(ed) = 5255.

Supongamos que tenemos algunos tensores generales de segundo rango ¢, cuyas
componentes contravariantes en nuestra base son t**. Consideremos la cantidad t**(e, ®
ey). Este es la suma de dos tensores de segundo rango, y por tanto, también debe ser
de segundo rango. Si consideramos su accién sobre dos vectores base, encontramos que

t=1t%e, ®e).

Considerando diferentes tensores base, construidos por medio de otras combinacio-
nes de las bases y bases duales de vectores, podemos también escribir ¢ de diferentes
maneras:

t=tye"®e’) =tl(e" ®ey) =t (e, ®€).

Esta idea se extiende para tensores de un rango mayor.

2.10.8. Tensores y transformacion de coordenadas

La descripcion de tensores como objetos geométricos se presta de forma natural a
una discusion del comportamiento de las componentes de un tensor bajo una trans-
formacion de coordenadas x* — x'® en una variedad. Como habiamos visto, hay una
relacion simple entre la base e, asociada al sistema de coordenadas z y la base e,
asociada al sistema de coordenadas x'*. Encontramos que para cada punto P los dos
conjuntos de vectores base estédn relacionados por

, Ox?
@™ Pgra

e (2.36)

donde las derivadas parciales estan evaluadas en el punto P. Una relacién similar se
satisface para los dos conjuntos de las bases duales:

la
la __ 83: b
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Usando (2.36) y (2.37), podemos calcular como las componentes de cualquier tensor
general debe transformarse bajo un cambio de coordenadas.
De la seccion de calculo vectorial sobre variedades, tenemos que las componentes con-
travariantes de un vector ¢ en la nueva base de coordenadas estan dadas por

ox'™ ox'™
la la\ __ b b
! _t(e)_ﬁxbt(e)—axbt'

Similarmente, las componentes covariantes de ¢ estan dadas por

, , o0xb O
ta = t(ea) = ax/at(Eb) = wtb.

Es importante recordar que las componentes no primadas y primadas describen
el mismo vector t e términos de diferentes vectores base, es decir, t = t%e, = t"*e,.
El vector t es una entidad geométrica que no depende de la eleccion del sistema de
coordenadas.
Las propiedades de la transformacion de las componentes de tensores de mayor rango
se pueden encontrar de una manera similar. Por ejemplo, si ¢ es un tensor de segundo
rango

, 0z°¢ Ox¢
tab = ax,a W cds
8xla ax/b
T — ¢l 2.38
Ox¢ Oxd ( )
t b _ dx* ai/b d
@ ox'e Ozd ¢

Una vez mas, estas componentes describen el mismo tensor (el cual es una entidad
geométrica) en términos de diferentes bases. Por ejemplo,

t=1"%e, ®e) =t"(e @e}).

En general, cuando se transforman las componentes de un tensor de un rango arbi-

. . . . ., /a . .
trario, cada superindice hereda una “matriz” de transformacion %9;‘3 y cada subindice

. ., c .
una matriz de transformacion %. Por ejemplo

0z Ox¢ Oz’
!¢ __ f
fay — = oz'* Oz’ Ozt fae- (2:39)

Por tanto, Una condicion necesaria para que un conjunto de cantidades sean com-
ponentes de un tensor, es que se transformen del mismo modo que bajo un cambio de
coordenadas ver la seccion 2.6.
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2.10.9. Derivada covariante de un tensor

No es dificil convencerse que en un sistema de coordenadas arbitrario (distinto a
las coordenadas cartesianas locales) la diferenciacion de las componentes de un tensor
general con respecto a las coordenadas no da como resultado componentes de otro
tensor. Por ejemplo, consideremos la derivada de las componentes contravariantes v®
de un vector. Bajo un cambio de coordenadas tenemos que

o' 0z ov'
Oz’ oz’ Qx¢

_0x¢ 0 (o2,

- O Oxe <8xd ’ )
O0x¢ 02’ vt Q¢ 9%’
D2 Ozt Dz | Oa’ dredzd

La presencia del segundo término en el miembro derecho de (2.40) demuestra que las

derivadas Ov?®/0z® no forman parte de las componentes de un tensor de segundo orden.
Este término aparece debido a que la «matriz de transformaciény [8x’“ / 8xb] cambia
con la posicion de en la variedad (esto no es valido en las coordenadas cartesianas

locales, para las cuales el segundo término se cancela). Para evadir este problema, en
la seccion 2.6 habiamos introducido la derivada covariante de un vector,

(2.40)

Vv = Oy + I 40 (2.41)

en términos del cual podemos escribir dyv = (V,v?) e,. Usando las propiedades de
transformacion de la conexion, es facil demostrar que V,v® so componentes mixtas de
un tensor de segundo rango, por definicién. Denotamos este tensor de segundo rango
por Vo, el cual es formalmente el producto exterior del operador diferencial vectorial V
con el vector v, se suele omitir el simbolo ® en los productos exteriores que contienen
V. En una base dada, tenemos V = e®0d,, asi, podemos escribir por ejemplo,

Vv = e%d, ® v’e, = e ® 9,(v°ey) = (V,1°)e ® ey,

Similarmente, V,v, forma las componentes covariantes de este vector, es decir,

Vo = (Vyv,)e* ® e’. No es dificil verificar que V,v® y Vv, satisfacen las condiciones
requeridas de transformacion para ser componentes de un tensor.
Podemos extender la idea de la derivada covariante de tensores de mayor rango. Por
ejemplo, consideremos un tensor ¢ arbitrario de rango-2 y derivemos la forma de la de-
rivada covariante V.t? de sus componentes contravariantes. Expresando ¢ en términos
de sus componentes contravariantes, tenemos

Oct = (actab)ea & €p + tabrdaced & €p + tabea ® deced‘

Intercambiando los indices mudos a y b en el segundo término del miembro derecho, y
by d en el tercer término, obtenemos

Dot = (0ut™ + T, + T?11™) €, ® e,
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donde la expresion en paréntesis es la derivada covariante requerida,

Vt® = 04 + T, +T°,. 1t (2.42)

Usando (2.42), la derivada del tensor ¢ con respecto a ¢ se puede escribir en términos
de sus componentes contravariantes como

Ot = (Vet™)e, ® ey (2.43)

Podemos obtener resultados de manera similar para las derivadas covariantes de
las componentes mixtas y covriantes del tensor de segundo-orden t. Agrupando estos
resultados, obtenemos

Vctab = actab + Fadc + dectab7
vctab - actab _'_ Fadctdb - dectad, (244)
vctab = actab - Fictdb - Fgctad'

Las posiciones de los indices en estas expresiones son muy sisteméticas. El ultimo
indice en cada conexioén nos indica con respecto a qué es la derivada covariante. Para
cada indice contravariante (superindice) del miembro izquierdo podemos sumar un
término sobre el miembro derecho que contenga un simbolo de Christoffel con un signo
mas, y para cada indice covariante (subindice) agregar un término corespondiente con
signo menos. Esto se extiende directamente para tensores con un ntimero arbitrario de
indices contravariantes y covariantes. Vemos que las cantidades V%, Vt%, Vita, son
las componentes del mismo tensor de tercer orden Vt con respecto a diferentes bases
de tensores, es decir

Vit = (Vct“b)ec Re, e, = (Vith)e ®e, ® e’ = (Vetwp)e“ ® e’ ® e’

Un resultado particularmente importante, es que la derivada covariante del tensor
métrico g es cero en todos los puntos de la variedad, es decir

De forma alternativa, podemos escribir esto en términos de las componentes en cual-
quier base como

Vg =0 y Vg® = 0. (2.45)

Este resultado se sigue inmediatamente de comparar el tercer resultado en (2.44)
con nuestra expresion 0.gq, = Fdacgdb + decgad, para la derivada parcial de la métrica
en términos de la conexion afin. La expresion 0.9, = Fdacgdb + decgad se cumple e
incluso con torsién distinta de cero, y por tanto también el resultado 2.453.

3De hecho, para una variedad general con torsién distinta de cero, no es necesario que se cum-
pla (2.45), pues uno puede, en principio, definir la conexion afin y la métrica independientemente.
Para llegar a 0.gq = Fdacgdb + I‘dbcgad, habiamos asumido implicitamente que la conexién afin era
compatible con la métrica, y en tal caso (2.45) se satisface automdticamente.
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El resultado de (2.45) tiene una consecuencia importante, que simplifica considerable-
mente las manipulaciones. Podemos intercambiar el orden de subir o bajar indices y
realizar la diferenciacion covariante sin afectar el resultado. Por ejemplo, consideremos
las componentes contravariantes t* de algtn tensor de segundo rango. Usando (2.45),
podemos escribir

Vct“b — Vc(gbdt“d) — (chbd)tad + gbd(Vctad) — gbd(Vct“d).

Es decir, la derivada covariante obedece la regla estandar para la diferenciaciéon de un
producto.

2.10.10. Derivada intrinseca de un tensor a lo largo de una curva

Ya hemos visto ejemplos de campos vectoriales que estdn definidos en algiin subes-
pacio de la variedad, uno de ellos es el campo vectorial w definido solo a lo largo de
alguna curva de z%(u) en la variedad (como el spin s(7) de una particula a lo largo de
su linea de mundo el espacio-tiempo). De una forma similar, un campo tensorial ¢(u)
podria estar definido s6lo a lo largo de alguna curva C. Ahora, centrémonos en cémo
calcular la derivada de un tensor con respecto a el pardmetro u a lo largo de la curva.
Empecemos expresando el tensor en cualquier punto a lo largo de la curva en términos
de sus componentes contravariantes,

t(u) =t (u)eq(u) @ ey(u),

donde e, (u) son los vectores base en el punto de la curva que corresponde al parametro
con valor u. la derivada de t a lo largo de la curva C esta dada por

ﬁ—Olt—abe R e —i—t“bdea@e + t%e ®@
duv  du “ b du b “7 ou

Usando la regla de la cadena para reescribir las drivadas de los vectores base,
obtenemos

A L i LT
duv  du “ b du Ox¢ b 7 du Ox°
Finalmente, escribiendo las derivadas parciales de la base de vectores en términos de

la conexién y reetiquetando indices, encontramos que

dx¢ Oey,

e
du

a 4db
du ~ \ du act

dt  (di®
du

d C
+ dect“di> e, ® ep. (2.46)

El término entre paréntesis se conoce como la derivada intrinseca (o absoluta) de las
componentes t? a lo largo de la curva C y se denota por

dz¢ dz¢
+ de du + dc du

Dtab B dtab
Du  du
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Se pueden obtener resultados similares para las componentes covariantes y mixtas
del tensor t. Por ejemplo, la derivada de t a lo largo de la curva se puede escribir como

dt Dt . Dt oy “ e Dtg 9 e
-— = —€, e, = e e = €, e
du Du b Du Du

El método se puede extender para tensores de mayor rango.

De una manera similar a los vectores, se dice que un tensor es de transporte paralelo a
lo largo de la curva C si 3—2 = 0 o, equivalentemente, en términos de sus componentes,
si Dt®/Du = 0.

Una forma conveniente de recordar la forma de la derivada intrinseca es procurar que
el tensor t esté definido a través (o de alguna region) de la variedad, es decir, no sblo
a lo largo de la curva C. Si este fuese el caso, podriamos diferenciar ¢t con respecto a
las coordenadas z®. Entonces tendriamos

dt* ot dae
du  Ox¢ du’

Sustituyendo ésto en (2.46), podriamos factorizar dx¢/du y reconocer el otro factor
como la derivada covariante V.t®. Entonces, podriamos escribir

Dt dat

- 2.4
Do V.t T (2.47)

con expresiones similares para la derivada intrinseca de sus componentes. Es importante
tomar en cuenta que si ¢ esté solo definido a lo largo de la curva C, (2.47) no esta definido
de manera formal y sirve s6lo como arreglo para recordar facilmente.

2.10.11. Electromagnetismo

Cuando la teoria especial de la relatividad fue construida, solo dos fuerzas eran
conocidas, la de gravedad y la electromagnética. Como se mencionaba en el capitulo
1, fue el electromagnetismo quien dio origen al desarrollo de la relatividad especial.
Discutamos el electromagnetismo a detalle; en particular su formulacion relativista.
Nuestra principal guia es derivar las ecuaciones tensoriales en el espacio-tiempo de
Minkowski.Esto hace posible expresar la teoria en una forma que sea independiente del
sistema de coordenadas que se use. Veremos que una teoria consistente del electromag-
netismo se sigue de decir que existe una 4-fuerza pura que depende linealmente de la
4-velocidad y también de una cierta propiedad de una particula, es decir, su carga q.

2.10.12. La fuerza electromagnética sobre una carga en movimiento

En algtn sistema de referencia inercial 9, la 3-fuerza sobre una particula de carga
¢ moviéndose en un campo electromagnético es

—

f:q(ﬁ+ﬁx§),
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donde # es la 3-velocidad de la particula en S. Los campos 3-vectoriales E y B son
los campos eléctrico y magnético medidos en S. Esta ecuacion sugiere que para la
formulacion relativista deberiamos escribir una ecuacién de tensor en un espacio-tiempo
tetradimensional en el cual la 4-fuerza electromagnética dependa linealmente de la 4-
velocidad de la particula . La ecuacion toma la forma

f=qF - u, (2.48)

donde F' debe ser un tensor de segundo rango para generar una 4-fuerza a partir de
una 4-velocidad. Llamaremos F' el campo tensorial electromagnético. El escalar ¢ es
una propiedad de la particula que determina la intensidad de la fuerza electromagné-
tica sobre €l (es decir, sobre la carga).

Si etiquetamos puntos del espacio-tiempo con algin sistema de coordenadas z*, pode-
mos expresar (2.48) con sus componentes como

fu = qF/wuV>

donde F),, son las componentes covariantes de F' en nuestro sistema de coordenadas.
Para que una particula en reposo no se altere por la accion de la fuerza electromagné-
tica, se requiere que sea una fuerza pura, de modo que para cualquier 4-velocidad u se
tenga que uw - f = 0. En forma de componentes ésto es

fuut = qF,u'u” =0,

lo cual implica que el campo tensorial electromagnético debe ser antisimétrico, es
decir

F

1%

= -F

Vi
Las componentes contravariantes de F' estdn dadas por

FM = g"7 g Fy,,

donde ¢g"” son las componentes contravariantes del tensor métrico in el sistema de
coordenadas. Dado que g"” es simétrico, es claro que F),, = —F,,.

2.10.13. La 4-densidad de corriente

Hasta ahora, hemos encontrado sélo la forma relativista de la fuerza electromag-
nética sobre una particula puntual con carga ¢ y una 4-velocidad w, en términos de
un tensor antisimétrico e indeterminado de segundo rango F'. Queremos construir las
ecuaciones de campo de la teoria que determinen el tensor electromagnético de campo
F(z) en cualquier punto del espacio-tiempo en términos de las cargas y corrientes. Para
construir las ecuaciones de campo, debemos encontrar una forma apropiada relativista
(o covariante) de expresar el el término fuente. Necesitamos identificar el 4-tensor,
definido en cada evento del espacio-tiempo que actiia como fuente del campo electro-
magnético.
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Consideremos una distribuciéon de carga general dependiente del tiempo. En cada even-
to P del espacio-tiempo podemos caracterizar la distribucién completamente dando una
densidad de carga p y una 3-velocidad @ medidas en un sistema de referencia inercial.
Por simplicidad, consideremos el fluido en un sistema S en el que @ = 0 en P. En este
sistema, la densidad de carga (propia) esta dada por py = gng, donde ¢ es la carga
de cada particula y ng es el nimero de particulas por unidad de volumen. En algtn
otro sistema S’, moviéndose con rapidez v con respecto a S, el volumen contiene un
numero fijo de particulas sufrird una contraccién de Lorentz a lo largo de la direccion
de movimiento. Por tanto, en S’ la densidad de particulas sera n’ = ~,ng, de donde
tenemos

P = Yopo.
T
I
— I
/
I'=1/y

Figura 2.7: Contraccién de Lorentz de un elemento de fluido en la direccion del movi-
miento. Fuente [35].

Vemos que la densidad de carga mo es un 4-escalar pero se transforma como la
0-componente de un 4-vector. Esto sugiere que el término fuente en las ecuaciones del
campo electromagnético deberia ser un 4-vector. En cada punto del espacio-tiempo, la
eleccion sera

3(x) = po(x)u(),

donde po(x) es la densidad de carga propia del fluido (es decir, la medida por un
observador que se mueve con el flujo local) y u(z) es su 4-velocidad. El cuadrado del
tamano de la 4-densidad de corriente j(x) en cualquier evento es

Jj-J= 00202-
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En un sistema de referencia inercial S las componentes de la 4-densidad de corriente
J son
[ju] = pof}/u(c7 ﬁ) = (Cpaj)u
donde p es la densidad de carga medida en S'y j es la 3-densidad de corriente relativista
en S. Vemos que ¢?p? — j2 es invariante bajo las transformaciones de Lorentz, donde

=77

2.11. Las ecuaciones de campo electromagnético

La forma mas simple para relacionar el tensor de campo F' de segundo rango con el
4-vector j es contraer F' con algtin otro 4-vector. Debido a que no hay mas 4-vectores
fisicos asociados con la teoria, el tnico otro 4-vector que las ecuaciones de campo
pueden contener es el 4-gradiente V. Las ecuaciones de campo toman la forma

V. F = kj, (2.49)

donde k es una constante relacionada con las unidades elejidas. Para que los re-
sultados sean més familiares, trabajemos con coordenadas cartesianas inerciales z*
correspondiente a algin sistema de referencia inercial S. Eb tal sistema, la derivada
covariante se reduce a la derivada parcial, asi, podemos escribir (2.49) en forma de
componentes como

O™ = k. (2.50)

Podemos usar esta ecuacion para obtener la ley de la conservacion de la carga. Las
ecuaciones de campo estan dadas por (2.50), pero hay seis componentes independientes
en F* y s6lo cuatro ecuaciones de campo. Esto sugiere que F' se podria construir
por un 4-vector 'potencial’A. En un sistema inercial de coordenadas cartesianas z*,
escribamos

F, = 0,4, — 0,A,. (2.51)

F,, es antisimétrico por construccion y contiene sélo cuatro campos independientes
A,. En este caso, requerimos sélo dos ecuaciones de campo

O, F" = kj",
(2.52)

0o Fyo +0,F,, +0,F,c =0

donde la segunda de éstas se puede derivar directamente de (2.51). Usando la antisime-
tria, la segunda ecuacién puede escribirse de una forma mas corta como 9, F},,) = 0. La
constante k se puede determinar por medio de las ecuaciones estandares de Maxwell.
En el Sistema Internacional de unidades tenemos que k = jg, donde eyug = 1/c2.
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2.12. Campos Electrico y Electromagnético en sistemas de
referencia inerciales

Atn no hemos identificado las componentes de F' (o A) con los campos electrico y
magnético 3-vectoriale E y B observados en un sistema inercial 3. Queremos nombrar
las componentes de A de una manera que de resultado a las ecuaciones 3-vector en las
que S describa la fisica correctamente en términos de los 3-vectores definidos E y B.
En algtn sistema inercialde coordenadas S, las componentes de A toman la forma

4= (2.4),

donde ¢ es el potencial electrostatico y Aes el potencial vectorial tridimensional.
En términos de ¢ y de A, los campos eléctrico y magnético en S estan dados por

B=VxA y E=-V¢——. (2.53)
De las expresiones (2.53) y (2.51) tenemos
E' = —690;¢ — cOy A" = —c§7(9;A° — Oy A;) = —cd" Fp,
donde hemos usado el hecho de que A° = n° A, = Ay. También tenemos
= 0hA® — 03A% = 0345 — O A3 = Fy

donde hemos usado A = ¥ A, = —A;. Resultados similares se cumplen para B? y B3.
Por tanto, las componentes covariantes de F' en S estan dadas por

0 FE'/)e —E?/c E3/c
[Fl)] = —E'c¢ 0 -B3 B2
m ~-E?/c B3 0 —B?
—-E3/c —-B?> B! 0
En general, tenemos libertad de etiquetar puntos del espacio-tiempo de Minkowski
usando un sistema arbitrario de coordenadas x*. Como se mostr6 en (2.52), las ecua-
ciones de campo electromagnético en el sistema inercial caetesiano, en términos de F'
estdn dadas por
0 F" = kj”,
0o Fyo + 0, Fy, + 0, F,6 = 0.

En tal sistema de coordenadas, la derivada parcial d, es idéntica a la derivada
covariante V,, asi, podemos escribir estas ecuaciones como

V. =k,
(2.54)
VO'FMO' + quau + V},LFVO' =0
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Estas nuevas ecuaciones son ecuaciones totalmente tensoriales covariantes, y por
tanto st son validas en un sistema de coordenadas, entonces son vdlidas en todos los
sistemas de coordenadas. jLas ecuaciones (2.54) da las ecuaciones del campo electro-
magnético en un sistema de coordenadas arbitrario!
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Capitulo

Relatividad General: Soluciéon a las
Ecuaciones de Einstein

3.1. El principio de equivalencia y la curvatura del espacio-
tiempo

Ahora, tenemos las herramientas para derivar una formulacion relativista del elec-
tromagnetismo para comenzar nuestra formulacion de teoria relativista de la gravedad
o de relatividad general.

3.1.1. Gravedad newtoniana

Empecemos nuestra discusion de la gravedad considerando la descripcion de la fuer-
za gravitacional en la teoria clésica no relativista de Newton. En la teoria newtoniana,
la fuerza gravitacional f sobre una particula de prueba de masa gravitacional m¢g an
alguna posiciéon es

f=magj=—-mgVa,

donde g es e campo gravitacional derivado del potencial gravitacional ® en esa posicion.
El potencial gravitacional queda determinado por la ecuacion de Poisson:

V20 = 471Gy, (3.1)

donde p es la densidad gravitacional de materia y G es la constante gravitacional de
Newton. Esta es la ecuacion de campo de la gravedad newtoniana.

La ecuacion (3.1) no es consistente con la relatividad especial. No hay una depen-
dencia explicita del tiempo, lo cual significa que el potencial ® (y por tanto la fuerza
gravitacional sobre una particula ) responde instantdneamente a una perturbacion de
la densidad de materia p; esto viola la condicién de que las senales no pueden propa-
garse més rapido que c. Uno puede que pensar, que ésto se puede remediar notando
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que el operador laplaciano V2 en (3.1) es equivalente menos el operador dAlembertiano
(02 en el limite ¢ — oo, quedando modificada la ecuaciéon de campo

*® = —47Gp.

Sin embargo, esta ecuacién no nos genera una teoria relativistica consistente. Sigue
sin tener covariancia de Lorentz, por tanto la densidad de materia p no se transforma
como un escalar de Lorentz.

Ademas de la inconpatibilidad de la gravedad newtoniana con la relatividad especial,
hay una segunda diferencia fundamental entre las fuerzas gravitacional y electromag-
nética. La ecuacion de movimiento de una particula de masa inercial m; en un campo
gravitacional estéd dado por

d2f mgqg

dt2 N mr
Se ha comprobado experimentalmente que el cociente m¢/m; en la ecuacion de mo-
vimiento es la misma para todas las particulas. Con una elecciéon apropiada de unidades
uno puede reacomodar de tal manera que el cociente sea igual a la unidad. Mientras
que el cociente g/m; en la ecuacién de movimiento de un particula cargada en un
campo electromagnético no es la misma para todas las particulas. De (3.1.1) , vemos
que la trayectoria de una particula en un campo gravitacional es independiente de la
naturaleza de la particula.
Esta equivalencia de masas inercial y gravitacional (las cuales nos permitan referir-
nos simplemente a la masa), es una coincidencia verdaderamente extraordinaria en la
teoria newtoniana. En esta teoria, no hay una razéon que justifique las cantidades que
determinan la magnitud de la fuerza gravitacional sobre una particula debe ser igual
a la cantidad que determina la ’resistencia de la particula a una fuerza aplicada en
general. Aparece como un resultado experimental aislado, el cual ha sido verificado
con una exactitud de almenos 1071

Vo

3.1.2. El principio de equivalencia

El fundamento de la teoria de la relatividad general es el principio de equivalencia:

Un campo gravitacional homogéneo es completamente equivalente a un sistema de re-
ferencia uniformemente acelerado.

Este principio surge en la mecanica newtoniana debido a la manifiesta identidad en-
tre masa inercial y masa gravitatoria. En un campo gravitatorio uniforme, todos los
objetos caen con la misma aceleraciéon g independientemente de su masa, ya que la
fuerza gravitatoria es proporcional a la masa (gravitatoria) mientras que la aceleracion
varia inversamente con la masa (inercial). Supongamos un compartimiento situado en
el espacio, alejado de toda materia y que se encuentra sometido a una aceleracion a, tal
como se muestra en la figura 5.1. No se puede realizar ningtin experimento mecénico
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en el interior del compartimiento que permita distinguir si éste se encuentra aceleran-
do en el espacio o se encuentra en reposo (o moviéndose con velocidad uniforme) en
presencia de un campo gravitatorio uniforme g = —a. Si dentro del compartimiento se
se sueltan algunos objetos, caeran hacia el suelo con una aceleracion g = —a. Si una
persona estuviera sobre una balanza de muelle, leeria que su “peso” tiene un valor ma

Planet

Figura 3.1: Los resultados de los experimentos en un sistema de referencia unifor-
memente acelerado no pueden distinguirse de los realizados en un campo gravitatorio
uniforme si la aceleraciéon a y el campo gravitacional g tienen el mismo médulo. Fuente

[35].

Einstein asumi6 que el principio de equivalencia se aplica a todas las ramas de la
fisica y no sélo en la mecanica. Asumié que no podia existir ningiin experimento que
distinguiese entre un movimiento uniformemente acelerado y la presencia de un campo
gravitatorio.

Una consecuencia del principio de equivalencia —la desviacién de un haz de luz en un
campo gravitatorio— fue una de las primeras en comprobarse experimentalmente. En
una region en la que no exista campo gravitacional, un haz de luz se propagaré siguiendo
una linea recta a velocidad c. El principio de equivalencia nos dice que una regiéon sin
campo gravitatorio sélo se da en un compartimiento que se encuentre en caida libre.
En la figura se muestra un haz de luz que entra en un compartimiento que se esta
acelerando en respecto a un sistema de referencia que esta en caida libre. Se muestran
las diferentes posiciones del compartimiento para intervalos de tiempo iguales. Como
el compartimiento se estd acelerando, la distancia que recorre en cada intervalo de
tiempo aumenta con el tiempo. Por lo tanto la trayectoria del haz de luz observada
en el interior del compartimiento es una parabola. Pero de acuerdo con el principio
de quivalencia, no es posible distinguir un compartimiento en aceleraciéon de otro con
velocidad uniforme en un campo gravitatorio uniforme. Por lo tanto concluimos que
un haz de luz, del mismo modo que un objeto con masa, se acelerard en un campo
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gravitatorio.
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Figura 3.2: Haz de luz moviéndose en linea recta a través de un compartimiento que
experimenta una aceleracién uniforme. La posicion del haz se muestra a intervalos de
tiempo 11, to v t4. En el sistema de referencia del compartimiento la luz describe una
trayectoria parabodlica como lo harfa una pelota si fuera lanzada horizontalmente. Para
dar mayor énfasis los desplazamientos verticales estan muy exagerados. Fuente [35].

3.1.3. La gravedad como la curvatura del espacio-tiempo

Estas observaciones le permitieron a Einstein hacer una propuesta que y asu vez
tomar medida para una descripcion de la gravedad e incorporar de una forma natural
el principio de equivalencia (y consecuentemente la equivalencia de las masas inercial
y gravitacional). La propuesta de Einstein fue que la gravedad no deberia ser conside-
rada como una fuerza en el sentido convencional sino como una manifestacion de la
curvatura del espacio-tiempo, esta curvatura serd inducida por la presencia de materia.
Esta es la idea central de la teoria de la relatividad general.

Si la gravedad se considera como una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo
mismo, y no como la acciéon de una 4-fuerza f definida sobre la variedad, entonces la
ecuacion de movimiento de una particula bajo la influencia de la gravedad debe ser la
de una particula libre en el espacio tiempo curvado, es decir

dp
dr
donde p es el 4-momento de la particula y 7 es el tiempo propio medido alo largo
de la linea de mundo de la particula. Entonces, la linea de mundo de una particula en
caida libre bajo la gravedad es una geodésica en el espacio-tiempo curvado.
El principio de equivalencia restringe la geometria posible del espacio-tiempo curvado
a ser pseudo riemanniano. El significado geométrico del principio de equivalencia es
que se requiere que en cada evento P en el variedad espacio-tiempo debemos de poder
definir un sistema de coordenadas X* tal que, en la vecindad local de P, el elemento
de linea del espacio-tiempo toma la forma

0,

ds® ~ 1, X" X",
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donde la igualdad se vuelve exacta en el evento P. De la ecuacién geodésica, cuyo
sistema de coordenadas es de la trayectoria de una particula “libre”, es decir, una
moviéndose bajo la influencia de la gravedad, alrededor del evento P esta dada por

2 v

a° X ~0,

d1?
donde i = 1,2,3 y X° = T (y, una vez maés, esto se vuelve igualdad justo en P).
Entonces, alrededor de P las coordenadas X* definen un sistema cartesiano local e
inercial, en el cual las leyes de la relatividad especial se cumplen localmente. Para
construir tal sistema, el espacio-tiempo debe ser una variedad pseudo-riemanniana (la
cual es curvada y tetradimensional). Para dicha variedad en un sistema de coordenadas
x* el elemento de linea toma la forma general

ds® = g, datdz”.

3.1.4. Coordenadas locales inerciales

La curvatura del espacio-tiempo significa que no es posible encontrar coordena-

das en las cuales la métrica g,, = 7,, en todos los puntos de la variedad. Luego,
no es posible definir sistemas cartesianos inerciales globalmente como se podria en el
espacio-tiempo pseudo-euclidiano de Minkowski. Como alternativa, estamos forzados
a usar sistemas de coordenadas arbitrarios x* para etiquetar eventos en el espacio-
tiempo, y estas coordenadas usualmente no tienen significados fisicos. Frecuentemente
2% es la coordenada temporal y x%(i=1,2,3) son espaciales. Esta asignacion de coorde-
nadas no es necesaria, sin embargo, es 1til para definir coordenadas nulas. En cualquier
caso, las coordenadas arbitrarias x* no necesita tener una interpretacion fisica.
Sin embargo, segun lo exigido por el principio de equivalencia, los problemas de signi-
ficado fisico siempre se pueden resolver transformando, cualquier evento P del espacio-
tiempo curvado, a un sistema de coordenadas local e inercial X*, el cual, en una region
limitada del espacio-tiempo en P, corresponde a caida libre, sistema cartesiano sobre
un intervalo de tiempo pequeno. mateméaticamente esto corresponde a construir para
el evento P un sistema de coordenadas X* tal que

guzx(P) =Nw Y (809;“/)19 =0. (3.2)

Esto también significa que T'*,_(P) = 0 y que la base de vectores alrededor del
evento P forman un conjunto ortonormal, es decir

eu(P) - e,(P) = . (3.3)

De hecho, hay un nimero infinito de sistemas de coordenadas locales e inerciales
en P,y todas estan relacionadas entre si por transformaciones de Lorentz. En otras
palabras, si un sistema de coordenadas X* satisface las condiciones (3.2), y por tanto
la condicion (3.3), entonces también lo sera el sistema de coordenadas

X = A1, X",
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donde A¥, define una transformacion de Lorentz. Sistemas locales cartesianos de refe-
rencia en caida libre del evento P estan relacionados entre si por boosts, rotaciones es-
paciales o combinaciones de las dos. Para cualquiera de estos sistemas de coordenadas,
el vector base temporal eo(P) es simplemente el vector 4-velocidad @ (P) normalizado
donde el origen del sistema de referencia es el evento P, y los tres vectores espaciales
mutuamente ortogonales e;(P)(i =1, 2, 3) defines la orientacion de los ejes espaciales
del sistema de referencia.

Para puntos cerca de P, la métrica en un sistema de coordenadas local e inercial X*
(cuyo origen es P) esta dada por

1 o
Guv = N + 5 (008ng)PX XP 4.

Los tamafios de las segundas derivadas (9,0,9,,) determinan la regién en la que la
aproximacion g, ~ 1, es valida.

3.2. Observadores en un espacio-tiempo curvado

Un observador describird una linea de tiempo z*(7) a través del espacio-tiempo,
expresada en algiin sistema de coordenadas arbitrario, donde 7 es el tiempo propio
del observador. Una idealizacion de su laboratorio local es un sistema de referencia de
cuatro vectores ortogonales é,(7) que satisfacen

€a(T) - €5(T) = 1ag,
los cuales son llevados consigo a lo largo de su linea de mundo (estos vectores
pueden, en general, no estar totalmente relacionados a sus vectores base e, del sistema
de coordenadas que se esté usando para etiquetar los puntos del espacio-tiempo, apesar
de que siempre podemos expresar un conjunto de vectores en términos de otro). En
particular, en cualquier punto a lo largo de su linea de mundo, el vector &y(7) coincide
con el vector 4-velocidad @(7) = wu(7)/c del observador. Similarmende, la evolucion
de los vectores espaciales é;(7) a lo largo de la linea de mundo refleja las diferentes
formas en las cuales su laboratorio local puede estar girando o cayendo. Cantidades
medidas en este laboratorio corresponden a proyecciones de los 4-vectores y 4-tensores
sobre este sistema de referencia ortonormal.
Si el observador tiene una 4-aceleracion a(7) = du/dr sin rotacion, la tetra base de
vectores son Fermi-Walker-transportados a lo largo de la linea de mundo del observador:
%~ L lwéa—(a é)ul (3.4)
Esta expresion se satisface igualmente en un espacio-tiempo curvado. Un caso im-
portante es el de un observador en caida libre (sin rotacion), es decir, uno que se mueve
s6lo bajo la influencia de la gravedad. Los vectores €,(7) definen lo que es llamado
sistema de referencia de caida libre (visto en la seccion del principio de equivalencia).
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El vector temporal ey cambia con el tiempo propio a lo largo de la linea de mundo de
acuerdo a

dey
dr
En otras palabras, €, es transportado paralamente a lo largo de la linea de mundo
y por tanto, la 4-aceleracion a es cero. En este caso vemos de (3.4) que el transporte
de Fermi-Walker se reduce al transporte paralelo. Los vectores espaciales del sistema
€é; (i= 1, 2, 3) son también transportados paralelamente a lo largo de la geodésica, de
modo que

dé;
=0.
dr
Por tanto, en un sistema de coordenadas arbitrario z*, las componentes (€,)" (1) =
é,(7) - e de cualquier vector satisfacen

D (éaw o d(éa>u
Dt dr
Esta ecuacion es extremadamente ttil para determinar qué mediria un observador
en caida libre dado un evento del espacio-tiempo. Es claro que el sistema de vectores

€, en cualquier evento P a lo largo de la linea de mundo del observador son vectores
base de un sistema cartesiano local en P.

4+ T8, (€,)" u” = 0.

3.2.1. Electromagnetismo en un espacio-tiempo curvado

Uno puede llegar las expresiones del electromagnetismo sin necesidad de suponer
una geometria de Minkowski. En presencia de masa gravitacional o gravitatoria, el
espacio-tiempo se vuelve curvo pero las ecuaciones de campo electromagnético en un
sistema arbitrario de coordenadas seguiran siendo

V" = po f”
VoFuw+V,F, +V,F,, =0. (3.5)

Los efectos de la gravitacion estan automaticamente incluidos en estas ecuaciones de
campo a través de las derivadas covariantes, las cuales dependen de la métrica g, que
describe la geometria del espacio-tiempo. Si construimos un sistema de coordenadas
cartesianas locales alrededor de un punto P de la variedad, entonces estas coordenadas
corresponden a un sistema de referencia inercial en la vecindad de P.

Un campo tensorial electromagnetico F' definido en un espacio-tiempo curvado da
como resultado (como en el espacio de Minkowski) unad-fuerza f = ¢F - u, la cual
actua sobre una particula de carga ¢ con una velocidad w. Esta ecuaciéon de movimiento
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para una carga que se mueve bajo la influencia de un campo electromagnético en un
espacio curvado tiene la misma forma que en el espacio de Minkowski, es decir
du

mOE = qF - u,

donde mg es la masa de reposo de la particula. Solo que, en éste caso, es debido a la
curvatura del espacio-tiempo de la particula que se esta moviendo bajo la influencia de
las fuerzas electromagnética y de gravedad. En algin sistema arbitrario de coordenads,
la linea de mundo esta dada por

2 v o v
de udxdi_ipudz

dr? Ydr dr mg Vdr
La ausencia de un campo electromagnético (para una particula no cargada), el
miembro dereho e nulo y recuperamos la ecuacion de la geodésica.
Debemos recordar que la energia y momento del capo electromagnético induciran por si
mismos una curvatura del espacio-tiempo, asi, la métrica en este caso esta determinada
no so6lo por la distribucion de la materia, sino también por la radiacion.

3.2.2. El tensor de curvatura

Lanocién de curvatura es central para la relatividad general, es por eso que debemos
investigar como cuantificar la curvatura intrinseca de una variedad en un punto dado
P. Se dice que una variedad es plana si existen coordenadas X* tal que el elemento de
linea se pueda escribir

ds® = e1(dX M) + ea(dX?)? + - - - + en(dXN)?, (3.6)

donde € = £1 (con“plano” nos referimos a a que sea pseudo-Euclidiano). Si puntos en
la variedad estan dados en algtn sistema de coordenadas arbitrario, el elemento de
linea ds® no sera de la forma anterior. Entonces, si para alguna variedad el elemento
de linea esta dado por

ds® = g, datdx”

., Como podriamos saber si la geometria intrinseca de la variedad e alguna region es
plana o curvada? Por ejemplo, el siguiente elemento de linea para un espacio tridimen-
sional:

ds? = dr?® + r2d6? + r*sin® §d¢>
podemos reconocerlo como el elemento de linea del espacio euclidiano tridimensio-
nal escrito en coordenadas polares esféricas. La transformacion x = rsinfcos¢, y =
rsinfsing y z = rcosf nos regresara el elemnto de fnea en la forma ds?> = da? +
2
a

dy? + dz?. ;Pero qué hay de otros elementos de linea? por ejemplo ds? = - dr? +

r? sin® 0d¢?. ;Como podemos saber si esta métrica o una mas complicada correspon-
de a una plana que se ve complicada debido a la eleccion de coordenadas?. Inten-
tar ver si existe un cambio de coordenadas que se redusca a la métrica de la forma
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ds* = da® + dy* + dz* puede volverse complicado y no recomendable. Por tanto, ne-
cesitamos algo que nos diga si una variedad es plana directamente de la métrica g,
independientemente del sistema de coordenadas que se use.

Podemos encontrar una soluciéon al problema de medir la curvatura de una variedad
en un punto considerando el cambio de orden de la diferenciaciéon covariante. La di-
ferenciacipon covariante es una generalizaciéon de la diferenciacién parcial. Hay una
diferencia muy importante en la que difieren: es importante el orden en que la diferen-
ciacion covariante se realiza, y cambiar el orden (en general) cambia el resultado.
Como para un campo escalar la derivada covariante es simplemente la derivada parcial,
el orden de la diferenciaciéon no importa. Sin embargo, consideremos un campo vecto-
rial definido en la variedad, con componentes covariantes v,. La derivada covariante de
v, esta dada por

d
vaa = 8{,1][1 -T abUd-

Una segunda derivacion covariante nos da

V. Vv, = 0.(Vyva) — I, Vyve — %04
808{,1][1 - (acrdab)vd - Fdabacvd
- Feac(ab,u@ - Fdeb,Ud) - Febc(aeva - Fd 'Ud)>

ae

Intercambiando los indices b y ¢ para obtener una expresiéon correspondiente para
ViV v, v restando nos da

V.Vt — VsVev, = RY, 04, (3.7)

abc

donde

Rdabc = acrdac - aCl—‘dab + Feacrdeb - Feabrdec . (38)

Determinar directamente si las N* cantidades R?,, se transforman como las com-
ponentes de un tensor bajo un cambio de coordenadas seria una tarea dificil. Afortu-
nadamente el teorema del cociente nos ahorra trabajo. El miembro ozquierdo de (3.7)
es un tensor, para vectores arbitrarios v,, asf la contraccion de R¢,, con v, es también
un tensor. Dado que R?¢,_ no depende de v,, concluimos por la regla del cociente que
las R?,,. son las componentes de un tensor de cuarto rango R. Este tensor se conoce
como el tensor de curvatura (o tensor de Riemann), y la ecuacion (3.8) nos dice que
esté definida en términos de el tensor métrico g, y su primer y segunda derivadas.
Ahora, debemos establecer como el tensor (3.8) esté relacionado con la curvatura de
una variedad. En una regiéon plana de una variedad, podemos elegir coordenadas de
modo que el elemento de linea tome la forma (3.6) en tal region. En estas coordenadas
I'*,. y sus derivadas son cero, y por tanto

en cada punto de la region. Esta es la relacion tensorial, entonces, se debe de cumplir
para todo sistema de coordenadas. Conversamente, si B¢, en cada punto de alguna
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region de la variedad, entonces se puede demostrar que es posible introducir un siste-
ma de coordenadas en el cual el elemento de linea tome la forma (3.6) y, por tanto,
esta region sea plana. Entones, la anulacion del tensor de curvatura es una condicion
nesesaria y suficiente para que una region de una variedad sea plana.

3.2.3. Propiedades del tensor de curvatura

El tensor de curvatura (3.8) posee simetrias y satisface ciertas identidades. Las
simetrias del tensor de curvatura se encuentran maés facil con sus conponentes cova-
riantes.

e
Rabcd = gaeR bed®

Después de hacer toda el algebra, vemos que en un sistema de coordenadas arbitrario,
una forma explicita de sis componentes es

1
Rabcd - 5 (adaagbc - aclabgac + acab.gad - acaa.gbd) - QEf (Feacrfbd - Feadrfbc) .

Podriamos usar esta expresion para derivar directamente las propiedades de simetria
del tensor de curvatura, pero veamos un procedimento matematico tutil para reducir el
algebra de la manipulacion en los tensores.

Elijamos un punto arbitrario P en la variedad y construyamos un sistema de coorde-
nadas geodésico en este punto, en el cual la conexién se anula I',. = 0, pero en general
sus derivadas no. En este sistema de coordenadas, uno puede demostrar de (3.8) que
las componentes covariantes del tensor de curvatura en P estan dadas por

1
(Rabcd)P - 5 (adaagbc - aclabgac + acab.gad - acaa.gbd) .

con ver esta expresion, se pueden etablecer las siguientes simetrias en P

Rabcd = _Rbacda (39)
Rapea = — Rabde, (3.10)
Rabcd = Rcdab- (311)

Las primeras dos propiedades nos dicen que el tensor de curvatura es antisimétrico con
respecto los primeros dos indices y también con respecto los ultimos dos indices. La
tercera propiedad nos dice que es simétrico con respecto el primer y segundo par de
indices abcd — cdab. Ademas, podemos deducir la siguiente identidad ciclica

Rabcd + Racdb + Radbc - 07 (312)

y, usando (3.10) podemos escribir de una forma mas compacta R,peq = 0. A pesar de
que los resultados (3.9)-(3.12) se han derivado en un sistema de coordenadas especifico,
cada condicion es una relacion tensorial y si son validas en un sistema de coordenadas,
lo seguiran siendo en cualquier otro.
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El tensor de curvatura también satisface una identidad diferencial que puede derivarse
como sigue. Adoptemos, una vez més, un sistema de coordenadas geodésicas en un
punto P. En este sistema de coordenadas, la diferenciacion y evaluacion en el punto P
nos da

(VeRabcd)P - (aeRabcd) - (aeacrabd - aeadl—‘abc)p .

Permutando ¢, d y e para obtener dos relaciones analogas y suméandolas, encontra-
mos que en P
veRabcd + VcRabde + vclRabec = 0. (313)

Pero, esta es una relacion tensorial y por tanto se cumplird en todos los sistemas
de coordenadas; ademas, dado que P es arbitrario, se satisface en todas partes. Este
resultado se conoce como la identidad de Bianchi y, usando la relacion de antisimetria
(3.9), podemos escribirla de una forma mas compacta

\Y% [eRab]cd =0

3.2.4. El tensor de Ricci y el escalar de curvatura

De las propiedades de simetria del tensor de curvatura (3.9)-(3.11) se sigue que posee
s6lo dos contracciones independientes. Se pueden encontrar contrayendo los primeros
dos indices o el primer y ultimo respectivamente. De (3.9), subiendo el indice a y
contrayendo los primeros dos indices

Raacd - 0
Contrayendo el primer y altimo indices, nos de en general un resultado no nulo, gene-
randonos un nuevo tensor, el tensor de Ricci. Se suele denotar el tensor de curvatura
con la primera letra de Ricci, sus componentes son

— pc
Rab =R abe*

Subiendo el indice a la identidad ciclica (3.12) y contrayendo con d, vemos que el
tensor de Ricci es antisimétrico. Entonces R = R,* y podemos denotarlo por R..
Otra contracion nos da un resultado muy importante, el escalar de curvatura (o escalar

de Ricci)

R=g¢"Ry = R

Esta es una cantidad escalar definida en cada punto de la variedad.

Las derivadas covariantes del tensor de Ricci y el escalar de curvatura satisfacen
una relacion importante, que sera central para el desarrollo de las ecuaciones de campo
de la relatividad genera. Subiendo a en la identidad de Bianchi (3.13) y contrayendo
con d tenemos
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V. Ry + VR 4+ V,R% =0,

si usamos la porpiedad antisimétrica (3.11) en el segundo término, nos da

bae bec

VeRye + Ve Ry + VR, = 0.

bec

Si ahora subimos el indice b y contraemos con e, encontramos

VyR. — V.R+ V,R", =0 (3.14)

Usando las propiedades antisimétricas (3.9) y (3.10) el tercer término se puede escribir
como

vaRabbc — VaRbacd — VGRZ = vaIC), (315)

asi, el primer y ultimo términos en (3.14) son identicos y entonces obtenemos
2V,R? — V.R = V,(2R" — 6°R) =0

Finalmente, subeindo el indice ¢, obtenemos uno de los resultados més importantes
be 1 be
Vb R — 5 g R|=0
el término en paréntesis se conoce como el tensor de Einstein

1
Gab — Rbc o §gbcR‘

3.3. Las ecuaciones de campo gravitacional

La concepcion de Einstein fue ver la gravedad como una manifestacion de la cur-
vatura del espacio-tiempo inducida por la precencia de materia. Por tanto, debemos
obtener un conjunto de ecuaciones que describan cuantitativamente como la curvatu-
ra del espacio-tiempo en cualquier evento estd relacionada con la distribucion de la
materia en ese evento. Este conjunto de ecuaciones consituiran las ecuaciones gravita-
cionales de campo, o ecuaciones de Finstein, del mismo modo que las ecuaciones de
Maxwell son ecuaciones de campo de electromagnetismo.

Las ecuaciones de Maxwell relacionan el campo electromagnético F' en cualquier
evento con su fuente, la 4-densidad de corriente j en ese evento. Similarmente, las
ecuaciones de Einstein relacionan la curvatura del espacio-tiempo con su fuente, la
energia-momento de materia. En cualquier sistema de coordenadas dado, las ecua-
ciones de Maxwell son ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden para las
componentes F),, del tensor electromagnético de campo (o equivalentemente para la
componente A, del potencial electromagnético). Deseamos encontrar que las ecuacio-
nes de Einstein también son un conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden,
solo que en este caso para los coeficientes g, del espacio-tiempo.
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3.3.1. El tensor momento-energia

Para construir las ecuaciones de campo gravitacional, debemos primero encontrar

un modo apropiado de expresar el término fuente. En otras palabras, debemos iden-
tificar el un tensor que describa la distribucion de la materia en cada evento en el
espacio-tiempo.
Consideremos un caso general de distribuciones de materia dependientes del tiem-
po (eléctricamente neutra) donde no interactiian particulas, con masa en reposo my.
Esto es frecuentemente llamado polvo en la literatura. En cada evento P del espacio-
tiempopodemos caracterizar la districbucion completamente dando una densidad de
materia p y una 3-velocidad @ medidas en algtn sistema de referencia. Por simplici-
dad, consideremos en su sistema de referencia donde estd instantdneamente en reposo
S en P, en el cual @ = 0. En este sistema de referencia, la densidad (propia) esta dada
por pg = mgong, donde my es la masa en reposo de cada particula y ng es el nimero
de particulaspor unidad de volumen. En algtn otro sistema de referencia S’, que se
mueve con velocidad v relativa a S el volumen que contiene un determinado ntimero de
particulas sufre una contraccion de Lorentz en la direccion del movimiento (ver figura).
Por tanto, la densidad de materia en S’ queda expresada como

p = Yapo- (3.16)

Podemos concluir que la densidad de materia no es un escalar, sin embargo, se
transforma como la 00-componente de un tensor de segundo rango. Esto sugiere que
el término fuente en el campo gravitacional debe ser un tensor de segundo rango. En
cada punto del espacio-tiempo, es razonable la siguiente eleccion

T(z) = po(r)u(z) @ u(z). (3.17)

donde pg(x) es la densidad propia del fluido, es decir, es la densidad medida por
un observador que se mueve con el flujo local, y u(z) es su 4-velocidad. El tensor
T(x) se conoce como el tensor momento-energia (stress-energy) de la distribucion de la
materia. Veremos la razon de estos nombres brevemente. A partir de ahora denotaremos
la densidad propia simplemente por p, sin subindice.
En algin sistema de coordenadas arbitrario x* en el cual la 4-velovidad del fluido es
u*, las componentes contravariantes de (1) estan dadas por

T" = putu” (3.18)

Para dar una interpretacion fisica de las componentes del tensor momento-energia,
es conveniente considerar el sistema de referencia inercial Cartesiano en P en el cual el
conjunto de componentes de la 4-velocidad del fluido es [u*] = v,(c, @). Si escribimos
las componentes, tenemos
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TO = pu®u® = 42pc?,
TO =T = o = +2peus

TV = pu'v! = ~v2pu'v?

El significado fisico de estas componentes en este sistema de referencia son las
siguientes:

s 7T9%: es la dendidad de energia de las particulas;

1

s T%es la dendidad flujo por ¢! en la direccién i;

» 7% es la dendidad momento por ¢ en la direccion™*i;
» 7% es la razén de flujo de momento de la i-ésima componente en la direccion-j

Y es por estas identificaciones que T' es conocido como el tensor momento-energia
0 stress-energy.

3.3.2. El tensor momento energia de un fluido perfecto

Para generalizar nuestra discusion de fluidos reales, debemos tomar en cuenta el

hecho de que a) aparte del elemento o bultp de fluido en movimiento, cada particula
tiene alguna velocidad aleatoria (térmica), b) puede haber varias fuerzas entre las
particulas que contribuyen energias potenciales a la total. El significado fisico de las
componentes del tensor momento-energia T nos da una idea de como generalizar su
forma para incluir estas propiedades de fluidos reales.
Consideremos T en algtn evento P y supongamos que estamos en un sistema de
coordenadas inercial Cartesiano S, el cual es el sistema de referencia inercial SRI del
fluidoen P. Para polvo, la inica componente no nula es 7%. Sin embargo, consideremos
las componentes de T en el SRI del fluido real.

» 7% Es la densidad de energia total, incluyendo cualquier contribucion de energia
potencial debida a las fuerzas de interaccion entre las particulas y la energia
cinética debida al movimiento aleatorio (thermal motion)

» T%A pesar de que no hay movimiento del elemento bulto de fluido, la energia
debe transmitirse por conduccion de calor, asi, éste es basicamente el término del
calor de conduccion en el SRI

» 7% una vez mas, a pesar de que las particulas de bulto no se mueven, su calor
se conduce, y por tanto esa energia transmitirda momento.

» T el movimiento aleatorio debito a la temperatura de las particulas generara un
aumento en el flujo de momento, asi, T es la presion isotropica en la direccion-i
y T% (con i # j) son los esfuerzos viscosos en el fluido.
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Estas identificaciones son validas para un fluido en general. Un fluido perfecto se
define como aquel para el cual no hay fuerzas entre particulas, y no hay calor por
conduccion o viscosidad en el SRI. Es decir, en el SRI las componentes de T para un
fluido perfecto estan dados por

pc2 0 0 0
0 p 00
wy
[ = 0 0 p O
0 00 p
No es dificil demostrar que
T = (p+p/c)utu” — pn'” (3.19)

Sin embargo, por la forma en que esta escrita esta ecuacion, debe ser valida en cualquier
sistema inercial cartesiano local en P. También, podemos obtener una expresion que sea
véalida en un sistema de coordenadas arbitrario reemplazando n* con las funciones de
métricas g"” en un sistema arbitrario. Entonces, se tiene una expresion completamente
covariante para las componentes del tensor momento-energia de un fluido perfecto

T = (p+p/c®)utu” — pg"” (3.20)

Vemos que T" es simétrica y estd compuesta de dos campos escalares py p y el
campo de velocidades 4 que caracteriza al fluido perfecto. también vemos que si p — 0
un fluido perfecto representa polvo.

Finalmente, notamos que es posible dar expresiones mas complicadas que representen
tensores momento-energia para fluidos que no son perfectos, para fluidos cargados e
incluso para el campo electromagnético. Y todos estos tensores son simétricos.

3.3.3. Conservacion del momento y la energia para un fluido perfecto

Investiguemos como expresar la conservacion del momento y la energia en un sis-
tema de referencia local e inercial Cartesiano en algin evento P representado por el
sistema de coordenadas local x*. En estas coordenadas, el tensor momento-energia to-
ma la forma T" = (p + p/c®)n™u™ — pnH”.

Por analogia con la ecuacion d,j* = 0 para la conservacion de la carga, la conservacion
de la energia y el momento queda representado por la siguiente ecuacion

9,T" = 0. (3.21)

Sustituyendo (3.19) en (3.21) tenemos:

O (p+p/) " + (p+p/?) [(Buu") u” + u* (O,u”)] — (Oup) ™ =0 (3.22)

Ahora, la 4-velocidad satisface la condicién de normalizacion u*u, = ¢* y si la
derivamos nos da
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(Opu”) uy +u” (Opuy) =2 (0u”)u, =0 (3.23)

Contrayendo (3.22) con u, dividiendo por ¢? y reacomodando términos

A (pu) + (p/c*) 0, = 0. (3.24)

entonces, la ecuacion (3.22) se simplifica a

(0 +p/)(Ouu”)ut = (0 — uhu” [*) D,p. (3.25)

Las ecuaciones (3.24) y (3.25) son las ecuaciones relativistas de continuidad yde

movimiento para un fluido perfecto en un sistema de referencia inercial en algin evento
P.
Hemos tratado con sistemas de referencia inerciales para hacer contacto con la teoria
newtoniana. Sin embargo, podemos obtener una condiciéon para la conservacion del
momento y energia en coordenadas arbitrarias reemplazando d, por V, en (3.21), es
decir

v, " = 0. (3.26)

Esta ecuacion es de gran importancia, en nuestra discusion no hemos sido explicitos
acerca de si nuestro espacio-tiempo es de Minkowski o curvado. A pesar de la forma
de (3.26) sea valida(en coordenadas arbitrarias) su interpretacion difiere en dos casos.
Si ignoramos la gravedad y asumimos que se tiene un espacio-tiempo de Minkowski,
la relacion (3.26) no representa la conservacion de la energia y momento. En la pre-
sencia de un campo gravitatorio (y por tanto un espacio-tiempo curvado), la energia
y momento de la materia por si solas no se conservan. En este caso, (3.26) representa
la ecuacién de movimiento de la materia bajo la influencia del campo gravitatorio. En
la siguiente seccion, la condicion (3.26) reemplaza la restriccion de las posibles formas
que las ecuaciones de campo gravitatorio puedan tomar.

3.3.4. Las ecuaciones de Einstein

Ahora, tenemos las herramientas para deducir la forma de las ecuaciones de cam-
po gravitacional propuestas por Einstein. Empecemos retomando algunos resultados
previos.

» La ecuacion de campo de gravedad newtoniana es

V2 = ArGp.

= Si la gravedad es una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo, se puede
demostrar que la ecuaciéon para un campo gravitacional débil en coordenadas tal
que g, = Ny + hyw (con |hy,| < 1) y en el cual la métrica es estatica

29
Joo = <1 + ?) : (3.27)
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» La descripcion correcta relativista de materia es proporcionada por el tensor
momento energia y, para un fluido perfecto o polvo, en el sistema de referencia
inercial

Too = PC2

La combinacién de estas observaciones sugiere que, para un campo gravitatorio débil
en la velocidad limite

V2900 = 7T00-

La intuicion fundamental de Einstein fue que la curvatura del espacio-tiempo en
cualquier evento esta relacionado con el contenido de materia en tal evento. Las con-
sideraciones anteriores sugieren que las ecuaciones de campo gravitacional deberian
tomar la forma

Ky = 6T, (3.28)

donde K es un tensor de rango dos asociado a la curvatura del espacio-tiempo y
hemos hecho k = 87G/ct. Dado que la curvatura del espacio-tiempo esta determinada
por el tensor de curvatura Rg,,,,, el tensor K, debe construirse desde Rg,,,, y el
tensor métrico g,,. Sin embargo, K, deberfa tener las siguientes propiedades: (i) En
el limite (caso newtoniano) K, debe contener términos no mas altos que lineales en
las derivadas de segundo orden del tensor métrico; y (ii) debidoa que T}, es simétrico,
K, también deberia ser simétrico, y asi, la forma mas general de K, que satisface (i)
y (ii) es

K., =aR,, +bRgu + A\gu, (3.29)
donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de curvatura y a, b y A. Primero, si
requerimos que cada término en K, sea linealen las segunda derivadas de g, entonces
vemos que A = 0, asi

K,, =aR,, +bRg,,.

Para hallar las constantes a y b retomemos el tensor de momento-energia, el cual
satisface V,T" = 0; entonces, de (3.26), también requerimos que

VK" =V ,(aR" +bRg") =0
Sin embargo, anteriormente habiamos demostrado que
v 1 174
VL (R™ = Sg"R) =0,
y asi, recordando que V,g" = 0, obtenemos

1
VKM = (§a + b) ¢"V,R =0.

La cantidad V, R serd, en general, distinta de cero a través del espacio-tiempo
almenos de que este tltimo sea plano y por tanto no haya un campo gravitatorio.
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Entonces, b = —a/2, y asi, las ecuaciones de campo gravitacional deben tomar la
forma

1
a <Rw — 59““]%) = KT,

Para fijar la constante a, debemos comparar el campo débil de estas ecuaciones
con la ecuaciéon de Poisson en el caso newtoniano. La comparacion se presentard en
la siguiente seccion, donde demostraremos que, para que sea consistente con la teoria
newtoniana, se requiere que a = —1, luego

1
R, — §gWR = —rT),,, (3.30)

donde k = 87G/c*. La ecuacion (3.30) constituye las ecuaciones de campo gravitacio-
nal de Finstein, las cuales forman la base matematica de la teoria de la relatividad
general. Notemos que el miembro izquierdo de la ecuacion (3.30) es simplemente el
tensor de Einstein G, .

También podemos obtener una forma alternativa de las ecuaciones de Einstein escri-
biendo (3.30) en términos de sus componentes mixtas,

1
R — S0UR = —rT} (3.31)

y contrayendo al hacer p = v. Encontramos que R = T', donde T' = T/ Por tanto,
las ecuaciones de Einstein (3.30) se pueden escribir como

1
Ry, = —k <TW - 5TgW> . (3.32)

En el espacio-tiempo tetradimensional g, se tienen 10 componentes independientes
y portanto, 10 ecuaciones independientes de campo en la relatividad general.

3.3.5. Las ecuaciones de Einstein en el vacio

En general, T}, contiene todas las formas de la energfa y momento. Este incluye
cualquier materia presente pero si hay radiacion electromagnética, por ejemplo, enton-
ces también debe estar incluida en 7,

Una region del espacio-tiempo en el cual 7, = 0 so conoce como wvacio, y dicha
region es por tanto no solo carente de materia, sino también de momento y energia
radioactiva. Se puede demostrar de (3.32) que las ecuaciones de campo para el vacio
son

R,, =0 (3.33)

De esta simple ecuacion, podemos establecer inmediatamente un resultado a fondo.
Consideremos el numero de ecuaciones de campo como una funciéon del namero de di-
mensiones del espacio-tiempo; entonces, para dos, tres o cuatro dimensiones, el nimero

29



CAPITULO 3. RELATIVIDAD GENERAL: SOLUCION A LAS
ECUACIONES DE EINSTEIN

de ecuaciones de campo y componentes independientes deR,,,,, son como se muestran

en la tabla

Nuamero de dimensiones

Nuamero de ecuaciones de

Ntmero de componentes

del espacio-tiempo campo independientes de ..,
2 3 1

3 6 6

4 10 20

Vemos que en dos o tres dimensiones, las ecuaciones de campo en el vacio garantizan
que el tensor de curvatura completo debe anularse. En cuatro dimensiones, tenemos 10
ecuaciones de campo pero 20 componentes independientes del tensor de curvatura. Por
tanto, es posible satisfacer las ecuaciones de campo en el vaciocon un tensor de curva-
tura que no sea nulo. Recordando que un tensor de curvatura no nulo representa un
campo gravitatorio tampoco nulo, concluimos que solamente en cuatro dimensiones
0 mds pueden existir campo gravitacionales en el vacio.

3.4. La geometria de Schwarzschild

Ahora veremos como resolver las ecuaciones de campo de Einstein y asi encontrar
las funciones métricas g,, en una situacion fisica dada. Las ecuaciones de Einstein
son altamente no lineales, esto significa que en las ecuaciones de campo una solucion
general para una distribucion de materia abitraria es dificil de tratar analiticamente.
El problema se vuelve mas sencillo si vemos soluciones especiales, por ejemplo aquellas
que representan espacio-tiempos con simetrias. La primer solucién exacta para las
ecuaciones de Einstein fue encontrada por Karl Schwarzschild en 1916 [15]. Como
veremos, la solucion de Schwarzschild representa la geometria del espacio-tiempo afuera
de una distribucién de materia esféricamente simétrica.

3.4.1. La métrica general estatica e isotropica

Schwarzschild buscé una métrica g,, que representara un campo gravitacional es-
tatico y esféricamente simétrico en el vacio cerca de un objeto masivo esférico como
una estrella. Un buen comienzo seria construir la forma de la métrica més general para
un espacio-tiempo estético. |?|

Un espacio estdtico es aquel que con la coordenada temporal 2 tiene las siguientes
propiedades: (i) todas las componentes métricas g, son independientes de z°; y (ii) el
elemento de linea ds? es invariante bajo la transformacion 2° — —2°. Es importante
tomar en cuenta que (i) no implica (ii), por ejemplo: en una estrella en rotacion, hacer
2% — —12% cambia el sentido de la rotacién, pero las componentes de la métrica son
constantes en el tiempo. Un espacio-tiempo que satisface (i) pero no (ii) se conoce
como estacionario.
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Empecemos con la expresion general para el elemento de linea

ds® = g, datda”,

deseamos encontrar un conjunto de coordenadas x* en las que g,, no depende de la
coordenada temporal 2° y el elemento de linea es invariante bajo 2 — —2°, es decir,
la métrica es estatica; en la cual ds? depende solamente de invariantes rotacionales de
las coordenadas espacialesz’ y de sus diferenciales dx’, es decir, la métrica es isotrépica.
Es un poco més complicado derivar la forma general de la métrica espacialmente iso-
tropica sin insistir en que sea estatico.

Los invariantes rotacionales de las coordenadas espaciales ' y sus diferenciales son:

T-i=r? dzr - dz, Z-dr

donde 7 = (2!, 2%, #*) y hemos definido la coordenada r. Denotando la coordenada
temporal z° por ¢, vemos que la forma mas general para la métrica espacialmente
isotropica debe ser [36]

ds®> = A(t,r)dt* — B(t,r)dtz - di — C(t,r)(Z - d¥)* — D(t,r)d7* (3.34)

donde A, B, C'y D son funciones arbitrarias de las cordenadas t y 7.
Ahora, cambiémonos a coordenadas polares esféricas (t,7, 0, ¢), definidas por

z' = rsin 6 cos ¢, z? = rsinfsin ¢, 3 = rcosé.

en este caso tenemos
Z-7=r? Z-d7 = rdr, dz - dZ = dr? 4+ r*df* + r? sin 6*d¢?,
y por tanto, la métrica general (3.34) toma la forma

ds* = A(t,r)dt* — B(t,r)rdtdr — C(t,r)r*dr?

3.35
— D(t, r)(dr2 +12d6? + r? sin 92d¢2). ( )

Factorizando términos y absorbiendo los factores de r dentro de las funciones redefi-
niendo A, B ,C, D, la métrica puede escribirse como

ds* = A(t,r)dt* — B(t,r)dtdr — C(t,r)dr® — D(t,r)(df* + sin 92q52).

Si definimos una nueva coordenada radial 7* = D(t,r) y reacomodando términos
dentro de nuevas funciones arbitrarias de t y 7, redefiniendo una vez mas las constantes
A, By C, podemos escribir la métrica como

ds* = A(t,7)dt* — B(t,7)dtdr — C(t,7)dr* — 7*(d6* + sin? Od¢?). (3.36)
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Introduzcamos una nueva coordenada ¢ definida por la relacion

dF = B(t.7) [A(t,?)dt _ %B(t,r)dﬂ ,

donde ®(¢,7) es un factor integrante que hace que el miembro derecho de la ecuacion
sea una diferencial exacta. Elevando al cuadrado. tenemos

_ 1
di* = 3* [A2dt — ABdtdr + ZB%?} ,
de donde encontramos que

1 » B
2 —_ L 2 Do
Adt® — Bdtdr e dt 4Ad7’ .
Definiendo las nuevas funciones A = 1/(A®)* y B = C + B/((A®), nuestra métrica
(3.36) se volveréa diagonal, de modo que

ds®> = AL, F)dE° — B(t,F)dtdF — B(I,7)dr* — 72(d6® + sin® 0d?).

No hay necesidad de mantener las barras sobre las variables, podemos omitirlas y
escribir la métrica como

ds* = A(t,r)dt* — B(t,r)dr* — r*(d? + sin? 0dp?). (3.37)

En general, la métrica isotropica estaré especificada por dos funciones de t y r, es
decir, A(t,r) y B(t,r). Después veremos que, para superficies dadas por ¢, r constantes,
el elemento de linea (3.37) describe la geometria de 2-esferas, la cuales expresan la
isotropia de la métrica. Este elemento de linea muestra que dicha superficie tiene un
drea de 47r?. Sin embargo, debido a que B(t,r) no es igual a la unidad, no podemos
asumir que r sea la distancia radial.

El paso final en la obtenciéon de la métrica isotropica estacionaria mas general es
més sencillo. Necesitamos que las funciones métricas g, sean independientes de las
coordenadas temporales, lo cual significa que A y B deben ser funciones s6lo de r. Asi

ds* = A(r)dt* — B(r)dr* — r*(d6? + sin® 0d¢?). (3.38)

demads, vemos que inmediatamente que ds? es invariante bajo el cambio t — —t,
y esta es la forma requerida de la métrica para un espacio-tiempo general estético y
espacialmente isotrépico.

3.4.2. Solucion de las ecuaciones de campo para el vacio

Ls funciones A(r) y B(r) en la métrica general estatica e isotropica quedan deter-
minadas al resolver las ecuaciones de campo de Einstein. Estamos interesados en la
geometria del espacio-tiempo por fuera de una distribucién esférica de masa, asi que
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debemos resolver las ecuaciones de campo para el vacio, es decir, queremos que se anule
el tensor de Ricci:

R, =0 (3.39)
De la ecuacion (3.8) podemos escribir el tensor de Ricci como
Ry =017, — 0,17, +1* 17, —17 1Y, (3.40)
Yy, a su vez, la conexion estd definida en términos de la métrica g, por
loa 1 g
I, = 29 ?(OuGpn + OuGpv — Gy )- (3.41)

Vemos que la expresion (3.39) aparentemente simple equivale a un conjunto com-
plicado de ecuaciones diferenciales para las componentes de la métrica g, .
Para poder avanzar, debemos calcular las componentes de la conexionl™ ,, correspon-
dientes a nuestra métrica estatica e isotropica. Esto se puede hacer de dos maneras. la
més rapida (con cualquier métrica) es usar las técnicas lagrangianas para geodésicas.
Al escribir el lagrangiano vemos que:

L =g,a'a",

en el cual # denota dx*/do, donde o es un parametro afin a lo largo de la geodésica.
Sustituyendo L en las ecuaciones de Euler-Lagrange nos dara las ecuaciones de una
geodésica parametrizada, de donde los coeficientes de la conexiéon se pueden identificar.

Sin embargo, obtaremos por el método mas largo, en el cual las I'?,, se calculan
directamente de la métrica g, usando (3.41). Primero necesitamos identificar las com-
ponentes de la métrica del elemento de linea (3.38). Los elementos no nulos de g, y
gt son

goo = A(r), 900 =1/A(r)

g = —B(r), g'' = —1/B(r)

g22 = —7“2, 911 = —1/7’2

g33 = —r’sin? 0, g"t = —1/(r*sin®0)

donde notamos que las componentes contravariantes de la métrica son simplemente los
reciprocos de las componentes covariantes debido a que la métrica es diagonal.

Sustituyendo las componentes de la métrica en la expresion (3.41) para la conexion,
encontramos las expresiones en la tabla 3.4.2 con todas las deméas componentes nulas.
Con estos resultados, encontramos que solo 9 de las 40 coeficientes independientes de
la conexién son distintos de cero:

%, = A'/(24), 'y = A'/(2B), 'y, = B'/(2B)
F122 = —T/(B>, F133 = —(T SiIl2 9)/3, F212 = 1/7"
%5, = —sinf cos b, 35 =1/r, 93 = cot 6.
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Los coeficientes de la conexion de la métrica isotrdpica y estdtica general

FOOO — 0

7 ) A(r
Tl = —59"0,90 = oo = 350 aat)
dA(r
M = %QOP(@'gpo + Oogpi — OpGoi) = %gooaigoo = Ia= 2A1(,,) dfn)
FOij — O
i i ii dB(r
'y = %g P(0igpi + 0iGpi — 0pigii) = %9 0iGii — I'y= 231(7) di )
ri, = 140 0 -0 My = —=~
22 59" (02912 + O2g12 1922) = 22 B
r sin®
Ty = —39"0193 — Iy = _Tr)e
%y = %92251922 — I = %
I35 = —592282933 — [?33 = —sinfcosb
[ = 593381933 = F331%
[ = 59%02gs3 = [y

Ahora sustituyamos estos coeficientes de la conexion en la expresion (3.40) para
obtener las componentes R, del tensor de Ricci. Esto requiere mucha algebra, afortu-
nadamente las componentes distintas a la diagonal de R, son nulas, de modo que

Al/ Al Al B/ A/
ROO__E—i_E (Z_'_E) —@, (342)
Al/ A/ Al B/ Bl
1 r (A B
RQQ—E—l—Fﬁ(Z—E), (344)
Rsz = Rygsin 6. (3.45)

Las ecuaciones de campo para el vacio (3.39) se obtienen haciendo cada una de las
expresiones (3.42)-(3.45) igual a cero. De estas cuatro expresiones, solo las primeras
tres son ttiles, pues la cuarta repite la informacion de la tercera.. Multiplicando (3.42)
por B/A y sumando a (3.43) tenemos

A'B+ AB =0.

lo cual implica que AB = constante. Sea « dicha constante. Sustituyendo B = «/A en
(3.44) obtenemos A 4+ rA’ = «a, o bien

d(rA)
dr

= Q.
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Integrando esta ecuacion nos darA = «(r+k), donde k es otra constante de integracion.
Estas funciones A(r) y B(r) estan dadas por

A(r):a<1+§) y B(r)= <1+§)_1.

En la solucion para A y B hemos usado solo la suma de las ecuaciones (3.42) y (3.43),
y las ecuaciones por separado. Estas soluciones satisfacen las ecuaciones (3.42)-(3.45)
por separado.

Se puede ver que la constante de integraciéon kdebe de alguna manera representar
la masa del objeto que produce el campo gravitacional. Podemos identificar k£ (y «)
considerando el campo débil (en el limite), el cual requiere que

Alr) 20
— 1+

c2 c2’

donde ® es el potncial gravitatorio newtoniano. Ademés, en el limite r se puede ver
como la distancia radial con una buena aproximaciéon. Para una masa esféricamente
simétrica M, tenemos que ® = —GM/r, luego k = —2GM/c* y a = ¢*. Por tanto, la
métrica de Schwarzschild para el espacio-tiempo vacio afuera de un cuerpo esférico de
masa M es

ds? = 2 (1= 2EM Y gz (1 2 2GM N g e P*. (3.46)
c2r c2r

La métrica de Schwarzschild es vélida en la superficie del objeto esférico, en el cual
las ecuaciones de campo para el vacio ya no se cumplen. La métrica no esta definida
en 7 = 2u, con u = GM/c? el cual se conoce como el radio de Schwarzschild. Si la
superficie de un cuerpo masivo se contrae con este radio se dice que el objeto se vuelve
un Hoyo nogro de Schwarzschild.

3.5. El teorema de Birkhoff

Una caracteristica de las soluciones que tienen simetria esférica unicamente es que
para algunas fuentes de campos la regiéon exterior a estos no admiten ondas gravitacio-
nales. El primer teorema probado en esta direccion fue presentada por Birkhoff [17, 23]
y corresponde al caso del vacio, posteriormente esta corresponde a la soluciéon de Sch-
warzchild. Se prob6 que si se tiene una region de fuentes de un campo con electrovacio
con J = (0 entonces la soluciéon corresponde a la de Reissner Nordstrom

2GM ¢ 2GM ¢
ds? = — <1 - %) dt* + <1 - %) dr? + r*dQ? (3.47)
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3.6. Geometrias esféricamente simétricas

En esta seccion vamos a considerar la soluciéon de las ecuaciones de Einstein para
un espacio-tiempo estatico y esféricamente simétrico en regiones donde la presencia de
otros campos significa que el tensor energia-momento no es cero. Concentrémonos en
dos situaciones fisicas importantes. Primero, las ecuaciones gravitacionales relativistas
para el interior de una distribucion esféricamente simétrica de materia (o estrella); en
este caso el tensor energia-momento de la materia que compone la estrella debe estar
incluido en las ecuaciones de Einstein. Segundo, la geometria del espacio-tiempo afuera
de un objeto cargado estética y esféricamente simétrico; una vez mas este no es vacio,
debido a que se llena de una campo eléctrostatico cuyo momento-energia debe incluirse
en las ecuaciones de campo.

3.6.1. La forma de la métrica para una solucion estelar interior

La mayoria de las estrellas en el cielo son lo sufientemente densas para efectos relati-
vistas generales que son importantes en la determinaciéon de su estructura. Esto es cierto
para estrellas de secuencia principal (nuestro Sol es de secuencia principal), gigantes
rojas e incluso para objetos altamente densos como enanas blancas. Para estrellas de
neutrones, las densidades altamente extremas significan que las fuerzas gravitacionales
internas seran muy fuertes, y por tanto, se espera que los efectos relativistas jueguen un
rol significativo en la determinacion de su estructura y su estabilidad al colapso. Como
resultado, es de interés practico considerar las ecuaciones relativistas que gobiernan el
equilibrio y la simetria central de la gravitaciéon misma y su distribuciéon de materia.
Suponiendo simetria esférica y distribucién de materia estatica, la forma general apro-
piada de la métrica derivada anteriormente es

ds* = A(r)dt* — B(r)dr* — r*(d6? + sin® 0d¢?) (3.48)

Asi como en la derivacion de la métrica de Schwarzschild, las dos funciones A(r) y
B(r) se determinan resolviendo las ecuaciones de Einstein. Para nuestra discucion, no
resolveremos las ecuaciones de campo para el vacio R, = 0 que son validas afuera del
objeto esférico, sino es ecuaciones de campo que se cumplan en el interior del objeto.
Es maés conveniente escribir ésto en la forma (3.32)

1
R, =—k <Tuv — §Tg“,,> , (3.49)

donde T, es el tensor momento-energia de la materia que el objeto estd compuesto,
T=T!yr=28rG /ct. En esta seccion, supondremos que la materia esta descrita por
un fluido perfecto, de modo que

p
T;w = (p + guuuu - pg;w) ) (350)
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donde p(r) es la densidad de masa propia y p(r) es la presion isotropica en un sistema
de referencia instantaneo del fluido, las cuales pueden tomarse como funciones de la
coordenada radial r para una distribucion de materia estatica. Usando w,u# = ¢?
encontramos que

T = (,0+£2)c2—p5/’j:pc2—3p
c
y por tanto las ecuaciones de campo (3.49) nos da

1

~(p = D) G- (3.51)

p
R, =—k [(p + ?) Uty =

Como vimos en la subsecciéon 3.4.1, las componentes no diagonales del tensor de Ricci
R, para la métrica (3.48) son cero mientras que las componentes diagonales estan

dadas por
e (2 2y .
nek A By B .
RQQZé—H%(%/—%), (3.54)
Rs3 = Rogsin? 6. (3.55)

Estamos interesados en determinar las implicaciones que tiene el que se anulen
las componentes no diagonales del tensor de Ricci, Ry, = 0 para ¢ = 1,2,3. De las
ecuaciones de campo (3.51), y usando go; = 0, vemos inmediatamente que w;ug = 0.
Combinando esto con u,u” = ¢*, encontramos que las componentes covariantes de la
4-velocidad del fluido estan dadas por

[u,] = ¢V/A(1,0,0,0), (3.56)

y entonces la 3-velocidad del fluido debe anularse en todas partes. Notemos que esta
conclusién se cumple sin nuestra suposicion de que la densidad propia p y la presion
p sean independientes de t. El hecho de que la métrica (3.48) sea independiente de ¢
implica automaticamente que la distribuciéon de materia misma es estatica y por tanto,
el objeto estard en equilibrio hidrostatico.

Usemos las componentes diagonales (@ = v) de las ecuaciones de campo (3.49) para
obtener las ecuaciones diferenciales que las funciones A(r) y B(r) deben satisfacer.
Sustituyendo la expresion (3.50) en el miembro derecho de las ecuaciones de campo y

67



CAPITULO 3. RELATIVIDAD GENERAL: SOLUCION A LAS
ECUACIONES DE EINSTEIN

usando la métrica (3.48), encontramos que

1

bo = — 50+ 3p)A, (3.57)
1

Ry = —§/~€(p02 —p)B, (3.58)
1

Ry = —§m(pc2 —p)r?, (3.59)

R33 = R22 SiIl2 0. (360)

De estas ecuaciones, obtenemos

Roo  Rii 2Ry 9
A tp T TR

Sustituyendo las expresiones (3.52)-(3.55) para las componentes del tensor de Ricci y
simplificando, llegamos a

1 B
(1 - E) + ;—2 = kr2pc? (3.61)

el cual puede escribirse en la forma

d 1 9
J{r(l—g)]—m’pc

Si integramos esta expresion con respecto a r y notamos que la constante de integracion
debe ser cero para que B no se anule en el origen (como se requiere en la ecuacion
(3.61)), encontramos que la solucion para B(r) estd dada por

2Gm(r)] ™"
B(r)=1|1- .62
= -2 (3.52)
donde hemos definido la funcién
m(r) = 47r/ p(7)72drF. (3.63)
0

Ahora busquemos la ecuaciéon diferencial que debe satisface satisfacer la funcién
A(r) en (3.48). Para empezar, esta se podria obtener sustituyendo para B(r) usando
(3.62) en cualquiera de las ecuaciones (3.57)-(3.60). Es mas conveniente e instructivo
usar la ecuacién de conservacion V,T" = ( directamente, de la cual las ecuaciones de
movimiento del fluido pueden derivarse. Usando (3.50) podemos escribir

v, T" =V, [(p + %) u“u”} — Vu(pg"™)

1
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donde, para ir de la primer linea a la segunda, el primer término ha sido escrito usando
la expresion V, T = \/%—gﬁu(\/—_g)T“” +1I%,, T para la divergencia covariante y el
segundo término ha sido manpulado notando que V,¢"” = 0 y que p es una funcion
escalar.

De (3.56), tenemos que u’ = ¢/v/A y u* = 0, y dado que p y p no dependen de ¢, el
primer término del miembro derecho de (3.64) debe anularse. Por la misma razon, el
segundo término se reduce a (pc® +p)IVgo/A. Usando I'%,. = % 9*(pGac + OcGba — OaGne)
y (3.48) tenemos

1
oo = — 59”'/0”147

asi, la conservacion V,T* = (0 puede escribirse como
) ) %

pc® +p
24

0y A+ 0,p = 0. (3.65)

Dado que A es funcion solo de r, la ecuacion anterior es trivial para o = 0 y en este
caso recuperamos el hecho de que p es independiente de ¢. Similarmente, para o = 2
y 0 = 3 encontramos que las derivadas correspondientes de p también se anulan, lo
cual es compatible con la simetria esférica. Para o = 1, la relacion (3.65) no es trivial
y queda (los apostrofos indican d/dr)

A2
A pt+p’

la cual nos da una una ecuacion diferencial en términos de p(r) y p(r) que A(r) debe
satisfacer en equilibrio hidrostatico.

(3.66)

3.6.2. Ecuaciones relativistas para una estructura estelar

las ecuaciones (3.62) y (3.66) muestran como calcular las funciones A(r) y B(r)
en la métrica (3.48), dando funciones particulares de p(r) y p(r). Especificar estas dos
funciones implica una ecuacion de estado p = p(r) eliminando r. Para investigaciones
astrofisicas, uno estd mas interesado en construir modelos de la distribucion de la
densidad y presion dentro de una estrella bajo la suposicion de alguna ecuacion de
estado casi-realista [16, 17].

Empecemos pues, con la primera ecuaciéon de estructura estelar que toma la forma
simple de (3.63)
dm(r)
dr
la cual relaciona las funciones m(r) y p(r). El siguiente paso es obtener una ecuacion
que vincule m(r) y p(r). Esto se logra de una forma mas conveniente usando (3.54) y

(3.59):
1 r (A" B 1 5 5
5 3B (Z‘E) = —grlee =
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Eliminando las funciones A y B usando (3.66) y (3.62) y simplificando, se obtiene la
segunda ecuaciéon de estructura estelar,

c2r

(3.68)

P KW CIT0) | R

la cual se conoce como la ecuacion de Oppenheimer-Volkoff. Como se mencionaba
anteriormente, para obtener un sistema de ecuaciones necesitamos definir la ecuacion
de estado para la materia, la cual da la presion en términos de la densidad, es decir

p = p(p). (3.69)

Esta es tercera (y ultima) ecuacion de estructura estelar. Notemos que para varios sis-
temas astrofisicos, la materia satisface una ecuaciéon de estado politrépica de la forma
p = Kp7, donde K y v son constantes. En la notacion usual, v =1+ 1/n, donde n se
conoce como el indice politropico.

El conjunto de las tres ecuaciones (3.67)-(3.69) contiene dos ecuaciones diferenciales
acopladas, y, para obtener una soluciéon tunica debemos especificar las dos condiciones
de frontera. La primera es directa, pues m(0) = 0, dejando que s6lo una condicion de
frontera ajustable sea especificada. Es comun elejir que este parametro ajustable que
sea la presion central p(0) o equivalentemente la densidad central p(0), la cual puede
obtenerse inmediatamente de la ecuacion de estado (3.69). Son pocas las soluciones
exactas conocidas para ecuaciones de estado realistas, y en la préctica, el sistema de
ecuaciones se integra numéricamente o con algtin software, como Mathetematica o Ma-
ple por ejemplo. El procedimiento es ‘integrar hacia afuera’desde » = 0 hasta que la
presion se anule. Esta condicion define la superficie (r = R) de la estrella, pues de otro
modo tendriamos un gradiente de presion infinito, y por tanto una fuerza infinita sobre
elementos de material que constituyen la capa exterior de la estrella. Para r > R, p(r)
y p(r) son cero y m(r) = m(R) = M, y la geometria del espacio-tiempo queda descrita
por la métrica de Scharzschild con pardmetro de masa M.

La solucién interior estelar analitica mas simple para una estrella relativista se obtiene
suponiento p =constante, la cual constituye una ecuacién de estado. Esta corresponde
a una ecuacion de estado ultra rigida que representa un fluido incompresible. Conse-
cuentemente la rapidez del sonido en el fluido es proporcional a y/dp/dp, es infinita (lo
cual no es valido relativistamente). Sin embargo, se cree que las estrellas de neutrones
densas casi tienen densidad uniforme y asi, este caso simple se vuelve de interés prac-
tico.

La ecuaciéon (3.67) se simplifica bastante, con una serie de calculos (resolviendo la
ecuacion de Oppenheimer-Volkoff para p, fijando p(0) = po y usando las condiciones
de frontera como p(r = R) = 0) tenemos una expresion util de la presion central

o1 — (1 2u/R)"*
3(1—2u/R)—1°

po = pe (3.70)
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3.6.3. Teorema de Buchdahl

Una de las més importates caracteristicas de la soluciéon de Schwarzschild con densi-
dad constante es que impone una restriccion en la conexiéon de la ‘masa’de las estrellas
M y su (coordenada) radio R. Para derivar esta restriccion, notemos que (3.70) im-
plica que py — oo mientras que p — 4/9. Debido a que la presion es un escalar,
este infinito persistird en cualquier sistema de coordenadas, asi, uno puede evitar este
comportamiento con la siguiente condicion

GQ—M < é (3.71)
2R 9

Apesar de que s6lo hemos mostrado que esta restriccion se cumple para un objeto con
densidad constante, el teorema de Buchdahl |24] establece que (3.71) es valida para
cualquier ecuacion de estado. Este teorema puede demostrarse directamente de las
ecuaciones de Einstein pero requiere de mucho cuidado y no es objetivo de esta tesis.
La ecuacion (3.71) puede considerarse como un limite superior o cota sobre la masa
de una estrella para un radio fijo. Si uno intenta empacar mas masa dentro de R
que la permitida por (3.71), la relatividad general admite una solucién no estatica:
el equilibrio hidrostatico se rompe por el incremento de la atracciéon gravitacional.
Por tanto, dicha estrella debe colapsar hacia dentro sin parar. Durante el colapso, la
geometria exterior queda descrita por la métrica de Schwarzschild y uno obtiene un
hoyo negro de Schwarzschild. El limite (3.67) es bastante facil de alcanzar. Por ejemplo,
la densidad de la estrella de neutrones tiene una densidad alrededor de 10'kgm=3 y,
asumiendo su densidad constante, encontramos de (3.71) y m = 4/3mpr® que M <
7 x 103kg. Esto es aproximadamente 35 masas solares cuyo orden es el mismo que el
de la estrella mas masiva de nuestra Galaxia.

3.6.4. La métrica en el exterior de una distribucion esféricamente simé-
trica de masa y carga

Volvamos a la segunda aplicacion fisica, es decir a la forma de la métrica afuera

de un cuerpo cargado esféricamente simétrico. El exterior del objeto no es vacio, pues
la regiéon tiene un campo electrostatico. Por tanto debemos, una vez mas, resolver
las ecuaciones de campo de Einstein para un espacio-tiempo estatica y esféricamente
simétrico en la presencia de un tensor momento-energia distinto de cero, esta vez
representa el campo electromagnético del onjeto.
Dado que hemos supuesto simetria esférica y un objeto estatico; la forma general
de la métrica estd, una vez mas, por (3.48). Las dos funciones A(r) y B(r) quedaran
determinadas al resolver las ecuaciones completas de Einstein afuera del objeto esférico.
Es méas conveniente escribir stas ecuaciones en la forma (3.49). En este caso, T}, es
el tensor momento-energia del campo electromagnético de un objeto cargado, el cual
tiene la forma
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_ 1 -
T = —pio~" (FWFV” — ZgWFpan ) , (3.72)

donde F),, = 9, A, —0,A, es el tensor electromagnético y A, es el 4-potencial electro-
magnético. Lo primero que debemos notar en este tensor momento-energia es que su
traza debe ser cero,

I

1
T=T)=—p " (FM,F“” - Zé{jFpaF””) = 0.
En este caso, las ecuaciones de campo de Einstein (3.49) se simplifica

Ry = —KT,,. (3.73)

Ademés de las ecuaciones de Einstein, nuestra soluciéon también debe satisfacer las
ecuaciones de Maxwell. En la region exterior del objeto cargado, la 4-densidad de
corriente es cero y asi, las ecuaciones de Maxwell quedan

vV, F* =0, (3.74)
VoFuo+ VyFyy+ VyF,y =0 (3.75)

Las ecuaciones de Einstein y Maxwell estan acopladas debido a que F),, aparece en
las ecuaciones de campo gravitacional a través del tensor momento-energia (3.72) y
la métrica g,, aparece en las ecuaciones del campo electromagnético a través de la
derivada covariante.

La restricccion impuesta sobre los coeficientes de la métrica g,,, (o campos gravitaciona-
les) al requerir que la solucion sea esféricamente simétrica y estatica esta representada
en la eleccion de la métrica (3.48). Consideremos las implicaciones de estas simetrias
pedidas para la forma del campo electromagnético. En este caso, el 4-potencial elec-
tromagnético en las coordenadas (¢, 7,0, ¢) toma la forma

4= (25 a0.0.0). (5.70

donde ¢(r) y a(r) dependen sélo de r y se pueden interpretar como el potencial elec-
trostatico y la componente radial del 3-potencial vectorial respectivamente cuando
r — oo (el factor extra de 1/c¢ multiplicado por ¢(r) en (3.76)), comparado con la la
forma usual en las coordenadas de Minkowski, es el resultado de tomar z° en vez de
2 = ct; ahora, el 3-potencial vectorial a(r) no debe confundirse con la funcion A(r)

de la métrica (3.48). De (3.76), el tensor toma la forma

0 -1 0 O
1 0 00
0 0 00
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donde E(r) es una funcién arbitraria de r y puede interpretarse como la compo-
nente radial del campo eltectrostatico cuando r — oco. Nuestro objetivo es usar las
ecuaciones de Einstein (3.73) y las ecuaciones de Maxwell (3.74)-(3.75) para determi-
nar las tres funciones desconocidas A(r), B(r) y E(r).

Empecemos con las ecuaciones de Maxwell, las ecuaciones (3.75) se satisfacen au-
toméaticamente, por definicion. Ademas, como F),, es antisimétrico, podemos escribir
su divergencia covariante en la primer ecuacion de Maxwell (3.74) para obtener

1
V. F"W = ——0,(v/—gF") =0 (3.78)
H \/__g H
donde g es el determinante de la métrica. Para el elemento de linea diagonal como
(3.48), el determinante es simplemente el producto de los elementos de la diagonal,
de modo que g = —A(r)B(r)r*sin®6. Con la forma dada de F}, anteriormente, la
expresion (3.78) nos da

O (VABr?F%) =0 (3.79)

Escribiendo las componentes contravariantes como F'0 = ¢g'"¢"F,, = ¢"¢"F0 =
—FE/(AB), obtenemos la ecuacion

d (ﬂ) 0
dr \\/AB
Integrando nos da
) (3.80)

donde k es una constante de integracion. Si hacemos suposiciéon de que la métrica es
asintéticamente plana cuando A(r) — ¢ y B(r) — 1 cuando r — oco. Identificando
E(r) como la componente radial del campo eléctrico en el infinito, tenemos que k =
/(4megc), donde @ es la carga total del objeto.

Volviendo a las ecuaciones de Einstein (3.73). Las componentes del tensor de Ricci para
la métrica (3.48) estan dadas por (3.52)-(3.55), y la forma del tensor electromagnético
energfa momento 7, se puede hallar sustituyendo la forma (3.77) para F), en la
ecuacion (3.72). Al hacer esta sustitucion, se ve que las componentes no diagonales de
T, son cero, y asi, las ecuaciones de Einstein para p # v se satisfacen identicamente.
Para las componentes de la diagonal de las ecuaciones de Einstein, tenemos que

1
Ry, = —imczeoEz/B, (3.81)
1
Rll = §KC2€0E2/A, (382)
1
Ryy = —5m60r2E2 /(AB)labeleq : 12,41, (3.83)
R33 = R22 sin2 . (384)
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donde hemos usado Fy' = ¢''Fy; = E/By F\° = ¢"°F, = E/A; también usamos
poco = 1/c% De (3.81) y (3.82), tenemos que

BR(]O + ARH =0

Sustituyendo las exprsiones (3.52) y (3.53) para las componentes del tensor de Ricci y
reacomodando términos, obtenemos la relacién

BA"+ AB'=0

lo cual implica que AB =constante. Podemos fijar esta constante usando la condicion
de que la métrica sea asintoticamente plana cuando r — oo, asf

A(r)B(r) = ¢ (3.85)

Otra ecuacion independiente se puede obtener de la Rys de las ecuaciones de Einstein.
Insertando la expresion (3.54) para la componente del tensor de Ricei y usando (3.80),

encontramos GQ2
A A=c1—-—_).
T < 47reoc4r2)

Notando que A +rA" = (rA)’ e integrando, obtenemos

A(r) =2 (1 —

donde vemos que la constante de integraciéon como —2GM/c* y M es la masa del
objeto pues el elemento de linea se reduce al caso de Schwarzschild cuando @) = 0. Las
soluciones para B(r) y E(r) se encuentran inmediatamente de (3.85) y (3.80) respec-
tivamente.
Reuniendo estos resultados y definiendo las constantes p = GM/c* y ¢* = GQ? [ (4mepc'r?),
el elemento de linea para el espacio-tiempo afuera de un objeto estatica y estaticamente
simétrico de masa M y carga () tiene la forma

2GM GQ? )

+
c2r 4degcir?

r 72 r

2 2 2 2\
ds? = ¢ (1 Ry q—) dt? — (1 s q—z) dr? — r2(d6? + sin? 0de?), | (3.86)
T

esta solucion resultante se conoce como la geometria de Reissner-Nordstrom

3.7. espacio-tiempo estético (vectores de Killing)

La variedad de nuestro interés es M, la consideramos de dimension 4 y de clase C'
(k > 4) diferenciable con las simetrias de estaticidad y esférica con nuestra métrica

g = Gapdr®da” (3.87)
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a,=0,1,2,3 con signatura (+,-,--). La simetria estatica implica la existencia de
un vector de Killing £, que es el generador infinitesimal de un gripo de isometrias
temporales del espacio-tiempo, ortogonal a una hipersuperficie

Leg =0 (3.88)

W = €apysE? V1A = 0 (3.89)

(*) esto es el campo de Killing £,y de la isometria temporal es integrable. La exis-
tencia de hipersuperficies ortogonales nos permite descomponer la métrica en la forma

g = Gapdr®dz® = goo(z*)dt* — g;j(z*)da’dz” (3.90)

con ¢ = 1,2,3 de manera que no existen componentes cruzadasde la metrica y éstas
solo dependen de las coordenadas espaciales. El vector de Killing es {) = %
3.7.1. Espacios tiempo esféricamente simétricos

La existencia de simetrias facilita la resolucion de las ecuaciones de Einstein, es
por eso que las soluciones exactas construidas hacen uso de ésto. De manera particular
decimos que una métrica esféricamente simétrica tiene las mismas simetrias que la
esfera, como ya hemos mencionado, las simetrias estan relacionadas con la existencia
de vectores de Killing, que para el caso de la simetria esférica existen 3 vectores de
killing &; ¢+ = 1, 2, 3 que satisfacen las relaciones de conmutacion del grupo de rotaciones

SOs

S 6] = €indin (3.91)

Como sabemos, del teorema de Frobenius [25] las curvas integrales que forman los
vectores &(;) forman subvariedades que son esferas. Si adoptamos las coordenadas a los
vectores de Killing para simplificar la forma de la métrica, ésta serd expresada en la
forma-+

dQ? = df* + sin® pdo? (3.92)
y sus vectores de Killing son:
& =sin qb% + cot 6 cos qb% (3.93)
&, = —sin gb% + cot ) cos gb% (3.94)
6 = _a% (3.95)
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Capitulo

Teoremas Generadores de Soluciones

La ecuacion que relaciona la componente radial y la angular del tensor de Einstein,
resultado de imponer P, y p;, (G§ = G7), ha sido utilizado en varias ocasiones con
interpretaciones distintas. Tolman [17] obtiene 7 soluciones exactas utilizando G§ = G”.
e imponiendo restricciones adicionales, s6lo dos de estas soluciones conocidas como
Tolman IV y tolman VII son fisicamente aceptables. Bayin [18] expresa la relacion GY =
G como una ecuacion diferencial de Pffian en tres dimensiones( es decir fi(y, B, r)dB+
fs(y, B,r)dr = 0) y constituye 5 soluciones, una de ellas es regular, sin embargo, la
presion y la densidad no son funciones monotonas decrecientes. Matese y Whitman
presentan un método para generar soluciones también, a partir de la relacion GY =
G7 [19] y un formalismo que permite la integracion de las ecuaciones para un fluido
isotropico bajo ciertas suposiciones, a partir de ésto, constituye una serie de soluciones;
algunas conocidas y otras nuevas. Pant [20] también utiliza como base la relacion de
isotropia. La gran mayoria de las soluciones obtenidas para el caso sin carga suponen
una forma de las dos funciones métricas. Petarpa prueba una serie de teoremas para
generar nuevas soluciones, la prueba usa como ecuaciéon base la que sigue de G§ = G,
probaremos teoremas analogos para el caso cargado|saibal]. A continuaciéon, damos su
formulacion y las pruebas, su importancia radica en que ésta es una herramienta que
permite en algunos casos obtener nuevas soluciones. Ray y Das [30] utilizan la ecuacion
equivalente al caso GY = G”, es decir P, = P, para obtener una solucién cargada tipo
Tolman VI, ésta es singular. Otra serie de trabajos desarrollados toman como ecuacion
maestra para generar soluciones P, = P,, que involucra las componentes g, gy; sus
derivadas y la funcion de carga |31]

4.1. Ecuaciones de Campo Einstein-Maxwell

Las ecuaciones de Einstein descritas G, = kT},,, requieren de la asignaciéon del

tensor momento energia. Para nuestros propositos, éste estard formado por una con-
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tribucion del fluido perfeco mas la parte asociada al tensor de Maxwell

1 o 1 [6%
Tow = (o + P)wty + gy} + 1~ | FuaFy —ﬁWFW% (4.1)

donde la parte entre llaves corresponde al fluido perfecto y la parte entre corchetes
representa la parte del tensor de Maxwell F),,

El modelo de nuestro interés corresponde a la situaciénen en la que la presion radial P.
y la presion tangencial P, son iguales, es decir, P, = P, = P lo que nos da una relacién
entre la carga, las funciones métricas y sus derivadas como notaremos mas adelante.
La ecuacion de conservacion del tensor de momento-energia V¥T),, = 0 es

P+pc 2,
Y =14

P+ (4.2)

De la forma del elemento de linea, las componentes de las ecuaciones de Einstein
que son diferentes de cero son:

k L - _ = _ 4.3
pct + " . 2 (4.3)
2 /
q 2By B—-1
kP — — = — 4.4
r4 Ty * 72 (44)
2 1 / 1 / "
k:P+q—4——<g+—)B’+iB+y— (4.5)
2 r Ty Y
Restando a (4.5) la ecuacion (4.4) obtenemos
2
2r°By" +r(B'r —2B)y +y (B/r —2B+2-— %) =0 (4.6)

Si consideramos a B y ¢ como conocidas, ésta ecuacién puede verse como una
ecuacipon diferencial ordinaria de segundo orden para la funciéon y. Reacomodando
términos tenemos

2 2
(y'r+y)rB + (—2y'r +2y" — 2y)B + 2y(1 — 7%) (4.7)

que para funciones y y ¢ conocidas tenemos una ecuaciéon diferencial ordinaria no
homogénea de primer orden, lineal para B. Las relaciones (4.6) y (4.7) son la base para
probar los cuatro teoremas de ésta tesis que sirven para generar nuevas soluciones del
sistema (4.2)-(4.5)

Definicién 1 Sea (M,y) una variedad C* diferenciable (k > 4) de dimension /4 estdtica
y esféricamente simétrica, con

2

v d?"
0= e’ =~ “s)
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Se dice que {y,B,q} es una Solucion FEstdtica Cargada y Esféricamente Simétrica

SECES si satisface (4.2)-(4.5)

Definicion 2 Se dice que una transformacion T es idempotente si T> = T. Por ejem-
plo, un teorema serd idempotente siempre que apliquemos la transformacion mds de
una vez, no se obtengan nuevas soluciones.

Teorema 1 Supongamos que {yo(r), Bo(r)} es una SECES. Sea

Ao(r) = ﬁ exp{ / <f5§>/dr} | (4.9)

Entonces, para toda \, la geometria definida por el momento de linea haciendo

2

dr
2 = —yo(r)? dt? 2402 4.1
ds yo(r)? dt* + OISV +r%d (4.10)

es también una SECES. Es decir, el mapeo

T1(A) = {0, Bo} = {vo, Bo + Ao (yo)} (4.11)

manda SECES a SECES. Ademds, una sequnda aplicacion de la transformacion no
aporta nueva informacion, T; = T1(D_N;) is “idempotente”, de modo que

Ti(An) o0 Ta(Aa) o Ta(A) = Ta()_ Ai) : {yo, Bo} {yo,Bo + (Z;l A,-) Ao(yo)}
(4.19)

Notamos también que T; siempre tiene inversa
[T:(N)]7H = Ta(=N). (4.13)

Supongamos que {yo(r), Bo(r)} es una solucion del sistema de ecuaciones (1-4), es
decir, es SECES.
Deseamos encontrar bajo qué condiciones {yo(r), B1(r)} también satisface el siste-
a (1-4). Sin pérdida de generalidad, sea

Bi(r) = Bo(r) + X Ao(r) . (4.14)

Podemos usar la ecuacion (4.7) para determinar Agy(r). Si sustituimos By (r) en (4.7)

2 2
[rryo)J(Bo + A o)’ + 205 — 2(ryo)1(Bo + A Bo) + 2y0(1 = ) = 0
Podemos re-escribir esta ecuacién como
! ! 2.1 ! 2q2
[r(ryo)'1Bo + [2r°yy — 2(ryo)1Bo + 240 1 = —5
+[r(ryo)'] Ay + [2r2yg — 2(7’y0)'} Ag=0 (4.15)
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Debido a que los primeros tres términos forman parte de la ecuacion direrencial
ordinaria no homogénea de primer orden con respecto a B, ésta se simplifica a

[r(ryo)) Af + [2r?yg — 2(ryo)'] Ao =0, (4.16)
la cual es una ecuacion diferencial ordinaria homogenénea de primer orden con respecto
a AQ.

Ahora, podemos determinar a A, del siguiente modo,

[r(ryo)'] A = — [2r2y6' — 2(ry0)'} Ag. (4.17)

dividiendo ambos miembros por [r(ryo)’]

Ay —[2r%5 —2(ryo)]
Ao [r(ryo)']
—2ry; 2
+ - 4.18

Integrando, obtenemos

Ao(r) = ﬁ exp{ / (ji?)/dr} . (4.19)

que es la expresion mencionada anteriormente.
Ahora, presentaremos otro teorema con una transformaciénn diferente. Ademés
) b
demostraremos la propiedad de “idempotencia’.

Teorema 2 Supongamos que {yo, Bo} es una SECES. Sea

rdr
u(r)=o+ E/yo(r)z NG) (4.20)

Entonces, para toda o y €, la geometria descrita por

2

d
ds* = —yo(r)® u(r)® dt* + #(T) + r2dQ? (4.21)

es también una SECES. Es decir, el mapeo

To(o,¢€) : {yo, Bo} — {vo u(yo, Bo), Bo} (4.22)

mapea SECES a SECES. Ademds, una sequnda aplicacion de este teorema no aporta
nueva informacion, es decir T, es “idempotente”

TQ(O’n, En) O-:+-0 T2(0'3, 63) o TQ(O’Q, 62) (0] T2(0'1, 61) = Tg(O'n ...03092071, En___321), (423)
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donde

€n.321 = (610903 -0,)+ (0'1_1620'3 ceeop) F (01_1(72_163 o)
oot (o7 os togt o en). (4.24)

Y mds aun, el teorema 2 es invertible (siempre y cuando o # 0):
[T, )] 7" = Ta(1/0,—6). (4.25)

Reduccién de orden:

Este es un método para encontrar una solucién general de una ecuacién diferen-
cial lineal, a partir de una solucién particular. En este método, empezamos con una
ecuacion diferencial lineal de orden n. Es especialmente 1til para resolver una ecua-
cion diferencial de segundo orden, reduciendo ésta, a una ecuacion diferencial lineal de
primer orden. La demostracion del teorema 2 esta basada en la técnica de “reducciéon
de orden”. Supongamos que {yo(r), Bo(r)} satisface la ecuacion (4.6), es decir, es una
SECES, sea

y1(r) = yo(r) u(r). (4.26)
si {y1(r), Bo(r)} también es SECES, debe satisfacer

2r? Bo(yo u)” + (r*Bly — 2rBy) (yo uw)’ + (rB) — 2By + 2)(yo u) = 0 (4.27)
expandiendo la ecuaciéon

27"230(?46/ u+ 2y u +you’) + (7‘236 —2rBy)(yg u + yo u')
+(rBy — 2By +2)(yo u) =0 (4.28)

y reagrupando términos de la siguiente forma

{21 Boyg + (° By — 2rBo)yy + (rBy — 2By + 2)yo } u
+(r*yo By + 4r°ygBo — 2ryoBo)u’ + (2r?yo Bo)u" = 0 (4.29)

Obtenemos una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden con respecto a u sim-
plificada
(r*yoBY + 4r*yy By — 2ryoBo)u’ + (2r*yeBo)u” =0, (4.30)

la cual es una ecuacion diferencial homogénea de segundo orden, que depende de v’ y
u”. (De modo que podemos verla como una ecuaciéon de primer orden con respecto a
u’) separando variables, se tiene que

/ /
1 By 1

Yo
—— — 2= 4+ —. 4.31
QBO Yo + T ( )

"
u
ra, v /u" = In(u integran v m iembr nem
ahora, v” /u’ = In(u’) /dt, integrando dos veces ambos miembros , obtenemos

rdr

u:0+€/yo(r)2\/m’
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que depende de la solucion original {yo(r), Bo(r)}, y de dos constantes de integracion
arbitrarias o y e.
Para ver que la transformaciéon T, del Teorema 2 es “idempotente” primero demos-

tremos que
T2 (0] T2 é Tg, (433)
La regla de composicion es
€2
T2(0'2,€2) OT2(0’1,€1) :Tg <0’20'1, 610’2—|—0_—) . (434)
1
En este capitulo, consideraremos una regla de composicion de dos fases para hallar
la idempotencia. En particular, las caracteristicas mas sobresalientes de estas fases son:

» Para ver “idempotencia”, veamos que para una By(r) fija, la ecuacion diferencial
reciente (4.7) tiene una soluciéon cuyo espacio es bidimensional.

= Debido a que T, toma cualquier solucion especifica y 1o mapea a un espacio bi-
paramétrico (Ty : {Tx(0,€)| €,0 € R}), cualquier aplicacion consecutiva de T,
a lo mas que puede hacer es enviarla al mismo espacio. La forma de la solucion
es la misma y no se ha generado una nueva solucion.

Explicitamente, en el primer paso:

o + rdr (4.35)
Yo Y1 ="Yo § 01 T €1 ) .
yo(r)2 aV4 BO(T)

mientras que en el segundo paso

rdr

Y1 —7 Y2 =1 09 + €9 . (436)
/yl(r)z By(r)
O bien:
rdr
Y2 = Yo {011+ € (4.37)
/:t/o(?“)2 v/ Bo(r)
rdr

X < Reduos + €9

vo(r)? /Bo(r) [ov+ e [ dr/(yo(r)* v/Bo(r))]?

Pero esto se puede escribir como

€9 du
Y2 = you{az—i‘/Q
€1 u
1 1
A 1} s
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de donde
1
Y2 = Yo {—6—2 + {02 + 2 —} U} . (4.39)

y, por tanto, podemos escribir como

7, = _Eﬁ + {02 +2 —} u, (4.40)
1

€9 rdr
020 + (m " _) o (4.41)
o1 /yo(r)2 By(r)

la cual es la ley de composicion establecida anteriormente

€
To(0g,€2) 0 Ta(oq,€61) = To <0201, €109 + —2) (4.42)

01

Es importante mencionar que la ley de composiciéon para T, es consecuencia de la
aplicacion de reduccion de orden de ecuaciones diferenciales de segundo orden, y no
de SECES. La ley de composicion general se halla por inducciéon. Para encontrar la
transformacion inversa, hacemos o9 = 1/01 y € = —€2, de modo que

Ty(1/01, —e1) 0 Ta(o1, 1) = T2 (1, 0) = L. (4.43)

Como otros casos particulares de la ley de composicion, se tienen algunos resultados
[[T(te) =T (1, > ei> : (4.44)
i=1 =1

Ta(o,e)" =Ta (0" [0" 0" 407 4 o= (071]) (4.45)

Sio > 1y n es lo suficientemente grande, vemos que
Tao(o,6)" = Ta (0", 0" ') = 0" Ta(o,€) £ Ta(o,¢), (4.46)

donde en el dltimo paso, hemos usado el hecho de ¢"~! puede absorverse por medio
de una redefinicién de la coordenada temporal. De este resultado, vemos que para
o > 1 fija (y fija pero arbitraria €) aplicaciones repetitivas de T»(o,€) tendran un
limite definido.

Podemos combinar los teoremas 1 y 2para generar otros dos. A continuacién pre-
sentamos el teorema 3 tomando una SECES {yo, By} y aplicandole el teorema 1, dando
como resultado una nueva SECES {yo, B }. La nueva B; esta dada por la ecuacion del
teo... 1. después aplicamos el teorema 2 a ésta, para obtener una nueva soluciéon {y, B }
donde y depende de la B;.
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Teorema 3 Si {yy, Bo} es una SECES, entonces para todo o, €, y A, los la geometria
definida por los tres parametros dada por

2
dr dr?
ds? = —yo(r)?{ o+ ¢ " a2 + 20?2
Yo(r) / yo(r)2 /Bo(r) + A Ao (r) Bo(r) + AMo(r)

(4.47)
es también una SECES, donde A es

FEs decir

Ts = Ty0 T1:{yo, Bo} = {yo, Bo+ A Ao(yo)}
= {yo u(yo, Bo + Ao (¥0)), Bo + AAo(yo) }- (4.48)
Ahora presentamos otro nuevo teorema. Pero esta vez, empezaremos aplicando el teo-

rema 2 a {yo, Bo}. Con la solucion y; = yo u(yo, Bo). Después, aplicando el teorema 1
obtenemos una nueva soluciéon {y;, B}. Donde B depende de la nueva y;.

Teorema 4 Supongamos que {yo, By} es una SECES, entonces para toda o, €, y A, la
geometria por los tres parametros estd dada por

2
dr dr?
ds? = —yo(r)?do+e " a2 + 42402
ot /yO(T)2 v/ Bo(r) Boy(r) + AMo(y1,7)

(4.49)
el cual también es una SECES, donde Ao(y1,7) es

Ao(r) = ﬁ eXp{ / (fsf),dr} . (4.50)

dependiendo de y; = yo u, donde, como antes

rdr
u(r) =o+ E/yo(r)2 NGh (4.51)

es decir

Ty = Ti0To:{yo, Bo} — {yo u(yo, Bo), Bo}
= {yo u(yo, Bo), Bo + AAo(yo u(yo, Bo))}- (4.52)

Al hacer un anélisis, vemos que si aplicamos los teoremas 3 o 4 més de una vez se
cumple que
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= Los teoremas 3 y 4 son en general distintos, y ésto se debe que la conposicion de
los teoremas 1 y 2 no conmutan en general.

= Los teoremas 3 y 4 no son en general, son idempotentes. Eso significa que cuando
aplicamos el teorema 3 mas de una vez, se obtienen soluciones distintas. Del
mismo modo, el teorema 4 tampoco es idempotente.

Estos comentarios estdn implicitos en la siguiente ecuacion

T3 % T4; T3 o T3 % T3; T4 e} T4 % T4. (453)

4.2. Propiedades de los teoremas

Los teoremas que hemos desarrollado interactiian de muchas formas interesantes y
muestran propiedades que seran tutiles cuando deseemos clasificar SECES. Empecemos
viendo como se relacionan los teoremas 3 (T3) y 4 (T4) con los teoremas 1 (T1) y (T2)

T3(g) :=(T20T1)g = T2(T1(g)) ;

Tulg) = (Ty 0 T2) g — T (Talg)) . (4.54)

donde ¢ es la métrica que representa la de una SECES. Con esto en mente, algunas
soluciones generadas por alguna solucién inicial dada pueden ser identificadas. Por
ejemplo

T4OT]_ET]_OT20T]_ET]_OT3, (455)

or
T3OT3ET20T10T20T1ET20T4OT1. (456)

La idempotence de T; and T, con esta formula es:

lI>

(T10T1)g=T1(T1(g))
(T20T2) g =T2(Ta(g))

Ti(9);
Ta(g) -

Si los tomamos a la vez, podemos simplificar todas las formulas donde aparezcan T y
T» a lado de cada otra méas de una vez. Veamos como funciona:

(4.57)

lI>

(To0T3)g=(TaoTo0T1)g= (TooTy)g=Ts(g);

N (4.58)
(TioTa)g=(TioT10Tr)g = (TioT2)g=Talg),

del mismo modo

TsoT3=Ti0T0T0T; 2Ti0T0T;=Ti0T3=Ts0Ty;

. (4.59)
T3OT4ETQOT]_OT]_OTQZTQOT]_OTQET20T4ET3OT2.
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Estas relaciones nos sirven para estructurar conjuntos de soluciones generadas por
cualquier SECES tomada inicialmente y no sélo eso, sino también para clasificar cuéles
métricas pueden producirse por estos teoremas, y cuales no. Por ejemplo la propiedad
de idempotencia de los teoremas 1 y 2 nos permite clasificar las soluciones en métricas
semillas y no-semillas. Métricas semillas no pueden generarse usando los teoremas T; o
T,, mientras que las que no son semillas estén relacionadas por medio de uno de estos
teoremas.
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Capitulo 5

Aplicacion del Teorema 1

Gupta y Kumar [11] obtienen una clase de estrellas superdensas con un fluido inte-
rior cargado, este modelo puede ser aplicable para una enana blanca, estrella de quarks
o de neutrones. La masa maxima de las estrellas para su modelo fue de 6,716998M®
con radio de 18,92112Km. Cuando no se toma el efecto de la carga, el modelo se reduce
a la solucion interior de Scharzschild. Ellos parten de una geometria embebida de clase
C', lo cual es cierto si ésta satisface la condicion de Karmarker (1948)

R1414 _ R1212R1414R_ R1224R1334 (51>
2323

con Rogos # 0, que para la métrica de Gupta-Kumar [11] implica
B(r) = —— (52)
Y e (a0 '
K (42)

La solucién tiene como elemento de linea

B+ Cr?+ KC?r?

2
2 _ _ 3 2 2 | 2702
ds (A+ VB +Cr ) At = dr? £ 140 (5.3)
con carga
, 1C*(14+KC)((A+VB+Cr?)CK —VB+Cr?)
q(r)” = - (5.4)
2(A+VB+Cr?) (B+Cr?+ KC*?)
que se reduce al caso con densidad constante y sin carga cuando K = —1/C. Esto nos

permite identificar las funciones para la aplicacion del teorema 1, como vimos en la
prueba de este teorema, solo se requiere realizar la integral

/
1:/ W1 (5.5)

(r90)’

y para el modelo () yo(r) = A+ v B + Cr?, es decir
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4Cr
I = dr(5.6
/A\/B+C7’2+B+2Cr2 r(5.6)

luego de la integracion y algebra obtenemos la forma de A(r)

A Ar2o? [JJF—OTMG {Ji—oQ}Ma
8 (AVB+Cr? 42012+ B)” | J- =0 JZ =0
[ 3J2 [ 3J2
|:J_—O:| WU[J++O] AFSE

J_ 4o

J+_0

donde

Jo=\/A2 + 4B + AVAT 8B

0o=+/8(B+Cr?)
Ma = 2+/1+ 8B/A2
U= \/(B +2C72)2 — A2/B + Cr?

2 2
[r(ryo)') By + [2r%y — 2(ryo)'| Bo + 2yo (1 B i)

+[r(ryo)'] Af + [27"23/6' — 2(7’y0)/} Ag=0 (5.8)

La forma del elemento de linea que obtenemos es

2 |
as* = — (A+VB+Cr?) dt* + 1 dr? 4 r2d? (5.9)

_ __ K¢z
B+Cr2(1+CK)

Esta solucion se puede ver como una generalizacion de 3 soluciones conocidas a) si
tomamos A = 0, recuperamos la solucion cargada obtenida por Gupta y Kumar [11]
y b) si KC = —1y A =0 tenemos la solucion interior de Schwarzschild, recuperamos
una solucién que corresponde a una solucién sin carga que generaliza a la solucion
interior de Schwarzschild. La forma de la presion y la densidad por simplicidad las
expresaremos en términos de A
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