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RESUMEN

Este trabajo se divide en cuatro caṕıtulos en los cuales se desarrollan temas relacionados

con la teoŕıa de grupos. Aśı en el primer apartado se tratan conceptos y definiciones bási-

cas de dicha teoŕıa, se define lo que es un grupo aśı como la clasificación de estos por su

forma y caracteŕısticas particulares hasta isomorfismo. En el segundo caṕıtulo se describe

una herramienta llamada tabla de marcas que nos permite recabar información importante

acerca del grupo, de manera que lo caracteriza anque no totalmente. En el tercer apartado

se desarrolla un ejemplo a detalle basado en uno de los articulos de la bibliograf́ıa donde se

describen dos grupos de orden 96 no isomorfos pero que tienen tablas de marcas isomorfas,

ejemplo que a saber, es el más pequeño con ciertas caracteŕısticas y que da pie al propósito

de ésta tesis. También se exponen resultados interesantes a partir de dicho ejemplo. Aśı en el

último caṕıtulo hacemos una generalización del ejemplo de orden 96 a una familia infinita de

grupos que cumplen la caracteŕıstica de no ser isomorfos y tener tablas de marcas isomorfas.

Palabras clave: isomorfismo, tabla de marcas, grupo.



ABSTRACT

This paper is divided into four Chapters, all dealing with group theory. In the first chapter

we introduce basic group-theoretical concepts, such as the definition of a group, subgroup,

and invariants under isomorphisms.. In Chapter 2 we define the table of marks of a group,

and explain what kind of information about the parent group may and may not be derived

from it (for example, the isomorphism type of the group is not determined by its table of

marks). In Chapter 3 we construct (based on one of the papers from the references) the

smallest example of non-isomorphic groups with isomorphic tables of marks, which are two

groups of order 96, and investigate some interesting properties found in this example. In the

last Chapter we generalize this result to create an infinite family of non-isomorphic groups

with isomorphic tables of marks.

Key words: isomorphism, table of marks, group.
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1. INTRODUCCIÓN

La tabla de marcas de un grupo es una herramienta muy poderosa que nos permite obtener

información del grupo, lamentablemente no lo caracteza por completo, lo que significa que

una tabla de marcas puede corresponder a dos grupos que no necesariamente son isomorfos,

aśı lo demostró Thévenaz con su ejemplo de orden 5 · 112, donde se ven expĺıcitamente dos

grupos no isomorfos con tablas de marcas isomorfas 1. Posteriormente se comenzó a investigar

que sucedia con los grupos de orden menor y sus tablas de marcas, fue entonces cuando se

llegó aun ejemplo de un par grupos de orden 96 no isomorfos pero con tablas de marcas

isomorfas y no solo eso, se pudo veŕıficar que éste es el ejemplo mas pequeño con el cual

ocurre esta particularidad, esto se puede veŕıficar a detalle en [2].

La finalidad de esta tesis es realizar una generalización de este ejemplo minimal a una

familia infita de grupos que sigan cumpliendo con la caracteŕıstica de ser no isomorfos y

tener tablas de marcas isomorfas. Aśı dividimos el contenido en tres caṕıtulos. En el primero

tratamos definiciones y conceptos básicos de la teoŕıa de grupos, damos la definición de grupo,

aśı como los teoremas esenciales en el estudio de esta teoŕıa. Enunciamos y demostramos los

teoremas de isomorfismo y demás herramientas que nos ayudan a clasificar los grupos. El

segundo apartado trata enteramente sobre las tablas de marcas, las define y se comentan

muchas de sus aplicaciones, la información que nos dan respecto al grupo, la estructura

que deben seguir, aśı como su construcción a partir de un grupo cualquiera. En el tercer

caṕıtulo explayamos el ejemplo minimal propuesto en [2], vemos con lujo de detallo los

morfismos dados en cada grupo, aśı como la forma de operar los elementos en un grupo

y otro, comprobamos por medio del orden del centro que ambos grupos no son isomorfos

y posteriormente demostramos que sus tablas de marcas son isomorfas. Por último, en el

cuarto caṕıtulo hacemos una generalización a una familia infinita de grupos que cumplen con

la caracteŕıstica deseada, siguiendo una pequeña restricción en los ordenes de los grupos.

1Jacque Thévenaz. Isomorphic Burnside Rings. Communications in Algebra,16(9):1945-1947,1988.
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Caṕıtulo 1

2. Conceptos preliminares

2.1. Grupos

Es bien sabido que los grupos han aparecido en varias ramas de las matemáticas y es

debido al genio de Galois, que su estudio se hizo más profundo con el afán de saber más

al respecto. Pero surge claramente una pregunta fundamental ¿ Cómo definimos un grupo?,

para responder esta cuestión damos la siguiente

Definición 2.1. Un conjunto no vaćıo de elementos G se dice que forma un grupo si en él

está definida una operación binaria , a la cual llamamos producto, denotada por (∗) tal que:

1. a, b ∈ G implica que a ∗ b ∈ G .

2. a, b, c ∈ G implica que a∗(b ∗ c)= (a ∗ b) ∗c .

3. Existe un elemento 1 ∈ G (llamado elemento neutro ) tal que para todo a ∈ G

tenemos que :

a ∗ 1 = 1 ∗ a = a , ∀a ∈ G .

4. Para todo aεG existe un elemento a−1εG (llamado inverso de a ) tal que a ∗ a−1 =

a−1 ∗ a = 1 .

Por practicidad normalmente denomatmos solamente G para referirnos a (G, ∗) y ab en

lugar de a ∗ b ,a lo largo de este caṕıtulo consideraremos a G como grupo

Definición 2.2. Al número de elementos de un grupo G lo llamamos el orden y se deonota

por |G|. Si |G| <∞ decimos que es un grupo finito.

La siguiente propiedad resalta una familia de grupos con caracteŕısticas muy deseables

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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Definición 2.3. Si para cualesquier a, b ∈ G se tiene que ab = ba se dice que G es un grupo

abeliano y que sus elementos conmutan. En caso contrario diremos que es un grupo

no abeliano.

Ejemplo 2.1. El conjunto de los enteros Z y la operación usual suma, denotada por + donde

0 hace las veces de 1 y −a de a−1 .Claramente es un grupo abeliano.

Ejemplo 2.2. Sea G = S3, el grupo de todas las aplicaciones biyectivas de un conjunto de

cardinalidad 3, sobre śı mismo , con la composición como operación . El lector podrá verificar

que dicho grupo es no abeliano.

A continuación enunciaré un lema que si bien es un tedio el demostrarlo, nos proporciona

propiedades importantes en un grupo

Lema 2.1. Si G es un grupo, entonces:

1. el elemento identidad (1) es único;

2. todo aεG tiene un inverso único en G;

3. ∀aεG, (a−1)−1 = a ;

4. para a, bεG , (ab)−1 = b−1a−1

El lector podrá corroborar fácilmente la validez de éstas proposiciones.

Aśı ya una vez visto y analizado a groso modo estas estructuras a las que llamamos grupos,

nos vamos a concentrar en subconjuntos, pero no en cualquiera de ellos sino en aquellos que

preservan la estructura de grupo. Para esta tarea dedicamos la siguiente sección.

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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2.2. Subgrupos

Definición 2.4. Sea H 6= ø un subconjunto de un grupo G , se dice que es subgrupo de G

si y sólo si

1. a, b ∈ G⇒ ab ∈ H

2. a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H

lo denotamos por H ≤ G. Se dice que es propio si H 6= G y se denota por H < G

Ejemplo 2.3. Sea Z el grupo definido como en el ejemplo 2.1, H el subconjunto que consiste

en todos los múltiplos de 5. Afirmamos que H < Z.

Definición 2.5. Sea G un grupo, H un subgrupo de G, para a, b ∈ G decimos que a es

congruente con b mód H y escribimos: a ≡ b mód H , si ab−1 ∈ H.

Lema 2.2. La relación a ≡ bmód H es una relación de equivalencia .

Definición 2.6. Si H es un subgrupo de G, y a ∈ G entonces Ha = {ha|h ∈ H}. A Ha se

le llama clase lateral derechade H en G. Análogamente se define la clase lateral izquierda.

Lema 2.3. ∀aεG tenemos que Ha = {xεG|a ≡ x mód H}

Lema 2.4. Hay una correspondencia biyectirva entre dos clases laterales derechas cuales-

quiera de H en G .

Definición 2.7. El ı́ndice de H en G es el número de distintas clases laterales derechas de

H en G. y se denota por [G : H].

Lo que nos lleva a enunciar el siquiente teorema, mejor conocido como el teorema de

Langrage.

Teorema 2.1. Si |G| <∞ y H ≤ G entonces |H| es un divisor de |G|

Definición 2.8. Sea G un grupo, el centro de G, denotado por Z(G) es

Z(G) = {g ∈ G|gx = xg,∀x ∈ G}.

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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Y continuando con nuestro estudio, surgen varias preguntas respecto a las clases laterales,

¿ será que siempre son distintas las clases laterales derechas y las clases laterales izquierdas

? , en caso contrario ¿cuándo coinciden?. Para eso damos la siguiente

Definición 2.9. Un subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si ∀g ∈ G y toda

n ∈ N , se tiene que gng−1 ∈ N y se denota por N / G

Lema 2.5. N es un subgrupo normal de G si y solo si gNg−1 = N para todo g ∈ G

Lema 2.6. El subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si y sólo si toda clase lateral

izquierda de N en G es también una clase lateral derecha de N en G

Demostración. Primero suponemos que N es un subrupo normal de G, aśı

∀g ∈ G, gNg−1 = N , de donde (gNg−1)g = Ng, gN = Ng , lo que prueba la primera parte

del lema. La segunda parte no tiene mayor complicación, invitamos al lector a realizarla.

Definición 2.10. Sean a, b ∈ G y H ≤ G, sean aH = {ah|h ∈ H} y bH = {bh|h ∈ H}

clases laterales izquierdas de H en G decimos que el conjunto

abH = abh|h ∈ H, a, b ∈ G}

es el producto de dos clases laterales izquierdas de H en G.

Lema 2.7. Un subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si y sólo si el producto de dos

clases laterales derechas de N en G es de nuevo una clase derecha de N en G, análogamente

para las clases izquierdas.

Denotemos por G/H la colección de las clases laterales derechas (o izquierdas) en G y

usemos el producto de subconjuntos de G para que nos suministre un producto en G/H ,

aśı a la luz de los teoremas anteriores y siguiendo dicha notación tenemos el siguiente

Teorema 2.2. Si G es un grupo y N un subgrupo normal de G, entonces G/H es también

un grupo. Le llamamos grupo cociente de G po N .

Lema 2.8. Si G es un grupo finito y N es un subgrupo normal de G entonces o(G/H) =

o(G)/o(H).

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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Definición 2.11. Sea S un subgrupo de G , el normalizador de S en G, denotado por

NG(S) = {gεG : gSg−1 = S, S ≤ G} .

Aunque aún no definimos lo que es un homomorfismo ni el ”kernel”de este, podemos decir

que el kernel de un homomorfismo f : G→ H es un subgrupo normal de G.

Las clases de conjugación son básicas para definir la tabla de marcas de un grupo como

se verá en el caṕıtulo próximo, para ésto la siguiente definición

Definición 2.12. Sea aεG , una conjugación por a es una funcion λa(g) = aga−1

Definición 2.13. Sean k, gεG. se dice que k es un conjugado de g si k = aga−1 = λa(g)

,para algún aεG.

Análogamente se pueden conjugar subgrupos. Ahora se enunciará la definición de G-

conjunto, ésta surge de las propiedades fundamentales del grupo simétrico Sn. Pero hay otro

rasgo primordial de Sn : sus elementos son funciones actuando en algún conjunto dado. La

idea de G-conjunto es la abstracción adecuada a esta idea.

Definición 2.14. Un G-conjunto es un conjunto X en el que el grupo G actúa, es decir,

existe una función ⊗ : G ×X → X (llamada la acción de G en X ) para la cual usamos la

notación gx que satisface lo siguiente:

1. ∀xεX se tiene que 1x = x, donde 1 es la identidad de G.

2. ∀g, hεG y ∀xεG, se tiene que (gh)x = g(hx).

Para finalizar esta sección, enunciamos las definiciones de producto directo interno y

externo

Definición 2.15. Sean g y H grupos. El producto directo externo de G y H, denotado

por G×H, es el conjunto de pares ordenados (g, h), donde gεG, hεH, con la operación binaria

(g, h)(k, l) = (gk, hl). Aqúı cabe notar que el conjunto aśı definido es un grupo.

Antes de definir el producto directo interno, definimos lo que es el producto de subgrupos

normales, aśı tenemos la siguiente :

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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Definición 2.16. Sean N y M subgrupos normales en G grupo. Definimos y denotamos su

producto por

NM = {nm|n ∈ N y m ∈M}

Definición 2.17. Sea G un grupo con subgrupos normales N y M . Si N
⋂
M = {1} y

NM = G, entonces se dice que G es el producto directo interno de los subgrupos N y

M , es decir G = N ×M .

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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2.3. Homomorfismos

La noción de homomorfismo está directamente relacionada con las secciones precedentes.

Indicamos con ello una aplicación de un sistema algebraico a un sistema algebraico análogo

que preserva la estructura. Para precisar la idea decimos que

Definición 2.18. Una aplicación φ de un grupo G en un grupo D se dice que es un homo-

morfismo si para a, bεG cualesquiera siempre se tiene que φ(ab) = φ(a)φ(b).

Ejemplo 2.4. φ(x) = e ∀xεG , análogamente φ(x) = x ∀xεG, ambos homomorfismos de G en

G

Definición 2.19. Si φ es un homomorfismo de G en D , el núcleo de φ , kerφ, se define por

Kφ = {xεG|φ(x) = ê, ê = elemento identidad de D}

Lema 2.9. Si φ es un homomorfismo de G en D, entonces:

1. φ(e) = ê , el elemento unidad de D.

2. φ(x−1) = φ(x)−1 para todo xεG

Lema 2.10. Si φ es un homomorfismo de G en D de núcleo K, entonces K es un subgrupo

normal de G

A los homomorfismos que poseen una caracteŕıstica adicional, reciben un nombre espećıfi-

co de acuerdo a ella, a continuanción los enunciamos

Definición 2.20. 1. Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo.

2. Un epimorfismo es un homomorfismo suprayectivo.

3. Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo; si dados dos grupos G y H existe un

isomorfismo de G en H, se dice que son isomorfos y se denota por G ∼= H.

4. Un endomorfismo es un homomorfismo de un grupo en śı mismo.

5. Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en śı mismo.

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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Ahora śı utilizando las definiciones y notacion anteriores damos el siguiente:

Teorema 2.3. Sea φ un homomorfismo de G sobre D con núcleo K, entonces G/k ∼= D

Teorema 2.4. Sea φ un homomorfismo de G sobre D de núcleo K, y sea N̂ un subgrupo

normal de D y N = {xεG|φ(x)εN̂}. Entonces G/N ≈ D/N̂ . O equivalentemente, G/N ≈

(G/K)/(N/K).

Teorema 2.5. (CAYLEY). Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de A(S) para algún S

apropiado. Donde Sn = A(S) cuando S es un conjunto finito.

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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2.4. Algunas clasificaciones de grupos

En esta sección se precisarán algunas definiciones y teoremas referentes a la clasificación

de grupos hasta isomorfismo.

2.4.1. Teoremas de Silow

En las secciones previas enunciamos algunos teoremas referentes al orden de un grupo y los

subgrupos de este, y revisamos un poco teoŕıa que nos permite clasificar los grupos, aśı como

obtener información acerca de sus subgrupos,entre otras, de alĺı que surgan naturalmente dos

preguntas:

1. ¿Se deben buscar subgrupos de orden de cualquier divisor del orden del grupo?

2. ¿Cuántos y cuáles son los subgrupos que posee un grupo G de un orden dado?

Para el caso de grupos ćıclicos, tenemos que: Para cada cada divisor del orden del grupo,

existe un único subgrupo de ese orden, que además es ćıclico. Sin embardo el rećıproco del

teorema de Langrage es falso, y como contraejemplo tenemos a A4 el cual tiene orden 12

pero no tiene subgrupos de orden 6. En general, los teoremas de Sylow localizan en un grupo

finito los subgrupos de orden potencia de primo.

Definición 2.21. Sea p un número primo. Un grupo K es un p-grupo si para todo elemento

g en K, el orden de g es una potencia de p.

Definición 2.22. Sean p un número primo y H un subgrupo de G. Se dice que H es un

p-subgrupo de G si H es un p-grupo.

Definición 2.23. Sea p un número primo. Un subgrupo H de G es un p-subgrupo de

Sylow de G si es un p-subgrupo de G que no está contenido propiamente en ningún otro

p-subgrupo de G.

Teorema 2.6. (de Cauchy) Si G es un grupo finito y p es un primo divisor de |G| entonces

existe al menos un elemento de orden p.

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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Teorema 2.7. ( 1er. Teorema de Sylow) Sea G un grupo de orden pnm, con p primo y p no

divide a m. Entonces para cada r = 0, ..., n, G posee al menos un subgrupo de orden pr.

El segundo teorema de Sylow ayuda a encontrar el número de p-subgrupos de Sylow que

tiene un grupo.

Teorema 2.8. (2do. Teorema de Sylow) Sea G un grupo y p primo

(a) El número np de p-subgrupos de Sylow es congruente con 1 mod p.

(b) Los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados. En consecuencia, si H es un p-subgrupo

de Sylow entonces np|[G : H].

Teorema 2.9. (3er. Teorema de Sylow) Cada p-subgrupo de G está contenido en un p-

subgrupo de Sylow.

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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2.5. Productos semidirectos

Muchos grupos de los que se estudiarán posteriormente son de ésta forma, para eso damos

la siguiente definición.

Definición 2.24. Sean K,Q subgrupos de G. Se dice que el grupo G es el producto semi-

directo de K por Q, denotado G = K oQ, si se cumplen las tres condiciones siguientes:

♣ K es normal en G;

♣ KQ = G;

♣ H ∩Q = 1.

También se dice que G se divide sobre K. A continunación enunciamos algunas equiva-

lencias y posteriormente damos algunos ejemplos.

Lema 2.11. Si K es un subgrupo normal de un grupo G, entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

G es el producto semidirecto de K por Q donde Q ∼= G/K.

Existe un subgrupo Q ≤ G tal que cada elemento gεG tiene una única expresión g = ax,

con aεK y xεQ.

Existe un homomorfismo s : G/K → G con πs = 1G/K, donde π : G → G/K es la

proyección natural (cociente).

Existe un homomorfismo π : G→ G con ker(π) = K y π(x) = x para toda x en Im(x).

El mapeo π es llamado retracción de G y la Im(π) es llamada el retracto de G.

Ejemplo 2.5. A4 = (C2 × C2) o C3

Ejemplo 2.6. Sn = An o C2

Ejemplo 2.7. Aut(S6) = S6 o C2

Roberto Carlos Abrego Manriquez
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Ejemplo 2.8. Si G = 〈a〉 es ćıclico de orde 4 y K = 〈a2〉, entonces G no es un producto

semidirecto de K por G/K.

Lema 2.12. Si G es un producto semidirecto de K por Q, entonces existe un homomorfismo

θ : Q→ Aut(K), definido por:

θ(x)(a) = θx(a) = xax−1

con xεQ y aεK. Más aún, ∀x, y, 1εQ y aεK, se tiene que

θ1(a) = a y θx(θy(a)) = θxy(a)

Definición 2.25. Sean Q y K grupos, y φ : Q→ Aut(K) un homomorfismo . Un producto

semidirecto G de K realiza a φ si para todo xεQ y aεK

φx(a) = xax−1

Definición 2.26. Sean Q y K grupos y θ : Q → Aut(K) un homomorfismo. Se define

G = K oθ Q como el conjunto de los pares ordenados (a, x)εK ×Q con la operación :

(a, x)(b, y) = (aθx(b), xy)

.

Entonces un grupo G que es producto semidirecto de K por Q ∼= G/K queda determinado

por K, Q y por el homomorfismo θ : Q→ Aut(K).

Teorema 2.10. Sean Q y K grupos y θ : Q → Aut(K) un homomorfismo entonces G =

K oθ Q es un producto semidirecto de K por Q que realiza a θ

Además cualquier producto semidirecto realiza a un homomorfismo.

Teorema 2.11. Si G es un producto semidirecto de K por Q , entonces existe θ : Q →

Aut(K) tal que G ∼= K otheta Q.

La siguiente proposición nos da la relación entre los ordenes de K,Q y G.

Proposición 1. Sea G un grupo y sean K y Q subgrupos de G tal que G = KoQ. Entonces

|G| = |K||Q|.
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Los productos directos son un caso especial de los productos semidirectos.

Proposición 2. Sea G un grupo y sean N y M subgrupos de G. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

G es el producto directo interno de N y M

G es el producto semidirecto interno de N por M y también el producto semidirecto

interno de M por N .
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Caṕıtulo 2

3. Tablas de marcas

En este caṕıtulo se desarrollará y explicará la construcción de las tablas de marcas, la

información que podemos deducir de los grupos a partir de ellas y cuáles son los invariantes

que ayudan a deducir cuándo dos tablas de marcas no son isomofas.

3.1. Construcción de Tablas de Marcas

Sean G un grupo finito y C(G) la familia de todas las clases de conjugación de los sub-

grupos de G. Para todo [H]εC(G) se elige un representante, por ejemplo H y se enumeran

(de menor a mayor respecto al orden), es decir H1, H2..., Hn. La tabla de marcas de G es

la matriz TG = (aij), cuya entrada aij es el número de puntos fijos bajo Hi del G-conjunto

G/Hj, denotado por φHi
(G/Hj). Es decir:

aij = φHi
(G/Hj) = |{xεG/Hj : hx = x,∀hεHi}|

.

Ejemplo 3.1. Sea G = Cp el grupo ćıclico de orden p primo. Los subgrupos de G son H1 = {1}

,H2 = G . Aśı tenemos que G/H1 = G/{1} = G = Cp y G/H2 = G/C = {1}.

a11 = |{xεG/H1 : h(x) = x,∀hεH1}| = |{xεCp : h(x) = x, ∀hε{1}}|

= p

a12 = |{xεG/H2 : h(x) = x,∀hεH1}| = |{xε1 : h(x) = x,∀hε{1}}|

= 1

a12 = |{xεG/H1 : h(x) = x,∀hεH2}| = |{xεCp : h(x) = x,∀hεCp{1}}|

= 0

a22 = |{xεG/H2 : h(x) = x,∀hεH2}| = |{xε{1} : h(x) = x,∀hεCp}|

= 1
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Por lo que su tabla de marcas se ve

TCp =

p 1

0 1


Las dos afirmaciones siguientes dan equivalencias que ayudan a calcular las entradas de

las tablas de marcas.

Proposición 3. ϕH(G/K) = α(H,K) |NG(K)|
|K| , donde α(H,K) es el número de subgrupos de

G que son conjugados de K y que contienen a H.

α(H,K) = |{N ≤ G : H ≤ N,N = gKg−1, gεG}|

Proposición 4. ϕH(G/K) = β(H,K) |NG(H)|
|K| donde β(H,K) es el número de subgrupos de

G que son conjugados a H y están contenidos en K,

β(H,K) = |{N ≤ G : N ≤ K,N = gHg−1, gεG}|

.

Ejemplo 3.2. Sea G = C9 el grupo ćıclico de orden 9. Los subgrupos de G son H1 = {1},

H2 = C3, H3 = C9.

|NG(H1)| = |NG(H2)| = |NG(H3)| = |G| = 9

β(H1, H1) = |{N ≤ C9 : N ≤ {1}, N = g{1}g−1, gεC9}| = 1

β(H1, H2) = |{N ≤ C9 : N ≤ C3, N = g{1}g−1, gεC9}| = 1

β(H1, H3) = |{N ≤ C9 : N ≤ C9, N = g{1}g−1, gεC9}| = 1

β(H2, H1) = |{N ≤ C9 : N ≤ {1}, N = gC3g
−1, gεC9}| = 0

β(H2, H2) = |{N ≤ C9 : N ≤ C3, N = gC3g
−1, gεC9}| = 1

β(H2, H3) = |{N ≤ C9 : N ≤ C9, N = gC3g
−1, gεC9}| = 1

β(H3, H1) = |{N ≤ C9 : N ≤ {1}, N = gC9g
−1, gεC9}| = 0

β(H3, H2) = |{N ≤ C9 : N ≤ C3, N = gC9g
−1, gεC9}| = 0

β(H3, H3) = |{N ≤ C9 : N ≤ C3, N = gC9g
−1, gεC9}| = 1

aij = φHi
(G/Hj) = β(Hi,Hj) |NG(Hi)|

|Hj |

por lo que la tabla de marcas es la siguiente:
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
9 3 1

0 3 1

0 0 1


Los ejemplos siguientes involucran a los grupos hasta isomorfismo de orden 6.

Ejemplo 3.3. Sea G = C6 el grupo ćıclico de orden 6. Sus subgrupos son

H1 = {1}, H2 = C2, H3 = C3, H4 = C6 . Aśı que su tabla de marcas es :

TC6 =


6 3 2 1

0 3 0 1

0 0 2 1

0 0 0 1


Ejemplo 3.4. Sea G = S3 el grupo simétrico de orden 6. Los únicos subgrupos de G son

H1 = {1}, H2 = 〈(12)〉, H3 = 〈(123)〉, H4 = S3 entonces se tiene que su tabla de marcas es

TS3 =


6 3 2 1

0 1 0 1

0 0 2 1

0 0 0 1


Las tablas de marcas anteriores no son isomorfas ya que difieren en la entrada a22.

Si se observan los ejemplos se puede notar que hay ciertas caracteŕısticas que todas las

tablas tienen en común, por ejemplo que la última columna tiene sólo unos. La siguiente

proposición reune estas peculiaridades.

Proposición 5. La tabla de maras TG = (aij) del grupo G satisface:

1. TG es cuadrada de tamaño n× n donde n = |C(G)|.

2. TG tiene coordenadas enteras.

Roberto Carlos Abrego Manriquez



3. 18

3. TG es triangular superior.

4. aij = 1 , 1 ≤ i ≤ j , es decir, la última columa es la unidad de
∏

x∈C(G) Zx

5. La primera fila de G corresponde a los ı́ndices de los subgrupos de G, esto es:

a1i = [G : Hi] =
|G|
|Hi|

, 1 ≤ i ≤ n

.

6. aii = |NG(Hi)
Hi
|, 1 ≤ i ≤ n.

7. Un elemento en la diagonal divide a cada elemento de la misma columna, es decir:

φHi
(G/Hi)|φHj

(G/Hi), 1 ≤ i ≤ n

.

8. a11 = |G| es la entrada mayor de TG.

9. |Hi| = a11
a1i

.

10. α(Hi, Hj) =
aij
ajj

.

11. β(Hi, Hj) =
aija1i
ajja1j

Demostración. Se puede consultar en [?].
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3.2. Propiedades de las tablas de marcas

Dada una tabla de marcas TG se pueden obtener muchas propiedades del grupo G al que

está asociada. Los siguientes puntos se derivan de la tabla de un grupo G.

El orden del grupo G: Es la entrada más grande de TG (en la posición (1, 1).

El número de clases de conjugación de subgrupos de G : Es el tamaño de TG.

Los ı́ndices de los subgrupo de G: Son las entradas del primer renglón de TG.

Los órdenes de los subgrupos de G: Se sigue de conocer los ı́ndices y el orden de G.

Los p-subgrupos de Sylow de G: Se conocen por su orden.

El ı́ndice de Hi en su normalizador: Es la entrada aii .

El orden del normalizador de Hi en G: Se obtiene de la siguiente forma

|NG(Hi)| =
aiia11
a1i

.

El ı́ndice del normalizador de Hi en G: Se encuentra como se muestra abajo, nótese

que también es el número de conjugados del subgrupo H en G,

[G : NG(Hi)] =
a1i
aii

= |{K ≤ G : gHg−1 = K, g ∈ G}|

.

El número de subgrupos de G: Se obtiene sumando el número de conjugados de Hi para

todo i,

|{N ≤ G}| =
n∑
i=1

a1i
aii

.

Los subgrupos normales de G: Son los Hi tales que la columna i-ésima tiene sólo dos

valores que son cero y el ı́ndice de Hi en G.
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Los subgrupos Hi (hasta conjugación ) de un subgrupo de Hi de G: Son aquellos pa-

ra los que la entrada aij es diferente de cero.

Los subgrupos maximales propios de G: Son los Hi para los cuales las entradas del

renglón i-ésimo entre la aii y la ain son cero.

El subgrupo de Frattini de G: El subgrupo de Frattini de un grupo es la intersección de

todos los subgrupos maximales. en TG. Se puede identificar por ser el mayor subgrupo

normal de G contenido en todos los subgrupos maximales.

La tabla de marcas de un grupo cociente G/H : Usando el teorema de la correspon-

dencia se obtiene encontrando los subgrupos de G que contienen a H.

Si G es abeliano : Podemos saber si G es abeliano por su tabla de marcas, observando que

todos sus subgrupos son normales y no tienen ningún cociente isomorfo a los cuaternios

de orden 8.

El subgrupo derivado de G : Es el mayor subgrupo normal de G cuyo cociente es abe-

liano.

Los subgrupos ćıclicos de G : Son los Hi tales que tienen un único subgrupo para cada

divisor del orden de Hi.

Los subgrupos elementales abelianos de G : Están caracterizados por el número de sub-

grupos de orden p2. Un subgrupo H de G es elemental abeliano si el orden de H es pn

para algún p primo y un entero n ≥ 1 , y ya sea que n = 1 , o que n = 2 y H no sea

ćıclico, o que n ≥ 3 y que el número de subgrupos de H de orden p2 sea (pn−1)(pn−p)
(p2−1)(p2−p) .
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3.3. Invariantes preservados por isomorfismos de tablas de marcas

Como se ha mencionado anteriormente se puede decir mucho acerca de un grupo por

medio de su tabla de marcas. Ahora suge la interrogante de ¿qué podremos afirmar sobre

los subgrupos de un grupo al conocer su tabla de marcas?. En esta sección, se verán algunos

atributos de los subgrupos que se preservan bajo isomorfismos entre tablas de marcas.

Definición 3.1. Sean G, Q grupos finitos. Sea C(G) la familia de todas las clases de con-

jugación de los subgrupos de G. Se asume que los elementos de C(G) están ordenados en

orden creciente, respecto al orden. Sea ψ una función d C(G) . Dado un subgrupo H de G, se

denota por H ′ a algún representante de ψ([H]), donde [H] es la clase de conjugación de H.

Se dice que ψ es un isomorfismo entre las tablas de marcas de G y Q si ψ es una biyección y

si ϕH′(Q/K
′) = ϕH(G/K) para cualesquiera subgrupos H, K de G-

Teorema 3.1 (Atributos preservados). Sean G y Q grupos finitos con tablas de marcas

isomofas. Sean K , H subgrupos de G y sean K ′, H’representantes en sus respectivas clases

de conjugación de subgrupos bajo el isomorfismo entre sus tablas de marcas, entonces tenemos

que:

1. G’= Q

1′G = 1Q

|G| = |G′|

|H| = |H ′|

α(H.K) = α(H ′,K’)

β(H.K) = β(H ′,K’)

|NG(H)| = |NQ(H ′)|

2. El subgrupo H es normal en G si y solo si H és normal en Q. Además G/H y Q/H ′

tienen tablas de marcas isomorfas.

3. Si K ≤ H y si al menos uno de estos dos subgrupos es normal en G, entonces K ′ ≤ H ′

para cualesquiera H’y K ′ .
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4. Si K y H son subgrupos normales de G , entonces (K ∩ H)′ = K ′ ∩ H ′ y (KH)′ =

K ′H ′ . En particular dos subgrupos normales con intersección trivial corresponden a

dos subgrupos normales con intersección trivial. Aún más, si G = H × K entonces

Q = H ′ × K ′ , K y K ′ tienen tablas de marcas isomorfas y H, H’tienen tablas de

marcas isomorfas.

5. El subgrupo H es maximal en G si y sólo si H és maximal en Q.

6. Los subgrupos de Frattini se corresponden, es decir, φ(G)′ = φ(Q) .

7. Para cualquier divisor d del orden de H, el número de subgrupos de H de orden d es

preservado, en particular, el número total de subgrupos de H se preserva.

8. El subgrupo de H es ćıclico si y sólo si H és ćıclico.

9. Si G es abeliano entonces G ∼= Q .

10. Los subgrupos conmutadores se corresponden, es decir, [G,G]′ = [Q,Q] . Por otra parte

G/[G,G] ∼= Q/[Q,Q].

11. Si G ∼= Sn con n ≥ 5 , entonces Q ∼= G .

12. El subgrupo H es elemental abeliano si y sólo si H és elemental abeliano

13. El grupo G es nilpotente si y sólo si Q es nilpotente. Sin embargo, hay p-grupos no

isomorfos con tablas de marcas isomorfas.

Demostración

1. Es evidente.

2. Se sigue de 1.

3. El subgrupo normal corresponde a un único subgrupo: el resto se sigue de 1.

4. La intersección de dos subgrupos normales es el subgrupo normal más grande contenido

en ambos subgrupos, KH es el subgrupo normal más pequeño que contiene a K y a

H; el resto es claro.
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5. Asúmase que H es subgrupo maximal de G. Sea M ′ un subgrupo de Q entre H’y Q,

y sea M el subgrupo correspondiente en G. Como 0 6= α(H ′,M ′) = α(H,M) , un

conjugado de M contiene a H. Pero H es maximal, aśı que este conjugado es o bien H

(de donde M ′ = H ′ ) o G (por lo que M ′ = Q ) .

6. Sea X = φ(G) . Por simetŕıa, es suficiente mostrar que X ′ ≤ φ(Q) . Note que X es un

subgrupo normal de G contenido en todos los subgrupos maximales. Como los subgru-

pos maximales se corresponden, entonces X ′ es un subgrupo normal de Q contenido en

todos los subgrupos maximales por lo que X ′ ≤ φ(Q) .

7. El número de subgrupos de H de orden d es igual a
∑
β(K,H) para todo K ∈ C(G)

de orden d .

8. El grupo de los cuaternios es el único grupo de orden ocho con tres subgrupos de orden

cuatro.

9. El grupo G es un producto directo de subgrupos ćıclicos.

10. Es evidente.

11. El subgrupo conmutados es el subgrupo normal más pequeño de G con un cociente

abeliano. Esta propiedad es preservada bajo la correspondencia.

12. Sn con n mayor o igual a 5 está caracterizado por las siguientes tres propiedades: (1)

Tiene orden n! ; (2) Solo tiene un subgrupo normal propio, cuyo orden es n!/2 ; (3) Tiene

un subgrupo de ı́ndice n (la acción en las n clases de conjugación da un isomorfismo a

Sn ). Estas propiedades son preservadas por un isomorfismo entre las tablas de marcas.

13. Cada p-subgrupo de Sylow de G es normal y esta propiedad es preservada.
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Caṕıtulo 3

4. Algunos grupos no isomorfos con tablas de marcas

isomorfas

4.1. Construyendo el ejemplo

Como vimos en la sección anterior, las tablas de marcas nos proporcionan bastante in-

formación acerca del grupo y también observamos que no todas las propiedades se preservan

bajo isomorfismo de marcas.

De alĺı que salga la pregunta ¿Dos grupos con tablas de marcas isomorfas son isomorfos?

La respuesta es , no necesariamente como bien probara Thévenaz con su ejemplo con un par

de grupos de orden 5x102 y se puede verificar a detalle en bibliografia.

En esta sección damos un ejemplo (el más pequeño hasta ahora encontrado) constrúıdo

con dos grupos no isomorfos de orden 96 con tablas de marcas isomorfas. Analizamos también

las propiedades que śı se preservan.

Remark 4.1. A lo largo de ésta y las secciones precedentes se estará utilizando la siguiente

notación a menos que se indique lo contrario. S3 denotará al grupo simétrico de orden 6, λ

representará cualquier elemento de S3. C2 será el grupo ćıclico de orden 2 generado por y y

C8 denotará al grupo ćıclico de orden 8 generado por x. Es decir

S3 = {id, σ2 = (123), σ3 = (132), τ1 = (12), τ2 = (13), τ3 = (23)}

C8 =< x > y C2 =< y > .

Decimos que τj con j = 1, 2, 3 son transposiciones y σi con i = 2, 3 son 3-ciclos.
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Teorema 4.1. Sea S3 el grupo simétrico de orden 6 y C2 el ćıclico de orden 2 La función

ψ : S3 −→ C2 definida por

ψ(λ) =

 1 si λ = σi para algún i = 1, 2, 3.

y si λ = τj para algún j = 1, 2, 3.

es un homomorfismo de grupos.

Demostración. Veamos caso por caso. Para el primero tenemos lo siguiente:

ψ((τ1)(σ2)) = ψ((1, 3)(1, 2, 3))

= ψ((2, 3))

= y

= (y)(1)

= ψ((1, 3))ψ((1, 2, 3))

= ψ(τ1)ψ(σ2)

Por otro lado tenemos que:

ψ((σ2)(τ1)) = ψ((1, 2, 3)(1, 3))

= ψ((1, 2))

= y

= (1)(y)

= ψ((1, 2, 3))ψ((1, 3))

= ψ(σ2)ψ(τ1))

Y esto ocurre en cualquier producto de una σi con una τj.

Siguiente caso, producto de dos transposiciones.

ψ((τ1)(τ2)) = ψ((1, 2)(1, 3)) = ψ((1, 3, 2)) = 1

= y2

= (y)(y)

= ψ((1, 3))ψ((1, 2))

= ψ(τ2)ψ(τ1)
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De igual forma sucede con cualquier par de τj’s disjuntas. Por otro lado si λ es una transpo-

sición tenemos que:

ψ((λ)(λ)) = ψ(λ2) = ψ((1)) = 1

= y2

= (y)(y)

= ψ(λ)ψ(λ)

Y para cualquier par de 3-ciclos tenemos lo siquiente:

ψ((σ2)(σ3)) = ψ((1, 2, 3)(1, 3, 2)) = ψ((1)) = 1

= (1)(1)

= ψ((1, 2, 3)(1, 3, 2))

= ψ((σ3)ψ(σ2))

ψ((σ2)(σ2)) = ψ((1, 3, 2)) = 1

= (1)(1)

= ψ((1, 2, 3))ψ((1, 2, 3))

= ψ((σ2)ψ(σ2))

Teorema 4.2. Sean C2 y C8 los grupos ciclicos de orden 2 y 8 respectivamente. La función

dada por φ : C2 −→ C8 dada por:

φ(1) = 1

y

φ(y) = x4

es un homomorfismo de grupos.

Demostración. Como en el teorema anterior verifiquemos por casos.

φ((1)(y)) = φ(y) = x4 = (1)(x4) = φ(1)φ(y)
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y

φ((y)(y)) = φ(y2) = φ(1) = 1 = x8 = (x4)(x4) = φ(y)φ(y).

Aśı al componer ψ y φ tendremos una función, de S3 a C8, que también es homomorfismo.

Teorema 4.3. Sea W el producto directo de S3 × C8 y sea δ : S3 −→ C8 la composición

φ◦ψ, donde ψ y φ son las funciones definidas anteriormente. La función α : W −→ W dada

por:

α(λ, xi) = (λ, xiδ(λ))

es un automorfismo de orden 2, es decir, α2(λ, xi) = (λ, xi).

Demostración. Primero probamos que es un homomorfismo, para esto, sean (λ, xi), (µ, xj) ∈

W con i, j ∈ 0, 1, ..., 7. Aśı tenemos que

α((λ, xi)(µ, xj)) = α((λµ, xi+j)) = = (λµ, xi+jδ(λµ)

= (λµ, xi+jδ(λ)δ(µ)

= (λ, xiδ(λ))(µ, xjδ(µ))

= α((λ, xi))α((µ, xj))

Con eso queda probado que es homomorfismo. Veámos ahora que es biyectivo, para esto

solo basta probar la inyectividad. Supongámos que α((λ, xi)) = α((µ, xj)) por demostrar que

(λ, xi) = (µ, xj).

α((λ, xi) = α((µ, xj))

(λ, xiδ(λ)) = (µ, xjδ(µ)

De alĺı que λ = µ y xi = xj.

Por último probemos que es de orden 2.

α2((λ, xi)) = α(α(λ, xi)) = α((λ, xiδ(λ))) = (λ, xiδ(λ)2) = (λ, xi)

.
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Ya que para δ(λ)2 = δ(λ)δ(λ) tenemos un resultado posible, por un lado si δ(λ) = 1,

δ(λ)2 = (1)(1) = 1, por otro lado si δ(λ) = x4 tenemos que δ(λ)2 = (x4)(x4) = x0 = 1, por

tanto δ(λ)2 = 1 para toda λ ∈ S3.

A continuación construimos otro automorfismo similar al anterior.

Teorema 4.4. Sea W el producto directo S3×C8 y sea δ : S3 −→ C8 definido anteriormente

como la composición de φ y ψ. La función β : W −→ W dada por :

β((λ, xi)) = (λ, x5iδ(λ))

es un automorfismo de orden 2 .

Demostración. Sean (λ, xi)(µ, xj) ∈ W con i, j ∈ 0, 1, ..., 7.

β((λ, xi)(µ, xj)) = β((λµ, xi+j)) = = (λµ, x5(i+j)δ(λµ)

= (λµ, x5i+5jδ(λ)δ(µ)

= (λ, x5iδ(λ))(µ, x5jδ(µ))

= β((λ, xi))β((µ, xj))

por tanto β es un automorfismo. Veamos que es de orden 2.

β2((λ, xi)) = β(β((λ, xi))

= β((λ, x5iδ(λ))

= (λ, x25iδ(λ)δ(λ))

= (λ, xi).

Teorema 4.5. Sean C2 y W definidos anteriormente. La función

ϕ : C2 −→ Aut(W ) dada por:

ϕ(1) = IdW

y

ϕ(y) = α
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donde IdW es la función identidad en W y α el automorfismo deinido anteriormente, es un

homomorfismo de grupos.

Demostración. Analizamos los casos posibles:

ϕ(1 · 1) = ϕ(1) = IdW = IdW (IdW ) = ϕ(1) · ϕ(1)

ϕ(1 · y) = ϕ(y) = α = IdW (α) = ϕ(1) · ϕ(y)

y por último

ϕ(y · y) = ϕ(y2) = ϕ(1) = α2 = α ◦ α = ϕ(y)ϕ(y).

Teorema 4.6. Sean C2 el grupo ćıclico de orden 2 y W = S3 × C2. La función γ : C2 −→

Aut(W ) dada por:

γ(1) = IdW

y

γ(y) = β

donde IdW es la identidad en W y β el automorfismo definido anteriormente, es un homo-

morfismo de grupos.

Demostración. Es análoga a la prueba anterior.

Ahora definimos los grupos con los cuales trabajaremos para nuestro ejemplo.

Definición 4.1. Sean S3, C8 y C2 el grupo simétrico de orden 6,el grupo ćıclico de orden 8

y el crupo ćıclico de orden 2 respectivamente. Sea δ : S3 −→ C8 el homomorfismo definido

anteriormente (composición de ψ y φ). Sea W el producto directo de S3 y C8. Sean α y β

los automorfismos definidos anteriormente. Definimos a G como el producto semidirecto de

W por C2 mediante ϕ y lo denotamos como W oϕ C2 de igual forma definimos Q como el

producto semidirecto de W con C2 mediante γ, denotado como W oγ C2.A los elementos

(palabras) de dichos grupos los los denotaremos por λxiyj, con λ ∈ S3, i ∈ {0, 1, ..., 7} y

j ∈ {0, 1}.
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A continuación probaremos que como están definidos, por la teoŕıa de los productos

semidirectos, G y Q son grupos, también analizaremos como se operan las palabras en uno

y otro grupo.

Remark 4.2. Sean W y C2 grupos y χ : C2 −→ Aut(W ) donde χ(1) −→ idW y χ(y) −→ α

ó χ(y) −→ β. El producto semidirecto mediante χ se opera como sigue: Sean (n, k) = nk y

(m, l) = ml en el producto, entonces

(nk)(ml) = n(kmk−1)kl = nχ(k)(m)kl.

donde nχ(k)(m) ∈ W y kl ∈ C2.

Veámos ahora que el producto semidirecto es un grupo.

Proposición 6. El semiproducto W oχ C2 con la operación descrita en el párrafo anterior es

un grupo.

Definición 4.2. Sean (a, b)(c, d)(e, f) ∈ W oχ C2, verifiquémos la asociatividad.

(ab · cd) · ef = (aχ(b)(c), bd) · ef = (aχ(b)(c) χ(bd)(e), bdf)

Por otro lado tenemos

ab · (cd · ef) = ab · (cχ(d)(e), df) = (aχ(b) (cχ(b)(e), bdf).

Ahora veámos el elemento neutro.

(eW , eC2)(m, l) = eW1W (m)eC2l = ml

por otro lado

(m, l)(eW , eC2) = mχl(eW )leC2ml = ml

. Ahora solo resta veŕıficar los inversos pero

(ml)−1 = l−1m−1 = l−1m−1ll−1 = χ(l−1)(m−1)

Aśı (ml)−1)(χ(l−1(m−1)l−1), entonces

(ml)(χ(l−1(m−1)l−1) = (mχ(l)(χ(l−1(m−1)), ll−1) = mm−1, eC2 = (eW , eC2)

Por lo tanto es un grupo.
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De alĺı que la operación en G esté definida por:

(λxiyj)(µxayb) = λµxi+a+2j(1−Sgn(µ))yj+b.

mientras que en Q la se define como:

(λxiyj)(µxayb) = λµxi+a((1+4(1−j))+2j(1−Sgn(µ))yj+b.

A continuación veremos que G y Q no son isomorfos pues como se demostrará sus centros

son de orden distinto, aunque dichos grupos tengan tablas de marcas isomorfas, como se

demostrará más adelante y se ha visto computacionalmente con anterioridad.

Teorema 4.7. El centro de G es el subgrupo generado por x, es decir,

Z(G) = 〈x〉.

Demostración. Sea λxiyj ∈ Z(G) y µxayb ∈ G. Como λxiyj está en el centro y λ§3 de acuerdo

con el producto en G entonces se debe cumplir que λ = 1. Por lo tanto tenemos:

(λxiyj)(µxayb) = (µxayb)(λxiyj)

de alĺı que

λµxi+a+2j(1−Sgn(µ))yj+b = µλxa+i+2b(1−Sgn(λ))yb+j

pero esto sucede sólo si j = 0, i.e.

µxi+ayb = µxi+ayb

Por lo tanto λxiyj = xi ∈ 〈x〉. Sea xi ∈ 〈x〉 y µxayb ∈ G entonces:

(xi)(µxayb) = µxi+ayb = µxa+i+2b(1−Sgn(1))yb = (µxayb)(xi)

Por lo tanto xi ∈ Z(G).

Ahora veámos como se comporta el centro de Q.

Teorema 4.8. El centro de Q es el subgrupo generado por x2, es decir, Z(Q) = 〈x2〉.
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Demostración. Sean λxiyj ∈ Z(Q) y µxayb) ∈ Q. Al igual que en el teorema anterior, como

λxiyj está en el centro y λ ∈ S3, de acuerdo con el producto en Q entonces λ = 1. De

alĺı tenemos que:

(λxiyj)(µxayb) = (µxayb)(λxiyj)

Aśı por la operación definida tenemos

λµxi+a(5+4(1−j))+2j(1−Sgn(µ))yj+b = µλxa+i(5+4(1−b))+2b(1−Sgn(λ))yb−j

como λ = 1 tenemos que

µxi+a(5+4(1−j))+2j(1−Sgn(µ))yj+b = µxa+i(5+4(1−b))yb−j

De modo que para que se cumpla esta igualdad para todo µ , j = 0 i.e. i = 2q :

µx2q+ayb = µxa+10qyb = µx2q+ayb

por lo que λxiyj = x2q ∈ 〈x2〉.

Sea x2i ∈ 〈x2〉 y µxayb ∈ Q, entonces:

(x2i)(µxayb) = µx2i+ayb = µxa+10iyb = µxa+2i(5+4(1−b))yb = (µxayb)(x2i)

Por lo tanto x2i ∈ Z(Q).

Recapitulando, tenemos dos grupos G y Q de orden 96 donde el centro de G es lo generado

por x y Z(G) es de orden 8 , mientras que por otro lado tenemos que el centro deQ es generado

por x2 y de orden 4. Aśı pues G y Q no son isomorfos , sin embargo a continuación veremos

que tienen la propiedad de tener tablas de marcas isomorfas.
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Teorema 4.9. G y Q tienen tablas de marcas isomorfas.

Demostración. Primero note que G y Q son iguales vistos como conjuntos, ambos tienen

elementos (palabras) de la forma

{λxiyj : λ ∈ S3, i ∈ {0, 1, ..., 7}, j ∈ {0, 1}}. Sus operaciones son casi iguales salvo por un

factor x4, en Q tenemos que:

(λxiyj)(µxayb) = λµxi+a(5+4(1−j))+2j(1−Sgn(µ))yj+b

= λµxi+a+4a+4a(1−j))+2j(1−Sgn(µ))yj+b

= λµxi+a+4a(2−j))+2j(1−Sgn(µ))yj+b

= λµxi+a+2j(1−Sgn(µ))(x4)a(2−j)yj+b

mientras que en G tenemos que

(λxiyj)(µxayb) = λµxi+a+2j(1−Sgn(µ))yj+b

Por lo que en Q la operacion difiere por un factor (x4)a(2−j). Note también la conjugación

de los elementos. En G el inverso de un elemento es

(λxiyj)−1 = (λ−1x−i+2j(1−Sgn(λ−1))y−j)

mientras que en Q el inverso de un elemento es

(λxiyj)−1 = (λ−1x−i+2j(1+Sgn(λ−1))+4ijy−j)

veamos que conjugar elementos en G es igual que conjugar elementos en Q salvo por un

factor x4. Al conjugar elementos en G tenemos lo siguiente:

(λxiyj)(µxayb)(λ−1x−i+2j(1−Sgn(λ−1))y−j)

= (λxiyj)(µλ−1xa−i+2j(1−Sgn(λ−1))+2b(1−Sgn(λ−1))yb−j)

= (λµλ−1xa+2j(1−Sgn(λ−1)+2b(1−Sgn(λ−1))+2j(1−Sgn(µλ−1))yb)

Al conjugar en Q obtenemos

(λxiyj)(µxayb)(λ−1x−i+2j(1−Sgn(λ−1))y−j)
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= (λxiyj)(µλ−1xa−i+2j(1−Sgn(λ−1))+4ij+2b(1−Sgn(λ−1)+4ib)yb−j)

λµλ−1xa+2j(1−Sgn(λ−1))+2b(1−Sgn(λ−1)+2j(1−Sgn(µλ−1))+4(ib+aj)yb)

De alĺı observamos que conjugar en G y Q es identico salvo por un factor (x4)ib+aj. Somo

Z(G) = 〈x〉 y Z(Q) = 〈x2〉 vemos que x4 ∈ Z(G) y x4 ∈ Z(Q), además x4 es un elemento

de orden dos, ya que x4x4 = 1. Considere el subgrupo generado por dicho elemento, 〈x4〉,

es un subgrupo abeliano por lo que es un subgrupo tanto en G como en Q. Considere los

subgrupos G/〈x4〉 y Q/〈x4〉, estos grupos son isomorfos debido a que x4 es igual a 1 en los

grupos cocientes y el isomorfismo está dado de manera natural por

ρ : G/〈x4〉 −→ Q/〈x4〉

λxiyj −→ λxiyj

Este mapeo funciona como la identidad. Por el teorema de la correspondencia se tiene

que para todo H ⊆ G tal que 〈x4〉 ⊆ H entonces

G←→ G/〈x4〉 ←→ G/〈x4〉 ←→ Q

...

H ←→ H/〈x4〉 ←→ H/〈x4〉 ←→ H

...

〈x4〉 ←→ 〈x4〉/〈x4〉 ←→ 〈x4〉/〈x4〉 ←→ 〈x4〉

Debido a esto tenemos que H es un subgrupo de G si y sólo si H es un subgrupo de

Q. Por tanto tenemos una biyección entre todos los subgrupos de G que contienen a x4 y

los subgrupos de Q que también contienen a x4, en particualr tenemos una biyección entre

las clases de conjugación de subgrupoas de G y Q que contienen a x4. Ahora veamos que
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esta biyección (que manda a un subgrupo de G en śı mismo pero visto como subgrupo de

Q ) cumple que |H| = |H ′|, |NG(H)| = |NQ(H ′)|, α(H,K) = α(H ′, K ′) y por último que

β(H,K) = β(H ′, K ′). Recordemos que dada una función ω que va de la familia de clases de

conjugación de G a las clases de conjugación de Q y dado un subgrupo H de G , entonces

denotamos con H ′ cualquier representante de ω([H]), donde [H] es la clase de conjugación de

H. Esta biyección preserva subgrupos conjugacos, es decir, aTa−1 = aTa−1 donde el primer

miembro de la igualdad es con la operación según G y el segundo es con la operación según Q.

Como conjugar en Q es identico que conjugar en G salvo por un factor x4, tenemos entonces

que en el cociente ,la conjugación de elementos es la misma tanto en G como en Q, de alĺı que

al conjugar los subgrupos sea lo mismo en ambos. Como NG(H) es el máximo subgrupo de

G en el que H es normal entonces por teorema de la correspondencia tenemos que

NG(H) = NQ(H ′)

por lo tanto |NG(H)| = |NQ(H ′)|. Ahora α(H,K) = #{E ≤ G : E =G K,H ≤ E} y

α(H ′, K ′) = #{E ≤ Q : E =G K ′, H ′ ≤ E} y como acabamos de ver que subgrupos con-

jugados se preservan al igual que las contenciones de subgrupos tenemos que α(H,K) =

α(H ′, K ′). Analogamente se demuestra que β(H,K) = β(H ′, K ′). Entonces tenemos un iso-

morfismo de tabla de marcas entre G y Q dado por el teorema de la correspondencia y

la función ρ, pero sólo para los subgrupos que contienen a x4, extendámos esto para to-

dos subgrupo en G. Primeramente determinemos todos los elementos de orden dos de G.

1 = (λxiyj)(λxiyj) = λ2xi+i+2j(1−Sgn(λ))yj+j = λ2x2(i+j(1−Sgn(λ))) donde queremos que λ2 = 1

y 2(i+ j(1− Sgn(λ))) = 0mod8, por lo que obtenemos los siguientes casos:

1. Si λ = 1, j = 0 e i = 4, el elemento es x4

2. Si λ = 1, j = 1 e i = 0, el elemento es y

3. Si λ = 1, j = 1 e i = 4, el elemento es x4y

De aqúı en adelante denotaremos a una transposición por τ . Si λ = τ, j = 0 e i = 0, los ele-

mentos son:(1, 2), (1, 3), (2, 3). Si λ = τ, j = 0 e i = 4, los elemntos son:(1, 2)x4, (1, 3)x4, (2, 3)x4.

Si λ = τ, j = 1 e i = 2, los elemntos son:(1, 2)x2y, (1, 3)x2y, (2, 3)x2y. Por último, si λ = τ, j =
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1 e i = 6, los elemntos son:(1, 2)x6y, (1, 3)x6y, (2, 3)x6y. Aśı los elementos de orden dos del gru-

poG son x4, y, x4y, (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 2)x4, (1, 3)x4, (2, 3)x4, (1, 2)x2y, (1, 3)x2y, (2, 3)x2y, (1, 2)x6y, (1, 3)x6y,

y (2, 3)x6y. Además también son todos los elemenetos de orden dos de Q, pues como ya ob-

servamos ambos grupos tienen los mismos elementos y solo difieren en el producto por un

factor x4i(2−j) y este es igual a 1 en todos los casos anteriores, que por cierto son los únicos

que lo cumplen.

En G hay exáctamente 4 clases de conjugación de orden dos, continuamos denotando una

transposición por τ y determinemos las cuatro clases de conjugación. La clase con represen-

tante x4. Como dicho elemento está en el centro, entoces la clase sólo está conformada por

x4. La clase con representante y, sus elementos son :

x4y · y · x4y = x4y · x4y2 = x8y = y

τ · y · τ = τ · τx2(1+1)y = x4y

τx4 · y · τx4 = τx4y · τx4+2(2) = x4y

τx2y · y · τx2y = τx2y · τx2y2 = x2+2y = x4y

τx6y · τx6y = τx6y · τx6y2 = x6+6y = x4y

Por lo cual esta clase tiene tanto a x4y como a y.

La clase cuyo representante es una transposición τ donde sus elementos son:

y · τ · y = y · τy = τx4

x4y · τ · x4y = x4y · τx4y = τx4+4+4y2 = τx4

τx4 · τ · τx4 = τ · x4

τx2y · τ · τx2y = τx2y · x2y = τx4

τx6y · τ · τx6y = τx6y · x6y = τx6+6 = τ 4x

Por lo cual la clase está compuesta por las transposiciones y los elementos de la forma τx4.

Por último tenemos la clase con representante τx2y, cuos elementos son:

y · τx2y · y = y · τx2 = τx2+2(2)y = τx6y
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x4y · τx2y · x4y = x4y · x2+4 = τx6y = y

τ · τx2y · τ = τ · x2+2(2)y = τx6y

τx4 · τx2y · τ = τx4 · x2+4+2(2)y = τx4+2y = τx4+2y = τx6y

τx6y · τx2y · τx6y = τx6y · x2+6+4y2 = τx6y · x4 = τx6+4y = τx2y

Note que para todos los casos anteriores el elemento (x4)ib+aj es igual a 1 por lo que te-

nemos que las clases de conjugación de los elementos de orden dos son exactamente las

mismas en G y en Q. Entonces en G y Q hay exáctamente 4 clases de conjugación de los

elementos de orden 2, a saber, {x4}, {y, x4y}, {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 2)x4, (1, 3)x4, (2, 3)x4} y

{(1, 2)x2y, (1, 3)x2y, (2, 3)x2y, (1, 2)x6y, (2, 3)x6y}.

Ahora determinemos todos los subgrupos de G que no contienen al elemento x4.

El único subgrupo de orden dos que contiene a x4 es el subgrupo generado por x4, todos

los demás no contienen a dicho elemento. Tanto en G cono en Q hay sólo dos elementos de

otrden tres, los cuales son (1, 2, 3) y (1, 3, 2), estos elementos generan un subgrupo de orden

3 que además es el único subgrupo de orden tres de G y de Q, además este subgrupo no

contiene a x4.

Tomemenos un subgrupo de orden 4, hay dos casos: o es un subgrupo ćıclico C4 o es

C2 × C2. En caso de ser el primero supongamos que no contiene a x4, entonces una de las

siguientes opciones tiene que cumplirse:

(λxiyj)2 = x4 (1)

(λxiyj)2 = y (2)

(λxiyj)2 = x4y (3)

(λxiyj)2 = (1, 2) (4)

(λxiyj)2 = (1, 2)x4 (5)

(λxiyj)2 = (1, 2)x2y (6)

(λxiyj)2 = (1, 2)x6y (7)
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Claramente las ecuaciones 2, 3, 4, 5, 6 y 7 no tienen solución en G pues G = W × C2 y

(λxiyj)2 = λ2xi+j+2j(1−Sgn(λ)) donde no aparace y como factor, y además no existe λ tal que

λ2 = (1, 2) ,aśı la única ecuacion que cumple es la primera, aśı cualquier subgrupo ćıclico de

orden 4 contiene a x4. De igual forma sucede en Q. Veámos ahora si es un subgrupo de la

forma C2×C2 aśı si dos elementos cualesquiera de orden dos conmutan tendrán que generar

a x4.

a)

y · x4y = x4+2(1−Sgn(1)) = x4

y · (1, 2) = (1, 2)x2(2)y = (1, 2)x4y 6= (1, 2)y = (1, 2) · y

No conmutan y de igual forma para (1, 3) y (2, 3).

y · (1, 2)x4 = (1, 2)x4+2(2)y = (1, 2)y

(1, 2)x4 · y = (1, 2)x4+2(0)y = (1, 2)x4y

Estos no conmutan, análogamente sucede para (1, 3)x4 y (2, 3)x4.

y · (1, 2)x2y = (1, 2)x2+2(2)y2 = (1, 2)x6

(1, 2)x2y · y = (1, 2)x2+2(0)y = (1, 2)x2

Los cuales no conmutan y análogamente pasa con (1, 3)x2y y (2, 3)x2y.

y · (1, 2)x6y = x6+2(2)y2 = (1, 2)x2

(1, 2)x6y · y = (1, 2)x6+2(0)y2 = (1, 2)x6

Al igual que los anteriores no conmutan , aśı también (1, 3)6y y (2, 3)x6y.

b)

x4y · (1, 2) = (1, 2)x4+2(2)y = (1, 2)y

(1, 2) · x4y = (1, 2)x4+2(0)y = (1, 2)x4y

Los cuales no conmutan y de la misma forma sucede con (1, 3) y (2, 3).

x4y · (1, 2)x4 = (1, 2)x4+4+2(2)y = (1, 2)x4y
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(1, 2)x4 · x4y = (1, 2)x4+4+2(0)y = (1, 2)y

Estos no conmutan análogamente con (1, 3)x4 y (2, 3)x4

x4y · (1, 2)x2y = (1, 2)x4+2+2(2)y2 = (1, 2)x2

(1, 2)x2y · x4y = (1, 2)x2+4+2(0)y2 = (1, 2)x6

Al igual que los anteriores no conmutan, aśı también (1, 3)x2y y (2, 3)x2y

c)

(1, 2) · (1, 2)x4 = x4

Con (1, 3)x4 y (2, 3)x4 no conmutan debido a que las transposiciones no conmutan.

(1, 2) · (1, 2)x2y = x2+2(0)y = x2y

(1, 2)x2y · (1, 2) = x2+2(2)y = x6y

Los cuales no conmutan y sucede lo mismo con (1, 3)x2y y (2, 3)x2y

(1, 2) · (1, 2)x6y = x6y

(1, 2)x6y · (1, 2) = x6+2(2)y = x2y

Estos elementos no conmutan y sucede lo mismo con (1, 3)x6y y (2, 3)x6y ya que las

transposiciones no conmutan.

d)

(1, 2)x4 · (1, 3) = (1, 3, 2)x4

(1, 3) · (1, 2)x4 = (1, 2, 3)x4

y sucede lo mismo con (2, 3). Con (1, 3)x4 y (2, 3)x2 sucede lo mismo por que las

transposiciones no conmutan.

(1, 2)x4 · (1, 2)x2y = x4+2y = x6y

(1, 2)x2y · (1, 2)x4 = x2+4+2(2)y = x2y
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y lo mismo sucede con (1, 3)x2y y (2, 3)x2y

(1, 2)x4 · (1, 2)x6y = x4+6y = x2y

(1, 2)x6y · (1, 2)x4 = x6+4+2(2)y = x6y

lo mismo pasa con (1, 3)x6y y (2, 3)x6y

e) Lo mismo sucede con el producto

(1, 2)x2y · (1, 3)x2y

al igual que el elemento (2, 3)x2 Aśı mismo

(1, 2)x2y · (1, 2)x6y

y los elementos (1, 3)x6y y (2, 3)x6y y por último el producto

(1, 2)x6y · (1, 3)x6y

y el elemento (2, 3)x6y los cuales tampoco conmutan.

De alĺı que cualquier subgrupo isomorfo a C2×C2 contiene a x4 y por lo tanto todo subgrupo

de orden 4 también. Análogamente en Q Veamos ahora lo que sucede en un subgrupo de

orden 6, este puede ser o C6 o un S3. Los subgrupos de orden 6 son lo generado por un 3-ciclo

y un elemento de orden dos, determinenos los subgrupos de orden 6:

i) Lo generado por x4 y (1, 2, 3) , este subgrupo claramente contiene a x4 además es

isomorfo a C6 pues solo tiene un subgrupo de orden 2 que es 〈x4〉.

ii) Lo generado por y y (1, 2, 3) , este subgrupo es isomorfo aC6 pues tienen un único

subgrupo de orden 2, a saber, 〈y〉, el cúal no contiene a x4. El otro subgrupo de orden

6 es lo generado por x4 y (1, 2, 3) , el cual es conjugado a 〈y, (1, 2, 3)〉.

iii) Lo generado por una transposición y (1, 2, 3), este subgrupo es S3 y x4 no está con-

tenido en dicho subgrupo ya que x4 esta en el centro y en S3 el centro es trivial. Lo

generado por un elemento de la forma (1, 2)x4 y (1, 2, 3) es un subgrupo conjugado a

〈(1, 2)x4, (1, 2, 3)〉.
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iv) Lo generado por (1, 2)x2y y (1, 2, 3) este subgrupo es isomorfo a S3 ya que tienen tres

subgrupos de orden 2 los cuales son lo generado por los tres elementos (1, 2)x2y, (1, 3)x2y

y (2, 3)x2y por esta misma razón x4 no se encuentra aqui. Lo generado por(1, 2)x6y y

(1, 2, 3) es un subgrupo conjugado 〈(1, 2)x2y, (1, 2, 3)〉 de orden 6. Estos siete subgru-

pos generan cuatro clases de conjugación de subgrupos de orden 6, donde la clase

〈x4, (1, 2, 3)〉 es el único subgrupo de orden 6 que si contiene a x4. Aśı tenemos seis

subgrupos de orden 6, uno de orden tres, a saber, 〈(1, 2, 3)〉 y 14 subgrupos de orden

dos que no contienen a x4, éstos últimos subgrupos de orden dos son lo generado por

cada uno de los elementos de orden dos excepto por 〈x4〉 que es el único subgrupo de

orden dos que śı contiene a x4. De igual forma sucede en Q pues al conjugar dichos

elementoes tenemos que (x4)ib+aj es igual a 1 por lo que conjugar es lo mismo tanto

en G como en Q. Por tanto tenemos que dos subgrupos son conjugados en G si y sólo

si son conjugados en Q. Solo veamos para finalizar que la asignación que manda a

un subgrupo de G a śı mismo pero ahora visto como subgrupo de Q es también un

isomorfismo de marcas entre los subgrupos que no contienen a x4 .

Pero observamos que H = H ′ pues el isomorfismo de marcas es la identidad. α(H,K) =

α(H ′, K ′) ya que conjugar en G es lo mismo que conjugar en Q y tenemos exáctamen-

te las mismas clases de conjugación en ambos grupos. Similarmente para β(H,K) =

β(H ′, K ′). Ahora como el número de conjugados de H en G es el mismo que el número

de conjugados de H ′ en Q tenemos que el ı́ndice del normalizador de H en G es igual

al ı́ndice del normalizador de H ′ en Q y como |G| = |Q| entonces |NG(H)| = |NQ(H),

aśı tenemos un isomorfismo de marcas completo entre G y Q por tanto son isomorfos

bajo sus tablas de marcas.
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Caṕıtulo 4

5. Aportaciones originales

5.1. Generalización del ejemplo minimal de grupos no isomorfos

con tablas de marcas isomorfas.

A lo largo de los caṕıtulos uno y dos hemos desarrollado los conceptos de grupo, tabla de

marcas, isomorfismo etc. Hasta llegar al caṕıtulo tres, donde desarrollamos espećıficamente un

ejemplo el cual nos permite observar que dados dos grupos con tablas de marcas isomorfas no

necesariamente son isomorfos, obteniendo aśı varios resultados interesantes como corolarios.

Finalmente en éste caṕıtulo constrúımos una generalización simple pero útil del ejemplo

anterior, tomando en cuenta todo lo expuesto en los otros caṕıtulos. Para esto comenzamos

con el siguiente teorema, el cual será la base de la generalización.

Teorema 5.1. Sean G, G′, L y L′ grupos tales que existe un isomorfismo de tablas de marcas

entre G y G′ (como en el ejemplo anterior) y también

|G| = |G′| |L| = |L′|

(|G|, |L|) = 1 ,es decir, el orden de G es primo relativo con el orden de L, entonces existe un

isomorfismo de tablas de marcas entre G× L y G′ × L′.

Para probar este teorema haremos uso de varios lemas, las pruebas las hacermos para el

caso de G × L ya que para el otro caso las pruebas son análogas como se vió en el caṕıtulo

anterior al probar para G y G′ = Q ya que sus operaciones difeŕıan por sólo un factor .

Lema 5.1. Sea G×L = {(s, b) : s ∈ G y b ∈ L} y sean T ≤ G, E ≤ L subgrupos entonces

tenemos que T × E ≤ G× L.
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En el siguiente lema vemos que conjugar en el producto es lo mismo que conjugar entrada

por entrada.

Lema 5.2. Sea G× L ,T × E definidos como en el lema anterior y g ∈ G, l ∈ L elementos

de G y L respectivamente entoces tenemos que

(T × E)(g,l) = T g × El.

Debido a este lema tenemos el siguiente que nos habla de las clases de conjugación en el

producto que como es natural es el producto de las clases de conjugación de un grupo por

las clases de conjugación del otro

Lema 5.3. Sean C(G),C(L) y C(G× L) las clases de conjugación en G,L y G × L

respectivamente entonces decimos que en cierto sentido

C(G)× C(L) = C(G× L)

o para ser más espećıficos , existe un isomorfismo de marcas entre

C(G)× C(L) y C(G× L)

Aśı pues llegamos al siguiente teorema que nos dice como se como son las clases de

equivalencia en ambos productos.

Teorema 5.2. Sean G,L,G′, L′ grupos definidos como en el Teorema 1.1,g, l elementos de G

y L respectivamente , sea T×E ≤ G×L subgrupos de G y L respectivamente y T ′×E ′ ≤ G′×L′

subgrupos de G′ y L′ respectivamente entonces existe un isomorfismo de marcas ξ tal que

C(G× L)←→ C(G′ × L′)

T × E ←→ T ′ × E ′

y

T g × El ←→ (T g)′ × (El)′

no solo eso, también se cumple que NG×L(T × E) = NG(T )×NL(E)
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Demostración. Para esto basta probar que para cualesquiera subgrupos se cumple que α(T1×

E1, T2 × E2) = α((T1 × E1)
′, (T2 × E2)

′) Veámos el lado izquierdo de la igualdad.

α(T1 × E1, T2 × E2) = {Z ×W ≤ G× L| T1 × E1 ≤ Z ×W =G×L T2 × E2}

pero como Zg = T2 y W l = E2 tenemos que

α(T1 × E1, T2 × E2) = {Z ×W ≤ G× L| T1 × E1 ≤ Z ×W =G×L T2 × E2}

= {Z ≤ G| T1 ≤ Z =G T2} × {W ≤ L| E1 ≤ W =L E2}

Analizando el lado derecho de la ecuación tenemos lo siguiente:

αG′×L′((T1 × E1)
′, (T2 × E2)

′) = αG′×L′(T
′

1 × E
′

1, T
′

2 × E
′

2)

= αG′(T
′
1, T

′
2) · αL′(E ′1, E ′2

= αG(T1, T2) · αL(E1, E2)

lo que corresponde con el resultado del lado izquierdo de nuestra primera igualdad, de alĺı que

podemos concluir que ξ es un isomorfismo de marcas.

Este resultado nos lleva a la siguiente proposición,

Proposición 7. Sean G,G′, L y L′ los grupos definidos anteriormente tales que |G| = |G′|

|L| = |L′| y el orden de G es primo relativo con el orden de L, es decir, (|G|, |L|) = 1 entonces

G× L ∼= G′ × L′ ⇔ G ∼= G′ y L ∼= L′

Antes de comenzar con la prueba de esta proposición veámos el siguiente lema.

Lema 5.4. Con G y L definidos anteriormente, afirmamos que

G× {e} ≤ G× L

es el único subgrupo de G× L de orden |G| = |G′|.
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Demostración. El regreso es evidente, concentrémonos es la ida.

Sea ϕ : G× L −→ G′ × L′ un isomorfismo de grupos por lema anterior tenemos que

ϕ(G× {e}) = G′ × {e}

por tanto tenemos que

G ∼= G× {e} ∼= G′ × {e} ∼= G′

lo que prueba la proposición.
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RAGGI CÁRDENAS, LUIS VALERO ELIZONDO. Some Invariants Preserved

by Isomorphism of Table of Marks, Revista colombiana de Matemáticas, 2007.
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