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RESUMEN

La 
onstru

ión de solu
iones de las e
ua
iones de Einstein resulta una tarea intere-

sante desde el punto de vista matemáti
o que es 
omplementado si di
has e
ua
iones

tienen una interpreta
ión físi
a. No toda solu
ión a las e
ua
iones de Eistein 
ondu
e

a un modelo físi
o, ejemplo de esto lo 
onstituyen las solu
iones estelares. Aunque

desde su formula
ión este ha sido un 
ampo a
tivo, 
er
a de un 20% de las solu
iones

estelares 
onstruídas han resultado representar una situa
ión físi
amente a
eptable.

En esta tesis presentamos la 
onstru

ión de una nueva solu
ión estelar físi
amente

a
eptable, que puede ser utilizada para modelar objetos 
ompa
tos 
omo las estrellas

de Quarks. Como una apli
a
ión, suponiendo una densidad de ρ = 5 · 1018 kg

m3 , obte-

nemos diferentes valores para la masa M ∈ [0.6049047372, 0.9273668912]M⊙ y radio

R ∈ [3572.493781m, 3822.703581m], los 
uales son 
ara
terísti
os de las estrellas de

Quarks.

Palabras 
lave

E
ua
iones de Einstein, solu
iones exa
tas, modelos estelares, estrellas de quarks.
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ABSTRACT

Constru
tion of solutions to Einstein's equations is an interesting task from the mat-

hemati
al aspe
t that is supplemented if these equations have a physi
al interpretation.

Not all solutions to Einstein's equations lead to a physi
al model, example of this are

the stellar solutions. Although sin
e their in
eption this has been an a
tive �eld, about

20% of the stellar solutions have been 
onstru
ted to represent a physi
ally a

eptable

situation. In this thesis we present the 
onstru
tion of a new stellar physi
ally a

ep-

table solution, whi
h 
an be used to model 
ompa
t obje
ts like Quark stars. As an

appli
ation, assuming a density of ρ = 5·1018 kg

m3 , we obtain di�erent values for the mass

M ∈ [0.6049047372, 0.9273668912]M⊙ and ratio R ∈ [3572.493781m, 3822.703581m],
whi
h are 
hara
teristi
 of the Quark stars.

Key words

Einstein's Equations, Exa
t Solutions, Stellar Models, Quark Stars.
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INTRODUCCIÓN

La 
ontempla
ión del 
ielo ha sido una fas
ina
ión para los integrantes de diferentes


ulturas, los mayas...., en base a sus observa
iones las pirámides 
onstruidas se hallan

en 
onexión 
on el movimiento del sol, su agri
ultura y orienta
ión era regida por el

movimiento estelar. A medida que la humanidad se fue desarrollando los 
uestiona-

mientos y respuestas sobre los objetos 
elestes se fueron modi�
ando, preguntas 
omo

el tipo de órbitas que des
ribían el entendimiento, dando origen a las leyes de Kepler

de la intera

ión entre planetas, así 
omo el de planetas 
on sus satélites naturales,

permitió el planteamiento de llevar al hombre a la luna.

Entender la 
omposi
ión de las estrellas ha sido posible gra
ias al desarrollo de la

quími
a y el ele
tromagnetismo. El espe
tro ele
tromagnéti
o nos da informa
ión sobre

los elementos que las 
onstituyen. Otras 
uestiones 
omo el 
omportamiento interno

de las estrellas ya no resultan tan sen
illas de abordar. En base a lo que 
ono
emos

de los �uidos en la tierra desde la épo
a en que se plantearon las leyes de Newton y

el poten
ial Newtoniano, astrofísi
os y astrónomos han investigado el 
omportamiento

interno de las estrellas.

De a
uerdo a la teoría 
lási
a no hay una limita
ión para la masa o radio de una

estrella, e in
luso la presión y densidad 
entral pudieran ser in�nitas, aún 
on estas


ara
terísti
as po
o reales, la des
rip
ión de objetos estelares es a
eptable.

A medida que los avan
es te
nológi
os se dieron, la ne
esidad de des
ribir las es-

trellas mediante otra teoría se hizo patente. Por ejemplo se sabe de las observa
iones

que no existen estrellas 
on una masa enorme, ni 
on radio arbitrario, úni
amente hay

estrellas 
on 
iertos valores de masa y radio, sujetas a intervalos bien de�nidos.

La teoría de la relatividad de Einstein es una herramienta de gran ayuda para

des
ribir a las estrellas, sobre todo 
uando su densidad es 
er
ana a la densidad de

degenera
ión de los neutrones.

Aún para modelos po
o realistas 
omo lo es el de un objeto estelar 
on densidad


onstante, las impli
a
iones son interesantes e ilustrativas, es 
ono
ido que en el 
aso

de densidad homogénea la razón de 
ompa
idad u = MG
c2R

≤ 4
9
, donde M es la masa

de la estrella y R su radio, esta 
ara
terísti
a no es ex
lusiva del 
aso men
ionado. En

general para un objeto estáti
o y esféri
amente simétri
o si la densidad y la presión

son regulares en el interior y des
riben fun
iones monótonas de
re
ientes también se

satisfa
e u ≤ 4
9
.

Entre más 
er
ano es el valor de u para un modelo, es posible des
ribir objetos 
on

una densidad mayor y que además tengan un radio menor.

vii



CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

En esta tesis tomamos 
omo herramienta teóri
o la relatividad general de Einstein

para des
ribir objetos 
ompa
tos, la geometría es des
rita para un espa
io tiempo

estáti
o y esféri
a des
rita para un espa
io-tiempo estáti
o y esféri
amente simétri
o,

mientras que las fuentes de materia son aso
iados a un �uido perfe
to. En el 
apitulo

1 des
ribimos la matemáti
a bási
a que ne
esitamos para la formula
ión de la teoría

de la relatividad general de Einstein, el 
apitulo 2 lo enfo
amos al entendimiento de

la geometría de espa
io- tiempo estáti
os y esféri
amente simétri
os que nos permite

plantear las e
ua
iones de Einsten para un �uido perfe
to presentadas en el 
apítulo

3 y resueltas en el 
apitulo 4, donde además se analiza su solu
ión, �nalizamos este

trabajo 
on el 
apitulo de 
on
lusiones.
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Capı́tulo 1
TEORÍA DE LA RELATIVIDAD

GENERAL

1.1. Relatividad Espe
ial

La teoría de la relatividad espe
ial fue presentada por Albert Einstein en su trabajo

sobre la ele
trodinámi
a de los 
uerpos en movimiento, en el año 1905 [1℄. El formalismo

bási
o de la teoría ya había sido des
ubierto un año antes por Poin
aré y por Lorentz,

aunque Einstein des
ono
ía estos trabajos. El éxito de Einstein 
onsistió en eliminar un

gran número de hipótesis he
has por Lorentz hasta redu
ir la teoría de la relatividad

a dos postulados muy simples que parten de la experimenta
ión.

Esta teoría tiene un rango restringido de apli
a
ión, ya que trata solamente 
on

la 
ompara
ión de medi
iones he
has por observadores iner
iales, quienes están en

movimiento relativo desa
elarado, y en una región del espa
io y tiempo donde la a

ión

de la gravita
ión se puede despre
iar.

La teoría de la relatividad espe
ial 
onstituye una 
ríti
a radi
al de los 
on
eptos


lási
os de espa
io y tiempo absolutos ya que a �nales del siglo XIX la interpreta
ión

de todos los fenómenos físi
os de la naturaleza ma
ros
ópi
a se resumía en las leyes

de Newton (para fenómenos me
áni
os) y las e
ua
iones de Maxwell (para fenómenos

ele
tromagnéti
os y ópti
os). Einstein intentó uni�
ar todos los fenómenos en un úni
o

esquema: la Teoría de la Relatividad.

La relatividad espe
ial puede ser dedu
ida de dos postulados fundamentales:

1. Prin
ipio de relatividad (Galileo): no hay un experimento que pueda medir la

velo
idad absoluta de un observador; el resultado de 
ualquier experimento desa-

rrollado por un observador no depende de su velo
idad relativa 
on respe
to a

otros observadores que no están involu
rados en el experimento.

Este prin
ipio de relatividad no es en lo absoluto un 
on
epto moderno: se re-

monta hasta la forma de la hipótesis de Galileo de que un 
uerpo en un estado de

movimiento uniforme permane
e en ese estado a menos que a
túe sobre él algún

agente externo.

1



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE LA RELATIVIDAD GENERAL

2. Universalidad de la velo
idad de la luz (Einsten): la velo
idad de la luz en el va
ío

para 
ualquier observador no a
elerado es una 
onstante, independientemente de

la velo
idad relativa de la fuente de la luz y del observador.

Este postulado puede ser visto 
omo el resultado de 
ombinar el prin
ipio de la

teoría de la luz, que la velo
idad de la luz es independiente de la velo
idad de su fuen-

te, 
on la idea residente en el primer postulado, el 
ual ha
e imposible asignar algún

signi�
ado a la velo
idad absoluta de la fuente, pero nos permite hablar de la velo
idad

relativa de la fuente y del observador.

Debemos de dejar 
laro que al hablar de un observador no nos referimos a alguna

persona que ve o
urrir un a
onte
imiento, si no a un sistema 
oordenado que llamamos

iner
ial si 
umple 
on las siguientes propiedades:

1. La distan
ia entre un puntoA(x1, y1, z1) y un puntoB(x2, y2, z2) es independiente
del tiempo.

2. Los relojes 
olo
ados en diferentes puntos están sin
ronizados y avanzan a igual

velo
idad.

3. La geometría del espa
io en algún tiempo 
onstante t es Eu
lideana.

El primer a
er
amiento que tuvieron los físi
os sobre la teoría de la relatividad

espe
ial fue mediante un método algebrái
o que se basó prin
ipalmente en las transfor-

ma
iones de Lorentz. Primeramente uno aprende 
omo utilizar di
has transforma
iones

para 
onvertir las medi
iones de un observador a las medi
iones de algún otro obser-

vador, todo esto para entender y veri�
ar algunos fenómenos importantes 
omo lo son

la dilata
ión del tiempo o la 
ontra

ión de la longitud, además para ha
er algunos


ál
ulos elementales sobre 
onversión de masa-energía 
on la úni
a 
ondi
ión de que

no exista una a
elera
ión entre di
hos observadores. Este punto de vista puramente

algebrái
o 
omenzó a 
ambiar en menos de 
uatro años después de que Einsten propu-

só su teoría. Minkowski señaló que todos los eventos pueden lo
alizarse en un espa
io

de 
uatro dimensiones. Di
ho espa
io es el que ahora llamamos espa
io-tiempo. Esto

fue el prin
ipio del punto de vista geométri
o, el 
ual �nalizó dire
tamente en la teoría

general de la relatividad entre los años 1914 y 1916.

El espa
io-tiempo de Minkowski M4 es un espa
io plano de 
uatro dimensiones,

usado para des
ribir los fenómenos físi
os en el mar
o de la teoría espe
ial de la relati-

vidad. Aquí pueden distinguirse tres dimensiones espa
iales ordinarias y una dimensión

temporal adi
ional, de tal manera que todas juntas forman un espa
io de 
uatro dimen-

siones y así representan al espa
io-tiempo. En M4 podemos introdu
ir las 
oordenadas


artesianas que denotaremos 
on

(xµ) = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z)

2



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE LA RELATIVIDAD GENERAL

donde c es la velo
idad de la luz. De ahora en adelante tomaremos c = 1 para fa
ili-

tar algunos 
al
ulos. En relatividad espe
ial, se asume que el espa
io-tiempo tiene la

estru
tura de R

4
.

La distan
ia entre dos puntos (xµ) y (xµ + dxµ) en M4 está dada por

ds2 = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 (1.1)

De la e
ua
ión (1.1), podemos rees
ribir la métri
a del espa
io-tiempo por

ds2 = ηµνdx
µdxν

donde µ, ν = 0, 1, 2, 3 y ηµν = diag(−1, 1, 1, 1).
Otro 
on
epto importante es el de tiempo propio τ . El tiempo propio se de�ne


omo el tiempo medido por un reloj entre dos eventos que su
eden en el mismo lugar

en momentos diferentes, y se de�ne 
omo

dτ 2 = −ds2. (1.2)

Podemos parametrizar las 
urvas 
on el tiempo propio τ , de la siguiente forma

xµ = xµ(τ). (1.3)

Tomando en 
uenta la traye
toria de una partí
ula, la 
uadri-velo
idad de la partí
ula

es de�nida por el ve
tor tangente Uµ

omo

Uµ =
dxµ

dτ
.

La 
uadri-velo
idad es un ve
tor aso
iado al movimiento de una partí
ula, en este


aso, esta magnitud es tangente a la traye
toria de di
ha partí
ula a través del espa
io-

tiempo. El 
uadrado de algún 
uadri-ve
tor es un invariante. En este 
aso

UµUµ = −1,

porque Uµ = dxµ

dτ
, enton
es tenemos ηµν

dxµ

dτ
dxν

dτ
= ds2

dτ2
= −1.

De�niendo la a
elera
ión de una partí
ula 
omo

aν =
dUν

dτ
=

∂xµ

∂τ

∂Uν

∂xµ
= Uµ∂µU

ν , (1.4)

en la ausen
ia de fuerzas externas, la 
uadri-velo
idad satisfa
erá la e
ua
ión de

movimiento

Uµ∂µU
ν = 0. (1.5)

El 
uadri-ve
tor de momento de una partí
ula se de�ne 
omo

~P = m~U = (E, P 1, P 2, P 3),

3



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE LA RELATIVIDAD GENERAL

donde m es la masa de la partí
ula medida en un sistema 
omóvil a ella (sistema de

referen
ia que se mueve junto a la partí
ula).

En relatividad espe
ial, la energía es la 
omponente temporal del 
uadri-ve
tor P µ
,

así podemos �nalmente de�nir la energía de la partí
ula medida por un observador


omo

E = −Pµv
µ

(1.6)

donde vµ es la 
uadri-velo
idad del observador. En el sistema de referen
ia donde la

partí
ula está en reposo E = −mvµv
µ = m, porque Uµ = vµ y vµv

µ = −1.

1.2. Prin
ipios de la Relatividad General de Einstein

La teoría de la relatividad espe
ial surgió 
omo un intento de uni�
a
ión de las fuer-

zas ele
tromagnéti
as 
on las leyes de la me
áni
a de Newton, sin embargo, existe otra

fuerza en la naturaleza que no se podía expli
ar sin a
eptar las a

iones instantáneas

a distan
ia, esta es la gravedad. En ese sentido, era ne
esario 
rear una nueva teoría

relativista de la gravedad, la 
ual debía in
luir la teoría de Newton en el límite de las

velo
idades pequeñas 
omparadas 
on la velo
idad de la luz y también la relatividad

espe
ial en el 
aso de los 
ampos gravita
ionales débiles.

Por lo tanto, se puede de
ir que la relatividad general es una teoría del 
ampo

gravitatorio que fue ini
iada por Albert Einstein entre los años 1915 y 1916. Es una

generaliza
ión de la teoría espe
ial de la relatividad para el 
aso en el que los observa-

dores se en
uentran a
elerados.

Comunmente la gravedad es 
onsiderada 
omo una de las 
uatro fuerzas fundamen-

tales en el universo, 
on la 
ara
terísti
a de que se distingue de las demás en que dadas

las mismas velo
idades y posi
iones ini
iales, todos los 
uerpos siguen las mismas tra-

ye
torias sin importar su 
omposi
ión. Todos los 
uerpos en un 
ampo gravita
ional

son afe
tados de la misma forma por la gravedad, opuesto a, por ejemplo, las fuerzas

debidas a los 
ampos ele
tromagnéti
os que afe
tan a 
uerpos 
argados pero no así a

los 
uerpos neutros, además que las traye
torias dependen de la rela
ión entre la masa

y la 
arga.

Este he
ho de que todos los 
uerpos 
aigan 
on la misma a
elera
ión llevó a Einstein

a proponer que la gravedad se podría ver 
omo la 
urvatura del espa
io-tiempo en vez

de 
omo un 
ampo de fuerzas adi
ionales. Una de las ideas prin
ipales que llevó a

Einstein a des
ribir la gravedad de esta forma es el prin
ipio de equivalen
ia.

El prin
ipio de la equivalen
ia de la gravita
ión e iner
ia nos di
e 
ómo un sistema

físi
o arbitrario responde a un 
ampo gravita
ional externo. Este prin
ipio está basado

en la igualdad de las masas iner
ial y gravita
ional. Para a
larar este 
on
epto, vamos

a 
onsiderar la segunda ley de Newton, la 
ual rela
iona la fuerza que se ejer
e sobre

un 
uerpo 
on la a
elera
ión que siente el 
uerpo y su masa iner
ial de la siguiente

4



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE LA RELATIVIDAD GENERAL

forma:

~F = mi~a. (1.7)

Ahora 
onsideremos la ley de gravedad de Newton, la 
ual rela
iona la fuerza debida

a la gravedad 
er
a de la super�
ie de la Tierra 
on la a
elera
ión de la gravedad y la

masa gravitatoria:

~Fg = mg~g. (1.8)

Hasta el momento se ha observado que mi = mg, aunque mi y mg tienen un 
ara
ter y

uso distinto. Di
ho prin
ipio impli
a que lo
almente no existe forma de distinguir entre

los efe
tos de un 
ampo gravita
ional y los efe
tos que se observarian en un sistema

uniformemente a
elerado. Un observador en 
aída libre no siente su propio peso y por lo

tanto podría pensarse que estuviera en una región del espa
io donde no hubiera 
ampo

gravitatorio. Por ejemplo: 
onsideremos el observador en un elevador que se en
uentra

en reposo. Si suelta una bola, verá que esta 
ae ha
ia el piso del elevador 
on una

a
elera
ión igual a la de la gravedad. Sostener un objeto en un punto �jo requiere

de una fuerza igual a la masa por la a
elera
ión de la gravedad. Ahora supongamos

que el elevador entra en 
aída libre, enton
es la bola 
aerá debido a la universalidad

de la 
aída libre a la misma velo
idad que el propio observador de modo que este

último verá la bola �otando 
omo si estuviera en el espa
io interestelar (Fígura 1.1).

En este último sistema sostener un objeto en un punto �jo 
on respe
to al observador

no requiere fuerza, y los objetos mantienen su a
elera
ión uniforme.

Figura 1.1: Un observador en un as
ensor a
elerado 
on a
elera
ión 
onstante es equi-

valente a un observador en reposo en un 
ampo gravita
ional 
onstante.

Si en lugar de un 
ampo gravita
ional se tratara de un 
ampo ele
tromagnéti
o

sería posible distinguir entre los efe
tos debido a este 
ampo 
on los efe
tos debido

a una a
elera
ión uniforme al observar el 
omportamiento de 
uerpos 
on diferentes


argas. Ya que no hay distin
ión entre la mi y mg, los efe
tos de la gravedad se pueden

interpretar 
omo los efe
tos de un espa
io-tiempo 
urvado. Las partí
ulas de prueba

se mueven a lo largo de líneas geodési
as. En la teoría 
lási
a la fuente de gravedad

es la masa de un 
uerpo, sin embargo 
omo en la relatividad espe
ial se rela
iona la

masa 
on la energía, la fuente de 
ampo gravita
ional en la relatividad general debe

5
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involu
rar a la masa así 
omo a la energía.

Otro prin
ipio en el que se basó Einstein es el prin
ipio de 
ovarianza o prin
ipio

general de relatividad. En la teoría de la relatividad espe
ial, si un observador es iner
ial


ualquier otro que use 
oordenadas rela
ionadas 
on las del primero mediante una

transforma
ión de Lorentz será un observador iner
ial. Por lo tanto, las leyes de la físi
a

deben de tomar la misma forma en todos los mar
os de referen
ia, o equivalentemente

en la teoría de la relatividad espe
ial, las e
ua
iones deben de ser tensoriales, al 
umplir

esto, si las e
ua
iones son válidas en un sistema iner
ial serán válidas en 
ualquier otro

sistema iner
ial.

En la teoría de la relatividad general hablamos de las transforma
iones generales

de 
oordenadas y no de unas transforma
iones parti
ulares 
omo lo son las de Lorentz.

El deseo de Einstein de 
ontar 
on una teoría 
uyas e
ua
iones tuvieran la misma for-

ma para 
ualquier tipo de observador sea este iner
ial o no iner
ial, le llevó a bus
ar

e
ua
iones que presentaran prin
ipio de 
ovarian
ia, 
osa que logró generalizando su

teoría, en lo que luego se llamó teoría de la relatividad general.

1.3. Espa
io-tiempos 
urvados

Una propiedad relevante de los sistemas iner
iales es que mientras no a
túe una

fuerza sobre las partí
ulas, éstas permane
eran en reposo. Fijándonos en lo anterior,

podemos notar que la gravedad a diferen
ia de otras fuerzas a
túa sobre todos los


uerpos en la misma manera sin importar su 
omposi
ión. Mientras que para el 
ampo

ele
tromagnéti
o y las intera

iones débiles y fuertes se pueden 
onstruir traye
torias

para partí
ulas no afe
tadas por éstas fuerzas, para el 
aso del 
ampo gravita
ional, ésto

no es posible ya que no existen partí
ulas libres. Lo que podemos tener es un sistema

en el 
ual las partí
ulas libres de otras fuerzas poseen una a
elera
ión uniforme, éste

se en
uentra 
ayendo libremente en el 
ampo gravita
ional por lo que todas se están

a
elerando de la misma forma.

La relatividad general abandona el 
on
epto de fuerza gravita
ional y lo reem-

plaza por el 
on
epto de 
urvatura del espa
io-tiempo. Los 
uerpos 
elestes adoptan

traye
torias lo más dere
has posibles, pero deben someterse a la 
on�gura
ión del

espa
io-tiempo. Lejos de toda distribu
ión de materia, la 
urvatura del espa
io-tiempo

es nula y todas las traye
torias son líneas re
tas. Cer
a de un 
uerpo masivo 
omo el

Sol, el espa
io-tiempo se deforma y los 
uerpos se desplazan a lo largo de líneas 
urvas

(geodési
as).

Para ser 
ompleta, la teoría de la relatividad general debe también dar un medio

de 
al
ular la 
urvatura del espa
io-tiempo 
reada por una distribu
ión de masa. Lo

ha
e a través de un sistema muy 
omplejo de e
ua
iones de Einstein, que 
one
tan


urvatura del espa
io-tiempo y distribu
ión de masa y energía. Este sistema solo ha

sido resuelto de manera analíti
a en algunos 
asos parti
ulares, por ejemplo, alrededor

de una estrella aislada.
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1.3.1. Tensores

Como las e
ua
iones de Einstein son del tipo tensoriales, ahora hablaremos un

po
o sobre tensores. Comenzaremos por de�nir lo que es un tensor: un tensor del tipo

(0, N) es una fun
ión de N ve
tores a los números reales, la 
ual es lineal en 
ada

uno de sus N argumentos. Un ejemplo es un tensor del tipo (0, 1), el 
ual es llamado

ve
tor 
ovariante o uno-forma. Una uno-forma es una fun
ión lineal que toma 
omo

argumento un ve
tor y regresa un número real, esto es, si

~V = V µ ~eµ es un ve
tor, y

le apli
amos una uno-forma, tenemos que W̃ (~V ) = W̃ (V µ~eµ) = V µW̃ (~eµ) = V µWµ,

donde W̃ = Wµω̃
µ
. Otro tipo de tensores son los (M, 0) los 
uales son una fun
ión

lineal de M uno-formas y que regresa un número real. Un tensor de tipo (1, 0) es una
fun
ión que toma una uno-forma y regresa un número real el 
ual es llamado ve
tor,

esto es,

~V (W̃ ) = Wµ
~V (ω̃) = WµV

µ
. Un tensor arbitrario de la forma (M,N) es una

fun
ión lineal que toma M ve
tores 
ovariantes y N ve
tores y regresa un número real.

Las 
omponentes de un tensor en un sistema O son el valor de la fun
ión 
uando los

argumentos son los ve
tores base del sistema O. Por ejemplo, para un tensor del tipo

(M,N) tenemos

T (ωµ1, ..., ωµM , ~eν1, ..., ~eνN ) = T µ1...µM
ν1...νN

El número de 
omponentes de un tensor arbitrario dependerá de la dimensión del

espa
io en que está de�nido y del tipo de tensor. El tensor métri
o es un tensor del

tipo (0, 2), el 
ual toma 
omo argumento dos ve
tores, y enton
es se tiene

g(~V , ~U) ≡ V µUν
g(~eµ, ~eν) = gµνV

µUν , (1.9)

donde gµν son las 
omponentes de la métri
a. Para de�nir las 
omponentes de un tensor

se requiere espe
i�
ar un sistema O, enton
es las 
omponentes dependen del sistema

que se elije. Para es
ribir las 
omponentes en otro sistema O
′

se ha
e uso de la matriz

de transforma
ión Λα
β
′ = ∂xα

∂x
′β
la 
ual es usada para transformar las 
omponentes de los

ve
tores base del sistema O a O
′

. Por ejemplo, si tenemos pµν = p̃(~eµ, ~eν) en el sistema

O y queremos transformar sus 
omponentes a O′
tenemos:

pµ′ν′ = p̃(~eµ′ , ~eν′) = p̃(Λδ
µ′~eδ,Λ

σ
ν′~eσ) = Λδ

µ′Λσ
ν′ p̃(~eδ, ~eσ) = Λδ

µ′Λσ
ν′pδσ.

1.3.2. Variedades

Para poder dar una de�ni
ión del 
on
epto del espa
io 
urvo 
omenzamos de�nien-

do lo que es una variedad. Bási
amente podemos de
ir que una variedad es un espa
io


ontinuo que lo
almente es pare
ido al espa
io Lorentziano, pero en forma global puede

mostrar 
ara
terísti
as diferentes. En una de�ni
ión más rigurosa se puede de
ir que

una variedad es 
ualquier 
onjunto que puede ser parametrizado de una forma 
ontinua

7
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en donde el número de parámetros independientes es la dimensión de la variedad y los

parámetros en sí son sus 
oordenadas. Dentro de la relatividad general solamente se


onsideran variedades que son diferen
iables, es de
ir, espa
ios que son 
ontinuos y a

la vez diferen
iables. En una variedad se introdu
e el 
on
epto de tensor métri
o. Es

un tensor simétri
o (gµν = gνµ) y no singular [det(gµν) 6= 0℄. La métri
a nos permite


al
ular las distan
ias entre los puntos del espa
io-tiempo, además podemos 
al
ular

la longitud de una 
urva así 
omo el tiempo propio de 
ualquier observador. En un

espa
io-tiempo 
urvo, se de�ne el 
uadrado del elemento diferen
ial de línea por medio

de

ds2 = gµνdx
µdxν . (1.10)

La longitud de una 
urva se 
al
ula mediante la integral

l =

∫

|gµνdxµdxν | 12 . (1.11)

Una vez 
ono
ida la expresión de la métri
a podemos podemos expresar el tiempo

propio 
omo

τ =

∫

| − gµνdx
µdxν | 12 . (1.12)

La métri
a permite bajar y subir índi
es de igual manera que en la relatividad

espe
ial Vµ = gµνV
ν
, y esta 
ontiene toda la informa
ión para des
ribir la 
urvatura

de la variedad.

Una variedad diferen
iable en la 
ual se ha introdu
ido una métri
a re
ibe el nombre

de variedad Riemanniana. Hablando estri
tamente, una variedad es Riemanniana si la

métri
a es de�nida positiva, esto es, si la métri
a evaluada sobre dos ve
tores 
umple

g(V, U) > 0 para todo U, V 6= 0, ve
tores dentro de la variedad. Las métri
as que no

son de�nidas positivas re
iben el nombre de métri
as pseudo Riemannianas, las 
uales

son relevantes para la teoría de la relatividad general. La matriz aso
iada a la métri
a

por de�ni
ión debe de ser una matriz simétri
a. Teniendo en 
uenta esto y tomando un

teorema del algebra lineal que nos di
e que siempre se puede hallar una transforma
ión

que lleve a una matriz simétri
a a una matriz diagonal 
on las entradas 1, -1 ó 0, en

donde el número de entradas 1 y -1 es igual al número de eigenvalores positivos y

negativos. Usando ese teorema, en algún punto P siempre es posible en
ontrar una

transforma
ión que lleve a un sistema de 
oordenadas xα

on el punto P 
omo origen

y que transforme la métri
a gµν a la métri
a de Minkowski del espa
io plano

gµν(x
α) = ηµν +O[(xα)2]. (1.13)

Esta e
ua
ión nos di
e que 
er
a del punto P , la métri
a es aproximadamente la usada

en la relatividad espe
ial, 
on una diferen
ia de las 
oordenadas a segundo orden.

Este sistema de 
oordenadas re
ibe el nombre de sistema lo
almente iner
ial. Podemos

rees
ribir la e
ua
ión anterior 
omo sigue

gµν(P ) = ηµν , (1.14)

8
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∂

∂xγ
gµν(P ) = 0, ∀ µ, ν, γ, (1.15)

∂2

∂xγ∂xα
gµν(P ) 6= 0, (1.16)

para algunos valores de α, β y γ y si la variedad no es 
ompletamente plana. Una

línea re
ta en el espa
io plano es la línea de mundo des
ribiendo la traye
toria de una

partí
ula libre, el he
ho de que la primera derivada de la métri
a sea 
ero signi�
a que

una partí
ula libre en un espa
io 
urvo se mueve lo
almente a lo largo de una línea

re
ta, en este sistema lo
almente iner
ial.

1.3.3. Derivada Covariante

La derivada de un 
ampo ve
torial por de�ni
ión involu
ra la diferen
ia de dos

ve
tores en dos puntos distintos. En un espa
io 
urvado la no
ión de diferen
ia entre

ve
tores en puntos diferentes debe ser manejado 
on 
uidado.

En un espa
io 
urvado, la base en la 
ual se expresan los ve
tores no ne
esariamente

es 
onstante de un punto a otro, por lo tanto, para derivar un 
ampo ve
torial es

ne
esario involu
rar la derivada de los ve
tores bases. De esta manera, al derivar un

ve
tor expresado de la forma

~V = V α~eα, 
on respe
to a una 
oordenada, se obtiene

∂~V

∂xβ
=

∂V α

∂xβ
~eα + V α ∂~eα

∂xβ
. (1.17)

Los términos

∂~eα
∂xβ son ve
tores, así que se pueden expresar 
omo una 
ombina
ión lineal

de los ve
tores base. Se introdu
e el símbolo Γµ
αβ para denotar los 
oe�
ientes usados

en la 
ombina
ión lineal

∂~eα
∂xβ

= Γµ
αβ~eµ. (1.18)

La interpreta
ión de Γµ
αβ es que da la 
omponente µ-ésima del ve
tor

∂~eα
∂xβ . Aquí, se

ne
esitan tres índi
es para de�nir 
ompletamente a Γµ
αβ, α indi
a el ve
tor base que

se está derivando, β es la 
oordenada 
on respe
to a la 
ual se está derivando y µ es

la 
omponente del ve
tor resultante. Esos símbolos re
iben el nombre de Símbolos de

Christo�el. Usando esta nota
ión la derivada de un ve
tor toma la siguiente forma

∂~V

∂xβ
=

∂V α

∂xβ
~eα + V αΓµ

αβ~eµ, (1.19)

y después de una serie de pasos y renombrando los índi
es de la derivada par
ial

podemos rees
ribir las 
omponentes de este ve
tor 
omo

∇βV
α ≡ V α

;β = V α
,β + V µΓα

µβ . (1.20)

9
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También podemos apli
ar la derivada 
ovariante a tensores de 
ualquier orden. Para

llegar a la fórmula 
omenzamos utilizando la propiedad de que un uno-forma apli
ado

a un ve
tor nos da un es
alar. Tomamos un ve
tor

~V y un uno-forma �p arbitrarios. En

algún sistema de 
oordenadas arbitrario es
ribimos φ = pαV
α
. Si tomamos la derivada

de ∇βφ se obtiene:

∇βφ = ∂βφ =
∂pα
∂xβ

V α + pα
∂V α

∂xβ
, (1.21)

donde ∇ satisfa
e la regla de la derivada de un produ
to de Leibnitz. Notamos

que φ no depende de los ve
tores base, por eso ∇βφ = ∂βφ. Sustituyendo la derivada

par
ial

∂V α

∂xβ por derivada 
ovariante V α
;β y ha
iendo algunos pasos más llegamos a

∇βφ =
∂pα
∂xβ

V α + pαV
α
;β − pαV

µΓα
µβ. (1.22)

Si renombramos los índi
es podemos es
ribir la e
ua
ión anterior 
omo sigue

∇βφ = (
∂pα
∂xβ

− pµΓ
µ
αβ)V

α + pαV
α
;β. (1.23)

En esta última e
ua
ión el término entre parentesis es la derivada 
ovariante de p:

∇βpα =
∂pα
∂xβ

− pµΓ
µ
αβ. (1.24)

Enton
es ahora tenemos la fórmula para 
al
ular la derivada 
ovariante de un uno-

forma y la derivada 
ovariante de un ve
tor. Si se utiliza el mismo pro
edimiento se

pueden 
al
ular las siguientes fórmulas:

∇βTµν = Tµν,β − TανΓ
α
µβ − TµαΓ

α
νβ, (1.25)

∇βA
µν = Aµν

,β + AανΓµ
αβ + AµαΓν

αβ, (1.26)

∇βB
µ
ν = Bµ

ν,β +Bα
νΓ

µ
αβ−Bµ

αΓ
α
νβ. (1.27)

En un sistema de 
oordenadas lo
almente iner
ial gαµ = ηαµ y además en este

sistema los símbolos de Cristo�el son iguales a 
ero Γ = 0, y enton
es Vα;β = Vα,β y

V α
;β = V α

,β, de lo 
ual 
on
luimos que Vα;β = V α
,β, para así obtener

Vα,β = ηαµV
µ
,β −→ Vα;β = gαµV

µ
;β, (1.28)

esto es, 
uando trabajamos 
on la métri
a de Minkowski tomamos las derivadas

par
iales, y si es la métri
a general tomamos la derivada 
ovariante. La forma tensorial

de esta e
ua
ión impli
a su válidez en 
ualquier sistema.

Dado que la métri
a nos permite es
ribir un ve
tor en 
ualquier sistema 
omo

Vα = gαµV
µ
, podemos tomar la derivada 
ovariante de Vα 
on respe
to de xβ

y esto

queda:

Vα;β = gαµ;βV
µ + gαµV

µ
;β. (1.29)
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Ahora, si 
omparamos (1.28) 
on (1.29) tenemos que en todos los sistemas 
oordenados

gαµ;β = 0. En 
oordenadas 
artesianas es
ribimos

gαµ;β = gαµ,β = ηαµ,β = 0,


omo una identidad trivial, pero en otros sistemas 
oordenados tenemos

gαβ;µ = gαβ,µ − Γν
αµgνβ − Γν

βµgαν = 0. (1.30)

Tomando en 
uenta (1.30), podemos 
al
ular los Símbolos de Christo�el a partir de

la métri
a. Notamos que podemos 
al
ular gαβ,µ en términos de Γµ
αβ. Si seguimos este


amino en el otro sentido, podemos obtener Γµ
αβ partiendo de las derivadas de gαβ.

Para lograrlo debemos tomar en 
uenta que para 
ualquier sistema 
oordenado Γµ
αβ =

Γµ
βα, esto es, podemos invertir (1.30) ha
iendo un po
o de álgebra. Es
ribimos las tres

versiones 
on diferente permuta
ión de índi
es

gαβ,µ = Γν
αµgνβ + Γν

βµgαν ,

gαµ,β = Γν
αβgνµ + Γν

µβgαν ,

−gβµ,α = −Γν
βαgνµ − Γν

µαgβν .

Agrupando términos y usando la simetría de g, gνβ = gβν �nalmente llegamos a

Γγ
βµ =

1

2
gαγ(gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α), (1.31)

la 
ual es 
ono
ida 
omo la expresión de los símbolos de Christo�el en términos de las


omponentes de g y donde gαγ es la inversa de la fun
ión métri
a.

1.3.4. Transporte Paralelo, Geodési
as y Curvatura

Hasta ahora no se ha analizado la 
urvatura de las variedades de manera explí
ita,

sin embargo es ne
esario dar una de�ni
ión matemáti
a de ella. Para 
omenzar debe-

mos de distinguir entre la 
urvatura extrínse
a y la 
urvatura intrínse
a. De
imos que

la geometría intrínse
a de una variedad sólo 
onsidera la rela
ión que existe entre los

puntos de las 
urvas que pertene
en a la variedad, mientras la geometría extrínse
a

apare
e 
uando estudiamos a la super�
ie desde un espa
io de mayor dimensión. Por

ejemplo, un 
ilíndro pare
e estar 
urvado en alguna dire

ión. Esto viene siendo su

geometría extrínse
a. Sin embargo, un 
ilíndro se puede obtener al enrrollar una hoja

de papel plana sin tener que arrugarlo. Así que la geometría intrínse
a del 
ilíndro es

igual a la de la hoja de papel. Dos líneas paralelas sobre la hoja de papel se manten-

drían paralelas después de formar la super�
ie del 
ilíndro. De aquí se 
on
luye que la

super�
ie es plana. Para poder observar la geometría extrínse
a es ne
esario observar

la super�
ie desde un espa
io de mayor dimensión.

11
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Si se desea obtener una forma de saber si la geometría de un espa
io tiene 
urvatura

intrínse
a, la idea de transporte paralelo nos ayuda a resolver este problema. Considere

primero una 
urva 
errada en un espa
io plano que empieza en un punto A. En 
ada

punto se dibuja un ve
tor paralelo al ve
tor que estaba en el punto previo sobre la


urva 
errada (Fígura 1.2). Este pro
edimiento se sigue alrededor de la 
urva 
errada.

El ve
tor que se dibuja en A después de 
ompletar el 
ir
uito es paralelo al original.

Figura 1.2: Transporte paralelo sobre una super�
ie plana.

Apli
ando el mismo pro
edimiento sobre la super�
ie de una esfera vemos que

obtenemos un resultado 
ompletamente distinto (Fígura 1.3). El ve
tor que se dibuja

al 
ompletar el 
ir
uito gira 90.

o

al regresar al punto original, a pesar de haber dibujado


ada ve
tor paralelo al anterior. Esto no pasa en el espa
io plano, así que se 
on
luye

que debe de ser el resultado de la 
urvatura de la esfera.

Figura 1.3: Transporte paralelo sobre una super�
ie esféri
a.

La 
onstru

ión que se a
aba de des
ribir es llamado transporte paralelo. Si de-

�nimos en 
ada punto de una 
urva un 
ampo ve
torial

~V y si los ve
tores

~V (x) en
puntos sobre la 
urva in�nitesimalmente 
er
anos son paralelos y de la misma longitud,

enton
es de
imos que

~V es transportado paralelamente sobre la 
urva. Para es
ribir

12
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una e
ua
ión que des
riba este movimiento 
onsideramos una 
urva parametrizada por

λ, de esta forma un ve
tor tangente a la 
urva es dado por

~U = d~x
dλ
. En un sistema

lo
almente iner
ial en algún punto P se pide que las 
omponentes de

~V sean 
onstantes

a lo largo de di
ha 
urva. Por lo tanto la derivada a lo largo de la 
urva en P , podemos

e
ribirla 
omo sigue:

dV α

dλ
= UβV α

,β = UβV α
;β = 0 en P, (1.32)

pues en un sistema lo
almente iner
ial UβV α
,β = UβV α

;β.

Puesto que (1.32) es una e
ua
ión tensorial, enton
es es válida en 
ualquier sistema

de referen
ia. Así la e
ua
ión para expresar el transporte paralelo de un ve
tor

~V sobre

una traye
toria 
uyo ve
tor tangente es

~U es

UβV α
;β = 0 ⇔ d

dλ
~V = ∇~U

~V = 0. (1.33)

En la geometría de Eu
lides, la tangente sobre una re
ta en un punto es paralela a

la tangente de la re
ta en 
ualquier otro punto 
er
ano al primero. De he
ho, la línea

re
ta es la úni
a 
urva en el espa
io Eu
lideano 
uyo ve
tor tangente se transporta

de forma paralela a lo largo de ella. En un espa
io 
urvo podemos dibujar líneas que

sean lo más re
tas posibles de forma lo
al empleando el transporte paralelo de un

ve
tor tangente. Éstas re
iben el nombre de "geodési
as". Usando la e
ua
ión (1.33)

se obtiene que el ve
tor

~U es tangente a una geodési
a si y sólo si ∇~U
~U = 0. Esto

signi�
a que

UβUα
;β = UβUα

,β + Γα
µβU

µUβ = 0. (1.34)

Enton
es, la e
ua
ión de una geodési
a es:

d2xα

dλ2
+ Γα

µβ

dxµ

dλ

dxβ

dλ
= 0 (1.35)

Para hablar del tensor de 
urvatura, vamos a 
onsiderar en nuestra variedad una

super�
ie de dos dimensiones, 
errada y pequeña (Fígura 1.4),
uyas 
oordenadas de

los lados son x1 = a, x1 = a+ δa, x2 = b y x2 = b+ δb y tomamos un ve
tor

~V que es

transportado de forma paralela a lo largo de la frontera de di
ha super�
ie.

Comenzamos por transportar paralelamente el ve
tor

~V en la dire

ión de ~e1 (de

A a B), y enton
es, de a
uerdo al transporte paralelo tenemos ∇ ~e1
~V = 0. La 
ual si la

desarrollamos da

∂V α

∂x1
= −Γα

µ1V
µ,

y después de algunos pasos algebrai
os [1℄ es
ribimos el 
ambio de V α
a lo largo de la


urva 
errada 
omo

δV α = δaδb[Γα
µ1,2 − Γα

µ2,1 + Γα
ν2Γ

ν
µ1 − Γα

ν1Γ
ν
µ2]V

µ.

13
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Figura 1.4: Pequeña se

ión de una red de 
oordenadas.

Y enton
es tenemos que en el 
aso general se obtiene

δV α = δxνδxµRα
βµνV

β, (1.36)

Donde

Rα
βµν ≡ Γα

βν,µ − Γα
βµ,ν + Γα

σµΓ
σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βµ. (1.37)

Este es un tensor de tipo (1, 3) y re
ibe el nombre de tensor de 
urvatura o tensor de

Riemann. Analizando las 
omponentes de R en el punto P en un sistema lo
almente

iner
ial (en este sistema Γµ
αβ = 0) y de la e
ua
ión (1.31) notamos que

Γα
µν,σ =

1

2
gαβ(gβµ,νσ + gβν,µσ − gµν,βσ), (1.38)

y dado que las segundas derivadas de gαβ son distintas de 
ero, en el punto P se obtiene

Rα
βµν =

1

2
gασ(gσβ,νµ + gσν,βµ − gβν,σµ − gσβ,µν − gσµ,βν + gβµ,σν). (1.39)

Usando la simetría de gαβ y el he
ho de que gαβ,µν = gαβ,νµ, se obtiene

Rα
βµν =

1

2
gασ(gσν,βµ − gσµ,βν + gβµ,σν − gβν,σµ) (1.40)

Se puede bajar el índi
e del tensor de Riemann para obtener

Rαβµν ≡ gαλR
λ
βµν =

1

2
(gαν,βµ − gαµ,βν + gβµ,αν − gβν,αµ). (1.41)

Es
rito de esta forma podemos veri�
ar las siguientes identidades

Rαβµν = −Rβαµν = −Rαβνµ = Rµναβ (1.42)

Rαβµν +Rανβµ +Rαµνβ = 0. (1.43)
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Por lo tanto Rαβµν es antisimétri
o en el primer y segundo par de índi
es y es simétri
o

si 
ambiamos los dos pares. Dado que las identidades anteriores son e
ua
iones tenso-

riales válidas para un sistema de referen
ia, deben de ser válidas para 
ualquier otro

sistema de referen
ia. También se puede mostrar que las identidades (1.42) y (1.43),

en 
uatro dimensiones, redu
en el número de 
omponentes independientes del tensor

Rαβµν a 20.

1.3.5. Identidades de Bian
hi: Tensor de Ri

i y Tensor de Eins-

tein

Si derivamos la e
ua
ión (1.41) 
on respe
to a xλ
tenemos

Rαβµν,λ =
1

2
(gαν,βµλ − gαµ,βνλ + gβµ,ανλ − gβν,αµλ). (1.44)

Usando esta e
ua
ión, la simetría de gαβ y el he
ho de que las derivadas par
iales


onmutan se puede veri�
ar que Rαβµν,λ + Rαβλµ,ν + Rαβνλ,µ = 0. Dado que en este

sistema Γµ
αβ = 0 la e
ua
ión anterior es equivalente a

Rαβµν;λ +Rαβλµ;ν +Rαβνλ;µ = 0 (1.45)

Esta e
ua
ión es 
ono
ida 
omo identidad de Bian
hi y 
omo es una e
ua
ión tensorial,

enton
es es válida en 
ualquier sistema. Ahora de�nimos el tensor de Ri

i 
omo:

Rαβ = Rµ
αµβ = Rβα, (1.46)

la 
ual es la 
ontra

ión del tensor de Riemann en el primer y ter
er índi
e. De�nimos

también el es
alar de Ri

i también llamado es
alar de 
urvatura 
omo

R = gµνRµν = gµνgαβRαµβν . (1.47)

Si 
ontraemos las identidades de Bian
hi se obtiene

gαµ[Rαβµν;λ +Rαβλµ;ν +Rαβνλ;µ] = Rβν;λ + (−Rβλ;ν +Rµ
βνλ;µ) = 0 (1.48)

Para llegar a este resultado debemos de tomar en 
uenta dos 
osas. La primera es que

gαβ;µ = 0, y dado que gαµ es fun
ión solamente de gαβ enton
es se tiene que gαβ ;µ = 0.
Lo segundo es que gαµRαβλµ;ν = −gαµRαβµλ;ν = −Rβλ;ν . Si se vuelve a 
ontraer la

e
ua
ión (1.48) se obtiene

gβν[Rβν;λ − Rβλ;ν +Rµ
βνλ;µ] = R;λ − Rµ

λ;µ − Rµ
λ;µ = 0. (1.49)

Esta e
ua
ión se puede es
ribir 
omo

(2Rµ
λ − δµλR);µ = 0. (1.50)
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Esta es la forma de las identidades de Bian
hi 
ontraidas dos ve
es.

Ahora vamos a de�nir un tensor simétri
o llamado el tensor de Einstein

Gαβ = Rαβ − 1

2
gαβR. (1.51)

Con esta de�ni
ión se puede rees
ribir (1.49) 
omo

Gαβ
;β = 0. (1.52)

1.4. Tensor de Energía-Momento

En la se

ión (1.2) vimos que el 
uadri-ve
tor de momento de una partí
ula se

de�ne 
omo

~P = m~U = (E, p1, p2, p3). Aquí, E se re�ere a la energía de la partí
ula

en 
ualquier sistema O, p1, p2 y p3 son las 
omponentes del momento espa
ial. Otro


on
epto que debemos de 
onsiderar aquí es el �ujo de 
ierta 
antidad a través de una

super�
ie. El �ujo se de�ne 
omo la 
antidad de partí
ulas (o energía) que atraviesan


ierta unidad de área de una super�
ie por unidad de tiempo. Por ejemplo, se puede


al
ular el número de partí
ulas o la 
antidad de energía que 
ruzan 
ierta super�
ie,

esto depende de el sistema en que se mida y la super�
ie que se de�na. Una super�
ie

se puede de�nir por medio de un ve
tor ~n (ve
tor normal) que sea perpendi
ular a

ella. El tensor de energía-momento es de tipo (2, 0), se representa 
on la letra T y se

puede de�nir en términos de sus 
omponentes 
omo sigue: la 
omponente T αβ
des
ribe

el �ujo de la 
omponente de momento α a través de hypersuper�
ie de xβ

onstante.

Si usamos esta de�ni
ión, la 
omponente T 00
es el �ujo de la 
omponente temporal

del 
uadri-momento a través de una super�
ie de tiempo 
onstante, en otra forma,

la densidad de energía ρ. Las 
omponentes T 0i
des
riben el �ujo de energía a través

de una super�
ie de xi

onstante. Las 
omponentes T i0

des
riben la densidad de la


omponente i del 
uadri-momento. Finalmente las 
omponentes T ij
des
riben el �ujo

de momento a través de una super�
ie de xj

onstante.

Un 
aso de interés y el 
ual vamos a tratar en este trabajo es el �uído perfe
to, pues

este se puede tomar 
omo la fuente del 
ampo gravita
ional en varios 
asos físi
os. Un

�uído perfe
to es un �uído que no presenta vis
osidad ni 
ondu

ión de 
alor en un

sistema 
omovil al �uído. La 
ondi
ión de que no haya 
ondu

ión de 
alor impli
a que

en el sistema 
omóvil al �uído se tiene T 0i = T i0 = 0, esto nos indi
a que no hay ni �ujo
de 
alor, ni �ujo de energía. Ahora, la 
ondi
ión de que no exista vis
osidad impli
a

que la fuerza siempre debe de ser perpendi
ular a la interfa
e entre partí
ulas. Para las


omponentes del tensor de energía momento esto signi�
a que T ij = 0 ex
epto 
uando

i = j. Con estas 
ondi
iones una super�
ie de x1

onstante sólo sentirá fuerza en la

dire

ión x1
, esto es, perpendi
ular a la super�
ie. Esta fuerza por unidad de área se le

16
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llama presión y es igual para 
ada super�
ie. Con esto se obtiene T ij = p δij donde p
es la presión, y a parte sabemos que T 00 = ρ. Enton
es en un sistema 
omóvil al �uído

perfe
to en el espa
io-tiempo de Minkowski el tensor T toma la siguiente forma

T αβ = (ρ+ p)UαUβ + pηαβ (1.53)

Donde η es la métri
a de Minkowski y

~U = (1, 0, 0, 0).
Para el 
aso de relatividad general se reemplaza la métri
a de Minkowski por una

métri
a general, así la expresión para el tensor de energía-momento es

T αβ = (ρ+ p)UαUβ + pgαβ (1.54)

Una propiedad importante del tensor T es que satisfa
e la ley de 
onserva
ión de

energía y el momento

∇αT
αβ = 0. (1.55)

Para dedu
ir esta ley suponemos que tenemos un elemento 
úbi
o de �uído (Fígura

1.5), donde la energía puede �uir a tráves de todos sus lados. La energía que �uye a

través de la 
ara 4 es l2T 0x(x = 0), y a tráves de 2 es −l2T 0x(x = l). Vemos que el

segundo término tiene un signo menos, esto es porque T 0x
representa la energía que

�uye en la dire

ión positiva de x, la 
ual esta saliendo del volumen a tráves de la 
ara

2. Similarmente la energía que �uye en la dire

ión y es l2T 0y(y = 0) − l2T 0y(y = l).

El 
ambio de la 
antidad de energía dentro del volumen 
úbi
o

∂(T 00l3)
∂t

será igual a la

suma de la energía que atraviesa todas las 
aras. Enton
es tenemos que

∂(l3T 00)

∂t
= l2[T 0x(x = 0)−T 0x(x = l)+T 0y(y = 0)−T 0y(y = l)+T 0z(z = 0)−T 0z(z = l)].

(1.56)

Si dividimos por l3 y tomamos el límite l → 0 obtenemos

∂T 00

∂t
= −∂T 0x

∂x
− ∂T 0y

∂y
− ∂T 0z

∂z
. (1.57)

Di
ha e
ua
ión podemos rees
ribirla 
omo

T 00
,0 + T 0x

,x + T 0y
,y + T 0z

,z = 0, (1.58)

o

T 0α
,α = 0. (1.59)

Esta es la e
ua
ión de la ley de 
onserva
ión de energía en la teoría de la relatividad

espe
ial. De manera similar, el momento se 
onserva, y se puede obtener una e
ua
ión

similar para 
ada 
omponente del momento. Enton
es, la ley general de 
onserva
ión

esta dada de la siguiente forma

T αβ
,β = 0. (1.60)

Esto apli
a en 
ualquier materia en Relatividad Espe
ial. En Relatividad General la

e
ua
ión (1.60) se generaliza tomando la derivada 
ovariante en lugar de la derivada

par
ial, esto lleva a la e
ua
ión (1.55).
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Figura 1.5: Una se

ión z 
onstante de un elemento de �uído 
úbi
o.

1.5. E
ua
iones de 
ampo de Einstein

Para un 
uerpo de masa m y simetría esféri
a en la me
áni
a Newtoniana, se tiene

que su poten
ial gravita
ional φ satisfa
e

∇2φ = 4πGρ, (1.61)

en donde∇2
es el lapla
iano y en 
oordenadas 
artesianas es igual a∇2 = ∂2

∂x2+
∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
,

ρ es la densidad de masa y G = 6,67·10−11Nm2

kg2
es la 
onstante gravita
ional de Newton.

La solu
ión para esta e
ua
ión es

φ(r) = −Gm

r
. (1.62)

En la teoría de Newton la fuente del 
ampo de gravedad es la densidad de masa. En la

teoría de la relatividad la fuente de gravedad debe de estar rela
ionada a la densidad

de masa, pero debe de ser un objeto 
on una interpreta
ión relativista, y la masa no

es su�
iente para des
ribir la fuente de gravedad. La teoría de la relatividad rela
iona

la energía 
on la materia, así que la energía también debe de ser 
onsiderada 
omo

fuente de gravedad. Uno podría proponer ρ, 
omo la fuente de gravedad, sin embargo

ρ es la densidad de energía medida por un observador espe
í�
o. Otro observador

verá a ρ simplemente 
omo la 
omponente T 00
del tensor energía-momento. Se puede

generalizar la fuente de 
ampo gravita
ional sin imponer un sistema privilegiado, al

introdu
ir el tensor de energía-momento T 
omo la fuente del 
ampo gravita
ional. La

generaliza
ión de (1.61) a la teoría relativista está dada por

O(g) = kT, (1.63)

donde k es una 
onstante y O es un operador diferen
ial de segundo orden que a
tua

sobre la métri
a g, la 
ual es la generaliza
ión de φ. En este 
aso tenemos 10 e
ua
iones

diferen
iales, y por analogía 
on (1.61) debemos bus
ar un operador O que entregue
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un tensor T de rango (2,0). En otras palabras Oαβ
deben de ser las 
omponentes de un

tensor de rango (2,0) y debe ser 
ombina
ión de gµν;λσ, gµν;λ y gµν . El tensor de Ri

i
satisfa
e estas 
ondi
iones. De he
ho 
ualquier tensor de la forma

Oαβ(g) = Rαβ + µgαβR + Λgαβ, (1.64)

las satisfa
e si µ y Λ son 
onstantes. Para determinar el valor de µ usamos el he
ho

de que la 
onserva
ión de energía y momento se debe 
umplir de forma lo
al, esto es

T αβ
;β = 0, y esta e
ua
ión impli
a que

Oαβ
;β = 0 (1.65)

Si re
ordamos que gαβ ;β = 0, podemos veri�
ar que a partir de (1.64)

(Rαβ + µgαβR);β = 0, (1.66)

y 
omparando esta e
ua
ión 
on (1.51) vemos que debemos tener µ = −1
2
si queremos

que la e
ua
ión anterior sea una identidad para una métri
a arbitraria. Ha
iendo un


ambio de variables llegamos a la e
ua
ión

G+ Λg = kT, (1.67)

donde G es el tensor de Einstein. Estas son llamadas las e
ua
iones de 
ampo de

Einstein, las 
uales, en parte, están diseñadas para 
oin
idir 
on las predi

iones para

el 
aso del sistema solar. Λ es llamado 
onstante 
osmológi
a, el 
ual, originalmente

no se en
ontraba presente en las e
ua
iones de 
ampo, pero po
o después Einstein

la introdujó para obtener solu
iones 
osmológi
as estáti
as para el 
omportamiento

del universo a gran es
ala. Posteriormente el Λ desapare
ió de las e
ua
iones, pues se

mostró que el universo se en
uentra en expansión. Con Λ = 0, la e
ua
ión anterior se


onvierte en:

G = kT, (1.68)

donde k = 8πG. En 
omponentes las e
ua
iones de Einstein toman la forma

Gαβ = 8πG T αβ . (1.69)

Las e
ua
iones de Einstein se han utilizado para modelar algunos tipos de sistemas

del universo, por ejemplo, los sistemas esféri
amente simétri
os. Se han en
ontrado so-

lu
iones para modelos de estrellas estáti
as 
on simetría esféri
a. La métri
a se puede


onstruir a partir de argumentos geométri
os, imponiendo las 
ondi
iones de simetría

esféri
a y se usa el tensor de energía momento para un �uído perfe
to estáti
o y es-

féri
amente simétri
o. Se ne
esita una e
ua
ión de estado que rela
iona la desidad de

energía ρ y la presión p.

En un espa
io de 
uatro dimensiones la e
ua
ión (1.69) nos da un sistema de die-


iseis e
ua
iones diferen
iales par
iales, no lineales, a
opladas. Di
has 
omponentes se
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redu
en a diez por simetría, ya que T αβ
y Gαβ

son simétri
as. Estas e
ua
iones son

resueltas para las diez 
omponentes gαβ 
uando la fuente T αβ
es dada. Las e
ua
iones

son no lineales, pero tienen una estru
tura de valor ini
ial bien planteada. Esto es, que

determinan valores futuros de gαβ 
on los datos ini
iales dados. Sin embargo, un punto

debe de estar bien de�nido: ya que las gαβ son las 
omponentes de un tensor en algún

sistema 
oordenado,un 
ambio de 
oordenadas indu
e a un 
ambio en ellas. Parti
u-

larmente, hay 
uatro grados fun
ionales arbitrarios de libertad entre las diez gαβ. Sin
embargo, debería ser imposible determinar todos los diez gαβ de 
ualquier dato ini
ial,

ya que las 
oordenadas para el futuro del momento ini
ial pueden ser 
ambiadas arbi-

trariamente. De he
ho, las e
ua
iones de Einstein tienen exa
tamente esta propiedad:

la identidad de Bian
hi (1.52). Esto signi�
a que hay 
uatro identidades diferen
iales

(una para 
ada valor de α arriba) entre las diez Gαβ
. Estas diez, enton
es, no son

independientes, y las diez e
ua
iones de Einstein son realmente solo seis e
ua
iones

diferen
iales independientes para las seis fun
iones entre las diez gαβ que 
ara
terizan

la geometría independientemente de las 
oordenadas [2℄.
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Capı́tulo 2
ESPACIO-TIEMPO ESTÁTICO Y

ESFÉRICAMENTE SIMÉTRICO

2.1. Espa
io Tiempo Estáti
o y Esféri
amente Simé-

tri
o

Un espa
io-tiempo estáti
o es aquel en el 
ual existen 
oordenadas donde la métri
a


umple 
on las siguientes propiedades [3, 4℄

1. Todas las 
omponentes de la métri
a gµν son independientes de x0
.

2. El elemento de línea ds2 es invariante bajo la transforma
ión x0 → −x0
.

Comenzando de la expresión general para el elemento de línea (1.10), deseamos

en
ontrar un 
onjunto de 
oordenadas en el 
ual las gµν no dependan de la 
oordenada

temporal y el elemento de línea ds2 sea invariante bajo x0 → −x0
, es de
ir, donde la

métri
a sea estáti
a, y en el 
ual ds2 dependa solamente de invariantes rota
ionales de

las 
oordenadas espa
iales xi
y sus diferen
iales, es de
ir, que la métri
a sea esféri
a-

mente simétri
a. Vamos a derivar la forma general de la métri
a espa
ial esféri
amente

simétri
a sin tomar en 
uenta que es estáti
a. Por lo tanto, 
omenzaremos 
onstruyen-

do esta métri
a más general, y después de su deriva
ión impondremos la restri

ión de

que es estáti
a.

Los úni
os invariantes bajo rota
iones 
onstruidos de las 
oordenadas espa
iales xi

y sus diferen
iales son:

~x · ~x ≡ r2, d~x · d~x, ~x · d~x, (2.1)

donde ~x = (x1, x2, x3).
Denotando la 
oordenada temporal x0

por t, en
ontramos así que la forma más

general de la métri
a invariante bajo rota
iones debe ser

ds2 = −A(t, r)dt2 +B(t, r)dt~x · d~x+ C(t, r)(~x · d~x)2 +D(t, r)d~x2, (2.2)

21



CAPÍTULO 2. ESPACIO-TIEMPO ESTÁTICO Y ESFÉRICAMENTE

SIMÉTRICO

donde A, B, C y D son fun
iones arbitrarias.

Ahora transformemos los términos invariantes a 
oordenadas esféri
as de�nidas por

x1 = rsenθ cosφ, x2 = rsenθ senφ, x3 = rcosθ, (2.3)

y enton
es tenemos que

~x · ~x = r2, ~x · d~x = rdr, d~x · d~x = dr2 + r2dθ2 + r2sen2θ dφ2, (2.4)

y por lo tanto la métri
a general (2.2) ahora toma la forma

ds2 = −A(t, r)dt2 +B(t, r)rdtdr + C(t, r)r2dr2 +D(t, r)(dr2 + r2dr2 + r2sen2θ dφ2).
(2.5)

Juntando términos, absorbiendo fa
tores de r en las fun
iones y rede�niendo A, B, C

y D, la métri
a puede ser es
rita 
omo sigue:

ds2 = −A1(t, r)dt
2 +B1(t, r)dtdr + C1(t, r)dr

2 +D1(t, r)(dθ
2 + sen2θdφ2). (2.6)

Si ahora de�nimos una nueva 
oordenada radial por r′2 = D(t, r) y juntando términos

en nuevas fun
iones de t y r′, podemos es
ribir la métri
a de la siguiente manera:

ds2 = −A2(t, r
′)dt2 +B2(t, r

′)dtdr′ + C2(t, r
′)dr′

2
+ r′

2
(dθ2 + sen2θ dφ2). (2.7)

Ahora , para poder eliminar los términos 
ruzados de nuestra métri
a, ya que quere-

mos que sea esféri
amente simétri
a, introdu
imos una nueva 
oordenada temporal t′

de�nida por la siguiente rela
ión

dt′ = λ(t, r′)[A2(t, r
′)dt− 1

2
B2(t, r

′)dr′], (2.8)

donde λ(t, r′) es un fa
tor de integra
ión. Si elevamos (2.8) al 
uadrado obtenemos

dt′
2
= λ2(A2

2dt
2 − A2B2dtdr

′ +
1

4
B2

2dr
′2), (2.9)

de la 
ual en
ontramos que

A2dt
2 −B2dtdr

′ =
1

A2Φ2
dt′

2 − B2

4A2

dr′
2
. (2.10)

Por lo tanto, de�niendo las nuevas fun
iones A′ = 1
A2Φ2 y B′ = C + B2

4A2

, la métri
a

llega a ser diagonal y toma la forma

ds2 = −A′(t′, r′)dt′
2
B +′ (t′, r′)dr′

2
+ r′

2
(dθ2 + sin2θ dφ2). (2.11)

Aquí podemos regresar a nuestras variables originales y podemos es
ribir la métri
a


omo

ds2 = −A(t, r)dt2 +B(t, r)dr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2) (2.12)
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Así, la métri
a esféri
amente simétri
a general es espe
i�
ada por dos fun
iones de t y
r, y estas son A(t, r) y B(t, r).

El paso �nal para obtener la métri
a estáti
a y esféri
amente simétri
a más general

es trivial ahora. Requerimos que las fun
iones métri
as gµν sean independientes de la


oordenada temporal, lo 
ual signi�
a simplemente que A y B deben ser fun
iones

solamente de r. Por lo tanto, obtenemos

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2θdθ2). (2.13)

Por otra parte, vemos inmediatamente que ds2 es ya invariante bajo t → −t, y en-

ton
es esta es la forma requerida de la métri
a para un espa
io-tiempo espa
ialmente

isotrópi
o y estáti
o general.

Ahora bien, en un espa
io-tiempo estáti
o y esféri
amente simétri
o la e
ua
ión

(1.69) generará un sistema de 
uatro e
ua
iones que ahora tendrá solamente tres 
om-

ponentes independientes. Debido a esto, ahora nos 
entraremos en los sistemas esféri-


amente simétri
os, pues estos son razonablemente simples y muy importantes, ya que

mu
hos objetos de importan
ia en astrofísi
a pare
en 
er
anamente ser una ésfera.

2.2. Componentes del Tensor de Einstein en Espa
ios

Tiempos Estáti
os y Esféri
amente Simétri
os

De a
uerdo a (2.13) y de�niendo A = e2Φ y B = e2Λ tomamos la siguiente métri
a

para un espa
io-tiempo estáti
o y esféri
amente simétri
o para poder determinar las


uatro 
omponentes de la tensor de Einstein.

ds2 = −e2Φdt2 + e2Λdr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2) (2.14)

Donde g00(r) = −e2Φ(r)
, g11(r) = e2Λ(r), g22(r) = r2 y g33(r, θ) = r2sin2θ.

En primer lugar, 
omenzamos 
al
ulando los símbolos de Christo�el para (2.14).

De a
uerdo a (1.31) tenemos que las úni
as Γα
µν que no se anulan son:

Γ0
01 = Γ0

10 = Φ
′

,

Γ1
00 = e2(Φ−Λ)Φ

′

,

Γ1
11 = Λ

′

,

Γ1
22 = −re2Λ),

Γ1
33 = −re−2Λsin2θ,

Γ2
21 = Γ2

12 = Γ3
31 = Γ3

13 =
1

r
,

Γ2
33 = −sinθ cos θ
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y

Γ3
32 = Γ3

23 = cotθ.

Una vez que ya hemos 
al
ulado los símbolos de Christo�el, lo que sigue es ahora


al
ular las 
omponentes del tensor de Ri

i. De a
uerdo a la e
ua
ión (1.46) tenemos:

R00 = R0
000 +R1

010 +R2
020 +R3

030. (2.15)

Aquí debemos 
al
ular también las 
omponentes del tensor de Riemann que ne
esita-

mos para 
ompletar nuestro 
ál
ulo sobre el tensor de Ri

i. Por lo tanto tenemos lo

siguiente:

R0
000 = 0,

R1
010 = e2(Φ−Λ)[(Φ

′

)2 − Λ
′

Φ
′

+ Φ
′′

],

y

R2
020 =

1

r
e2(Φ−Λ)Φ

′

= R3
030.

Ahora, sustituyendo estas expresiones en (2.15) tenemos:

R00 = e2(Φ−Λ)[(Φ
′

)2 − Λ
′

Φ
′

+ Φ
′′

+
2

r
Φ

′

].

De la misma manera podemos 
al
ular las demás 
omponentes del tensor de Ri

i. Una

vez que las hemos 
al
ulado, tenemos que el resultado es el siguiente:

R11 = −Φ
′′

+ Φ
′

Λ
′ − (Φ

′

)2 + 2
Λ

′

r
,

R22 = e−2Λ[−r(Φ
′ − Λ

′

)− 1] + 1,

y

R33 = R22sin
2θ.

Lo que sigue es 
al
ular el es
alar de 
urvatura de Ri

i, el 
ual se 
al
ula de la siguiente

forma:

R = gµνRµν = g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33.

El resultado es:

R = 2[e−2Λ(−(Φ
′

)2 + Φ
′

Λ
′ − Φ

′′ − 2

r
Φ

′

+
2

r
Λ

′ − 1

r2
) +

1

r2
]. (2.16)

Lo úni
o que resta es sustituir R en Gαβ = Rαβ − 1
2
gαβR, y esto nos da que:

G00 =
1

r2
e2Φ

d

dr
[r(1− e−2Λ)], (2.17)

G11 = − 1

r2
e2Λ(1− e−2Λ) +

2

r
Φ

′

, (2.18)
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G22 = r2e−2Λ[Φ
′′

+ (Φ
′

)2 +
Φ

′

r
− Φ

′

Λ
′ − Λ

′

r
], (2.19)

G33 = sin2θ G22. (2.20)

Las 
uales son las 
uatro 
omponentes del tensor de Einstein si el espa
io-tiempo es

estáti
o y esféri
amente simétri
o.
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.

26



Capı́tulo 3
ECUACIONES DE EINSTEIN CON

FLUÍDO PERFECTO

3.1. Las e
ua
iones de Einstein 
on �uidos perfe
tos

estáti
os.

En nuestro 
aso estamos interesados en estrellas estáti
as, en las 
uales el �uido

no tiene movimiento. La úni
a 
omponente de U es por lo tanto U0
. La 
ondi
ión

de normaliza
ión gµνU
µUν = −1 impli
a que U0 = e−Φ

y U0 = −eΦ. Enton
es las


omponentes del tensor de energía-momento T en este 
aso se pueden 
al
ular 
omo

sigue: de (1.54) tenemos

T00 = (ρ+ p)e2Φ − pe2Φ,

y por lo tanto llegamos a que

T00 = ρe2Φ. (3.1)

De igual forma se 
al
ulan las demás 
omponentes y estas son

T11 = pe2Λ, (3.2)

T22 = r2p (3.3)

y

T33 = sin2θ T22. (3.4)

Todas la demás 
omponentes desapare
en.

El tensor energía-momento involu
ra tanto a p 
omo a ρ, las 
uales pueden rela
io-

narse mediante una e
ua
ión de estado, 
uya forma es la siguiente:

p = p(ρ). (3.5)

Ésta rela
ión tiene formas fun
ionales diferentes para �uidos diferentes.
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Las leyes de 
onserva
ión del tensor de energía-momento son: T αβ
;β = 0. Estas son


uatro e
ua
iones, una para 
ada valor del índi
e libre α. De a
uerdo a las simetrías

la úni
a que no desapare
e es 
uando α = r, lo 
ual impli
a que:

T 1ν
;ν = T 11

,1 + Γ1
σνT

σν + Γν
σνT

1σ = 0,

y después de sustituir y ha
er algunos pasos algebrai
os llegamos a que

(ρ+ p)
dΦ

dr
= −dp

dr
. (3.6)

Ahora bien, la 
omponente (0,0) de las e
ua
iones de Einstein es

G00 = 8πT00,

tomando G = 1. De a
uerdo a (2.17) y (3.1) llegamos a que

dm(r)

dr
= 4πr2ρ, (3.7)

donde

m(r) =
1

2
r(1− e−2Λ),

Ésta tiene la misma forma de la e
ua
ión Newtoniana, en la 
ual m(r) es la masa

dentro de la ésfera de radio r.
De igual forma que para la 
omponente (0,0), podemos 
al
ular la 
omponente (1,1)

usando G11 y T11, 
uya rela
ión es la siguiente:

G11 = 8πT11.

Ha
iendo algunos pasos algebrai
os tenemos

dΦ

dr
=

m(r) + 4πr3p

r[r − 2m(r)]
. (3.8)

Estas tienen una e
ua
ión de estado en la forma (3.5), enton
es las e
ua
iones (3.5)-

(3.8) son 
uatro e
ua
iones para los 
uatro variables des
ono
idas Φ, m, ρ y p.

3.2. Solu
ión Exterior

Ahora veamos un po
o sobre la geometría exterior de la estrella. En la región fuera

de la estrella tenemos que p = ρ = 0, y enton
es

dm

dr
= 0,
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y

dΦ

dr
=

m

r(r − 2m)
,

las 
uales tienen las solu
iones

m(r) = M = constante,

y

e2Φ = 1− 2M

r
,

donde la 
ondi
ión de que Φ → 0, así 
omo r → ∞ ha sido tomada en 
uenta. Por lo

tanto vemos que la métri
a exterior tiene la siguiente forma:

ds2 = −(1− 2M

r
)dt2 +

dr2

1− 2M
r

+ r2dΩ2,

llamada la métri
a de S
hwarzs
hild. Para r grandes esto llega a ser:

ds2 = −(1 − 2M

r
)dt2 + (1− 2M

r
)dr2 + r2dΩ2

3.3. Solu
ión Interior

Dentro de la estrella, tenemos ρ 6= 0, p 6= 0, y enton
es podemos dividir la e
ua
ión

(3.6) por (ρ+p) y usarlo para eliminarΦ de la e
ua
ión (3.8). Éste resultado es llamado

la e
ua
ión de Oppenheimer-Volkow:

dp

dr
=

(ρ+ p)(m+ 4πr3p)

r(r − 2m)
(3.9)

Combinando (3.9) 
on (3.7) y una e
ua
ión de estado (3.5), esto son tres e
ua
iones

para m, ρ, y p. Hemos redu
ido Φ a una posi
ión auxiliar; puede ser en
ontrada de la

e
ua
ión (3.6) una vez que las otras han sido resueltas.

3.4. Condi
iones físi
as de las solu
iones

Existen mu
has solu
iones de las e
ua
iones de Einstein en el 
aso estáti
o y esfe-

ri
amente simétri
o, sin embargo, no todas son físi
amente a
eptables. Las de nuestro

interés son aquellas en las 
uales la presión tiende a 
ero en la super�
ie de la estrella,

para poder unir di
has solu
iones 
on la solu
ión exterior de S
hwarz
hild. Los 
riterios

elementales que usamos para de
ir si una solu
ión es físi
amente a
eptable viene dado

por los siguientes puntos:
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1. Puesto que todas las solu
iones que nos interesan 
orresponden a un �uído per-

fe
to, 
omenzaremos analizando la isotropía de la presión, la 
ual impli
a que

G1
1 = G2

2.

De (1.69) tenemos que G11 ∼ T11 y G22 ∼ T22 y subiendo un índi
e a T11 y a T22

tenemos que

T 1
1 = T 2

2 = p, (3.10)

y por lo tanto, las e
ua
iones de Einstein indi
an que

G1
1 = G2

2. (3.11)

2. Los es
alares de 
urvatura deben de ser regulares (Curvatura es
alar, es
alar de

Krets
hmann).

La expresión para R esta dada en (2.16), mientras el es
alar de Krets
hmann,

denotado por K es

K = RµνλδR
µνλδ, (3.12)

y en este 
aso toma la forma

K =
1

4
{4Φ′

(−m+ rm
′

) + 4r[(Φ)2 + Φ
′′

](−r + 2m)}2 + 8(r − 2m)2(Φ
′

)2

+8
(m− rm

′

)2

r6
+ 16

m2

r6
. (3.13)

Notamos que K es suma de términos positivos.

Hay más es
alares de 
urvatura, pero en el 
aso estáti
o y esféri
amente simétri
o

R y K son los úni
os independientes.

3. Se requiere que tanto la presión p 
omo la densidad ρ sean de�nidas positivas en

el origen, p(0) > 0 y ρ(0) > 0.

4. La presión debe anularse para algún radio �nito R > 0, p(R) = 0. Esto de�ne el

radio de la estrella.

5. Requerimos que la presión p y la densidad ρ sean fun
iones monótonas de
re-


ientes, p′ < 0 y ρ′ < 0.

6. Condi
ión de energía: ρ ≥ p.

7. La velo
idad del sonido se de�ne 
omo v2s = dp

dρ
, y debe de satisfa
er 0 ≤ v2 ≤

1. Esto es, la velo
idad del sonido dentro del sistema no debe ser mayor a la

velo
idad de la luz.
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INTERIORES

4.1. Constru

ión de la solu
ión

En el presente 
apítulo vamos a elegir una familia de fun
iones Φ(r) para así poder
obtener una e
ua
ión para Λ(r). Una vez que en
ontramos Λ(r) podemos determinar

la densidad y la presión dentro de la estrella.

De la 
ondi
ión (1) tenemos que la presión debe de ser isotrópi
a (3.11), es de
ir,

que la presión radial debe de ser igual a la presión tangen
ial, lo 
ual impli
a que

r2Φ
′′

+ r2(Φ
′

)2 − r(rΛ
′

+ 1)Φ
′ − rΛ

′

+ e2Λ − 1 = 0. (4.1)

Vemos que tenemos una e
ua
ión diferen
ial ordinaria no lineal de segundo orden

para Φ(r) y de primer orden para Λ(r).
Ahora, vamos a proponer una forma para Φ(r)[5℄

Φ(r) =
1

2
ln(1 +

25

8
x+

25

8
x2). (4.2)

donde x = ar2, a es una 
onstante arbitraria. Esta propuesta está basada en el resultado
de que la estru
tura de las solu
iones en
ontradas hasta el momento indi
a que 
er
a

del origen el 
omportamiento de g00(r) = −e2Φ(r)
es del tipo 1+a1x+a2x

2
[6℄. Siguiendo

esta idea es que propusimos esta forma para Φ. La ele

ión de

25
8
se toma para poder

tener una solu
ión exa
ta para Λ(r) de la e
ua
ión (4.1).

Sustituyendo (4.2) en (4.1) obtenemos

−r(8 + 50x+ 75x2)Λ
′

(r) + 8(1 +
25

8
x+

25

8
x2)e2Λ(r)

−64 + 400x+ 850x2 + 1250x3 + 625x4

8(1 +
25

8
x+

25

8
x2)

= 0, (4.3)
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lo 
ual es una e
ua
ión diferen
ial no lineal de primer orden para Λ(r).
Resolviendo (4.3) para Λ(r) obtenemos

Λ(r) = −1

2
ln











8(1 +
25

8
x+

25

8
x2)

(2 + 5x)3

[

q
1

3xC

a
+ (1 + 5x)

]











, (4.4)

donde C es la 
onstante de integra
ión y q = 15x+ 4.
Para veri�
ar que los es
alares de 
urvatura son regulares ver [7℄.

4.2. Análisis de la solu
ión

Una vez que hemos en
ontrado la forma de Λ y de Φ, podemos 
al
ular la densidad

y la presión en nuestro 
aso. Anteriormente habíamos �jado c = 1 y G = 1, ahora
vamos a regresar estas 
onstantes físi
as.

De a
uerdo a la e
ua
ión para la densidad

ρ(r) =
m

′

4πr2
, donde m(r) =

1

2
r(1− e−2Λ) , (4.5)

obtenemos su siguiente forma

kc2ρ(r) =

− 1

(5x+ 2)4

[

(3125x4 + 5625x3 + 3750x2 + 1400x+ 192)C

q
2

3

+ 15a(5x− 2)

]

, (4.6)

donde k = 8πG
c4

=6.607185014π · 10−44N−1
.

Si despejamos p de la e
ua
ión (3.8) obtenemos

p(r) =
r[r − 2m]Φ

′ −m

4πr3
, (4.7)

y sustituyendo Φ(r) y m(r) en esta última llegamos a su siguiente forma

kp(r) =
1

(5x+ 2)3

[

(125x2 + 75x+ 8)q
1

3C + 5(100x2 + 70x+ 11)a
]

. (4.8)

Una vez 
al
ulada la densidad y la presión, podemos determinar la velo
idad del

sonido, se obtiene

v2(r)

c2
=

A

B
, (4.9)

donde

A = −q(5x+ 2)(1 + 2x)(125Cx2 + 50a2q
2

3 r2 + 5aq
2

3 − 8C ) ,
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y

B = 6250Cx5+15625Cx4+14750Cx3+10000Cx2+3088Cx+320C−45a2q
5

3 r2+30aq
5

3 ).

Ahora evaluamos la densidad y la presión en el origen, y queda

kc2ρ(0) = −3
3
√
4C − 15a

8
⇒ − 5

3
√
211

a > C, (4.10)

y

kp(0) =
3
√
4C +

55a

8
⇒ − 55

3
√
211

a < C, (4.11)

formando la expresión

kp(0) +
1

3
kc2ρ(0) =

50

8
a ⇒ a > 0.

La primera derivada de la presión y la densidad se anulan en el origen. Determi-

nando la velo
idad del sonido en el origen

v2(0) = − 5a− 2 3
√
4C

5(2 3
√
4C + 3a)

.

Determinando la segunda derivada de la presión y la densidad en el origen:

k
d2p

dr2

∣

∣

∣

∣

0

= −25

8
(5a− 3

√
25C)a < 0 ⇒ C <

5
3
√
25
a.

kc2
d2ρ

dr2

∣

∣

∣

∣

0

=
125

8
(3a+

3
√
25C)a < 0 ⇒ C < − 3

3
√
25
a.

Aquí, pedimos que ambas segundas derivadas sean negativas, pues la primera deri-

vada en 
ero debe de anularse, y 
omo veremos más delante en las grá�
as, son 
ón
avas

ha
ia abajo, pues si fueran 
ón
avas ha
ia arriba la primera derivada en el origen no

sería 
ero.

Considerando la 
ondi
ión para la velo
idad del sonido vs
2 ≤ c2 impli
a

C ≤ − 5
3
√
25
a.

De las anteriores desigualdades entre C y a llegamos a la 
on
lusión

− 55
3
√
211

≤ C

a
≤ − 5

3
√
25
.

Evaluando (4.4) en X = aR2
, donde R es el radio de la estrella, podemos despejar

C y obtenemos
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R2
C =

(5X + 2)3e−2Λ(R)

(15X + 4)
1

3 (8 + 25X + 25X2)
− 1 + 5X

(15X + 4)
1

3

. (4.12)

Reemplazando esta e
ua
ión en (4.8), evaluando en r = R y 
onsiderando p(R) = 0,
obtenemos la forma de e−2Λ(R)

e−2Λ(R) =
25X2 + 25X + 8

1252 + 75X + 8
. (4.13)

Esta última e
ua
ión la utilizaremos en lo que sigue.

Una 
ara
terísti
a importante de los objetos 
ompa
tos es, pre
isamente su 
om-

pa
idad. Es por esto que a 
ontinua
ión de�nimos la razón de 
ompa
idad u 
omo

u =
GM

c2R
, (4.14)

donde M es la masa total del sistema. En un �uido perfe
to u está a
otada supe-

riormente por

4
9
[8℄. La forma para u en este 
aso se dedu
e de la expresión (4.13) y la


ondi
ión de que la solu
ión interior en la frontera es igual a la solu
ión de S
hwarzs-


hild en la super�
ie de la estrella, esto es, e−2Λ(R) = 1 − 2GM
c2R

= 1 − 2u. Y enton
es

tenemos que

u =
25(2X + 1)X

125X2 + 75X + 8
. (4.15)

De las e
ua
iones (4.12) y (4.13) se obtiene

C

a
= − 5(100X2 + 70X + 11)

(125X2 + 75X + 8)(15X + 4)
1

3

. (4.16)

Al imponer la 
ondi
ión que debe satisfa
er

C
a

∈ [− 55
3
√
211

,− 5
3
√
25
] obtenemos que

para X ∈ [0, 1.109467489] se satisfa
en las 
ondi
iones men
ionadas 
orrespondientes

al origen, lo 
ual no impli
a ne
esariamente que dentro de la estrella se satisfaga el resto

de las 
ondi
iones. De un análisis en el interior llegamos a que todas las 
ondi
iones se

satisfa
en en este intervalo salvo 0 ≤ v2 ≤ c2. Esta 
ondi
ión redu
e el intervalo de X
a X ∈ [0, 0.93999].

Después de haber he
ho una serie de pruebas (en Mathemati
a) en la grá�
a de

v(x,X) (está grá�
a es dinámi
a y su expresión se forma 
uando sustituimos (4.16) en

(4.9)) 
on distintos valores deX ∈ [0, 0.93999] para en
ontrar los valores en los 
uales la
velo
idad del sonido adquiere su primer mínimo, su primer máximo y donde la densidad

es tres ve
es la presión, llegamos a que estos son: X = 0.445557, X = 0.2903215 y

X = 0.318570695, aproximadamente.

4.3. Grá�
as

En esta se

ión vamos a presentar las grá�
as de

C
a
, la densidad, la presión y la

velo
idad del sonido, en los valores X = 0.445557, valor en el 
ual la velo
idad del
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sonido al
anza su primer mínimo, X = 0.2903215, valor en el que al
anza su primer

máximo, y X = 0.318570695, valor en el que la densidad en el origen es tres ve
es la

presión en el mismo. Estos valores nos ayudarán a 
ara
terizar las propiedades de la

solu
ión.

Primeramente presentamos la grá�
a para

C
a
dada por la e
ua
ión (4.16), pues esta

es la que nos da mayor informa
ión sobre el intervalo en el 
ual la presión, la densidad

y la velo
idad del sonido están bien de�nidas y 
umplen 
on las 
ondi
iones requeridas.

En la �gura 4.1 podemos ver la grá�
a de

C
a
, en el intervalo − 55

3
√
211

≤ C
a
≤ − 5

3
√
25
,

que 
omo vimos anteriormente, es el intervalo en
ontrado para

C
a
. Aquí y1 = − 5

3
√
25

y y2 = − 55
3
√
211

, los 
uales son los valores extremos de di
ho intervalo y se en
uentran

entre X = [0, 0.93999].
En este intervalo para

C
a
, es donde la velo
idad del sonido 
umple 
on la 
ondi
ión

0 ≤ v2 ≤ c2, además es donde la presión y la densidad 
umplen 
on las 
ondi
iones

men
ionadas en la se

ión 3.4. en todo el interior de la estrella.

Figura 4.1: Grá�
a de

C
a
en el intervalo X ∈ [0, 0.9399].

En las grá�
as para la densidad, la presión y la velo
idad del sonido tomaremos

x = r
R
. Así 
uando r = 0 (origen), x = 0, y 
uando r = R (frontera), x = 1. Por lo

tanto, las grá�
as están dadas en el intervalo x ∈ [0, 1].
Si queremos regresar a las unidades de presión, densidad y velo
idad del sonido,

debemos de�nirlas 
omo sigue:

ρ(x) = kR2c2ρ(r), p(x) = kR2p(r) y v2(x) =
v2

c2
(r).

Si despejamos tenemos enton
es:

ρ(r) =
ρ(x)

kR2c2
, p(r) =

p(x)

kR2
y v2(r) = c2v2(x),
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y así volvemos a las unidades para la densidad, la presión y la velo
idad del sonido.

La �gura 4.2 nos muestra la grá�
a de la densidad ρ(x) y la presión p(x) en X =
0.445557. Para este valor de X ,

C
a
= −2.12657, además u = 0.318049. Aquí podemos

notar que tanto la densidad 
omo la presión están bien de�nidas desde el origen hasta

la frontera, además que las dos son positivas en el origen, p(0) > 0 y ρ(x) > 0. Si nos
�jamos en la frontera, vemos que ahí la presión se anula p(R) = 0, mientras que la

densidad no, ρ(R) 6= 0. Ha
iendo una 
ompara
ión entre p(x) y ρ(x), vemos que tanto

en el origen, así 
omo en la frontera la presión es menor que la densidad p(x) < ρ(x),
de he
ho, en todo el intervalo desde el origen a la frontera la densidad está siempre

por en
ima que la presión, lo 
ual es lo que se requiere.

Figura 4.2: Grá�
a para la presión y la densidad en X = 0.445557 (C/a = −2.12657),
desde el origen hasta la frontera.

En la �gura 4.3 observamos la grá�
a de la velo
idad del sonido en X = 0.445557,
que 
omo habíamos di
ho antes, se puede 
omprobar que es el primer valor de X en

donde v2(x) tiene su primer mínimo. Además, podemos ver que v2(x) 
umple 
on la


ondi
ión de que 0 ≤ v2 ≤ c2. La grá�
a de la dere
ha es un a
er
amiento a la 
urva

de v2(x).
Ahora bien, en la �gura 4.4 podemos observar la grá�
a para la densidad, así 
omo

para la de la presión en X = 0.2903215. En di
ho valor,

C
a
= −2.42994 y u = 0.284604.

Para la densidad, vemos que no se anula en la frontera, ρ1(R) 6= 0, y que es positiva

y bien de�nida en el origen, y para la presión, notamos que también es positiva en el

origen y p1(R) = 0. Comparando ρ1(x) y p1(x), nos damos 
uenta que en todo punto

entre el origen y la frontera la 
urva de la densidad está por en
ima que la presión,

esto es, ρ1(x) > p1(x) para todo x ∈ [0, 1].
La �gura 4.5 nos presenta la grá�
a para la velo
idad del sonido en X = 0.2903215.

En la grá�
a de la izquierda, podemos ver que v21(x) es positiva en todo el intervalo

de x ∈ [0, 1], además, en di
ho intervalo v21(x) no rebasa la velo
idad de la luz, esto

es, 0 ≤ v21 ≤ c2. En la dere
ha vemos un a
er
amiento de la 
urva de la velo
idad, en
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Figura 4.3: Grá�
a para la velo
idad del sonido en X = 0.445557 en x ∈ [0, 1].

Figura 4.4: Grá�
a para la presión y la densidad en X = 0.2903215 (C/a = −2.42994).

la 
ual podemos notar que en este valor para X es donde v21(x) 
omienza a tener su

primer máximo, 
omo habíamos men
ionado anteriormente.

La grá�
a de la �gura 4.6 nos muestra la densidad y la presión en el valor X =
0.318570695. Aquí C

a
= −2.36235 y además u = 0.292486. Este es justo el valor X

donde la densidad en el origen es tres ve
es la presión en el origen. Por ende vemos

que ambas están bien de�nidas y son �nitas en el origen. También, en todo el intervalo

ρ2(x) > p2(x), y además ρ2(x) > 0 y p2(x) > 0. En la frontera la densidad no se anula

ρ2(x) 6= 0, mientras que la presión sí p2(x) = 0.

Finalmente, en la �gura 4.7 vemos la grá�
a para la velo
idad del sonido en el

valor X = 0.318570695. En la grá�
a de la izquierda podemos observar que desde el

origen hasta la frontera, no rebasa la velo
idad de la luz y tampo
o es menor que 
ero

en ningún punto dentro de x ∈ [0, 1]. Además de que tanto en el origen 
omo en la

frontera la velo
idad está bien de�nida. La grá�
a de la dere
ha es un a
er
amiento a

la 
urva de la velo
idad en un intervalo de v22(x) más pequeño.
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Figura 4.5: Grá�
a para la velo
idad del sonido en X = 0.2903215.

Figura 4.6: Grá�
a para la presión y la densidad en X = 0.318570695 (C/a =
−2.36235) en x ∈ [0, 1].

Figura 4.7: Grá�
a para la velo
idad del sonido en X = 0.318570695
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Ahora, sabemos que el máximo valor de X que puede tomar es 0.93999 y que la

fun
ión u dada en la e
ua
ión (4.15)es monótona 
re
iente, por lo que el máximo valor

de la 
ompa
idad resulta ser u = 0.3581899972. Para este valor, 
onsiderando un valor

de densidad para una estrella de neutrones ρ = 5 · 1014 gr

cm3 [9℄, se tiene un radio de

12km y una masa de 2.91M⊙, donde M⊙ es la masa del sol.

Ahora, damos un valor de densidad típi
o de una estrella de Quarks, ρ = 5 ·1018 kg

m3 ,

para poder 
al
ular valores para la 
ompa
idad u, el radio R y la masa M en algunos

valores de X en el intervalo X ∈ [0, 0.93999]. Los valores obtenidos apare
en en la

tabla (4.1), y además estos valores 
on
uerdan 
on algunos resultados que ya se han

observado.

Cuadro 4.1: Para la siguiente tabla 
onsideramos una densidad de 5 · 10
18 kg

m3
, valor típi
o de una estrella de Quarks, y determi-

naremos 
uales son los valores de radio y masa que se obtienen.

X u R(m) M⊙

0.90128834 0.3564943 3822.703581 0.92299385

0.9128834 0.3570161 3822.696926 0.92434319

0.9228834 0.3574564 3822.680957 0.92547928

0.9328834 0.3578880 3822.656100 0.92659063

0.94 0.3581899 3822.633290 0.92736689

0.89 0.3559743 3822.696975 0.92164595

0.85 0.3540300 3822.555299 0.91657801

0.83 0.3529938 3822.404499 0.91654185

0.8 0.3513513 3822.058471 0.90952460

0.7 0.3449691 3819.476075 0.89240009

0.6 0.3367346 3813.276347 0.86968431

0.2 0.2500000 3572.493781 0.60490473
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.
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Capı́tulo 5
CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado un modelo teóri
a para des
ribir estrellas 
om-

pa
tas 
omo las estrellas de neutrones o de Quarks, la presión y densidad des
ritas por

el modelo son monótonas de
re
ientes y regulares, lo que 
on
uerda 
on las 
ondi
io-

nes para que esta represente un objeto estelar físi
amente a
eptable. La velo
idad de

propaga
ión del sonido es menor que la velo
idad de la luz en el va
io y su máximo se

en
uentra fuera del 
entro. La solu
ión presentada y su análisis se realizo tanto ana-

líti
a 
omo grá�
amente. Aunque en este trabajo apli
amos la solu
ión para des
ribir

estrellas de Quarks, podemos emplearlo también para estrellas de neutrones. Esta so-

lu
ión da pie a la 
onstru

ión de otras solu
iones 
omo lo son las 
argadas, este es un

trabajo que puede realizarse a futuro.
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