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Resumen

Se introduce el conjunto de ‘posibles cofinalidades’ (abreviado como pcf), estudiado por
primera vez por Shelah en 1978, que consta de las cofinalidades de todos los ultraproductos
de un conjunto de cardinales regulares. Se prueban algunos resultados sobre este conjunto,
entre los cuales se demuestra el teorema principal de esta teoria, de donde se deduce que el
pcf de un intervalo de cardinales regulares es también un intervalo de cardinales regulares.
También se estudia un poco el ideal J.)(a), que consta de todos los subconjuntos de un
conjunto de cardinales regulares a que fuerzan que el ultraproducto de a tenga cofinalidad
menor que A, y su relacién con el conjunto de posibles cofinalidades y se da una cota para
la cardinalidad del conjunto pcf. El presente trabajo finaliza con unas aplicaciones en Ar-
itmética Cardinal, donde se demuestran cotas para algunas operaciones de exponenciacién
de cardinales.

Palabras clave: posibles, cofinalidades, ultraproductos, aritmética, cardinal.






Abstract

In this document it is introduced the set of ‘possible cofinalities’ (denoted as pcf), studied
for the first time in 1978 by Shelah, it consists of the cofinalities of all ultraproducts of a set
of regular cardinals. Several results concerning this set are proven, in particular, the proof of
the main theorem of this theory is given, from which it follows that the pcf set of an interval
of regular cardinals is also an interval of regular cardinals. Also, it is studied the ideal J(a)
of all subsets of a set a such that force that the ultraproduct of a has cofinality lower than
A and its relationship with the set of possible cofinalities and a bound for the cardinality
of the pcf set is given. The document ends with some applications on Cardinal Arithmetic,
bounds for some operations of cardinal exponentiation are presented.

Keywords: possible, cofinalities, ultraproducts, arithmetic, cardinal.
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Introduccion

En el presente documento pretendemos dar una introduccién de la teoria de pcf, es-
perando que el lector consiga hacerse una buena idea acerca de los resultados que ofrece pcf.
Intentaremos que el material aqui presentado sea autocontenido.

En 1978, Shelah introduce el concepto de pcf, leido como ‘posibles cofinalidades’, que
consta de las cofinalidades de los ultraprodutos de un conjunto de cardinales regulares para
demostrar que existen algebras de Jonsson en sucesores de cardinales singulares. Podemos
también encontrar varias aplicaciones en calculo de particiones, en topologia de conjuntos,
cofinalidades de conjuntos parcialmente ordenados, etc. Sin embargo, quiza la aplicacién mas
interesante y mas sorprendente de pcf la encontramos en Aritmética Cardinal, que serd la
aplicaciéon que mostraremos aqui.

Sabemos de la dificultad acerca de la exponenciacion de cardinales, incluso, utilizando
métodos de forcing, se puede probar que muchos de estos resultados son independientes de
ZFC. Por ejemplo, Easton demuestra que si F' : CN — CN es una (clase) funcién que cumple
con:

1. F(o) < F(7),donde w <o < T,

2. cf(F(7)) > 7 para cada 7 > w.
Entonces existe un modelo M de ZFC tal que

M E V7 > w(T es regular = 27 = F(7)).

Lo cual nos sugiere una gran libertad para realizar exponenciacién. Sin embargo, notemos
que el teorema es valido para 7 regulares.

En los setentas, Solovay pregunté si era posible dar una cota para 2*, cuando A era un
cardinal limite fuerte. Galvin y Hajnal respondieron con un teorema diciendo que 2%« <
N(|a‘m)+, donde k := Cf(Oé).

En el dltimo capitulo de este trabajo, presentaremos una generalizacién del teorema
de Galvin-Hajnal, el cual probd Shelah utilizando resultados de la teoria de pcf. Shelah
demuestra que para cualquier ¢ ordinal limite, entonces N?' < W(j51%)+, donde £ := cf(6).

También demostraremos que para cualquier ordinal limite §, se cumple que N?' < Wygpa.
Por ejemplo, podriamos concluir que si 2% < X, entonces R0 < R, lo cual resulta sorpren-
dente pues es una cota muy especifica, en contra de lo que en algin principio nos sugiere
Easton.

XI



A lo largo de este documento, nos dedicaremos a probar algunos de los resultados més
importantes de la teoria de pcf. En el capitulo final, demostramos dos teoremas muy fuertes,
los cuales son: bajo ciertas condiciones, méax(pcf(a)) = [[[ a| y sup(pcf,(a)) = sup(a)*, de
los cuales las aplicaciones antes mencionadas son inmediatas.

Aunque el trabajo trata de ser autocontenido, para una lectura fluida, se sugiere estar
familiarizado con la teoria basica de ideales y filtros, aritmética cardinal y conceptos como
conjuntos estacionarios y conjuntos cerrados y no acotados. También se sugiere un buen
manejo de induccién y recursion transfinita, asi como de técnicas de submodelos elementales,
ya que éstas seran frecuentemente usadas durante las demostraciones aqui presentadas.

Todo el material aqui presentado estd contenido en un articulo de M. R. Burke y M.
Magidor (véase [1]), pero el objetivo de este trabajo es hacer una presentacién mucho més
accesible que el articulo original.



Capitulo 1
Preliminares

1.1. Definiciones importantes

En este primer capitulo introduciremos algunos conceptos y resultados de la Teoria de
Conjuntos que nos seran de utilidad para el desarrollo de este documento.

Definicién 1.1.1. Una relacion binaria < sobre un conjunto P la llamamos orden parcial
% es:

1. reflexiva: para todo p € P, p < p;
2. antisimétrica: para todo p,q € P, p < q y q < p implica p = q;
3. transitiva: st p < qyq<r, entonces p < r.

Al par (P, <) lo llamaremos conjunto parcialmente ordenado. Cuando no haya peligro de
confusion, nos referiremos a él simplemente como P.

Un conjunto parcialmente ordenado A diremos que es bien ordenado si cada subconjunto
no vacio de A tiene un elemento minimo. Diremos que A es transitivo si para todo a € A,
a C A. Con esto, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.1.2. Un ndmero ordinal es un conjunto « transitivo y bien ordenado por €.

Ocurre que los numeros naturales son los niimeros ordinales finitos y el conjunto de todos
los niimeros naturales, denotado por w, es también un ntmero ordinal. Si « es un ntimero
ordinal, también lo es a + 1 := a U {a}. Por otro lado, cualquier elemento de un nimero
ordinal, es también un nimero ordinal. Asi pues, un nimero ordinal « lo llamaremos ordinal
sucesor si existe un f tal que a = § + 1; de otro modo, diremos que « es un ordinal limite.

Para ntimeros ordinales o y 8 definimos o < 3 si sucede que o € 3. Este orden resulta
ser un buen orden.

Otro hecho importante de mencionar es que para cualquier conjunto de ordinales X, el
conjunto | J X + 1 es un nimero ordinal que no pertenece a X. A este ordinal lo llamaremos
supremo de X. De este modo, concluimos que el conjunto de todos los nimeros ordinales no
existe. A la clase de los nimeros ordinales la denotaremos por ON.
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Definicién 1.1.3. Para un conjunto de ordinales a, definimos el producto (caja) de a como

Ha:: {f:a—ON:Vacea(f(a) <a)}.

A lo largo de este texto, usaremos constantemente dos herramientas muy utiles en Teoria
de Conjuntos para demostrar teoremas. Estas son: Principio de Induccion Transfinita y
Teorema de Recursion Transfinita, que son una generalizacion para ordinales del Principio
de Induccién y Teorema de Recursion para nimeros naturales.

Teorema 1.1.4 (Principio de Induccién Transfinita). Consideremos P(x) una propiedad. Si
para todo ordinal o tenemos que:

si P(B) se cumple para todo < «, entonces P(a) se cumple.
Entonces P(z) se cumple para todos los ordinales.

Sin embargo, a menudo utilizaremos otra version del Principio de Induccién Transfinita
que es mas familiar a la usada con los niimeros naturales. Para ello, debemos prestar atencién
a los ordinales limite.

Teorema 1.1.5. Sea P(x) una propiedad y supongamos que:
1. P(0) se cumple;
2. Para todo o € ON, P(«) implica P(a+ 1);

3. Para todo ordinal limite o > 0: si P(f) se cumple para todo 5 < o, entonces se cumple
P(a).

Entonces P(«) se cumple para todo ordinal .

Llamaremos sucesion transfinita de longitud o a una funciéon cuyo dominio sea un ordi-
nal a y, si A es un conjunto cualquiera, |J, -, A% serd el conjunto de todas las sucesiones
transfinitas de elementos en A de longitud menor que 7, donde v es un ordinal cualquiera.

Teorema 1.1.6 (Recursion Transfinita). Sean v un ordinal, A un conjunto y S =J,., A

Consideremos g : S — A una funcion. Entonces existe una unica funcion f : v — A tal que:

fla) =g(fla)-
Para todo o < 7.

Consideremos ahora dos conjuntos A y B cualesquiera, decimos que A y B tienen la
misma cardinalidad, denotado por |A| = |B|, si existe una funcién biyectiva de A en B.
Asi, |A| < |B] significa que existe una funcién inyectiva de A en B. Se sigue del Axioma de
Eleccion que cualesquiera dos conjuntos son comparables bajo el orden <.
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Definicién 1.1.7. Un ordinal « es llamado nimero cardinal si |a| # |5| para todo 5 < c.

Asf pues, si A es un conjunto, podemos definir |[A] = min{a € ON : |A| = |a|}. Este
nimero siempre existird y claramente serd un nimero cardinal. Los niimeros naturales son
también cardinales y a los ordinales infinitos que sean cardinales les llamaremos alephs,
denotandolos por N.

Para cada ntmero cardinal «, existe un cardinal mayor a «. El cardinal sucesor de «,
denotado por a™, serd el minimo cardinal mayor a . Si X es un conjunto de cardinales,
entonces sup X es también un nimero cardinal. De donde, como sucede con los ordinales,
el conjunto de los nimeros cardinales no existe. A la clase de los cardinales la denotaremos
por CN.

Usando lo que se ha dicho en el parrafo anterior, podemos definir una enumeracién de
todos los alephs:

1. Ny :=wy :=w;
2. Nyi1 i= Way = N5
3. Si « es un ordinal limite, 8, := w, := sup{ws : f < a}.

Un cardinal R, sera llamado cardinal sucesor si a es un ordinal sucesor y cardinal limite
si av es limite.

Respecto a la aritmética cardinal, es sabido que X, + Nz = R, - N5 = max{X,, Rz}. Més
adelante se hablara acerca de la exponenciacién.

Definicién 1.1.8. Sea a > 0 un ordinal limite y  un ordinal. Decimos que (ag : £ < [3),
una sucesion transfinita de longitud 3 de elementos de «, es cofinal en o si:

para todo v < «, existe § < B tal que v < a.
De esta manera, para cualquier o > 0 limite, la cofinalidad de « sera:
cf(a) := min{f8 € ON : existe sucesién transfinita de longitud g cofinal en a}.

Es inmediato que este nimero siempre existe y, ademas, cf(a) < «. Dado que todo
cardinal es un ordinal limite, podemos hacer una clasificacion de los cardinales de la siguiente
manera;

N, es regular si cf(w,) = wy y sera singular si cf(w,) < wq.

Un ejemplo de un cardinal singular es R,,. El lector puede convencerse facilmente que (X,, :
n € w) es cofinal en N,. Alin més, podemos encontrar cardinales singulares arbitrariamente
grandes, por ejemplo, todo cardinal de la forma N, tendrad cofinalidad w.

Proposicién 1.1.9. Cualquier cardinal sucesor R,.1 es reqular.
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Demostracion. Sea f < R,41 un ordinal y A = (a¢ : £ < ) una sucesién transfinita de
elementos de N, 1. Notemos que || < R, v |ag| < R, para cada § < (. Si A fuera cofinal
en N, 1, entonces sup A = N,11. Pero,

supA:\Uad <N, N, =N,
£<B

O

Podemos también concluir que todo cardinal singular es un cardinal limite. Un cardinal
regular y limite es Ny, sin embargo, no se puede probar a partir de los axiomas de ZFC
que existe un cardinal no numerable, regular y limite. A este tipo de cardinales se les llama
(débilmente) inaccesibles.

Otro resultado que vale la pena mencionar es que cf(a) es un cardinal regular para
cualquier .

Un conjunto de cardinales regulares a serd un intervalo de cardinales requlares si para
algunos ordinales £ < 7, tenemos que a = {a: £ < a < 1y « es un cardinal regular}. A un
intervalo de cardinales regulares lo denotaremos como

[5777)reg-
Ademsds, min(a) := £ y sup(a) := 7.

Proposicién 1.1.10. Si a = [min(a),sup(a))reg es un intervalo de cardinales requlares tal
que min(a) > |a|, entonces todos los elementos de a \ {min(a)} son cardinales sucesores.

Demostracion. Si k es un cardinal limite tal que min(a) < k < sup(a), entonces k = sup(an
k). Por suposicién, cf(k) < |a| < min(a) < &, es decir, x no es regular.
O]

Concluimos esta secciéon mencionando un teorema que no demostraremos aqui, pero nos
serd de utilidad méas adelante. En [4], Pag 57, se puede consultar la demostracion.

Teorema 1.1.11 (Férmula de Hausdorfl). Para ordinales o >  se tiene que

N

Ng
at+l — N - Na+1'

1.2. Ideales y Ultrafiltros

Dos conceptos de gran importancia para el desarrollo de este documento son los ultra-
filtros y los ideales sobre un conjunto a. En cualquier libro basico de Teoria de Conjuntos
se puede encontrar extensa informacion sobre estos conceptos. En la presente seccion, dare-
mos una breve introduccion y demostraremos algunos resultados para asegurarnos de que el
lector se encuentre familiarizado con estos conceptos, ya que su entendimiento serda de suma
importancia para la comprensiéon de este texto.
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Definicién 1.2.1. Un filtro sobre un conjunto no vacio a es una coleccion F' de subconjuntos
de a tal que:

1. a€F,
2. Six,y € F, entoncesx Ny € F,
3. SixeF yx Cy, entoncesy € F.

Intuitivamente, entendemos a los filtros como familias de subconjuntos ‘grandes’ de a.
Podemos hacer una definiciéon dual, es decir, familias de subconjuntos ‘pequenos’ de a.

Definicién 1.2.2. Un ideal sobre un conjunto no vacio a es una coleccion I de subconjuntos
de a tal que:

1. Del,
2. Six,y €1, entoncesxUy € I,
3. Siyel yx Cy, entonces x € 1.

Si F es un filtro sobre a, la familia I = {a\ z : © € F'} es un ideal, llamado el dual de F'.
Analogamente, el filtro dual de un ideal I serd la familia F' = {a \ z : € I}.

Observemos que si ) € F, un filtro sobre un conjunto a, entonces F = P(a). Asi, un
filtro serd llamado propio si ) € F. Por otro lado, un ideal serd propio si a € I. En general,
siempre consideraremos filtros e ideales propios a menos que se especifique lo contrario.

Veamos algunos ejemplos sencillos de filtros sobre un conjunto a.

1. La familia F' = {a} es un filtro trivial sobre a.

2. Sizg C a, entonces F' = {x C a:xy C z} es un filtro sobre a. Este filtro serd llamado
el filtro principal de z,. Cuando xy = {a}, para algin a € a, simplemente diremos
que F es el filtro principal de a.

3. Elfiltro de Fréchet: la familia F' = {z C a : a\z es finito} es un filtro sobre a. Notemos
que F es propio si y so6lo si a es infinito.

De aqui es facil imaginarse ejemplos de ideales, por ejemplo, podemos pensar en los ideales
duales de los filtros anteriores. También tenemos que I = {0} y I = {x C a: x C z0}, para
algiun xy C a, son ideales.

Diremos que una familia S C P(a) tiene la propiedad de la interseccion finita, o simple-
mente p.i.f., si todo H C S finito cumple con (| H # (). Notemos que si S cumple con p.i.f.,
entonces la familia F' = {x C a: existe H C S finito tal que [ H C x} es un filtro sobre a
que contiene a S. Con esto hemos probado el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.3. Si S C P(a) cumple con p.i.f., entonces existe un filtro propio F sobre
a tal que S C F.
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O

A este filtro F' lo llamaremos el filtro generado por S. Un resultado facil de verificar es
que si C es un C-cadena de filtros sobre a, entonces | JC también es un filtro sobre a.

Definicién 1.2.4. Un filtro D sobre un conjunto a es llamado ultrafiltro si para todo x C a
se tiene que
r¢D=a\x€D.

Es facil ver que si « € a, entonces el filtro principal de « es un ultrafiltro.

Un filtro F sobre a serd llamado mazimal si no existe otro filtro propio F’ sobre a tal
que F' C F’. A menudo usaremos el siguiente resultado que caracteriza a los ultrafiltros sin
mencionarlo.

Lema 1.2.5. Un filtro F' sobre a es un ultrafiltro si y solo si es maximal.

Demostracion. (=) Supongamos que D es un ultrafiltro pero existe un filtro F' sobre a tal
que D C F. Tomemos = € F'\ D. Luego, a\ x € D C F. Esto es una contradiccién pues
entonces () € F.

(<) Sea F un filtro que no es ultrafiltro. Probaremos que F' no puede ser maximal. Al
no ser ultrafiltro, existe y Catalquey € Fya\y & F.

Afirmamos que F'U {y} tiene la propiedad de la interseccién finita. Basta con probar que
para todo = € F, se tiene que x Ny # (. En efecto, de lo contrario z C a \ y y entonces
a\y € F, esto contradice la eleccién de y.

Por lo tanto, existe un filtro F” sobre a tal que F U {y} C F’ y, asi, F no es maximal.

O

Otro resultado de gran importancia es el siguiente teorema, donde usaremos el Lema de
Zorn. Recordemos que el Lema de Zorn afirma que si un conjunto parcialmente ordenado y
no vacio es tal que toda cadena tiene cota superior, entonces existe un elemento maximal.

Teorema 1.2.6. Todo filtro puede extenderse a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea Fj un filtro sobre un conjunto a. Consideremos todos los filtros sobre a
que contengan a Fy. Por el Lema de Zorn, existe un filtro U maximal. Por lo tanto, U es un
ultrafiltro que contiene a Fj.

m

Un corolario de este teorema, es que para cualquier ideal I sobre a, podemos encontrar
un ultrafiltro D sobre a tal que I N D = ().
Finalizamos esta seccion con un resultado que usaremos mas adelante.

Proposicién 1.2.7. Sea I un ideal sobre un conjunto a y A C P(a) disjunto a I. Suponga
que A es tal que, para cualquier H C A finito, se tiene que (\H & I. Entonces, existe un
ultrafiltro D disjunto a I tal que A C D.
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Demostracion. Consideramos todos los filtros disjuntos a I que contengan a A, aplicando
Lema de Zorn obtenemos filtro D maximal con estas caracteristicas.

Mostremos que D es ultrafiltro. Suponga que no, entonces existe x C a tal que x € D
y a\ = ¢ D. Por maximalidad de D, deben existir dy,d; € D tales que x Ndy € [y
(a\ z)Ndy € I, de donde

doﬂdlg(ﬂ?ﬁdo)U((a\I)ﬁdl)GI

Esto es una contradiccion pues dy Nd; € D y D es disjunto a [.

1.3. Clubs y Estacionarios

Daremos una breve introduccién a los clubs y conjuntos estacionarios. Asi mismo, de-
mostraremos algunos resultados que nos seran de utilidad para demostraciones posteriores.
En [4] se puede encontrar un estudio més profundo de esta teorfa.

Si X es un conjunto de ordinales, un ordinal limite o > 0 es punto limite de X si
sup(X Na) = . Si K es un cardinal y X C &, diremos que X es cerrado si contiene a todos
sus puntos limite menores a k.

Definicién 1.3.1. Sea k un cardinal regular no numerable. Un club en k es un conjunto
C C k que es cerrado y no acotado.
Un subconjunto S C k se llamard estacionario si SN C # (), para todo club C en k.

El nombre ‘club’ proviene de su nombre en inglés: closed unbounded. Es inmediato de la
definicién que un subconjunto C' C k es cerrado si y sélo si para cada v < k y cada sucesién
(ag : & < 7) de C se tiene que lim¢_,, o € C.

Por ejemplo, el conjunto de todos los ordinales limite de x es un club. Si X es un conjunto
no acotado de k, entonces el conjunto de puntos limite de X es un club en k.

Lema 1.3.2. St C y D son clubs en k, entonces C'N D también es un club en k.

Demostracion. Es inmediato que C' N D es cerrado. Resta verificar que sea no acotado.
Sea ay < k. Como C' es no acotado, existe a; > g en C'. Analogamente, existe as > ay
en D. De esta manera, para n € w, elijamos ag,41 € C' mayor a ag, ¥y Qa(n41) € D mayor a

Q2p+1-
Sea [ el limite de la sucesion

ap < oy < ...<oy <.

cuando m — w. Claramente, 5 € C N D y > ay.
H

De este lema, el lector puede verificar facilmente que cualquier club es un conjunto esta-
cionario.
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Teorema 1.3.3. La interseccion de menos de k clubs en k es también un club.

No demostraremos el teorema anterior aqui. Una demostracion se puede encontrar en [4],
que se hace de manera andloga a la demostracion del lema, haciendo induccién sobre k.

Si K es un cardinal regular, una funcién f : k — k la llamaremos continua si f(a) =
lime_,,, f(§) para cada o > 0 limite.

Una funciéon que sea continua y estrictamente creciente la llamaremos normal. Notemos
que si f es normal, entonces tiene que ser cofinal. Es facil ver que la imagen de una funcién
normal es un club. Por otra parte, para cada club C existe una unica funcién normal que
enumera a C.

Proposicién 1.3.4. Si f : K — k es una funcidn normal, entonces B == {a < k : f(a) = a}
es un club en K.

Demostracion. Primero, notemos que como f es normal, para todo a < k, se tiene que
a < f(a).

Veamos que B es no acotado. Sea § < k y elijamos ay > . Para cada n € w, podemos
encontrar oy, 11 tal que f(ay,) < a,i1. Asi, encontramos una sucesién de la forma

B<ag< flag) <ag < flag) <...<ap, < flay) < ...

Entonces o := lim,,_,, ay, = lim,,,,, f(ov,) = lime, f(§) = f(a). Y, ademas, a > .
De la continuidad de la funcién f, se sigue que B es cerrado.
O

Proposiciéon 1.3.5. Sean C, D clubs en k y f,g funciones normales que los enumeran
respectivamente. Entonces el subconjunto de elementos de C'N\ D que tienen el mismo rango

en C y D, estoes{neCND:3n=f(&) =g&)}, esun club.

Demostracion. Sea A={ne CND:3&n=f(¢) =g())} De la Proposiciéon 1.3.4 vemos
que A # () y no acotado pues contiene a un club. Por ser f y g continuas se sigue que A es
cerrado.

m

Para cardinales regulares no numerables « y cardinales regulares A < k, se tiene que el
conjunto S§ := {a < k : cf(a) = A} es un conjunto estacionario de x. En efecto, en cualquier
club C' definamos una sucesién de longitud A y su limite claramente es elemento de C'N SY.

Proposiciéon 1.3.6. Si S C k es estacionario y S = U£<# Se para pn < K, entonces existe
§ < p tal que S¢ es estacionario.

Demostracion. Supongamos lo contrario y para cada { < p elijamos club tal que SeNCe = 0.
Por el Teorema 1.3.3, C' = ﬂ5 <, C¢ es un club. Pero entonces SNC' = (), esto contradice que
S es estacionario.

O
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Por 1ultimo, presentamos un resultado de gran importancia en la teoria de los clubs y
los conjuntos estacionarios. Sin embargo, no daremos la demostracion aqui de este hecho.
Aunque lo presentamos como teorema, este resultado es conocido como Lema de Fodor.

Definicién 1.3.7. Una funcion f : S — ON, donde S es un conjunto de ordinales, se dice
regresiva si f(a) < a para todo a € S.

Teorema 1.3.8 (Lema de Fodor). Supongamos que S es un estacionario de k y f : S — ON
una funcion regresiva. Entonces existe un subconjunto estacionario T C S y algin v < k
tales que f(a) =~y para toda o € T

1.4. Submodelos elementales

En varias pruebas de este documento utilizaremos submodelos elementales del conjunto
H(0), por ello se recomienda que el lector ya se encuentre familiarizado con estos conceptos
y su uso. En [2], se puede encontrar un capitulo con informacion suficiente. Si el lector desea
profundizar més en los conceptos aqui expuestos, puede consultar [7]. Sin embargo, en esta
seccion daremos una breve introduccion y presentaremos resultados que se usaran durante
algunas demostraciones. Dado que el objetivo de este trabajo es otro, en algunos momentos
no seremos tan rigurosos, pero esperamos que lo presentado aqui sea suficiente para que el
lector pueda comprender los conceptos y los procedimientos usados a lo largo de este trabajo.

Primero introduciremos al conjunto H () y presentaremos algunas propiedades de este
conjunto.

Un conjunto z es transitivo si cumple con y € x = y C z. Asi, la clausura transitiva de
x serd el C-minimo conjunto transitivo tc(z) tal que x C te(x). Otra forma de ver tc(z) nos
la da el siguiente lema.

Lema 1.4.1. Para cualquier conjunto x, se tiene que tc(z) = x U {tc(y) : y € x}.
Ahora, definimos los conjuntos H (k).
Definicién 1.4.2. Para cualquier numero cardinal k, definimos
H(k):={x: |te(x)| < K}.

De primera mano uno no puede afirmar que H (k) es un conjunto, sin embargo, uno puede
demostrar que H (k) C Vj, donde V es el correspondiente nivel de von Neumann, y de ahi se
sigue que H(k) en efecto es un conjunto.

Otro hecho sencillo de ver es que H (k) es un conjunto transitivo. En el siguiente lema
encontramos otra forma de ver a los conjuntos H(f), para 6 regular.

Lema 1.4.3. Si 6 es un cardinal regular, entonces H(0) = {x C H(#) : |z| < 0}.
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Demostracion. Si x € H(#), por transitividad, z C H(#). Como = C tc(x) y [te(z)| < 0, se
tiene que |z| < 6.

Para la segunda contencién, sea © C H(6) de cardinalidad menor a 6. Para cada y € z,
y € H(0), es decir, |tc(y)| < 0, por lo tanto, |tc(z)| = |U {tc(y) : v € x}| < 6, pues 6 es

regular.
O

Para finalizar, enunciaremos algunas propiedades de los conjuntos H (k) que son faciles
de verificar.

Lema 1.4.4. Para cada cardinal infinito k, se tiene que
1. SiyCuax yxe H(k), entonces y € H(k),
2. H(k) NON = &,
3. Para todo z,y € H(k), los siguientes conjuntos también son elementos de H(K):
{z,y}, (2,y), Uy, xy.

Del ultimo punto, uno deduce que cualquier funciéon f : x — y también es elemento de
H(k), para cualesquiera z,y € H (k).

Suponemos que V, el universo de todos los conjuntos, es un modelo para ZFC con €
la pertenencia usual de conjuntos, entonces cualquier modelo A = (A, €4) serd un conjunto
o una subclase de V que hereda la relaciéon de pertenencia usual. Haciendo un abuso de
notacioén escribimos A = (A4, €)

La verdad de una férmula ¢ de la teoria de conjuntos, se refiere a su verdad en V.
Supongamos que A C V y ay, ..., a, es una sucesién de elementos de A. Por induccién en la
complejidad de ¢, definiremos A = ¢ la relacién de satisfaccion para A como

AEa€bsiysolosiachb,

AEa=0bsiysélosia=0b,
A E (=) siy sélo si no ocurre que A | o,
AE @ Ve)siysolosi AEYVAE g,
AE Bx)p(x,aq,...,a,) siy sélosi (Fa € A)A E ¢(a,ay, ..., a,).

Definicién 1.4.5. Si A C B, entonces A es un submodelo elemental de B, escrito como A <
B, si y solo si, para toda formula ¢ de la teoria de conjuntos y cada evaluacion ag, ..., 0,1 € A
de las variables libres de ¢, se cumple que

A E vlag, ...an_1] <= B E ¢lag, ..., an_1]

Intuitivamente, A < B si toda afirmacién acerca de los elementos A es cierta para A siy
so6lo si es cierta para B. El siguiente lema nos simplifica la tarea de demostrar elementaridad.
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Lema 1.4.6 (Tarski,Vaught). Suponga que A C B, entonces A < B si y sélo si, para cada
formula ¢ y cada evaluacion ag, ...,a,_1 € A, se tiene que

B = Jz,plag, ..., an—1]) = Ja € A(B |= ¢lag, ..., an-1,al).

Pese a que no se puede demostrar la existencia de submodelos elementales para V, el
siguiente teorema nos asegura la existencia de los submodelos si logramos seleccionar de una
mejor manera solo una parte del modelo que sea lo suficientemente rica, como se vera mas
adelante.

Teorema 1.4.7 (Léwenheim-Skolem). Suponga que A CC yY C C. Entonces eziste B < C
tal que AC B, Y C B y |B| < max{Ro, Y], | A]}.

Definicién 1.4.8. Sea M una clase transitiva y ¢ una formula de la teoria de conjuntos,
definiremos la relativizacion de ¢ a M, denotado por o™, de manera inductiva sobre la
complejidad de las formulas:

1. (x € )M es la formula x € y, (x = y)M es la formula x =y,

2. (=)™ es la formula =™, (Y vV )M es la formula vM v M,

3. (3x)M es la férmula 3x(x € M A PM).

Definicién 1.4.9. 5i M es una clase transitiva, una formula ¢ de la teoria de conjuntos es
llamada absoluta para M siy solo si

Vo, .oy Ty € M(p(0, .. tn-1) <= @™ (20, ..., Zn1)).

A continuacién, enunciaremos una forma general del Teorema de Reflexién, en seguida
explicaremos su importancia.

Teorema 1.4.10 (Teorema de Reflexién). Suponga que Z es una clase y, para cada o« € ON,
Z(«) es un conjunto, tales que se cumple

1. a < = Z) C Z(B),
2. Si v es un ordinal limite, entonces Z(vy) =

3. Z=,.on Z().

Z(a),

a<y

Entonces, para cualesquiera ¢y, ..., o, formulas se tiene que

Ya3as > algpo, ..., on son absolutas para Z(B), Z).
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La ultima linea del teorema anterior significa lo siguiente: si M C N, una férmula ¢ es
absoluta para M, N si Vag, ...,a,_1 € M(pM(ag,...,an_1) = ¢ (ag,...,an_1)).

Notemos que para cada o € ON, podemos considerar Z(«) := H(|a|), entonces Z=V, el
universo de todos los conjuntos. Asi pues, el teorema nos afirma que para cada férmula ¢
de la teoria de conjuntos, podemos encontrar 6 cardinal regular tal que ¢ sea absoluta para
H().

Mas atn, dado que cualquier demostracién que hagamos termina en un nimero finito de
pasos, podemos encontrar un # suficientemente grande para el cual todas las féormulas que
usamos para la demostracién sean absolutas para H(#). Ademds, podemos pedir que H(0)
tenga como elementos a todos los conjuntos que ocupemos.

De ahora en adelante, cuando digamos “sea 6 suficientemente grande”nos referiremos a
lo anterior, es decir, H(f) tendra todo lo que vayamos a utilizar y las verdades relevantes
para nuestra demostracién coinciden en H() y en V.

Lema 1.4.11. Si 0 es un cardinal regular no numerable, entonces H(6) es un modelo de
ZFC, esto es, ZFC sin el axioma del conjunto potencia.

La demostracién de este lema en realidad es muy sencilla, aunque se convierte en larga
y tediosa. Si el lector estd interesado en la prueba de este lema, puede consultar [7] o [2], y
ahi encontrard una demostracion detallada.

Lema 1.4.12. Suponga que 0 es un cardinal regular no numerable, N < H(0), ag, ..., an_1 €
N y p(xo, ..., x,) una formula de la teoria de conjuntos, entonces

1. Suponga que o(xq, ..., z,) es absoluta para H(0) y ¢(aqg, ..., an_1,a) es cierta para algin
a € H(0), entonces existe b € N tal que p(ay, ..., a,_1,b),

2. Sip(xg, ..., x,) es una formula arbitraria y existe inico u € H(0) tal que p(ag, ..., an_1),
entonces u € N,

En algunas ocasiones nos es util extender nuestro lenguaje de la teoria de conjuntos
agregando una relacién binaria < entre los elementos del modelo. Las férmulas continuan
siendo las mismas, con la excepcién de que agregamos a las férmulas atémicas x; < z;.

Lema 1.4.13. Suponga que 6 es un cardinal reqular no numerable, <* es un buen orden
para H(6), N < H(), ag,...,an_1 € N y @o(xq, ..., z,) es una formula arbitraria de nuestro
lenguaje extendido. Si b es el <*-minimo elemento de H(0) tal que H(0) = (ag, ..., an-1,b),
entonces b € N.

Usando los lemas anteriores podemos demostrar los siguientes resultados.

Proposicién 1.4.14. Si N < H(0), f € N es una funcion y dom(f) C N, entonces
ran(f) C N.

Demostracion. Para cada a € dom(f), se tiene que H(6) = Jz(f(a) = z), como f es funcidn,
existe unico § € H(0) tal que f(a) = 5 y entonces 5 € N. Por lo tanto, ran(f) C N. O
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Proposicién 1.4.15. Supongamos N < H(0), <* es un buen orden para H(0), a,b € N y
fa—b esuna biyeccion <*-minima, entonces f € N.

Demostracion. Consideremos la féormula ¢(x,y, z) :="x es una biyeccién de y en z”. Se sigue
entonces que f € N.
O

Proposicién 1.4.16. Sea 0 suficientemente grande, si N es un submodelo elemental de
H(0), k es un ordinal limite y C' un club en k tales que {r,C} C N, entonces sup(NNk) € C:

Demostracion. Basta verificar que sup(N N k) es punto limite de C. Sea a € N Nk, se tiene
que H(0) = Jx(x € C ANa < z). Por elementaridad, existe b € N tal que b€ C'y a < b.
O

Definicién 1.4.17. Suponga que N < H(0), ¢(xq,...,x,) es una férmula de la teoria de
conjuntos Yy p1,...,pn € N y

b:= {LTJ S H(0> : H<0) ): Sp[xupla "'7pn]}7
entonces decimos que b es definible en H(0) por una formula con parametros en N.

Un hecho importante de mencionar es que, para todo conjunto b definible en H(6) por
una férmula con parametros en N, se tiene que b € N.

Otros resultados que valen la pena mencionar para N < H(f) y tendremos en cuenta
mas adelante son los siguientes:

la| € N, para todo a € N,
= weEN,

» Para todo ordinal o, si a € N, entonces a+1 € N y cf(a) € N;si a+1 € N, entonces
a €N,

» Para todo cardinal k, si Kk € N, entonces k™ € N; si kT € N, entonces K € N,
» Para cada b C ON, si b € N, entonces max(b), min(b), sup(b) € N,

» Para cada relaciéon f € N, se tiene que dom(f),ran(f) € N y f|b € N, para cada
be N.

A continuacién, definiremos las secuencias de aproximacién en H (6), este concepto serd de
gran utilidad para varias demostraciones de los resultados aqui expuestos. También de-
mostraremos algunas propiedades de estas secuencias que usaremos mas adelante.

Definicién 1.4.18. Una sucesion (N; : i < 7y) de submodelos elementales de H(6) es llamada
secuencia de aproximacion si cumple
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1. Para cada v < vy, N; < N;iq,

2. Sii <y es ordinal limite, entonces N; = |J{N; : j < i},

3. Para cada i < 7y, se tiene que (N; : j <i) € N;ii;.

Veamos que podemos encontrar existen secuencias de aproximacion.

Lema 1.4.19. Suponga que 6 es un cardinal regular, p un cardinal infinito menor a 6 y
o un ordinal tal que o < p*. Para cada Y € H(O) con |Y| < p y para cada sucesion
(X; i < o) € H(0) que satisface | X;| < p para toda i < o, existe una secuencia de
aprozimacion (N; : 1 < o) tal que Y C Ny, X; C Niv1 y |Ni| < p para toda i < o.

Demostracion. Usando el Teorema de Léwenheim-Skolem (teorema 1.4.7) podemos encon-
trar No < H(0) tal que Y C Ny y |No| < |Y]-Ro < pi.

Supongamos que ya hemos definido la sucesién (N; : j < 7). Si ¢ es limite, hagamos
N; == U{N; : j < i}. Por el Lema de Tarski-Vaught (lema 1.4.6), podemos demostrar
facilmente que N; < H(6).

Sii = j+1 essucesor, como i < u* < 6, sesigue quei € H(0)y, asi, (N, : k < 1) € H(0).
Nuevamente, usando el Teorema de Léwenheim-Skolem, podemos encontrar N;i; < H(f)
tal que <Nk k< Z> S Nj+17 Xj - Nj+1, Nj - Nj+1 y |Nj+1| < méx{|Nj|, |Xj|,N0} < L. Al
ser N; y Nji; submodelos elementales de H(6), claramente N; < Nj;.

O

Definicién 1.4.20. Para cualquier conjunto N, definimos la funcion caracteristica de
N como
X (@) = sup(N Na),

para cada o € ON.

Veamos el siguiente lema para algunas propiedades simples de las secuencias de aproxi-
macion y de las funciones caracteristicas.

Lema 1.4.21. Suponga que M es un conjunto, 8 un cardinal reqular, o < 6 un ordinal
limite, (N; : i < o) una secuencia de aproximacion en H(0) y N := N,. Entonces

1. St |M| < cflar), entonces xu(a) < a.
2. Para toda i <o, N; € Niy1,c CN y{N;:i<oc} CN.

3. Sii <o yae N;, entonces xn, () € Niy1. Ademds, si xn,(a) < a, entonces xn,(a) <
XNit1 (Oé)
4. SiT € Ny es un ordinal limite tal que |N;| < cf(T) para toda i < o, entonces (xn,(7) :

i < o) es una sucesion creciente y continua tal que sup{xn,(7) :i < o} = xn(7). En
particular, cf(xn(T)) = cflo).
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Demostracion. La prueba del primer punto es trivial.

Para el segundo punto, fijemos ¢ < o. Por definicién, f := (N; : j < i) € N1, luego,
i+1=dom(f) € N;y1 =i € N;11. Entonces f(i) = N; € N;i;.

Sea i < oy a € N;. Setiene que a € Ny y N; € N;;1. Dado que existe tinico u € H(0)
tal que u = sup(N; Na), se sigue que u = sup(N; Na) € Niyq. Ademés, u € Njyy = u+1€
Ni+1 = XNi(a> < XNit1 (O./)

Para el ultimo punto, usando el punto uno y tres hemos demostrado que la sucesién es
creciente. Para ¢ < ¢ limite

sup{xn, (1) - j < i} = U@ n7) g <y = (N 15 < iy n),

por continuidad de las secuencias de aproximacion se tiene que

sup{xn,(7) 1 j <i} = U(NZ NT) = xn,(T).
O]

Concluimos esta seccién probando un resultado muy técnico que usaremos mas adelante.
Si el lector lo prefiere, puede omitirse el siguiente lema y regresar a él una vez que se vaya a
usar. En realidad, presentamos este resultado solamente para limpiar un poco la demostracién
del Lema 3.2.2.

Lema 1.4.22. Sean a es un conjunto infinito de cardinales requlares, p un cardinal reqular
tal que |a|™ < p < min(a) y 7 un ordinal limite con p < cf(T). Sean 6 es un cardinal reqular
y (N; 1 i < p) una secuencia de aprozimacion en H(0) tal que a U {a,7} C Ny y |N;| <
para toda i < 1. Suponga que existe (f, : v < T) una sucesion de elementos de [[a tal que
(fy:y<T1)eNyy

Jyn (@) = min{sup{ fs(a) : B € C} : C es un club en xn(7)},

para cada o € a.
Entonces, existe una sucesion (i(f) : f < u) estrictamente creciente y continua de ordi-
nales limite en p tal que fy () = sup{fXNw) () : < p} para todo o € a. Ademds,

Tyv) < xnla.

Demostracion. Del lema anterior, concluimos que cf(yn (7)) = p.

Para cada o € a, tomemos club C, de xn(7) tal que fy ) (o) = sup{fs(a) : B € Cy}.
Definamos C' := ([{C, : a € a}, C es un club en yy(7). Ademds, podemos suponer que
otp(C') = p y entonces tenemos que

fenio(a@) = sup{fs(a) : § € C}.
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También concluimos del lema anterior que {xn,(7) : i < pu} es un club en yy(7). Inter-
sectando con C', obtenemos una sucesién (i(f) : B < p) estrictamente creciente y continua
de ordinales limite en p tal que

fenm (@) = sup{fyy, , (@) : B < p},

para todo « € a.
Ahora, notemos que h = (f, : 7 < 1) € Ny = dom(h) =7 € Ny C N. Para cada § < p,
se tiene que X, (1) € N = fxsz) () € N. Dado que a € N, para todo a € a se tiene que

fXN,(B)(T)(a) € N Na, de donde

fan. (@) <sup(N Na) = xn(a).

i(B)

Por tanto, fy ) < xnla.

1.5. Otros resultados

Para cardinales regulares 1 < £ y un conjunto T'C {a < k : cf(a)) = p} estacionario en
K, con ey (K, 1) (T') nos referiremos al siguiente principio:
Existe una sucesion (S, : a € T') tal que:

1. S, € aes un club en «, para toda a € T,
2. Para cada club C C k, {a € T : S, C C} es estacionario en k.

Recordemos que {a < k : cf(a) = p} es un conjunto estacionario en k. Escribiremos
simplemente .y, (s, #) cuando T' = {a < s : cf(a) = p}. En general, & pyp (K, ) no es un
teorema de ZFC, sin embargo, podemos probar lo siguiente.

Lema 1.5.1. Si u y k son cardinales regulares no numerables con p+ < k, entonces para
cualquier conjunto estacionario T C {a < k : cfla) = p}, se cumple & g, p (K, 1) (T).

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, no existe sucesién testigo para .1, (&, 1) (T).
De manera recursiva, definiremos para cada 3 < pu* una sucesién (S? : a € T) y un club
Cﬂ Q K.
Comencemos tomando cualquier sucesion (SO : « € T') tal que SY C « es un club en o'y
otp(SY) = u, para todo a € T'. Por nuestra suposicién inicial, (S° : @ € T') no es testigo para
O club (5 1) (T), entonces existe un club Cy C & tal que {ov € T': S € Cy} es no estacionario
en k.
Para 0 < 8 < ut y para cada a € T' definimos:

St =San () Ce.
£€<B
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Por la Proposicién 1.3.3, S8 es un club. Nuevamente, por nuestra suposicién inicial (S :
a € T) no puede ser testigo para {opyp (5, 1) (1), por tanto, existe un club Cz C & tal que
{a €T :S? C Cs} es no estacionario en k.

Notemos que, para cada a € T, (S? : B < uT) es una sucesién decreciente de subconjuntos
de S,. Como |S,] = p y cada S? es un club en «, podemos encontrar B(a) < ut tal
que V3 > B(a),S? = S Por 1a Proposicién 1.3.6 podemos encontrar fy < u* tal que
E={aeT:[f(a)=[} es estacionario en k.

Para o € E, tenemos que:

S =5,1 () Ce=8an[) CenCph = SPNCy,
£<Po+1 §<Bo

Se sigue que S0 C Cj,. Como E es estacionario, esto contradice nuestra eleccién de Cl,.
O

De hecho, de la demostraciéon podemos concluir que para cualquier sucesién (S, : a € T,
existe un club C de & tal que, definiendo S!, := S, N C, la sucesién (S!, : a € T) es testigo
para {cquh (5, 1) (7T).

En la demostracion del siguiente lema usaremos la siguiente definicion. Si A es un conjunto
de ordinales, entonces su cerradura sera:

A= AU{¢: € es punto limite de A}.
También usaremos la siguiente proposicion.
Proposicién 1.5.2. Si A es un conjunto de ordinales, entonces |A| = |Al.

Demostracion. Sea X\ = |A| y suc(A) = {8 € A : § es un ordinal sucesor}.

Podemos encontrar una funcién f : suc(A\) — A sobreyectiva y estrictamente creciente.
En efecto, consideremos h : A — A sobreyectiva y estrictamente creciente, definamos g :
A — suc(\) como g(a) = h™1(a) + 1. Es facil ver que g~! es la funcién deseada.

Definamos f : A — A la ‘extensién continua’ de f como

f&) = { sup{f(n) : n € {Nsuc(A)}  si & & suc(h),

f (5 ) en otro caso.

~ Uno se puede convencer ficilmente que A C fIA+1]. Por lo tanto, como A C Ay
|f[A+ 1]] = A, concluimos que |A| = |A|.
L]

Lema 1.5.3. Sean pu < k cardinales requlares no numerables. Entonces existe un conjunto
estacionario S C {a < kT : cfla) = p} y una sucesion (Cy : o € S) tal que C, sea un club
en o para cada o € S y si a,f € S y v < min{a, B} es un punto limite de Cy y de Cg,
entonces Co, Ny = Cg N7y
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Demostracion. Fijemos 6 un cardinal regular suficientemente grande y <* un buen orden de
H(9).

Para cada o < k™ de cofinalidad u, sea (N§ : § < k) una secuencia de aproximacién

en (H(0),€,<*) tal que {k,a} Up+1 C N§ vy, para todo § < K, |[N§| < k. Definimos
&= N¢Na. Como a € N§ y cf(a) C N§, tenemos que A§ es cofinal en a.

Definimos % : £ — K, como h(§) = xne(k) = sup(Ng* N k). Notemos que h(d) < k
pues |[N§| < k. El Lema 1.4.21 nos dice que h es una funcién continua y creciente, es
facil ver que también es cofinal en k. La Proposicién 1.3.4, nos asegura que el conjunto
F,={0 <k :sup(N¢NK) =47} es un club en k.

Hagamos T' = {a < k7 : cf(a) = pAa > k}. Es facil ver que T es estacionario. Aplicando
dos veces Lema de Fodor, encontramos un estacionario S C Ty ¢, p < k tales que, para todo
ae S

§=min{n € F, :cf(n) >w} v otp(A§)=p+ 1.

Notemos que cf(p) = p, asi, fijemos D C p un club de p tal que otp(D) = p.

Para cada a € S, consideremos i, : p+1 — A§ el isomorfismo corresponiente y definamos
Cy = 1a]D]. Asi, (C, : € S) cumple con el punto (1) del Lema. Resta verificar el punto
(2).

Consideremos «, f € S'y v < min{«, 8} un punto limite de C,, y de Cj

Caso 1: cf(y) =

Primero probaremos que v € N§*. Como 7 es punto limite de C,, v es limite en A§ =
N§ N a, esto implica que v = sup(N5* N ). Luego, dado que N§* = (J;_5 N/, se sigue que
{sup(Ng N~) : &' < d} es cofinal en . Pero, como cf(J) > w = cf(y), podemos encontrar
§" < 6 tal que sup(Ng N+vy) =+, es decir,

ve€ NNy CNgNKT.

Es fécil ver que { NNkt NG Nt UNGNKT C Ng. Por la Proposicién 1.5.2, INGNkT| =
|N§f kT|. Sea h la <*-minima sobreyeccién entre N§ N k1 y Ng} NkT. Luego h € Ng'y
como dom(h) C N§', concluimos que Ng N s+ C Ny

Por lo tanto, v € N§*. Andlogamente, v € Nf.

Veamos que Ng' Ny = N, f N~. Sea f : k — v la <*minima funcién sobreyectiva. Se
sigue que f € N§ N Nf. Si & e NN, existe 7 € N Nk tal que f(7) = £ Pero como
NfNk=0= Nf N Kk, entonces T € Nf N k. Asi, existe £’ € Nf N~ tal que f(7) =¢&'. Al ser
f funcion, se sigue que £ =& € N, f N . Analogamente para la otra contencién.

Finalmente tenemos que

A?ﬂvaf‘ﬂv:Nfﬂva?ﬂv.

Por lo tanto, C, Ny = Cz N 7.

Caso 2: cf(y) > w

Consideremos C' = {£ : € es punto limite de C, N Cz Ny A cf(§) = w}. Es inmediato que
C' es cofinal en C, Ny y en Cz N~. Por el caso anterior, C, N§ = Cg N & para cada § € C.
Por lo tanto, C, Ny = CsN~.
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]

Teorema 1.5.4. Para cardinales requlares no numerables p < k y cualquier conjunto esta-
cionario S C {a < kT : ¢fla) = p} podemos encontrar una sucesion (Co : o € S) tal
que

1. C, C a es un club en «, para toda o € S,
2. para cada club C C kt, {a € T : C, C C} es estacionario en KT,
3. sia, €S yy<min{a, B} esun punto limite de C,, y de Cg, entonces C,Ny = CzNry.

Demostracion. Del Lema 1.5.3, obtenemos una sucesion (S, : « € S) que cumpla los puntos
(1) y (3). Por otro lado, de la observacién hecha después del Lema 1.5.1, podemos encontrar
C club de & tal que, si C, = So N C, entonces (C, : o € S) es testigo para $ gy, (57, 1)(S).
Es facil ver que (C, : a € S) es la sucesion deseada.

0
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Capitulo 2
Definicién de pcf(a) y Teorema
Principal

2.1. Definiendo pcf(a)

En esta seccién presentaremos definiciones basicas y algunos resultados que usaremos
a lo largo de este documento. También introduciremos el concepto de pcf(a) y algunas
propiedades béasicas de este conjunto.

Recordemos que un intervalo de cardinales regulares es

[€,n)reg == {a:§{ < a <ny aesun cardinal regular},

donde &, € ON.

Es importante mencionar que la mayoria de los resultados aqui presentados valen para
cualquier a conjunto de cardinales regulares siempre y cuanto |a| < min(a). Asi, a serd sola-
mente un conjunto de cardinales regulares a menos que se indique lo contrario. La suposicién
la| < min(a) siempre la tendremos en cuenta, ya sea a un conjunto o un intervalo de cardi-
nales regulares.

Para un ideal I sobre a y dos funciones f,g € ON® podemos definir el siguiente orden:

f<rgefaca:fla)>gla)} el

f<rge{aca: fla)>g(a)} el

Si f <7 g, diremos que f es menor médulo I a g.

Asi pues, f =; g sisucede que f <; gy f > g, es decir, si {a € a: f(a) # g(a)} € I.
Es fécil ver que éste es un orden parcial sobre la clase ON®. Para ideales no maximales, <;
no es un orden lineal.

Definicién 2.1.1. Sea a un conjunto de cardinales requlares y I un ideal sobre a. El producto
reducido de a por I, denotado por [[a/I, serd:

A:HCL/:[.

21
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Es facil ver que la relacién =; es de equivalencia. Para una lectura mas facil, en los enun-
ciados de este trabajo no tomaremos clases de equivalencia y estaremos siempre considerando
elementos de [[ a y comparandolos con el orden <;.

Podemos definir la cofinalidad de [[a/I como:

cf(JJa/I) == min{|A] : AC [[anVfe]]aBg € A(f <1 9))}.

Noétese que este cardinal siempre existe pues podemos tomar A = [[a. Ademds, podemos
asegurar que este cardinal siempre es regular (véase Teorema 3.1.14).

Un sucesion (f, : v < k) de [[ a serd creciente médulo I si para & < v < k tenemos que
fe <1 f,; diremos que es cofinal médulo I si Vg € [[a(Iy < k(g <1 f,)).

A ] a/I le podemos asociar otro cardinal que llamaremos verdadera cofinalidad de [T a/I
y lo definiremos como sigue.

Definicién 2.1.2. Sea a un conjunto de cardinales requlares e I un ideal sobre a, definimos
la verdadera cofinalidad o ‘true cofinality’ de [[a/I como:

tcf(H a/I) = min{k : existe sucesion de [[a creciente y cofinal mddulo I de longitud k}.

Para ideales I no maximales, tcf(][a/I) no siempre existe como se verd a continuacion.
El problema radica en que, cuando I no es maximal, los elementos de [] a no siempre son
comparables médulo I. Si tcf([[a/I) existe, serd un cardinal regular.

Proposicion 2.1.3. Eziste un conjunto de cardinales requlares a y un ideal I sobre a para
los cuales tcf([[ a/I) no eziste.

Demostracidn. Consideremos a = {w,w;} e I = {0}. Notemos que [[a/I es considerar a
w X wy con el orden (n,a) < (m,f)n<mAa<p.

Tomemos una sucesién ((k,, a,,) : n € w) de wXw; creciente. Sea o« = sup{a, : n € w}+1,
entonces (0, «) £ (kn, ) para todo n € w. Por tanto, tcf([[a/I) # w.

Ahora, sea A > w; un cardinal y ((k,,,) @ v < A) una sucesién de w x wy cofinal.
Podemos encontrar k € w tal que Ay, := {y < A : k, = k} sea no numerable. Por otro lado,
existe § < A tal que (k+1,0) < (kg, ag). Al ser A; no numerable, podemos hallar £ € Ay
tal que ag < . Como ke = k < k+1 < kg, entonces (kg, ag) y (ke, o) n0 son comparables
y la sucesién no puede ser creciente. Por tanto, tcf([Ja/I) # A

]

Sin embargo, si tcf(][Ja/I) existe para un ideal I, sucede que tcf([[a/I) = cf(]]a/I).
En efecto, la desigualdad cf([]a/I) < tcf(JJa/I) se sigue de la definicién. Supongamos
ahora que (f, : v < \) una sucesién creciente y cofinal médulo I de [[a y una familia
{he : & < puy Cla, con p < A Para cada § < p, elijamos ¢ < A tal que ge <y f,,. Sea,

v = sup{7e : § < p}.
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Como A es regular, v < A. Asi, para toda { < p tenemos que g¢ <7 f,, <r f,. Por tanto,

cf([Ja/I) > tct(] ] a/1).
De manera andloga, para un ultrafiltro D sobre a y f,g € ON® definimos:
f<pge{aca: fa) < gla)} €D,

f<pge{aca: f(a)<gla)} € D.
Se sigue que f =p g < {aca: f(a) =g(o)} € D.

Definicién 2.1.4. Sea a un conjunto de cardinales requlares y D un ultrafiltro sobre a. FEl
ultraproducto de a por D, denotado como [[a/D, serd:

A:Ha/ =D

Por propiedades de filtros, la relaciéon =p es de equivalencia. Nuevamente, para mayor
comodidad y una mejor lectura, en lugar de tomar clases de equivalencia, consideraremos
elementos de [[ @ compardndolos con <p.

Para los ultraproductos, también podemos definir su cofinalidad y su ‘true cofinality’:

cf(JJa/D) == min{|A|: AC [JanVfe[]aEg € Alf <p 9))}.

tcf(H a/D) := min{k : exista sucesién de [] a creciente y cofinal médulo D de longitud x}.

Sin embargo, por propiedades de ultrafiltros, [[a/D es linealmente ordeado por <p y
asi cf([[a/D) = tcf([[a/D). Ademés, este cardinal siempre existe pues podemos tomar

A=1]a.
Observacion 2.1.5. Si I es un ideal y D un ultrafiltro sobre a, tales que DI = (), entonces

f<rg=f<pgparaf.ge]]a
También tenemos que si tcf(J[a/l) existe, entonces tef([[a/I) = c¢f(]]a/D).

Demostracion. Como f <; g, tenemos que: {a € a : f(a) > gla)} e = {a €a: f(a) >
gla)y g D={aca: fla) <gla)} € D, es decir f <p g.
Para la segunda afirmacion, sea A = tcf([[a/I) y (f, : v < A) una sucesién creciente
y cofinal médulo I en [Ja. Por la afirmacién anterior, esta sucesién también serd cofinal
moédulo D en []a. Dada una sucesién (gz : f < p) de [[a con p < A, para cada 5 < p,
podemos elegir 5 tal que gs <p f,,. Sea v = sup{ys : § < u}, entonces f, serd cota para
la sucesién (g : 8 < ). Por tanto, cf([[a/D) = A.
[

No podemos asegurar el regreso de la primera afirmacién, a menos que [ sea un ideal
maximal.

Veamos ahora que nos basta con encontrar una sucesion creciente y cofinal médulo D en
[]a de longitud A, con A regular, para determinar el valor de cf(]] a/D).
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Proposicién 2.1.6. Sea D un ultrafiltro sobre a un conjunto de cardinales requlares. Supong-

amos que para X reqular, existe (f, : v < \) sucesion estrictamente creciente y cofinal médulo
D. Entonces cf([][a/D) = A.

Demostracion. Por definicién, cf([[a/D) < A. Supongamos que p := cf([[a/D) < Ay
tomemos (ge : £ < p) una sucesién en []a.

Luego, para todo § < u1, podemos encontrar 7 < A tal que g¢ <p f,,. Como A es regular,
podemos definir v = sup{ve : £ < p}. Entonces, g¢ <p Jv <p [y para todo § < . Lo cual
dice que (ge : £ < p1) no puede ser cofinal médulo D.

]

A continuacién, definiremos el concepto que da nombre a este documento. En 1978,
Shelah introduce el concepto de posibles cofinalidades buscando construir un algebra de
Jonsson en sucesores de cardinales singulares, en particular, en N,.;. En el resto de la
seccién, demostraremos algunas propiedades sencillas de este conjunto.

Definicién 2.1.7. Sea a un conjunto de cardinales requlares. Definimos el conjunto de
posibles cofinalidades de a como

pcf(a) ={A: A= tcf(H a/l) para algin ideal I sobre a}.
Lema 2.1.8. Suponga que a es un conjunto de cardinales requlares. Entonces
pcf(a) = {cf(H a/D) : D es un ultrafiltro sobre a}.

Demostracion. Sea D un ultrafiltro sobre a y consideremos a I como el ideal dual a D. Como
I es maximal podemos asegurar que tcf([[a/I) existe y ademés cf([[a/D) = tef(]Ja/I).

Por otro lado, si I es un ideal sobre a tal que tcf(][a/I) existe, tomamos un ultrafiltro

D sobre a tal que DN I = (. De la Observacién 2.1.5 tenemos que tcf([[a/I) = cf([[a/D).

O

Del Lema anterior podemos concluir que si a es un conjunto de cardinales regulares,
entonces a C pcf(a). En efecto, para cada a € a consideremos a D como el ultrafiltro
principal de «, como « es regular es facil ver que cf([[a/D) = «a.

Proposicién 2.1.9. Si a es un conjunto de cardinales requlares y b C a, entonces pcf(b) C

pcf(a).

Demostracion. Sea D un ultrafiltro sobre b. Elijamos ahora un ultrafiltro D" sobre a tal que
D C D'. Si consideramos una sucesién cofinal médulo D de [] b extendiéndola de manera
arbitraria fuera de b, como D C D', se sigue que cf([[a/D") < cf(]]b/D).

Tomemos ahora A C [[a con |A| = p < cf([[b/D). Existe h € []b tal que f|b <p h
para toda f € A, si extendemos a h de manera arbitraria fuera de b, entonces f <p. h. Por
lo tanto, cf([Ja/D") > cf(]]b/D).

O
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Lema 2.1.10. Supongamos que a es un conjunto de cardinales regulares. Si min(a) >
lpcf(a)|, entonces pcf(pcf(a)) = pef(a).

Demostracion. De la proposicién y observacién anteriores, se sigue facilmente que pcf(a) C
pcf(pcf(a)).

Para la otra contencién, sean b = pcf(a), A € pcf(b) y D un ultrafiltro sobre b tal que
cf(JTb/D) = .

Para todo f € b, existe un ultrafiltro Dg sobre a tal que cf(][a/Dg) = 5. Definamos un
ultrafiltro D* sobre a como:

AeD s {peb: Ac Dg} €D,

para A C a. Es facil ver que D* si es filtro. Para ver que es ultrafiltro supongamos que
AgD* = {fecb:AcDsg} ¢ D={fecb:a\Aec Ds} e D.

Elijamos una sucesion ( ff : £ < B) creciente y cofinal médulo Dg en [[ a para cada 8 € b
y (ge : € < A) una sucesién creciente y cofinal médulo D en [[b. Para £ < Ay a € a,
definimos

he(a) = SUP{fgi(g)(O‘) : B € b}
Como min(a) > |pcf(a)|, tenemos que he € [ a.
Afirmacién 1. Para cada h € []a, existe & < X tal que h <p- he para todo & < & < .

Demostracion. Para todo (3 € b, existe {5 tal que h <p, ffﬁ. Si consideramos f(f) = &3 para
cada [ € b, tenemos que f € [[by definimos a &, < A tal que f <p ge,.

Fijemos £ > & y hagamos B = {f € b: &3 < ge(B)} y A ={a € a: h(a) < he(a)}.
Como f <p g¢, B € D. Para § € B, dado que h <p, ffﬁ <p, fgi(ﬂ)’ existe Ag € Dy tal que

h(a) < fE (@) < fy 5() < he(a),

para toda o € Ag.
Entonces a € A, es decir, Ag C A. Asi, A € Dg para todo 8 € B. Por lo tanto, A € D*.
]

De la afirmacién se sigue que (he : & < A) es una sucesién creciente y cofinal médulo D*
en [[a. De la Proposicién 2.1.6 concluimos que cf([]a/D*) = A.
m

2.2. Teorema Principal de pcf(a)

En la presente seccion nos dedicaremos a probar el teorema principal de la teoria de pcf.
La importancia de este teorema radica en el ultimo resultado presentado en esta seccién.
En [2] podemos encontrar otra demostracién del mismo resultado usando sucesiones k-rdpi-
das, k-acotadas y sucesiones cortas. Sin embargo, decidimos presentar esta prueba pues no
requiere teoremas y lemas adicionales a los aqui presentados.
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Definicién 2.2.1. Sean a un conjunto de cardinales regulares y D un ultrafiltro sobre a.
Definimos limp a = min{y < sup(a) : yNa € D}.

Notemos que esta definicién tiene sentido para todo a y todo D pues sup(a) Na € D.

Proposicién 2.2.2. Sean a un conjunto de cardinales requlares y D un ultrafiltro sobre a.
Entonces p = 1imp a es el inico cardinal tal que para todo ordinal B < p, {a € a: < a <

put € D.

Demostracion. Dado que a es conjunto de cardinales, p es también un cardinal. Tomemos
un ordinal § < p, por la minimalidad de u, 5 Na ¢ D. Luego, como puNa € Dy D es
ultrafiltro, entonces {a € a: f < a < pu} € D.

Ahora, para ver unicidad, supongamos que existen p' < p que cumplan la hipétesis. Como
{a€a:p <a<u} € D, entonces, para § <y ordinal, {a €a: < a < p'} ¢ D pues D
es ultrafiltro, una contradiccion. O

Observaciéon 2.2.3. Si a es un conjunto de cardinales requlares y D un ultrafiltro sobre a,
entonces limp a < cf([[a/D).

Demostracion. Sea T = cf([[a/D) y p = limp a. Supongamos que p > 7. Consideremos
(fy 1y < ) una sucesién de funciones cofinal en [[a/D. Definamos g € [ a como:

(a) = sup{fy(a) :y<7}sit<a<p
g = 0 en otro caso

Vemos que g efectivamente es elemento de []a, pues 7 < a y « es regular. Ademds, para
cualquier v < 7, si 7 < a < p, entonces g(a) > fy(a); y como {a €a: 7 < < pu} €D,
entonces f, <p g, lo cual es una contradiccién. O

Definicién 2.2.4. Sean a un conjunto de cardinales requlares, D un ultrafiltro sobre a y
(fy 1 v < A) una sucesion de funciones en ON.

Decimos que h € ON® corta a (f, : v < X) mddulo D, si existen o < f < X tales que
foc <p h <p f,B'

Si A C ON?, decimos que A corta cofinalmente a (f, : v < X) médulo D, si para todo
v < X existe h € A, con f, <p h que corta a (f,:v < \) mddulo D.

Lema 2.2.5. Suponga que D es un ultrafiltro sobre un conjunto a de cardinales requlares,
k = lal, A > kT un cardinal reqular y (f, : v < A) una sucesion creciente mddulo D de
funciones en ON®.

Entonces pasa una de las siguientes opciones: existe una minima cota superior modulo
D para (f, : v < A) en ON® o existen conjuntos de ordinales S, para todo o € a, tales que
1Sal £ & y 1laeq Sa corta cofinalmente a (f, : v < A) mddulo D.
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Demostracion. La idea de la demostracién sera construir recursivamente una sucesion (h., :
v < kT) decreciente de cotas superiores médulo D para (f, : v < A), de tal forma que si en
algin momento ya se cumple una de las dos opciones, entonces detenemos la construccién.
Después, demostraremos que en algiin momento se tuvo que detener la construccion.

Empecemos definiendo hy como ho(a) = sup{f,(a) : v < A} + 1, para toda a € a.
Supongamos que ya hemos definido hg, si hg es minima cota superior médulo D para (f, :
7 < A), habremos terminado. De lo contrario, elijamos hgy1 <p hg una cota superior médulo
D para (f, : v < \) estrictamente menor.

Ahora, para (8 limite, supongamos que ya hemos definido hs para § < (. Sea S, =
{hs(av) : 6 < 5}. Para cada v < A, definamos g, como:

gy(e) = min{p € So : > fr(a)}

La definicién tiene sentido porque ho(a) > f,(a). Vemos que (g, : v < A) es una sucesion
creciente médulo D dado que (f, : v < A) es creciente médulo D.
Sucede uno de los siguientes casos:

1. Si(gy : v < A) no es eventualmente constante médulo D, entonces corta cofinalmente
a (f, 17 < A) médulo D. En efecto, primero notemos que g, >p f, por la definicién
de g,; dada v < A, tomemos 7' > ~ tal que g, <p g¢y. Si gy (a) > g,(c), entonces
debe suceder que fy(a) > g,(a) por minimalidad de g, (). Asi, f, <p ¢, <p fy.
Como cada g, € [[,c, Sa ¥ |9a] < K, tenemos la segunda opcién del Lema y habremos
terminado.

aca

2. Si, por el contrario, la sucesién es eventualmente constante, definamos hg como la
constante. Entonces hg es cota superior médulo D para (f, : v < A), ya que f, <p g,
y (g4 : 7 < A) es creciente médulo D. Por otro lado, para v < A arbitraria, sucede
que V6 < B(gy <p hs), esto porque hs >p f,. Asi, V6 < B(hg <p hs). Es decir, hg es
cota superior médulo D para cada f, y la sucesién de las h;s sigue siendo decreciente
modulo D.

Finalmente, demostraremos que la construccion tuvo que detenerse en algiin momento.
Supongamos que V(3 < x* hemos definido hg. De manera similar, para cada a € a 'y v < A,
definamos:

Sa={hala) : B < w*} ¥ §,(0) = minfu € S i > £, (a)}.

Es facil ver que V3 < k%(g, <p hg). Dado que |g,| = k, para cada v < A podemos elegir
B(7) < w" tal que Vo € a3p’ < B(7)(g5(a) = hg(a)). Mds atin, podemos elegir 5(y) como
un ordinal limite. Habremos definido una funcién 8 : A — x™, y como XA > s por hipdtesis,
podemos encontrar f < kT y un conjunto A C A, |A| > kT, tal que ¥y € A(B(v) = 5).
Notemos que en el paso 3 de la recursién, las funciones g, = g, para cada v € A. Como
supusimos que la construccién no se detuvo, (g,/D : v < A) fue eventualmente constante.
Elijamos v € A tal que g, =p hg, entonces

hs =p 9y =p G <p hss1 <p hp.



28 2.2. Teorema Principal de pcf(a)

Lo ultimo por la definicién de hg;y para ordinal sucesor. Lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, la construccion debié detenerse en algiin momento.
m

Proposicién 2.2.6. Dada una sucesion (f, : v < X) C [[a creciente mddulo D y A C ON*
una familia de funciones que corta cofinalmente a la sucesion modulo D. Entonces existe
B C X club en X tal que ¥y, € B cony <« existe k € A tal que f, <p k <p f.

Demostracion. Definamos «(0) = 0. Supongamos que ya hemos definido 7(/), entonces
existen 7' < Ay k € A tales que fy3 <p k <p fy; definamos v(8+1) =~". Si § es ordinal
limite, entonces () = sups_z7(J).
Ahora consideramos B = 7[)\]. Claramente B es el club que buscdbamos.
O

Es facil ver que si limp a es un cardinal sucesor, donde D es ultrafiltro sobre un conjunto
de cardinales regulares a, entonces limp a = ¢f([] a/D). Esto porque, si u = limp ay n* = p,
por definicién, {a € a:n < a < pu} = {u} € D, de ahi es claro que p = cf([[a/D).

Definicién 2.2.7. Una sucesion (C, : o < ) es llamada ‘silly square’ si:
1. C, CP(a),
2. 1Cal < A,

3. Existe E € C, tal que E es club en o y otp(E) = cfla), donde otp(E) es el tipo de
orden de F,

4. Para todo 8 < « y todo E € C, se tiene que EN 3 € Cg.

En [5], podemos encontrar informacién acerca de un principio denotado por J(E), donde
E es una clase cualquiera de ordinales limite. Entendemos a C(E) por:
Existe una sucesién (C, : « es un ordinal singular) tal que:

1. C, es un club de «,
2. otp(Cy,) < a,
3. Si @ < « es un punto limite de C,,, entonces @ es ordinal singular, « ¢ E'y C5z = anC.

De aqui surge el nombre de ‘silly square’ para las sucesiones de la Definicién 2.2.7.

Se sabe que () es independiente de ZFC, pero este principio se cumple bajo V' = L.
Sin embargo, para obtener una sucesién ‘silly square’ es suficiente con elegir un club £, C «
tal que otp(E,) = cf(«), para cada o < A, y definir C, = {EgNa: f < A}

Lema 2.2.8. Sean a un conjunto de cardinales requlares, D un wultrafiltro sobre a y A\ =
cf(I1a/D). Entonces, para todo X' cardinal regular, limpa < XN < A, existe una sucesion
de funciones (fy : v < X) C [[a estrictamente creciente médulo D con una minima cota
superior modulo D, g € ON?, tal que Vu' < limp a({a € a : cflg(a)) > '} € D).
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Demostracion. De la observacion hecha antes de la Definicién 2.2.7, asumimos que limp a es
cardinal liimite, de lo contrario no hay nada que probar.

Definiremos de manera recursiva la sucesién (f, : 7 < ). Comencemos fijando una
sucesion ‘silly square’ (C, : v < \).

Sea fo € []a arbitario. Supongamos que para § < X' ya hemos definido (f, : v < ). Por
hipétesis, N < cf([[a/D), entonces 3hg € [[a(Vy < B)(fy <p hg).

Para cada E' € Cg definimos gfj € [ a como:

gg(a) = max(hg(a),sup{f,(a) : v € EANa > otp(E)}).

En efecto, g5 € [Ja, pues hg € [Ja y si a > otp(E) > |E|, entonces el supremo en la
definicién se mantiene < «.

Como |Cs| < N < A, elegimos fz como una cota estritamente superior médulo D de
{gg : E € Cz}. Ademas, para cualquier v < /3 se tiene que f, <p hg <p fs.

De las definiciones, se sigue que f, >p g cuando E € C,; y gi(a) > f (o) siempre que
EeC,y <vya>otp(E).

Afirmacién 1. No eziste (/ < limpa y una sucesion de subconjuntos (S, C « : a €
a N |Sa| < ') tales que [],c, Sa corte cofinalmente a (f, : v < \') médulo D.
Demostracion de la Afirmacion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p’ > |af;
ya que si la afirmacién fuera cierta para un p’ < |a|, también lo seria para un p” > |a| > 1.
De hecho, los mismos S, funcionarian.

Supongamos que la afirmacién es falsa. Sea B C X un club como el de la Proposiciéon
2.2.6. Sean [ un punto limite singular de B tal que cf(5) = (1/)" <limpay E € Cs un club
de B tal que otp(E) = cf(5). Entonces EN B = {v; : i < cf(f)} es un club en .

Para cada i < cf(f8) escojamos k; € [],, Sa tal que f, <p k; <p f, .,

Dado que otp(E) < limpa y f,, >p gz, ya que EN7; € C,,, podemos escoger a; >
otp(F) para cada i < cf(f) tal que:

I, (i) < fr (i) < kiaq) < f,, ().

Como |a| < p' < cf(B), podemos encontrar un subconjunto I C cf(3), |I| = cf(5), y
a € a fija, tal que Vi € I(o; = o). Més atin, podemos considerar a I conformado solamente
por ordinales limite.

Finalmente, para ¢ < j € I, tenemos que:

Fi(@) < fri (@) < gginy (@) < fy, (@) < Kj(a).

Entonces (k;(«) : ¢ € I) es una secuencia estrictamente creciente en S, contradiciendo
el hecho de que |S,| < cf(5).
O]
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Del Lema 2.2.5 y la Afirmacién anterior, tenemos que (f, : v < \’) tiene una minima
cota superior médulo D, digamos g € ON®. Dado que cf(J[[a/D) > XN, podemos asumir,
sin pérdida de generalidad, que Va € a(g(a) < «), es decir, g € [[a. También, {a € a :
g(a) es un ordinal limite} € D; de lo contrario {a € a : g(a) es ordinal sucesor} € D y
como (f,/D : v < X) es una sucesion estrictamente creciente, tendriamos una contradiccién
de la minimalidad de g/D. Asi, podemos asumir, también sin pérdida de generalidad, que
cada g(«) es ordinal limite.

Para concluir la demostracién del Lema, veamos que para todo y/ < limpa se cumple
que {a € a : cf(g(a)) > '} € D. Fijemos un club S, C g(a) con otp(S,) = cf(g(a)) y
suponga que existe ¢/ < limpa tal que {a € a : cf(g()) < @'} € D. Para cada fy < N,
podemos encontrar g € J] .. Sa tal que fg, <p ¢’ <p g ya que asumimos que cada g(o)
ordinal limite. Por la minimalidad de g/D, debe existir 51 > fy tal que fz, <p ¢ <p fs,-
Entonces [],., S« corta cofinalmente a (f, : v < X) mddulo D. Por nuestra suposicion,
{a € a:|Ss| < W'} € D, asi que podemos pensar que Vo € a(|S,| < p/). Lo cual es una
contradiccion de la Afirmacién anterior.

]

Teorema 2.2.9 (Teorema Principal). Sea a un conjunto de cardinales requlares y D un
ultrafiltro sobre a. Suponga que A = cf([[a/D) y u = limp a. Entonces para cada cardinal
reqular X con p < XN < A, existe un conjunto o’ de cardinales regulares, |a'| < |a|, y un
ultrafiltro D" sobre o' tal que limp @' = p y cf(J[a’/D") = N.

Demostracion. Por el Lema 2.2.8, podemos tomar una sucesién de funciones (f, : v < X') en
[ ] @ estrictamente creciente médulo D y g minima cota superior médulo D para tal sucesion.
Ademads, podemos considerar que g € [] a, sin pérdida de generalidad.

Para cada a € a, fijemos un club S, C g(a) con tipo de orden cf(g(«)) y lo enumeramos
como (S,(7) : i < cf(g(a))).

Afirmacién 1. cf([[,.,Sa/D) = N.

aca

Demostracion de la Afirmacion 1. Para f < X, definimos:

= _ { Sal(io) si fsla) < g(a) Aig =min{i < cf(g(@)) : fa(a) < Su(i)},

fﬁ(g) 0 en otro caso.

Notemos que f/,) € [[oeaSay f5 <D fg <p ¢g. También, ndtese que si v < «/, entonces
f5 <p fy pues f, <p fy. B

Primero, veamos que {fs : f < X'} es cofinal médulo D en [] ., S«. En efecto, si
f € 1l,cq Sas claramente f <p g; como f € []a, por la minimalidad de g, existe 3 < X’ tal
que f <p f5 <p fs.

Ahora, consideremos una familia {h¢ : & < p} C [[,c, Sa con p < X. Para cada £ < p,
como hg <p g podemos encontrar 3¢ tal que he <p fs. <p fs.. Sea 8 = sup{f : £ < u}.
Dado que X" es regular, 8 < X'. Asi, para todo & < u, he <p fs, <p f3-

Por lo tanto, cf([ [, Sa/D) = X.

aca

O
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Continuando con la demostracién del Teorema, definimos o’ = {cf(g(a)) : @ € a} y un
ultrafiltro D" en a’ como:

A€ D'siysolosi{a€a:cf(g(a)) € A} € D.

Por ser D ultrafiltro se sigue que D’ es también ultrafiltro y claramente |a'| < |a|. Vamos
a mostrar que estos a’ y D’ son los que buscamos.

Por Lema 2.2.8, para todo p/ < p se tiene que {a € a : ¢/ < cf(g(a))} € Dy, ademas,
{a€a:cfgla) <u} D2{a€a:a<u} e D,esdecr, { €d:p <o <pu}eD. Por
tanto, limp @’ = p.

Para § < X, definimos:

Falef(g(a))) = sup{i < cf(g(a)) : Fy € a(cf(g(7)) = cf(g(@)) A f5(7) = S,(0))}-

Como limp o’ = p, {a € a: cf(g(a)) > |a|} € D; asi, para un elemento de D:

Folet(g(@))) < cf(g(a)).

Y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que fé e]]d.
Para " € [[d/, definimos f € [],., Sa como f(a) = S,(f'(cf(g(«)))). Decimos que f’
induce f.

aca

Afirmacién 2. Dada f' € [ d, si sucede que f <p fs entonces f' <p fé

Demostracion de la Afirmacion 2. Existe b € D tal que Vv € b(f(7y) < fs(7)); entonces por
la definicién de la funcién inducida f:

J'(cf(g(7))) = i < cl(g(7)), donde i s tal que f(7) = S, (i).

Por definicién, fs(y) = S, (j), para algin j < cf(g(7)). Pero como f(v) < fz(7), se sigue
que 7 < 7. B
Finalmente, por la definiciéon de fé, concluimos que:

F(cf(g(7))) < g < fa(ct(g())).
O

Para ' € []d/, existe § < X tal que f <p fs pues g es minima cota superior médulo D
de (f, :v < XN)y f<pgyaque f € [[,e, 5 v, por la Afirmacion 2, f' <p fé Se sigue
que cf([Ja’/D") < .

De acuerdo a la Afirmacién 1, si ' = {f] : v < n} es una familia de funciones de []a’
y n < X, entonces el subconjunto F = {f, : v < n} C [[,c, S« de todas las funciones
inducidas esta acotado médulo D por alguna fs. Por la Afirmacién 2, f5 acota médulo D' a
F'. Por lo tanto, cf([[d'/D’) = X.

O
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Corolario 2.2.10. Sia es un intervalo de cardinales requlares, pu = sup(a), A € pcf(a) y N
es un cardinal reqular tal que p < X' < A, entonces X' € pcf(a).

Demostracion. Sea D ultrafiltro sobre a tal que cf(]]Ja/D) = A. Es facil ver que limp a < p.
Por el Teorema anterior, existe a’ conjunto de cardinales regulares y D’ ultrafiltro sobre a’,
tales que limp a’ =limpa y cf([][a’/D") = N.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que @’ C a, pues a es intervalo de cardinales
y limp a = limp a'.
Definimos un ultrafiltro D" sobre @ como: A € D" < 3B € D'(B C A). Claramente D"
es filtro y para ver que es ultrafiltro, si A C a, tenemos que ANa’ € D' o (a\ A)Nd € D'.
Consideremos (f, : 7 < X') una sucesién cofinal médulo D’ en [[a'. Para cada v < X
deffnase f, € [ a como:
- fo(a) siaed
fle) = { O7< ) sia éa.
Dada g € []a, existe v < X tal que g [+<p f,; luego {a €a:gla) < f,} D {a€d :
gla) < f,} € D asi, g <pr f,.
Ahora, consideremos (f, : v < 1), para n < X, sucesiéon de funciones en [[a. Existe
g € []d tal que f, <p g para toda v < 7, tomemos h € [[a, con h [y= g, entonces
fy <pr h. Por tanto, N = cf(][[a/D") y asi X' € pcf(a).
O

Este ultimo resultado nos dice que si a es un intervalo de cardinales regulares, entonces
pcf(a) es también un intervalo de cardinales regulares.



Capitulo 3
Ideal J_)(a)

3.1. Definicion

En esta seccién introduciremos el ideal J_(a) y demostraremos algunas de sus propiedades.
Ademas, enunciaremos y demostraremos varias propiedades y resultados de pcf(a) que se de-
ducen a partir del estudio de J.)(a).

Diremos que b C a fuerza que [ | a tenga cofinalidad < X (o b fuerza cof< X cuando no hay
peligro de confusion) si para todo ultrafiltro D sobre a con b € D se tiene que cf(][[a/D) < .

Definicién 3.1.1. Si a es un conjunto de cardinales requlares y A es un cardinal. Definimos
el ideal J-x(a) como:
Jex(a) ={b C a:b fuerza cof < \}.

Veamos que Jy(a) es en efecto un ideal. Si b € Joy(a) y ¢ C b, entonces ¢ fuerza cof< A
pues ¢ € D = b € D para cualquier ultrafiltro D. Tomemos ahora by,bs € J-y(a) y un
ultrafiltro D tal que by U by € D, entonces by € D 0 by € D y asi cf([[a/D) < A.

Podemos entonces considerar el producto reducido [[a/J<x(a). Un producto reducido
[Ta/I es k-dirigido si para todo B C [] a, con |B| < k, tenemos que B es acotado superior-
mente modulo .

Teorema 3.1.2. Sea a un conjunto de cardinales regulares y X un cardinal. Entonces [[ a/J<x(a)
es A-dirigido.

Demostracion. Tomemos B C [[a con |B| < A.
El resultado es trivial si |B| < |a|™, definimos:

f(a) =sup{g(a) : g € B},

para « € a. Como cada « es regular y mayor a |a|T, f € [[a y para todo g € B, g < f.
Supongamos ahora que |B| = u > |a|t y hagamos induccién sobre .
Si B = {gs : B < p}, para cada v < p, elegimos g/ cota superior médulo J.x(a)
para {g,} U {gs : 8 < 7} por nuestra hipétesis de induccién. Asi, podemos considerar a
B ={gp : f < p} linealmente ordenado por <;_, ()

33
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Suponemos también que pu es regular, de lo contrario el resultado se sigue por la hipdtesis
de induccion.

Recursivamente definiremos hg € [[ a para 5 < |a|T, de tal manera que § < 5/ = hg <
hg en todos lados. Para v y 3 dados definimos:

bg ={a€ca: g, (a)> hgla)}.

Comenzamos con hy = go. Para f limite, hacemos hg(«a) = sup{h,(a) : v < } para todo
a € a. Como « es regular y a > |a|T, tenemos que hg € [ a.

Supongamos que ya hemos definido hg. Si hg es cota superior médulo J.y(a) para B
habremos terminado. De lo contrario, existe v < p tal que b5 = {a € a : g,(a) > hg(a)} &
J<)\<a).

Sea 5 = min{y < p : b & Jox(a)}, como bfﬁ Z Jox(a), existe un ultrafiltro D sobre a
tal que bfﬁ € Dy cf(J[]a/D) > A. Por esto, podemos elegir f € []a cota superior médulo
D para {g, : v < p}. Definimos entonces hgiq(o) = max{hg(a), f(a)} para toda a € a.

Afirmacién 1. Siy > v, entonces b3 C 5.

Demostracion. Como hg < hgy1 en todos lados, se sigue que bf“ - b?/.

Veamos que b € D. Primero, b5 \ b = {a € a: g, ,(a) > hg(a) > g,(a)} € Jex(a) =
bgﬂ \ b & D, dado que D N Jx(a) = 0 pues cf([Ja/D) > A. Como bfﬁ € D, se sigue que
bf;@ N bf: € D y por tanto bg eD.

Por otro lado, como f < hg.1, tenemos que b = {a € a : hgi(a) < gy (@)} C {a €
a: f(a) <gy(a)} & D, pues g, <p f.

Como bt & D y b5 € D, se sigue que b5 C b5,

]

Si la induccién nunca se detuvo podemos definir v = sup{vs : 5 < |a|T} pues p > |a|T,
entonces (b2 : 3 < |a|*) es una sucesién estrictamente decreciente de subconjuntos de a. Una
contradiccion.

]

Corolario 3.1.3. S7 a es un conjunto de cardinales regulares, para cualquier ultrafiltro D
sobre a tenemos:

cf(][a/D) < A& DN Jo(a) # 0.

Demostracion. El regreso es trivial por definicién de J.y(a).

Supongamos ahora que D es un ultrafiltro sobre a tal que DNJ.y(a) = Oy sea (f, : v < )
una sucesion de [[a con p < A. Por el teorema anterior, existe g € []a tal que f, <;_ ) ¢
para toda vy < p. Como DN J.y(a) = 0, se sigue que f, <p g para toda v < p. Por lo tanto,
cf(J[Ta/D) > A

O
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Proposicién 3.1.4. Sea a un conjunto de cardinales requlares y A un cardinal. Sib € J\(a),
entonces b es acotado en .

Demostracion. Si A > sup(a) el resultado es trivial. Supongamos entonces que A < sup(a) y
tomemos b C a no acotado en \. Por la propiedad de la interseccién finita, podemos encontrar
un ultrafiltro que contenga a b y a todos los segmentos finales de \.

Sea < Ay (fs: f < u) una sucesién de elementos de [] a. Definamos ¢g € [[ @ como:

gla) = { sup{fs(a) : B<p} sia>p

0 en otro caso.

Dado que {a € b:a>pu} C{aca: fzgla) <g(a)} € D, tenemos que fz <p g para todo
B < .
Asi pues, cf(]]a/D) > p para cualquier p < A, es decir, cf([[a/D) > A. Por lo tanto, si
b € Joa(a), entonces b debe ser acotado.
O

Otra observacion a tener en cuenta del ideal J.y(a) es que J-y(a) C Joy(a) para A < X,
lo cual es trivial por la definicién.

Por otro lado, para A cardinal limite, J)(a) = Uu</\ J<,u(a). En efecto, por la observacién
anterior |J,_, J<u(a) € Jcx(a). Para probar la otra contencién, supongamos que existe b €
Joa(@) \U,<x J<u(a), tomamos un ultrafiltro D tal que b € D y sea disjunto a J, . J<u(a),
es decir, cf([[a/d) < XA pues b € DN J.y(a), pero cf([[a/D) > p para todo p < A por el
corolario anterior. Esto es imposible.

Proposicién 3.1.5. Supongamos que a es un conjunto de cardinales requlares y \ un car-
dinal, entonces

Jexn(a) ={b C a: pcf(b) C A}

Demostracion. Probemos primero que Joy(a) € {b C a : pcf(b) C A}. Sea b € Joy(a)
y D un ultrafiltro sobre b. Podemos encontrar ultrafiltro D’ sobre a tal que D C D'. Si
cf(JTb/D) > A, entonces cf([[a/D") > A, lo cual no puede pasar pues b € D'.

Para la contencién contraria, tomemos b C a tal que pcf(b) C A. Si D es un ultrafiltro
sobre a con b € D, entonces D' = D NP (b) es un ultrafiltro sobre b. Entonces cf([[b/D’) <
A= cf(J[a/D) < A

[

De la proposicion anterior, en particular tenemos que
pcf(a) C A < Joy(a) = P(a).
Esto es claro pues pcf(a) C A < a € Joy(a), pero si a € Joy(a), entonces Joy(a) = P(a).

Corolario 3.1.6. Si A es un cardinal y b C a, entonces J-x(b) = Jox(a) N P(b).
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Lema 3.1.7. Sea a un conjunto de cardinales requlares. Entonces
A € pcf(a) & Jaa(a) © Jon+(a).

Demostracion. (<) Si b € Joy+(a) \ J<x(a), entonces existe ultrafiltro D sobre a tal que
cf(JTa/D) > A. Pero como b € J_+(a), se sigue que cf([[a/D) = A.
(=) Sea A € pcf(a) y D un ultrafiltro sobre a tal que cf(JJa/D). Es obvio que D N
J<x(a) = 0. Del Corolario 3.1.3, se sigue que existe b € D N J_y+(a).
[

Como (J<x(a) : A es un cardinal ) es una sucesion creciente y continua en ordinales limite
tal que Joy(a) # Joy+(a) cuando A € pcf(a), podemos acotar |pcf(a)| < 2%, En el Capitulo
4 encontraremos una mejor cota para pcf(a).

Otro resultado sencillo es que pcf(a) tiene maximo. Sea A = min{\ cardinal : J.)(a) =
P(a)}. Si A fuera un cardinal limite, como Jox(a) = U, ., J<u(a), existirfa p < A tal que
a € Jou(a) = Jou(a) = P(a), contradiciendo la minimalidad de . Sea & tal que Kt = A. Se
sigue de J.(a) € Jo.+(a) que k € pcf(a) y asi k = max(pcf(a)).

Teorema 3.1.8. Supongamos que I es un ideal sobre a un conjunto de cardinales requlares,
A es un cardinal reqular y (f, : v < ) un sucesion creciente y cofinal médulo I de []a.
Entonces, existe una sucesion (b, : v < ) de subconjuntos de a tales que:

1. by &1,

2.1 <y <A=>by, \by, €1,

3. para toda v < X, {(f,|by: p < A) es cofinal mddulo I en []b,,

4. existe g € [[a cota superior mddulo I* para (f, v < A).
Donde I* es el ideal generado por I U {b, : vy < A}.

Demostracion. Dado que a es un conjunto de cardinales regulares y (f, : v < A) es no
acotada médulo I, tenemos que A > |a|™.

Para cada v < |a|™, construiremos de manera recursiva funciones g, y sucesiones (bg :
¢ < A) de subconjuntos de a que cumplan con los puntos (1), (2) y (4) del teorema. Si
también se cumple el punto (3) detenemos la construccién. Al final, demostraremos que en
algin momento se tuvo que detener la construccion.

Supongamos que g, es dada. Definiremos para cada § < A,

bz ={aeca:g(a) < fela)}

Como (fe : € < ) es creciente médulo I, entonces b, \ b/, € I para & < &. Atin mas,
como (fe : £ < A) es cofinal médulo I, existe £(y) < A tal que bg(v) ¢ I; hacemos b] = bg(w)
para toda § < £(\). Por definicién de b/, g, es cota para (f¢ : § < A) médulo el ideal generado
por U {b] : £ < A}. Con esto, tenemos que se cumplen los puntos (1), (2) y (4).
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Comenzamos la construccién de las funciones g,. Tomemos gy € [[a arbitraria. Para
v < |a|* limite definimos g, () = sup{gs(c) : B < v} para toda « € a.

Dada v < [a|*, si (b : § < A) cumple con el punto (3) del teorema, habremos terminado.
De lo contrario, elijamos £(7) < A tal que ((f,[bi, : p < A) no es cofinal médulo I en
[10/, Existe h € [Ja tal que {a € b}, : h(a) > f,(@)} & I para toda p < A. Notemos
que hlb! £1 f,|bl para & > £(7), pues be(y) \ be € I. Definamos para a € a,

gyr1(@) = méx{g,(a), h(a)}.

Afirmacion 1. FEziste £ < X tal que Vy < |a]+(bz+1 cb).

Demostracion. Primero, notemos que g, < g, en todos lados para v < +/, es decir, bgl - bg
para cualquier £ < .

Ahora, podemos tomar £ = sup{&(7y) : v < |a|T} < X pues A es regular. Para v < |a|™,
tenemos que {a € b : h(a) > fe(a)} € I, ya que h|b] £; fe|b!. Entonces existe o € b/ tal
que fe(o) < h(a) < gy(a) = a ¢ bg“.

O

Por la afirmacién (b} : 7 < |a|*) es una sucesién estrictamente decreciente de subcon-
juntos de a. Esto es una contradiccion. Por lo tanto, la construccién se detuvo en algin
momento.

O

Corolario 3.1.9. Si I es un ideal sobre a tal que [[a/I es A\-dirigido, D es ultrafiltro sobre
a disjunto a I y cf([[a/D) = X. Entonces existe b € D tal que tcf(J[b/I) = A.

Demostracion. Sea (f, : v < A) una sucesién creciente y cofinal médulo D en [[a. Como
[Ta/I es A-dirigido, podemos suponer que (f, : v < A) es creciente médulo I. Luego,
(fy : v < A) es no acotada moédulo I, de lo contrario una cota médulo I serfa cota médulo
D.

Por el Teorema anterior, encontramos una familia {b¢ : £ < A} de subconjuntos de a
tales que, para cada & < A, (fy|be : 7 < A) es cofinal médulo I en []be. Se sigue que
tef([[be/1) = A

Si mostramos que existe £ < A tal que b € D habremos terminado. Por el Teorema
anterior, (f, : v < A) es acotada médulo I*, con I* el ideal generado por 1 U {b¢ : & < A}. Si
VE < A(be € D), entonces D N I* = (). Esto implicarfa que (f, : v < A) es acotada médulo
D. Una contradiccién.

]

Corolario 3.1.10. Supongamos que a es un conjunto de cardinales requlares. Si I es un
ideal sobre a tal que cf([[a/D) = X para todo ultrafiltro D sobre a disjunto a I. Entonces

tef([[a/I) = M.
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Demostracion. Sea I* ={b Ca:be IVtcf([[b/I) = A}. Afirmamos que [* es un ideal. En
efecto, si b € I y ¢ es subconjunto de a tal que tcf([[¢/1) = A, entonces tef(J[(bUc)/I) = A
pues b € I, y asi podemos extender de manera arbitraria los elementos de una sucesion
creciente y cofinal médulo I en [Jc a [[(bUc¢) y ésta conserva sus propiedades. Las demés
propiedades son faciles de verificar.

Supongamos que a ¢ I*. Si existe b € J.y(a) \ I, por la Proposicién 1.2.7 podriamos
tomar ultrafiltro D sobre a con b € Dy D N1 = (), lo cual contradice nuestra suposicién
cf([Ta/D) = A. Se sigue que J.(a) C I y entonces [[a/I es A-dirigido. Sea D ultrafiltro
disjunto a I*, en particular, D NI = (), esto implica que cf(JJa/D) = A. Por el Corolario
3.1.9, existe b € D tal que tcf(][b/I) = A, contradiciento que D N I* = ().

Asi, a € I y dado que a € I, se sigue que tcf([Ja/I) = .

Corolario 3.1.11. Sib € Jy+(a)\ Jex(a), entonces tef([[b/J<r(a)) = .

Demostracion. Sea I el ideal generado por Joy(a)U{a\ b}. Veamos que cualquier ultrafiltro
D disjunto de I cumple que cf([]a/D) = . En particular, DNJ.y\(a) =0 = cf(J[a/D) > .
Por otro lado, a\ b€ I = b€ D, pero b € J_y+(a) = cf([[a/D) < A
Por el Corolario 3.1.10, tcf(JJa/I) = A. Como a\b € I, concluimos que tcf([[b/J<x(a)) =
A
[

Sabemos que J.y(a) € Joy+(a) cuando A € pcf(a) y se da la igualdad de otro modo.
Para demostrar el siguiente Lema, supondremos que, para cada A cardinal, existe un conjunto
ba(a) tal que J_y+(a) es el ideal generado por J.y(a)U{by(a)}. Para el caso en que A & pcf(a)
esto es trivial, sin embargo, la existencia en general de estos by(a) se demostrara hasta la
siguiente seccién.

Para la demostracién del siguiente Lema, definimos el supremo de una familia F C [Ja
como:

sup(F)(a) = sup{f(a) : f € F},
para cada « € a.

Lema 3.1.12. Supongamos que a es un conjunto infinito de cardinales requlares, entonces

méx(pcf(a)) = AL ).
donde [ a estd ordenado por f < g <= Va € a(f(a) < g(a)).

Demostracion. Primero, probemos max(pcf(a)) < cf(]] a). Para cualquier ultrafiltro D sobre
a, a € D, por tanto, una sucesién cofinal en [[a también lo serd en cf(][a/D). Por tanto,
cf(JTa/D) < cf(]] a).

Para la otra desigualdad, para cada A € pcf(a), sea b,(a) generador de J. +(a) a partir
de Jx(a). Del Corolario 3.1.11, podemos fijar sy := (f2 : v < A) sucesién creciente y cofinal
médulo Joy(a) de []b,(a).

Sea F' = {G C U,cper(a) 51 1 G sea finito}.
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Afirmacién 1. {sup(F): F € F} es cofinal en ] a.

Demostracion. Fijemos h € [Ja. Sea A\g = méx(pcf(a)). Podemos encontrar &, tal que
h < fg\oo moédulo J.y,(a). Entonces

Xo:={a€a:h(a)> ()} € Jox(a).

Ahora, sea A\; = max(pcf(Xp)). Como Xy € J.y,(a), cualquier ultrafiltro D sobre X al
extenderlo a un ultrafiltro D’ sobre a tenemos cf([[a/D’) < Ao, por tanto, cf(][ Xo/D) < Ao.
Es decir, A1 < Ao.

Para cualquier ultrafiltro D sobre Xy, cf([] Xo/D) < Ay, y existe uno tal que cf(][ Xo/D) =
A1, se sigue que Xo € J_y +(a) \ Jep, (a). Esto implica que X, N by, (a) # 0, asi, podemos
encontrar & < A; tal que h| Xy < ff)‘11|X0 moédulo Joy, (a). Entonces

Xy ={ae Xy: hla) > fé\ll(oz)} € Joy, (a).

Continuamos de esta manera hasta que X,, = () para algtin n € w. Esto debe ocurrir, de
lo contrario (\; : k € w) seria una sucesién decreciente de cardinales infinita y esto no puede
pasar.

Entonces h < sup{fs’\k’“ : k < n}. En efecto, tomemos o € a 'y seam = min{k <n:a ¢
Xi}, esto quiere decir que h(a) < fim(a) < sup(F)(a).

O

Es facil ver que | F'| = méx(pcf(a)). Asi, cf(J[ a) < méx(pcf(a)). Por lo tanto, méax(pcf(a)) =

cf(]]a).
[l

Lema 3.1.13. Sea a un conjunto de cardinales regulares y I un ideal sobre a. St
W= sup{cf(H a/D) : D es un ultrafiltro en a con DN 1 = Q}.

Entonces existe b € I tal que ;1 = max(pcf(a \ b)).

Demostracion. Para cada ¢ € I y cualquier ultrafiltro D sobre a disjunto a I, tenemos
que ¢c € I = a\c € D. Para D' = DNP(a)\c), D' es ultrafiltro sobre a \ ¢ tal que

cf(JTa/D) = cf([[(a \ ¢)/D") < max(pcf(a \ ¢)). Se sigue que p < max(pcf(a \ ¢)).
Afirmacién 1. Eriste b € I tal que a\ b€ J.,+(a).

Demostracion. Supongamos que a \ b & J.,+(a) paratodob € I.Sibe Iy ce Jo,+(a),
entonces b U ¢ # a, de lo contrario a \ b C ¢ = a \ b € J_,+(a), contradiciendo nuestra
suposicion inicial. De esta manera, existe un ideal propio J sobre a tal que I U J_,+(a) C J.
Si D es un ultrafiltro sobre a con DNJ = . En particular, DNJ_,+(a) = 0 y el Corolario
3.1.3 implica que cf([Ja/D) > p*t. Lo cual contradice nuestra deficinién de u pues DNI = ().
O]
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Elijamos b € I tal que a \ b € J.,+(a) y D un ultrafiltro sobre a tal que a \ b € Dy
cf([I(a \ b)/D") = max(pcf(a \ b)), donde D' = DN P(a\b). Como a\be DNJ,+(a), se
sigue que cf([Ja/D) < u. Por otro lado, méx(pcf(a\ b)) = cf([[(a\b)/D’) = cf(][a/D) < p.

Por lo tanto, para este b € I, u = max(pcf(a \ b)).

[

Del Lema anterior, podemos deducir que p es un cardinal regular dado que p € pcf(a\b).

Teorema 3.1.14. Suponga que a es un conjunto de cardinales requlares y I un ideal sobre
a. Entonces

cf(H a/l) = Sup{cf(H a/D) : D es un ultrafiltro sobre a y DN 1 = (}.
Adin mds, cf([[a/I) es un cardinal reqular.

Demostracion. Sea p = sup{cf([[a/D) : D es un ultrafiltro sobre a y D NI = (}}. Por el
Lema 3.1.13, existe b € I tal que p = méax(pcf(a \ b)). Aun mds, p es un cardinal regular.

Luego, i = cf(]J(a \ b)) por el Lema 3.1.12. Como b € I, es facil ver que cf([Ja/I) <
cf(J[(a\ b)), y asi cf([Ja/I) < p.

Por otro lado, si A C []a es una familia cofinal médulo I. Para cualquier ultrafiltro
D sobre a disjuntos a I, por la Observacién 2.1.5, A también sera cofinal médulo D. Esto
implica que cf([Ja/D) < cf([[a/I) = u < cf([[a/I).

Por lo tanto, p = cf(JJa/I).

[

Finalmente, veamos una iltima proposicion respecto a pcf y submodelos elementales de

H(H).

Proposicién 3.1.15. Supongamos N < H(0), con 0 suficientemente grande, y a € N,
entonces pcf(a) € N. Ademds, Jox(a) € N para toda A € pcf(a) N N. Si |pcf(a)] C N, se
sigue que pcf(a) € N.

Demostracion. Consideremos ¢(z,a) la férmula "z es un cardinal regular y existe un ultra-
filtro D sobre a tal que = cf(][a/D)”. Entonces

pef(a) = {z € H(0) : H(0) = ¢(x,a)}.

Vemos que pcf(a) es definible en H(#) por una férmula con pardmetros en N vy, por tanto,
pcf(a) € N.
Luego, de la proposicién 3.1.5, tenemos que Joy(a) = {b C a : pcf(b) C A}. Asi,

Jex(a) = {be H(0) : H(O) = (b C aApcf(b) C A,

Nuevamente, J.y(a) € N, pues es definible en H(6) por una férmula con pardmetros en N.

La ultima afirmacién se sigue de la proposicion 1.4.15.
O
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3.2. Existencia de generadores

En la seccién pasada, supusimos que existian subconjuntos by (a) que generaban J_y+(a)
sobre J_)(a). Estos subconjuntos eran triviales cuando A ¢ pcf(a). En la presente seccién
nos dedicaremos a probar la existencia de estos subconjuntos de a. Para ello necesitaremos
algunos resultados previos.

Proposicién 3.2.1. Suponga que a es un conjunto de cardinales regulares, I un ideal sobre
a y vy un ordinal limite con cf(y) < min(a). Si (fg : f < ) es una sucesion estrictamente
creciente mdédulo I de [[a y para cada o € a definimos

fy(a) = min{sup{fs(a) : B € C} : C es un club en v}.
Entonces fs < fy para toda 5 < 7.

Demostracion. Notemos que f, € [[a pues cf(y) < min(a). Sea § < . Para cualquier club
C' de 7, existe 7 € C tal que § < 7. Luego fz <; fy, es decir, {a € a: fg(a) > f,(a)} € 1.
Esto implica que {a € a : fz3 > sup{fe : { <~v}} & 1.

Por lo tanto, fs <; f, para toda 8 < 7. ]

Lema 3.2.2. Suponga que a es un conjunto infinito de cardinales regulares con |a|t <
min(a). Si A € pcf(a), entonces existe una sucesion (f, : v < A) creciente modulo Jy(a)
en [[a tal que para todo ultrafiltro D sobre a, que cumpla con c¢f([Ja/D) = A, la sucesion
(fy 17 < A) es cofinal mdédulo D en []a.

Demostracion. Supongamos que el lema es falso. Comencemos definiendo de manera recur-
siva sobre |a|* = k sucesiones (f$: 7y < A) crecientes médulo J(a) tales que

Lnp<é=f1< f§ para cualquier v < A,

2. Si cf(y) = ~, entonces, para toda a € a, f5(a) = ml’n{sup{fg(oz) B e C}
C es un club en ~}.

Usando que [Ja/J<a(a) es A-dirigido y la Proposicién 3.2.1 en ordinales limite v < A
de cofinalidad x, podemos definir una sucesién (fy : v < A) creciente médulo J.x(a). Para
¢ < k limite, para cada v < A\ y cada o € a definimos:

fé(a) = min{sup{fé(a) :f€C}:Cesuncluben v} sicl(y) =k,
Y= SUPy ¢ fZZ(O‘) si cf(y) # k.

Por induccion sobre 7, si n < &, vemos que [ < f,§ , pues fg < fé para todo 3 < 7.

Para £ < k y una sucesién ( f§ : 7 < A) dada, por nuestra suposicién inicial, podemos
encontrar un ultrafiltro D¢ y go € []a cota superior médulo De para (f5 :~ < A). A partir
de go, tomemos una sucesién (g, : v < A) cofinal médulo D¢ en []a.
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Si cf(y) # k, dado que [Ja/J<x(a) es A-dirigido, encontramos h € []a cota superior
médulo Joy(a) para <fg+1 : B < 7). Definimos para cada o € a

£ (@) = méx{h(a), f5(a), g,(a)}.

Si cf(y) = &, definamos para cada o € a, f$™'(a) = min{sup{fé“(a) : B e C}
C es un club en v}.

Claramente, f < fS*! para n < €. Bs facil ver que (f$*':+ < A) es cofinal médulo De.

Fijemos cardinal regular  suficientemente grande. Del Lema 1.4.19, podemos encontrar
una secuencia de aproximacion (NV; : i < k) en H(0) tal que

HUQU{)\}U{<]C,$I’Y<)\>I§<K}U{D§25</€}U{f§25</€}gN0.

Ademads, podemos pedir que |N| = k, donde N := N,.

Recordemos que xn(a) := sup(NNa) (véase Definicién 1.4.20). Como |N| = k < min(a),
xn;la € []a, para cada i < k.

Notemos que xn(A) < A pues |[N| = k < A. Por el Lema 1.4.21, cf(xny(A)) = cf(k) = k.
Ademds, para cada & < k, usando el Lema 1.4.22, encontramos una sucesion (i(3) : § < k)
estrictamente creciente y continua de ordinales en k tal que

fiN()\)(a) = SUP{fiNi(ﬁ)(A)(a) LB <K},

para todo a € a. Ademas, tenemos que fﬁN(A) < xnla.
Definamos para cada £ < k

1
e ={a€a: fi;(/\)(a) = xn(a)}.
Afirmacion 1. ¢ C ceqq.

Demostracion. Primero, notemos que ¢g C cey1, pues f)ﬁN()\) < f§+b\).

Fijemos una sucesién (i(f) : § < k) en £ como en el Lema 1.4.22 para £ + 2.

Usando nuevamente el Lema 1.4.21, sabemos que XNi(ﬁ>|a € Ni+41)- Como Deyy € Ny,
por elementaridad, N;g41) sabe que ( f§+2 :y < A) es cofinal médulo Deq, es decir, existe
7 € Ni+1) tal que

42
XNy @ <Deyr £57°

Luego, v € Nig41) = 7 < X, A), se sigue que

e

f§+2

XNyg) @ <D, XN 41y N

Como f§™ € Ny a C N, tenemos que f§°(a) € N = f57(a) < xn() para toda
a € a. Y por la definicién de f§+2 vemos que

§+1 §+2
fXN()\) <Dg+1 0 < XNla'
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Asi, para cada 8 < k, podemos elegir ag € a tal que

+2 +1
Xvi (@) < S22 oolas) v fudon(as) < xwv(as).
Dado que |a| < k, podemos encontrar un subconjunto I C k de cardinalidad k y o € a
tal que ag = a para toda g € 1.
De la segunda desigualdad, concluimos que o ¢ c¢. Resta verificar que o € c¢41. Usando
algunas desigualdades anteriores

2 2
fi;(/\)(a) > %12,) fi::zm)(/\) (@) 2 %Ig? XNi(ﬁ)(a) = xn(@).

Pero ya habifamos visto que fﬁii\) < xwla. Por lo tanto, fi;i\)(a) = xn(a), es decir,
Q€ Ceq-
[

Finalmente, vemos que (c¢ : £ < k) es una sucesion estrictamente decreciente de subcon-
juntos de a. Esto es una contradiccion.
O

Lema 3.2.3. Sean p y A cardinales requlares no numerables tales que pu* < . Entonces
existe una sucesion (P, : v < A) tal que, para cada v < A, P, € {X C v : |X| < u}
y |Py| < X Ademds, para cada 6 > X cardinal regular y x € H(0), podemos encontrar
(N, : p < p) una secuencia de aproximacion de H(0) tal que x € Ny, ¥, =sup(N,NA) € A
para cada p < p y si p < p es un ordinal limite, entonces {U, : 0 < p} € Nyy1 NP, .

Demostracion. Haciendo k = pt, fijemos una sucesién (C, : a € S) como en el Teorema
1.5.4. Notemos que para cada club C' de u*™7, existe a € S tal que C, C C.

Fijemos ahora 6 > Ay x € H(f). Sea (N : £ < p™t) una secuencia de aproximacién de
H(0) tal que {z,(Cy : € S),S} C Ny y, para cada & < ut™, | Ne| < A, entonces,

Ue :=sup(Ne N A) € A

Sea E := {1 : £ < u*T}. No es dificil convencerse que E es un club en sup(E) y cf(sup(E)) =
e

Caso 1: A =ptt,

Para cada v < A, definamos P, := {C, Ny : a € S}. Es claro que estos P, cumplen las
propiedades deseadas.

Observemos que sup(FE) = A, pues E C Ay |E| = \. Es decir, E es un club en \. Por
tanto, existe a € S tal que C, C F.

Sea (£(p) : p < p) una sucesién creciente y continua tal que

Co = {V¢p) : p < 11}
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Es facil ver que (Ngp) @ p < p) es un secuencia de aproximacién. Veamos que es la
secuencia deseada. Nos resta probar que para p < p ordinal limite, {J¢) : 0 < p} €
Ne(or1) N P19£(p)'

Para cualquier p < p, es inmediato que {U¢y) : 0 < p} = Cq Mg, € Py,,,,- Notemos
que Vg(p) = sup(Ne(p) N A) € Ne(or)-

Supongamos ahora que p es ordinal limite. Esto implica que ¢,y es punto limite de
Cy. Por elementaridad, existe n € N NS tal que ¢, es punto limite de C,. Se sigue que
C, € Ne(pt1)- Por la eleccién de la sucesién (C, : o € S) tenemos

ey 1 0 < p} = Ca Ny = Cp N V() € Ne(or).

Caso 2: A\ > putt,
Para cada 8 < A con cf(3) = p* 7, fijemos un club Dg C § y consideremos iz : ™+ — Dy

el isomorfismo correspondiente. Para cada a € S, definamos C? = {ig(v) : v € C,}.
Notemos que C¥ es un club en ig(a) y |CP| < p.
Definamos

P ={C’Ny:B<ANCct(B)=p"" Aa € S},

para cada v < A. Es facil ver que estos P, tienen las propiedades deseadas.
Recordemos que E = {U¢ : £ < p™"} es un club en g := sup(E) y cf(f) = p*.
Enumeremos como Dg = {ig(i) : i < ™"} y sea

E'={ne ENDg:3(n="1c=1s(5))}

La Proposicién 1.3.5 nos asegura que F’ es un club en 8. Entonces E* = igl[E’ ] es un club
en utt.

Fijemos a € S tal que C, C E* y enumeremos como C, = {v, : p < u}. Notemos que
Cg C E, entonces podemos pensar a Cg COmo

Cg = {ﬁg(p) p < ,LL}.

Veremos que (Ng(p) @ p < p) es la secuencia de aproximacion deseada. Es inmediato que
{Ve(o) 1 0 < p} = CL N,y € Py, para cualquier p < pu.

Notemos que C# C E’. Entonces, para cada p < p, tenemos que Vepy = ig(Vp) = Uy,
Como la enumeracién de E fue estrictamente creciente(es decir, n < § = 1, < ¥¢), se sigue
que £(p) = V.

Como en el Caso 1, para p limite, v, es limite en C, y, ademas, U¢(,) € Ng(p41) implica
que v, = £(p) € Ne(pt1)- Por elementaridad, existe n € Ne,41) NS tal que v, es limite en C,,.
Entonces

{voio<pt=Cany,=CyNv, € Nepr).

Por lo tanto,
{Veo) 20 < pt = {0y, 1 0 < p} € NeGor)-
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En particular, haciendo P := |J, _, P,, encontramos una coleccién P C {X C A : [X] <
w1} tal que |P| < A. Ademds, para cada = € H(f), podemos definir

N::UNp y X={n,:p<upu}l

p<p

Vemos que x € N y X es un subconjunto cofinal en N N A tal que, si Y C X es un segmento
inicial, entonces Y € N N P. Esto ultimo pues Y € N,,1 N P, , para algun p < p limite.
Notemos también que cf(N N A) = cf(sup(X)) = p.

Teorema 3.2.4. Suponga que a es un conjunto infinito de cardinales regulares con |a|t <
min(a) y A € pcf(a). Entonces existe un subconjunto b C a tal que Joy+(a) es el ideal
generado por Joy(a) U {b}.

Demostracion. Elijamos una sucesion (f., : v < A) como en el Lema 3.2.2. Usando el Teorema
3.1.8, encontramos una sucesion (be : & < A) de subconjuntos de a tal que £ < & = b\ b €
Jox(a) y (fy]be : v < A) es cofinal médulo J.y(a) en [] b para cada £ < A. Ademads, existe
una funcién g € [[a cota superior médulo I de (f, : v < A), donde I es el ideal generado
por Joy(a) U{be : £ < A}

Afirmacién 1. J_y+(a) =1

Demostracion. Primero, veamos que para toda § < A, be € Joy+(a). Sea D ultrafiltro sobre
a con be € D. Si DN Joy(a) # 0, del Corolario 3.1.3 se sigue que cf([]Ja/D) < A. Si D es
disjunto a J.y(a), se sigue que cf([[a/D) < X pues (f,|be : v < A) es cofinal médulo J.y(a)
en H bg y bf eD.

Ahora, supongamos que existe b € J_y+(a)\ I y sea D un ultrafiltro sobre a tal que b € D
y DNI = (). En particular, DNJ.y(a) = 0y, por tanto, cf([]a/D) = A. Por nuestra eleccién
de (f, : v < \), tenemos que esta sucesion es cofinal médulo D. Esto no puede suceder pues

g es cota médulo I y D NI = () implica que también lo es médulo D.
O

Bastaria probar que, para algin be, J_y+(a) es generado por J.y(a) U {b¢}. Supongamos
que esto no ocurre, entonces

VE < AP > E(bg & Ie),

donde I es el ideal generado por Jy(a) U {b¢}. Esto implica que b \ be & J<x(a). Dado que
A es un cardinal regular, sin pérdida de generalidad, suponemos que bg \ bs & J<x(a) para
todo £ < B < A.

Sea p = |a|t. Claramente, u < min(a) < A, asi, sea P como en la observacién antes del
teorema. Para cada X C A de cardinalidad p, definamos

fx () = sup{fy(e) - v € X},

para cada a € a. Como p < min(a), fx € [[a. Podemos encontrar h € []a cota superior
médulo Joy+(a) de {fx : X € P} pues [[a/Jy+(a) es AT-dirigido.
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Fijemos 6 regular suficientemente grande. Sean N < H(f) tal que z = {h} U {(bs : { <
A)} € Ny X como en la observacién. Para cada Y C X, consideremos

Ay ={a€a: fy(a) > h(a)}.

Para segmentos iniciales Y de X, Y € P, entonces Ay € J_y+(a). Por otro lado, existe
un segmento inicial Y de X tal que Y € NNPy Ay = A := Ax. En efecto, paracada a € A
podemos encontrar Y, tal que a € Ay, , como cf(sup(X)) = p > |af, entonces Y = {J .4 Ya
es el segmento inicial deseado. Por tanto, A € J.y+(a) y A € N.

Dado que A pertenece al generado por Joy(a) U{be : E <A}y 11 <72 <A =1by \ by, €
Jx(a), podemos encontrar § < A tal que A € I4.

Como A € N, para algun { € N, A € I;. Esto implica que

hlberr =1, fx|besr-

Luego, £ € N = £+ 1 € N. Dado que (f,|bey1 : v < A) es cofinal médulo J.y(a), por
elementaridad, existe 5 € N N A tal que fg|ber1 > h|bey1 médulo Joy(a). Como X es cofinal
en N N\, podemos pensar que 3 € X.

Finalmente,

Rlbevr =1, fx|berr =1, falbeyr > hlbeya.

Lo cual es una contradiccién pues h|bey1 >, hlbei1 pero beyy & Ie.
]

De aqui en adelante, para cualquier subconjunto a de cardinales regulares con |a|t <
min(a), by(a) serd un generador de J_,+(a) sobre J.y(a). Ademds, sabemos que by(a) # ()
cuando A € pcf(a). Concluimos esta seccién con algunos resultados sencillos de los conjuntos
generadores.

Observacion 3.2.5. ¢f(J[[a/D) = min{\ : by € D}

Para ver esto, veamos que como cf([[a/D) = A, por el Corolario 3.1.3, podemos tomar
be DN Joy+(a). Atin mas, DN Joy(a) = 0. Por definicién, b\ by(a) € J-x(a), esto implica
que bNby(a) C by(a) € D.

Para la minimalidad, si i < A, entonces b, € D pues b, fuerza cof< p= < A

Observacién 3.2.6. Si A = min(pcf(a)), entonces by(a) = {A\}.
Notemos que min(a) = min(pcf(a)) y Jox(a) = 0. Sea b € J_y+(a). Si sucede que N € b
para un A > A, entonces {\'} € J_y(a). Pero para D el ultrafiltro principal de X" tenemos

que cf(J[Ja/D) = XN > . Esto no puede pasar.

Lema 3.2.7. Para cualquier ¢ C a, existen Ay, ..., A, € pcf(c) tales que ¢ C by, (a)U...Uby, (a).
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Demostracion. Considere J = {b C ¢: para algunos Ay, ..., A\, € pcf(c),b C by, (a),...,b, (a)}.
Es facil ver que J es un ideal sobre c. Si ¢ € J habremos terminado. Supongamos entonces
que esto no sucede y tomemos un ultrafiltro D sobre a tal que c€ Dy DN J = 0.
Podemos extender D a un ultrafiltro U sobre a tal que A = cf(J[[¢/D) = cf(]] a/U). De
la observacién anterior, by(a) € U y entonces by(a) Nc € U, pero trivialmente by(a) Nc € J.
Esto contradice que U N J = 0.
[
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Capitulo 4
Una cota para |pcf(a)

En el capitulo anterior habiamos visto que |pcf(a)| < 2%, En el presente capitulo, nos
dedicaremos a demostrar que |pcf(a)| < |a|*3.

4.1. La mejor cota hasta el momento

Definicién 4.1.1. Sea a un intervalo de cardinales requlares. Consideremos un ideal I sobre
a,bCayge]]a.

Diremos que una familia A C [ a es cofinal mddulo I en []b bajo g si para toda h € []b
con h <y glb, existe f € A tal que h <y flb.

Observemos que si una familia A C []a es cofinal médulo I en [[b bajo g y d C b,
entonces también serd cofinal médulo I en [[d bajo g. En efecto, sea h € []d tal que
h <; g|d, definimos h’' como la extensién de h a b haciéndola 0 fuera de d. Asi, ¥ <; g|by
entonces existe f € A tal que b’ <; f|b. Como d C b, claramente h <; f|d.

Si A es un conjunto de cardinales y n un nimero natural, denotamos A™ = {a™" : a €

A}

Lema 4.1.2. Suponga que A es un cardinal singular de cofinalidad no numerable. Sea C' un
club de [cf(N),\) cuyos elementos sean cardinales singulares y otp(C) = cf(\).

Considere n > 1 un nimero natural, a = C*™ y ¢ =J, -, C*k. Suponga que existe un
generador bs de J_s+(c) sobre Jos5(c) para cada & € pcf(c).

Entonces {p € C: pt" € | Jp_, by+x} contiene un club de .

Notemos que si existe un conjunto C' como el mencionado en el Lema. En efecto, para
cualquier club de [cf(A\), A) de tipo de orden cf()\), podemos tomar el conjunto de puntos
limite cardinales. También, notemos que a es un intervalo de cardinales regulares tal que
min(a) > cf(\) = |al.

Demostracion del Lema. Supongamos que es falso y sea n el minimo natural tal que {p €
C: p™ € [Jp_, by+x} no contiene un club de A.

49
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Definamos un ideal I sobre a como:
Ael s {peC:p™ e A} es no estacionario en \.

Por propiedades de clubs, es facil ver que I si es un ideal sobre a. Consideremos ahora a
I* como el ideal generado por I U {{J,_, by++}. Este ideal es propio ya que a \ J;_; b+ & I
por nuestra suposicion inicial.

Como los subconjuntos acotados de A pertenecen a I, de la Proposicion 3.1.4 tenemos que
J<x(a) C I. Por otro lado, A & pcf(a) pues es singular, esto quiere decir que J.y(a) = Jy+(a)
y entonces J,_, by+r genera J_y+n+1(a) sobre Joy(a). Por tanto, Joy+n+1(a) C I* de donde
se sigue que []a/I* es AT l-dirigido.

Construiremos ahora una sucesién (f, : v < A™) creciente médulo I* en [[ @ de manera
analoga a como lo hicimos en el Lema 2.2.8. Fijemos una sucesion ‘silly square’ (C, : v < A*").

Sea fy € [[ a arbitraria. En el paso § < A*", existe hg € [ a tal que f, <;+ hg para todo
v < 3 dado que [[a/I* es AT" " -dirigido. Para cada E € Cg, definase para todo « € a:

g2(a) = mix{hs(a),sup{f,(a) : 7 € E Aa > otp(E)}}.

Como a > otp(E) > |E|, entonces g5 € [[a. Finalmente, dado que |Cs| < AT y
[Ta/I* es A" 1-dirigido, podemos tomar fz € []a cota estrictamente superior médulo I*
a{gy: E€Cs}.

Afirmaciéon 1. Para cualquier ultrafiltro D disjunto a I*, no existen pu < \ y subconjuntos
Se C «a para cada « € a, tales que |Sy| < w y [[,c, Sa corte cofinalmente médulo D a

(fy:y < AT,

aca

Demostracion. Supongamos que la afirmacion es falsa y tomemos un ultrafiltro D sobre a
disjunto a I*, u < Ay subconjuntos S, C « como en el enunciado. Sin pérdida de generalidad,
podemos considerar p > |a| pues si la afirmacién fuera cierta para un p’ < |a|, trivialmente
lo es para pu > p’. Recordemos que f <;» g = f <p galser DNI* = 0.

Consideremos B C A™™ un club tal que para v, € B, con v </, existe h € [], ., 5
tal que f, <p h <p fy, el cual existe por Proposicién 2.2.6.

Sea (3 € B punto limite singular con cf(5) = u™ < A. Nétese que \ es limite al ser cardinal
singular. De la tercera propiedad de nuestra sucesién ‘silly square’, encontramos £ € Cg club
de § con otp(E) = cf(pB).

Asi, ENB = {~; : i < cf(8)} es un club de 3, de donde, para cada ¢ < cf(3), podemos
escoger h; € [[,c, Sa tal que f, <p h; <p fy,,,-

Ahora, como otp(E) < Ay los conjuntos acotados pertenecen a I*, entonces {« € a :
a > otp(E)} € D. Ademas, ngrm <p fy, pues EN~; € C,,. Por tanto, para cada i < cf(f),
podemos elegir o; > otp(F) tal que:

Iy, < frilai) < fo,(qi) < hi(ew) < fr ().
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Como |a| < p < cf(B), podemos encontrar I C cf(B), |I| = cf(5), y a € a tal que o; = «
para toda ¢ € I. Més aun, podemos considerar a I conformado sélo por ordinales limite.
Para 7 < 7 en I, tenemos que:

hi(a) < frp, (@) < ggjrwj (o) < fy (o) < hyj(a),

donde la segunda desigualdad es cierta pues v;41 € E N 7y;.
Por lo tanto, (h;(c) : i € I) es una sucesion estrictamente creciente en S, contradiciendo
el hecho de que |S,| < p < cf(B).
O]

Fijemos un ultrafiltro D sobre a disjunto a I*. Del Lema 2.2.8 y la Afirmacién anterior,
existe g minima cota superior médulo D para (f, : v < AT™). Como [] a/I* es \*"*-dirigido,
existe g € [[ a cota superior médulo I* para g y (f, : v < A™"). Podemos suponer que g < g
en todos lados, en particular g € [] a.

Tomando p = |a| y aplicando la Afirmacién anterior, tenemos que {« € a : cf(g(a)) >
la|} € D. Sin pérdida de generalidad, cf(g(a)) > |a| para toda « € a.

Recordemos que a = {p™ : p € C}. Como cada p € C es singular, se tiene que
cf(g(pt™)) < p o cf(g(p™)) = p** para algin 1 < k < n. Sea Sy = {p € C : cf(g(p™)) < p}
y Sk = {p € C:cf(g(p™)) = p**} para 1 < k < n. Entonces a = [J}—} ;™.

Afirmacién 2. S{" € D

Demostracidn. Supongamos lo contrario, entonces S;" € D para alguna k& > 1. Por la
minimalidad den, {p € C': p™" € Ule by+; } contiene un club K de \. Sea ' = {p*™* : p € C}
y definimos un ultrafiltro D’ sobre a’ como:

At e D Ath e D,

para A C C.

Veamos que cf([[a'/D’) < AT".Si K™ ¢ D = a\K™ € D,peroa\K™ = (C\K)t" € I
pues C'\ K es no estacionario al ser K club. Como D NI = () entonces K" € Dy
asi K™% € D'. Luego, U§:1 by+i € D' pues K C U§:1 by+; € D', de donde by+; € D’ para
alguna 1 < j < k. Por la Observacién 3.2.5, cf(J[[@'/D’) < A7+ < A+,

Si probamos que cf(]Ja’/D’) > A™™ habremos terminado la demostracién de la afirmacién
al llegar a una contradiccién. Para ello, definimos a” = {cf(g(«)) : o € a} y un ultrafiltro
D" sobre a” como:

AeD"s{a€a:cl(gla)) € A} € D,
para A C a”.
Notemos que S;™ C {a € a: cf(g(a)) € a’ Na"} € D, esto implica que @’ Na” € D". Por

otro lado, S{™ € D = S € D'y S;* C o’ Na”, de donde se sigue que o’ Na” € D'. As,
nos basta probar lo siguiente:

Subafirmacién 1. ¢f([[a”/D") > A1".
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Demostracion. La demostracion sera completamente idéntica a la demostracion del Teorema
Principal, concentrandonos sélo en mostrar que la cofinalidad es mayor a A™".

Para cada a € a, fijemos un club S, C g(a) con tipo de orden cf(g(«)) y lo enumeramos
como (S,(7) : i < cf(g(c))). Primero, veamos que cf(]],., So/D) > AT". Para f < AT,
definimos:

F () — { Salio) i fa(a) < g(a) Nig =min{i < cf(g(a)) : fa(e) < Sa(i)},

aca

fola) = 0 en otro caso.

Notemos que fz € [[,c, S0 ¥ f5 <p f3 ¥, Paray <7, f, <p fy pues f, <p fy.

Ahora, consideremos una familia {he : £ < pu} C [[,c, Sa con p < A*". Para cada £ < p,
como hg <p g podemos encontrar [ tal que he <p fs. <p [fs.. Sea 0 := sup:{ﬁE D& < p}
Dado que A*" es regular, 3 < A*". Asi, para todo § < p, h¢ <p fg, <p fs. Por tanto,
cf([]ocq Sa/D) = AT

Para § < A\™", definimos:

Falef(g(a))) = sup{i < cf(g(a)) : Fy € a(cf(g(7)) = cf(g(@)) A f5(7) = S,(0))}-

Como cf(g(a)) > |a| para toda « € a, tenemos que f} € []a”.

Para ' € [[a”, definimos f € [],., Sa como f(a) = So(f'(cf(g(a)))). Decimos que f’
induce f.

Dada f’ € []a”, si sucede que f <p fs entonces f' <pn fé En efecto, existe b € D tal
que Vv € b(f(v) < fs(7)); entonces por la definicién de la funcién inducida f:

aca

J'(ct(g(7))) =i < cf(g()), donde i es tal que f(y) = S,(i).

Por definicién, fs(v) = S,(j), para algin j < cf(g(7)). Pero como f(v) < fs(7), se sigue
que i < j. Finalmente, por la definicién de fj, concluimos que:

F(cf(g(7)) < j < fa(ct(g())).

Como cf([[,e, Sa/D) = AT, si F' = {f] : ¥ < n} es una familia de funciones de []a"
y n < AT, entonces el subconjunto F = {f, : v < n} C [],e, Sa de todas las funciones

inducidas estd acotado médulo D por alguna fz. Por dicho en el parrafo anterior, fé acota
moédulo D7 a F'. Por lo tanto, cf([]a”/D") > Xt
O

Con esto llegamos a una contradiccién y concluimos la demostracién de la Afirmacion.
m

Afirmacién 3. Eziste b € D tal que (f, : v < A™") es cofinal mddulo I* en [[b bajo g.
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Demostracion. Comenzaremos definiendo hg € [] a para cada 8 < |a|T de manera recursiva,
de tal forma que hg < hg para < [y para cada § < |a|T, hg < g. Nétese que la
desigualdad es en todos lados. Para  y v dados, definiremos:

bg ={a€a: f,(a) > hg(a)}.

Primero, sea ho(a) = 0 para todo o € a. Para < |a|* limite, podemos definir hg(a) =
sup{he(a) : £ < B}, pues cf(g(a)) > |al.

Supongamos ahora que ya hemos definido hz. Como hgz no puede ser cota para (f, : v <
AT ya que hg <p g y ¢ es minima, existe 75 < A*" para el cual bfﬁ € D. Si sucede que
(fy 17 < AT") es cofinal médulo I* en [] bg , bajo g, entonces ya habremos terminado.

De lo contrario, existe h € || bgﬁ tal que h <p- g|bfﬂ, pero h £+ fﬂbgﬂ para toda v < AT,
Podemos considerar que h < g|b§ﬂ en todos lados modificando a h en un elemento de [*. Asi,
para a € a, podemos definir:

max{hg(a),h(a)} siae bfﬁ
hs(a) en otro caso.

hoata) = §

Para v > 73, tenemos que bf ; \ bf € I* ya que la sucesion es creciente médulo I*. Por
otro lado, {a € bfﬁ : fy(a) < h(a)} & I* por la eleccién de la h. Asi pues, {a € bfﬁ  fy(a) <
h(a)} \ (bfﬁ \bY) = {a e bgﬂ N5« f(a) < h(a)} & I*. Por tanto, existe v € b7 tal que
fy(@) < h(a) < hgy(a), es decir, B3 C 5.

Si la recursién continua hasta |a|™ < A, entonces para v := sup{yz : < |a|T} + 1
tendriamos que (b5 : < |a|*) es una sucesion estrictamente decreciente de subconjuntos de
a. Una contradiccion.

]

Fijemos b € D como en la afirmacién anterior. Para v < A™" sea d, = {0 € b: f,(J) <
9(0)}. Como f, <r- g = f, <p g, entonces d, € D y por tanto, d, := d, N Si" e D.
Ast d & I*, de donde d., \ Jy_ by+x & I, es decir, S := {p € C': p™ € d \ Uj_ br+r} es
estacionario en \. Definimos:

F : C — ON como F(p) = cf(g(p™)).

Para p € Sy, F(p) = cf(g(p*™)) < p. Como S C Sy, F' es una funcién regresiva en un
estacionario. Por Lema de Fodor, existe , < A y un estacionario 7' C S tal que F(p) = 1,
para p € T. En particular, {p € S : cf(g(p™)) < n,} es estacionario. Por tanto,

(B ed,\ | brr: cflg(®) <) & T = {5 € d - cflg(8)) <y} & 1"

Se sigue que {6 € b: f,(5) < g(6) A cf(g(d)) < ny} & I*. Existe n < A tal que el conjunto
A ={y <A™ :n, =n} tiene cardinalidad \™".
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Afirmacién 4. Siy € A y B < v, pudimos haber elegido 1z = 1, es decir, {0 € dj \
Usp—, ba+r = cf(g(0)) < n} es estacionario.

(0) {0 eb: f,(d) <

Demostracién. Notemos que d, \ dg = {0 € b: f,(5) < g(0) < fs
~ (NS C A\ e I

fs8(0)} € I'*. Esto implica que d., \ dj = (d,NS3")\ (dgNSg™)
Por definicién de I*, (d., \ dj) \ Up_y bysx € 1.
Si U= Up_y basr y X :={0 € d,\ U :cf(g(5)) <n}, entonces:

XN (ds\U) =X\ (\U)\ (ds\U)) = X\ (&) \ d) \U) € 1,

pues X & I pero (d), \ dj) \U € I.

Por otro lado, XN(d3\U) = {d € (d,Nd3)\U : cf(g(d)) < n} € {0 € dz\U : cf(g(d)) < n}.
Asi, {6 € dj \ U : cf(g(6)) < n} ¢ I pues contiene un subconjunto que no estd en I, en otras
palabras, {0 € dj \ U,_; br++ : cf(g(d)) < n} es estacionario.

[

Hagamos ¢, = {0 € b: f,(0) < g(d) Acf(g(d)) < n}. Usando la Proposicién 1.2.7 podemos
encontrar ultrafiltro D* sobre a disjunto a I* tal que {b} U {c, : v < A"} C D*.

Veamos ahora que g es minima cota superior médulo D* para (f, : v < A™"). Trivial-
mente, g es cota superior médulo D* pues ¢, € D* para toda v < A™™.

Supongamos ahora que que existe h <p« g una cota superior médulo D* para la sucesion.
De la observacién hecha después de la Definicién 4.1.1 y dado que b € D*, podemos asumir,
sin pérdida de generalidad, que h < g en todo b. Asi, h|b </« g|b; por la Afirmacion 3, existe
v < At tal que h|b <;« f,|b, dado que b € D* y D*NI* = ) tenemos que h <p« fo, <p+ fyi1,
contradiciendo la suposicién de que h era cota superior.

Finalmente, hagamos:

c={0eb:cl(g() <n}.

Elijamos S5 C ¢(¢) cofinal con |S,| < n para a € ¢ y S5 arbitrario para § € a \ ¢. Dado que
g es minima cota superior médulo D* de (f, : v < A*™) y ¢ € D*, es facil ver que [],., Sa
corta cofinalmente médulo D* a la sucesion. Una contradiccion de la Afirmacién 1.

O

Si a es un conjunto de cardinales regulares, diremos que el conjunto de generadores
{bx(a) : A € pcf(e)} son transitivos si p € bx(c) = bu(c) € by(c). Esto es equivalente a
afirmar que la siguiente relacion es transitiva:

p=p = pebyc).

En efecto, supongamos que los generadores son transitivos y tomemos p < py p < A
Esto implica que p € b,(c) y i € by(c). Por nuestra suposicion, p € b,(c) C by(c) = p < A

Por otro lado, tomemos p € by(c) y 1 € b,(c), es decir, p < XAy n < p. Por transitividad,
n < A= n € by(c). Por lo tanto, b,(c) C by(c).
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Lema 4.1.3. Suponga que a es un conjunto de cardinales regulares con min(a) > |pcf(a)| y
sea ¢ = pcf(a). Entonces podemos elegir generadores by(c) transitivos.

Demostracion. Podemos asumir que * = |pcf(a)|™ < min(a). Por simplicidad, denotaremos

by :=br(c) y Jex := Jcr(0).
Fijemos 6 cardinal regular suficientemente grande. Si N < H(6) es un submodelo ele-
mental, diremos que es bueno si [N| = kT y si cumple con:

1. Existe una secuencia de aproximacién (N, : v < k™) tal que N = U'y <t Ny,
2. {a} Uk C Ny,
3. |N,| = k para cada a < k™.

Por el Lema 1.4.19, para cada € H(f) existe un modelo bueno N tal que x € N. Como
{a} Uk C N, de la Proposicién 3.1.15, concluimos que {pcf(a)} Upcf(a) C N y, para toda
A € pef(a), Joa(a) € N. Asi, como pcf(c) = ¢, se sigue que J) € N.

El Corolario 3.1.11 nos dice que tcf(J[ba/J<x) = A para cada A € pcf(a).

Recordemos que para N, submodelo elemental, definimos la funcion caracteristica de N
como

xn(a) =sup(N Na),
para cada o € ON.
Observacién 4.1.4. Para cualquier sucesion (f) 1y < X) € [[cN N tal que

para toda k € H by existe yg < A tal que v > vy = k < f§\|b,\ modulo Jy.

Se tiene que by =;_, {a € c: f;‘N(/\)(a) > xn(a)}.

Demostracidn. Primero, veamos que by Cy_, {a € c¢: f2 (@) > xn(@)}. Si esto es falso,
Vi=by\{a€cc: f;?N(/\)W) > xn(a)} & Jen. Definimos para o € ¢

h(a) = f;‘N(/\)(a) siael
0 en otro caso.

Entonces, para cada o € ¢, h(a) < xn(a) = sup,..+ xn, (), es decir, existe i < kT tal
que h(a) < xn, (). Dado que |¢| = k < kT, podemos encontrar i < k™ tal que h(a) < ;.
Como xn, € N;y1 € N, por la hipétesis de la afirmacion, existe 6p € N N A, tal que

XN; b <Uox f6)\|b>\

Luego, dg € N = dp+1 € N = xn(A) > do = xn;10x <, f)’(\N(/\)|b,\. Se sigue que

hlbx <ioy Favylba-
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Lo cual es imposible pues, para todo a € O/ C by, h(a) = f;\N(A)(CO y b & Joy. Con esto
hemos probado la primera contencion.

Ahora, veremos que {« € ¢ : fQN(/\)(a) > xn(a)} Cj_, br. Andlogamente, supongamos
que es falso y hagamos d := {a € ¢ : f>/<\N(/\)(O‘> > xn(a)} \ by & Jea. Por definicién de by, se
sigue que d & J_+.

Como []¢/Jox+ es At-dirigido, (f3 : v < A) tiene una cota g € [] ¢ médulo J_y+.

Por elementaridad, podemos tomar cota g € N. Luego, ran(g) € N y como |¢| =k C N,
tenemos que ran(g) C N. Asi g(a) < xn(«), para toda «a € ¢ y entonces

A
v STt < XN

Esto es imposible pues, para todo « € d, f;(\N(A)(OC) > xn(@) y d & Joys.
]

Afirmacién 1. Para cada X € ¢ = pcf(c), existe una sucesion () 1y < \) de elementos
de [ ¢ tal que para toda k € [] by existe vo < A tal que v > 79 = k < f?\b,\ maodulo J-y v,
para cada submodelo bueno N con <f$‘ :y < A) €N, se cumpla:

L fivoy S Xavs

9. f

Iz A A
fQN(A)(M)(a) < fivoy(@) para cada o, p € ¢ con oo < pp < Ay of(f7 (1) > w.

Notemos que fQN(/\)(u) < p y ast el punto (2) tiene sentido.

Demostracion. Para cada A € ¢, como tcf(by/J<)) = A, podemos fijar una sucesién <fyA iy <
A) en []c tal que (f2]bx 1y < A) sea creciente y cofinal médulo .J..
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que para cada v < A de cofinalidad ¥, se
tiene que
f?(a) = min{sup{fg(oz) :f€C}:C esunclub en v},

para cada «a € c.
Por recursién sobre w, definiremos sucesiones ( §\n 17 < A) de elementos de [ ] c. Comen-
PN .
zamos con [ = f7 para toda 7 < A. Para n € w, definimos

2 (0) = sup({ (@)} U {fls ) (@) e <p< AApec)).

Hacemos g)(a) = sup,,c, f3,(a). Veremos que estas funciones son las buscadas. Como
g;\ > §\,0 = WA, es facil ver que (gi‘ v < A) cumple la hipétesis de la Observacién anterior.
Resta verificar los puntos (1) y (2) de la afirmacién. Para el punto (2) veamos la siguiente

subafirmacion.

Subafirmacioén 1. Si c¢f(g}(@)) > w, entonces ¥ < ,u(g;&(m(é) < 92(0)).
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Demostracion. Como cf(g)(a)) > w y g} (n) = sup,e, f2,, (1), debe suceder que para algiin
n € w, g3(n) = f,,(1), para toda m > n. Por la definicion de f2,,,,(0), para cada m > n

y cada d < p tenemos
A
f:%\(#),m(d) - le‘L:/\m(u),m(a) < 'y,m+1(6)'

Tomando sup,,,, de ambos lados obtenemos g;‘ \ (u)(d) < g5(9).
[

Ahora, probaremos el punto (1). Para ello veamos la siguiente subafirmacion. La cerradura
de un conjunto A la entendemos como A := AU {z : x es punto limite de A}.

Subafirmacién 2. Para cada submodelo N tal que <f§‘ cy < A) € N.Siy e NN,
entonces para cada o € ¢, g(a) € NN6.

Demostracion. Primero, veamos que si v € N N A, entonces f;\(a) € NN 4. El resultado es
trivial si v € V.

Supongamos ahora que v es un punto limite de N N A pero no pertenece a N, es decir,
NN A esun club en v. Sabemos que {sup(N; N~) : i < T} es cofinal en N N+, esto implica
que cf(y) = kT. Por nuestra suposicién para v de cofinalidad T, existe un club C' de 7 tal
que

(@) = sup f5(a).
peC

Luego, CNNNAC C es un club de v, entonces f2(a) = supgeony f3(a). Pero para cada
B € CNN se tiene que f(a) € N. Por lo tanto, () € N N6.

Tenemos entonces que f2(a) = fMa) € NNO. Asi, si f2,(a) € NN para toda a € c,
de la definicién se sigue que f2, (o) € N N6.
Finalmente, como g3 (a) = sup,,c,, f3,, (), tenemos que g3(a) € NNo.

]

Hagamos 7 = xn(A). Trivialmente v € N N A, la afirmacién anterior implica que g;\(a) €
N N6 na. Por lo tanto, g3(a) < xn() para toda « € c.
O

Para cada A\ € ¢ = pcf(c), fijemos una sucesién (f) : v < A) de elementos de []c
como en el enunciado de la Afirmacion. Elijamos un submodelo elemental bueno N tal que
(f2 :v < A) € N para cada X € c. Definamos

Vi={a€gc: f;\N()\)(O‘) = xn(a)}.

De la Observacion y el punto (1) de la Afirmacién, se sigue que by =;_, b3. Por tanto, b3
genera J_,+ sobre J_,.

Para terminar, verifiquemos transitividad de estos nuevos generadores. Sea ;1 € b} y
d € by, Queremos ver que § € b3, es decir, f)’(\N(/\)(cS) = xn(9).
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Por la definicién de b3, para p € b3, tenemos

cf(fy (1) = cfxn (1) = cf(sup;r X (1) = K7 > w.
Por tanto, podemos utilizar el punto (2) de la Afirmacién. Entonces, aplicando respecti-
vamente (1), (2), 4 € b} y 6 € b, tenemos que:

xn(6) > f;\N(A)((;) > fé (6) = f)/:N(M)((S) = xn(9).

N(,\)(/‘)

Se sigue que fi‘N()\)(é) = xn(0).
]

Corolario 4.1.5. Sia es un conjunto de cardinales requlares tal que min(a) > |pcf

a)l y
pcf(a). Entonces podemos elegir generadores by(c) transitivos tales que pcf(by(c)) = ba(c

c
)-
Demostracion. Para una mejor lectura, usaremos simplemente by en vez de by(c)

Tomemos {b) : A\ € pcf(c)} generadores transitivos. Por recursién, definiremos nuevos
generadores b} = pcf(b}) sin destruir transitividad.

Para A = mln(pcf (¢)), hacemos b} = by = {\}, por Observacién 3.2.6. Supongamos ahora
que para algin A € pcf(c) ya hemos definido b} para todo 6 € pcf(c) N A.

Notemos que pcf(by) € A+1. En efecto, cualquier ultrafiltro sobre by lo podemos extender
a un ultrafiltro D sobre a tal que by € D. Dado que by € Jy+(c), se sigue que cf([[a/D) < A.
También notemos que:

min(by) > min(c) = min(a) > |¢| = |pcf(c)| > |pcf(by)].

Por tanto, del Lema 2.1.10, pcf(by) = pcf(pcf(by)).

Por el Lema 3.2.7, como pcf(b,) C pcf(c) = ¢, podemos encontrar 6y, ..., 0, € pcf(pcf(by)) =
pcf(by) tales que pcf(by) € by, U... U by Uby. Eldltimo by lo podemos poner sin pérdida de
generalidad. Definamos b3 := by, U...Ub; Uby. Claramente, b} genera J.+(c) sobre Jx(c).

Veamos que pcf(by) = b}. Ya sabemos que b} C pcf(b5). Por otro lado,

pcf(b}) U pcf (b, ) U pcf(by) = U by, U pcf(by) C U bp, U by = b}.

k=1 k=1 k=1

La contencién se da por definicién de 6y, ..., 6,,. Por tanto, pcf(b}) = b}.

Finalmente, verifiquemos transitividad. Por induccién sobre A veremos (por induccién
sobre 1) que p € b} = b;, C b}. Por definicién de b}, si p € b, para algtin k, por la hipétesis
de induccién sobre A tenemos que bj, C by C b}.

Si p € by, por transitividad, b, C by C b3. Como by, = b5 U...Ub; Ub,, para algunos
01+, 0m € pcf(by) C pef(by) C b3, se sigue por hipétesis de induccién sobre p que by, C b}
para cada k < m. Por lo tanto, by, C b3.

O
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Probaremos una breve proposicién que nos simplificarda la demostracion del siguiente
teorema.

Proposicién 4.1.6. Si a es un conjunto de cardinales regulares tal que min(a) > |c|, donde
¢ = pcf(a). Sea d C ¢ y u € pcf(d). Entonces existe e C d tal que p = méx(pcf(e)) y
pcf(e) N u no tiene elemento mdximo.

Demostracion. Comencemos fijando generadores by(c) transitivos tales que pcf(by(c)) =
b,\(C).

Por la Observacién 3.2.5, sabemos que existe ultrafiltro D sobre ¢ tal que d € D y
p = cf([[e/D) = min{\ : by(c) € D} y, por tanto, b,(c) € D. Haciendo dy = d N b,(c),
vemos que dy € D y entonces p € pcf(dy). Por otro lado, por la eleccién de los generadores
tenemos que

do € bu(c) = pef(dy) € pef(b(c)) = by (o).

Luego, b,(c) € Joy+(c) y por la Proposicién 3.1.4 concluimos que pcf(dy) C b,(c) C p+ 1.

Supongamos ahora que pcf(dy) N p tiene elemento maximo gy < p. Definimos dy =
do \ by, (c). Veamos que g € pcf(dy). Tomemos un ultrafiltro D sobre ¢ tal que dy € D y
p = cf([I¢/D). Como by, (c) € J<,(c), entonces by, (¢) € D, de lo contrario cf([[¢/D) < p.
Se sigue que dy € D y restringiendo D a d; concluimos que p € pcf(dy).

Cualquier ultrafiltro U sobre d; lo podemos extender a un ultrafiltro D sobre c¢. Luego,
cf(ITd1/U) = cf(]] ¢/D) = min{\ : by(c) € D} # py dado que dy Nb,, (c) =0 = by, (c) € D.
Por tanto, u; & pcf(dy).

Repetimos este proceso mientras pcf(dy,)Np tenga méximo. Para algun n finito, pcf(d,)Np
no tendra maximo. De lo contrario, {yy, : k € w} seria una sucesién estrictamente decreciente
infinita.

Vemos que d,, C dy = pcf(d,) C pcf(dy). Por lo tanto, u = méx(pcf(d,)) y pcf(d,) N p
no tiene elemento maximo.

]

Teorema 4.1.7. Suponga que a es un conjunto de cardinales requlares tal que min(a) >
lpcf(a)|. Sean ¢ = pcf(a), d C ¢ y u € pcf(d). Entonces eziste d C d, |d'| < |a|, tal que
w € pef(d).

Demostracion. Tomemos generadores by (c) transitivos tales que pcf(by(c)) = by(c). Haremos
la demostracién por induccién sobre p € pcf(d). De la Proposicién 4.1.6 podemos suponer
que p = max(pcf(d)) y pcf(d) N p no tiene elemento maximo. Notemos que

min(d) > min(c) = min(a) > |c| = |pcf(c)| > |pcf(d)].

Por tanto, pcf(pcf(d)) = pef(d).

Sea k = cf(sup(pcf(d) Np)) y s = {p; : i < k} C pcf(d) N p cofinal en sup(pef(d) N w).
Veamos que p € pcf(s). En efecto, sea D un ultrafiltro sobre s que contenga los segmentos
finales de s. Entonces § = cf([[s/D) > u; para todo i < k. Por otro lado, 0 € pcf(s) C
pcf(pcf(d)) = pcf(d). Por lo tanto, u = 4.
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Afirmacién 1. Eziste e C s tal que |e| < |a| y p € pcf(e).

Demostracion. Podemos encontrar A C « tal que [A| < |a] y a N U, buc(c) € Uicp bui(0)-
Esto es fécil de ver, para todo A € a N U, by, (¢) tomemos i < k tal que A € by, (c )
Definamos e := {yu; : i € A}. Por el Lema 3.2.7, encontramos 4y, ..., 0,, € pcf(e) tales que

e Cbs(c)U...Ubs (c).
Si Vk < n(d < p) podemos encontrar i < k tal que 0 < p; para toda k < n. Considere-
mos

A=an(b,(c)\ (bs(c)U...Ubs,(c))).

Primero, veamos que A # (). Existe ultrafiltro D sobre a tal que p; = cf(JJa/D). Como
a C ¢, podemos extender D a un ultrafiltro U sobre ¢ tal que a € U. Luego, p; = cf([[ ¢/U) =
min{\ : by € U}, esto implica que b, (c) € U y, por nuestra eleccion de f;, bs, (¢)U...Ubs, (c) &
U. Por tanto, A € U = A # ().
Por otro lado, A = (. En efecto, para toda j € A, pu; € e C bs,(c) U...Ubs,(c). Por
transitividad de los generadores, (J;c5 by, (c) € b, (¢) U ... Ubs, (c). Por la eleccién de A,
a by, (c) C | by, (e) Cbs(c) U...Ubs,(c).

JEA

Por tanto, A = 0.
Por lo tanto, para algin k < n, §; > p. Pero pcf(e) C pcf(pcf(d)) = pef(d) vy pn =
méx(pcf(d)). Es decir, 0, = p
[

Para concluir con la demostracién del teorema, tomemos e como en la afirmacion. Como
e C pcf(d)Np, por hipdtesis de induccién, para cada 6 € e, podemos encontrar ds C d tal que
|ds| <'|a] y 6 € pcf(ds). Sea d' = s, ds- Entonces |d'| < |a|-|a| = |a| < min(a) < min(d').

Por definicién de d’, e C pcf(d’). Esto implica que p € pcf(e) C pef(pef(d')) = pef(d).
Con lo cual, concluimos la demostracién.

O

Recordemos que para cardinales regulares ;1 < £ y un conjunto 7' C {a < « : cf(a) = p}
estacionario en x, ¢y 1 (K, 1) (T) significa que :
Existe una sucesién (S, : a € T') tal que:

1. S, € « es un club en «, para toda o € T,
2. Para cada club C C k, {a € T : S, C C} es estacionario en .
En el Lema 1.5.1, probamos que .11, (k, £)(T') es un teorema de ZFC cuando pu™ < k.

Lema 4.1.8. Suponga que k > w es un cardinal y ™ > Kk un ordinal. Si existe una funcion
F :P(1) — ON tal que para todo X,Y € P(7):

1. XCY = FX)<FY),
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2. F(X) > sup(X),

3. Siy=F(X), entonces existe X' C X, |X'| <k, tal que v = F(X'),

4. Sty <71 ycfly) >w, entonces existe D C «y club tal que F(D) < 7.
Entonces tenemos que T < k.

Demostracidn. Supongamos que 7 > k4. Para T = {a < k73 : cf(a) = kT }, del Lema 1.5.1
fijemos una sucesién s = (S, : o € T) testigo de $ oy (K72, £7).

Sea 6 un cardinal suficientemente grande. Fijemos una secuencia de aproximacion (Mg :
B < k™) de submodelos elementales de H(f) tal que |Mg| = k™2, para cada § < k™2, y
kB U{F, k™, s} C M.

Como |Mjs| = k™ y k13 C Mj, entonces 75 := sup(Mz N k™) € k™ y 75 > 13 para
cada 8 < k3. Notemos que cf(v5) = k1.

Por el punto (4), podemos encontrar D C ~,+s club tal que F(D) < v,+s. Notemos que
{8 < k*?:~3 € D} es un club en ™3, Por ¢y (812, £1), existe a < £ con cf(a) = kT
tal que S, C {8 < k'3 : y5 € D}. Hacemos,

SZ:{’Yﬂ:BGSa}'

Vemos que S¥ un club en 7,. Del punto (2), se sigue que F(S¥) > 7a.

Por (3), existe X' C S*, con |X'| = k y F(X') = F(S%). Como cf(a) = k1, podemos
encontrar 3 < a tal que X’ C E? donde E? := S* Nz = {7 : £ € SaNB}. De {S,, B} C My
y por ser (Mg : 3 < k*3) secuencia de aproximacién, tenemos que E? € Mg, . En particular,
Ef € M, = F(E®) € M, pues F € M. Luego,

F(E]) < F(S}) < F(D) < 7prs < 5™

Como F(EP)+1 € M,, concluimos que F(S%) = F(X') < F(E?) < sup(M, N k™) = ,.
Una contradiccién de F(S%) > ~,.
O

Con esto probaremos uno de los resultados mas importantes dentro de la Teoria de pcf.

Teorema 4.1.9. Si a es un conjunto de cardinales regulares, con min(a) > |pcf(a)|, y
¢ C pcf(a) es un intervalo de cardinales regulares, entonces |c| < |a|*3.

Demostracion. Supongamos que el teorema es falso y tomemos ¢ C pcf(a) intervalo de
cardinales regulares de cofinalidad |a|™. Vemos que min(c) > min(a) > |pcf(a)] > |¢|.
Ademas, los elementos de ¢ son cardinales sucesores por Proposicion 1.1.10.

Suponemos que min(c) = Ns,1 y entonces sup(c) = Ns, . donde 7 es un ordinal mayor a
|*4. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 7 = |a|™.

Encontraremos una contradiccién haciendo k := |a| y definiendo una funcién F' : P(1) —
ON que cumpla con las propiedades del Lema 4.1.8.

la
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Para X C 7, notemos que {N;1,11 : 7 € X} C c¢. Podemos definir X* = {y < 7 :
Nsiv+1 € pef({Nsiy41 1 € X))} Asi, definimos;

FX) = méx(X*) si max(X*) < k™
T kT en otro caso.

Para (1),si X C Y, F(X) < F(Y) se sigue pues pcf({Rs1,41 :m € X}) C pcf({Nsipy1
nevYy).

Si X C7=kx™, dado que X C X*, se sigue que sup(X) < max(X*). Esto verifica (2).

Veamos ahora (3). Supongamos que v = F'(X) para algin X C 7. Esto quiere decir que
Nsirt1 € pcf({Rspye1 1 m € X}). Por el Teorema 4.1.7, encontramos Y C X, |Y| < &, tal
que Nypyp1 € pef({Nopp1 1 € Y}) C pcf({Rsppe1 1 m € X}) v se sigue que max(Y™) =
Nsy+1 = max(X*). Por tanto, F(Y) = F(X).

Finalmente, verifiquemos el punto (4). Tomemos v < 7 de cofinalidad no numerable.
Hagamos A = Rsp, n =1, C = {Ngya 1 @ <Y ARg1qr1 € ¢}y ¢ =Uyopo, CF. Vemos que
C es un club en [cf(A), A) de otp(C') = cf(\) pues ¢ es un intervalo de cardinales regulares.
Del Lema 4.1.2, encontramos B C C club de A tal que B™ C by+(c), esto implica que
méx(pcf(BT)) < AT =Ry 41 pues by+ () € Joy+2(¢). Por tanto, D = {a < v : N5, € B}
es un club en v tal que F(D) < ~.

Con esto F' cumple las propiedades del Lema 4.1.8 y 7 < x**. Una contradiccién.

[

Del Teorema Principal y el Teorema 4.1.9, concluimos que si a es un intervalo de cardinales
regulares, entonces |pcf(a)| < |a|™. Hasta ahora es la mejor cota que tenemos para |pcf(a).

Problema 4.1.10. ;Serd cierto que |pcf(a)| = |a|?



Capitulo 54
Aplicaciones

Existen varias aplicaciones de la teoria de pcf en diversas areas, entre las que desta-
can la construcciéon de algebras de Jonsson en sucesores de cardinales regulares, calculo de
particiones, cofinalidades en érdenes parciales y aritmética cardinal. Sin embargo, en el pre-
sente documento solamente presentaremos dos teoremas de aritmética cardinal que Shelah
probé utilizando resultados de pcf.

Uno puede realizar la suma y el producto de cardinales k y A, que en los dos casos
basta con tomar max{x, A}. La historia es completamente diferente a la hora de hacer ex-
ponenciacién con numeros cardinales. Incluso, se puede probar usando técnicas de forcing,
que muchos resultados son independientes de ZFC. Por ejemplo, Easton demostré que si
F : CN — CN es una (clase) funcién que cumple con:

1. F(o) < F(7),donde w < o < 7,
2. cf(F (1)) > 7 para cada 7 > w.
Entonces existe un modelo M de ZFC tal que
M E V7 > w(T es regular = 27 = F(7)).

Sugiriéndonos de cierta manera una gran libertad a la hora de hacer exponenciacién, sin
embargo, el teorema solo es valido para 7 regulares.
En vistas de esto, Solovay formula dos preguntas acerca de cardinales singulares:

» ; Es posible que para algin cardinal singular A, se tenga que (V7 :w < 7 < \)(2" =7171)
pero 2% > \*?

» ;/Si A\ es un cardinal singular limite fuerte, es posible dar una cota de 2* en ZFC?

Respecto a la primera pregunta, Magidor demuestra en 1970 que es consistente con
ZFC que Vn € w(2® = N, ;) pero 2% = N 5. Parecfa que la respuesta era afirmativa,
sin embargo, en 1974, Silver demuestra que si A es un cardinal singular de cofinalidad no
numerable y {7 < A : 27 = 77} es estacionario en ), entonces 2* = \*.

63
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Para la segunda pregunta, el teorema de Galvin-Hajnal nos da una cota para 2%« en el
caso de que N, es un limite fuerte de cofinalidad no numerable, esta cota es 28 < N(jafs)+5
donde xk = cf(«).

En la primera seccién de este capitulo, demostraremos que, si ¢ es un ordinal limite,
entonces N?' < Rygea - (21°)*. Este resultado en particular nos da que, si X,, es limite fuerte,
entonces 2% = RN < N .

En la segunda seccién, demostraremos una generalizacion del teorema de Galvin-Hajnal:
para cada § limite, R < Rspy+, donde x = cf(d). En particular, si 85 es limite fuerte,
entonces 2% = Rf < g0+

Para estos dos resultados, demostraremos dos teoremas de gran importancia dentro de
la teoria de pcf. El primero de ellos es que para intervalos de cardinales regulares a con
min(a)? < sup(a), entonces méax(pcf(a)) = |[] al.

Para la demostracién del segundo resultado, hacemos una generalizacién pcf,(a) y de-
mostramos que bajo ciertas condiciones se cumple que sup(pcf ,(a)) = sup(a)*.

5.1. Primer teorema

Proposicién 5.1.1. Supongamos que a es un conjunto de cardinales requlares y I es un ideal
sobre a tal que X = tcf([[a/I). Entonces existe una sucesion (f, :~v < X\) de [[a creciente
y cofinal modulo I tal que, para cada v < X con cf(y) = |a|t, existe un club C, en v tal que

fr(a) =sup{fe(a) : £ € Oy},
para cada o € a.

Demostracion. Comencemos fijando (g, : ¥ < A\) una sucesién creciente y cofinal médulo 1
y hagamos fy = go.

Para v < X de cf(y) # |a|™, podemos elegir g, tal que fe <; g,(,) para toda & < 7.
Hagamos f, = g,(y)-

Supongamos ahora que v < A\ y cf(y) = |a|T. Definamos

fy(a) = min{sup{ fe(a) : £ € C'} : C es un club en v},

para cada a € a. Notemos que f, € []a pues min(a) > |a|t.
Para cada « € q, elijamos club E, en v tal que f,(a) = sup{fe(a) : £ € E,}. Si hacemos
Cy := Naca Eas Cy es club en y pues claramente y > |a|* > |a|.
Ademas, dado que C, es cofinal en v, se sigue que f <; f,, para toda { < 7.
[

Lema 5.1.2. Sea a un conjunto de cardinales requlares tal que 219 < min(a). Para 6 cardinal
reqular suficientemente grande, diremos que N < H(0) es ‘bueno’ si

» |N| =min(a),
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= Ewiste una secuencia de aproximacion (N; =i < |a[*) tal que N = U+ Ni
» ¢ € N ymin(a) C N.

Entonces [{xn : N es bueno}| < méx(pcf(a)), donde xn : a — ON, definida como
xn(a) =sup(N Na).

Demostracion. Para una mejor lectura consideraremos by := by(a) y J<r := J<a(a).
Consideremos un buen orden <* para H(6). De la Proposicién 3.1.15, para cada N bueno
tenemos que pcf(a) U {pcf(a)} C N.
Del Corolario 3.1.11, tenemos que tcf([[bx/J<x) = A. Para cada A € pcf(a), tomemos la
<*-minima sucesién (f : vy < A) tal que (f}|by : v < A) sea como en la Proposicién 5.1.1.
Entonces <f7’\ 17 < A) € N, para cada N bueno.

Afirmacién 1. Si N es bueno, A € pcf(a) yn =sup(N NA), entonces
2 <xn y f]ba = xn|bx mddulo Jy.

Demostracion. Primero, veamos que fﬁ\ < xn-

Claramente, n es un ordinal limite. Por definicién de secuencia de aproximacién, E :=
{xw,(n) :i < l]a|*} € N esun club en n. Ademds, como |a|* es regular, cualquier subconjunto
de cardinalidad menor es subconjunto de algiun N;. Por tanto, cf(n) = |a|™.

Haciendo C' := E N (), tenemos que f,;\(a) = sup{fjf\(a) : j € C'}, para cada a € a. Por
otro lado, para cada j € C' C N, tenemos que f;\(a) € N N a. Tomando supremo se sigue
que

f(a) =sup{f}(a): j € C} < sup(N Na) = xn(a),
para cada o € a. Es decir, f; < xn.

Para probar la segunda afirmacién, resta demostrar que f,;\|b>\ > xn|by médulo J_y, es
decir,

c:={a€by: f,?(a) < xn(a)} € Joy.

Veamos que para toda i < |a|t, xn,|byx < f;‘|b,\ modulo J.y. En efecto, xn, € N, pues

N; € N. Por elementaridad, existe 7 € N tal que j < Ay

X, |bx < f7]bx médulo Joy.
Por definicién de 7, tenemos que j < 7y, por tanto,
A A
b>\ <Jox fj |b>\ SJ<>\ f77 |b>\

Ahora, notemos que para cada a € ¢, existe y(a) € N tal que f;(a) < y(a). Como ¢ C q,
existe i < |a|™ tal que {y(a) : a € ¢} C N;. Se sigue entonces que

XN;

f??\(a) < XNi»

para toda a € c.
Por lo tanto, ¢ C {a € by : f (@) < xn, (@)} € Ja.
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Definiremos una sucesiéon decreciente A\g > Ay > ... > A, de elementos de pcf(a) y
subconjuntos de a tales que a D Ag D A1 D ... D A, =0.

Comencemos con g = £, 1 = sup(N N X)) y Ay := {a € a : fi*(a) < xn(a)}.
Notemos que al ser \g = max(pcf(a)), podemos considerar by, = a y, por la Afirmacion
anterior, Ay € J,.

Supongamos que ya hemos definido A\, 7, v A € J<y,, para algin m > 0. Si A, #
0, sea Aypy1 el minimo cardinal tal que A,, € J b \ Jarn.,- Claramente, Ay < A

Definamos entonces 7,,.1 := sup(N N Ai1) v
Appr i ={a € A, f,;\gjll(a) < xn(a)}.

Veamos que A,,41 € Jen,,,- En efecto, A, \ ba,., € Jer,.,, ¥, por la Afirmacién anterior,

{a€by,., : frmii(a) < xn(@)} € Jey,,, Entonces

Am+1 g (Am \ b)\m+l) U {CK € b>\m+1 : 7;\7::1:11 (CY) < XN(CY)} € ‘]<)\m+1'

Como no puede existir una sucesion decreciente infinita, para algin n nos debemos de-
tener, es decir, A,, = 0.

Notemos ahora que para cada o € a, si m es el minimo natural tal que a &€ A,,, es porque
fim(a) = xn(@), ya que en la Afirmacién habfamos demostrado que f,;\g < xn. Entonces,
XN = sup{féi ci < n}.

Por lo tanto, si .# = {f;' : A € pcf(a) A < A}, entonces

{xn : N es bueno}| < {F : F C.Z finito}| = max(pcf(a)) = k.

Con lo que queda demostrado el Lema.
m

Demostraremos ahora uno de los resultados mas importantes dentro de la teoria de pcf.
Tiene consecuencias importantes dentro de la aritmética cardinal, como se verd mas adelante.
Supondremos en un inicio que 2/*! < min(a), sin embargo, en el Corolario 5.1.4, veremos que
esta suposicién no es necesaria.

Teorema 5.1.3. Sea a un intervalo de cardinales regulares tal que min(a)® < sup(a) y
2lel < min(a). Entonces max(pcf(a)) = |]al.

Demostracion. Sea k = max(pcf(a)). Claramente, k < |[]al, pues k es la cofinalidad para
un ultraproducto. Debemos mostrar que |[] a| < &.

Fijemos 6 suficientemente grande y <* un buen orden para H(#). Y definamos submodelos
N < H(0) buenos como en el Lema 5.1.2.

Para cada N bueno, como |pcf(a)| < 2!%1 < min(a), de la Proposicién 3.1.15, tenemos que
pcf(a) U {pcf(a)} C N y, para cada A € pcf(a), {br(a), Jor(a)} € N. Ademads, consideremos
la funcion caracterisita yy simplemente con dominio en a.

La idea serd demostrar que cada submodelo bueno tiene a lo més x elementos de [[a y
que existen a lo més x submodelos buenos. Para lo segundo, veamos la siguiente afirmacién.
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Afirmacién 1. Si M y N son submodelos buenos tales que Xy = X, entonces NNsup(a) =
M Nsup(a).

Demostracion. Claramente, N Nmin(a) = min(a) = M Nmin(a). Hagamos ahora induccién
sobre todos los cardinales min(a) < n < sup(a).
Para n limite, el resultado es inmediato pues

Nﬁn:UNﬂ,u:UMﬂu:Mﬂn.

p<n p<n

Supongamos ahora que 1 < sup(a) es sucesor y, por tanto, regular. Como a es intervalo
de cardinales regulares, tenemos que n € a C N.

Veamos que N N M N n es cofinal en N N n. En efecto, por definicion de secuencia
de aproximacion Ey := {xn;(n) : i < |a|™} v Eux = {xa,(n) : ¢ < |a|*} son clubs en
xn (1) = xm(n), pues xy = xur Ademas, Exy C Ny Ey € M. Luego, Exy N Ey es club en
x~n(n) =sup(N Nn) y, por tanto, N N M Nn es cofinal en N N7. Andlogamente, N N M N7
es cofinal en M N 7.

Sea p tal que u™ = n. Para cada v € NN M Nn\ p existe una biyeccién f : pu — v.
Elijamos tal biyecciéon <*-minima, por la Proposicién 1.4.15, f € N. Se sigue entonces que
NNv = fYNNpy]. Andlogamente, para M y entonces

Nnv=f1'Nnu=f"'Mnu=Mnuv,

pues por hipdtesis de induccion, M N pu = N N p.
O

De la Afirmacién anterior y el Lema 5.1.2, podemos concluir que [{ NNsup(a) : N es bueno
K.

Para cada f € []a, podemos encontrar un submodelo bueno N tal que f € N. Como
a C N =ran(f) C N, tenemos que

fC (N xN)N(axsup(a)) =ax (N Nsup(a)).

Por lo dicho anteriormente, existen solamente s de estas intersecciones.
Veamos ahora cada interseccién contiene a lo més « funciones. Para ello basta con ver
que
la x (N Nsup(a))| = |N Nsup(a)|® < min(a)* < sup(a) < &.

De donde, |[Ja| < [{N Nsup(a) : N es bueno }| - [N Nsup(a)|® < k- k = .
[l

Corolario 5.1.4. Sea a un intervalo de cardinales regulares tal que min(a)® < sup(a).
Entonces méx(pcf(a)) = |[] al.

H <
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Demostracion. Sean ag := a N [0, min(a)!”], y a; := a N (min(a)l!, sup(a)).

Tenemos entonces que 2/ < 219 < min(a)ll < min(a,) y, usando la férmula de Haus-
dorff (véase Teorema 1.1.11), tenemos que min(a;)!! = min(a,) - (min(a)/*)l*1l = min(a,).
Podemos utilizar el Teorema 5.1.3 para ay, es decir, |[] a1| = max(pcf(ay)).

Sin embargo, se tiene que | [ ao| < (min(a)l*hl*l < min(a;) y, entonces, | [Ta| = | ] aol -
|TTa1] =|]]ai1|. Por lo tanto,

méax(pcf(a)) < |Ha| = |Ha1| = méax(pcf(ay)) < méax(pcf(a)).

De donde, méx(pcf(a)) = |[] al.
[

Como un consecuencia del resultado anterior y el Lema 3.1.12; tenemos que si a cumple
las condiciones del corolario, entonces cf([[a) = | [] al.

Presentaremos ahora un resultado en Aritmética Cardinal que demostré Shelah usando
la teoria de pcf. Antes veamos unos hechos sencillos.

Si a es un intervalo de cardinales y min(a) = X,, entonces sup(a) < R yjq+- En efecto,
si sup(a) > Rgyjq+, para cada § < |a|* tendriamos que X, 4 € a, de donde |a| > |a|T.

El resultado es el mismo si a es un intervalo infinito de cardinales regulares, pues podemos
definir una funcién inyectiva entre todos los cardinales de a y sus cardinales regulares como:

Flo) = 5"
Teorema 5.1.5 (Shelah). Si 0 es un ordinal limite, entonces N?‘ < Npgpra - (21°h)+,

Demostracion. Si 2191 > R el resultado es trivial, ya que N?‘ < (21011 < (2lohy+,

Supongamos ahora que 21 < R; y tomemos a = [(2°)F, Rs)reg intervalo de cardi-
nales regulares. Usando la férmula de Hausdorff tenemos que ((2/°1)*)01 = (210hol. (2lPh)+ =
(2°)+ < R;. Podemos entonces aplicar el Corolario 5.1.4, asf

max(pcf(a)) = | [Jal = X}

Por otro lado, |pcf(a)| < 2191 < min(a) y, entonces, |pcf(a)| < |a|t? < |§]F2.

Finalmente, al ser a intervalo de cardinales regulares, por el Teorema Principal de pcf,
pcf(a) es también un intervalo de cardinales regulares. De la observacién anterior tenemos
que

N?l = méx(pcf(a)) < Na+|pcf(a)|+ < Na+(|5|+3)+ = N‘5|+4.
Donde X, = |d].
O

En particular, encontramos que si X, es un cardinal limite fuerte, esto es Vu < W, (2* <
N,,), entonces N < R, . Mds atin, X% debe ser regular.
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5.2. Segundo teorema

Lema 5.2.1. Sea A un cardinal reqular y W un conjunto cualquiera con |W| < Xy. Entonces
eziste una familia P(W,\) C [W]* tal que |P(W,\)| < |W| y para toda t € [W]* eziste
s € P(W,\) tal que [sNt| = .

Demostracion. La demostracion sera por induccién sobre la cardinalidad de W.
Si [W] < A, el lema no tiene sentido y definimos simplemente P(WW, \) = ().
Si [W| = A, definimos P(W, \) = {W}. Trivialmente esto funciona.
Supongamos ahora que |[W| > Xy W = {w; : i < [W|} y hagamos W; := {w; : j <i}.
CASO 1. Si |W]| es regular, definamos

P(W,X) = ] P(Wi,N).
i<|W|

Nétese que |P(W;,\)| < |[Wi| = iy, trivialmente, |P(W,\)] < |[W|. Sea t € [W]*. Por
suposicién, debe existe i < |W| tal que ¢ C W;, entonces existe s € P(W;, \) C P(W, \) tal
que [sNt| = A.

CASO 2. Si |W] es singular. Sean |W| = R,, p = cf(R,) = cf(a) y {i(§) : £ < p} una
sucesién cofinal de |W|. Definamos

PW.A) = | P(Wige). V).

E<p

Anélogamente, |P(W, \)| < |W|. Notemos que X, < X\ = p = cf(a) < A
Sea t € [W]*. Debe existir £ < p tal que |t N W] = A. De lo contrario, |t N W] < A
para cada £ < py como |t N W| = X serfa una contradiccién de la regularidad de A. Asi,
existe s € P(Wje), A) € P(W, ) tal que [sNtN W] =[sNt| = A
O

Para el siguiente teorema, si f : f — k es una funciéon donde 3 y s son ordinales. Para
a € k, definiremos f+{a) := h, donde h : 3+ 1 — & tal que h|B = f y h(B) = a. Es decir,
es la accién de pegar un elemento.

Teorema 5.2.2 (Rubin, Shelah). Suponga que KX =k y c¢: (k7)<¥ — K es una coloracion
del darbol de sucesiones finitas de k* en k colores. Entonces existe un subdrbol T C (k1)<¥
de altura w tal que para cada nodo t € T el conjunto {a < k't : t+(a) € T} de sucesores
inmediatos es un conjunto estacionario en kKt y existe un conjunto {§, € Kk : n € w} de
colores tal que, para cadan € w y cadat € TN (KT)", c(t) = &,, es decir, el nivel n-ésimo
esta coloreado por &,.

Demostracion. Sea € C P(k™) el conjunto de todos los clubs en x™.
Para cada § = {{; : k € w} € k¥, definamos un juego J¢ entre dos jugadores de longitud
w de la siguiente manera:
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= En la n-ésima jugada, el jugador I elije un club C,, € ¥ y el jugador II responde
elijiendo «,, € C,,.

» El jugador II gana si, para cada n € w, c({ag, a1, ...,an_1)) = &,. El jugador I gana en
otro caso.

Asi, un juego de J, serd una sucesion (Cy, ag, C1, o, ..., Cyy, (i, ...) tal que oy, € Cy para
cada k € w.

Decimos que un jugador ¢ tiene estrategia ganadora para el juego Jg, si, no importa como
juegue su contrincante, él siempre puede ganar siguiendo cierta estrategia. Mas formalmente,
una estrategia ganadora para Je del jugador I es una funcién v¢ : (k7)< — € tal que, si
(Co, a9, C1, a1y .y Cyyy i, ...) €8 Una sucesiéon que cumple

Oy € On y Cn - 195(<O{0,O_/1, “'aan—1>>7

para todan € w, se tiene que gana el jugador I, es decir, existe n € w tal que c¢({ag, a1, ..., p_1)) #
&n.-

Afirmacién 1. Cada juego J¢ estd determinado. Es decir, uno de los dos jugadores tiene
estrategia ganadora.

Demostracion. Fijemos & € k* y supongamos que el jugador I no tiene estrategia ganadora
para el juego Je. Esto quiero decir que, para toda funcién 9 : (k1)< — €, existe una sucesion
(Co, ap, C1, 1y ...y Cpyy (ry -..) tal que, para toda n € w, a,, € C,, = V({apg, a1, .oy p1)). Y,
sin embargo, c¢({ag, a1, ..., 1)) = &, para toda n € w.

Encontremos una estrategia ganadora para el jugador II. Supongamos que es dada una
sucesion (Cy, ag, C1, aq, ..., Cy) tal que o € Cr v c({a, a1, ..., 1)) = &, para cada k < n.
Podemos encontrar una funcién

9 (k)Y = € tal que Cf, = V({ag, g, ooy 1)),

para cada k € w. Existe una sucesion testigo tal que ¥ no es estrategia ganadora para I, en
particular, existe o, € C,, tal que ¢({ag, 1, ..., ) = Eni-
Continuando de esta manera encontramos estrategia ganadora para el jugador II.
O

Veamos ahora que existe £ € k“ para el cual el jugador II tiene estrategia ganadora en
el juego J¢.

Supongamos lo contrario, entonces, para cada £ € k*, existe V¢ estrategia ganadora para
el jugador I. Fijemos 6 cardinal regular suficientemente grande y sea Ny < Ny < ... < Ny <

. una cadena numerable de submodelos elementales de H(6) tal que, para cada i € w,

N; € Nij1, |Ni| =k y {0¢ : € € k°} C Np. Recordemos que k™ = k.

Para cada i € w, definamos «; := sup(N; N k1) v & = ¢({ag, g, ..., ;_1). Hagamos
€ ={& k€ w}y, para cada i € w, definamos C; := J¢((av, a1, ..., ai_1)).

Notemos que para toda n € w, se tiene que «,, € C,, por la Proposicién 1.4.16.
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Por definicién, el jugador I gana el juego, lo cual es una contradiccion de la eleccion de
Ue.

Sea 0 : €< — k™ una estrategia ganadora del jugador II para algin juego .Je. Definamos
T C (kT)<¥ como: si t € (k7)", entonces

teT < existe (Cy,...,Cn_1) tal que, para toda k < n, t(k) = o({Co, ..., Ck)),

para cada n € w.
Se puede verificar facilmente que 7" cumple las propiedades buscadas.

]

El siguiente corolario nos dice que el teorema anterior también es cierto para ordinales
de cofinalidad .

Corolario 5.2.3. Suponga que £k = k, 8 es un ordinal con cf(3) = kT yc: (B)<Y — &
es una coloracion. Entonces existe un subdrbol T C (5)<“ de altura w tal que el conjunto de
sucesores inmediatos de cada nodo es un conjunto estacionario en Kk y existe un conjunto
{&, € k:n € w} de colores tal que, para cada n € w y cada t € TN (B)", c(t) = &,.

No daremos los detalles de la demostracion de este corolario, sélo basta considerar f :
kt — B una funcién cofinal, continua y estrictamente creciente, y aplicar el teorema a

o f[xT].

Lema 5.2.4. Si a es un conjunto de cardinales requlares y A es un cardinal infinito. Para
b C a se tiene que

be Joala) < of(J]b) <\

Demostracion. Del Lema 3.1.12, sabemos que max(pcf(b)) = cf(][b) y la Proposicién 3.1.5
nos dice que J.y(a) = {b C a : pcf(b) C A\}. Entonces

b€ Joala) <= pcf(b) €A <= méx(pcf(b)) = cf(J [ ) < A
O
Podemos hacer una definicién més general de pcf(a). Para cada cardinal p, definimos
pcf,(a) == {cf(H b/D) : b € [a]*" A D es un ultrafiltro sobre b}.

Es facil ver que
pcf,(a) = U{pcf(b) . b € [a]=H).
Es inmediato de b C a = pcf(b) C pcf(a) que pcf,(a) C pcf(a). Ademas, si p > |a,
entonces pcf ,(a) = pcf(a).

Corolario 5.2.5. Sia es un intervalo de cardinales regulares, entonces pcf ,(a) es un inter-
valo de cardinales regulares.
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Demostracion. La demostracion es casi inmediata del Teorema Principal. Si A € pcf #(a) es
porque existe b C a de cardinalidad menor o igual a p tal que A € pcf(b). Para N < A,
del Teorema principal obtenemos & con |V/| < |b| < p y D’ ultrafiltro sobre V' tal que
N = cf([]¥'/D"), por ser a intervalo de cardinales regulares podemos considerar ¥ C a y
ast \' € pcf(b) C pcf,(a). O

Otro hecho sencillo de ver es que el supremo de pcf #(a) es el minimo cardinal regular
tal que [a|=* C J..(a). En efecto, de la Proposicién 3.1.5 se sigue que, para todo b € [a]=H,
be Jo siy sblosipef(b) C k.

Es facil ver que (Jox(a) N [a]** : A € pcf,(a)) es una sucesion estrictamente creciente,
por tanto, podemos dar la cota |pcf,(a)| < |al*.

Para el siguiente lema, pensaremos en A** como todas las funciones h : & — ), donde
¢ < p. La demostracion sera muy parecida a la del lema 1.4.19, por lo que omitiremos algunos
detalles de la demostracion, para que sea mas facil su lectura y entendimiento.

Lema 5.2.6. Sean a un conjunto de cardinales requlares, i < A < sup(a) cardinales regu-
lares y S un conjunto de cardinalidad . Para 0 un cardinal reqular suficientemente grande,
podemos encontrar una familia {M, : n € A"} de submodelos de H(0) y una sucesion
(fy v < A) de funciones de [[(a\ N), tales que cumplan lo siguiente:

1. Para todo n € A\SF, |M,| = y {a,A\} Uran(n) US C M,,

2. Para cada v < Ay € a\ A, fy(a) =sup(U{M,:ner*}Na),
3. Si dom(n) es ordinal limite, entonces M, = U,Bedom(n) M,

4. St dom(n) =&+ 1, para algin &, y v =n(§), entonces

" <Mn\ﬁ:5§£>€Mm
L] <f<2§<’7>€M,7.

Demostracion. Usando el Teorema de Lowenheim-Skolem (Teorema 1.4.7), podemos encon-
trar un submodelo My < H(#), tal que {a, \} US C My y |My| < méx{|S|,Ro} = p.
Hagamos induccién sobre v < A. Suponga que v < A es dada y defina

fy(a) = sup(| J{M,, :n € v} na),

para cada a € a \ A\. Ahora, hagamos induccién sobre dom(n), para cada n € y=*. Si v es
limite y 7 € y=* tal que 7 es cofinal en v, definamos simplemente

M, = U M.
pedom(y)

Es facil ver que ran(n) C M,,.
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Supongamos entonces que dom(n) = & + 1, para algin & y n({) = . Nuevamente,
usando el Teorema de Lowenheim-Skolem, podemos encontrar un submodelo M, tal que
<M77W:BS§>€M'I]’ <f§<<7>€MnyMn\§gMn

O

Con esto, demostraremos un teorema de gran importancia dentro de la teoria de pcf,
nos permite calcular el valor del supremo de pcf “(a) bajo ciertas condiciones, teniendo esto
consecuencias importantes en la arimética cardinal, misma que presentaremos al final de esta
seccion.

Teorema 5.2.7. Sean a un intervalo de cardinales requlares sin mdzimo y p un cardinal.
Suponga que Vs := sup(a) es tal que § # Vs y |0|* < Ns. Entonces

sup(pcf, (a)) = sup(a)”.

Demostracion. Hagamos r := sup(pcf,,(a)). Notemos que ¢ es limite.
(<) Si X € pcf,(a), existe b € [a]** tal que A € pcf(b). Claramente

A< ] bl < sup(a)”.

De donde se deduce la desigualdad.

(>) Supongamos lo contrario, es decir, k < sup(a)*, y tomemos {S; : i < k} C [sup(a)]*
tal que i # j = S; # 5.

Por suposicién, [6|* < N5 < k. Definimos A := (|§|*)™2, por ser § limite se tiene que
A < Ns < k. Usando la formula de Hausdorff, se sigue facilmente que \* = A.

Usando el Lema 5.2.4, para cada b € [a]=*, fijemos una familia

F} cofinal en H b de cardinalidad < k.

Ademds, por lo argumentado antes del Teorema 5.1.5 y como |a| < |0], se tiene que |F,| <
K < N(guy+ < Ry, entonces podemos encontrar una coleccion P(F3, A) como en el Lema 5.2.1.

Fijemos # un cardinal regular suficientemente grande, para cada ¢ < xk, podemos encontrar
una familia {M; : 7 € A¥*} y una sucesién de funciones (f? : v < A) de funciones de [J(a\ \)
como en el Lema 5.2.6, tales que S; € M; para cada par (i, 7).

Para b € [a \ A\|*#, podemos encontrar f!, € Fy, para cada v < A, tal que fI|b < fi,y
V¢ <(f¢y < fls) Esto es posible pues Fy es cofinal en [Tby b A =0 = cf(I]b) > A.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que para cada n € A<* con dom(n) = £+1,
para algin &, y v = n(§), se tiene que

(fip: ¢ <y AbE[a\ N € M.

Notemos que para cada b € [a \ \|** y cada i < &, (f., : v < A) es estrictamente
creciente y, en particular, de funciones distintas. Podemos encontrar t; € P(Fy, \) tal que
GO, 7 < A=A | |

Escribamos t; = {g!, : 7 < A} de tal manera que t, = t; = Vy < Ag., = g],)-
Definamos los segmentos iniciales como tfy’b = {gévb (<}
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Afirmacién 1. Dado b € [a\ \|¥, podemos encontrar § < X\ y I € [k]" tales que para cada
1 €1 ya<p se tiene que

1. Ezisten &, € (o, ) tales que géb = fgi,b;
2. 3y <Mgap < f1p) = 3y <B)gap < f10)-
Ademds, podemos pedir que

st > Ny

M
cof(B) = { (16|")"  en otro caso.

Demostracion. Para cada i < r sea C} el conjunto de 8 < A que cumplen el primer punto.
Veamos que Cf es un club en \. Ser cerrado se verifica inmediatamente, resta probar que
es cofinal. Sea ¢ < A. Podemos encontrar &, (, mayores que & tales que gé p = féo b, Dues
[t!] = |Fy| = A\. En general, para n > 0, encontremos &,, (, mayores a max(fn 1,Cn—1) tales
que gcn b= fgn y hagamos 3 := sup({&, : n € w} U{(, : n € w}). Claramente, 3 € C}.

De manera andloga, para cada i < x sea Bj el conjunto de 3 < A que cumplen el segundo
punto. Con un procedimiento similar podemos probar que Bj es club en .

Como A > [3]* > [[a]=#], se sigue que C' := Ny, y<x (C5 N By) es club en A. Por lo tanto,
para cada i < k, existe 3; € C tal que

Cf(ﬁi>:{u N si > N

(|o]*)*  en otro caso.

Finalmente, como A < k, podemos encontrar I € [k]* y 5 < A tal que Vi € I(5; = [3).
m

Fijemos testigos 8 < Ay I € [k]" como en la afirmacién anterior.

CASO 1. u > R, es decir, cf(8) = p.

Sea n € (" una sucesion estrictamente creciente y cofinal en 5. Veamos que podemos
suponer que existen b € [a \ \|[5#, t € P(Fy, \) y f € Fy tales que, para todo i € I, se tiene
que

(Myna)\AX=b,t,=ty fa, = f.
En efecto, como (M, Na)\ A € [a\ A][** y |[a\ \]*#| < [d]* < X < &, podemos encontrar
€ la\ N=* y I € [I]F tal que
(M;na)\ X=b.

Sin pérdida de generalidad, suponemos I = Ij.

De manera andloga, como |P(Fy, )| < |F,| < k podemos encontrar tales f y t.

Demostraremos que existe S tal que S = M} N N4 para toda i € I. Con esto llegaremos
a una contradiccién, pues para toda i € I, S; € Sy i # j = 5, # 5}, sin embargo,
P(S)] = 2¢ < i = 1.

Notemos que para today < Ay todoi,j € I, t7 b= t7 » POr la manera en que enumeramos
cada tj. Es decir, t! , no depende de i. Definamos ¢, =t ;.



5. Aplicaciones 75

Afirmacién 2. fj|b no depende de i.

Demostracion. Fijemos i € [ y o € b= (M} Na)\ A. Se tiene que

fia) = sup( {M] v € B} Na) = sup{f3(a) : v < B},

La primera igualdad es por definicién. Para la segunda basta notar que, para cada v € S<H,
existe 7 < 3 tal que v € y<* pues cf(5) = p. También,

fh(a) = sup{f} ,(e) : v < B}.

(<) Para toda v < f3, se tiene que f; < fl (>) Si 7 < B, como n es cofinal y o € M,é,
podemos encontrar £ < p tal que v < n(f) y a € M Py Ademss, n(§) € M nler1 Como
fila) < ff;(g)' (a), por elementaridad QXlste e M., cona€ b’ tal que f,y(q) < [how(@)
De donde, f () € M}, voast, f1(a) < fie (@) <sup(Mye,, Na < fi,, (@)

fi(a) = sup{g(a) : g € t5 tal que (Fy < B)(g < f14)}-
(>) Esto es claro, pues t € [F]*. (<) Si v < (3, encontramos &,( € (v,3) como en la

afirmacién anterior. Luego f b < fgb = ng ety ggb fgb < fg 11,4 donde claramente
¢+ 1 < 3. Finalmente,

fé(a) = sup{g(a) : g € ts tal que g < f}.

(<) Sea g € tg talqueg<ffybparaalguna7<ﬁ Luego, g < f7b< fho=1f (=) Sigetg,
entonces g = g, para alguna v < f3. Luego 97 y=09<f= fﬁ »- Por la segunda condicién
de la afirmacion, existe ¢ < (3 tal que g , < fg b
Notemos que la ultima expresion no depende de ¢ € I. Con esto demostramos la afirma-
cion.
O
Afirmacion 3. Si o € b, entonces fi(a) = sup(M} N ).

Demostracion. Veamos que

fh(e) = sup U{Ml v € BH}Na) =sup U{ be 1€ < prna)=sup(M;Na).

La primera y la tercera igualdad se siguen de la definicién. La desigualdad (>) se dedude de
inmediato, pues {M; . : { < pu} C {M! : v € B<'}. Veamos la desigualdad (<).
Fijemos ¢ < sup(|J{M} : v € B<*}Na). Para algin v € B<*, se tiene que ¢ < sup(]\/[iﬂa).
Como cf(f) = py o € b C M, podemos encontrar & < p tal que v € n(§)<* y a € M plE+1-
Como ran(n) € M* Entonces fz(ﬁ (a) € M*.. ,Na. Por
lo tanto,

en particular, n(¢) € M?!

nlg+1 nlé+1- nlé+1

¢ <sup(M;Na) < fé(g)(a) < SUP<M2|§+1 Na).

La segunda desigualdad se da por definicion.
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Por definicién, ]Mf]] = u, asi, como M = \ < k, podemos modificar un poco I de tal
manera que M,; N A no depende de 7 € I.

Afirmacién 4. M; N Rs no depende de i.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion sobre todos los cardinales a < Ny.
Para a < X ya se vio mas arriba. Si « es limite, se sigue por hipdtesis de induccién.

Supongamos entonces que Mé N« no depende de ¢ € I, para cierto a < Ny. Si, para todo
1€ 1, Mg Nat\ Mé N a = (), no hay nada que probar. Supongamos que existe ig € I y
ve Mponat\ MPnNa.

Luego, ¥ € M} = o = [J] € M} y, por tanto, a™ € M;°. Ademds, o™ € a por ser
regular.

Para j, € I, se tiene que

(M N a)\ A =b=(MPNa)\\

De donde, a* € Mj°. Ademas, at € b.

Por las afirmaciones anteriores, sup(M;° Na*) = féo(aﬂ = féo (af) = sup(M* Nat).
Entonces, podemos encontrar K; € M!® \ a un club en sup(M* Na*) y K; € Mj° \ a un
club en sup(M;° Na™). Asi, K := K;NK; € Mjo N MJ°\ a serd un club en sup(M* Na*) y
un club en sup(]\ﬁ0 Na™). Notemos que aqui es donde utilizamos nuestra suposicion p > W,
pues |Mf)| = p y los resultados que conocemos de clubs son validos para cardinales regulares
no numerables.

Finalmente, para cada ¢ € K, sea hy : a — ¢ la <*-minima biyeccién. Entonces hy €
Mo Mj°. Por tanto,

Mo N =hy' [M* Na] = hy [MPNal = MPN9Y.

Con esto termina la demostracion del Caso 1.

CASO 2. i = Ry, es decir, cf(8) = (|5]*)".

Enumeremos [a \ A]5* = {b. : ¢ < |§|"}. Notemos que, si i € I, para cada n € <%,
(Mjna)\ A= b, para algin ¢ < [|*. De esta manera, definamos una coloracién ¢’ : f< —
|d]# como

() == ¢ donde b, = (M; Na)\ A,

para cada n € <“. Por el Corolario 5.2.3, para cada i € I, podemos encontrar un subéarbol
T? C B<¥ y un conjunto {b% : k € w} C [a\ A\]** tal que para cada k € wy n € TN 3",

(Z\4f7 Na)\A=b, v {y < B:n+{y) € T'} es estacionario en j3.

Como en el Caso 1, modificando un poco I podemos suponer que Vi € I(b, = b;) para cada
k € wy algin by.
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Ademés, podemos suponer que cada n € T es estrictamente creciente. En efecto, para
cada nodo consideremos solamente los sucesores estrictamente crecientes, esto sigue siendo
estacionario.

Sea b :=J,c, k-

Nuevamente, como en el Caso 1, dado que |[]b] < |§]* < &, podemos modificar un poco
I y encontrar f* tal que, para todo 7 € I, f[§|b = f*.

Afirmacién 5. Para cada o € b, f*(«) tiene cofinalidad cf(3).

Demostracion. Sea i € I arbitrario. Como 3 debe ser limite, es facil ver que f*(a) = fi(a) =
sup., 5 f2 (). Veamos que (f!(a) : v < f3) es una sucesién estrictamente creciente.
Sean 71 < Y2 < By k € w tal que a € by C b. Fijemos n € B! tal que n(k) = 1. Por
definicién de los submodelos, tenemos que v, € M, y b, = (Mfﬂk Na)\ A € M}, por tanto,
1 (@) € M. Entonces

2 (@) < fi . (a) <sup(MyNa) < f14(a) < £, (a).

Hemos probado que cf(f*(«)) < cf(B). Si cf(f*(a)) < cf(B), tomemos s := (7. : ¢ < T),
para 7 < cf(8), tal que (f! (a) : ¢ < 7) es cofinal en f*(). Si & < 3, existe ¢ < 7 tal que
fé(a) < fia(a), esto implica que £ < 7y, pues la sucesién es creciente. Entonces s seria cofinal
en (3. Una contradiccion.

Se sigue entonces que f*(a) es de cofinalidad cf(/3).

]

Para cada « € b, elijamos un club C, C f*(a) con otp(C,) = cf(5). Sea N < H(f) un
submodelo de cardinalidad A tal que

burU () CN.

aEeb

Esto es posible pues |[b| < u < Ay, para cada a € b, |Co| = (J6]*)T < (|6]*)™2 = .
Probaremos ahora que, para todo ¢ € I, S; C N. Esto nos llevara a una contradiccion.
Veamos primero la siguiente afirmacion y en seguida procederemos como en la tltima parte
del Caso 1.
Fijemos 7 € I.

Afirmacién 6. Eziste una sucesion (n, € 8% : k € w) tal que k < m = n, C 0y, Y, para
cada k € w y cada a € by, existe un m > k tal que

(a\sup(M;, Na))NM; NN #0.

Demostracién. Veamos primero que si € 3%, entonces, para cada o € by, existe v < 3 tal
que

(a\ sup(Mé Na))N M

n [ N #0.
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En efecto, como C, es club en f*(a), se tiene que {y < f : fé(a) € C,} es un club en
B. Dado que |M;| = pu < cf(f*(a)), podemos encontrar v < 3 tal que fi(a) € Cy € N,
fila) > sup(M} Na) y n+(y) € T". Como v € ran(n+(7)) C M. .. se sigue que fi(a) €
(a\ sup(M; Na))n My ON.

Notemos también que m < k = b,, C b,. Para ver esto tomemos 1 € (¥, entonces
C M;. Por lo tanto,

(0]

Mi

nlm

b = (Miy, Ma) \ A C (M a)\ A= by

nlm

Enumeremos b = {«y : k € w} de tal manera que, para todo k € w, ay, € b, para algin
m < k. Comencemos con 79 = (). Supongamos que ya hemos definido 7, para algin k € w.
Vemos que ay, € by por la forma de enumerar. Usando lo que se demostro arriba, existe v < 3
tal que ' '
(a\sup(M;, Na)) N M, ., NN #0.

Asi, definimos 741 1= np+(7).
Veamos que esta sucesion funciona. Sim < w y a € b,,, entonces a = a4, para algin
k > m. Luego, ' '
(a\sup(M, Na))NM, NN F#.

Mk+1

i i
Pero Mnm - Mnk‘

Sea 1 := Uy, Mk € 8. Haciendo M = Uy, M., tenemos que

b= b= UM na)\ ) = (M na)\ A

kew kew

Por la afirmacion anterior, concluimos que, para cada a € b, M}] NN Na es cofinal en M,’] Na.

Demostraremos por induccion sobre a < Vs que M,; Na C NNa.

Para a < A, el resultado es trivial pues A C N. Para el caso limite, se sigue por la
hipétesis de induccion.

Supongamos que para v < ¥ se tiene que M;Na € NNea. Sino existe ¥ € M;Na™\ MjN
a, no hay nada que probar. Suponga que si existe tal ¢, entonces a = || € M7Z7 = at e ]\/[f7
Es decir, a® € b. Recordemos también que b C N.

Para cada ¢ € M; N NNat\ a, sea hy : a — ¥ la <*-minima biyeccién. Entonces
hy € M, N N. Por lo tanto,

M) N9 =hy' [M;Nal Chy'[NNa]=NnN.

El resultado se sigue de que Mg NN Na' es cofinal en Mé Nat.
Por lo tanto, para todai € I, S; C M;DN(; C NNXs = S; € N. Esto es una contradiccién

pues
IINJ*| = M = A < k= |1].
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Finalizamos esta seccién con una aplicacion del teorema anterior. El proximo teorema es
una generalizacion del Teorema de Galvin-Hajnal.

Teorema 5.2.8 (Shelah). Si § es un ordinal limite, entonces
N5 < Rapy+
donde p = cf(6).

Demostracion. SiRs < |§|*, el resultado es trivial. Supongamos que [0|* < N4, y consideremos
el intervalo de cardinales regulares a = [([0]*)*, N5)reg. Tenemos que pcf ,(a) es también un
intervalo de cardinales regulares y [pcf,(a)| < [6|*. Por el Teorema 5.2.7, se tiene que

N = sup(pcf,(a)) < Njper, @)+ < Rjoje)+
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