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RESUMEN VII

Resumen

En este trabajo se simula numéricamente la propagacién de un frente frio en un yacimiento

geotérmico poroso, homogéneo y no fracturado para un liquido de una fase, a través del uso de
la ecuacién de adveccidn-difusiéon que describe la transferencia de calor a través de un fluido
con velocidad finita en un medio poroso.
Usando un método nuevo de elemento de frontera simularemos la propagacién del frente frio
de agua reinyectada en un yacimiento geotérmico, mediante la ecuacién de reacciéon-difusién
telégrafo que modela la difusién de calor, con un término de reaccién obtenido a partir de
la ecuacién de adveccidon-difusidn, para ello se usara un nuevo algoritmo, el cudl calcula la
transformada de Fourier, se recurre a herramientas como el teorema de convolucién y al hecho
de que la solucién de la ecuacion telégrafo puede escribirse como una transformacién integral
en términos de la solucién fundamental.

Palabras clave: ecuacion telégrafo, ecuacion adveccion-difusion, transformada de Fourier, pozo
geotérmico
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ABSTRACT IX

Abstract

This paper numerically simulates the propagation of a cold front in a reservoir geothermal
porous, homogeneous and not broken for a liquid phase, through the use of the advection-
diffusion equation describing heat transfer through a fluid with finite velocity in a porous
medium. Using a new method of border element simulate the propagation of the cold front
reinjected water in a geothermal reservoir, by reaction-diffusion equation telegrafo modeling
the diffusion of heat, with a term of reaction obtained from the equation of advection-diffusion,
to do a new algorithm, which calculates the Fourier transform was used tools are used as the
convolution theorem and the fact that the solution of the telegraph equation can be written as
an integral transformation in terms of the fundamental solution.

Keywords: telegraph equation, advection-diffusion equation, Fourier transform, geothermal well
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Capitulo 1

Introduccion

Existen en la naturaleza una amplia gama de fenémenos que se pueden modelar usando las
ecuaciones de transporte, difusién y de onda, por esta razén es tan importante el estudio de
la propagacién e interaccién de ondas en diversas ramas de la ciencia; entre algunos ejemplos
podemos citar: ondas electromagnéticas, ondas sonoras, vibraciones de cuerdas o membranas,
ondas de densidad de trafico, olas en la superficie de un liquido y senales en las lineas de
transmisién. Dos ejemplos interesantes se obtienen al combinar dos de las tres ecuaciones an-
teriores: la ecuacion de adveccion difusion (transporte con calor), y la ecuacién telégrafo (onda
con calor). Estas ecuaciones, ademds de ser interesantes desde los puntos de vista fisico y ma-
tematico, tienen una variedad de aplicaciones: modelos de dispersién de poblaciones, transfe-
rencia de contaminantes, calidad del aire, difusién en ocednos y lineas de transmisién. En este
trabajo se verdn implicadas estas ecuaciones ya que nuestro trabajo conlleva la descripcién de
la variacién de la temperatura a lo largo de un medio geotérmico.

La energia geotérmica se obtiene a partir de la energia térmica de la Tierra y aunque el
recurso de calor terrestre es masivo, las altas temperaturas se encuentran a profundidades ac-
cesibles solamente en pocos sitios, la mayoria solamente en zonas volcdnicas. Cuando el magma
esta presente a profundidades lo suficientemente someras para calentar la roca sobre yacente,
y la roca esta impregnada de agua atrapada en el subsuelo, se crean acumulaciones (reservorios
geotérmicos) de fluido sobrecalentado.

Los factores esenciales para la existencia de un buen recurso geotérmico son: calor, fluidos
y permeabilidad (fracturas), estas zonas donde se explota el recurso geotérmino es llamado
campo geotérmico y su desarrollo consiste en la identificacién, extracciéon y uso de la energia
de estos reservorios de fluido sobrecalentado. Para acceder al vapor o liquido geotérmico se
perforan pozos (pozos de inyeccién y pozos de produccién). En la superficie, se utilizan turbi-
nas (por lo general de vapor de ciclo convencional o de ciclo binario) para convertir el vapor
o el liquido extraido desde el interior de la tierra en energia eléctrica. Al final del proceso el
fluido geotérmico se enfrié y se reinyecta en el subsuelo para que se caliente nuevamente en
el reservorio geotérmico. De esta manera se forma un ciclo totalmente renovador que permite
extraer con continuidad y explotar el calor contenido al interior de la Tierra. En plantas geo-
termoeléctricas, la inyeccion al yacimiento del agua separada de pozos y condensado de vapor
suele ser la solucién al manejo de los altos contenidos de sélidos contaminantes, y aunque tal
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operacion tiene efectos positivos al mantener la presion en el yacimiento o en las fronteras del
mismo; suele tener efectos colaterales que pueden presentarse debido a la irrupcién del frente
de baja temperatura sobre zonas de produccién. Por lo anterior, juega un papel principal el
evaluar la velocidad de dicha irrupcién y de esta manera establecer la vialidad de los pozos de
inyeccién. Es necesario obtener informacién de velocidades en la interferencia térmica y da-
tos de permeabilidad entre los pozos de inyeccidén que recargan las zonas productoras de los
mismos. Este tipo de informacién es requerida para la evaluaciéon de la factibilidad del pozo
en cuanto a costo de produccién frente a la rentabilidad a través del tiempo. Cuando se rein-
yecta la salmuera en el subsuelo para que se caliente nuevamente en el reservorio geotérmico
ésta se mueve a través del medio entre el pozo inyector y el pozo productor, las constantes
reinyecciones provocan que se vaya enfriando el reservorio.

En este trabajo se modela el problema anterior unidimensional en un yacimiento poroso,
homogéneo y no fracturado para un liquido de una fase, usando la ecuacién de adveccién-
difusion que describe la transferencia de calor a través de un fluido con velocidad finita en un
medio poroso; esta ecuacion se escribe como (Ver la notacién en el cap. 7).

2
LI = 9)pCr+ BpuCul T+ £ (upuCuT) —a% 3 =0

Asi también el problema de valores iniciales que modela la difusién de calor, suponiendo
esta difusién con una velocidad finita y con un término de reaccién es la ecuacién de reacciéon-
difusion telegrafica.

oT  a°T  0°T a s, 0T

—+———a—=F(T)+=SF(T)—,

ot ¢? or? ox? c? ot
donde F(T) es el término de reaccién que modifica la difusion o la transferencia de calor. Estas
dos ecuaciones son la base para nuestro estudio.

Usando un método nuevo de elemento de frontera simularemos la propagacién del frente
frio de agua reinyectada en un yacimiento geotérmico poroso, homogéneo y no fracturado me-
diante la ecuacién de reaccién-difusion telégrafo, con un término de reaccién obtenido a partir
de la ecuacién de adveccién-difusion, para ello se usard un nuevo algoritmo, el cual calcula
la transformada de Fourier, recurriremos a herramientas como el teorema de convolucién y al
hecho de que la solucién de la ecuacién telégrafo puede escribirse como una transformacién

integral en términos de la solucién fundamental.

t>0,

El presente trabajo esta dividido en dos bloques, en el primero los capitulos 2, 3, 4y 5 cu-
bren las herramientas matemadticas necesarias para la simulacién del problema fisico en cues-
tién, se explica la obtencién de la ecuacién telegrafo, se explica la formulacién de una nueva
transformada fraccional rdpida de Fourier y de su algoritmo; el segundo bloque, el capitulo 6
y 7 trata las caracteristicas geofisicas de un campo geotérmico, se describen las caracteristicas
del reservorio geotérmico de Los Azufres, Michoacédn y se analiza el caso especifico de los pozos
Az-64 como inyector y Az-05 como productor en el campo geotérmico, se procede a realizar la
simulacién numérica y se muestra el cddigo del algoritmo en el programa Mathematica, se dan
las conclusiones obteniendo como resultados que la permeabilidad entre ellos es de 538.5 mili-
Darcys lo cual indica que hay una pronta recuperacién de la salmuera reinyectada y se obtiene
la velocidad del frente térmico de 1.56 km/afio, que es muy alta.



Capitulo 2

Las ecuaciones de reaccion-difusion y
reaccion-difusion telégrafo

Particulas tales como moléculas, dtomos o iones e incluso células o animales, se mueven
en el espacio impulsados por varias fuerzas. En forma particular, las particulas o individuos
pueden moverse aleatoriamente, experimentando procesos de salto de velocidad o procesos de
brincos espaciales. Los pasos de caminos aleatorio pueden ser independientes o correlativos !.
La funcién de probabilidad de densidad (PDF) para un salto prolongado puede decaer rapida-
mente o mostrar un final lento. De igual manera, la PDF para el recorrido temporal entre dos
saltos sucesivos puede decaer rapidamente o tener un lento final.

El modelo simple y cldsico para la propagacion o dispersién espacial es la ecuacién de

difusion o segunda ley de Fick, la cial en un sistema espacial unidimensional se escribe

op 0%p
- =D—. (2.1)
ot ox

donde D es el coeficiente de difusién. Como bien se sabe, las particulas que presentan un
simple camino azaroso o movimiento Browniano a nivel microscopico representan dispersiéon
difusa a nivel macroscépico.

2.1. Ecuacion de reaccion-difusion

En matematicas, una solucién fundamental para un operador diferencial con derivadas
parciales L es una formulacién en el lenguaje de la teoria de distribuciones. En términos de
la funcién delta de Dirac o(x), una solucién fundamental F es la solucién de la ecuacién no
homogénea LF = 6(x). La ecuacién (2.1) tiene solucién fundamental dado el origen x = 0y

TPor “correlativo”queremos decir que si una particula se dirige en una direccién entonces hay probabilidad
distinta de cero de que siga en la misma direccién por algtin tiempo y ésta probabilidad se va a cero cuando el
intervalo de tiempo aumenta.
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t=0,yp(x,0) =5(x).2

x2

1
x,t) = ——exp(——
P0ot) = s P D

Si las particulas o individuos reaccionan o interactian de acuerdo a una misma ley de cam-
bio F(p) y al mismo tiempo experimentan difusion, es vilido pensar en combinar la ecuacién
de difusién y la ecuacién de reaccién p = F(p). El resultado es la bien conocida ecuacién de
reaccién-difusiéon (RD):

), t>0. (2.2)

op 0%p
—=D— +F(p), 2.3
la ctial estipula una estructura téorica para las dindmicas espacio-temporales.

La simple aproximacién matematica de combinar la ecuacién de reaccién y la ecuaciéon
de difusion, genera dos aproximaciones fundamentales para derivar la ecuacién de RD (2.3).
Llamemos una aproximacién fenomenoldgica a la basada en la ley de conservacién y una apro-
ximacién mesoscopica a la basada en una descripcién del movimiento aleatorio fundamental.
Mientras esto es bastante directo al mostrar que la ecuacién de reaccién-difusién estdndar pre-
serva la positividad, el problema es mas complicado, pero no intratable, para otras ecuaciones
de reaccién-transporte. En este contexto, una aproximacién mesoscépica tiene mérito defini-
tivamente. Si ésta aproximacién esta dada correctamente y es valida para todos los eventos
de reaccién y transporte que las particulas pueden experimentar, entonces por construccién
la evolucién de la ecuacién resultante preserva la positividad y representa una ecuaciéon de
reaccién-difusion valida.

2.1.1. Formulacién fenomenolégica de la ecuaciéon RD

Sea S una superficie arbitraria encerrada en un volumen V con independencia temporal.
La ley general de conservacion para los estados de densidad de la particula en la cual la tasa
de cambio de la cantidad de particulas en V esta dada por el flujo de las particulas cruzando la
superficie S ademas de la produccién neta de particulas en V:

ﬁf p(x,t)dV = —J J-dS —I—J E(p,x,t)dV, (2.4)
ot \ S \%

donde p(x,t) representa la densidad de las particulas en x al tiempo ¢, J el flujo de particulas,
y F la tasa neta de producciéon de p. Aplicando el teorema de la divergencia,

f}-ds—f V.Jdv, (2.5)
S A\

a (2.4) obtenemos

J dV[a—erV-]—F]:O. (2.6)
v ot

2Ver anexo.
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De aqui obtenemos la ecuaciéon de conservacién o ecuacion de continuidad para p:

— =-V-J+E(p). (2.7)

La ecuacién de continuidad (2.7) necesita ser concluida via una ecuacién constitutiva para el
flujo J. Si el proceso corresponde a la difusién clasica, la ecuacién constitutiva esta dada por la
primera ley de Fick,

] =—-DVp. (2.8)

Sustituyendo esta expresion en (2.7), se obtiene

2
a—f — V- (DVp) +E(p). (2.9)

Si D es constante, (2.9) se reduce a (2.3) en el caso unidimensional.

2.2. La ecuacién telégrafo

La ecuacion de difusion tiene la bien conocida caracteristica irreal que localiza perturba-
ciones a velocidad infinitamente rapidas, pensando con dificultad en la disminucién, por me-
dio del sistema. Para ver esto, considere la solucién fundamental (2.2). No importa que tan
pequeno sea t y que tan grande x, la densidad p sera distinta de cero, considerdndose la expo-
nencial pequefia. En muchos casos, ésta patologia de la ecuacién de difusién y la ecuacion de
reaccion-difusion tiene consecuencias insignificantes y (2.1) y (2.3) son puestas a prueba para
hacer descripciones en numerosas circunstancias y sistemas.

El origen del comportamiento no fisico de las ecuaciones de difusién y de reaccién-difusion
puede ser entendido de tres diferentes puntos de vista: (i) el matematico, (ii) el macroscépico o
punto de vista fenomenolégico y (iii) el mesoscopico.

2.2.1. Desde el punto de vista matematico

Para un punto de vista matematico, el origen de la propagacién infinitamente rapida de
perturbaciones locales en la ecuacion de difusion puede ser tratada por su cardcter parabdlico.
Esto puede ser orientado de una manera que afiadiendo un pequefno término 7d;p a la ecua-
cién de difusion o a la ecuacion de reaccion-difusion puede convertirse en hiperbélico. Para la
ecuacion de difusidn (2.1) se obtienen la ecuacién telégrafo, una ecuacién de onda suavizada,

2 2
Té’_p+é’_p_D6 P

o2 ot ox? (2.10

La solucién fundamental de esta ecuacidn con el punto en el origen x = 0 y t = 0 estd dada por:

p(x,t) = {/LVeXp [ zellolx vl Inl < \/gt’ (2.11)

0, otrocaso.
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y converge a la solucién (2.2) de la ecuacién de difusién cuando v — 0, aqui I es la funcién
modificada de Bessel, & = Dth —x%,y N = v/4Dr. La ecuacién (2.11) muestra explicitamen-
te que perturbaciones gobernadas por la ecuacién telégrafo se propagan con velocidad finita
v/D/t, como se esperaba para una ecuacién de onda suave. Agregando el término 70;;p a (2.3),
se obtiene la ecuacién de reaccién-difusién hiperbélica (HRDEs):
02 0 0?

Ta—t(z)—i-a—i:Da—xg-l-F(p). (2.12)
En el limite cuando v — 0, (2.12) tiende a la ecuacién de reaccién-difusién (2.3). La propaga-
ciéon en HRDEs ha sido estudiado tanto analitica como numéricamente pero su uso en aplica-
ciones es un poco mas complicado, pues estas ecuaciones han sido obtenidas muy claramente
de una manera ad hoc para sistemas de reaccién y dispersién de particulas, y tampoco pueden
ser derivadas ecuaciones para fenémenos termodindmicos ni para ecuaciones mas microscopi-
cas.

2.2.2. Sistemas de reaccion-Cattaneo y ecuaciones de reaccion-telégrafo

Para un punto de vista macroscépico o fenomenolégico, la ecuacién de reaccién - difusién
se deduce de la ecuacién de continuidad y del uso de la primera ley de Fick como la ecuacién
constitutiva , 2 2

a—ftjzf%+F(p) (2.13)
La primera ley de Fick implica que el flujo se ajusta instantdneamente al gradiente de la densi-
dad. Este es fisicamente poco realista, y da lugar a la caracteristica patolégica de propagacién
infinitamente rapida de las perturbaciones locales en la ecuacién de difusién . Cattaneo y otros,
han argumentado que el flujo se ajusta a la pendiente con un pequefo tiempo 7 de relajaciéon
distinto de cero. La primera ley de Fick debe ser reemplazada como ecuacién constitutiva por
la ecuacién de Cattaneo

T—+]=— _X (214)

Se nombra al sistema (2.13) y (2.14) sistema de racciéon-Cattaneao. Si derivamos ( 2.13 ) con
respectoa ty ( 2.14 ) con respecto a x y eliminamos las segundas derivadas mixtas, obtenemos
la denominada ecuacién de reaccién - telégrafo,

2 2
T(ZTS+[1+TF,(())]% =D27§+F(p). (2.15)
Observacion: Para algunos autores el término ecuacién de reaccion-difusién hiperbolica es usa-
do para referirse a las ecuaciones de reaccién-telégrafo.

Hay que tener en cuenta que la ecuacién de reaccién - telégrafo ( 2.15 ) se diferencia de la
especial HRDE ( 2.12) por el término adicional —7F’(p)(dp/dt) en el lado izquierdo. Se puede
demostrar que las soluciones de ( 2.15 ) convergen a las soluciones de la ecuacién de reac-

ciéon-difusion ( 2.3 ) cuando T — 0. 3. Los sistemas hiperbdlicos derivados desde un punto de

3Ver solucién de(2.15) en Anexo
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vista matemadtico o macroscépico superan la caracteistica patolégica de la ecuaciéon de reaccion-
difusién , pero sufren de otros inconvenientes: ( i) las ecuaciones hiperbélicas normalmente no
preservan la positividad. Incluso si p(x,0) > 0, la solucién p(x,t) de (2.15 ) se asumird, en ge-
neral, también valores negativos, lo ctial es inaceptable para una densidad real . (ii ) A fin de
garantizar el cardcter disipativo de la ecuacién de reaccién - telégrafo (2.15 ), el coeficiente de
amortiguamiento 1 — tF/(p) serd positivo, es decir,

F(p) < % para todo p. (2.16)

Esta relacion entre el tiempo de relajacion t del flujo y la escala temporal 1/F(p) de la reac-
cién, que parece ser un requisito puramente matematico. El siguiente enfoque, el mesoscépico,
arrojara luz sobre los problemas fundamentales de los sistemas de reaccién- Cattaneo ( 2.13)
y (2.14) y la ecuacién de reaccidn - telégrafo ( 2.15 ) insinuados en los puntos (i) y (ii ).

2.2.3. Reacciones y caminos persistentes aleatorios

Desde un punto de vista mesoscépico, la patologia de la ecuacién de difusion se puede re-
montar a la falta de inercia de las particulas brownianas; su direccién en el movimiento dentro
de intervalos sucesivos de tiempo no esta correlacionado. Esta falta de correlacin tiene dos con-
secuencias: ( i) Las particulas se mueven con velocidad infinita . Hay una cierta probabilidad ,
aunque exponencialmente pequefia, de que una particula de dispersion viaje arbitrariamente
lejos de su posicion actual en algiin tiempo pequeifio pero distinto de cero. Claramente, esto no
puede ser cierto para las moléculas o los organismos. ( ii ) El movimiento de los individuos en
dispersién es impredecible incluso en las escalas de tiempo mas pequenas . Una vez mas , esto
no puede ser verdad , ya sea para las moléculas u organismos. Por tanto, es deseable adoptar
un modelo de dispersion que conduzca a movimientos mds predecibles con velocidad finita
en escalas de tiempo més pequenas y enfoques de movimiento difusivo en escalas de tiempo
mayores. El cambio natural es un persistente camino aleatorio , también conocido como un
camino aleatorio correlacionado. En el camino aleatorio persistente las particulas tienen una
velocidad finita bien definida. Sin embargo, la velocidad media de las particulas se desvanece,
y no hay flujo de conveccién en el sistema. En el paseo aleatorio correlacionado o persistente,
una particula o individuo toma pasos de longitud Ax y duracién At. La particula continta en
su direccion anterior con probabilidad a = 1 — yAt y cambia de direccién con probabilidad
p = pAt. En el limite continuo Ax — 0y At — 0, tal que

Ax
1 — =1y = cte. 2.17
Avhtoo AF VT CF (2.17)

se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones para la densidad de las particulas que van hacia
a la derecha, p (x,t), y la densidad de las particulas que van hacia a la izquierda, p_(x, t):

0p+ P+ _
2 "V ox = plp— —p4), (2.18)
% 0%

at—73;=um+—ﬂl (2.19)
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Las particulas viajan con velocidad y y regresan con frecuencia y. El camino persistente azaroso
se caracteriza por dos parametros, en contraste con el paseo aleatorio ordinario o movimiento
browniano, que estd completamente caracterizado por el coeficiente de difusion D. El paseo
aleatorio persistente abarca toda la gama de la dispersién, para el movimiento balistico, en el
limite y — 0, al movimiento difusivo, en el limite de ¥ — 0, y — 0, tal que lim 7/2/2y = D = cte.
La densidad total de las particulas de dispersién esta dada por

p(x,t) =py(xt)+p_(x1), (2.20)
y el flujo J de particulas viene dada por | = yj, donde el "flujo”j se define como
j(,t) = pa(x,t) — p_(x,1). (2.21)

Sumando (2.18) y (2.19) obtenemos la ecuacién de continuidad

do . 0j
— — = 2.22
o T =0 (2.22)

Restando (2.19) de (2.18) recobramos la ecuacién de Cattaneo

op 0j )

—+y==-2uj. 2.23
o TVa T M (2.23)
Diferenciando (2.22) con respecto a t y (2.23) con respecto a x y eliminando las segundas deri-
vadas mixtas, se obtiene la ecuacién telégrafo

2 2
N (2.24)
X

donde
T=— (2.25)

es el tiempo de correlacién del proceso de regreso de las particulas, y

2
p=21. (2.26)

2p
El movimiento browniano, o la ecuacién de difusién, deja de ser un buen modelo para la dis-
persién a escalas donde las particulas o individuos tienen una velocidad bien definida. En
la mayoria de las aplicaciones fisicas o quimicas, la escala limitante se determina por la me-
dia del camino libre. En los liquidos, la media del camino libre es una fraccién del diametro
molecular, y la persistencia o efectos de la inercia son insignificantes, incluso en las escalas me-
soscopicos. La velocidad no es una variable relevante en estas situaciones, y la posicién de la
particula estd determinada por muchos efectos independientes. Por lo tanto, la dispersion tie-
ne un caracter fuertemente difusivo, y las ecuaciones de reaccién-difusiéon son una descripciéon

apropiada para las reacciones quimicas en soluciones acuosas.

La difusién turbulenta y la dispersion de los animales, particularmente las bacterias, son
otras dos dreas en las que la velocidad de las particulas u organismos estd bien definida, y los
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efectos de persistencia no son insignificantes, en escalas macroscépicas. El camino aleatorio
persistente o correlacionado también ofrece una mejor descripcién para la propagacioén espa-
cial en la dindmica poblacional. Microorganismos y animales tienden a continuar moviéndose
en la misma direccién en intervalos de tiempo sucesivos. La velocidad esta bien definida y los
efectos de persistencia son importantes en escalas macroscopicas.

Ademas de estas consideraciones practicas, que describen el movimiento de las particulas
o individuos por un camino aleatorio persistente, tiene varias ventajas desde un punto de vista
tedrico: (i) El paseo aleatorio persistente es una generalizacién del movimiento browniano; ella
contiene el dltimo como un caso limite. (ii) El paseo aleatorio persistente supera la caracteristi-
ca patolégica de movimiento browniano o la ecuacién de difusién discutido anteriormente;
cumple el requisito fisico de la velocidad limitada. (iii) El paseo aleatorio persistente ofrece un
tratamiento unificado que cubre toda la gama de transporte, desde el limite difusivo al limite
balistico. Silas particulas que se mueven de acuerdo a un paseo aleatorio persistente reaccionan
entre otras, las ecuaciones de evolucion para las densidades, (2.18) y (2.19), deben modificarse
para incluir un temporal de tipo cinético. Las contribuciones de los diferentes procesos, tales
como reaccién y el transporte, en la evolucién de un sistema son aditivos, si todos los procesos
son Markovianos. Entonces el camino persistente aleatorio es un proceso Markoviano, esto es
legitimo al afiadir términos cinéticos a la ecuacion de transporte para (p,,p_):

op+ ops _
74‘7% _”(p—_p+)+F+(p+’p—)' (227)
op- _ 0p— _
ot Vox T (p+ —p-) T F_(p1,p-) (2.28)

Observacion. Si el estado espacial se reduce de dos variables, (p,,p_), a una variable, p, el
proceso deja de ser Markoviano. No es legitimo afnadir simplemente un término cinético a
(2.24).

El problema que surge es como “distribuir”, el término cinético F(p) de la ecuacién de
reaccion-difusién a las densidades de izquierda y derecha en curso p, y p_. La opcién mds
comunmente hecha en la literatura [1, 41, 40, 2, 39] es la denominada camino de reacci6n
isotropico (IRW):

Fu(pirp-) = F-(psp-) = 3F(p). (2.29)

Esta eleccién se basa en la suposiciéon de que F(p) es un término fuente para las particulas, que
la reacciéon no depende de la direccién del movimiento, y que las nuevas particulas cambian
cualquier direccién con igual probabilidad. Con (2.29) se obtiene a partir de (2.27) y (2.28) el
sistema de reaccin-Cattaneo

op g
0] o .
a'ﬁ"}/a—x ——2‘1/1]. (231)

Ondas que viajan por caminos de reaccién isotrépicos se han estudiado en [1, 2]. Sin embargo,
los caminos de reaccién isotrépicos son poco sélido; violan un principio bésico de la cinética
[1, 2, 3], a saber, que la velocidad de eliminacién o la muerte de las particulas de un tipo dado
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debe ir a cero a medida que la densidad de estas particulas tiende a cero. De lo contrario, la
concentracién de esas particulas puede llegar a ser negativa, por supuesto no es fisico. Con-
sideramos aqui una clase de caminos aleatorios de reaccién (RRWs) que estdn libres de este
inconveniente. Los términos cinéticos se basan en los siguientes supuestos: (i) Las particulas
se someten a un proceso de nacimiento y muerte con "fertilidad” y “mortandad” que son in-
dependientes de la direccién del movimiento de las particulas. (ii) La direcciéon de particulas
”hijas”se correlacionan con el de la particula “madre”. El grado de correlacién se da por corres-
pondencia. El grado de correlacion estd dado por «. El valor k = 1/2 corresponde a ninguna
correlacién, k = 1 a correlacién completa, y ¥ = 0 corresponde a la anticorrelacién completa.
En luz de asumir (i), es conveniente adoptar la forma de produccién-pérdida de F(p). Entonces

Fi(py,p-)=[xpy + (1 =x)p_1f"(p) — f (p)p+, (1.32a)
F (py,p-)=[(1—=x)pr +xp_1f"(p) = f (p)p-, (1.32b)
donde f*(p)y f~(p) estan definidas como:
Ffp)=f(p)oi  Fi(p)=f (p)ps-

Tenga en cuenta que si F*(p) contiene un término constante 4, entonces f*(p) contiene el
término a/p. Otros cambios validos para los términos cinéticos son posibles. Una discusién de
este aspecto desde el punto de vista de la quimica cinética y dindmicas poblacionales pueden
encontrarse en [3].



Capitulo 3

Matrices diferintegrales

En esta seccién se resumen algunos resultados ya conocidos sobre este tipo de matrices. Las
pruebas y mas aplicaciones pueden encontrarse en [19, 20, 22, 23, 25].
Considérese N numeros complejos diferentes z;,z,,...,zy y un polinomio f,,(z) de grado
m < N—1. Entonces, la derivada en N puntos de f,,(z) obtenida mediante la férmula (compleja)
de Hermite en los nodos puede escribirse en la forma [21, 23]

N
2(2) = D Djkfu(2i), (3.1)
k=1

donde

(N
%,
N e
I#j
Djy = (3.2)
P'(zj)
(2 —2k) P'(2)
P(z) = l_[szl(z — z;). Esto significa que D es una matriz de diferenciacion que da derivadas
exactas en el espacio de polinomios de grado a lo mds N — 1.

Ahora considérese una funcién y(z) en un intervalo real. La derivada de la funcién u,,(z) =
¥(2) fu(2z), evaluada en los nodos toma la forma

/ z N I (.
up(z)) = v(z) <f11/1(zj) ((Z]];fm(z])) y(zj) <I;1Djk + 7;((—5]]>)> fin(2x)

itk

]kum Zk (3-3)

Il
I MZ

donde los elementos Dj;, dados por

Djx = y(z;) (Djk + 7;(?))) [y (zk), (3.4)

11
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definen la N x N matriz de diferenciacién D que da derivadas exactas en el espacio generado
por u,,(z),m=0,1,...,N — 1.

Sea e=*"/? la funcién ¥(x). Ya que el sistema ortogonal e_xz/sz(x) es cerrado en L? (00, 00), (3.4)
da una matriz para aproximar derivadas en este espacio. Ya que los elementos diagonales de D
estan dados por

1 7' (%))
i = LT )
1A T Vi
podemos seleccionar los ceros del N-ésimo polinomio de Hermite Hy (x), x1,x5,..., Xy, COMO

nodos y aplicar las férmulas electrostéticas para los ceros de los polinomios ortogonales clasicos
[28] para obtener una matriz de diferenciacién D con elementos diagonales nulos, i.e.,

D =GDy,G ™}, (3.5)

donde G es la matriz diagonal cuyos elementos diagonales estdn dados por e_xlz/zHI’\, (%), y
donde x; es el j-ésimo cero de Hy(x), y

0, j=k
(Do) jx = ] (3.6)
G —x) jEk
En [29] se muestra que
E"'DyE = iX,

donde X es la matriz cuyos elementos diagonales estdn dados por los ceros de Hermite x;,
j=1,2,...,N, y E es la matriz de elementos

N-1 .,

A et VR S
- H,(t;)H, (tk .
NHNfl(tj)HNfl(tk) ) 214 n( ]) n(te)

Ejx

Por lo tanto, la matriz de diferenciacién D dada por (3.5) es diagonalizada por la matriz GE
excepto por una transformacién de similitud con una matriz diagonal. Asi, definiendo
F = GES, (3.7)
dondeSjk = (—1)j_16jk, j,k=1,2,...,N, tenemos que
F~'DF = iX, (3.8)
y ya que x; # 0 Vj, para N par, obtenemos el resultado
D7 =F(iX)IF7!, gez (3.9)

Nétese que la derivada de una funcién de la forma u(x) = e=*"/2f(x)donde f(x) es un polino-
mio, resulta en una funcién de la misma clase donde el grado del polinomio se incrementa por
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la unidad. Por lo tanto si g > 0, (3.9) produce una matriz de diferenciacién que da derivadas
exactas u(®(x), g = 1,2,...,m, m < N, para esa clase de funciones donde f(x) es un polinomio
de grado a lo mds N — m. El caso de g < 0 es diferente puesto que en general las antiderivadas
de u(x) no pertenecen a la misma clase de funciones. Sin embargo, ya que D1 es la inversa de
DY, (3.9) da antiderivadas exactas si u(x) es tal que{” u(t)dt se acerca a cero en infinito en la

2
manera que lo hace e~ /2.

3.1. Matrices de diferenciacion rapidas

Las matrices D y F dadas por (3.5) y (3.7) respectivamente, toman formas simples para N
suficientemente grande. Usando la expresion asintética para Hy (x) en la region oscilatoria [28]

Hy(x) = %e"z/z (cos(\/2N +1x—Nm/2)+ O(N‘l/z)) (3.10)

se tiene que la forma aproximada para los ceros de Hy (x)

_[2j-N-1\=x
- ()3

j=1,2,...,N, por lo que el uso de (3.10) y (3.11) produce

N+j 2NT(N) 2

() = 2Ny ) > (DN T e N
2
Por lo tanto, en el limite asintético, (3.5) puede escribirse como
0, j=k,
Dijy (_1)]-”( - (3.12)
%)’ jFk
y (3.7) toma la expresiéon
Fix = (=1 Ej. (3.13)

En esta forma, F es una transformada discreta de Fourier [26] que surge de una férmula de
cuadratura de la transformada fraccional de Fourier. El algoritmo rdapido que da el producto
de F por un vector se conoce como XFT (Ver capitulo 4). Asi, la XFT aplicada a (3.9) produce
una matriz de diferenciacion rapida si g > 0 o una matriz de integracién rapida si g < 0, de
acuerdo al siguiente algoritmo.
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Algoritmo

Para calcular una aproximacién g = (g1,82,...,gn)" de la g-ésima derivada (g > 0) o de la
g-ésima antiderivada (g < 0) de la funcién f(x) segtin dada por el vector

f=far )"
INPUT: Real g y entero N

1. Hacer los vectores x y s segin dados por x; = m(2j — N —1)/(2V2N) y s; =
e iU, j=1,2,...,N.

2. Calcular el vector u como la inversa FFT del vector f/s.

3. Calcular el vector v como la FFT del vector (i4x/m)7u.

4. Obtener le resultado ¢ como el producto sv.

Notese que hay un factor de 4/ en el tercer paso. Esto se debe al hecho de que la XFT produce
una transformada de Fourier escalada por 4/m. Asi, si F representa la matriz asociada a la XFT,
la implementacién rapida de (3.9) toma la forma

D1 =F(4iX/n)i1F7!, qez. (3.14)



Capitulo 4

Nuevo algoritmo de la Transformada
Fraccionaria de Fourier Discreta

Motivacion

La transformada clésica de Fourier es una herramienta que puede ser utilizada para resol-
ver los modelos de ecuaciones diferenciales fraccionarios, es una transformada integral que es
ampliamente utilizada tanto en matemadticas puras y aplicadas como en algunos campos de la
ingenieria.

Son de una gran utilidad dentro de la rama de los modelos fraccionarios que no son locales,
ella es muy importante en los modelos de la dindmica de procesos distorsionados sobre medios
tortuosos.

El tratamiento de funciones utilizando la transformada de Fourier no sélo se limita a funcio-
nes continuas, también es posible definir una transformada discreta de Fourier (DFT) analoga
a la FT para el estudio de funciones discretas, es decir, funciones que toman valores en ciertos
puntos igualmente espaciados, esta tltima transformacién es muy util en fisica experimental e
ingenierfa. De la misma forma, también se puede considerar un andlogo discreto para la FFT;
tal transformacién se conoce como transformada fraccionaria discreta de Fourier (FDFT).

En la literatura se encuentran varios caminos para definir la FDFT, aqui se da un resumen
de como se obtiene una nueva transformada fraccional de Fourier discreta, para ello se sigue
un enfoque espectral diferente al mostrado en [16], donde los eigenvectores de la transformada
discreta de Fourier (DFT, del inglés, discrete Fourier transform) son usados. También es dife-
rente a la obtenida en [17] donde la integral es simplificada o se usa la interpolacién sinusoidal.
En lugar de esto, para esta fraccional de Fourier se usan los eigenvectores de la matriz asociada
a la ecuacién de recurrencia de las funciones de Hermite. Estos eigenvectores tienden a las fun-
ciones de Hermite evaluadas en los ceros de los polinomios de Hermite Hy (t) cuando N — oo,
y estas son soluciones discretas al problema del oscilador harmoénico cuantico, es decir, son
funciones discretas de Hermite.

Se muestra que una forma bilineal construida adecuadamente con estos vectores propios,
se convierte en una representacién matricial asintética del kernel de la transformada fraccio-

15
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nal de Fourier. Esta matriz da una férmula de cuadratura y una forma discreta unitaria para la
transformada fraccional de Fourier.

Usando algunas propiedades asintéticas de los polinomios de Hermite, la transformada frac-
cional de Fourier discreta puede escribirse en términos de la DFT. Por este camino, se obtienen
célculos rapidos del orden de O(N logN) para la transformada fraccional de Fourier.

Ademas, ésta puede ser evaluada en forma cerrada en términos de exponenciales para cual-
quier numero complejo z del circulo unitario |z| < 1 y no solamente para valores sobre la
frontera |z| = 1 como es usual. Se debe mencionar que la idea de usar representaciones fini-
tas de las funciones de Hermite ya han sido usadas para obtener férmulas discretas para las
transformadas de Fourier, las férmulas han sido probadas y el c6digo para usar estas férmulas
esta disponible gratuitamente.

Usando un espectral aproximado se deriva una cuadratura tipica Gaussiana de la trans-
formada fraccional de Fourier continua. La cuadratura es obtenida por una forma bilineal de
eigenvectores de la matriz asociada a la ecuacién de recurrencia de los polinomios de Hermi-
te. Estos eigenvectores son aproximaciones discretas de las funciones de Hermite, las cuales
son eigenfunciones del operador transformada fraccional de Fourier. Esta nueva transforma-
da discreta es unitaria y tiene estructura de grupo. Usando algunas férmulas asintéticas re-
escribiremos la cuadratura en términos de la FFT, arrojando una rdpida discretizaciéon de la
transformada fraccional de Fourier y su inversa en forma cerrada. Extenderemos el rango de
la transformada fraccional de Fourier considerando valores complejos arbitrarios del circulo
unitario y no solamente la frontera. Se tiene que esta rapida cuadratura evaluada en z =i lleva
a una versiéon mas precisa de la FFT y podemos usarla para funciones no periddicas.

4.1. Cuadratura de la transformada fraccional de Fourier

Consideremos la familia de polinomios de Hermite H,(x),n = 0,1,..., que satisfacen la ecua-
cién de recurrencia:
Hyyq(x) + 2nH,_1(x) = 2xH,(x), (4.1)

con H_;(x) = 0. Es conocido [11], que por medio de (4.1), se sigue la férmula de Christoffel-
Darboux:

Hy(x)Hy_1(y)—Hy_1(x)Hy ()

Nz‘l Hy(0)Ha(y) _ )~ iy ¢ Y (4.2)
i) He@Hy 1 (0-Hy  (Hy ) :
n=0 2N(N=1)! r X=7

Note que la ecuacién de recurrencia (4.1) puede ser escrita como el problema de eigenvalores:

0 1/2 0 H()(X) Ho(X)
1 0 1/2 Hl(X) Hl(X)
0 2 0 - ||Hx) [T*|Hyx) (4.3)

Ahora consideremos la submatriz principal de (4.3) de dimensién N
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0 1/2 0 0 0

1 0 1/2 0 0

0 2 0 0 0
H =

00 0 - 0 1/2

0 0 0 -~ N—-1 0 |

Procedemos a tomar una transformacién de similaridad para simetrizar H.
Asi que se propone la matriz diagonal S

1 1
S:dia 1;_;--';
& V2 «/(N—l)!zN—l}

Haciendo el producto H = SHS ™!, obtenemos la matriz simétrica buscada

N|—=
. g o g
NN N|—
[\S11\)
o
o

La ecuaciéon de recurrencia (4.1) y la férmula (4.2) pueden ser usadas para resolver el ei-

genproblema
Hukzxkuk, k=1,2,...,N,

el cual es una version de dimension finita de (4.3). Los eigenvalores x; son las raices de Hy (x)
y uy es el k-ésimo eigenvector dado por

T
Up = Cg (SlHO(xk)rSZHl (xk)’SSHZ(xk)’--vSNHN—l(xN)> ,

donde sq,5,,...,sNy son los elementos de la diagonal de S y ¢, son constantes de normalizacién
asi que

N-1
) Hy () Hy (%) _
k 2"n! '
n=0

Usando la férmula de Christoffel-Darboux tomando el caso x = y, nos da el resultado

o Hy (x)Hy 1(x) = Hy_, (x)Hy ()

~1
0 N(N_1)!
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utilizamos que Hy(x;) =0y Hl/\,(xk) = 2NHy_1(x;) tomado de [11]. Las constantes estardn
dadas por lo tanto por
IN-1(N —1)! 1 IN-I(N —1)! (—1)N+k

Cr = = y
N |Hy—1 (x1)| N Hyn_1 (xx)

donde se ha usado que |[Hy_1(x¢)| = (—1)N*¥Hy_; (x). Entonces las componentes de los vec-
tores ortonormales son

(_1)N+k 2N_1<N_ 1>! anl(xk)
N(n—1)! Hy_i(x)’

(ug), = n=1,..,N. (4.4)
Sea U la matriz ortogonal cuya k-ésima columna es u; y sea D(z) la matriz diagonal D(z) =
diag{l,z, z2,...,zN"1 }, donde z€ C.
Ahora definamos la matriz
F,=+V2rnU'D(2)U,

el factor /27 se introduce con el fin de que mas adelante la cuadratura corresponda a la trans-
formada de Fourier usual F = So_ooof(x)e’xydx. Volviendo a F, sus componentes estardn dadas
por

A kAN— N-1 _,
(L2 (V- 1) "_H (xj)Hy (xk)- (4.5)

’ =2
(F)jk "NHy_ 1 ()HN — 1(x) & 27l "

Esta es la matriz que representa el kernel de la trasformada fraccional de Fourier en un
espacio vectorial N-dimensional, como se muestra en la siguiente seccién.
4.1.1. Férmulas asintdticas

Veamos ahora la forma asintética de las componentes de F,. Primero notemos que la expre-
sion asintdtica para Hy (x) en la regién oscilatoria es (ecuacion 8.22.8 de [11])

I(N+1) N7
H = X/ V2N + 1x — — 4.6
N(x) F(N/erl)e (COS( +1x 2 )) ( )
Este da una forma aproximada para los ceros de Hy (x), es decir,
2k—N-1.\m
Xp=(——)= 4.7
k ( m ) 2 ( )
k=1,2,...,.N. Entonces usando (4.6) y (4.7) tenemos
N+k F(N)

Hy_1 (%) ~ (1) 42, N— .

r(%)
Por lo tanto, para N suficientemente grande (4.5) puede escribirse como

NI
I'(N+1)

n

e

21x3)/2 z

xi+x7)/ ZO S Hn(xj)Hn (xx),
n=

(B)jk~V2n
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y finalmente, la férmula de Stirling (n! ~ 27m(§)"> y la de Mehler

2xyw—(x2+y2)w2
> B0H.G) (%w)" =(1- wz)l/ze 1—w? , [14] nos permiten obtener

n=0 n!
[ (1 +zz)(x]2+x,%) —4xjxpz
(‘E)]k = 1 _Zzexp( 2(1 — 22) )Axkr (48)

donde Ax; es la diferencia entre dos raices asintéticas consecutivas de Hermite

T
Axkzxk+1—xk:— k=1,2,...,N,

V2N’

definiendo xo y xy 1 através de (4.7) conk = 0y k = N + 1, respectivamente. Ahora considere-
mos una funcién, g(x) definida para x € R, evaluada en las raices de los polinomios de Hermite
y escribimos estos valores en forma vectorial

g=(g(x1),8(x2),..g(xn))"

Por lo tanto, la matriz 7 multiplicada por g nos da el vector G con entradas

N 7N (1+2%)(x? + x7) — 4xjx;z
6= N st 5 Dexp (g sl

paraj=1,2,..,N. Note que esta ecuacién es una suma de Riemann para la integral

w 2Y(x2 1 2’2 — dxy .
Flg(x),x] =4/1_222 Jooexp(_ (1+z )(Zx(ltxzz)) 4xx Z)g(x)dt, 2 <1, (4.9)

asi que

N
Rlg()x]= Y (B)ug(xk), N — . (4.10)
k=1

Note que F,[g(x'),x] es la transformada fraccional de Fourier continua de g(x') hasta una
constante. Asi la matriz F, es una transformada fraccional de Fourier discreta. Tenemos que
resaltar que esta es una discretizaciéon de la transformada fraccional de Fourier para cualquier
numero complejo z en el disco unitario |z| < 1 y no solamente para z sobre la frontera, como
normalmente es considerado, y que el argumento ¢ de z = rexp (i) es real y no complejo como
es considerado en varias aplicaciones.

En el caso z = +i, sustituyendo en (4.8) obtenemos

Fje = (Fii)jk ~ 5% Axy

que es la DFT. Esta habia sido obtenida previamente en [15].
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4.2. Unarapida transformada fraccional de Fourier discreta

La FFT puede ser usada para obtener un algoritmo rdpido para (4.10). Ya que la matriz
JF; representa la cuadratura para la transformada fraccional de Fourier esperando a converger
cuando un nudmero suficientemente grande de nodos sean usados, consideraremos la forma
asitética (4.8), la cual puede ser escrita como

2
1—22

2 2
(F2)jk = e 1 e ¥i%ke I Ay, (4.11)

haciendo
1+ 22 2z

20-22) T 1-22
Se ha reemplazado el signo “~"por el de “= ”"dentro de (4.8), redefiniendo F, en (4.11). Para
distinguir esta rapida implementacion de la presente transformada fraccional discreta, deno-
taremos a esta como la transformada rapida de Fourier extendida (XFT). Para mostrar las prin-
cipales diferencia entre la XFT y la usual FFT consideremos primero el caso de la transformada
de Fourier estdndar.

U= (4.12)

4.2.1. La XFT como una mejora de la FFT

Como se dijo anteriormente, el caso z =i en (4.11) corresponde a una DFT

2 _ —
pjk:%exp[i%(j_lvz k=) (4.13)

donde ahora j,k = 0,1,2,..,N — 1, y hemos usado (4.7) y Axk. Ya que Zf{\jzl Fjrg(xy) es una
cuadratura y por lo tanto una aproximacién [18] de

G(w)) = foo e g(x)dx,

—00

usando la propiedad de la transformada de Fourier

Glaw;) = foo e'i%g(x)dx, (4.14)

]
—00
podemos escribir (4.13) de manera mds conveniente:
n? N-1 N-1

(Fa)jk:\/%exp[iam(j— —) (k= ——)]. (4.15)

entendiendo que esta matriz da una transformada discreta de Fourier a escala. El parametro
de escala a puede ser usado para conectar la XFT con la forma estandar de la DFT. Si hacemos
a = 4/7, entonces (4.15) se convierte en

jm (N=1)?
Tce 2 N

(Fan)jk = AN

[e—in%j] [ei%jk] [e—in%k]’
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donde j,k=0,1,2,..,N — 1.

En forma matricial y definiendo F = F4; para simplificar la notacion, siguiendo la DFT F
puede darse en términos de la usual DFT Dp como

o (N—1)2

el N

W5131:5 (4.16)

. . . , Zin(N-1)j
donde S es la matriz diagonal cuyas entradas distintas de cero estdn dadas pore™ ~

j=0,1,..,N — 1,y Dp(-) puede ser calculado a través del algoritmo estdndar de la FFT.

Por lo tanto, el costo computacional de F(-) es el mismo que el del algoritmo usado para calcu-
lar la FFT del vector S(-).

Sin embargo, el resultado del método presentado es mas preciso ya que proviene de una férmu-
la de cuadratura convergente y esto lo veremos a continuacién.

La inversa de F es

expl — i3 = =5 (k=5 ))

\/2/N

TC

(Fhjk=

conjk=012,.,N—1.
En las aplicaciones, tenemos que recordar que F da una transformada a escala. El siguiente
algoritmo incorpora estas ideas.

Algoritmo 1

Algoritmo para calcular una aproximacién G = (Gy,G,,...,Gy)T de la transformada de
Fourier del vector
g= (81,82 8n)"

_ m(2n—N-1 _
1. Dado N hacemos x,, = AN yn=1,2,.,N.
2. Denotemos Dr a la DFT, es decir, (DF)]‘k — ¢/ %ik_ Para j,k=0,1,2,..,N —1, calcular
la matriz diagonal S de acuerdo a Sj; = exp[—in%jéjk].

4
3. Obtener la aproximacién de G; a G(%xj) por medio del célculo del producto

matriz-vector

n (N—1)2

2 N

G=————SD¢(S9), 4.17

con un algoritmo estandar de la FFT; es decir, la FFT del vector Sg puede ser mul-
tiplicada elemento a elemento, por el vector de entradas

(N2 N-i ,
nelt N e N /2N,  j=0,1,.,N—1.




22 CAPITULO 4. TRANSFORMADA FRACCIONARIA DE FOURIER

Si el vector de entrada g estd dado por lo valores de una funcién g(x) evaluada en x, se
puede representar la aproximacion a la transformada de Fourier G(w), dando una grafica de
los puntos (%xj, G;).

En el siguiente ejemplo graficaremos las partes real e imaginaria del vector G y la transfor-
mada exacta G( %w). Primero, daremos un ejemplo con una funcién noperiédica-singular, en
seguida compararemos el desempefio de la XFT escalada evaluada en z = i con el de la FFT
estdndar.

Ejemplo 1. Considere el par de transformadas de Fourier

g(1) = cos(),  Glw) = vrrcos ()

A . (B)

5.x10713]

Im{g(w))

Refg(w))

-5.x1071}

Figura 4.1: Secciones de las graficas de las partes real (A) e imaginaria (B) de los valores exactos
G(%wj) correspondientes al ejemplo 1. Esta transformada exacta (linea continua) es comparada
con el resultado de la XFT (linea punteada) para N = 512.

(A)

Im{g(w))

Refg(w))

Figura 4.2: Secciones de las gréficas de las partes real (A) e imaginaria (B) de los valores exactos

G(%wj) correspondientes al ejemplo 1. Esta transformada exacta (linea continua) es comparada

con el resultado de la FFT (linea punteada) para N = 512.
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(I , (B)

Error XFT
Error FFT

Figura 4.3: (A)Error producido por la XFT, ]G(%a)j) — Gj|, para N = 2048 (linea continua) y
N = 4096 (linea punteada). (B)Error producido por la FFT, |G(%w]~) - G{ft|, para N = 2048
(linea continua) y N = 4096 (linea punteada)

Las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 muestran la convergencia obtenida para la XFT y la FFT, respecti-
vamente. La figura 4.1 se muestra una comparacién entre las partes real e imaginaria de la
transformada exacta G(%w) (linea continua) contra la salida de la XFT (linea punteada). En
adelante

w; =7(j—N/2-1/2)/V2N, j=12,..,N.

La figura 4.2 muestra la comparacién entre las partes real e imaginaria de la transformada
exacta G(%w) (linea continua) contra la salida de la FFT (linea punteada) normalizada por

7/v/2N.

La figura 4.3 muestra secciones del error |G]e.Xacta — G?prox| para la XFT (izquierda), y la FFT
(derecha). El error dado por la XFT se aproxima a cero para mas puntos cercanos al origen
cuando N se va haciendo més grande, mientras que el error producido por la FFT mantiene

siempre la misma magnitud sobre el mismo intervalo.
Ahora veamos otro ejemplo donde las diferencias son mas significativas.

Ejemplo 2. Consideremos el par de transformadas

e—t/2
g(t) = T G(w) = 1ctanh(ntw).
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(A) : )
''''''''''''''''''' 3- :
4.x10° B} r
2.x10713 ' 2t
3 0 = 1}
B -2.x1071 3 0
S —4.x1071 | | - T
-6.x10713 I .
_S-XI{'-ISP 4 \. -_,_‘(:‘{g;« —2- J
| ‘ i : | .
~20 -10 0 10 20 e i : = =
w

Figura 4.4: Secciones de las graficas de las partes real (A) e imaginaria (B) de los valores exactos
G(%wj) correspondientes al ejemplo 2. Esta transformada exacta (linea continua) es comparada
con el resultado de la XFT (linea punteada) para N = 512.

(A) (B)
3.0 - ~ 3:-""""1‘{-': ........
2.5F 2:
= 2.0 = 1}
S 3
% 1.5 % Of
= E
& 1.0} 8 —1f~
0.5} -2
0.0 : -3} J
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
w w

Figura 4.5: Secciones de las gréficas de las partes real (A) e imaginaria (B) de los valores exactos
G(%wj) correspondientes al ejemplo 2. Esta transformada exacta (linea continua) es comparada
con el resultado de la FFT (linea punteada) para N = 512.
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5.x10711 (A) T B)
2.0}
4.x1071
- = 1.5¢
B 3.x1071 %
b -]
£ 2.x10711} E 10
1L.x10°1f- | | JL . | [ 0.5
of-. . - : : = 0.0L | ] ] ] | i
—-60 —-40 =20 0 20 40 60 -60 —40 -20 0 20 40 60

u

Figura 4.6: (A)Error producido por la XFT, |G(%w]-) — Gj|, para N = 2048 (linea continua) y
N = 4096 (linea punteada). (B)Error producido por la FFT, |G(%a)j) - G{ft], para N = 2048
(linea continua) y N = 4096 (linea punteada)

4.2.2. La XFT como una rapida transformada fraccional de Fourier

Para obtener una discreta y rapida implementacion de la transformada fraccional de Fou-
rier continua, volvamos a la definicién de la transformada fraccional dada en (4.9),

/ 2 —ux? * vxx!  —ux'? N 3.l
Galx) = Rlg()x] =\ [1ppe ™ | e g(ar,
—0o0

donde se ha usado la definicién dada en (4.12). El simple escalamiento

2 o0 / /
G (ax) = - e_"“zxzf etV eI 2g(x')dt’, (4.18)
—0

y la discretizacion del kernel

2
() = 5 exp(—pa®x?) explava) exp(— px) Axy

nos servirdn para implementar el algoritmo rapido para calcular la XFT en términos de la FFT.
Esto puede hacerse haciendo a = 21(1 — z?)/(ntz), entonces tenemos que

_ 21
exp(—ptazx]z)(ij)exp(—ptx,%), cona = — (1 —2?), (4.19)

(k= —

1—22

donde F estd dado por (4.16), es la rapida XFT para el caso de la transformada de Fourier
estandar.

. . s . ~ 21(1—22)/(mz2) N ~
Para simplificar la notacién hagdmos F, a F; - Entonces > ;1 (%) f (xx) es una cua-
dratura de (4.18) con a = 21(1 — z?)/(mz)(vea (4.10)), %, es una discreta rapida de la transfor-
mada fraccional de Fourier la cual da una aproximacién para la funcién escalada G,(ax) en los
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nodos x;. Recordemos que los pardmetros y y v dependen del nimero complejo z, (vea (4.12)),
y que (4.19) da una aproximacién de la transformada fraccional de Fourier, como se defini6 en
(4.9) para cualquier z, |z| < 1, y no sélo para z sobre la frontera del circulo unitario, como
usualmente es el caso.

Note que la transformada inversa puede ser obtenida en términos de F ~!. Estas ideas son in-
corporadas en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2

Algoritmo para calcular una aproximacién G = (G, Gy, ..., Gy)T de la transformada frac-
cional de Fourier F,[g(x"),21(1 — zz)/(nz)x]-] del vector

§=1(81,88v)"

en el valor comlejo z, z| <1

1. Dados N y z hacemos

» p=(1+2%)/[2(1 —22)], @ = 21(1 — 22)/(12).
= x,=n(2n—N—-1)/[2(vV2N)], n=1,2,..,N

2. Denotemos Dy a la DFT, es decir, (DF)]'k _ o7k, Para j,k=0,1,2,..,N —1, calcu-

lamos las matrices diagonales Sy y S, de acuerdo a

(S1)jk = exp[— szz—m—JcS]k] (S2)jk = exp[— wc — i Nt ol

3. Obtenemos la aproximacién de G,; a G,(ax;) por medio del calculo del producto

matriz-vector
iz (N=1)2

Gon|—2_T ¥ ¢ D(Sye) (4.20)

con el algoritmo estandar de la FFT.

Probaremos el comportamiento de esta transformacién rapida en dos ejemplos bien conocidos
para los cuales |z| = 1. En los ejemplos a = a = 21(1 —2?)/(7z) y w} = x; = t;. En estos ejemplos,
se comparan la transformada exacta (w;, G(4nw;)) (linea negra) en contra de la salida de la XFT
(wj, Gj) (linea naranja) en las graficas mostradas.

Ejemplo 3. Considere el par de transformadas fraccional de Fourier

g(t) = exp(—t%/2 + pt), G,(t) =exp(—t2—%ﬁze”‘”sin(p—l—ﬁtezq’), z=¢"?
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(A) {B)
e . . ’ - o . ’ :
af a
3 3
] sl
K] g0
0
-2}
_2-! L 1 Il _4_ 1 r
=15 =11 -5 0 5 10 15 =15 =10 10 15

Figura 4.7: Parte real de la transformada fraccional de Fourier (linea continua) comparado con
la salidad de la XFT en (A) y con la salida de la FRFT en (B) (linea punteada) calculado con
N =512. La funcién g(t) en el ejemplo 3 esta dada con p =2y ¢ = 7/5.

La figura muestra una parte de la grafica de la parte real de la XFT comparada con la
parte real de G,(aw;). La norma méxima del error es del orden de 10712 para las partes real e
imaginaria dada por la XFT.



28

CAPITULO 4. TRANSFORMADA FRACCIONARIA DE FOURIER



Capitulo 5

Teorema de existencia y unicidad e
iteraciones de Picard

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

x=f(tx), (5.1)

estos sistemas tienen una gran importancia en las aplicaciones de ciencias especialmente en
sistemas de vibraciones mecanicas con varios grados de libertad. Estos mismos sistemas tienen
importancia matemadtica, pues cada ecuacién diferencial de orden n-ésimo puede convertirse
a un sistema de 1 ecuaciones de primer orden!, convirtiéndose en el tipo de 5.1. Introduzca-
mos condiciones iniciales de la forma x; (ty) = x?, x5(ty) = x93, ..., x,(ty) = x0, de manera que
con estas condiciones tendremos un problema de valores iniciales; asi que para el sistema 5.1,
consideremos f € C(D), D € R"™!, con x € R" y R, ;) =recténgulo en R"*!. Si f € Lip,(R) ?
entonces existe solucion x(t,t,xg) de (5.1), f : D — R" con (xg,ty) € R, es decir, la solucién
x(t,tg,xo) de (5.1) esté definida en (tq — h,tg + h), donde

.o b .

hzmm(a,M) M := m1§1x|f(t,x)|.

Llamemos x(t) a una solucién que pase por el punto x(ty, g, Xg) = xo. Ademads la secuencia de

funciones (x,,(t));._, construido por

t
Xm+1 (t) =X+ f(S,Xm(S))dS x0(5> = X0 (5.2)
to
(esta secuencia es llamada iteracion de Picard) ésta (x,,(t)),._, converge uniformemente a la
unica solucién x(t) de (5.1) en (—tg — h,ty + h), i.e, x,,(t) — x(t). En seguida se dardn los lemas
y algunos se demostraran, ya estos son necesarios para probar lo mencionado anteriormente.

1
X. = Xit1, I1<ig<n-—1

Xy, = f(tx1,...,x,)

2Una funcién g(x, u) se dice que es uniformemente Lipschitz continua en D si existe una constante no negativa
L (constante de Lipchitz) tal que ||g(x,u) — g(x,v)| < L|u — v| para todo (x,u), (x,v) en el dominio D.

29
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Lema 1 La solucion x(t,ty,xg) es continua en el dominio D y con condicion inicial x(tg, to, xg) = X
en (t—r,t+r), entonces x(t,ty,xy) es también solucion de la ecuacion integral

t
x(t,tg,Xg) = X9 + f f(s,x(s,tg,x9))ds te(tg—rtog+r). (5.3)
to
Demostacion.
Tomemos la solucién x(¢, tg, xo) de (5.1), entonces diferenciemos i.e., W = f(t,x(t,tg,xp))-

Una integracién de ésta igualdad resulta

t

x(t,tg, x0) — x(to, to,x0) = | f(s,x(s,tg, x0))ds.
fo

En consecuencia, si x(t,tg,xg) es alguna solucién de (5.3) entonces, x(tg, tg,xg) = X y f (t,x) es

continua, diferenciando (5.3) llegamos a que W = f(t,x(t,t9,x0))-

Lema 2 Para cada m la funcion x,,(t) esta definida y es continua en [t, to + h| y satisface
[m (t) = xo[| < M(t —to), t € [t tg + h] con M = maxg | f (£, x)|

o¢]

Lema 3 La secuencia (xm(t)) , converge uniformemente en [ty,to + h| a una funcion continua
m=

x(t).

Demostremos que la serie x(t) + > e o(x,41 () — x,,(t)) converge uniformemente en [tg, to + h].
Para t € [tg, to + h] definimos
dn(t) = ’xn-t-l(t) _xn(t)‘ (5.4)

Para cada n, tenemos

dm%ﬂﬁf@%®wkif@%q@ﬂﬂ<£V&m@ﬂ%&f@%quk

entonces, ya que f € Lip,(IR) entonces

() < L[ euls) % ()lds = L [ dy_y(s)ds (5.5)

to to

donde L es la constante de Lipschitz. Estimemos d,,(¢) por induccion.
Por el lema 2, dy(t) = |x1(t) — xo(t)| < M|t — o], asuminos que
M n+1 (t — t0>n+1

entonces de (5.5)

t t M n+1
n+1(5_t0)
d,q1(t) < Lﬁodn(t)dsgLL(LL TS )ds

B L (n+2) '
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Asi para t € [tg, to + h]

© M 0 Ln+l )n+1 M WL
e = et .
Z}Odn( T §=] IS (et =1 (5:8)

entonces xq(t) + Yoo (x,51(t) — x,(t)) converge uniformemente por el criterio de Weierstrass.

Lema 4 La funcion x(t) del lema 3 es solucion de (5.2) tal que x(tq) = x,.

Primero demostraremos que |x(t)—xo| < b, /, t € [to, to+h] entonces Vt € [t(, tg+h] la funcion
f(t,x(t)) esta definida.
Site [ty ty+h]ysie> 0 paraun m suficientemente grande

() = xo] < [x(8) = % (£)] + [xm (1) — 0| < &+ M(t — to)
por convergencia uniforme y lema 2. De ahi
|x(t) —xo| <e+M(t—ty) < M(t—tg) <Mh=b
Ahora, por la condicién de Lipschitz
t t
‘ f s, x(s))ds— f f(s,x(s ds’ <j ‘f S, X - f(s,xm(s))’dSSLJ |x(s)—x,,(s)|ds < Lxeh
to t() to

con m suficientemente grande, entonces

lim [ Fsx(o)ds = [ fsx(0)ds

Por otro lado, tomando el limite en ambos lados de la igualdad

MH@—%+Lf@M®MS

asi

x(t) = xg + tf(s,x(s))ds

Teorema de unicidad (Picard) 1 La solucion x(t) (verificada en Lema 4) que satisface x(ty) = xq
es la tinica solucion de (5.1).

Demostracion.
Supongamos que existe otra solucién mas, %(t) + x(t), £(t) y x(t) estdn definidas y son conti-
nuas en (tg —r,tg+ 1), r > 0 tal que x(tg) = xg, y X(ty) = x¢ -
Estimamos |x(t) —X(t)| en t € [to, tg+7r—9] con 0 < 6 <1, 6 fijo. Ya que %(t) y x(t) son continuos
en [to, to + r — 6] entonces 3B tal que

|x(t) — x(t)| < B entonces

|x( J ’f s, x(s (s,%(s ‘ds t |x(s) — %(s)|ds < LB(t — tg) (5.9)
to

to
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Por induccién
B(t—to)", m>0

m
x(t) — x(t) < W
entonces

m+1
alt) (1) < Lo B

Ll % es un miembro o sumando de el

= |x(t) — %(t)| < €. De esta manera, x(t) = %(t) en [to, tg + r — 0] siendo 6 arbitrariamente pe-
quefio x(t) = X(t) en [to, tg + 7]

De manera andloga para [ty — 1, tg].

Ejemplo. Resolvamos el problema de valores iniciales

ull =X+ Uy
I/llz =X+M1
ul(O) = ]., le(O) =—1 (510)

Tomemos u°(x) = (1,—1), para obtener

1 * x2 2

u (x):(l’_l)JrJo(t_l’t+1)dt:(1_X+7’_1+x+7)
X t2 t2

u2(x)=(1,—1)+f0 (t—1+t+?,t+1_t+?)dt

(l +2x2+x3 1+ +x3>
= — X —_— —_—, X —_—
2 3! 3!
305) — (1 2x% x* ] 2x3 x*
u(x)—( —x+T+I,— +x+?+a)
400y — (1 2x2 2t X 1 2x3 x°
M(X)—( _X+T+T+§’_ +x+T+§)
2x2 2x% xS 263 x5
=<—(1+X>+<2+T+T+§>,—<1+X)+(2)(-‘1-?4-5))

Aqui, la secuencia {u"(x)} existe para toda x real y converge a
u(x) = (— (I+x)+e*+e™*, —(1+x)+e*— e_x) ,1a cual es la solucién del problema de valores
(5.10).



Capitulo 6

Sobre pozos geotérmicos

6.1. Introduccion

La existencia de temperaturas altas en el interior de la Tierra ha sido supuesta desde tiem-
pos antiguos con base en observaciones en la superficie. Los volcanes, manantiales termales y
otras manifestaciones superficiales del calor encerrado dentro de la Tierra han sido las eviden-
cias de que la temperatura en su interior debe ser mucho més alta que la que se tiene en la
superficie.

En este siglo se comenzaron a hacer mediciones en pozos de la variacién de la temperatura
con la profundidad y se observé que en zonas “normales”, o sea, donde no existen manifesta-
ciones termales superficiales, la temperatura en la corteza de la Tierra aumenta a una razén de
30°C por kilémetro.

El transporte de calor en el interior de la Tierra se lleva a cabo por medio de tres meca-
nismos: conduccién, conveccién y radiacién; sin embargo, los tres tienen diferente grado de
importancia en las diferentes capas: en la corteza el principal medio de transporte de calor es
la conduccién mientras que en el manto lo es la conveccién y radiacién.

La conduccién es la forma como se transporta el calor de un cuerpo mds caliente a uno
mas frio con el cual se encuentra en contacto. La eficiencia de ésta depende de una propiedad
de los materiales que se llama conductividad térmica y que nos dice cual sera la diferencia de
temperatura provocada por un flujo de calor: a mayor conductividad menor sera la diferencia
de temperatura a través del material.

La conveccién es un proceso un poco mas complejo que se da solamente en fluidos (liquidos
y gases). Al ser calentada la parte inferior de un fluido, ésta se expanderd y se volvera menos
densa que la parte superior mas fria, por lo cual tenderd a subir, con lo que la parte fria que-
dard ahora en contacto con la fuente de calor repitiéndose de esta forma el proceso y dando
origen a lo que se llama celdas de conveccién, en las cuales existen corrientes ascendentes y
descendentes. Este mecanismo se va a generar a partir de un cierto valor de la diferencia de
temperatura y depende de la viscosidad y densidad del fluido.

La radiacién es una forma de transporte de calor que es importante a temperaturas altas;
en realidad todos los cuerpos que tienen temperatura por arriba del cero absoluto
(0°K 6 -273.15°C) emiten radiacién, pero la frecuencia de la radiacién emitida es proporcional
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a la temperatura del material.

De esta forma observamos que el transporte de calor en el interior de la Tierra va a depender
de la temperatura y de las caracteristicas del material. La corteza se comporta como un sélido
y tiene temperaturas relativamente bajas. El manto se comporta como un fluido y como la
conveccion es mucho mds eficiente en este caso, ése es el principal medio de transporte, aun
cuando las temperaturas relativamente altas hacen posible que la energia también se transporte
por medio de la radiacién.

No obstante que la principal forma de transporte de calor en la corteza es la conduccién,
esto no excluye que existan algunas areas en las cuales el calor se transmite principalmente
por conveccién, aprovechando zonas de debilidad en la roca sélida que forma la corteza (fa-
llas, fracturas, etc.). A través de esas zonas van a ascender fluidos calientes que provienen de
diferentes profundidades y pueden tener caracteristicas distintas: pueden ser rocas fundidas
generadas en la base de la corteza, o bien pueden estar constituidos principalmente por agua
originada en la superficie de la Tierra y que ha penetrado hasta profundidades donde se ha
calentado por contacto con rocas a alta temperatura, de tal forma que vuelve a ascender a la
superficie transportando parte de la energia del interior.

Al penetrar en la corteza de la Tierra se observa un cambio en la temperatura, en gene-
ral ésta aumenta; a esa variacién de la temperatura con la profundidad se le llama gradiente
geotérmico. El valor del gradiente geotérmico en la corteza terrestre varia mucho de un lugar
a otro: se han llegado a medir gradientes de s6lo 10°C por kilémetro, mientras que en algunas
zonas se han observado variaciones de la temperatura de 200 y hasta 800°C/km. Sin embar-
go, la mayoria de las zonas del planeta en las que no se tienen anomalias térmicas se agrupan
alrededor de un promedio de 25 a 35°C/km, a este valor se le considera el gradiente geotérmi-
co normal. Esto es en cuanto a la corteza, pero para determinar o estimar la variacién de la
temperatura dentro del manto se requiere de algunas hipétesis.

El flujo de calor en la superficie de la Tierra se calcula como el producto del gradiente
geotérmico por la conductividad térmica de las rocas, siendo estos dos parametros determi-
nados directamente. El gradiente geotérmico se determina midiendo la temperatura a lo largo
de pozos suficientemente profundos para evitar las perturbaciones en las capas superficiales
(hasta 200 m) provocadas por las variaciones diurnas y estacionales de temperatura, asi como
por el flujo de aguas subterrdneas. Estos factores no afectan las mediciones hechas en el océano,
ya que la temperatura del fondo marino es practicamente constante, por lo cual sélo se nece-
sita una sonda de dos a cinco metros de longitud, con sensores de temperatura distribuidos
a lo largo de ella, la cual penetra los sedimentos del fondo ocednico. La determinacién de la
conductividad térmica se lleva a cabo en el laboratorio, en muestras de las rocas en las que se
midi6 el gradiente geotérmico. Estas muestras se someten a un flujo de calor conocido, el cual
va a generar una diferencia de temperatura a lo largo de la muestra, de tal forma que entre
mayor sea esta diferencia de temperatura, menor serd la conductividad térmica de la muestra.
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6.2. Sistemas geotérmicos

En su sentido mas amplio, el término describe un sistema de transporte de calor desde
una fuente a profundidad hasta una zona de descarga que generalmente es la superficie de la
Tierra. Este transporte de calor usualmente se efecttia a través de un fluido geotérmico que
puede ser magma, en el caso de sistemas volcanicos, o bien agua caliente o salmuera (agua con
alta concentracién de sales), vapor y gases en un sistema geotérmico en el sentido estricto del
término. En su camino desde la fuente hacia la zona de descarga, el fluido geotérmico puede
ser almacenado temporalmente en un yacimiento, que en el caso de un sistema volcanico forma
la cdmara magmatica.

Estas descargas concentradas de calor que son los sistemas geotérmicos no se encuentran
distribuidos uniformemente en la superficie de la Tierra, sino que estan localizados preferen-
temente en franjas caracterizadas por ser fronteras activas entre placas, en las cuales éstas se
crean o se destruyen. Esta actividad provoca que el material del manto tenga movimientos
verticales, o sea que rocas a alta temperatura se desplacen hacia la superficie dando origen a
anomalias térmicas.

Como ejemplo de dreas que presentan una intensa actividad geotérmica tenemos el llamado
Cinturén de Fuego de la regién circunpacifica), al cual pertenece la costa suroeste de México,
en la que la frontera entre placas es de tipo destructivo. Un ejemplo de otro tipo de frontera
(constructivo) donde se esta creando corteza terrestre de tipo ocednico la tenemos en el Golfo
de California, en donde se encuentra el campo geotérmico de Cerro Prieto, que tiene una de las
producciones de energia eléctrica mas altas en el mundo.

Un aspecto muy importante en el estudio de los sistemas geotérmicos es su clasificacién.
Las caracteristicas que se toman en cuenta para este fin son:

» la naturaleza del fluido dominante en la parte principal del yacimiento, por ejemplo:
agua caliente, vapor, salmuera, etcétera.

» la concentracién de componentes quimicos en el fluido dominante; por ejemplo, el fluido
dominante en el yacimiento puede ser agua de mar diluida, con lo que la concentraciéon
de compuestos quimicos en solucién sera muy alta.

» la descarga superficial de calor; esto es, cuanto calor es transportado a la superficie por
medio de las manifestaciones hidrotermales y por conduccién.

» la entalpia o contenido energético (calorias por gramo) del fluido descargado por el siste-
ma.

De esta forma, se puede denominar a un sistema geot’ermico como de alta o baja entalpia si
ésta es mayor o menor de 250 calorias/gr. La concentracién de componentes quimicos puede
variar de menos de 0.1%, a 1% y alcanzar valores de mas de 1% de sélidos totales disueltos,
catalogdndose como de concentracién baja, intermedia o alta, respectivamente (el agua potable
tiene un promedio de 0.20% de sé6lidos totales disueltos). Por ultimo, la descarga superficial
de energia puede ir de 500 a mas de 500 000 kilowatts. Esta descarga superficial de calor
estd determinada por la magnitud de las manifestaciones superficiales que tiene el sistema; y
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al planear su explotacion éste es el valor minimo de energia que se puede obtener del sistema
sin alterarlo significativamente ya que esa es su descarga natural.

Las manifestaciones superficiales (y por lo tanto la descarga) del sistema van a ser afectadas
fuertemente por las condiciones hidroldgicas y topograficas de la zona, las cuales van a definir
la recarga del sistema y la permeabilidad de las capas que forman el yacimiento.

6.3. Recurso geotérmico y energia eléctrica

Ademads de la importancia cientifica que tiene el estudio del calor contenido en la Tierra
y del valor estético en cuanto a belleza natural de sus manifestaciones superficiales, éste es
importante también como recurso energético; especialmente en las condiciones actuales de
consumo creciente y la busqueda de fuentes alternas de energia.

La principal restriccién al uso de la energia geotérmica es la dificultad para su transporte,
por lo que preferentemente se trata de transformarla a energia eléctrica. En compensacién a
esta deficiencia, se tiene su versatilidad para la utilizacién directa. Gracias al avance de la tec-
nologia se han podido superar muchos problemas en la utilizacién de la energia geotérmica y
en la actualidad es posible aprovechar sus recursos en un rango muy amplio de temperaturas,
o bien explotarlos “en cascada”, lo cual equivale a seguir extrayendo energia de fluidos que han
pasado ya por alguna etapa de su uso: por ejemplo los fluidos que son desechados por una esta-
cién geotermoeléctrica a una temperatura de mas de 100°C, pueden atn ser utilizados para el
enlatado de comida, extracciéon de sales y posteriormente para calefaccién, refrigeracién, inver-
naderos, etc., hasta que finalmente, ya a una temperatura menor de 30°C, sean usados en al-
bercas para recreacion o en criaderos de peces. De esta forma, se extrae el contenido energético
de los fluidos geotérmicos con un maximo de eficiencia. En varios paises como Nueva Zelanda
y Francia se implementa ya la utilizacién ”en cascada” por ser econdmicamente mas rentable.

Es necesario aclarar que la temperatura no es el tnico requerimiento para el uso de la
energia geotérmica, sino que para su explotacién es necesario contar con los siguientes facto-
res: la disponibilidad de suficiente fluido (agua y/o vapor) para que transporte el calor de las
profundidades a la superficie, de zonas permeables que permitan este transporte y a la vez
de una recarga que reemplace al fluido que es extraido. Ademds, es preferible que los fluidos
geotérmicos estén libres de productos quimicos que puedan corroer o danar las instalaciones
para su extraccion y aplicacion.

La transformacién de la energia geotérmica en eléctrica es tal vez su mayor aplicacién
préctica (casi la tercera parte) y la que atrajo la atencién en el nivel mundial hacia este recurso,
ya que de las fuentes alternas de energia, es una de las que han demostrado ser econémica-
mente factibles. La obtencién de electricidad a partir de fluidos geotérmicos tiene una eficien-
cia relativamente baja en comparacién con las plantas termoeléctricas convencionales, debido
a la baja temperatura de los fluidos geotérmicos (que tienen un maximo de aproximadamente
380°C). Sin embargo, las plantas geotermoeléctricas son econémicamente redituables debido
al costo tan bajo del calor obtenido (en comparacién con los combustibles fésiles), ademads de
las ventajas que tiene en cuanto a un minimo de contaminacién ambiental. En el caso de la geo-
termia, se han estudiado los efectos que la explotacién de un campo puede tener sobre la flora
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y la fauna local y atn cuando todavia quedan muchas investigaciones por hacer, se puede decir
con base en la evidencia que se tiene en la actualidad, que es ésta una de las formas de energia
que genera menos contaminacién, sobre todo en comparacién con los combustibles fésiles y
con los problemas de contaminacién radiactiva que atn no se han resuelto en la utilizaciéon
pacifica de la energia nuclear.

El potencial energético del vapor que alimenta una planta geotermoeléctrica va a depen-
der no sélo de su presién y temperatura, sino también de su calidad (contenido de gases), la
presion de expulsion de las turbinas y la configuracion general de la planta. Las plantas geoter-
moeléctricas tienen diferentes esquemas de acuerdo al tipo de fluido que alimente las turbinas
y la presién a la que salga de éstas. En general se tiene una configuraciéon como la mostrada en
la figura 6.1.

Tanto el agua que expulsan los separadores, como el condensado deben ser desechados. En
algunos casos se les arroja al torrente de rios (Wairakei, N.Z.) o al mar (Ahuachapan, El Salva-
dor), o bien a lagunas de evaporacién (Cerro Prieto, México); pero actualmente se ha demostra-
do que es mas provechoso reinyectarlos, lo cual ademds de evitar problemas de contaminacién
(quimica y térmica) de rios y mares, ha probado ser benéfico para los yacimientos [35, 36], ya
que ayuda a disminuir el descenso de la presién y si se combina con la estructura hidrogeolégi-
ca del campo, es posible evitar la entrada directa al yacimiento de aguas subterraneas frias,
como se ha observado en Los Humeros, Puebla.

6.4. Exploracion de los recursos geotérmicos

El principal propésito de la exploracién de una zona geotérmica es definir su tamaio, for-
ma y estructura y determinar sus caracteristicas, como son: el tipo de fluido, su temperatura,
composicién quimica y su capacidad de producir energia.

Estas caracteristicas pueden ser determinadas en dos formas: por exploracién superficial y
con perforaciones exploratorias. Puesto que es mucho mds barato hacer exploracién superficial
que perforar pozos, se acostumbra realizar un extenso programa de exploracién superficial
antes de comenzar a hacer perforaciones.

6.4.1. Exploracion superficial

Debido a que los campos geotérmicos de alta temperatura se localizan generalmente en
las dreas de vulcanismo reciente relacionadas con las fajas sismicas, son ésas precisamente las
zonas que se seleccionaran para efectuar los primeros trabajos de reconocimiento. También es
importante en el principio efectuar un mapeo de las manifestaciones termales superficiales
localizadas dentro y fuera del drea en estudio; esto es necesario, ya que éstas no se localizan
necesariamente sobre el yacimiento, sino que los fluidos geotérmicos se desplazan siguiendo
fallas o fisuras o cualquier otra zona de alta permeabilidad y, al clasificarlas, se puede inferir la
trayectoria que han seguido hasta la superficie, asi como los procesos de mezclado y ebullicién
que pudieron haber experimentado.

De acuerdo a las técnicas empleadas, la exploracion superficial se puede dividir en geolégi-
ca, geofisica y geoquimica.
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Técnicas geologicas

Se debe identificar y catalogar todas las manifestaciones geotérmicas que haya en la superfi-
cie, ya sean activas o fosiles; efectuar una evaluaciéon preliminar de su significado con respecto
a los procesos subterrdneos que tienen lugar en el sistema geotérmico; y recomendar las areas
para un estudio a mayor detalle. Esto se lleva a cabo examinando fotografias aéreas o imagenes
de satélite y visitando el drea para correlacionar los datos de éstas con la informacién obtenida
en el campo.

Una vez terminado el reconocimiento del area, si se decide que la zona geotérmica tiene
posibilidades para su explotacién, se debe preparar un mapa geolédgico a detalle del prospecto
geotérmico seleccionado y de las areas circundantes. Este mapa debe incluir las manifestacio-
nes superficiales y los rasgos geolégicos (fallas, fracturas, distribucién superficial y a profun-
didad de los diferentes tipos de rocas y su permeabilidad) que puedan contribuir a elaborar un
modelo del sistema geotérmico y recomendar la localizacién de los pozos exploratorios.

Técnicas geofisicas

La geofisica se va a utilizar para definir las dimensiones y la estructura del campo: drea
que ocupa, profundidad a la que se encuentra y principales estructuras relacionadas con la
permeabilidad. Esto se logra mediante los siguientes estudios: sensores remotos, gravimetria,
magnetometria, termometria, sismologia y métodos eléctricos y electromagnéticos.

En las etapas de reconocimiento se aplican sobre todo métodos que no son muy caros y que
permiten cubrir un maximo del drea teniendo una alta razén entre beneficio y costo: Medidas
de emisividad en el infrarrojo a partir de imagenes aéreas o de satélite, Termografia (medi-
ciones de temperatura en pozos poco profundos: de 1 a 100 m), método de perfiles eléctricos,
sondeos eléctricos verticales, gravimetria y magnetometria, entre otros.

Técnicas geoquimicas

Las técnicas geoquimicas efecttian los anélisis de las aguas de los manantiales, las emisiones
de las fumarolas, las descargas de gases y las aguas frias superficiales (rios, lagos, lluvia, etc.)
para hacer las siguientes inferencias de las condiciones del sistema hidrotermal:

» la variaciéon en composicién del fluido termal a profundidad,

la temperatura (y presién) del fluido a profundidad,

las rocas relacionadas con los fluidos termales a profundidad,

el gradiente geotérmico y la profundidad a la cual se presenta ebullicién por primera vez
en el sistema; esto incluye determinar la posibilidad de encontrar inversiones de tempe-
ratura con la profundidad,

» la posibilidad de encontrar a profundidad fluidos 4cidos,

entre otros.
La determinacién de todos estos parametros se hace utilizando los resultados de los analisis
quimicos e isotépicos de las descargas del sistema en la superficie.
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6.4.2. Perforacion de pozos exploratorios

Una vez que se tiene un modelo preliminar del campo con base en los datos superficiales, se
procede a situar un namero reducido (de tres a cinco) de pozos exploratorios, con los cuales se
pretende corroborar los modelos elaborados y justificar los gastos de la exploracién superficial.

Durante la perforacién del pozo se toman muestras de las rocas que se van encontrando.
Estas muestras tienen la forma de trozos pequenios de roca que se van cortando con el barreno
(muestras de canal) y de cilindros de roca recortados con un barreno especial para este fin
(nucleos). Por supuesto que los ntcleos proveen de mejor informacién, ya que se conoce exac-
tamente a qué profundidad corresponden. Atn antes de terminar el pozo estas rocas son estu-
diadas para determinar los minerales que se han producido como resultado de la interaccién
de los fluidos termales y la roca del yacimiento. La formacién de los minerales de alteraciéon
depende tanto de la composicién quimica del fluido como de la temperatura y por lo tanto
estos dos pardametros pueden ser inferidos a partir de las observaciones en las muestras, aun
sin haber hecho mediciones directas. A las muestras de rocas provenientes de los pozos se les
hacen analisis quimicos para obtener la composicién de rocas alteradas y no alteradas hidro-
termalmente y asi determinar los efectos que ha tenido la interaccién con fluidos termales en
la composicién quimica de las rocas que forman el yacimiento.

Una vez que el pozo se ha terminado (lo cual puede llevar varios meses), se toman regis-
tros verticales de flujo, temperatura, conductividad y potencial eléctricos, velocidad sismica,
etc., para determinar las propiedades de las rocas que se encuentran a lo largo del pozo y la
variacién de la temperatura con la profundidad, lo que en forma indirecta ayuda a inferir la
permeabilidad de las rocas, ya que después de haber sido enfriadas por los fluidos de perfo-
raciéon las capas de roca mas permeables serdn las que recuperen mas rapido su temperatura
anterior por la circulacién de los fluidos termales a través de ellas.

Generalmente se deja “reposar” el pozo de unas cuatro a ocho semanas para que se estabili-
ce, comparando las variaciones en los registros de temperatura y presion durante este tiempo.
Una vez, estabilizado el pozo se induce su descarga, es decir la emisién continua de fluido, y es
s6lo entonces cuando se sabe cudnto fluido puede producir el pozo y a qué presién y tempera-
tura, determinando de esta forma la cantidad de energfa eléctrica que se puede obtener. Este
es el parametro que nos va a indicar la factibilidad econémica de la explotacién de un campo:
cuantos pozos son necesarios para obtener la cantidad planeada de kilowatts eléctricos, lo cual
determina finalmente el costo de la electricidad.

6.5. Campo geotérmico de Los Azufres, Michoacan

La mayor parte del territorio mexicano (excepto la Peninsula de Yucatdn) esta caracterizado
por una gran actividad tectdénica y volcdnica que ha tenido lugar desde hace varias decenas de
millones de afios hasta el presente. Esta actividad invariablemente ha dejado su huella a lo
largo de todo el pais en forma de sistemas volcdnicos y sistemas hidrotermales, tanto fdsiles
como activos.

En la actualidad, México es uno de los paises mas avanzados en cuanto a la produccién de
energia geotermoeléctrica. Dos campos, el de Cerro Prieto y el de Los Azufres en Michoacan se
encuentran ya en la etapa de produccién y por lo menos dos mas: La Primavera (Jalisco) y Los
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Figura 6.2: Modelo esquemadtico de un yacimiento geotérmico

Humeros (Puebla), se encuentran ya muy avanzados en la etapa de evaluacién y se espera que
dentro de pocos afios comenzaran también a producir electricidad a partir de fluidos geotérmi-
cos. Asimismo, en Arard, Michoacdn se concluy6 los estudios de factivilidad y estdn en la etapa
de perforaciéon de exploracién.

El campo geotérmico de Los Azufres ha estado siendo probado por medio de plantas piloto
que producen un total de 25 000 kilowatts, lo cual corresponde casi al consumo de energia
eléctrica de la ciudad de Morelia, Michoacdn. Después de observar los resultados obtenidos
con estas plantas, se determiné que este campo tiene capacidad para producir més energia, por
lo cual se estd ya construyendo una planta que generard mas de 50 000 kilowatts de electricidad
(el campo tiene una reserva probada de 135 000 kilowatts y una reserva probable de 165 000
kilowatts). Una particularidad de la explotacién del campo geotérmico de Los Azufres es que
la totalidad del agua separada del vapor que va a las turbinas estd siendo reinyectada en el
yacimiento a través de once pozos, con lo cual se evita la contaminacién del medio ambiente
[37].

6.5.1. Localizacién, medio fisico y estado actual de Los Azufres

El campo geotérmico Los Azufres, con una extensién de 81 km?, se localiza en la sierra
de San Andrés, dentro de la provincia fisiografica del Eje Neovolcanico Mexicano a 80 km al
oriente de la ciudad de Morelia, (Figura 6.3).
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Figura 6.3: Localizacién de Los Azufres

Se ubica a una elevacién de 2800 msnm, en una zona de proteccién forestal compuesta por
un bosque de coniferas, manantiales termales y pequeiias lagunas que lo hacen un sitio de gran
atractivo turistico.

El aprovechamiento del recurso geotérmico para generar energia eléctrica, se inici6 en agos-
to de 1982 con la entrada en operacién comercial de cinco unidades a contra presién de 5 MW
cada una. Al 2003, la capacidad instalada era de 188 MW, integrados por una unidad a con-
densacién de 50 MW, 4 unidades también a condensacién de 25 MW cada una, 7 unidades a
contrapresion de 5 MW cada una y dos unidades de ciclo binario de 1.5 MW cada una (Gu-
tiérrez-Negrin y Quijano-Leén, 2003).

A la fecha se han perforado mas de 80 pozos a profundidades que oscilan entre 600 y 3500
m. Alrededor de 30 de esos pozos se encuentran en produccién continua, y tres de ellos en
inyeccion para deshacerse con seguridad del agua separada.

Con esa infraestructura de pozos, se tiene una disponibilidad de vapor en superficie de mas
de 1600 t/h, el cual viene acompanado de 1300 t/h de agua separada (salmuera), una fraccién
(280 t/h) de la cual alimenta a las unidades de ciclo binario. Para el manejo del agua separada se
dispone de una capacidad de inyeccién de 1500 t/h a través de los pozos inyectores (Residencia
de Produccién Los Azufres, 2004).

6.6. Antecedentes al problema

La Comisién Federal de Electricidad (CFE) inyecta la salmuera residual en pozos inyectores
del campo geotérmico Los Azufres el cual esta sufriendo una disminucién considerable de la
presién de yacimiento.

Para investigar los posibles efectos de la explotacién sobre el yacimiento (recarga, manteni-
miento de la presién, interferencia térmica, etc.) la Gerencia de Proyectos Geotermoeléctricos
(GPG) de la CFE encargé a la Gerencia de Geotermia (GG) del Instituto de Investigaciones
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Eléctricas (IIE) el analisis e interpretacion de resultados de una prueba de trazadores en la zo-
na norte del campo geotérmico Los Azufres, que permita establecer esquemas de explotacion
racional permitiendo un desarrollo sustentable a corto y mediano plazo. Dicha prueba consiste
en continuar el monitoreo de un trazador de fase gaseosa inyectado al pozo Az-64 en el segundo
semestre del 2006 con la finalidad de determinar conexién y posibles beneficios en 6 pozos de
la zona aledafios al pozo Az-64. En esta tercera etapa de la prueba de inyeccion de trazadores,
son seis los pozos productores alimentados por las fallas Laguna Verde y Maritaro que interesa
monitorear: Az-5, Az-13, Az-32, Az-43, Az-48 y Az-51. Tres de ellos producen sélo vapor; el
resto produce mezcla agua-vapor.

Pozo de Produccién Pozo de Inyeccion

Figura 6.4: Modelo de pozos de produccién e inyeccién

PLANO DE LOCALIZACION DE LOS POZOS DEL
CAMPO GEOTERMICO LOS AZUFRES, MICH.

321000 322000 123000 F24000 326000 326000 327000 328000 000
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a*x
— 2193000

2193000

1000

2191000 mnooe

321000 322000 323000 4000 326000 126000 3zT000 328000 329000

Figura 6.5: Plano de localizacién
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Las rocas volcdnicas de Los Azufres,(Torres-Alvarado Ignacio S., Satir Muharrem, 1998) han
sido descritas por diferentes autores, geolégicamente dos divisiones principales pueden distin-
guirse:

1) una secuencia de silicatos de riodacitas, riolitas y dacitas con un espesor arriba de 1000 m.
Cinco diferentes unidades pueden diferenciarse: Agua Fria riolita, Tejamaniles dacita, CerroMozo
y San Andrés dacitas y Yerbabuena riolita.

2) a 2700 m de interestratificacién, espesos flujos de lava y rocas piroclasticas, de composicién
andesitica y basaltica.

En la parte norte del campo (zona de Maritaro) los fluidos geotérmicos son formados por
una mezcla de gases y liquidos, con temperatura alrededor de 300 — 320°C. En el sur (zona de
Tejamaniles) la fase de gas domina sobre la fase de liquido (260 — 280°C).



Capitulo 7

Resolviendo la propagaciéon de un
frente frio

7.1. Situacion del problema

En un reservorio geotérmico, la reinyeccién ayuda a mantener la presiéon dentro del reser-
vorio e incrementa la eficiencia de extraccién de energia.

Nuestro principal objetivo es la simulacién de la propagacién del frente frio de agua rein-
yectada en un yacimiento geotérmico poroso, homogéneo y no fracturado mediante la ecuacion
de reaccién-difusion telégrafo, con un término de reaccién obtenido a partir de la ecuacién de
adveccién-difusion, que es la ecuacidén que gobierna la transferencia de calor en un medio po-
roso.

La situacién consiste en simular el cémo se propaga un frente frio en una sola dimensién
espacial a través de un medio permeable que conecta un pozo de inyeccién con un pozo de
produccién. Se propone que las propiedades térmicas tanto de la roca como del fluido sean
constantes y se considera que el agua inyectada en forma vertical es de baja entalpia (40°C),
llega a una cierta profundidad y se propaga en direccién del pozo de produccién con velocidad
constante, despues de la ruptura térmica (i.e, la llegada del frente de agua fria) la temperatura
del agua ya no es constante en el pozo y puede reducir la eficiencia de toda la operacién. La
continua inyeccién merma la temperatura del medio que conecta a los dos pozos.

Sea T(x,t) la temperatura de x € R, al tiempo . Entonces el problema de valores iniciales
que modela la difusiéon de calor en una dimensién con una velocidad finita y con un término
de reaccién es la ecuacién de reaccién-difusion telegréfica.

oT a0’T  0°T a s, 0T
a e e D aF Mg

t>0, 7.1
> (7.1)

donde F(T) es el término de reaccién que modifica la difusion o la transferencia de calor. Por
otra parte, la ecuacidén que gobierna la transferencia de calor en un medio poroso homogéneo
unidimensional para un fluido de una fase es la ecuacién de adveccién-difusion,

45
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L1~ 90iC + 9puCI T+ L puCuT) 0 =0
ot ox 0x?
donde
= ¢ esla porosidad.
» C,yC, es el calor especifico de la roca y agua respectivamente.
" P,y pw es la densidad de la roca y agua respectivamente.
= u es la velocidad de Darcy.
» « es la difusividad térmica.
» ces la velocidad de propagacién.
Notese que esta ecuacion puede escribirse como
oT TQ(T)oT 1 ﬁ(uwpwch)—LazT o

" Q(T) ot | Q(T)ox Q(T) ox?

donde
Q(T) = (1 - (P)prcr + $puCy
Haciendo una burda comparacién entre esta ecuacién y (7.1), se observa que
a TQ(T)
ZEF(T)=—
ot =g
y por lo tanto, podemos proponer como término de reaccién en la ecuacién (7.1), a

2 (TTQ(T)dT
Fn=-Z | “om

7.2. Resolviendo la ecuacidn telégrafo

Vamos a comenzar extrayendo parte de lo analizado en el capitulo 2 (ver también Anexo),
de manera que la ecuacidon (7.1) la podemos reescribir como

1ou(x,t) 1 0%u(xt) 0%u(x,t)
a o Ta e e Amh
donde u(x,0) y v(x,0) = du(x,t)/0t|;—¢ son funciones conocidas y q(x,t) es la funcioén de reac-

t>0, (7.2)

ciéon. La solucion de (7.2), como se ve en el Anexo (haciendo u = %), puede ser escrita como

u(x,t) = JIR (%g(x — &)+ %W)u(éﬂ)dé

t
+ if g(x—cf,t)v(cf,O)ch—i—f drf gx—=&t—1)q(& 1)dE, (7.3)
R 0 R

c?
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donde g(x,t) es la solucién fundamental

cVc2t? — x2

cC _ .2
gl 1) =Se™ Y2 H (et — x| o 2

). (7.4)

Aqui, Ij(r) es la funcién de Bessel de primer orden y H(r) es la funcién de escalén unitaria.
Entonces (7.3) puede ser escrita de forma mas conveniente usando el teorema de convoluciéon

u(x,t) = —2171 _OOe‘ik"((Bl(k,t)U(k,o)+c52(k,t)V(k,o))dk
1 0 oo ) y
- —i(kx+wt)
+ (2n)2~[—wf—we G5 (k, w)Q(k, w)dkdw, (7.5)

donde U (k,0), V(k,0),&; (k,t), y &,(k, t) son las transformadas de Fourier de u(x,0),v(x,0),g; (x, t)
y £2(x, 1) sobre x respectivamente, y &3 y Q(k,w) son las transformadas de Fourier de g3(x,t) y
d(x,t) en ambas variables, donde para t < 0 las funciones g3(x,t) = 0y §(x,t) = 0.

Uséndose por conveniencia

— el Lo )+ S H (e — (=

Qo) = 2| S(ct = [x]) + T Hlet — ) Io(“— ——)
cth(ct—|x])I (C\/c2t2—x2)] (7.6)
4o /o212 —x2 ! 2a ' '

1) =58(xt),  gut)=glnHH(t),  §(xt)=q(xH)H(?).

Solucién numérica

Podemos obtener la solucién numérica de la ecuacién (7.2) usando (7.5). Esto se puede hacer
usando la XFT, un nuevo algoritmo basado en la FFT (ver capitulo 3) calculando la transforma-
da de Fourier de

w .
U(k,t) =J e (x, t)dx,
—00

Este algoritmo esta basado en la aproximacién de una funcién cuadratica-integrable por una
combinacioén lineal de funciones discretas de Hermite.

Ul(kj t) = Uj(t) = axfty [a(t)];,  j=1,2..,N, (7.7)

donde a=4/m y xft, [ii(t)] representa ’la salida’ de la XFT unidimensional aplicada a #(t). Para
la transformada inversa tenemos un resultado similar

uj(t) = aixft; [U(t)];, i=12,..,N,

donde ahora ixft;[U(t)] representa la salida de la XFT inversa, aplicada a U (¢).
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Este algoritmo da resultados exactos para el calculo de la transformada de Fourier de fun-
ciones de répido decrecimiento evaluada en los nodos «; (K]':(T(/Z\/m)(Zj —N-1)).
Sea F la matriz asociada al algoritmo de XFT bidimensional y F~! su inversa. Entonces, F y F~!
pueden ser escritas como el producto de Kronecker de las matrices XFT unidimensionales F, y
Fy
F=F,®F,  F'!=fF'®F .

Por lo tanto, la aproximacién a la transformada de Fourier
0 o0 .
Uk, w) = J J e F Wy (x, t)dx dt
—00 J—00

puede escribirse en la forma matricial
U=a’Fi. (7.8)

aqui U y i son los vectores de longitud N, N; donde N, es el numero de nodos en el espacio y
N; es el numero de nodos en el tiempo. Teniendo como elementos

Uy = U(kj, wg), i, = u(ax;, aty)
ordenado de acuerdo a
r=j+(k-1)N,  j=1,2.,N, k=1,..,N,. (7.9)

Tomando en cuenta que la ecuacién (7.6) da la solucién del problema (7.2) como una suma
de transformadas inversas de Fourier de productos de transformadas directas, los resultados
pueden ser usados para obtener una solucién numérica de (7.2), en términos de la XFT de los
datos, de acuerdo a

u = aFy " (Fogi () o Fean(0) + Fego(t) 0 Frv(0)) + (a2F ! (Fgs 0 F)) (7.10)

k=1,2,...,N;, donde u; es el vector de longitud N, cuyos elementos se aproximan a u(x;, t;), el
simbolo o representa producto de Hadamard, g; (#), g1 (tx), 4(0) y v(0) son vectores cuyas entra-
das son g1 (xj, t), &2(xj, t), u(xj,0) y v(x;,0), respectivamente y finalmente, g3 y 4 son vectores
de longitud N,N; cuyas entradas son g (xj, fx y 4(xj, f;), ordenadas como en (7.9). En términos
de la XFT algoritmo, (7.10) toma la forma

we = aixft; [xfty gy (1] oxfty [u(0)] + xfty [go(#)] o xfty [0 (0)]] (7.11)
n azxftz[xftz[g3]oxftz[q]]k,

donde xft;[-] representa la salida de la XFT bidimensional.

Note que (7.10) puede también escribirse de la forma matricial

up = aF, 1GipFou(0) + aFy " 'GyFyv(0) + a® (F71G3Fg)y,  k=1,2,..,N,, (7.12)
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donde Gy, Gy y G3 son matrices diagonales cuyos elementos de la diagonal son los elementos
de los vectores F,g;(tx), F1g>(tx) y Fg3 respectivamente.

En el caso donde no hay término de origen, la solucién numérica de (7.2) esta dada por algtn
t > 0 para (7.12) con 4 = 0. En este caso uy se convierte en un vector de longitud N,, denotado
por u(t), cuyos elementos se aproximan a u(xj, t). Por lo tanto

u(t) = aF, 1 Gy (t)Fyu(0) + aF,~1G,(t)F,v(0), (7.13)

escrita en forma matricial o también podemos escribirla en términos del algoritmo de XFT de
la siguiente forma,

u(t) = aixft, [xftl [ (£)] o xft, [1(0)] + xft, [g2 (£)] o xft; [v(O)]]. (7.14)

Ecuacidn telégrafo de Reacciéon-Difusion

Siguiendo con la notacién anterior, la ecuacién telegrafo de reaccién-difusién para una va-
riable espacial se puede escribir

ou  a 0*u 0%u a s+, ou

o e e TRy

= t>0, (7.15)

donde F(u) es el término de reaccién. Esta ecuacién diferencial parcial no lineal puede resol-
verse usandose lo que se vié anteriormente. Un proceso simple para esto es usando el método
de iteracién de Piccard en la Ec. (7.11) donde 4 se sustituye por el término de la mano derecha
de la Ec. (7.15) en cada iteracién. Las iteraciones pueden pararse cuando

, (n+1) —4
n},ell(x\u].k - u]'-qk\ < 10 (7.16)

En la ecuacién (7.15), la derivada parcial temporal del lado de mano derecha se puede aproxi-
mar mediante una diferencia finita para cada una de las iteraciones.

Ecuacion de adveccidon-difusion y término de reaccion

La propagacién de un frente térmico en un sistema geotérmico liquido (fase simple) basado
en rocas homogéneas y conduccién térmica insignificante, ha sido estudiada por varios autores
(Bodvarsson, 1972; Gringarten, 1978; Shook, 2001) [5]. La ecuacién de conservacion de energia
es conocida de la literatura (Gringarten, 1978; Wangen, 1994; Pao et al., 2001). Para un fluido
de fase simple en un medio poroso, la conservacién de masa y energia puede ser expresada
(Shook, 2001) como:

apw — — _
(PW + V(pw”w) =0

o(pC,T)

=+ V(pyituCyT) = V(KVT)
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donde pC, = $p,,Cy, + (1 — $)p,C;, 1, 1a velocidad de Darcy y K la conductividad térmica.

Si nosotros asumimos que la roca es incomprensible y la capacidad calorifica constante y de-
jando de lado la conduccién de calor como efecto de segundo orden (Woods y Fitzgerald, 1993),
se pueden combinar las dos ecuaciones y para una sola dimensién se obtiene

T N ”_w( $pwCu )a_T 0

ot ¢ \ppuCy + (1 —Pp,C,)/ Ox
la cual describe la velocidad del frente térmico en un medio poroso unidimensional, en ésta
ecuacion la velocidad del frente de temperatura esta relativamente retardado de la velocidad
del fluido por un valor que esta relacionado a la capacidad calorifica:

vr _ vVt _ PpwCu _
v~ ws = G (ogerey) ~ P <! (7.17)

Para una dimensidn, el flujo de fluido de fase simple a través de un medio permeable puede ser
escrito de la siguiente manera:

QL1 = $)prCy + bpuCot] + (1t pry Cott) — a et — 0 (7.18)
ot P)prCr + PpuwCy)u o HwPwtwlt) =@ am = :

Multiplicando por 1/Q(u) y desarrollando la derivada temporal en (7.18) llegamos a

ou uQ'(u)é’_u 1 0 a 0%u

ot Y om) ar T o ax MePe ) ~ G 7z =0 (7.19)

donde
Q(u) = (1 - (P)prcr + (Ppwcw

Entonces procediendo a hacer una burda comparacién entre (15) y (19), se observa que

y por lo tanto, podemos proponer como término de reaccién en la ecuacién (7.15), a

o “4Q (u)du
== |, 50

Simulaciones numéricas

Se propone entonces

¢ (" uQ (u)du
F(u) = ;L T (7.20)

Aqui
Q(u) = (1 - qb)prcr + ¢pwcw
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donde [8]

2650
1+ (u—20)0.5x10—%

Pr=

pw = 1043.2 — 42.9¢%-007¢

C, = 1234.2 — 452.5¢0:004u

1
C, =
Y 0.00023 + 8x10-8y — 8x10~10y2

La ecuacion a resolver (7.15), que describe la velocidad en que la temperatura se desplaza lejos
del pozo de inyeccidn, tiene tres pardmetros: el coeficiente de difusiéon «, la velocidad ¢ del
agua en el medio poroso y la porosidad del medio ¢.

Las rocas volcanicas de Los Azufres,(Torres-Alvarado Ignacio S., Satir Muharrem, 1998) han
sido descritas por diferentes autores, geolégicamente dos divisiones principales pueden distin-
guirse:

1) una secuencia de silicatos de riodacitas, riolitas y dacitas con un espesor arriba de 1000m.
2) a 2700 m de interestratificacién espesos flujos de lava y rocas piroclasticas, de composiciéon
andesitica y basaltica.

En la parte norte del campo (zona de Maritaro) los fluidos geotérmicos son formados por una
mezcla de gases y liquidos, con temperatura alrededor de 300 — 320°C. En el sur (zona de Te-
jamaniles) la fase de gas domina sobre la fase de liquido (260 — 280°C).

La Comisién Federal de Electricidad en su area de proyectos geolégicos proporcioné un Es-
tudio con trazadores en la zona norte del campo geotérmico de Los Azufres, Mich. Tercera
etapa (informe final IIE/11/13359/1 01/F) y datos generales de dos de los pozos analizados en
este estudio. Estos datos son: la litologia de los pozos Az-05 y Az-64 que van de la andesita
a la basaltica, la permeabilidad en ambos pozos, porosidad del 10%, conductividad térmica
1.7W/m°C. Del estudio, inyectando 96.4 kg de SFg en el pozo Az-64 y observando varios po-
zos,(nos interesa el Az-05), los resultados muestran que es considerable la permeabilidad entre
estos pozos. La distancia medida entre ellos es de 195.02 m y se considerd que la temperatura
del yacimiento es de 300°C ; habian transcurrido solamente 30 dias de la inyeccién con traza-
dor y se registré que se habia recuperado el 48 %
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LITOLOGICA DEL POZO AZ-05
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Figura 7.1: Litologias de los pozos de inyeccién y producciéon

Para estos calculos proponemos los valores constantes de la porosidad ¢ = 0.1 y ¢ ~ 0.00008m/s ~
0.29m/hr; cerca del valor dado en (J. Stopa, P. Wojnarowski, 2005). Tomamos el valor de a para

la arenita, sandstone. @ = 1.12x10~%m?/s ~ 0.004m? /hr.

Con los datos anteriores podemos ver el comportamiento de SF(u) = — g % en la figura

7.2.

& —15 < /
/
-20
-25 \\
—3pk V/
0 100 200 300 400

U

Figura 7.2: Comportamiento del término de reaccién

Teniendo en cuenta todo lo discutido y constantes y variables que intervienen, procediendo
a resolver la ecuaciéon de interés por el método ya discutido se obtuvé la curva soluciéon que se
observa en la figura 7.3.
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10

Figura 7.3: Curva y contorno de la solucién

De este resultado, por medio de esta curva podemos obtener la velocidad a la cual se
desplaza el frente frio, obteniendo asi que la velocidad del frente frio es de 0.1781m/hr =
4.9447x10~°m/s = 1.56 km/afio, dicho de otra manera, entre los pozos Az-05y Az-64, el frente

frio alcanza al pozo productor en 45 dias.
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Analisis de la permeabilidad entre los pozos

Para investigar la permeabilidad que hay en el medio en cuestién proponemos los siguien-
tes valores de los parametros,
a difusividad térmica = 0.004 m? /hra
¢ = 0.1 (porosidad)
c = 0.29m/hr. Este parametro es proporcional a la permeabilidad K, pues c = %, donde ¢ es
la porosidad del medio, p es la viscosidad y V P el gradiente de presion. Asi que considerando
constantes al gradiente y a la viscosidad, se tiene una relacién proporcional entre la velocidad
del aguay K.
p viscosidad del agua a 40°C = 6.51x10~#[Pa-seg = Kg/m/s]. (ver tablas de viscosidad del agua
(monografias.com))
K permeabilidad (m?)
V P gradiente de presién = 9.8 kPa/m (ver www.glossary.oilfield.slb.com/es/Terms/g/geopressure_
gradient.aspx)

Estos valores dan un resultado muy pequefo pero dentro del rango para la permeabilidad,
obteniendo con esta velocidad

K =5.314x10""’m? = 538.48 miliDarcys (1Darcy = 9.869x10™"°m?)

La cual estd en concordancia con los datos proporcionados por CFE, los cuales van de

(0.005 — 60000)x10~!, cabe mencionar que no conocemos como fueron medidos estos datos;
este valor puede indicar la pronta recuperacion del trazador inyectado y medido para estos dos
pozos, comparando con lo reportado en curvas de estimacién de permeabilidad en (Moya, S.
L., Aragén A. 1997), las cuales van de 10-100 mD.

Ahora, procediendo a dar diferentes valores en nuestro método anterior, c = 0.07,0.09,...,0.29,
obtenemos la grafica mostrada en la figura 7.4, de la que es facil ver que para valores de ve-
locidad de propagacién mayores de 0.25, la velocidad del frente frio se mantiene constante
y para velocidades menores de 0.25 la velocidad de frente frio crece relativamente. Seria atin
mads interesante ver que pasa con velocidad arriba de 0.30, pero por ahora para nuestro objetivo
analizaremos con estos valores.
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Figura 7.4: Muestra la velocidad del agua que depende de la permeabilidad vs. velocidad de
frente frio

Siguiendo con los célculos, dados valores para ¢ = 0.1 tenemos que K = 1.84x107!3m?, para

¢ = 0.2 tenemos que K = 3.69x10713m? y para ¢ = 0.3 tenemos K = 5.53x10713/,m?.
La velocidad de frente térmico crece cuando crece la permeabilidad (de la figura 7.4), como era
de esperar.

En cada valor dado de velocidad del agua en el medio, cumple con la condicién en (7.17)
excepto por ¢ = 0.21 en el cual el cociente es mayor que uno, esto puede no ser un error en
el método pues podemos tener discontinuidades ya que el término reaccién las tiene. Para un
mayor analis seria conveniente a través de otro método encontrar la solucién a nuestra ecuaciéon
telégrafo de reaccioén- difusién y comparar con velocidades cercanas a ésta que no encaja con
la teoria.
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Conclusiones

El nuevo algoritmo de la transformada fraccionaria de Fourier nos ayudo a resolver nuestro
modelo de ecuacidn telégrafo y poder presentar los siguientes resultados.
Obtuvimos que la velocidad del frente frio entre los pozos Az-05 y Az-64, pozos de inyeccién
y produccién respectivamente, es de 0.1781m/hr = 4.9447x10">m/s = 1.56 km/afio, dicho de
otra manera, el frente frio alcanza al pozo productor en 45 dias ya que la distancia entre ellos
es de 192 m.

Dando diferentes valores en nuestro método anterior, ¢ = 0.07,0.09,...,0.29, obtenemos la
grafica mostrada en la figura 7.4, de la que es facil ver que para valores de velocidad de propa-
gaciéon mayores de 0.25m/hr, la velocidad del frente frio se mantiene constante y para velocida-
des menores de 0.25 la velocidad de frente frio crece relativamente. Seria ain mas interesante
ver que pasa con velocidad arriba de 0.30, lo cudl se queda como tema para seguir investigando.
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Capitulo 8

Anexo

8.1. Solucion fundamental de la ecuacién de difusion

Consideremos el problema

%—g—v%{:o en R"” x (0,00)
u=g sobre R" x {t = 0}

Lo haremos a través de un método calculando 1, la transformada de Fourier de u en la variable
espacial x y denotaremos por i a la transformada inversa de Fourier de u. Asi que

{%+|y|212=0 parat >0

=g parat =20

de donde

fi=e g
en consecuencia .

U = e—t\ylzg
y por tanto,

y= (zg;)f/l (8.1)
donde F = e~ t1¥° asi que

Fee - (2n1)”/2 J ; eyt dy = (27(1)”/26_22

debido a que

x-y—tly|? T (” 1x;p;—ty? TT\n/2 2
e ydyzl_[ eI dy; = ()" e
R Fi) t
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sustituyendo en 8.1 obtenemos

u(x,t) = i g(y)dy (xeR", t>0)

: f
—— | e
(47ct)/2 Jie
En virtud del teorema integral de convolucién tenemos que también

[x|?

1 k2
u(x,t) = @y M (xeR", t > 0)
0 (xeR", t<0)

es solucion y es llamada la solucién fundamental de la ecuacién de difusién. Note que

J nu(x,t)dx =1

8.2. Solucién general a la ecuacién de reaccidon-difusion

Considere el problema

o
ot
donde p es la funcién de origen, es una funcién conocida espacial y temporalmente. Resolvere-

mos el problema en términos de una funcién de Green, la cual satisface condiciones de frontera
homogéneas y una condicién de causalidad:

Voo —a*(5-) = —4np(ro, to) (8.2)

G(r,t|rg, tg) =0 sit < tg (8.3)

Haciendo primeramente p = 0, tenemos que la ecuacién satisfecha por G involucra un impulso
en el punto de origen:
V2G —a?(0G/ot) = —4md(r —rg)d(t — tg)

Esta ecuaciéon se puede interpretar como G la temperatura de un medio, entonces el impulso
en el punto de origen introduce una unidad de calor en r( al tiempo t;. G da entonces la tem-
peratura a un tiempo futuro para algin otro punto del medio y entonces describe la manera en
cémo se difunde el calor lejos de su posicién inicial.

La funcién G satisface una condicién de reciprocidad donde un cambio de tiempo esta in-
volucrado por virtud de la continuidad del tiempo, demandado por la causalidad; se muestra
entonces que

G(r,t|r —0,t9) = G(rg, —tg|7, 1) (8.4)

La funcién G(rg, —tg|r,t) da el efecto en rg a un tiempo —ty de un calor introducido original-
mente dentro del medio en r en el tiempo —t. Desde entonces t; < t, la secuencia secuencia del
tiempo estd propiamente ordenada. Otra manera de entender esta funcién es la de considerar
la funcién adjunta G(r, t|ry, ty) definida por

G(To,—t0|1’,t) = G~(1’,t|7’0,t0) (85)
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G satisface
V2G +a?(0G/dt) = —4md(r —rg)d(t — tg)

La condicién 8.3 es reemplazada por G(r, t|ro, ty) = 0'sit > t. Asila condicio6n de reciprocidad
queda como
G(T,t|1’0, to) = G(To,t0|7’, t) (86)

Con lo anterior podemos considerar las dos ecuaciones:
V3G +a?(0G/oty) = —4md(r —19)o(t — tg)VaG — a?(0G/oty) = —4md(r —rg)o(t —tg)  (8.7)

Volviendo a la ecuacién 8.2, multipliquémosla por G, y a la primera ecuacién de 8.7 multipli-
quémosla por ¢; restando éstas dos ecuaciones resultantes e integrando sobre el espacio y sobre
el tiempo de 0 a t*, se obtiene:

J dtofdvo [pVEG — GV2$] + a Jdvof Jdto ZG +G(Sf;)]

to
= 47'(J dtOJdVOpG—éLT((p(r,t) (8.8)
0

Podemos aplicar el teorema de Green a la primera de estas integrales, en el caso de la segunda
integral, la integral temporal puede ser solucionada. Note que G(r,t|ro,t) = 0. Finalmente

t+
(1) =f0 dty f dVop (1o, t0)G(r, Hro, o)

1
+EJ dtOJdSO [Ggrad,¢ — ¢grad,G] + JdVO ¢Gly,— (8.9)
0

G cambia para satisfacer las condiciones de frontera homogéneas correspondientes a las condi-
ciones de frontera satisfechas por ¢. Por ejemplo, si ¢ satisface condiciones homogéneas o no
homogéneas de Dirichlet, G cambia para satisfacer las condiciones homogéneas de Dirichlet.
Note que el tercer término involucra los efectos del valor inicial ¢, de ¢, mientras que los otros
dos términos representan los efectos del volumen inicial y condiciones de frontera.

8.3. Solucién a la ecuacion de reaccién-telégrafo

Desarrollaremos la solucion general de esta ecuacién o también llamada ecuacién de reac-
cioén-difusién hiperbdlica. Consideremos entonces nuestra ecuacién en tres dimensiones:

2
V=25 4 (1/)(52) (1) (8.10

Una funcién de Green (haciencido p(r,t) = 0)apropiada para 8.10 satisface

0G 0’G

V2G—a ( ) (1/c )(81,‘2) —4705(r — 1) d(t — to) (8.11)
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Nuevamente asumiendo el principio de causalidad. La condicién de reciprocidad es G(r, t|rg, ty) =
G(rg, —to|r,—t). El andlogo a la ecuacion 8.9 es

tt 2
a
¢(rt) :L dtodeOP(YOr to)G(r, t|ro, to) + EJdVO[QI)G]tO—O

1 0G
+EJ0 dtojgdso [Ggrad,¢ — ¢grad,G] + jd 8t 8t —lt,—0  (8.12)

Ahora desarrollaremos la funcién de Green g(R, 7) apropiada para 8.12, para el infinito y do-
minio sin frontera. Sea

¢R 1) = JdeeZP'Ry(p,T) (8.13)
Sustituyendo en 8.11 obtenemos una ecuacidén diferencial
1\d*y  Ldy 47t
)£ -z =— 14
(c2> dr? TEG TP (27()”6(T) (8.14)

donde n = 1,2,3 de acuerdo al nimero de dimensiones espaciales involucradas. Note que la
funcién y solamente depende de p? y 7. Los caminos particulares de integracién estdn cam-
biados (la integracién angular a través de la direccién de p requeridas en 8.13) asi que las
condiciones de frontera son satisfechas y para el caso unidimensional se obtiene:

g(R 1) = f e”Ry (p,7)dp (8.15)

—a0
Solucionando la forma homogénea de 8.14 tenemos

e—zw*t —wt

y [4

con

1 1
wt = E[—1a2C62+«/4p2662—a4c4] y  w = E[—za2C62—q/4pzc62—a4c4]

La combinacion lineal de ellas satisfaciendo la condicién de que y(t) = 0 para 7 <0 es

—wT 1w
47‘(621 ezwtielwt

7/(T):(Zn)”[ wt —w~ ]u(r)

Sustituyendo en 8.15 con n = 1 Determinando la integral g; llegamos a

0 ,—wtt  —wTt
g (R )= 2c21u(r)f ¢ i ePRdp

o Wt—w

. . . —wt
Consideremos la integral involucrando e™" *:

(L)e—%azc% J expi[pR—+/p? — (a*c?/4)et] |
C 2

2
‘ p? — (atc?)
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Cuando R > ct el contorno puede ser cerrado por un semicirculo en la mitad superior del
plano. La integral es entonces cero pues no encierra singularidades. Cuando R < ct el contorno
estd deformada asi que se extiende a lo largo del eje imaginario negativo. Evaluaremos entonces
de manera similar a la integral involucrada en la ecuacién de Klein-Gordon (ver [34] pp. 1343),
de acuerdo a la transformada de Laplace

(%) ol1 /2a%eV /R — 2 u(er ~ R)

Considerando ahora la contribucion viniendo de la integral involucrando e™ "™ *:

ie;ﬂzczrf exp [1pR +1 pz—(a4c2/4)cr]dp
c

P~ fate?)

Esta integral es cero cuando (R + c¢7) > 0 (en una dimensién R puede ser negativo) pero no es
cero cuando (R + ¢t) < 0. Entonces obtenemos

- <E> e*%“QCZTJO[l/Zazcx/ R? —c?27?][1 —u(ct + R)]
c
Combinando estas dos expresiones llegamos a:

g1 (R 1) = 27'cce*%“2‘:2T]0[1/2(126\/ R? — c27?)u(ct — R) (8.16)

Entonces el problema de valores iniciales para el caso unidimensional, encontramos que para
8.12

az 1 (3<j) 8g1
¢ = Efdxo[d)gl]tﬁ'mjdxo[gla—%— a_to]to (8.17)

Entonces:
1 120
¢p=se2"F [po(x +ct) + Ppo(x —ct)]

1 etrate 1 10 1
peten [ ety - (xo =27+ oo ol gaen /et = (30— x)7] o (xo)dxg

x—ct
1 1202 xX+ct 1 ) s 5
+ooe IO[EQ c\/c t2 — (xg — x)?]vo(xg)dxg (8.18)
¢ x—ct

Donde ¢(xg) y vo(xp) son los valores iniciales de ¢ y d¢/0t, respectivamente.

8.4. Cddigo soluciéon en Mathematica

Solucién por método de Picard a la Ec. Telégrafo reaccién-difusién
2
Louy ;1;‘;7'} —Vu= ;1;% +1F(u)=LF(u) + ;I;P’(u)%%

para una sola dimensién espacial
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conF(u) = u=*q'(u)/q(u) y condiciones iniciales

u0(x) = aHeavisideTheta[b"2 — x"2]; v0(x) =0

POZO GEOTERMICO
SetDirectory[NotebookDirectory[]];

XFT1D|[f_]:=Module[{n, S,fs, A0, g},

n = Length[f];A0 = N [Te v (") ] S = Table [N [Exp[—i n2%L{]],{j,0,n—1}];
fs = S = ;g = A0 # S * Fourier[fs, FourierParameters — {1,1}];

8]

XFT1DINV[g_]:=Module[{n, S,fs, A0, f},

n 1

n =Length[g];A0 = N [\/7;_ —i% ] S = Table [N [Exp[i n%1}]],{j,0,n—1}];
fs =S=*g; f =(1/2/Pi) * A0 = S = Fourier[fs, FourierParameters — {1, —1}];

f

XFT2D[Signal_]:=Module[{f = Signal, nx, ny, Sx, Sy, Gx, Gxy, fsx, fsy, ax, ay},
{ny,nx} = Dimensions[f];

211 nx—l )

ax = e’ nx

T ;ay = ﬁel“ (ny 1) ;Gx = Table[0, {j,ny}, {k,nx}];
Gxy = Transpose[Gx];

Sx = Table [e‘i e, {j,0,nx — 1}] ;Sy = Table [e_i "2%1", {j,0,ny — 1}] ;
For[l = 1,1 < ny, l++,fsx = Sx * f[[1]];

Gx[[I]] = ax * Sx * Fourier[fsx, FourierParameters — {1,1}];];

For[l = 1,1 < nx, I++,fsy = Sy * Transpose[Gx][[!]];

Gxy[[1]] = ay * Sy = Fourier[fsy, FourierParameters — {1,1}];];

Transpose[Gxy]]

XFT2DINV[Signal_]:=Module[{g = Signal, nx, ny, Sx, Sy, Gx, Gxy, fsx, fsy, ax, ay},
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{ny,nx} = Dimensions[g];

2
o (mx— —iz—"(""_l)
b1 e 19x 5 T e 2 .

1\2
Gx = Table[0, {j, ny}, {k,nx}]; Gxy = Transpose[Gx];

. nx—1 s . _ny—1 .
Sx = Table [e’ "TIJ,{j, 0,nx — 1}] ;Sy = Table [e’ "%],{j, 0,ny — 1}] ;

For[l = 1,1 < ny, l++,fsx = Sx = g[[1]];

Gx[[I]] = ax * Sx * Fourier[fsx, FourierParameters — {1, —1}];];
For[l = 1,1 < nx,I++,fsy = Sy * Transpose[Gx][[!]];

Gxy[[1]] = ay * Sy * Fourier[fsy, FourierParameters — {1, —1}];];
Transpose[(1/2/Pi)” 2 * Gxy]]

Ff[Temp_ fi_,c_, a_]:=Module[{ror,row, Cr,Cw, g, Fp},
ror[T_]:=2650/(1 + (T — 20) % 0.5 * 10" (—4));
Cr[T_]:=1234.2 — 454.5Exp[—0.004T];
row[T_]:=1043.2 — 42.9Exp[0.007T];
Cw[T_]:=1/(0.00023 + 810~ (—8)T — 810" (—10)T"2);
q[T-]:=(1 — fi)ror[T]Cr[T] + firow[T]Cw[T];
Fp[T_J:=T4'[T}/a[T};

—(c”2/a)NIntegrate[Fp[t],{t,0, Temp}]]

Ffp[Temp_ fi_, c_, a_]:=Module[{ror,row, Cr,Cw, g, Fp},
ror[T_]:=2650/(1 + (T — 20) x 0.5+ 10" (—4));
Cr[T_]:=1234.2 — 454.5Exp[—0.004T];
row[T_]:=1043.2 — 42.9Exp[0.007T];
Cw[T_]:=1/(0.00023 + 810" (—8)T — 810" (—10)T*2);
q[T-]:=(1 — fi)ror[T]Cr[T] + firow[T]Cw[T];
—(c"2/a)Temp q'[Temp]/q[Temp]]

RDH(fi_,c_, a_,nx_,nt_kcont_]:=Module[

{a,b,mmax, apar, epsix, epsit, x, t, mst, g1 pv, g2v, g3v, GC1p, GC2,GC3,U0, VO, ua0, dxab, epsilon, m},
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a=10;b = 1;mmax = 100;tau = 1.0;

apar = 4./Pj;

epsix = N[Pi/Sqrt[2.nx]];epsit = N[Pi/Sqrt[2.nt]];

x = Table[N[(k —nx/2 — 1/2)epsix], {k,nx}];

t = Table[N[(k — nt/2 — 1/2)epsit], {k,nt}];

ttau = t x tau; (* ESTO CONVIERTE EL TIEMPO A OTRAS UNIDADES TEMPORALES SI TAU NO ES
ninx = (nx + 1)/2;npox = Position[Floor[x[[ninx;;nx]]], 1];npmx = npox[[1,1]];

mst = ToString[mmax]; XJac::noconv = “No hay convergencia: M>=" <> mst;

u0[x_]:=aHeavisideTheta[b" 2 — x* 2];v0[x_]:=0.0/(1 + x"2);
glx. t_]:=%e‘% * HeavisideTheta[ct — Abs[x]] * Bessell [0, W] ;
et
glp[x_t]:=e~ 2 (Bessell[0,c Sqrt[c?t? — x?]/2/a]| HeavisideTheta[ct — Abs[x]]+

2 HeavisideTheta[ct—Ab )
2 Bessell[1,c Sqrt [¢?t? —x2] /2/ a] eaws;;n[;,az[_cxz] s[x]]) ;

g2[x., t_]:=g[x,t]/c/c; g3[x_t-]:=HeavisideTheta[t] x g[x, t];

g1pv — Table[g1p[<[[K]], t[i1]] {jnt}, tk,n};

g2v — Table[g2[+[[K]}, t[[jl]] {jnt}, tk,nx};

g3v = Table[g3[x[[]], ¢[[j1]], {j, nt}, {k,nx}];

GCl1p = Table[XFT1D[glpv[[j]]]. {j,nt}];

GC2 = Table[XFT1D[g2v[[j]]]. {j,nt}]; GC3 = XFT2D[g3v];

U0 = XFT1D[u0[x]]; VO = XET1D[vO[x]];

If | kcont == 1,ua0 = Table e_i;gi]l * (u0[x + ct[[j]]]+

uO[x — ct[[]]]) » HeavisideTheta[t[[f]]], {j,nt}]+

apar * Table[Re[XFT1DINV[GC1p[[j]] * U0]] * HeavisideTheta[¢t[[f]]], {j,nt}]+

apar = Table[Re[XFT1DINV[GC2[[j]] * V0]] * HeavisideTheta[t[[j]]], {j, nt}];

ua0 = Re[ua0];,ua0 = ua;];
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dxab = 1;epsilon = 10" (—4);m = 0;
While[(dxab > epsilon),

m=m+1;

uaOt = Transpose[ua0];

uaOder = Transpose[Table[Join[{0}, Table[(uaOt[[k]][[j + 1]]—
uaOt[[k])[[j1])/epsit, {j, nt — 1}]], {k,nx}]];

qtilv = Table[Ff[uaO[[], k]|, fi,c, a]/a+
Ffp[uaO[[j, k]], fi, c, @] * uaOder[[j, k]]/c/c, {j, nt}, {k,nx}];

QTil = XFT2D|qtilv];uaQ = apar” 2 * XFT2DINV[GC3 * QTil];
24[[j
ua = Table e_?[’{m * (u0[x + ct[[j]]] + u0[x — ct[[j]]]) » HeavisideTheta[¢t[[j]]], {j,nt} | +

apar * Table[Re[XFT1DINV[GC1p[[j]] * U0]] * HeavisideTheta[t[[f]]], {j,nt}]+
apar * Table[Re[XFT1DINV[GC2[[j]] * VO]] * HeavisideTheta[¢[[7]]], {j, nt}] + uaQ;
ua = Table[ua[[j, k]|HeavisideTheta[t[[j]]], {j, nt}, {k, nx}];

ua = Re[ua];dxab = Max[Abs[ua —ua0]];ua0 = ua;

Print[{m, dxab}];

If[m==mmax, (Message[X]Jac::noconv]; Abort[])]; ];

npl = 0;

tla = Flatten[Table[{x[[k]], ttau[[j]], Re[ua][[], k]]]}, {j,npl + 1,nt —npl},

{k,npl + 1,nx — npl}], 1, List];

]
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