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RESUMEN VII

Resumen

En este trabajo se simula numéricamente la propagación de un frente frı́o en un yacimiento
geotérmico poroso, homogéneo y no fracturado para un lı́quido de una fase, a través del uso de
la ecuación de advección-difusión que describe la transferencia de calor a través de un fluido
con velocidad finita en un medio poroso.
Usando un método nuevo de elemento de frontera simularemos la propagación del frente frı́o
de agua reinyectada en un yacimiento geotérmico, mediante la ecuación de reacción-difusión
telégrafo que modela la difusión de calor, con un término de reacción obtenido a partir de
la ecuación de advección-difusión, para ello se usará un nuevo algoritmo, el cuál calcula la
transformada de Fourier, se recurre a herramientas como el teorema de convolución y al hecho
de que la solución de la ecuación telégrafo puede escribirse como una transformación integral
en términos de la solución fundamental.

Palabras clave: ecuación telégrafo, ecuación advección-difusión, transformada de Fourier, pozo
geotérmico
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ABSTRACT IX

Abstract

This paper numerically simulates the propagation of a cold front in a reservoir geothermal
porous, homogeneous and not broken for a liquid phase, through the use of the advection-
diffusion equation describing heat transfer through a fluid with finite velocity in a porous
medium. Using a new method of border element simulate the propagation of the cold front
reinjected water in a geothermal reservoir, by reaction-diffusion equation telegrafo modeling
the diffusion of heat, with a term of reaction obtained from the equation of advection-diffusion,
to do a new algorithm, which calculates the Fourier transform was used tools are used as the
convolution theorem and the fact that the solution of the telegraph equation can be written as
an integral transformation in terms of the fundamental solution.

Keywords: telegraph equation, advection-diffusion equation, Fourier transform, geothermal well
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Capı́tulo 1

Introducción

Existen en la naturaleza una amplia gama de fenómenos que se pueden modelar usando las
ecuaciones de transporte, difusión y de onda, por esta razón es tan importante el estudio de
la propagación e interacción de ondas en diversas ramas de la ciencia; entre algunos ejemplos
podemos citar: ondas electromagnéticas, ondas sonoras, vibraciones de cuerdas o membranas,
ondas de densidad de tráfico, olas en la superficie de un lı́quido y señales en las lı́neas de
transmisión. Dos ejemplos interesantes se obtienen al combinar dos de las tres ecuaciones an-
teriores: la ecuación de advección difusión (transporte con calor), y la ecuación telégrafo (onda
con calor). Estas ecuaciones, además de ser interesantes desde los puntos de vista fı́sico y ma-
temático, tienen una variedad de aplicaciones: modelos de dispersión de poblaciones, transfe-
rencia de contaminantes, calidad del aire, difusión en oceános y lı́neas de transmisión. En este
trabajo se verán implicadas estas ecuaciones ya que nuestro trabajo conlleva la descripción de
la variación de la temperatura a lo largo de un medio geotérmico.

La energı́a geotérmica se obtiene a partir de la energı́a térmica de la Tierra y aunque el
recurso de calor terrestre es masivo, las altas temperaturas se encuentran a profundidades ac-
cesibles solamente en pocos sitios, la mayorı́a solamente en zonas volcánicas. Cuando el magma
está presente a profundidades lo suficientemente someras para calentar la roca sobre yacente,
y la roca está impregnada de agua atrapada en el subsuelo, se crean acumulaciones (reservorios
geotérmicos) de fluido sobrecalentado.

Los factores esenciales para la existencia de un buen recurso geotérmico son: calor, fluidos
y permeabilidad (fracturas), estas zonas donde se explota el recurso geotérmino es llamado
campo geotérmico y su desarrollo consiste en la identificación, extracción y uso de la energı́a
de estos reservorios de fluido sobrecalentado. Para acceder al vapor o lı́quido geotérmico se
perforan pozos (pozos de inyección y pozos de producción). En la superficie, se utilizan turbi-
nas (por lo general de vapor de ciclo convencional o de ciclo binario) para convertir el vapor
o el lı́quido extraı́do desde el interior de la tierra en energı́a eléctrica. Al final del proceso el
fluido geotérmico se enfrió y se reinyecta en el subsuelo para que se caliente nuevamente en
el reservorio geotérmico. De esta manera se forma un ciclo totalmente renovador que permite
extraer con continuidad y explotar el calor contenido al interior de la Tierra. En plantas geo-
termoeléctricas, la inyección al yacimiento del agua separada de pozos y condensado de vapor
suele ser la solución al manejo de los altos contenidos de sólidos contaminantes, y aunque tal
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operación tiene efectos positivos al mantener la presión en el yacimiento o en las fronteras del
mismo; suele tener efectos colaterales que pueden presentarse debido a la irrupción del frente
de baja temperatura sobre zonas de producción. Por lo anterior, juega un papel principal el
evaluar la velocidad de dicha irrupción y de esta manera establecer la vialidad de los pozos de
inyección. Es necesario obtener información de velocidades en la interferencia térmica y da-
tos de permeabilidad entre los pozos de inyección que recargan las zonas productoras de los
mismos. Este tipo de información es requerida para la evaluación de la factibilidad del pozo
en cuanto a costo de producción frente a la rentabilidad a través del tiempo. Cuando se rein-
yecta la salmuera en el subsuelo para que se caliente nuevamente en el reservorio geotérmico
ésta se mueve a través del medio entre el pozo inyector y el pozo productor, las constantes
reinyecciones provocan que se vaya enfriando el reservorio.

En este trabajo se modela el problema anterior unidimensional en un yacimiento poroso,
homogéneo y no fracturado para un lı́quido de una fase, usando la ecuación de advección-
difusión que describe la transferencia de calor a través de un fluido con velocidad finita en un
medio poroso; esta ecuación se escribe como (Ver la notación en el cap. 7).

B

Bt
rpp1´φqρrCr `φρwCwqT s`

B

Bx
puwρwCwT q´α

B2T

Bx2 “ 0

Ası́ también el problema de valores iniciales que modela la difusión de calor, suponiendo
esta difusión con una velocidad finita y con un término de reacción es la ecuación de reacción-
difusión telegráfica.

BT
Bt
`
α

c2
B2T

Bt2
´α

B2T

Bx2 “ FpT q`
α

c2F
1

pT q
BT
Bt
, t ą 0,

donde FpT q es el término de reacción que modifica la difusión o la transferencia de calor. Estas
dos ecuaciones son la base para nuestro estudio.

Usando un método nuevo de elemento de frontera simularemos la propagación del frente
frı́o de agua reinyectada en un yacimiento geotérmico poroso, homogéneo y no fracturado me-
diante la ecuación de reacción-difusión telégrafo, con un término de reacción obtenido a partir
de la ecuación de advección-difusión, para ello se usará un nuevo algoritmo, el cuál calcula
la transformada de Fourier, recurriremos a herramientas como el teorema de convolución y al
hecho de que la solución de la ecuación telégrafo puede escribirse como una transformación
integral en términos de la solución fundamental.

El presente trabajo esta dividido en dos bloques, en el primero los capı́tulos 2, 3, 4 y 5 cu-
bren las herramientas matemáticas necesarias para la simulación del problema fı́sico en cues-
tión, se explica la obtención de la ecuación telegráfo, se explica la formulación de una nueva
transformada fraccional rápida de Fourier y de su algoritmo; el segundo bloque, el capı́tulo 6
y 7 trata las caracterı́sticas geofı́sicas de un campo geotérmico, se describen las caracterı́sticas
del reservorio geotérmico de Los Azufres, Michoacán y se analiza el caso especı́fico de los pozos
Az-64 como inyector y Az-05 como productor en el campo geotérmico, se procede a realizar la
simulación numérica y se muestra el código del algoritmo en el programa Mathematica, se dan
las conclusiones obteniendo como resultados que la permeabilidad entre ellos es de 538.5 mili-
Darcys lo cual indica que hay una pronta recuperación de la salmuera reinyectada y se obtiene
la velocidad del frente térmico de 1.56 km/año, que es muy alta.



Capı́tulo 2

Las ecuaciones de reacción-difusión y
reacción-difusión telégrafo

Partı́culas tales como moléculas, átomos o iones e incluso células o animales, se mueven
en el espacio impulsados por varias fuerzas. En forma particular, las partı́culas o individuos
pueden moverse aleatoriamente, experimentando procesos de salto de velocidad o procesos de
brincos espaciales. Los pasos de caminos aleatorio pueden ser independientes o correlativos 1.
La función de probabilidad de densidad (PDF) para un salto prolongado puede decaer rápida-
mente o mostrar un final lento. De igual manera, la PDF para el recorrido temporal entre dos
saltos sucesivos puede decaer rápidamente o tener un lento final.

El modelo simple y clásico para la propagación o dispersión espacial es la ecuación de
difusión o segunda ley de Fick, la cúal en un sistema espacial unidimensional se escribe

Bρ

Bt
“D

B2ρ

Bx2 . (2.1)

donde D es el coeficiente de difusión. Como bien se sabe, las partı́culas que presentan un
simple camino azaroso o movimiento Browniano a nivel microscópico representan dispersión
difusa a nivel macroscópico.

2.1. Ecuación de reacción-difusión

En matemáticas, una solución fundamental para un operador diferencial con derivadas
parciales L es una formulación en el lenguaje de la teorı́a de distribuciones. En términos de
la función delta de Dirac δpxq, una solución fundamental F es la solución de la ecuación no
homogénea LF “ δpxq. La ecuación (2.1) tiene solución fundamental dado el origen x “ 0 y

1Por “correlativo”queremos decir que si una partı́cula se dirige en una dirección entonces hay probabilidad
distinta de cero de que siga en la misma dirección por algún tiempo y ésta probabilidad se va a cero cuando el
intervalo de tiempo aumenta.

3
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t “ 0, y ρpx,0q “ δpxq. 2

ρpx, tq “
1

?
4πDt

expp´
x2

4Dt
q, t ą 0. (2.2)

Si las partı́culas o individuos reaccionan o interactúan de acuerdo a una misma ley de cam-
bio Fpρq y al mismo tiempo experimentan difusión, es válido pensar en combinar la ecuación
de difusión y la ecuación de reacción 9ρ “ Fpρq. El resultado es la bien conocida ecuación de
reacción-difusión (RD):

Bρ

Bt
“D

B2ρ

Bx2 `Fpρq, (2.3)

la cúal estipula una estructura téorica para las dinámicas espacio-temporales.

La simple aproximación matemática de combinar la ecuación de reacción y la ecuación
de difusión, genera dos aproximaciones fundamentales para derivar la ecuación de RD (2.3).
Llamemos una aproximación fenomenológica a la basada en la ley de conservación y una apro-
ximación mesoscópica a la basada en una descripción del movimiento aleatorio fundamental.
Mientras esto es bastante directo al mostrar que la ecuación de reacción-difusión estándar pre-
serva la positividad, el problema es más complicado, pero no intratable, para otras ecuaciones
de reacción-transporte. En este contexto, una aproximación mesoscópica tiene mérito defini-
tivamente. Si ésta aproximación está dada correctamente y es válida para todos los eventos
de reacción y transporte que las partı́culas pueden experimentar, entonces por construcción
la evolución de la ecuación resultante preserva la positividad y representa una ecuación de
reacción-difusión válida.

2.1.1. Formulación fenomenológica de la ecuación RD

Sea S una superficie arbitraria encerrada en un volumen V con independencia temporal.
La ley general de conservación para los estados de densidad de la partı́cula en la cual la tasa
de cambio de la cantidad de partı́culas en V está dada por el flujo de las partı́culas cruzando la
superficie S además de la producción neta de partı́culas en V :

B

Bt

ż

V
ρpx, tqdV“´

ż

S
J ¨dS`

ż

V
Fpρ,x, tqdV, (2.4)

donde ρpx, tq representa la densidad de las partı́culas en x al tiempo t, J el flujo de partı́culas,
y F la tasa neta de producción de ρ. Aplicando el teorema de la divergencia,

ż

S
J ¨dS“

ż

V
∇ ¨ JdV, (2.5)

a (2.4) obtenemos
ż

V
dV

“Bρ

Bt
`∇ ¨ J´F

‰

“ 0. (2.6)

2Ver anexo.
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De aquı́ obtenemos la ecuación de conservación o ecuación de continuidad para ρ:

Bρ

Bt
“´∇ ¨ J`Fpρq. (2.7)

La ecuación de continuidad (2.7) necesita ser concluida vı́a una ecuación constitutiva para el
flujo J. Si el proceso corresponde a la difusión clásica, la ecuación constitutiva está dada por la
primera ley de Fick,

J“´D∇ρ. (2.8)

Sustituyendo esta expresión en (2.7), se obtiene

Bρ

Bt
“ ∇ ¨ pD∇ρq`Fpρq. (2.9)

Si D es constante, (2.9) se reduce a (2.3) en el caso unidimensional.

2.2. La ecuación telégrafo

La ecuación de difusión tiene la bien conocida caracterı́stica irreal que localiza perturba-
ciones a velocidad infinitamente rápidas, pensando con dificultad en la disminución, por me-
dio del sistema. Para ver esto, considere la solución fundamental (2.2). No importa que tan
pequeño sea t y que tan grande x, la densidad ρ será distinta de cero, considerándose la expo-
nencial pequeña. En muchos casos, ésta patologı́a de la ecuación de difusión y la ecuación de
reacción-difusión tiene consecuencias insignificantes y (2.1) y (2.3) son puestas a prueba para
hacer descripciones en numerosas circunstancias y sistemas.

El origen del comportamiento no fı́sico de las ecuaciones de difusión y de reacción-difusión
puede ser entendido de tres diferentes puntos de vista: (i) el matemático, (ii) el macroscópico o
punto de vista fenomenológico y (iii) el mesoscópico.

2.2.1. Desde el punto de vista matemático

Para un punto de vista matemático, el origen de la propagación infinitamente rápida de
perturbaciones locales en la ecuación de difusión puede ser tratada por su carácter parabólico.
Esto puede ser orientado de una manera que añadiendo un pequeño término τBttρ a la ecua-
ción de difusión o a la ecuación de reacción-difusión puede convertirse en hiperbólico. Para la
ecuación de difusión (2.1) se obtienen la ecuación telégrafo, una ecuación de onda suavizada,

τ
B2ρ

Bt2
`
Bρ

Bt
“D

B2ρ

Bx2 . (2.10)

La solución fundamental de esta ecuación con el punto en el origen x “ 0 y t “ 0 está dada por:

ρpx, tq “

#

1
N exp

“

´ t
2τ

‰

I0
“ 1
N
?
ξ
‰

, |x| ă
b

D
τ t,

0, otrocaso.
(2.11)
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y converge a la solución (2.2) de la ecuación de difusión cuando τ Ñ 0, aquı́ I0 es la función
modificada de Bessel, ξ “ Dt2

τ ´ x2, y N “
?

4Dτ . La ecuación (2.11) muestra explı́citamen-
te que perturbaciones gobernadas por la ecuación telégrafo se propagan con velocidad finita
a

D{τ , como se esperaba para una ecuación de onda suave. Agregando el término τBttρ a (2.3),
se obtiene la ecuación de reacción-difusión hiperbólica (HRDEs):

τ
B2ρ

Bt2
`
Bρ

Bt
“D

B2ρ

Bx2 `Fpρq. (2.12)

En el lı́mite cuando τ Ñ 0, (2.12) tiende a la ecuación de reacción-difusión (2.3). La propaga-
ción en HRDEs ha sido estudiado tanto analı́tica como numéricamente pero su uso en aplica-
ciones es un poco más complicado, pues estas ecuaciones han sido obtenidas muy claramente
de una manera ad hoc para sistemas de reacción y dispersión de partı́culas, y tampoco pueden
ser derivadas ecuaciones para fenómenos termodinámicos ni para ecuaciones más microscópi-
cas.

2.2.2. Sistemas de reacción-Cattaneo y ecuaciones de reacción-telégrafo

Para un punto de vista macroscópico o fenomenológico, la ecuación de reacción - difusión
se deduce de la ecuación de continuidad y del uso de la primera ley de Fick como la ecuación
constitutiva ,

Bρ

Bt
“´

BJ
Bx
`Fpρq (2.13)

La primera ley de Fick implica que el flujo se ajusta instantáneamente al gradiente de la densi-
dad. Este es fı́sicamente poco realista, y da lugar a la caracterı́stica patológica de propagación
infinitamente rápida de las perturbaciones locales en la ecuación de difusión . Cattaneo y otros,
han argumentado que el flujo se ajusta a la pendiente con un pequeño tiempo τ de relajación
distinto de cero. La primera ley de Fick debe ser reemplazada como ecuación constitutiva por
la ecuación de Cattaneo

τ
BJ
Bx
` J “´D

Bρ

Bx
(2.14)

Se nombra al sistema (2.13) y (2.14) sistema de racción-Cattaneao. Si derivamos ( 2.13 ) con
respecto a t y ( 2.14 ) con respecto a x y eliminamos las segundas derivadas mixtas, obtenemos
la denominada ecuación de reacción - telégrafo,

τ
B2ρ

Bt2
`r1` τF1pρqs

Bρ

Bt
“D

B2ρ

Bx2 `Fpρq. (2.15)

Observación: Para algunos autores el término ecuación de reacción-difusión hiperbólica es usa-
do para referirse a las ecuaciones de reacción-telégrafo.

Hay que tener en cuenta que la ecuación de reacción - telégrafo ( 2.15 ) se diferencia de la
especial HRDE ( 2.12) por el término adicional ´τF1pρqpBρ{Btq en el lado izquierdo. Se puede
demostrar que las soluciones de ( 2.15 ) convergen a las soluciones de la ecuación de reac-
ción-difusión ( 2.3 ) cuando τ Ñ 0. 3. Los sistemas hiperbólicos derivados desde un punto de

3Ver solución de(2.15) en Anexo
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vista matemático o macroscópico superan la caracteı́stica patológica de la ecuación de reacción-
difusión , pero sufren de otros inconvenientes: ( i) las ecuaciones hiperbólicas normalmente no
preservan la positividad. Incluso si ρpx,0q ě 0 , la solución ρpx, tq de (2.15 ) se asumirá, en ge-
neral, también valores negativos, lo cúal es inaceptable para una densidad real . ( ii ) A fin de
garantizar el carácter disipativo de la ecuación de reacción - telégrafo (2.15 ) , el coeficiente de
amortiguamiento 1´ τF1pρq será positivo, es decir,

F1pρq ă
1
τ

para todo ρ. (2.16)

Esta relación entre el tiempo de relajación τ del flujo y la escala temporal 1{F1pρq de la reac-
ción, que parece ser un requisito puramente matemático. El siguiente enfoque, el mesoscópico,
arrojará luz sobre los problemas fundamentales de los sistemas de reacción- Cattaneo ( 2.13 )
y ( 2.14 ) y la ecuación de reacción - telégrafo ( 2.15 ) insinuados en los puntos (i) y ( ii ) .

2.2.3. Reacciones y caminos persistentes aleatorios

Desde un punto de vista mesoscópico, la patologı́a de la ecuación de difusión se puede re-
montar a la falta de inercia de las partı́culas brownianas; su dirección en el movimiento dentro
de intervalos sucesivos de tiempo no está correlacionado. Esta falta de correlaciń tiene dos con-
secuencias: ( i) Las partı́culas se mueven con velocidad infinita . Hay una cierta probabilidad ,
aunque exponencialmente pequeña, de que una partı́cula de dispersión viaje arbitrariamente
lejos de su posición actual en algún tiempo pequeño pero distinto de cero. Claramente, esto no
puede ser cierto para las moléculas o los organismos. ( ii ) El movimiento de los individuos en
dispersión es impredecible incluso en las escalas de tiempo más pequeñas . Una vez más , esto
no puede ser verdad , ya sea para las moléculas u organismos. Por tanto, es deseable adoptar
un modelo de dispersión que conduzca a movimientos más predecibles con velocidad finita
en escalas de tiempo más pequeñas y enfoques de movimiento difusivo en escalas de tiempo
mayores. El cambio natural es un persistente camino aleatorio , también conocido como un
camino aleatorio correlacionado. En el camino aleatorio persistente las partı́culas tienen una
velocidad finita bien definida. Sin embargo, la velocidad media de las partı́culas se desvanece,
y no hay flujo de convección en el sistema. En el paseo aleatorio correlacionado o persistente,
una partı́cula o individuo toma pasos de longitud ∆x y duración ∆t. La partı́cula continúa en
su dirección anterior con probabilidad α “ 1´ µ∆t y cambia de dirección con probabilidad
β “ µ∆t. En el lı́mite continuo ∆xÑ 0 y ∆tÑ 0, tal que

lı́m
∆x,∆tÑ0

∆x
∆t
“ γ “ cte. (2.17)

se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones para la densidad de las partı́culas que van hacia
a la derecha, ρ`px, tq, y la densidad de las partı́culas que van hacia a la izquierda, ρ´px, tq:

Bρ`
Bt

`γ
Bρ`
Bx

“ µpρ´´ ρ`q, (2.18)

Bρ´
Bt

´γ
Bρ´
Bx

“ µpρ`´ ρ´q. (2.19)
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Las partı́culas viajan con velocidad γ y regresan con frecuencia µ. El camino persistente azaroso
se caracteriza por dos parámetros, en contraste con el paseo aleatorio ordinario o movimiento
browniano, que está completamente caracterizado por el coeficiente de difusión D. El paseo
aleatorio persistente abarca toda la gama de la dispersión, para el movimiento balı́stico, en el
lı́mite µÑ 0, al movimiento difusivo, en el lı́mite de γ Ñ 0, µÑ8, tal que lı́mγ2{2µ“D “ cte.
La densidad total de las partı́culas de dispersión está dada por

ρpx, tq “ ρ`px, tq` ρ´px, tq, (2.20)

y el flujo J de partı́culas viene dada por J “ γj, donde el ”flujo”j se define como

jpx, tq “ ρ`px, tq´ ρ´px, tq. (2.21)

Sumando (2.18) y (2.19) obtenemos la ecuación de continuidad

Bρ

Bt
`γ

Bj

Bx
“ 0 (2.22)

Restando (2.19) de (2.18) recobramos la ecuación de Cattaneo

Bρ

Bt
`γ

Bj

Bx
“´2µj. (2.23)

Diferenciando (2.22) con respecto a t y (2.23) con respecto a x y eliminando las segundas deri-
vadas mixtas, se obtiene la ecuación telégrafo

τ
B2ρ

Bt2
`
Bρ

Bt
“D

B2ρ

Bx2 , (2.24)

donde
τ “

1
2µ

(2.25)

es el tiempo de correlación del proceso de regreso de las partı́culas, y

D “
γ2

2µ
. (2.26)

El movimiento browniano, o la ecuación de difusión, deja de ser un buen modelo para la dis-
persión a escalas donde las partı́culas o individuos tienen una velocidad bien definida. En
la mayorı́a de las aplicaciones fı́sicas o quı́micas, la escala limitante se determina por la me-
dia del camino libre. En los lı́quidos, la media del camino libre es una fracción del diámetro
molecular, y la persistencia o efectos de la inercia son insignificantes, incluso en las escalas me-
soscópicos. La velocidad no es una variable relevante en estas situaciones, y la posición de la
partı́cula está determinada por muchos efectos independientes. Por lo tanto, la dispersión tie-
ne un carácter fuertemente difusivo, y las ecuaciones de reacción-difusión son una descripción
apropiada para las reacciones quı́micas en soluciones acuosas.

La difusión turbulenta y la dispersión de los animales, particularmente las bacterias, son
otras dos áreas en las que la velocidad de las partı́culas u organismos está bien definida, y los



2.2. LA ECUACIÓN TELÉGRAFO 9

efectos de persistencia no son insignificantes, en escalas macroscópicas. El camino aleatorio
persistente o correlacionado también ofrece una mejor descripción para la propagación espa-
cial en la dinámica poblacional. Microorganismos y animales tienden a continuar moviéndose
en la misma dirección en intervalos de tiempo sucesivos. La velocidad está bien definida y los
efectos de persistencia son importantes en escalas macroscópicas.

Además de estas consideraciones prácticas, que describen el movimiento de las partı́culas
o individuos por un camino aleatorio persistente, tiene varias ventajas desde un punto de vista
teórico: (i) El paseo aleatorio persistente es una generalización del movimiento browniano; ella
contiene el último como un caso lı́mite. (ii) El paseo aleatorio persistente supera la caracterı́sti-
ca patológica de movimiento browniano o la ecuación de difusión discutido anteriormente;
cumple el requisito fı́sico de la velocidad limitada. (iii) El paseo aleatorio persistente ofrece un
tratamiento unificado que cubre toda la gama de transporte, desde el lı́mite difusivo al lı́mite
balı́stico. Si las partı́culas que se mueven de acuerdo a un paseo aleatorio persistente reaccionan
entre otras, las ecuaciones de evolución para las densidades, (2.18) y (2.19), deben modificarse
para incluir un temporal de tipo cinético. Las contribuciones de los diferentes procesos, tales
como reacción y el transporte, en la evolución de un sistema son aditivos, si todos los procesos
son Markovianos. Entonces el camino persistente aleatorio es un proceso Markoviano, esto es
legı́timo al añadir términos cinéticos a la ecuación de transporte para pρ`,ρ´q:

Bρ`
Bt

`γ
Bρ`
Bx

“ µpρ´´ ρ`q`F`pρ`,ρ´q, (2.27)

Bρ´
Bt

´γ
Bρ´
Bx

“ µpρ`´ ρ´q`F´pρ`,ρ´q. (2.28)

Observación. Si el estado espacial se reduce de dos variables, pρ`,ρ´q, a una variable, ρ, el
proceso deja de ser Markoviano. No es legı́timo añadir simplemente un término cinético a
(2.24).

El problema que surge es cómo ”distribuir”, el término cinético Fpρq de la ecuación de
reacción-difusión a las densidades de izquierda y derecha en curso ρ` y ρ´. La opción más
comúnmente hecha en la literatura [1, 41, 40, 2, 39] es la denominada camino de reacción
isotrópico (IRW):

F`pρ`,ρ´q “ F´pρ`,ρ´q “
1
2
Fpρq. (2.29)

Ésta elección se basa en la suposición de que Fpρq es un término fuente para las partı́culas, que
la reacción no depende de la dirección del movimiento, y que las nuevas partı́culas cambian
cualquier dirección con igual probabilidad. Con (2.29) se obtiene a partir de (2.27) y (2.28) el
sistema de reacciń-Cattaneo

Bρ

Bt
`γ

Bj

Bx
“ Fpρq, (2.30)

Bj

Bt
`γ

Bρ

Bx
“´2µj. (2.31)

Ondas que viajan por caminos de reacción isotrópicos se han estudiado en [1, 2]. Sin embargo,
los caminos de reacción isotrópicos son poco sólido; violan un principio básico de la cinética
[1, 2, 3], a saber, que la velocidad de eliminación o la muerte de las partı́culas de un tipo dado
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debe ir a cero a medida que la densidad de estas partı́culas tiende a cero. De lo contrario, la
concentración de esas partı́culas puede llegar a ser negativa, por supuesto no es fı́sico. Con-
sideramos aquı́ una clase de caminos aleatorios de reacción (RRWs) que están libres de este
inconveniente. Los términos cinéticos se basan en los siguientes supuestos: (i) Las partı́culas
se someten a un proceso de nacimiento y muerte con ”fertilidad” y ”mortandad” que son in-
dependientes de la dirección del movimiento de las partı́culas. (ii) La dirección de partı́culas
”hijas”se correlacionan con el de la partı́cula ”madre”. El grado de correlación se da por corres-
pondencia. El grado de correlación está dado por κ. El valor κ “ 1{2 corresponde a ninguna
correlación, κ “ 1 a correlación completa, y κ “ 0 corresponde a la anticorrelación completa.
En luz de asumir (i), es conveniente adoptar la forma de producción-pérdida de Fpρq. Entonces

F`pρ`,ρ´q “ rκρ``p1´κqρ´sf
`pρq´ f ´pρqρ`, (1.32a)

F´pρ`,ρ´q “ rp1´κqρ``κρ´sf
`pρq´ f ´pρqρ´, (1.32b)

donde f `pρq y f ´pρq están definidas como:

F`i pρq “ f
`

i pρqρi , F´i pρq “ f
´

i pρqρi .

Tenga en cuenta que si F`pρq contiene un término constante a, entonces f `pρq contiene el
término a{ρ. Otros cambios válidos para los términos cinéticos son posibles. Una discusión de
este aspecto desde el punto de vista de la quı́mica cinética y dinámicas poblacionales pueden
encontrarse en [3].



Capı́tulo 3

Matrices diferintegrales

En esta sección se resumen algunos resultados ya conocidos sobre este tipo de matrices. Las
pruebas y más aplicaciones pueden encontrarse en [19, 20, 22, 23, 25].
Considérese N números complejos diferentes z1, z2, . . . , zN y un polinomio fmpzq de grado
mďN´1. Entonces, la derivada enN puntos de fmpzq obtenida mediante la fórmula (compleja)
de Hermite en los nodos puede escribirse en la forma [21, 23]

f 1mpzjq “
N
ÿ

k“1

Djkfmpzkq, (3.1)

donde

Djk “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

N
ÿ

l‰j

1
pzj ´ zlq

, j “ k,

P 1pzjq

pzj ´ zkq P 1pzkq
, j “ k,

(3.2)

y P pzq “
śN
k“1pz´ zkq. Esto significa que D es una matriz de diferenciación que da derivadas

exactas en el espacio de polinomios de grado a lo más N ´ 1.
Ahora considérese una función γpzq en un intervalo real. La derivada de la función umpzq “
γpzqfmpzq, evaluada en los nodos toma la forma

u1mpzjq “ γpzjq

˜

f 1mpzjq`
γ 1pzjq

γpzjq
fmpzjq

¸

“ γpzjq

˜

N
ÿ

k“1

Djk `
γ 1pzjq

γpzjq

¸

fmpzkq

“

N
ÿ

k“1

Djkumpzkq, (3.3)

donde los elementos Djk , dados por

Djk “ γpzjq

˜

Djk `
γ 1pzjq

γpzjq

¸

{γpzkq, (3.4)

11
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definen la N ˆN matriz de diferenciación D que da derivadas exactas en el espacio generado
por umpzq, m“ 0,1, . . . ,N ´ 1.
Sea e´x

2{2 la función γpxq. Ya que el sistema ortogonal e´x
2{2Hmpxq es cerrado en L2p8,8q, (3.4)

da una matriz para aproximar derivadas en este espacio. Ya que los elementos diagonales de D
están dados por

Djj “
N
ÿ

l‰j

1
pxj ´ xlq

`
γ 1pxjq

γpxjq
,

podemos seleccionar los ceros del N -ésimo polinomio de Hermite HN pxq, x1,x2, . . . ,xN , como
nodos y aplicar las fórmulas electrostáticas para los ceros de los polinomios ortogonales clásicos
[28] para obtener una matriz de diferenciación D con elementos diagonales nulos, i.e.,

D “ GD0G
´1, (3.5)

donde G es la matriz diagonal cuyos elementos diagonales están dados por e´x
2
j {2H 1N pxjq, y

donde xj es el j-ésimo cero de HN pxq, y

pD0qjk “

$

’

’

&

’

’

%

0, j “ k,

1
pxj ´ xkq

, j “ k.
(3.6)

En [29] se muestra que
E´1D0E “ iX,

donde X es la matriz cuyos elementos diagonales están dados por los ceros de Hermite xj ,
j “ 1,2, . . . ,N , y E es la matriz de elementos

Ejk “
2N´1 pN ´ 1q!

N HN´1ptjqHN´1ptkq

N´1
ÿ

n“0

in

2nn!
HnptjqHnptkq.

Por lo tanto, la matriz de diferenciación D dada por (3.5) es diagonalizada por la matriz GE
excepto por una transformación de similitud con una matriz diagonal. Ası́, definiendo

F “ GES, (3.7)

dondeSjk “ p´1qj´1δjk , j,k “ 1,2, . . . ,N , tenemos que

F´1DF “ iX, (3.8)

y ya que xj ‰ 0 @j, para N par, obtenemos el resultado

Dq “ FpiXqqF´1, q PZ. (3.9)

Nótese que la derivada de una función de la forma upxq “ e´x
2{2f pxqdonde f pxq es un polino-

mio, resulta en una función de la misma clase donde el grado del polinomio se incrementa por



3.1. MATRICES DE DIFERENCIACIÓN RÁPIDAS 13

la unidad. Por lo tanto si q ą 0, (3.9) produce una matriz de diferenciación que da derivadas
exactas upqqpxq, q “ 1,2, . . . ,m, m ď N , para esa clase de funciones donde f pxq es un polinomio
de grado a lo más N ´m. El caso de q ă 0 es diferente puesto que en general las antiderivadas
de upxq no pertenecen a la misma clase de funciones. Sin embargo, ya que D´q es la inversa de
Dq, (3.9) da antiderivadas exactas si upxq es tal que

şx uptqdt se acerca a cero en infinito en la
manera que lo hace e´x

2{2.

3.1. Matrices de diferenciación rápidas

Las matrices D y F dadas por (3.5) y (3.7) respectivamente, toman formas simples para N
suficientemente grande. Usando la expresión asintótica paraHN pxq en la región oscilatoria [28]

HN pxq “
Γ pN ` 1q
Γ pN{2` 1q

ex
2{2

´

cosp
?

2N ` 1 x´Nπ{2q`OpN´1{2q

¯

(3.10)

se tiene que la forma aproximada para los ceros de HN pxq

xj “

ˆ

2j ´N ´ 1
?

2N

˙

π
2
, (3.11)

j “ 1,2, . . . ,N , por lo que el uso de (3.10) y (3.11) produce

H 1N pxjq “ 2NHN´1pxjq » p´1qN`j
2N Γ pN q

Γ pN`1
2 q

ex
2
j {2, N Ñ8.

Por lo tanto, en el lı́mite asintótico, (3.5) puede escribirse como

Djk “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, j “ k,

p´1qj`k

pxj ´ xkq
, j “ k,

(3.12)

y (3.7) toma la expresión

Fjk “ p´1qj`kEjk . (3.13)

En esta forma, F es una transformada discreta de Fourier [26] que surge de una fórmula de
cuadratura de la transformada fraccional de Fourier. El algoritmo rápido que da el producto
de F por un vector se conoce como XFT (Ver capı́tulo 4). Ası́, la XFT aplicada a (3.9) produce
una matriz de diferenciación rápida si q ą 0 o una matriz de integración rápida si q ă 0, de
acuerdo al siguiente algoritmo.
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Algoritmo

Para calcular una aproximación g “ pg1, g2, . . . , gN q
T de la q-ésima derivada (q ą 0) o de la

q-ésima antiderivada (q ă 0) de la función f pxq según dada por el vector

f “ pf1, f2, . . . , fN q
T .

INPUT: Real q y entero N

1. Hacer los vectores x y s según dados por xj “ πp2j ´ N ´ 1q{p2
?

2N q y sj “

e´iπ
N´1
N pj´1q, j “ 1,2, . . . ,N .

2. Calcular el vector u como la inversa FFT del vector f {s.

3. Calcular el vector v como la FFT del vector pi4x{πqq u.

4. Obtener le resultado g como el producto sv.

Nótese que hay un factor de 4{π en el tercer paso. Esto se debe al hecho de que la XFT produce
una transformada de Fourier escalada por 4{π. Ası́, si F representa la matriz asociada a la XFT,
la implementación rápida de (3.9) toma la forma

Dq “ F p4iX{πqqF ´1, q PZ. (3.14)



Capı́tulo 4

Nuevo algoritmo de la Transformada
Fraccionaria de Fourier Discreta

Motivación

La transformada clásica de Fourier es una herramienta que puede ser utilizada para resol-
ver los modelos de ecuaciones diferenciales fraccionarios, es una transformada integral que es
ampliamente utilizada tanto en matemáticas puras y aplicadas como en algunos campos de la
ingenierı́a.
Son de una gran utilidad dentro de la rama de los modelos fraccionarios que no son locales,
ella es muy importante en los modelos de la dinámica de procesos distorsionados sobre medios
tortuosos.

El tratamiento de funciones utilizando la transformada de Fourier no sólo se limita a funcio-
nes continuas, también es posible definir una transformada discreta de Fourier (DFT) análoga
a la FT para el estudio de funciones discretas, es decir, funciones que toman valores en ciertos
puntos igualmente espaciados, esta última transformación es muy útil en fı́sica experimental e
ingenierı́a. De la misma forma, también se puede considerar un análogo discreto para la FFT;
tal transformación se conoce como transformada fraccionaria discreta de Fourier (FDFT).

En la literatura se encuentran varios caminos para definir la FDFT, aquı́ se da un resumen
de como se obtiene una nueva transformada fraccional de Fourier discreta, para ello se sigue
un enfoque espectral diferente al mostrado en [16], donde los eigenvectores de la transformada
discreta de Fourier (DFT, del inglés, discrete Fourier transform) son usados. También es dife-
rente a la obtenida en [17] donde la integral es simplificada o se usa la interpolación sinusoidal.
En lugar de esto, para esta fraccional de Fourier se usan los eigenvectores de la matriz asociada
a la ecuación de recurrencia de las funciones de Hermite. Estos eigenvectores tienden a las fun-
ciones de Hermite evaluadas en los ceros de los polinomios de Hermite HN ptq cuando N Ñ8,
y estas son soluciones discretas al problema del oscilador harmónico cuántico, es decir, son
funciones discretas de Hermite.

Se muestra que una forma bilineal construida adecuadamente con estos vectores propios,
se convierte en una representación matricial asintótica del kernel de la transformada fraccio-

15
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nal de Fourier. Esta matriz da una fórmula de cuadratura y una forma discreta unitaria para la
transformada fraccional de Fourier.
Usando algunas propiedades asintóticas de los polinomios de Hermite, la transformada frac-
cional de Fourier discreta puede escribirse en términos de la DFT. Por este camino, se obtienen
cálculos rápidos del orden de O(N logN ) para la transformada fraccional de Fourier.

Además, ésta puede ser evaluada en forma cerrada en términos de exponenciales para cual-
quier número complejo z del cı́rculo unitario |z| ď 1 y no solamente para valores sobre la
frontera |z| “ 1 como es usual. Se debe mencionar que la idea de usar representaciones fini-
tas de las funciones de Hermite ya han sido usadas para obtener fórmulas discretas para las
transformadas de Fourier, las fórmulas han sido probadas y el código para usar estas fórmulas
está disponible gratuitamente.

Usando un espectral aproximado se deriva una cuadratura tı́pica Gaussiana de la trans-
formada fraccional de Fourier continua. La cuadratura es obtenida por una forma bilineal de
eigenvectores de la matriz asociada a la ecuación de recurrencia de los polinomios de Hermi-
te. Estos eigenvectores son aproximaciones discretas de las funciones de Hermite, las cuales
son eigenfunciones del operador transformada fraccional de Fourier. Esta nueva transforma-
da discreta es unitaria y tiene estructura de grupo. Usando algunas fórmulas asintóticas re-
escribiremos la cuadratura en términos de la FFT, arrojando una rápida discretización de la
transformada fraccional de Fourier y su inversa en forma cerrada. Extenderemos el rango de
la transformada fraccional de Fourier considerando valores complejos arbitrarios del cı́rculo
unitario y no solamente la frontera. Se tiene que esta rápida cuadratura evaluada en z “ i lleva
a una versión más precisa de la FFT y podemos usarla para funciones no periódicas.

4.1. Cuadratura de la transformada fraccional de Fourier

Consideremos la familia de polinomios de HermiteHnpxq,n“ 0,1, ..., que satisfacen la ecua-
ción de recurrencia:

Hn`1pxq` 2nHn´1pxq “ 2xHnpxq, (4.1)

con H´1pxq ” 0. Es conocido [11], que por medio de (4.1), se sigue la fórmula de Christoffel-
Darboux:

N´1
ÿ

n“0

HnpxqHnpyq

2nn!
“

$

&

%

HN pxqHN´1pyq´HN´1pxqHN pyq
2N pN´1q!px´yq , x “ y,

H
1

N pxqHN´1pxq´H
1

N´1pxqHN pxq

2N pN´1q! , x “ y.
(4.2)

Note que la ecuación de recurrencia (4.1) puede ser escrita como el problema de eigenvalores:

¨

˚

˚

˚

˝

0 1{2 0 ¨ ¨ ¨

1 0 1{2 ¨ ¨ ¨

0 2 0 ¨ ¨ ¨
...

...
... ¨ ¨ ¨

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

H0pxq
H1pxq
H2pxq
...

˛

‹

‹

‹

‚

“ x

¨

˚

˚

˚

˝

H0pxq
H1pxq
H2pxq
...

˛

‹

‹

‹

‚

(4.3)

Ahora consideremos la submatriz principal de (4.3) de dimensión N
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H“

»

—

—

—

—

—

—

—

–

0 1{2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
1 0 1{2 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
...

...
... ¨ ¨ ¨

...
...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1{2
0 0 0 ¨ ¨ ¨ N ´ 1 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

Procedemos a tomar una transformación de similaridad para simetrizar H.
Ası́ que se propone la matriz diagonal S

S “ diagt1, 1
?

2
, ...,

1
a

pN ´ 1q!2N´1
u

Haciendo el producto H “ SHS´1, obtenemos la matriz simétrica buscada

H “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
b

1
2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

b

1
2 0

b

2
2 ¨ ¨ ¨ 0 0

0
b

2
2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
b

N´1
2

0 0 0 ¨ ¨ ¨

b

N´1
2 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

La ecuación de recurrencia (4.1) y la fórmula (4.2) pueden ser usadas para resolver el ei-
genproblema

Huk “ xkuk , k “ 1,2, ...,N ,

el cual es una versión de dimensión finita de (4.3). Los eigenvalores xk son las raı́ces de HN pxq
y uk es el k-ésimo eigenvector dado por

uk “ ck
´

s1H0pxkq, s2H1pxkq, s3H2pxkq, ..., sNHN´1pxN q
¯T
,

donde s1, s2, ..., sN son los elementos de la diagonal de S y ck son constantes de normalización
ası́ que

c2
k

N´1
ÿ

n“0

HnpxkqHnpxkq
2nn!

“ 1.

Usando la fórmula de Christoffel-Darboux tomando el caso x “ y, nos da el resultado

c2
k

H
1

N pxqHN´1pxq´H
1

N´1pxqHN pxq

2N pN ´ 1q!
“ 1
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utilizamos que HN pxkq “ 0 y H
1

N pxkq “ 2NHN´1pxkq tomado de [11]. Las constantes estarán
dadas por lo tanto por

ck “

c

2N´1pN ´ 1q!
N

1
|HN´1pxkq|

“

c

2N´1pN ´ 1q!
N

p´1qN`k

HN´1pxkq
,

donde se ha usado que |HN´1pxkq| “ p´1qN`kHN´1pxkq. Entonces las componentes de los vec-
tores ortonormales son

pukqn “ p´1qN`k
d

2N´1pN ´ 1q!
N pn´ 1q!

Hn´1pxkq

HN´1pxkq
, n“ 1, ...,N . (4.4)

Sea U la matriz ortogonal cuya k-ésima columna es uk y sea Dpzq la matriz diagonal Dpzq “
diagt1, z, z2, ..., zN´1u, donde z PC.

Ahora definamos la matriz
Fz “

?
2πU´1DpzqU,

el factor
?

2π se introduce con el fin de que más adelante la cuadratura corresponda a la trans-
formada de Fourier usual F “

ş8

´8
f pxqeixydx. Volviendo a Fz sus componentes estarán dadas

por

pF qjk “
?

2π
p´1qj`k2N´1pN ´ 1q!
NHN´1pxjqHN ´ 1pxkq

N´1
ÿ

n“0

zn

2nn!
HnpxjqHnpxkq. (4.5)

Esta es la matriz que representa el kernel de la trasformada fraccional de Fourier en un
espacio vectorial N-dimensional, como se muestra en la siguiente sección.

4.1.1. Fórmulas asintóticas

Veamos ahora la forma asintótica de las componentes de Fz. Primero notemos que la expre-
sión asintótica para HN pxq en la región oscilatoria es (ecuación 8.22.8 de [11])

HN pxq “
Γ pN ` 1q
Γ pN{2` 1q

ex
2{2`cos

`
?

2N ` 1x´
Nπ

2

˘˘

(4.6)

Éste da una forma aproximada para los ceros de HN pxq, es decir,

xk “
`2k´N ´ 1

?
2N

˘π
2
, (4.7)

k=1,2,...,N. Entonces usando (4.6) y (4.7) tenemos

HN´1pxkq » p´1qN`k
Γ pN q

Γ pN`1
2 q

ex
2
k {2, N Ñ8.

Por lo tanto, para N suficientemente grande (4.5) puede escribirse como

pFzqjk »
?

2π
2N´1rΓ pN`1

2 qs2

Γ pN ` 1q
e´px

2
j`x

2
k q{2

8
ÿ

n“0

zn

2nn!
HnpxjqHnpxkq,
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y finalmente, la fórmula de Stirling
´

n!«
?

2πnpne q
n
¯

y la de Mehler

ř8
n“0

HnpxqHnpyq
n! p1

2wq
n “ p1´w2q1{2e

2xyw´px2`y2qw2

1´w2 , [14] nos permiten obtener

pFzqjk »
c

2
1´ z2 exp

`

p1` z2qpx2
j ` x

2
k q´ 4xjxkz

2p1´ z2q

˘

∆xk , (4.8)

donde ∆xk es la diferencia entre dos raices asintóticas consecutivas de Hermite

∆xk “ xk`1´ xk “
π

?
2N

, k “ 1,2, ...,N ,

definiendo x0 y xN`1 a través de (4.7) con k “ 0 y k “N ` 1, respectivamente. Ahora considere-
mos una función, gpxq definida para x PR, evaluada en las raices de los polinomios de Hermite
y escribimos estos valores en forma vectorial

g “ pgpx1q, gpx2q, ..., gpxN qq
T

Por lo tanto, la matriz Fk multiplicada por g nos da el vector G con entradas

Gj “
N
ÿ

k“1

pFzqjkgpxkq »
c

2
1´ z2

N
ÿ

k“1

exp
`

p1` z2qpx2
j ` x

2
k q´ 4xjxkz

2p1´ z2q

˘

gpxkq∆xk

para j “ 1,2, ...,N . Note que esta ecuación es una suma de Riemann para la integral

Fzrgpx
1

q,xs “

c

2
1´ z2

ż 8

´8

exp
`

´
p1` z2qpx2` x

12q´ 4xx
1

z

2p1´ z2q

˘

gpx
1

qdt
1

, |z| ă 1, (4.9)

ası́ que

Fzrgpx
1

q,xjs »
N
ÿ

k“1

pFzqjkgpxkq, N Ñ8. (4.10)

Note que Fzrgpx
1

q,xs es la transformada fraccional de Fourier continua de gpx
1

q hasta una
constante. Ası́ la matriz Fz es una transformada fraccional de Fourier discreta. Tenemos que
resaltar que esta es una discretización de la transformada fraccional de Fourier para cualquier
número complejo z en el disco unitario |z| ď 1 y no solamente para z sobre la frontera, como
normalmente es considerado, y que el argumento ϕ de z “ rexppiϕq es real y no complejo como
es considerado en varias aplicaciones.

En el caso z “˘i, sustituyendo en (4.8) obtenemos

Fjk ” pF˘iqjk » e˘ixjxk∆xk

que es la DFT. Ésta habı́a sido obtenida previamente en [15].
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4.2. Una rápida transformada fraccional de Fourier discreta

La FFT puede ser usada para obtener un algoritmo rápido para (4.10). Ya que la matriz
Fz representa la cuadratura para la transformada fraccional de Fourier esperando a converger
cuando un número suficientemente grande de nodos sean usados, consideraremos la forma
asitótica (4.8), la cual puede ser escrita como

pFzqjk “
c

2
1´ z2 e

´µx2
j eνxjxke´µx

2
j ∆xk , (4.11)

haciendo

µ“
1` z2

2p1´ z2q
, ν “

2z
1´ z2 (4.12)

Se ha reemplazado el signo “»”por el de “= ”dentro de (4.8), redefiniendo Fz en (4.11). Para
distinguir esta rápida implementación de la presente transformada fraccional discreta, deno-
taremos a esta como la transformada rápida de Fourier extendida (XFT). Para mostrar las prin-
cipales diferencia entre la XFT y la usual FFT consideremos primero el caso de la transformada
de Fourier estándar.

4.2.1. La XFT como una mejora de la FFT

Como se dijo anteriormente, el caso z “ i en (4.11) corresponde a una DFT

Fjk “
π

?
2N

exp
“

i
π2

2N

`

j ´
N ´ 1

2

˘`

k´
N ´ 1

2

˘‰

, (4.13)

donde ahora j,k “ 0,1,2, ...,N ´ 1, y hemos usado (4.7) y ∆xk . Ya que
řN
k“1Fjkgpxkq es una

cuadratura y por lo tanto una aproximación [18] de

Gpwjq “
ż 8

´8

eiwjxgpxqdx,

usando la propiedad de la transformada de Fourier

Gpawjq “
ż 8

´8

eiawjxgpxqdx, (4.14)

podemos escribir (4.13) de manera más conveniente:

pFaqjk “
π

?
2N

exp
“

ia
π2

2N

`

j ´
N ´ 1

2

˘`

k´
N ´ 1

2

˘‰

, (4.15)

entendiendo que esta matriz da una transformada discreta de Fourier a escala. El parámetro
de escala a puede ser usado para conectar la XFT con la forma estándar de la DFT. Si hacemos
a“ 4{π, entonces (4.15) se convierte en

pF4{πqjk “
πei

π
2
pN´1q2

N

?
2N

“

e´iπ
N´1
N j‰“ei

2π
N jk

‰“

e´iπ
N´1
N k‰,
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donde j,k “ 0,1,2, ...,N ´ 1.
En forma matricial y definiendo F̃ ” F4{π para simplificar la notación, siguiendo la DFT F̃
puede darse en términos de la usual DFT DF como

F̃ “
πei

π
2
pN´1q2

N

?
2N

SDFS (4.16)

donde S es la matriz diagonal cuyas entradas distintas de cero están dadas por e
´iπpN´1qj

N ,
j “ 0,1, ...,N ´ 1, y DFp¨q puede ser calculado a través del algoritmo estándar de la FFT.
Por lo tanto, el costo computacional de F̃p¨q es el mismo que el del algoritmo usado para calcu-
lar la FFT del vector Sp¨q.
Sin embargo, el resultado del método presentado es más preciso ya que proviene de una fórmu-
la de cuadratura convergente y esto lo veremos a continuación.
La inversa de F̃ es

pF̃´1qjk “

a

2{N
π

exp
“

´ i
2π
N

`

j ´
N ´ 1

2

˘`

k´
N ´ 1

2

˘‰

,

con j,k “ 0,1,2, ...,N ´ 1.
En las aplicaciones, tenemos que recordar que F̃ da una transformada a escala. El siguiente

algoritmo incorpora estas ideas.

Algoritmo 1

Algoritmo para calcular una aproximación G “ pG1,G2, ...,GN q
T de la transformada de

Fourier del vector
g “ pg1, g2, ..., gN q

T

,

1. Dado N hacemos xn “
πp2n´N´1

2
?

2N
q, n“ 1,2, ...,N .

2. Denotemos DF a la DFT, es decir, pDFqjk “ ei
2π
N jk . Para j,k “ 0,1,2, ...,N ´1, calcular

la matriz diagonal S de acuerdo a Sjk “ expr´iπ
N´1
N jδjks.

3. Obtener la aproximación de Gj a Gp
4
π
xjq por medio del cálculo del producto

matriz-vector

G “
πei

π
2
pN´1q2

N

?
2N

SDFpSgq, (4.17)

con un algoritmo estándar de la FFT; es decir, la FFT del vector Sg puede ser mul-
tiplicada elemento a elemento, por el vector de entradas

πei
π
2
pN´1q2

N e´iπ
N´1
N j{

?
2N, j “ 0,1, ...,N ´ 1.
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Si el vector de entrada g está dado por lo valores de una función gpxq evaluada en xk , se
puede representar la aproximación a la transformada de Fourier Gpwq, dando una gráfica de
los puntos p 4

πxj ,Gjq.
En el siguiente ejemplo graficaremos las partes real e imaginaria del vector G y la transfor-

mada exacta Gp 4
πwq. Primero, daremos un ejemplo con una función noperiódica-singular, en

seguida compararemos el desempeño de la XFT escalada evaluada en z “ i con el de la FFT
estándar.

Ejemplo 1. Considere el par de transformadas de Fourier

gpxq “ cospx2q, Gpwq “
?
πcos

`w2´π
2

˘

Figura 4.1: Secciones de las gráficas de las partes real (A) e imaginaria (B) de los valores exactos
Gp 4

πωjq correspondientes al ejemplo 1. Esta transformada exacta (lı́nea continua) es comparada
con el resultado de la XFT (lı́nea punteada) para N “ 512.

Figura 4.2: Secciones de las gráficas de las partes real (A) e imaginaria (B) de los valores exactos
Gp 4

πωjq correspondientes al ejemplo 1. Esta transformada exacta (lı́nea continua) es comparada
con el resultado de la FFT (lı́nea punteada) para N “ 512.
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Figura 4.3: (A)Error producido por la XFT, |Gp 4
πωjq ´Gj |, para N “ 2048 (lı́nea continua) y

N “ 4096 (lı́nea punteada). (B)Error producido por la FFT, |Gp 4
πωjq ´G

f f t
j |, para N “ 2048

(lı́nea continua) y N “ 4096 (lı́nea punteada)

Las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 muestran la convergencia obtenida para la XFT y la FFT, respecti-
vamente. La figura 4.1 se muestra una comparación entre las partes real e imaginaria de la
transformada exacta Gp 4

πwq (lı́nea continua) contra la salida de la XFT (lı́nea punteada). En
adelante

wj “ πpj ´N{2´ 1{2q{
?

2N, j “ 1,2, ...,N .

La figura 4.2 muestra la comparación entre las partes real e imaginaria de la transformada
exacta Gp 4

πwq (lı́nea continua) contra la salida de la FFT (lı́nea punteada) normalizada por
π{
?

2N .

La figura 4.3 muestra secciones del error |Gexacta
j ´G

aprox
j | para la XFT (izquierda), y la FFT

(derecha). El error dado por la XFT se aproxima a cero para mas puntos cercanos al origen
cuando N se va haciendo más grande, mientras que el error producido por la FFT mantiene
siempre la misma magnitud sobre el mismo intervalo.

Ahora veamos otro ejemplo donde las diferencias son más significativas.

Ejemplo 2. Consideremos el par de transformadas

gptq “
e´t{2

1´ e´t
, Gpwq “ ıπ tanhpπwq.
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Figura 4.4: Secciones de las gráficas de las partes real (A) e imaginaria (B) de los valores exactos
Gp 4

πωjq correspondientes al ejemplo 2. Esta transformada exacta (lı́nea continua) es comparada
con el resultado de la XFT (lı́nea punteada) para N “ 512.

Figura 4.5: Secciones de las gráficas de las partes real (A) e imaginaria (B) de los valores exactos
Gp 4

πωjq correspondientes al ejemplo 2. Esta transformada exacta (lı́nea continua) es comparada
con el resultado de la FFT (lı́nea punteada) para N “ 512.
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Figura 4.6: (A)Error producido por la XFT, |Gp 4
πωjq ´Gj |, para N “ 2048 (lı́nea continua) y

N “ 4096 (lı́nea punteada). (B)Error producido por la FFT, |Gp 4
πωjq ´G

f f t
j |, para N “ 2048

(lı́nea continua) y N “ 4096 (lı́nea punteada)

4.2.2. La XFT como una rápida transformada fraccional de Fourier

Para obtener una discreta y rápida implementación de la transformada fraccional de Fou-
rier continua, volvamos a la definición de la transformada fraccional dada en (4.9),

Gzpxq ” Fzrgpx
1q,xs “

c

2
1´ z2 e

´µx2
ż 8

´8

eνxx
1

e´µx
12
gpx1qdt1,

donde se ha usado la definición dada en (4.12). El simple escalamiento

Gzpαxq “

c

2
1´ z2 e

´µα2x2
ż 8

´8

eανxx
1

e´µx
12
gpx1qdt1, (4.18)

y la discretización del kernel

pF αz qjk “
c

2
1´ z2 expp´µα2x2

j qexppανxjxkqexpp´µx2
k q∆xk

nos servirán para implementar el algoritmo rápido para calcular la XFT en términos de la FFT.
Esto puede hacerse haciendo α “ 2ıp1´ z2q{pπzq, entonces tenemos que

pF αz qjk “
c

2
1´ z2 expp´µα2x2

j qpF̃jkqexpp´µx2
k q, conα “

2ı
πz
p1´ z2q, (4.19)

donde F̃ está dado por (4.16), es la rápida XFT para el caso de la transformada de Fourier
estándar.
Para simplificar la notación hagámos F̃z a F 2ıp1´z2q{pπzq

z . Entonces
řN
k“1pF̃zqjkf pxkq es una cua-

dratura de (4.18) con α “ 2ıp1´ z2q{pπzq(vea (4.10)), F̃z es una discreta rápida de la transfor-
mada fraccional de Fourier la cual da una aproximación para la función escalada Gzpαxq en los
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nodos xk . Recordemos que los parámetros µ y ν dependen del número complejo z, (vea (4.12)),
y que (4.19) da una aproximación de la transformada fraccional de Fourier, como se definió en
(4.9) para cualquier z, |z| ă 1, y no sólo para z sobre la frontera del cı́rculo unitario, como
usualmente es el caso.
Note que la transformada inversa puede ser obtenida en términos de F̃ ´1. Estas ideas son in-
corporadas en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2

Algoritmo para calcular una aproximación G “ pG1,G2, ...,GN q
T de la transformada frac-

cional de Fourier Fzrgpx1q,2ıp1´ z2q{pπzqxjs del vector

g “ pg1, g2, ..., gN q
T

en el valor comlejo z, |z| ď 1.

1. Dados N y z hacemos

µ“ p1` z2q{r2p1´ z2qs, α “ 2ıp1´ z2q{pπzq.

xn “ πp2n´N ´ 1q{r2p
?

2N qs, n“ 1,2, ...,N

2. Denotemos DF a la DFT, es decir, pDFqjk “ ei
2π
N jk . Para j,k “ 0,1,2, ...,N ´ 1, calcu-

lamos las matrices diagonales S1 y S2 de acuerdo a
pS1qjk “ expr´µα

2x2
j ´ iπ

N´1
N jδjks, pS2qjk “ expr´µx

2
j ´ iπ

N´1
N jδjks.

3. Obtenemos la aproximación de Gzj a Gzpαxjq por medio del cálculo del producto
matriz-vector

G “

c

2
1´ z2

πei
π
2
pN´1q2

N

?
2N

S1DFpS2gq, (4.20)

con el algoritmo estándar de la FFT.

Probaremos el comportamiento de esta transformación rápida en dos ejemplos bien conocidos
para los cuales |z| “ 1. En los ejemplos α “ a“ 2ıp1´z2q{pπzq yωk “ xk “ tk . En estos ejemplos,
se comparan la transformada exacta pωj ,Gp4πωjqq (lı́nea negra) en contra de la salida de la XFT
pωj ,Gjq (lı́nea naranja) en las gráficas mostradas.

Ejemplo 3. Considere el par de transformadas fraccional de Fourier

gptq “ expp´t2{2` βtq, Gzptq “ expp´t2´
ı
2
β2eıϕ sinϕ` βteıϕq, z “ eıϕ
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Figura 4.7: Parte real de la transformada fraccional de Fourier (lı́nea continua) comparado con
la salidad de la XFT en (A) y con la salida de la FRFT en (B) (lı́nea punteada) calculado con
N “ 512. La función gptq en el ejemplo 3 esta dada con β “ 2 y ϕ “ π{5.

La figura muestra una parte de la gráfica de la parte real de la XFT comparada con la
parte real de Gzpaωjq. La norma máxima del error es del orden de 10´12 para las partes real e
imaginaria dada por la XFT.
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Capı́tulo 5

Teorema de existencia y unicidad e
iteraciones de Picard

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

9x “ f pt,xq, (5.1)

estos sistemas tienen una gran importancia en las aplicaciones de ciencias especialmente en
sistemas de vibraciones mecánicas con varios grados de libertad. Estos mismos sistemas tienen
importancia matemática, pues cada ecuación diferencial de orden n-ésimo puede convertirse
a un sistema de n ecuaciones de primer orden1, convirtiéndose en el tipo de 5.1. Introduzca-
mos condiciones iniciales de la forma x1pt0q “ x0

1, x2pt0q “ x0
2, ..., xnpt0q “ x0

n, de manera que
con estas condiciones tendremos un problema de valores iniciales; ası́ que para el sistema 5.1,
consideremos f P CpDq, D P R

n`1, con x P R
n y Rpa,bq “rectángulo en R

n`1. Si f P LipxpRq 2

entonces existe solución xpt, t0,x0q de (5.1), f : D Ñ R
n con px0, t0q P R, es decir, la solución

xpt, t0,x0q de (5.1) está definida en pt0´ h, t0` hq, donde

h“mı́npa,
b
M
q M :“máx

R
|f pt,xq|.

Llamemos xptq a una solución que pase por el punto xpt0, t0,x0q “ x0. Además la secuencia de
funciones pxmptqq8m“0 construido por

xm`1ptq :“ x0`

ż t

t0

f ps,xmpsqqds x0psq “ x0 (5.2)

(esta secuencia es llamada iteración de Picard) ésta pxmptqq8m“0 converge uniformemente a la
única solución xptq de (5.1) en p´t0´ h, t0` hq, i.e, xmptq Ñ xptq. En seguida se darán los lemas
y algunos se demostrarán, ya estos son necesarios para probar lo mencionado anteriormente.

1

x
1

i “ xi`1, 1ď i ď n´ 1
x
1

n “ f pt,x1, . . . ,xnq

2Una función gpx,uq se dice que es uniformemente Lipschitz continua en D si existe una constante no negativa
L (constante de Lipchitz) tal que }gpx,uq´ gpx,vq} ď L}u´ v} para todo px,uq,px,vq en el dominio D.
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Lema 1 La solución xpt, t0,x0q es continua en el dominio D y con condición inicial xpt0, t0,x0q “ x0
en pt´ r, t` rq, entonces xpt, t0,x0q es también solución de la ecuación integral

xpt, t0,x0q “ x0`

ż t

t0

f ps,xps, t0,x0qqds t P pt0´ r, t0` rq. (5.3)

Demostación.
Tomemos la solución xpt, t0,x0q de (5.1), entonces diferenciemos i.e., dxpt,t0,x0q

dt “ f pt,xpt, t0,x0qq.
Una integración de ésta igualdad resulta

xpt, t0,x0q´ xpt0, t0,x0q “

ż t

t0

f ps,xps, t0,x0qqds.

En consecuencia, si xpt, t0,x0q es alguna solución de (5.3) entonces, xpt0, t0,x0q “ x0 y f pt,xq es
continua, diferenciando (5.3) llegamos a que dxpt,t0,x0q

dt “ f pt,xpt, t0,x0qq.

Lema 2 Para cada m la función xmptq está definida y es continua en rt0, t0` hs y satisface
}xmptq´ x0} ďMpt´ t0q, t P rt0, t0` hs con M “máxR }f pt,xq}

Lema 3 La secuencia
´

xmptq
¯8

m“0
converge uniformemente en rt0, t0 ` hs a una función continua

xptq.

Demostremos que la serie x0ptq`
ř8
n“0pxn`1ptq´xnptqq converge uniformemente en rt0, t0`hs.

Para t P rt0, t0` hs definimos
dnptq :“ |xn`1ptq´ xnptq| (5.4)

Para cada n, tenemos

dnptq :“ |
ż t

t0

f ps,xnpsqqds´
ż t

t0

f ps,xn´1psqqds| ď
ż t

t0

|f ps,xnpsqqds´
ż t

t0

f ps,xn´1psqq|ds

entonces, ya que f P LipxpRq entonces

dnptq ď L
ż t

t0

|xnpsq´ xn´1psq|ds “ L
ż t

t0

dn´1psqds (5.5)

donde L es la constante de Lipschitz. Estimemos dnptq por inducción.
Por el lema 2, d0ptq “ |x1ptq´ x0ptq| ďM|t´ t0|, asuminos que

dnptq ď
M
L
Ln`1 pt´ t0q

n`1

pn` 1q!
(5.6)

entonces de (5.5)

dn`1ptq ď L
ż t

t0

dnptqds ď L
ż t

t0

´M
L
Ln`1 ps´ t0q

n`1

pn` 1q!

¯

ds

“
MLn`2

L
pt´ t0q

n`2

pn` 2q!
(5.7)



31

Ası́ para t P rt0, t0` hs

8
ÿ

n“0

dnptq ď
M
L

8
ÿ

n“0

Ln`1pt´ t0q
n`1

pn` 1q!
“
M
L
pehL´ 1q (5.8)

entonces x0ptq`
ř8
n“0pxn`1ptq´ xnptqq converge uniformemente por el criterio de Weierstrass.

Lema 4 La función xptq del lema 3 es solución de (5.2) tal que xpt0q “ x0.

Primero demostraremos que |xptq´x0| ď b,{, t P rt0, t0`hs entonces @t P rt0, t0`hs la función
f pt,xptqq está definida.
Si t P rt0, t0` hs y si ε ą 0 para un m suficientemente grande

|xptq´ x0| ď |xptq´ xmptq| ` |xmptq´ x0| ď ε`Mpt´ t0q

por convergencia uniforme y lema 2. De ahı́

|xptq´ x0| ď ε`Mpt´ t0q ďMpt´ t0q ďMh“ b

Ahora, por la condición de Lipschitz

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

t0

f ps,xpsqqds´
ż t

t0

f ps,xmpsqqds
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż t

t0

ˇ

ˇ

ˇ
f ps,xpsqqds´

ż t

t0

f ps,xmpsqq
ˇ

ˇ

ˇ
ds ď L

ż t

t0

|xpsq´xmpsq|ds ď L˚εh

con m suficientemente grande, entonces

lı́m
mÐ8

ż t

t0

f ps,xmpsqqds “
ż t

t0

f ps,xpsqqds

Por otro lado, tomando el lı́mite en ambos lados de la igualdad

xm`1ptq “ x0`

ż t

t0

f ps,xmpsqqds

ası́

xptq “ x0`

ż t

t0

f ps,xpsqqds

Teorema de unicidad (Picard) 1 La solución xptq (verificada en Lema 4) que satisface xpt0q “ x0
es la única solución de (5.1).

Demostración.
Supongamos que existe otra solución más, x̃ptq “ xptq, x̃ptq y xptq están definidas y son conti-
nuas en pt0´ r, t0` rq, r ą 0 tal que xpt0q “ x0, y x̃pt0q “ x0 .
Estimamos |xptq´ x̃ptq| en t P rt0, t0`r´δs con 0ă δ ă r, δ fijo. Ya que x̃ptq y xptq son continuos
en rt0, t0` r ´ δs entonces Dβ tal que
|xptq´ x̃ptq| ď β entonces

|xptq´ x̃ptq| ď
ż t

t0

ˇ

ˇ

ˇ
f ps,xpsqq´ f ps, x̃psqq

ˇ

ˇ

ˇ
ds ď L

ż t

t0

|xpsq´ x̃psq|ds ď Lβpt´ t0q (5.9)
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Por inducción

xptq´ x̃ptq ď
Lm

m!
βpt´ t0q

m, mą 0

entonces

|xptq´ x̃ptq| ď Lm`1βpt` t0q
m`1

pm` 1q!

Lm`1 βpt`t0qm`1

pm`1q! es un miembro o sumando de βeLpt´t0q

ñ |xptq ´ x̃ptq| ă ε. De esta manera, xptq “ x̃ptq en rt0, t0 ` r ´ δs siendo δ arbitrariamente pe-
queño xptq “ x̃ptq en rt0, t0` rs
De manera análoga para rt0´ r, t0s.

Ejemplo. Resolvamos el problema de valores iniciales

u
1

1 “x`u2

u
1

2 “x`u1

u1p0q “ 1, u2p0q “ ´1 (5.10)

Tomemos u0pxq “ p1,´1q, para obtener

u1pxq “p1,´1q`
ż x

0
pt´ 1, t` 1qdt “ p1´ x`

x2

2
,´1` x`

x2

2
q

u2pxq “p1,´1q`
ż x

0

´

t´ 1` t`
t2

2
, t` 1´ t`

t2

2

¯

dt

“

´

1´ x`
2x2

2
`
x3

3!
,´1` x`

x3

3!

¯

u3pxq “
´

1´ x`
2x2

2
`
x4

4!
,´1` x`

2x3

3!
`
x4

4!

¯

u4pxq “
´

1´ x`
2x2

2
`

2x4

4!
`
x5

5!
,´1` x`

2x3

3!
`
x5

5!

¯

“

´

´p1` xq`
´

2`
2x2

2
`

2x4

4!
`
x5

5!

¯

,´p1` xq`
´

2x`
2x3

3!
`
x5

5!

¯¯

¨ ¨ ¨

Aquı́, la secuencia tumpxqu existe para toda x real y converge a

upxq “
´

´p1`xq` ex` e´x,´p1`xq` ex´ e´x
¯

, la cual es la solución del problema de valores

(5.10).



Capı́tulo 6

Sobre pozos geotérmicos

6.1. Introducción

La existencia de temperaturas altas en el interior de la Tierra ha sido supuesta desde tiem-
pos antiguos con base en observaciones en la superficie. Los volcanes, manantiales termales y
otras manifestaciones superficiales del calor encerrado dentro de la Tierra han sido las eviden-
cias de que la temperatura en su interior debe ser mucho más alta que la que se tiene en la
superficie.

En este siglo se comenzaron a hacer mediciones en pozos de la variación de la temperatura
con la profundidad y se observó que en zonas “normales”, o sea, donde no existen manifesta-
ciones termales superficiales, la temperatura en la corteza de la Tierra aumenta a una razón de
30˝C por kilómetro.

El transporte de calor en el interior de la Tierra se lleva a cabo por medio de tres meca-
nismos: conducción, convección y radiación; sin embargo, los tres tienen diferente grado de
importancia en las diferentes capas: en la corteza el principal medio de transporte de calor es
la conducción mientras que en el manto lo es la convección y radiación.

La conducción es la forma como se transporta el calor de un cuerpo más caliente a uno
más frı́o con el cual se encuentra en contacto. La eficiencia de ésta depende de una propiedad
de los materiales que se llama conductividad térmica y que nos dice cuál será la diferencia de
temperatura provocada por un flujo de calor: a mayor conductividad menor será la diferencia
de temperatura a través del material.

La convección es un proceso un poco más complejo que se da solamente en fluidos (lı́quidos
y gases). Al ser calentada la parte inferior de un fluido, ésta se expanderá y se volverá menos
densa que la parte superior más frı́a, por lo cual tenderá a subir, con lo que la parte frı́a que-
dará ahora en contacto con la fuente de calor repitiéndose de esta forma el proceso y dando
origen a lo que se llama celdas de convección, en las cuales existen corrientes ascendentes y
descendentes. Este mecanismo se va a generar a partir de un cierto valor de la diferencia de
temperatura y depende de la viscosidad y densidad del fluido.

La radiación es una forma de transporte de calor que es importante a temperaturas altas;
en realidad todos los cuerpos que tienen temperatura por arriba del cero absoluto
(0˝K ó -273.15˝C) emiten radiación, pero la frecuencia de la radiación emitida es proporcional
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34 CAPÍTULO 6. SOBRE POZOS GEOTÉRMICOS

a la temperatura del material.

De esta forma observamos que el transporte de calor en el interior de la Tierra va a depender
de la temperatura y de las caracterı́sticas del material. La corteza se comporta como un sólido
y tiene temperaturas relativamente bajas. El manto se comporta como un fluido y como la
convección es mucho más eficiente en este caso, ése es el principal medio de transporte, aún
cuando las temperaturas relativamente altas hacen posible que la energı́a también se transporte
por medio de la radiación.

No obstante que la principal forma de transporte de calor en la corteza es la conducción,
esto no excluye que existan algunas áreas en las cuales el calor se transmite principalmente
por convección, aprovechando zonas de debilidad en la roca sólida que forma la corteza (fa-
llas, fracturas, etc.). A través de esas zonas van a ascender fluidos calientes que provienen de
diferentes profundidades y pueden tener caracterı́sticas distintas: pueden ser rocas fundidas
generadas en la base de la corteza, o bien pueden estar constituidos principalmente por agua
originada en la superficie de la Tierra y que ha penetrado hasta profundidades donde se ha
calentado por contacto con rocas a alta temperatura, de tal forma que vuelve a ascender a la
superficie transportando parte de la energı́a del interior.

Al penetrar en la corteza de la Tierra se observa un cambio en la temperatura, en gene-
ral ésta aumenta; a esa variación de la temperatura con la profundidad se le llama gradiente
geotérmico. El valor del gradiente geotérmico en la corteza terrestre varı́a mucho de un lugar
a otro: se han llegado a medir gradientes de sólo 10˝C por kilómetro, mientras que en algunas
zonas se han observado variaciones de la temperatura de 200 y hasta 800˝C/km. Sin embar-
go, la mayorı́a de las zonas del planeta en las que no se tienen anomalı́as térmicas se agrupan
alrededor de un promedio de 25 a 35˝C/km, a este valor se le considera el gradiente geotérmi-
co normal. Esto es en cuanto a la corteza, pero para determinar o estimar la variación de la
temperatura dentro del manto se requiere de algunas hipótesis.

El flujo de calor en la superficie de la Tierra se calcula como el producto del gradiente
geotérmico por la conductividad térmica de las rocas, siendo estos dos parámetros determi-
nados directamente. El gradiente geotérmico se determina midiendo la temperatura a lo largo
de pozos suficientemente profundos para evitar las perturbaciones en las capas superficiales
(hasta 200 m) provocadas por las variaciones diurnas y estacionales de temperatura, ası́ como
por el flujo de aguas subterráneas. Estos factores no afectan las mediciones hechas en el océano,
ya que la temperatura del fondo marino es prácticamente constante, por lo cual sólo se nece-
sita una sonda de dos a cinco metros de longitud, con sensores de temperatura distribuidos
a lo largo de ella, la cual penetra los sedimentos del fondo oceánico. La determinación de la
conductividad térmica se lleva a cabo en el laboratorio, en muestras de las rocas en las que se
midió el gradiente geotérmico. Estas muestras se someten a un flujo de calor conocido, el cual
va a generar una diferencia de temperatura a lo largo de la muestra, de tal forma que entre
mayor sea esta diferencia de temperatura, menor será la conductividad térmica de la muestra.
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6.2. Sistemas geotérmicos

En su sentido más amplio, el término describe un sistema de transporte de calor desde
una fuente a profundidad hasta una zona de descarga que generalmente es la superficie de la
Tierra. Este transporte de calor usualmente se efectúa a través de un fluido geotérmico que
puede ser magma, en el caso de sistemas volcánicos, o bien agua caliente o salmuera (agua con
alta concentración de sales), vapor y gases en un sistema geotérmico en el sentido estricto del
término. En su camino desde la fuente hacia la zona de descarga, el fluido geotérmico puede
ser almacenado temporalmente en un yacimiento, que en el caso de un sistema volcánico forma
la cámara magmática.

Estas descargas concentradas de calor que son los sistemas geotérmicos no se encuentran
distribuidos uniformemente en la superficie de la Tierra, sino que están localizados preferen-
temente en franjas caracterizadas por ser fronteras activas entre placas, en las cuales éstas se
crean o se destruyen. Esta actividad provoca que el material del manto tenga movimientos
verticales, o sea que rocas a alta temperatura se desplacen hacia la superficie dando origen a
anomalı́as térmicas.

Como ejemplo de áreas que presentan una intensa actividad geotérmica tenemos el llamado
Cinturón de Fuego de la región circunpacı́fica), al cual pertenece la costa suroeste de México,
en la que la frontera entre placas es de tipo destructivo. Un ejemplo de otro tipo de frontera
(constructivo) donde se está creando corteza terrestre de tipo oceánico la tenemos en el Golfo
de California, en donde se encuentra el campo geotérmico de Cerro Prieto, que tiene una de las
producciones de energı́a eléctrica más altas en el mundo.

Un aspecto muy importante en el estudio de los sistemas geotérmicos es su clasificación.
Las caracterı́sticas que se toman en cuenta para este fin son:

la naturaleza del fluido dominante en la parte principal del yacimiento, por ejemplo:
agua caliente, vapor, salmuera, etcétera.

la concentración de componentes quı́micos en el fluido dominante; por ejemplo, el fluido
dominante en el yacimiento puede ser agua de mar diluida, con lo que la concentración
de compuestos quı́micos en solución será muy alta.

la descarga superficial de calor; esto es, cuánto calor es transportado a la superficie por
medio de las manifestaciones hidrotermales y por conducción.

la entalpı́a o contenido energético (calorı́as por gramo) del fluido descargado por el siste-
ma.

De esta forma, se puede denominar a un sistema geot’ermico como de alta o baja entalpı́a si
ésta es mayor o menor de 250 calorı́as/gr. La concentración de componentes quı́micos puede
variar de menos de 0.1%, a 1% y alcanzar valores de más de 1% de sólidos totales disueltos,
catalogándose como de concentración baja, intermedia o alta, respectivamente (el agua potable
tiene un promedio de 0.20% de sólidos totales disueltos). Por último, la descarga superficial
de energı́a puede ir de 500 a más de 500 000 kilowatts. Esta descarga superficial de calor
está determinada por la magnitud de las manifestaciones superficiales que tiene el sistema; y
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al planear su explotación éste es el valor mı́nimo de energı́a que se puede obtener del sistema
sin alterarlo significativamente ya que esa es su descarga natural.

Las manifestaciones superficiales (y por lo tanto la descarga) del sistema van a ser afectadas
fuertemente por las condiciones hidrológicas y topográficas de la zona, las cuales van a definir
la recarga del sistema y la permeabilidad de las capas que forman el yacimiento.

6.3. Recurso geotérmico y energı́a eléctrica

Además de la importancia cientı́fica que tiene el estudio del calor contenido en la Tierra
y del valor estético en cuanto a belleza natural de sus manifestaciones superficiales, éste es
importante también como recurso energético; especialmente en las condiciones actuales de
consumo creciente y la búsqueda de fuentes alternas de energı́a.

La principal restricción al uso de la energı́a geotérmica es la dificultad para su transporte,
por lo que preferentemente se trata de transformarla a energı́a eléctrica. En compensación a
esta deficiencia, se tiene su versatilidad para la utilización directa. Gracias al avance de la tec-
nologı́a se han podido superar muchos problemas en la utilización de la energı́a geotérmica y
en la actualidad es posible aprovechar sus recursos en un rango muy amplio de temperaturas,
o bien explotarlos ”en cascada”, lo cual equivale a seguir extrayendo energı́a de fluidos que han
pasado ya por alguna etapa de su uso: por ejemplo los fluidos que son desechados por una esta-
ción geotermoeléctrica a una temperatura de más de 100˝C, pueden aún ser utilizados para el
enlatado de comida, extracción de sales y posteriormente para calefacción, refrigeración, inver-
naderos, etc., hasta que finalmente, ya a una temperatura menor de 30˝C, sean usados en al-
bercas para recreación o en criaderos de peces. De esta forma, se extrae el contenido energético
de los fluidos geotérmicos con un máximo de eficiencia. En varios paı́ses como Nueva Zelanda
y Francia se implementa ya la utilización ”en cascada” por ser económicamente más rentable.

Es necesario aclarar que la temperatura no es el único requerimiento para el uso de la
energı́a geotérmica, sino que para su explotación es necesario contar con los siguientes facto-
res: la disponibilidad de suficiente fluido (agua y/o vapor) para que transporte el calor de las
profundidades a la superficie, de zonas permeables que permitan este transporte y a la vez
de una recarga que reemplace al fluido que es extraı́do. Además, es preferible que los fluidos
geotérmicos estén libres de productos quı́micos que puedan corroer o dañar las instalaciones
para su extracción y aplicación.

La transformación de la energı́a geotérmica en eléctrica es tal vez su mayor aplicación
práctica (casi la tercera parte) y la que atrajo la atención en el nivel mundial hacia este recurso,
ya que de las fuentes alternas de energı́a, es una de las que han demostrado ser económica-
mente factibles. La obtención de electricidad a partir de fluidos geotérmicos tiene una eficien-
cia relativamente baja en comparación con las plantas termoeléctricas convencionales, debido
a la baja temperatura de los fluidos geotérmicos (que tienen un máximo de aproximadamente
380˝C). Sin embargo, las plantas geotermoeléctricas son económicamente redituables debido
al costo tan bajo del calor obtenido (en comparación con los combustibles fósiles), además de
las ventajas que tiene en cuanto a un mı́nimo de contaminación ambiental. En el caso de la geo-
termia, se han estudiado los efectos que la explotación de un campo puede tener sobre la flora
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y la fauna local y aún cuando todavı́a quedan muchas investigaciones por hacer, se puede decir
con base en la evidencia que se tiene en la actualidad, que es ésta una de las formas de energı́a
que genera menos contaminación, sobre todo en comparación con los combustibles fósiles y
con los problemas de contaminación radiactiva que aún no se han resuelto en la utilización
pacı́fica de la energı́a nuclear.

El potencial energético del vapor que alimenta una planta geotermoeléctrica va a depen-
der no sólo de su presión y temperatura, sino también de su calidad (contenido de gases), la
presión de expulsión de las turbinas y la configuración general de la planta. Las plantas geoter-
moeléctricas tienen diferentes esquemas de acuerdo al tipo de fluido que alimente las turbinas
y la presión a la que salga de éstas. En general se tiene una configuración como la mostrada en
la figura 6.1.

Tanto el agua que expulsan los separadores, como el condensado deben ser desechados. En
algunos casos se les arroja al torrente de rı́os (Wairakei, N.Z.) o al mar (Ahuachapan, El Salva-
dor), o bien a lagunas de evaporación (Cerro Prieto, México); pero actualmente se ha demostra-
do que es más provechoso reinyectarlos, lo cual además de evitar problemas de contaminación
(quı́mica y térmica) de rı́os y mares, ha probado ser benéfico para los yacimientos [35, 36], ya
que ayuda a disminuir el descenso de la presión y si se combina con la estructura hidrogeológi-
ca del campo, es posible evitar la entrada directa al yacimiento de aguas subterráneas frı́as,
como se ha observado en Los Humeros, Puebla.

6.4. Exploración de los recursos geotérmicos

El principal propósito de la exploración de una zona geotérmica es definir su tamaño, for-
ma y estructura y determinar sus caracterı́sticas, como son: el tipo de fluido, su temperatura,
composición quı́mica y su capacidad de producir energı́a.

Estas caracterı́sticas pueden ser determinadas en dos formas: por exploración superficial y
con perforaciones exploratorias. Puesto que es mucho más barato hacer exploración superficial
que perforar pozos, se acostumbra realizar un extenso programa de exploración superficial
antes de comenzar a hacer perforaciones.

6.4.1. Exploración superficial

Debido a que los campos geotérmicos de alta temperatura se localizan generalmente en
las áreas de vulcanismo reciente relacionadas con las fajas sı́smicas, son ésas precisamente las
zonas que se seleccionarán para efectuar los primeros trabajos de reconocimiento. También es
importante en el principio efectuar un mapeo de las manifestaciones termales superficiales
localizadas dentro y fuera del área en estudio; esto es necesario, ya que éstas no se localizan
necesariamente sobre el yacimiento, sino que los fluidos geotérmicos se desplazan siguiendo
fallas o fisuras o cualquier otra zona de alta permeabilidad y, al clasificarlas, se puede inferir la
trayectoria que han seguido hasta la superficie, ası́ como los procesos de mezclado y ebullición
que pudieron haber experimentado.

De acuerdo a las técnicas empleadas, la exploración superficial se puede dividir en geológi-
ca, geofı́sica y geoquı́mica.
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Figura 6.1: Esquemas simplificados de diferentes tipos de plantas geotermoeléctricas, los cuales
muestran cómo se utiliza el fluido que sale del pozo geotérmico hasta llevarlo a una turbina
que lo transforma en energı́a eléctrica. A)Plantas a contrapresión, B) Plantas a condensación,
C) Plantas de ciclo binario
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Técnicas geológicas

Se debe identificar y catalogar todas las manifestaciones geotérmicas que haya en la superfi-
cie, ya sean activas o fósiles; efectuar una evaluación preliminar de su significado con respecto
a los procesos subterráneos que tienen lugar en el sistema geotérmico; y recomendar las áreas
para un estudio a mayor detalle. Esto se lleva a cabo examinando fotografı́as aéreas o imágenes
de satélite y visitando el área para correlacionar los datos de éstas con la información obtenida
en el campo.

Una vez terminado el reconocimiento del área, si se decide que la zona geotérmica tiene
posibilidades para su explotación, se debe preparar un mapa geológico a detalle del prospecto
geotérmico seleccionado y de las áreas circundantes. Este mapa debe incluir las manifestacio-
nes superficiales y los rasgos geológicos (fallas, fracturas, distribución superficial y a profun-
didad de los diferentes tipos de rocas y su permeabilidad) que puedan contribuir a elaborar un
modelo del sistema geotérmico y recomendar la localización de los pozos exploratorios.

Técnicas geofı́sicas

La geofı́sica se va a utilizar para definir las dimensiones y la estructura del campo: área
que ocupa, profundidad a la que se encuentra y principales estructuras relacionadas con la
permeabilidad. Esto se logra mediante los siguientes estudios: sensores remotos, gravimetrı́a,
magnetometrı́a, termometrı́a, sismologı́a y métodos eléctricos y electromagnéticos.

En las etapas de reconocimiento se aplican sobre todo métodos que no son muy caros y que
permiten cubrir un máximo del área teniendo una alta razón entre beneficio y costo: Medidas
de emisividad en el infrarrojo a partir de imágenes aéreas o de satélite, Termografı́a (medi-
ciones de temperatura en pozos poco profundos: de 1 a 100 m), método de perfiles eléctricos,
sondeos eléctricos verticales, gravimetrı́a y magnetometrı́a, entre otros.

Técnicas geoquı́micas

Las técnicas geoquı́micas efectúan los análisis de las aguas de los manantiales, las emisiones
de las fumarolas, las descargas de gases y las aguas frı́as superficiales (rı́os, lagos, lluvia, etc.)
para hacer las siguientes inferencias de las condiciones del sistema hidrotermal:

la variación en composición del fluido termal a profundidad,

la temperatura (y presión) del fluido a profundidad,

las rocas relacionadas con los fluidos termales a profundidad,

el gradiente geotérmico y la profundidad a la cual se presenta ebullición por primera vez
en el sistema; esto incluye determinar la posibilidad de encontrar inversiones de tempe-
ratura con la profundidad,

la posibilidad de encontrar a profundidad fluidos ácidos,

entre otros.
La determinación de todos estos parámetros se hace utilizando los resultados de los análisis

quı́micos e isotópicos de las descargas del sistema en la superficie.
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6.4.2. Perforación de pozos exploratorios

Una vez que se tiene un modelo preliminar del campo con base en los datos superficiales, se
procede a situar un número reducido (de tres a cinco) de pozos exploratorios, con los cuales se
pretende corroborar los modelos elaborados y justificar los gastos de la exploración superficial.

Durante la perforación del pozo se toman muestras de las rocas que se van encontrando.
Estas muestras tienen la forma de trozos pequeños de roca que se van cortando con el barreno
(muestras de canal) y de cilindros de roca recortados con un barreno especial para este fin
(núcleos). Por supuesto que los núcleos proveen de mejor información, ya que se conoce exac-
tamente a qué profundidad corresponden. Aún antes de terminar el pozo estas rocas son estu-
diadas para determinar los minerales que se han producido como resultado de la interacción
de los fluidos termales y la roca del yacimiento. La formación de los minerales de alteración
depende tanto de la composición quı́mica del fluido como de la temperatura y por lo tanto
estos dos parámetros pueden ser inferidos a partir de las observaciones en las muestras, aún
sin haber hecho mediciones directas. A las muestras de rocas provenientes de los pozos se les
hacen análisis quı́micos para obtener la composición de rocas alteradas y no alteradas hidro-
termalmente y ası́ determinar los efectos que ha tenido la interacción con fluidos termales en
la composición quı́mica de las rocas que forman el yacimiento.

Una vez que el pozo se ha terminado (lo cual puede llevar varios meses), se toman regis-
tros verticales de flujo, temperatura, conductividad y potencial eléctricos, velocidad sı́smica,
etc., para determinar las propiedades de las rocas que se encuentran a lo largo del pozo y la
variación de la temperatura con la profundidad, lo que en forma indirecta ayuda a inferir la
permeabilidad de las rocas, ya que después de haber sido enfriadas por los fluidos de perfo-
ración las capas de roca más permeables serán las que recuperen más rápido su temperatura
anterior por la circulación de los fluidos termales a través de ellas.

Generalmente se deja ”reposar” el pozo de unas cuatro a ocho semanas para que se estabili-
ce, comparando las variaciones en los registros de temperatura y presión durante este tiempo.
Una vez, estabilizado el pozo se induce su descarga, es decir la emisión continua de fluido, y es
sólo entonces cuando se sabe cuánto fluido puede producir el pozo y a qué presión y tempera-
tura, determinando de esta forma la cantidad de energı́a eléctrica que se puede obtener. Éste
es el parámetro que nos va a indicar la factibilidad económica de la explotación de un campo:
cuántos pozos son necesarios para obtener la cantidad planeada de kilowatts eléctricos, lo cual
determina finalmente el costo de la electricidad.

6.5. Campo geotérmico de Los Azufres, Michoacán

La mayor parte del territorio mexicano (excepto la Penı́nsula de Yucatán) está caracterizado
por una gran actividad tectónica y volcánica que ha tenido lugar desde hace varias decenas de
millones de años hasta el presente. Esta actividad invariablemente ha dejado su huella a lo
largo de todo el paı́s en forma de sistemas volcánicos y sistemas hidrotermales, tanto fósiles
como activos.

En la actualidad, México es uno de los paı́ses más avanzados en cuanto a la producción de
energı́a geotermoeléctrica. Dos campos, el de Cerro Prieto y el de Los Azufres en Michoacán se
encuentran ya en la etapa de producción y por lo menos dos más: La Primavera (Jalisco) y Los
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Figura 6.2: Modelo esquemático de un yacimiento geotérmico

Humeros (Puebla), se encuentran ya muy avanzados en la etapa de evaluación y se espera que
dentro de pocos años comenzarán también a producir electricidad a partir de fluidos geotérmi-
cos. Asimismo, en Araró, Michoacán se concluyó los estudios de factivilidad y están en la etapa
de perforación de exploración.

El campo geotérmico de Los Azufres ha estado siendo probado por medio de plantas piloto
que producen un total de 25 000 kilowatts, lo cual corresponde casi al consumo de energı́a
eléctrica de la ciudad de Morelia, Michoacán. Después de observar los resultados obtenidos
con estas plantas, se determinó que este campo tiene capacidad para producir más energı́a, por
lo cual se está ya construyendo una planta que generará más de 50 000 kilowatts de electricidad
(el campo tiene una reserva probada de 135 000 kilowatts y una reserva probable de 165 000
kilowatts). Una particularidad de la explotación del campo geotérmico de Los Azufres es que
la totalidad del agua separada del vapor que va a las turbinas está siendo reinyectada en el
yacimiento a través de once pozos, con lo cual se evita la contaminación del medio ambiente
[37].

6.5.1. Localización, medio fı́sico y estado actual de Los Azufres

El campo geotérmico Los Azufres, con una extensión de 81 km2, se localiza en la sierra
de San Andrés, dentro de la provincia fisiográfica del Eje Neovolcánico Mexicano a 80 km al
oriente de la ciudad de Morelia, (Figura 6.3).
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Figura 6.3: Localización de Los Azufres

Se ubica a una elevación de 2800 msnm, en una zona de protección forestal compuesta por
un bosque de conı́feras, manantiales termales y pequeñas lagunas que lo hacen un sitio de gran
atractivo turı́stico.

El aprovechamiento del recurso geotérmico para generar energı́a eléctrica, se inició en agos-
to de 1982 con la entrada en operación comercial de cinco unidades a contra presión de 5 MW
cada una. Al 2003, la capacidad instalada era de 188 MW, integrados por una unidad a con-
densación de 50 MW, 4 unidades también a condensación de 25 MW cada una, 7 unidades a
contrapresión de 5 MW cada una y dos unidades de ciclo binario de 1.5 MW cada una (Gu-
tiérrez-Negrı́n y Quijano-León, 2003).

A la fecha se han perforado más de 80 pozos a profundidades que oscilan entre 600 y 3500
m. Alrededor de 30 de esos pozos se encuentran en producción continua, y tres de ellos en
inyección para deshacerse con seguridad del agua separada.

Con esa infraestructura de pozos, se tiene una disponibilidad de vapor en superficie de más
de 1600 t/h, el cual viene acompañado de 1300 t/h de agua separada (salmuera), una fracción
(280 t/h) de la cual alimenta a las unidades de ciclo binario. Para el manejo del agua separada se
dispone de una capacidad de inyección de 1500 t/h a través de los pozos inyectores (Residencia
de Producción Los Azufres, 2004).

6.6. Antecedentes al problema

La Comisión Federal de Electricidad (CFE) inyecta la salmuera residual en pozos inyectores
del campo geotérmico Los Azufres el cual está sufriendo una disminución considerable de la
presión de yacimiento.

Para investigar los posibles efectos de la explotación sobre el yacimiento (recarga, manteni-
miento de la presión, interferencia térmica, etc.) la Gerencia de Proyectos Geotermoeléctricos
(GPG) de la CFE encargó a la Gerencia de Geotermia (GG) del Instituto de Investigaciones
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Eléctricas (IIE) el análisis e interpretación de resultados de una prueba de trazadores en la zo-
na norte del campo geotérmico Los Azufres, que permita establecer esquemas de explotación
racional permitiendo un desarrollo sustentable a corto y mediano plazo. Dicha prueba consiste
en continuar el monitoreo de un trazador de fase gaseosa inyectado al pozo Az-64 en el segundo
semestre del 2006 con la finalidad de determinar conexión y posibles beneficios en 6 pozos de
la zona aledaños al pozo Az-64. En esta tercera etapa de la prueba de inyección de trazadores,
son seis los pozos productores alimentados por las fallas Laguna Verde y Marı́taro que interesa
monitorear: Az-5, Az-13, Az-32, Az-43, Az-48 y Az-51. Tres de ellos producen sólo vapor; el
resto produce mezcla agua-vapor.

Figura 6.4: Modelo de pozos de producción e inyección

Figura 6.5: Plano de localización
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Las rocas volcánicas de Los Azufres,(Torres-Alvarado Ignacio S., Satir Muharrem, 1998) han
sido descritas por diferentes autores, geológicamente dos divisiones principales pueden distin-
guirse:
1) una secuencia de silicatos de riodacitas, riolitas y dacitas con un espesor arriba de 1000 m.
Cinco diferentes unidades pueden diferenciarse: Agua Frı́a riolita, T ejamaniles dacita,CerroMozo
y SanAndrés dacitas y Y erbabuena riolita.
2) a 2700 m de interestratificación, espesos flujos de lava y rocas piroclasticas, de composición
andesı́tica y basáltica.

En la parte norte del campo (zona de Marı́taro) los fluidos geotérmicos son formados por
una mezcla de gases y lı́quidos, con temperatura alrededor de 300´ 320˝C. En el sur (zona de
Tejamaniles) la fase de gas domina sobre la fase de lı́quido (260´ 280˝C).



Capı́tulo 7

Resolviendo la propagación de un
frente frı́o

7.1. Situación del problema

En un reservorio geotérmico, la reinyección ayuda a mantener la presión dentro del reser-
vorio e incrementa la eficiencia de extracción de energı́a.

Nuestro principal objetivo es la simulación de la propagación del frente frı́o de agua rein-
yectada en un yacimiento geotérmico poroso, homogéneo y no fracturado mediante la ecuación
de reacción-difusión telégrafo, con un término de reacción obtenido a partir de la ecuación de
advección-difusión, que es la ecuación que gobierna la transferencia de calor en un medio po-
roso.

La situación consiste en simular el cómo se propaga un frente frı́o en una sola dimensión
espacial a través de un medio permeable que conecta un pozo de inyección con un pozo de
producción. Se propone que las propiedades térmicas tanto de la roca como del fluido sean
constantes y se considera que el agua inyectada en forma vertical es de baja entalpı́a (40˝C),
llega a una cierta profundidad y se propaga en dirección del pozo de producción con velocidad
constante, despúes de la ruptura térmica (i.e, la llegada del frente de agua frı́a) la temperatura
del agua ya no es constante en el pozo y puede reducir la eficiencia de toda la operación. La
continua inyección merma la temperatura del medio que conecta a los dos pozos.

Sea T px, tq la temperatura de x P R, al tiempo t. Entonces el problema de valores iniciales
que modela la difusión de calor en una dimensión con una velocidad finita y con un término
de reacción es la ecuación de reacción-difusión telegráfica.

BT
Bt
`
α

c2
B2T

Bt2
´α

B2T

Bx2 “ FpT q`
α

c2F
1

pT q
BT
Bt
, t ą 0, (7.1)

donde FpT q es el término de reacción que modifica la difusión o la transferencia de calor. Por
otra parte, la ecuación que gobierna la transferencia de calor en un medio poroso homogéneo
unidimensional para un fluido de una fase es la ecuación de advección-difusión,

45
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B

Bt
rpp1´φqρrCr `φρwCwqT s`

B

Bx
puwρwCwT q´α

B2T

Bx2 “ 0

donde

φ es la porosidad.

Cr y Cw es el calor especı́fico de la roca y agua respectivamente.

ρr y ρw es la densidad de la roca y agua respectivamente.

u es la velocidad de Darcy.

α es la difusividad térmica.

c es la velocidad de propagación.

Nótese que esta ecuación puede escribirse como

BT
Bt
`
TQ

1

pT q
QpT q

BT
Bt
`

1
QpT q

B

Bx
puwρwCwT q´

α
QpT q

B2T

Bx2 “ 0

donde
QpT q “ p1´φqρrCr `φρwCw

Haciendo una burda comparación entre esta ecuación y (7.1), se observa que

α

c2F
1

pT q “ ´
TQ

1

pT q
QpT q

y por lo tanto, podemos proponer como término de reacción en la ecuación (7.1), a

FpT q “ ´
c2

α

ż T

0

TQ
1

pT qdT
QpT q

7.2. Resolviendo la ecuación telégrafo

Vamos a comenzar extrayendo parte de lo analizado en el capı́tulo 2 (ver también Anexo),
de manera que la ecuación (7.1) la podemos reescribir como

1
α
Bupx, tq
Bt

`
1
c2
B2upx, tq

Bt2
´
B2upx, tq

Bx2 “ qpx, tq, t ą 0, (7.2)

donde upx,0q y vpx,0q “ Bupx, tq{Bt|t“0 son funciones conocidas y qpx, tq es la función de reac-
ción. La solución de (7.2), como se ve en el Anexo (haciendo u “ φ

4π ), puede ser escrita como

upx, tq “

ż

R

` 1
α
gpx´ ξ, tq`

1
c2
Bgpx´ ξ, tq

Bt

˘

upξ,0qdξ

`
1
c2

ż

R

gpx´ ξ, tqvpξ,0qdξ `
ż t

0
dτ

ż

R

gpx´ ξ, t´ τqqpξ,τqdξ, (7.3)
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donde gpx, tq es la solución fundamental

gpx, tq “
c
2

e´c
2t{2αHpct´ |x|qI0p

c
?
c2t2´ x2

2α
q. (7.4)

Aquı́, I0prq es la función de Bessel de primer orden y Hprq es la función de escalón unitaria.
Entonces (7.3) puede ser escrita de forma más conveniente usando el teorema de convolución

upx, tq “
1

2π

ż 8

´8

e´ikx
`

G1pk, tqUpk,0q`G2pk, tqV pk,0q
˘

dk

`
1

p2πq2

ż 8

´8

ż 8

´8

e´ipkx`wtqG3pk,wqQ̃pk,wqdkdw, (7.5)

dondeUpk,0q,V pk,0q,G1pk, tq, yG2pk, tq son las transformadas de Fourier de upx,0q,vpx,0q, g1px, tq
y g2px, tq sobre x respectivamente, y G3 y Q̃pk,wq son las transformadas de Fourier de g3px, tq y
q̃px, tq en ambas variables, donde para t ă 0 las funciones g3px, tq “ 0 y q̃px, tq “ 0.
Usándose por conveniencia

g1px, tq “ e´c
2t{2α

”1
2
δpct´ |x|q `

c
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Hpct´ |x|qI0p

c
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c2t2´ x2
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c2t2´ x2
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c
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c2t2´ x2
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q

ı

, (7.6)

g2px, tq “
1
c2 gpx, tq, g3px, tq “ gpx, tqHptq, q̃px, tq “ qpx, tqHptq.

Solución numérica

Podemos obtener la solución numérica de la ecuación (7.2) usando (7.5). Esto se puede hacer
usando la XFT, un nuevo algoritmo basado en la FFT (ver capı́tulo 3) calculando la transforma-
da de Fourier de

Upk, tq “
ż 8

´8

eikxupx, tqdx,

Este algoritmo esta basado en la aproximación de una función cuadrática-integrable por una
combinación lineal de funciones discretas de Hermite.

Upκj , tq wUjptq “ axft1rũptqsj , j “ 1,2, ...,N , (7.7)

donde a=4/π y xft1rũptqs representa ’la salida’ de la XFT unidimensional aplicada a ũptq. Para
la transformada inversa tenemos un resultado similar

ujptq “ a ixft1rŨptqsj , j “ 1,2, ...,N ,

donde ahora ixft1rŨptqs representa la salida de la XFT inversa, aplicada a Ũptq.



48 CAPÍTULO 7. RESOLVIENDO LA PROPAGACIÓN DE UN FRENTE FRÍO

Este algoritmo da resultados exactos para el cálculo de la transformada de Fourier de fun-
ciones de rápido decrecimiento evaluada en los nodos κj (κj=pπ{2

?
2N qp2j ´N ´ 1q).

Sea F la matriz asociada al algoritmo de XFT bidimensional y F´1 su inversa. Entonces, F y F´1

pueden ser escritas como el producto de Kronecker de las matrices XFT unidimensionales Fx y
Ft

F “ Ft bFx F´1 “ Ft
´1bFx

´1.

Por lo tanto, la aproximación a la transformada de Fourier

Upk,wq “
ż 8

´8

ż 8

´8

eipkx`wtqupx, tqdxdt

puede escribirse en la forma matricial

U “ a2F ũ. (7.8)

aquı́ U y ũ son los vectores de longitud NxNt donde Nx es el número de nodos en el espacio y
Nt es el número de nodos en el tiempo. Teniendo como elementos

Ur wUpκj ,wkq, ũr “ upaxj , atkq

ordenado de acuerdo a

r “ j `pk´ 1qNx, j “ 1,2...,Nx, k “ 1, ...,Nt . (7.9)

Tomando en cuenta que la ecuación (7.6) da la solución del problema (7.2) como una suma
de transformadas inversas de Fourier de productos de transformadas directas, los resultados
pueden ser usados para obtener una solución numérica de (7.2), en términos de la XFT de los
datos, de acuerdo a

uk “ aFx
´1

´

Fxg1ptkq ˝ Fxup0q`Fxg2ptkq ˝Fxvp0q
¯

`

´

a2F´1pFg3 ˝Fq̃q
¯

k
, (7.10)

k=1,2,...,Nt, donde uk es el vector de longitud Nx cuyos elementos se aproximan a upxj , tkq, el
sı́mbolo ˝ representa producto de Hadamard, g1ptkq, g1ptkq,up0q y vp0q son vectores cuyas entra-
das son g1pxj , tkq, g2pxj , tkq,upxj ,0q y vpxj ,0q, respectivamente y finalmente, g3 y q̃ son vectores
de longitud NxNt cuyas entradas son g1pxj , tk y q̃pxj , tkq, ordenadas como en (7.9). En términos
de la XFT algoritmo, (7.10) toma la forma

uk “ aixft1

”

xft1rg1ptkqs ˝ xft1rup0qs` xft1rg2ptkqs ˝ xft1rvp0qs
ı

(7.11)

` a2xft2

”

xft2rg3s ˝ xft2rq̃s
ı

k
,

donde xft2r¨s representa la salida de la XFT bidimensional.

Note que (7.10) puede también escribirse de la forma matricial

uk “ aFx
´1G1kFxup0q ` aFx

´1G2kFxvp0q ` a2 pF´1G3Fq̃qk , k “ 1,2, ...,Nt , (7.12)
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donde G1k , G2k y G3 son matrices diagonales cuyos elementos de la diagonal son los elementos
de los vectores Fxg1ptkq, Fxg2ptkq y Fg3 respectivamente.
En el caso donde no hay término de origen, la solución numérica de (7.2) está dada por algún
t ą 0 para (7.12) con q̃ “ 0. En este caso uk se convierte en un vector de longitud Nx, denotado
por uptq, cuyos elementos se aproximan a upxj , tq. Por lo tanto

uptq “ aFx
´1G1ptqFxup0q ` aFx

´1G2ptqFxvp0q, (7.13)

escrita en forma matricial o también podemos escribirla en términos del algoritmo de XFT de
la siguiente forma,

uptq “ aixft1

”

xft1rg1ptqs ˝ xft1rup0qs` xft1rg2ptqs ˝ xft1rvp0qs
ı

. (7.14)

Ecuación telégrafo de Reacción-Difusión

Siguiendo con la notación anterior, la ecuación telegráfo de reacción-difusión para una va-
riable espacial se puede escribir

Bu
Bt
`
α

c2
B2u

Bt2
´α

B2u

Bx2 “ Fpuq`
α

c2F
1

puq
Bu
Bt
, t ą 0, (7.15)

donde Fpuq es el término de reacción. Esta ecuación diferencial parcial no lineal puede resol-
verse usándose lo que se vió anteriormente. Un proceso simple para esto es usando el método
de iteración de Piccard en la Ec. (7.11) donde q̃ se sustituye por el término de la mano derecha
de la Ec. (7.15) en cada iteración. Las iteraciones pueden pararse cuando

máx
j,k
|u
pn`1q
jk ´ unjk| ă 10´4 (7.16)

En la ecuación (7.15), la derivada parcial temporal del lado de mano derecha se puede aproxi-
mar mediante una diferencia finita para cada una de las iteraciones.

Ecuación de advección-difusión y término de reacción

La propagación de un frente térmico en un sistema geotérmico lı́quido (fase simple) basado
en rocas homogéneas y conducción térmica insignificante, ha sido estudiada por varios autores
(Bodvarsson, 1972; Gringarten, 1978; Shook, 2001) [5]. La ecuación de conservación de energı́a
es conocida de la literatura (Gringarten, 1978; Wangen, 1994; Pao et al., 2001). Para un fluido
de fase simple en un medio poroso, la conservación de masa y energı́a puede ser expresada
(Shook, 2001) como:

φ
Bρw
Bt

` ~∇pρw~uwq “ 0

φ
Bp ¯ρCpT q

Bt
` ~∇pρw~uwCpT q “ ~∇pK~∇T q
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donde ¯ρCp “ φρwCw`p1´φqρrCr , uw la velocidad de Darcy y K la conductividad térmica.
Si nosotros asumimos que la roca es incomprensible y la capacidad calorı́fica constante y de-
jando de lado la conducción de calor como efecto de segundo orden (Woods y Fitzgerald, 1993),
se pueden combinar las dos ecuaciones y para una sola dimensión se obtiene

BT
Bt
`
uw
φ

´ φρwCw
φρwCw`p1´φρrCrq

¯

BT
Bx
“ 0

la cual describe la velocidad del frente térmico en un medio poroso unidimensional, en ésta
ecuación la velocidad del frente de temperatura esta relativamente retardado de la velocidad
del fluido por un valor que está relacionado a la capacidad calorı́fica:

vT
vw
“

vT
uw{φ

“

´ φρwCw
φρwCw`p1´φρrCrq

¯

“ βT ă 1 (7.17)

Para una dimensión, el flujo de fluido de fase simple a través de un medio permeable puede ser
escrito de la siguiente manera:

B

Bt
rpp1´φqρrCr `φρwCwqus`

B

Bx
puwρwCwuq´α

B2u

Bx2 “ 0 (7.18)

Multiplicando por 1{Qpuq y desarrollando la derivada temporal en (7.18) llegamos a

Bu
Bt
`
uQ

1

puq
Qpuq

Bu
Bt
`

1
Qpuq

B

Bx
puwρwCwuq´

α
Qpuq

B2u

Bx2 “ 0 (7.19)

donde
Qpuq “ p1´φqρrCr `φρwCw

Entonces procediendo a hacer una burda comparación entre (15) y (19), se observa que

α

c2F
1

pT q “ ´
TQ

1

pT q
QpT q

y por lo tanto, podemos proponer como término de reacción en la ecuación (7.15), a

Fpuq “ ´
c2

α

ż u

0

uQ
1

puqdu
Qpuq

Simulaciones numéricas

Se propone entonces

Fpuq “ ´
c2

α

ż u

0

uQ
1

puqdu
Qpuq

(7.20)

Aquı́
Qpuq “ p1´φqρrCr `φρwCw
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donde [8]

ρr “
2650

1`pu´ 20q0.5x10´4

ρw “ 1043.2´ 42.9e0.007u

Cr “ 1234.2´ 452.5e´0.004u

Cw “
1

0.00023` 8x10´8u´ 8x10´10u2

La ecuación a resolver (7.15), que describe la velocidad en que la temperatura se desplaza lejos
del pozo de inyección, tiene tres parámetros: el coeficiente de difusión α, la velocidad c del
agua en el medio poroso y la porosidad del medio φ.

Las rocas volcánicas de Los Azufres,(Torres-Alvarado Ignacio S., Satir Muharrem, 1998) han
sido descritas por diferentes autores, geológicamente dos divisiones principales pueden distin-
guirse:
1) una secuencia de silicatos de riodacitas, riolitas y dacitas con un espesor arriba de 1000m.
2) a 2700 m de interestratificación espesos flujos de lava y rocas piroclasticas, de composición
andesı́tica y basáltica.
En la parte norte del campo (zona de Marı́taro) los fluidos geotérmicos son formados por una
mezcla de gases y lı́quidos, con temperatura alrededor de 300´ 320˝C. En el sur (zona de Te-
jamaniles) la fase de gas domina sobre la fase de lı́quido (260´ 280˝C).

La Comisión Federal de Electricidad en su área de proyectos geológicos proporcionó un Es-
tudio con trazadores en la zona norte del campo geotérmico de Los Azufres, Mich. Tercera
etapa (informe final IIE/11/13359/I 01/F) y datos generales de dos de los pozos analizados en
este estudio. Estos datos son: la litologı́a de los pozos Az-05 y Az-64 que van de la andesita
a la basáltica, la permeabilidad en ambos pozos, porosidad del 10%, conductividad térmica
1.7W {m˝C. Del estudio, inyectando 96.4 kg de SF6 en el pozo Az-64 y observando varios po-
zos,(nos interesa el Az-05), los resultados muestran que es considerable la permeabilidad entre
estos pozos. La distancia medida entre ellos es de 195.02 m y se consideró que la temperatura
del yacimiento es de 300˝C ; habı́an transcurrido solamente 30 dı́as de la inyección con traza-
dor y se registró que se habı́a recuperado el 48%
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Figura 7.1: Litologias de los pozos de inyección y producción

Para estos cálculos proponemos los valores constantes de la porosidadφ“ 0.1 y c « 0.00008m{s «
0.29m{hr; cerca del valor dado en (J. Stopa, P. Wojnarowski, 2005). Tomamos el valor de α para
la arenita, sandstone. α “ 1.12x10´6m2{s « 0.004m2{hr.

Con los datos anteriores podemos ver el comportamiento de α
c2Fpuq “ ´

şu
0
uQ

1
puqdu

Qpuq en la figura
7.2.

Figura 7.2: Comportamiento del término de reacción

Teniendo en cuenta todo lo discutido y constantes y variables que intervienen, procediendo
a resolver la ecuación de interés por el método ya discutido se obtuvó la curva solución que se
observa en la figura 7.3.
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Figura 7.3: Curva y contorno de la solución

De este resultado, por medio de esta curva podemos obtener la velocidad a la cuál se
desplaza el frente frı́o, obteniendo ası́ que la velocidad del frente frı́o es de 0.1781m{hr “
4.9447x10´5m{s “ 1.56 km{año, dicho de otra manera, entre los pozos Az-05 y Az-64, el frente
frı́o alcanza al pozo productor en 45 dı́as.
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Análisis de la permeabilidad entre los pozos

Para investigar la permeabilidad que hay en el medio en cuestión proponemos los siguien-
tes valores de los parámetros,
α difusividad térmica = 0.004 m2{hra
φ“ 0.1 (porosidad)
c “ 0.29m{hr. Este parámetro es proporcional a la permeabilidad K , pues c “ K∇P

φµ , donde φ es
la porosidad del medio, µ es la viscosidad y ∇ P el gradiente de presión. Ası́ que considerando
constantes al gradiente y a la viscosidad, se tiene una relación proporcional entre la velocidad
del agua y K .
µ viscosidad del agua a 40˝C = 6.51x10´4rPa¨seg“ Kg{m{ss. (ver tablas de viscosidad del agua
(monografias.com))
K permeabilidad (m2)
∇ P gradiente de presión = 9.8 kPa/m (ver www.glossary.oilfield.slb.com/es/Terms/g/geopressure
gradient.aspx)

Estos valores dan un resultado muy pequeño pero dentro del rango para la permeabilidad,
obteniendo con esta velocidad

K “ 5.314x10´13m2 “ 538.48miliDarcysp1Darcy“ 9.869x10´13m2q

La cúal está en concordancia con los datos proporcionados por CFE, los cuales van de
p0.005´ 60000qx10´15, cabe mencionar que no conocemos como fueron medidos estos datos;
este valor puede indicar la pronta recuperación del trazador inyectado y medido para estos dos
pozos, comparando con lo reportado en curvas de estimación de permeabilidad en (Moya, S.
L., Aragón A. 1997), las cuales van de 10-100 mD.

Ahora, procediendo a dar diferentes valores en nuestro método anterior, c “ 0.07,0.09, ...,0.29,
obtenemos la gráfica mostrada en la figura 7.4, de la que es fácil ver que para valores de ve-
locidad de propagación mayores de 0.25, la velocidad del frente frı́o se mantiene constante
y para velocidades menores de 0.25 la velocidad de frente frı́o crece relativamente. Serı́a aún
más interesante ver que pasa con velocidad arriba de 0.30, pero por ahora para nuestro objetivo
analizaremos con estos valores.
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Figura 7.4: Muestra la velocidad del agua que depende de la permeabilidad vs. velocidad de
frente frı́o

Siguiendo con los cálculos, dados valores para c “ 0.1 tenemos que K “ 1.84x10´13m2, para
c “ 0.2 tenemos que K “ 3.69x10´13m2 y para c “ 0.3 tenemos K “ 5.53x10´13{,m2.
La velocidad de frente térmico crece cuando crece la permeabilidad (de la figura 7.4), como era
de esperar.

En cada valor dado de velocidad del agua en el medio, cumple con la condición en (7.17)
excepto por c “ 0.21 en el cual el cociente es mayor que uno, esto puede no ser un error en
el método pues podemos tener discontinuidades ya que el término reacción las tiene. Para un
mayor anális serı́a conveniente a través de otro método encontrar la solución a nuestra ecuación
telégrafo de reacción- difusión y comparar con velocidades cercanas a ésta que no encaja con
la teorı́a.
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Conclusiones

El nuevo algoritmo de la transformada fraccionaria de Fourier nos ayudo a resolver nuestro
modelo de ecuación telégrafo y poder presentar los siguientes resultados.
Obtuvimos que la velocidad del frente frı́o entre los pozos Az-05 y Az-64, pozos de inyección
y producción respectivamente, es de 0.1781m{hr “ 4.9447x10´5m{s “ 1.56 km{año, dicho de
otra manera, el frente frı́o alcanza al pozo productor en 45 dı́as ya que la distancia entre ellos
es de 192 m.

Dando diferentes valores en nuestro método anterior, c “ 0.07,0.09, ...,0.29, obtenemos la
gráfica mostrada en la figura 7.4, de la que es fácil ver que para valores de velocidad de propa-
gación mayores de 0.25m{hr, la velocidad del frente frı́o se mantiene constante y para velocida-
des menores de 0.25 la velocidad de frente frı́o crece relativamente. Serı́a aún más interesante
ver que pasa con velocidad arriba de 0.30, lo cuál se queda como tema para seguir investigando.
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Capı́tulo 8

Anexo

8.1. Solución fundamental de la ecuación de difusión

Consideremos el problema

#

Bu
Bt ´∇

2u “ 0 en R
nˆp0,8q

u “ g sobre R
nˆtt “ 0u

Lo haremos a través de un método calculando û, la transformada de Fourier de u en la variable
espacial x y denotaremos por ũ a la transformada inversa de Fourier de u. Ası́ que

#

Bû
Bt ` |y|

2û “ 0 para t ą 0

û “ ĝ para t “ 0

de donde
û “ e´t|y|

2
ĝ .

en consecuencia

u “


e´t|y|
2
ĝ

y por tanto,

u “
g ˚F

p2πqn{1
(8.1)

donde F̂ “ e´t|y|
2
, ası́ que

F “ e´t|y|2 “
1

p2πqn{2

ż

R
n
eıx¨y´t|y|

2
dy “

1
p2πqn{2

e´
|x|2

4t

debido a que
ż

R
n
eıx¨y´t|y|

2
dy “

n
ź

j“1

ż 8

´8

eıxj yj´ty
2
j dyj “ p

π
t
qn{2e´

|x|2

4t

59
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sustituyendo en 8.1 obtenemos

upx, tq “
1

p4πtqn{2

ż

R
n
e´

|x´y|2

4t gpyqdy px PRn, t ą 0q

En virtud del teorema integral de convolución tenemos que también

upx, tq “

$

&

%

1
p4πtqn{2

e´
|x|2

4t px PRn, t ą 0q

0 px PRn, t ă 0q

es solución y es llamada la solución fundamental de la ecuación de difusión. Note que
ż

R
n
upx, tqdx “ 1.

8.2. Solución general a la ecuación de reacción-difusión

Considere el problema

∇2
0φ´ a

2p
Bφ

Bt0
q “ ´4πρpr0, t0q (8.2)

donde ρ es la función de origen, es una función conocida espacial y temporalmente. Resolvere-
mos el problema en términos de una función de Green, la cual satisface condiciones de frontera
homogéneas y una condición de causalidad:

Gpr, t|r0, t0q “ 0 sit ă t0 (8.3)

Haciendo primeramente ρ “ 0, tenemos que la ecuación satisfecha por G involucra un impulso
en el punto de origen:

∇2G´ a2pBG{Btq “ ´4πδpr ´ r0qδpt´ t0q

Esta ecuación se puede interpretar como G la temperatura de un medio, entonces el impulso
en el punto de origen introduce una unidad de calor en r0 al tiempo t0. G da entonces la tem-
peratura a un tiempo futuro para algún otro punto del medio y entonces describe la manera en
cómo se difunde el calor lejos de su posición inicial.

La función G satisface una condición de reciprocidad donde un cambio de tiempo está in-
volucrado por virtud de la continuidad del tiempo, demandado por la causalidad; se muestra
entonces que

Gpr, t|r ´ 0, t0q “ Gpr0,´t0|r, tq (8.4)

La función Gpr0,´t0|r, tq da el efecto en r0 a un tiempo ´t0 de un calor introducido original-
mente dentro del medio en r en el tiempo ´t. Desde entonces t0 ă t, la secuencia secuencia del
tiempo está propiamente ordenada. Otra manera de entender esta función es la de considerar
la función adjunta G̃pr, t|r0, t0q definida por

Gpr0,´t0|r, tq “ G̃pr, t|r0, t0q (8.5)
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G̃ satisface
∇2G̃` a2pBG{Btq “ ´4πδpr ´ r0qδpt´ t0q

La condición 8.3 es reemplazada por G̃pr, t|r0, t0q “ 0 si t ą t0. Ası́ la condicioón de reciprocidad
queda como

Gpr, t|r0, t0q “ G̃pr0, t0|r, tq (8.6)

Con lo anterior podemos considerar las dos ecuaciones:

∇2
0G` a

2pBG{Bt0q “ ´4πδpr ´ r0qδpt´ t0q∇2
0G̃´ a

2pBG̃{Bt0q “ ´4πδpr ´ r0qδpt´ t0q (8.7)

Volviendo a la ecuación 8.2, multipliquémosla por G, y a la primera ecuación de 8.7 multipli-
quémosla por φ; restando éstas dos ecuaciones resultantes e integrando sobre el espacio y sobre
el tiempo de 0 a t`, se obtiene:

ż t`

0
dt0

ż

dV0rφ∇2
0G´G∇

2
0φs ` a2

ż

dV0

ż t`

0

ż

dt0
”

φp
BG
Bt0
q ` Gp

Bφ

Bt0
q

ı

“ 4π
ż t`

0
dt0

ż

dV0ρG´ 4πφpr, tq (8.8)

Podemos aplicar el teorema de Green a la primera de estas integrales, en el caso de la segunda
integral, la integral temporal puede ser solucionada. Note que Gpr, t|r0, t`q “ 0. Finalmente

φpr, tq “
ż t`

0
dt0

ż

dV0ρpr0, t0qGpr, t|r0, t0q

`
1

4π

ż t`

0
dt0

ż

dS0 ¨ rGgrad0φ ´ φgrad0Gs`
a2

4π

ż

dV0rφGst0“0 (8.9)

G cambia para satisfacer las condiciones de frontera homogéneas correspondientes a las condi-
ciones de frontera satisfechas por φ. Por ejemplo, si φ satisface condiciones homogéneas o no
homogéneas de Dirichlet, G cambia para satisfacer las condiciones homogéneas de Dirichlet.
Note que el tercer término involucra los efectos del valor inicial φ0 de φ, mientras que los otros
dos términos representan los efectos del volumen inicial y condiciones de frontera.

8.3. Solución a la ecuación de reacción-telégrafo

Desarrollaremos la solución general de esta ecuación o también llamada ecuación de reac-
ción-difusión hiperbólica. Consideremos entonces nuestra ecuación en tres dimensiones:

∇2φ“ a2p
Bφ

Bt
q` p1{c2qp

B2φ

Bt2
q´ 4πρpr, tq (8.10)

Una función de Green (haciencido ρpr, tq “ 0)apropiada para 8.10 satisface

∇2G´ a2p
BG
Bt
q´ p1{c2qp

B2G

Bt2
q “ ´4πδpr ´ r0qδpt´ t0q (8.11)
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Nuevamente asumiendo el principio de causalidad. La condición de reciprocidad esGpr, t|r0, t0q “
Gpr0,´t0|r,´tq. El análogo a la ecuación 8.9 es

φpr, tq “
ż t`

0
dt0

ż

dV0ρpr0, t0qGpr, t|r0, t0q`
a2

4π

ż

dV0rφGst0“0

`
1

4π

ż t`

0
dt0

¿

dS0 ¨ rGgrad0φ ´ φgrad0Gs`
1

4πc2

ż

dV0rG
Bφ

Bt0
´φ

BG
Bt0
st0“0 (8.12)

Ahora desarrollaremos la función de Green gpR,τq apropiada para 8.12, para el infinito y do-
minio sin frontera. Sea

gpR,τq “
ż

dVpe
ıp¨Rγpp,τq (8.13)

Sustituyendo en 8.11 obtenemos una ecuación diferencial

´ 1
c2

¯d2γ

dτ2 ` a
2dγ

dτ
` p2γ “

4π
p2πqn

δpτq (8.14)

donde n “ 1,2,3 de acuerdo al número de dimensiones espaciales involucradas. Note que la
función γ solamente depende de p2 y τ . Los caminos particulares de integración están cam-
biados (la integración angular a través de la dirección de p requeridas en 8.13) ası́ que las
condiciones de frontera son satisfechas y para el caso unidimensional se obtiene:

gpR,τq “
ż 8

´8

eıpRγpp,τqdp (8.15)

Solucionando la forma homogénea de 8.14 tenemos

e´ıw
`t y e´ıw

´t

con

w` “
1
2
r´ıa2C62`

b

4p2c62´ a4c4s y w´ “
1
2
r´ıa2C62´

b

4p2c62´ a4c4s

La combinación lineal de ellas satisfaciendo la condición de que γpτq “ 0 para τ ă 0 es

γpτq “
4πc2ı
p2πqn

”e´ıw
`t ´ e´ıw

´t

w`´w´

ı

upτq

Sustituyendo en 8.15 con n“ 1 Determinando la integral g1 llegamos a

g1pR,τq “ 2c2ıupτq
ż 8

´8

e´ıw
`t ´ e´ıw

´t

w`´w´
eıpRdp

Consideremos la integral involucrando e´ıw
`τ :

´ 1
2c

¯

e´
1
2a

2c2τ
ż

C

exp ırpR´
a

p2´pa4c2{4qcτs
b

p2´ 1
4pa

4c2q

dp
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Cuando R ą cτ el contorno puede ser cerrado por un semicı́rculo en la mitad superior del
plano. La integral es entonces cero pues no encierra singularidades. Cuando Ră cτ el contorno
está deformada ası́ que se extiende a lo largo del eje imaginario negativo. Evaluaremos entonces
de manera similar a la integral involucrada en la ecuación de Klein-Gordon (ver [34] pp. 1343),
de acuerdo a la transformada de Laplace

´

´πı
c

¯

e´
1
2a

2c2τJ0r1{2a
2c
a

R2´ c2τ2supcτ ´Rq

Considerando ahora la contribución viniendo de la integral involucrando e´ıw
´τ :

1
2c
e´

1
2a

2c2τ
ż

C

exp rıpR` ı
a

p2´pa4c2{4qcτs
b

p2´ 1
4pa

4c2q

dp

Ésta integral es cero cuando pR` cτq ą 0 (en una dimensión R puede ser negativo) pero no es
cero cuando pR` cτq ă 0. Entonces obtenemos

´

´πı
c

¯

e´
1
2a

2c2τJ0r1{2a
2c
a

R2´ c2τ2sr1´upcτ `Rqs

Combinando estas dos expresiones llegamos a:

g1pR,τq “ 2πce´
1
2a

2c2τJ0r1{2a
2c
a

R2´ c2τ2supcτ ´Rq (8.16)

Entonces el problema de valores iniciales para el caso unidimensional, encontramos que para
8.12

φ“
a2

4π

ż

dx0rφg1st0 `
1

4πc2

ż

dx0

”

g1
Bφ

Bt0
´φ

Bg1

Bt0

ı

t0
(8.17)

Entonces:

φ“
1
2
e´

1
2a

2c2trφ0px` ctq`φ0px´ ctqs

` e´
1
2a

2c2t
ż x`ct

x´ct

”a2c
4
I0r

1
2
a2c

b

c2t2´px0´ xq2s`
1
2c
B

Bt
I0r

1
2
a2c

b

c2t´px0´ xq2s
ı

φ0px0qdx0

`
1
2c
e´

1
2a

2c2t
ż x`ct

x´ct
I0r

1
2
a2c

b

c2t2´px0´ xq2sv0px0qdx0 (8.18)

Donde φ0px0q y v0px0q son los valores iniciales de φ y Bφ{Bt, respectivamente.

8.4. Código solución en Mathematica

Solución por método de Picard a la Ec. Telégrafo reacción-difusiónSolución por método de Picard a la Ec. Telégrafo reacción-difusiónSolución por método de Picard a la Ec. Telégrafo reacción-difusión

1
α
Bu
Bt `

1
c2
B2u
Bt2 ´∇

2u “ 1
c2
BF
Bt `

1
αFpuq “

1
αFpuq`

1
c2F

1puqBu
Bt

1
α
Bu
Bt `

1
c2
B2u
Bt2 ´∇

2u “ 1
c2
BF
Bt `

1
αFpuq “

1
αFpuq`

1
c2F

1puqBu
Bt

1
α
Bu
Bt `

1
c2
B2u
Bt2 ´∇

2u “ 1
c2
BF
Bt `

1
αFpuq “

1
αFpuq`

1
c2F

1puqBu
Bt

para una sola dimensión espacialpara una sola dimensión espacialpara una sola dimensión espacial
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conFpuq “ u ˚ q1puq{qpuq y condiciones inicialesconFpuq “ u ˚ q1puq{qpuq y condiciones inicialesconFpuq “ u ˚ q1puq{qpuq y condiciones iniciales

u0pxq “ aHeavisideThetarb^2´ x^2s; v0pxq “ 0u0pxq “ aHeavisideThetarb^2´ x^2s; v0pxq “ 0u0pxq “ aHeavisideThetarb^2´ x^2s; v0pxq “ 0

POZO GEOTERMICOPOZO GEOTERMICOPOZO GEOTERMICO

SetDirectoryrNotebookDirectoryrss;SetDirectoryrNotebookDirectoryrss;SetDirectoryrNotebookDirectoryrss;

XFT1Drf s:=Modulertn,S, fs,A0, gu,XFT1Drf s:=Modulertn,S, fs,A0, gu,XFT1Drf s:=Modulertn,S, fs,A0, gu,

n“ Lengthrf s;A0“N
„

π?
2n
ei

2π
n p

n´1
2 q

2


;S “ Table
“

N
“

Exp
“

´i π n´1
n j

‰‰

,tj,0,n´ 1u
‰

;n“ Lengthrf s;A0“N
„

π?
2n
ei

2π
n p

n´1
2 q

2


;S “ Table
“

N
“

Exp
“

´i π n´1
n j

‰‰

,tj,0,n´ 1u
‰

;n“ Lengthrf s;A0“N
„

π?
2n
ei

2π
n p

n´1
2 q

2


;S “ Table
“

N
“

Exp
“

´i π n´1
n j

‰‰

,tj,0,n´ 1u
‰

;

fs“ S ˚ f ;g “ A0 ˚ S ˚Fourierrfs,FourierParametersÑ t1,1us;fs“ S ˚ f ;g “ A0 ˚ S ˚Fourierrfs,FourierParametersÑ t1,1us;fs“ S ˚ f ;g “ A0 ˚ S ˚Fourierrfs,FourierParametersÑ t1,1us;

gsgsgs

XFT1DINVrg s:=Modulertn,S, fs,A0, f u,XFT1DINVrg s:=Modulertn,S, fs,A0, f u,XFT1DINVrg s:=Modulertn,S, fs,A0, f u,

n“ Lengthrgs;A0“N
„

π?
2n
e´i

2π
n p

n´1
2 q

2


;S “ Table
“

N
“

Exp
“

i π n´1
n j

‰‰

,tj,0,n´ 1u
‰

;n“ Lengthrgs;A0“N
„

π?
2n
e´i

2π
n p

n´1
2 q

2


;S “ Table
“

N
“

Exp
“

i π n´1
n j

‰‰

,tj,0,n´ 1u
‰

;n“ Lengthrgs;A0“N
„

π?
2n
e´i

2π
n p

n´1
2 q

2


;S “ Table
“

N
“

Exp
“

i π n´1
n j

‰‰

,tj,0,n´ 1u
‰

;

fs“ S ˚ g; f “ p1{2{Piq ˚A0 ˚ S ˚Fourierrfs,FourierParametersÑ t1,´1us;fs“ S ˚ g; f “ p1{2{Piq ˚A0 ˚ S ˚Fourierrfs,FourierParametersÑ t1,´1us;fs“ S ˚ g; f “ p1{2{Piq ˚A0 ˚ S ˚Fourierrfs,FourierParametersÑ t1,´1us;

f sf sf s

XFT2DrSignal s:=Modulertf “ Signal,nx,ny,Sx,Sy,Gx,Gxy, fsx, fsy,αx,αyu,XFT2DrSignal s:=Modulertf “ Signal,nx,ny,Sx,Sy,Gx,Gxy, fsx, fsy,αx,αyu,XFT2DrSignal s:=Modulertf “ Signal,nx,ny,Sx,Sy,Gx,Gxy, fsx, fsy,αx,αyu,

tny,nxu “Dimensionsrf s;tny,nxu “Dimensionsrf s;tny,nxu “Dimensionsrf s;

αx“ π?
2nx
ei

2π
nx p

nx´1
2 q

2

;αy“ π?
2ny
e
i 2π

ny

´

ny´1
2

¯2

;Gx“ Tabler0,tj,nyu,tk,nxus;αx“ π?
2nx
ei

2π
nx p

nx´1
2 q

2

;αy“ π?
2ny
e
i 2π

ny

´

ny´1
2

¯2

;Gx“ Tabler0,tj,nyu,tk,nxus;αx“ π?
2nx
ei

2π
nx p

nx´1
2 q

2

;αy“ π?
2ny
e
i 2π

ny

´

ny´1
2

¯2

;Gx“ Tabler0,tj,nyu,tk,nxus;

Gxy“ TransposerGxs;Gxy“ TransposerGxs;Gxy“ TransposerGxs;

Sx“ Table
”

e´i π
nx´1

nx j ,tj,0,nx´ 1u
ı

;Sy“ Table
„

e´i π
ny´1

ny j ,tj,0,ny´ 1u


;Sx“ Table
”

e´i π
nx´1

nx j ,tj,0,nx´ 1u
ı

;Sy“ Table
„

e´i π
ny´1

ny j ,tj,0,ny´ 1u


;Sx“ Table
”

e´i π
nx´1

nx j ,tj,0,nx´ 1u
ı

;Sy“ Table
„

e´i π
ny´1

ny j ,tj,0,ny´ 1u


;

Forrl “ 1, l ď ny, l++, fsx“ Sx ˚ f rrlss;Forrl “ 1, l ď ny, l++, fsx“ Sx ˚ f rrlss;Forrl “ 1, l ď ny, l++, fsx“ Sx ˚ f rrlss;

Gxrrlss “ αx ˚ Sx ˚Fourierrfsx,FourierParametersÑ t1,1us; s;Gxrrlss “ αx ˚ Sx ˚Fourierrfsx,FourierParametersÑ t1,1us; s;Gxrrlss “ αx ˚ Sx ˚Fourierrfsx,FourierParametersÑ t1,1us; s;

Forrl “ 1, l ď nx, l++, fsy“ Sy ˚TransposerGxsrrlss;Forrl “ 1, l ď nx, l++, fsy“ Sy ˚TransposerGxsrrlss;Forrl “ 1, l ď nx, l++, fsy“ Sy ˚TransposerGxsrrlss;

Gxyrrlss “ αy ˚ Sy ˚Fourierrfsy,FourierParametersÑ t1,1us; s;Gxyrrlss “ αy ˚ Sy ˚Fourierrfsy,FourierParametersÑ t1,1us; s;Gxyrrlss “ αy ˚ Sy ˚Fourierrfsy,FourierParametersÑ t1,1us; s;

TransposerGxyssTransposerGxyssTransposerGxyss

XFT2DINVrSignal s:=Modulertg “ Signal,nx,ny,Sx,Sy,Gx,Gxy, fsx, fsy,αx,αyu,XFT2DINVrSignal s:=Modulertg “ Signal,nx,ny,Sx,Sy,Gx,Gxy, fsx, fsy,αx,αyu,XFT2DINVrSignal s:=Modulertg “ Signal,nx,ny,Sx,Sy,Gx,Gxy, fsx, fsy,αx,αyu,
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tny,nxu “Dimensionsrgs;tny,nxu “Dimensionsrgs;tny,nxu “Dimensionsrgs;

αx“ π?
2nx
e´i

2π
nx p

nx´1
2 q

2

;αy“ π?
2ny
e
´i 2π

ny

´

ny´1
2

¯2

;αx“ π?
2nx
e´i

2π
nx p

nx´1
2 q

2

;αy“ π?
2ny
e
´i 2π

ny

´

ny´1
2

¯2

;αx“ π?
2nx
e´i

2π
nx p

nx´1
2 q

2

;αy“ π?
2ny
e
´i 2π

ny

´

ny´1
2

¯2

;

Gx“ Tabler0,tj,nyu,tk,nxus;Gxy“ TransposerGxs;Gx“ Tabler0,tj,nyu,tk,nxus;Gxy“ TransposerGxs;Gx“ Tabler0,tj,nyu,tk,nxus;Gxy“ TransposerGxs;

Sx“ Table
”

ei π
nx´1

nx j ,tj,0,nx´ 1u
ı

;Sy“ Table
„

ei π
ny´1

ny j ,tj,0,ny´ 1u


;Sx“ Table
”

ei π
nx´1

nx j ,tj,0,nx´ 1u
ı

;Sy“ Table
„

ei π
ny´1

ny j ,tj,0,ny´ 1u


;Sx“ Table
”

ei π
nx´1

nx j ,tj,0,nx´ 1u
ı

;Sy“ Table
„

ei π
ny´1

ny j ,tj,0,ny´ 1u


;

Forrl “ 1, l ď ny, l++, fsx“ Sx ˚ grrlss;Forrl “ 1, l ď ny, l++, fsx“ Sx ˚ grrlss;Forrl “ 1, l ď ny, l++, fsx“ Sx ˚ grrlss;

Gxrrlss “ αx ˚ Sx ˚Fourierrfsx,FourierParametersÑ t1,´1us; s;Gxrrlss “ αx ˚ Sx ˚Fourierrfsx,FourierParametersÑ t1,´1us; s;Gxrrlss “ αx ˚ Sx ˚Fourierrfsx,FourierParametersÑ t1,´1us; s;

Forrl “ 1, l ď nx, l++, fsy“ Sy ˚TransposerGxsrrlss;Forrl “ 1, l ď nx, l++, fsy“ Sy ˚TransposerGxsrrlss;Forrl “ 1, l ď nx, l++, fsy“ Sy ˚TransposerGxsrrlss;

Gxyrrlss “ αy ˚ Sy ˚Fourierrfsy,FourierParametersÑ t1,´1us; s;Gxyrrlss “ αy ˚ Sy ˚Fourierrfsy,FourierParametersÑ t1,´1us; s;Gxyrrlss “ αy ˚ Sy ˚Fourierrfsy,FourierParametersÑ t1,´1us; s;

Transposerp1{2{Piq^2 ˚GxyssTransposerp1{2{Piq^2 ˚GxyssTransposerp1{2{Piq^2 ˚Gxyss

FfrTemp ,fi ,c ,α s:=Modulertror,row,Cr,Cw,q,Fpu,FfrTemp ,fi ,c ,α s:=Modulertror,row,Cr,Cw,q,Fpu,FfrTemp ,fi ,c ,α s:=Modulertror,row,Cr,Cw,q,Fpu,

rorrT s:=2650{p1`pT ´ 20q ˚ 0.5 ˚ 10^p´4qq;rorrT s:=2650{p1`pT ´ 20q ˚ 0.5 ˚ 10^p´4qq;rorrT s:=2650{p1`pT ´ 20q ˚ 0.5 ˚ 10^p´4qq;

CrrT s:=1234.2´ 454.5Expr´0.004T s;CrrT s:=1234.2´ 454.5Expr´0.004T s;CrrT s:=1234.2´ 454.5Expr´0.004T s;

rowrT s:=1043.2´ 42.9Expr0.007T s;rowrT s:=1043.2´ 42.9Expr0.007T s;rowrT s:=1043.2´ 42.9Expr0.007T s;

CwrT s:=1{p0.00023` 810^p´8qT ´ 810^p´10qT^2q;CwrT s:=1{p0.00023` 810^p´8qT ´ 810^p´10qT^2q;CwrT s:=1{p0.00023` 810^p´8qT ´ 810^p´10qT^2q;

qrT s:=p1´fiqrorrT sCrrT s`firowrT sCwrT s;qrT s:=p1´fiqrorrT sCrrT s`firowrT sCwrT s;qrT s:=p1´fiqrorrT sCrrT s`firowrT sCwrT s;

FprT s:=T q1rT s{qrT s;FprT s:=T q1rT s{qrT s;FprT s:=T q1rT s{qrT s;

´pc^2{αqNIntegraterFprts,tt,0,Tempuss´pc^2{αqNIntegraterFprts,tt,0,Tempuss´pc^2{αqNIntegraterFprts,tt,0,Tempuss

FfprTemp ,fi ,c ,α s:=Modulertror,row,Cr,Cw,q,Fpu,FfprTemp ,fi ,c ,α s:=Modulertror,row,Cr,Cw,q,Fpu,FfprTemp ,fi ,c ,α s:=Modulertror,row,Cr,Cw,q,Fpu,

rorrT s:=2650{p1`pT ´ 20q ˚ 0.5 ˚ 10^p´4qq;rorrT s:=2650{p1`pT ´ 20q ˚ 0.5 ˚ 10^p´4qq;rorrT s:=2650{p1`pT ´ 20q ˚ 0.5 ˚ 10^p´4qq;

CrrT s:=1234.2´ 454.5Expr´0.004T s;CrrT s:=1234.2´ 454.5Expr´0.004T s;CrrT s:=1234.2´ 454.5Expr´0.004T s;

rowrT s:=1043.2´ 42.9Expr0.007T s;rowrT s:=1043.2´ 42.9Expr0.007T s;rowrT s:=1043.2´ 42.9Expr0.007T s;

CwrT s:=1{p0.00023` 810^p´8qT ´ 810^p´10qT^2q;CwrT s:=1{p0.00023` 810^p´8qT ´ 810^p´10qT^2q;CwrT s:=1{p0.00023` 810^p´8qT ´ 810^p´10qT^2q;

qrT s:=p1´fiqrorrT sCrrT s`firowrT sCwrT s;qrT s:=p1´fiqrorrT sCrrT s`firowrT sCwrT s;qrT s:=p1´fiqrorrT sCrrT s`firowrT sCwrT s;

´pc^2{αqTemp q1rTemps{qrTempss´pc^2{αqTemp q1rTemps{qrTempss´pc^2{αqTemp q1rTemps{qrTempss

RDHrfi ,c ,α ,nx ,nt ,kcont s:=ModulerRDHrfi ,c ,α ,nx ,nt ,kcont s:=ModulerRDHrfi ,c ,α ,nx ,nt ,kcont s:=Moduler

ta,b,mmax,apar,epsix,epsit,x, t,mst,g1pv,g2v,g3v,GC1p,GC2,GC3,U0,V0,ua0,dxab,epsilon,mu,ta,b,mmax,apar,epsix,epsit,x, t,mst,g1pv,g2v,g3v,GC1p,GC2,GC3,U0,V0,ua0,dxab,epsilon,mu,ta,b,mmax,apar,epsix,epsit,x, t,mst,g1pv,g2v,g3v,GC1p,GC2,GC3,U0,V0,ua0,dxab,epsilon,mu,
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a“ 10;b “ 1;mmax“ 100;tau“ 1.0;a“ 10;b “ 1;mmax“ 100;tau“ 1.0;a“ 10;b “ 1;mmax“ 100;tau“ 1.0;

apar“ 4.{Pi;apar“ 4.{Pi;apar“ 4.{Pi;

epsix“N rPi{Sqrtr2.nxss; epsit“N rPi{Sqrtr2.ntss;epsix“N rPi{Sqrtr2.nxss; epsit“N rPi{Sqrtr2.ntss;epsix“N rPi{Sqrtr2.nxss; epsit“N rPi{Sqrtr2.ntss;

x “ TablerN rpk´nx{2´ 1{2qepsixs,tk,nxus;x “ TablerN rpk´nx{2´ 1{2qepsixs,tk,nxus;x “ TablerN rpk´nx{2´ 1{2qepsixs,tk,nxus;

t “ TablerN rpk´nt{2´ 1{2qepsits,tk,ntus;t “ TablerN rpk´nt{2´ 1{2qepsits,tk,ntus;t “ TablerN rpk´nt{2´ 1{2qepsits,tk,ntus;

ttau“ t ˚ tau; (* ESTO CONVIERTE EL TIEMPO A OTRAS UNIDADES TEMPORALES SI TAU NO ES UNO*)ttau“ t ˚ tau; (* ESTO CONVIERTE EL TIEMPO A OTRAS UNIDADES TEMPORALES SI TAU NO ES UNO*)ttau“ t ˚ tau; (* ESTO CONVIERTE EL TIEMPO A OTRAS UNIDADES TEMPORALES SI TAU NO ES UNO*)

ninx“ pnx` 1q{2;npox“ PositionrFloorrxrrninx;;nxsss,1s;npmx“ npoxrr1,1ss;ninx“ pnx` 1q{2;npox“ PositionrFloorrxrrninx;;nxsss,1s;npmx“ npoxrr1,1ss;ninx“ pnx` 1q{2;npox“ PositionrFloorrxrrninx;;nxsss,1s;npmx“ npoxrr1,1ss;

mst“ ToStringrmmaxs;XJac::noconv“ “No hay convergencia: Mą=”ăąmst;mst“ ToStringrmmaxs;XJac::noconv“ “No hay convergencia: Mą=”ăąmst;mst“ ToStringrmmaxs;XJac::noconv“ “No hay convergencia: Mą=”ăąmst;

u0rx s:=aHeavisideThetarb^2´ x^2s;v0rx s:=0.0{p1` x^2q;u0rx s:=aHeavisideThetarb^2´ x^2s;v0rx s:=0.0{p1` x^2q;u0rx s:=aHeavisideThetarb^2´ x^2s;v0rx s:=0.0{p1` x^2q;

grx , t s:= c
2e
´ c2t

2α ˚HeavisideThetarct´Absrxss ˚BesselI
„

0,
cSqrtrpctq2´x2s

2α



;grx , t s:= c
2e
´ c2t

2α ˚HeavisideThetarct´Absrxss ˚BesselI
„

0,
cSqrtrpctq2´x2s

2α



;grx , t s:= c
2e
´ c2t

2α ˚HeavisideThetarct´Absrxss ˚BesselI
„

0,
cSqrtrpctq2´x2s

2α



;

g1prx , t s:=e´
c2t
2α

`

c
4αBesselI

“

0, c Sqrt
“

c2t2´ x2
‰L

2
L

α
‰

HeavisideThetarct´Absrxss`g1prx , t s:=e´
c2t
2α

`

c
4αBesselI

“

0, c Sqrt
“

c2t2´ x2
‰L

2
L

α
‰

HeavisideThetarct´Absrxss`g1prx , t s:=e´
c2t
2α

`

c
4αBesselI

“

0, c Sqrt
“

c2t2´ x2
‰L

2
L

α
‰

HeavisideThetarct´Absrxss`

c^2t
4α BesselI

“

1, c Sqrt
“

c2t2´ x2
‰L

2
L

α
‰ HeavisideThetarct´Absrxss

Sqrtrc2t2´x2s

¯

;c^2t
4α BesselI

“

1, c Sqrt
“

c2t2´ x2
‰L

2
L

α
‰ HeavisideThetarct´Absrxss

Sqrtrc2t2´x2s

¯

;c^2t
4α BesselI

“

1, c Sqrt
“

c2t2´ x2
‰L

2
L

α
‰ HeavisideThetarct´Absrxss

Sqrtrc2t2´x2s

¯

;

g2rx , t s:=grx, ts{c{c; g3rx , t s:=HeavisideThetarts ˚ grx, ts;g2rx , t s:=grx, ts{c{c; g3rx , t s:=HeavisideThetarts ˚ grx, ts;g2rx , t s:=grx, ts{c{c; g3rx , t s:=HeavisideThetarts ˚ grx, ts;

g1pv“ Tablerg1prxrrkss, trrjsss,tj,ntu,tk,nxus;g1pv“ Tablerg1prxrrkss, trrjsss,tj,ntu,tk,nxus;g1pv“ Tablerg1prxrrkss, trrjsss,tj,ntu,tk,nxus;

g2v“ Tablerg2rxrrkss, trrjsss,tj,ntu,tk,nxus;g2v“ Tablerg2rxrrkss, trrjsss,tj,ntu,tk,nxus;g2v“ Tablerg2rxrrkss, trrjsss,tj,ntu,tk,nxus;

g3v“ Tablerg3rxrrkss, trrjsss,tj,ntu,tk,nxus;g3v“ Tablerg3rxrrkss, trrjsss,tj,ntu,tk,nxus;g3v“ Tablerg3rxrrkss, trrjsss,tj,ntu,tk,nxus;

GC1p“ TablerXFT1Drg1pvrrjsss,tj,ntus;GC1p“ TablerXFT1Drg1pvrrjsss,tj,ntus;GC1p“ TablerXFT1Drg1pvrrjsss,tj,ntus;

GC2“ TablerXFT1Drg2vrrjsss,tj,ntus; GC3“ XFT2Drg3vs;GC2“ TablerXFT1Drg2vrrjsss,tj,ntus; GC3“ XFT2Drg3vs;GC2“ TablerXFT1Drg2vrrjsss,tj,ntus; GC3“ XFT2Drg3vs;

U0“ XFT1Dru0rxss; V0“ XFT1Drv0rxss;U0“ XFT1Dru0rxss; V0“ XFT1Drv0rxss;U0“ XFT1Dru0rxss; V0“ XFT1Drv0rxss;

If

«

kcont““ 1,ua0“ Table

«

e´
c2trrjss

2α

2 ˚ pu0rx` ctrrjsss`If

«

kcont““ 1,ua0“ Table

«

e´
c2trrjss

2α

2 ˚ pu0rx` ctrrjsss`If

«

kcont““ 1,ua0“ Table

«

e´
c2trrjss

2α

2 ˚ pu0rx` ctrrjsss`

u0rx´ ctrrjsssq ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`u0rx´ ctrrjsssq ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`u0rx´ ctrrjsssq ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`

apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC1prrjss ˚U0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC1prrjss ˚U0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC1prrjss ˚U0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`

apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC2rrjss ˚V0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus;apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC2rrjss ˚V0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus;apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC2rrjss ˚V0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus;

ua0“ Rerua0s; ,ua0“ ua; s;ua0“ Rerua0s; ,ua0“ ua; s;ua0“ Rerua0s; ,ua0“ ua; s;
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dxab“ 1;epsilon“ 10^p´4q;m“ 0;dxab“ 1;epsilon“ 10^p´4q;m“ 0;dxab“ 1;epsilon“ 10^p´4q;m“ 0;

Whilerpdxabą epsilonq,Whilerpdxabą epsilonq,Whilerpdxabą epsilonq,

m“m` 1;m“m` 1;m“m` 1;

ua0t“ Transposerua0s;ua0t“ Transposerua0s;ua0t“ Transposerua0s;

ua0der“ TransposerTablerJoinrt0u,Tablerpua0trrkssrrj ` 1ss´ua0der“ TransposerTablerJoinrt0u,Tablerpua0trrkssrrj ` 1ss´ua0der“ TransposerTablerJoinrt0u,Tablerpua0trrkssrrj ` 1ss´

ua0trrkssrrjssq{epsit,tj,nt´ 1uss,tk,nxuss;ua0trrkssrrjssq{epsit,tj,nt´ 1uss,tk,nxuss;ua0trrkssrrjssq{epsit,tj,nt´ 1uss,tk,nxuss;

qtilv“ TablerFfrua0rrj,kss,fi, c,αs{α`qtilv“ TablerFfrua0rrj,kss,fi, c,αs{α`qtilv“ TablerFfrua0rrj,kss,fi, c,αs{α`

Ffprua0rrj,kss,fi, c,αs ˚ua0derrrj,kss{c{c,tj,ntu,tk,nxus;Ffprua0rrj,kss,fi, c,αs ˚ua0derrrj,kss{c{c,tj,ntu,tk,nxus;Ffprua0rrj,kss,fi, c,αs ˚ua0derrrj,kss{c{c,tj,ntu,tk,nxus;

QTil“ XFT2Drqtilvs;uaQ“ apar^2 ˚XFT2DINVrGC3 ˚QTils;QTil“ XFT2Drqtilvs;uaQ“ apar^2 ˚XFT2DINVrGC3 ˚QTils;QTil“ XFT2Drqtilvs;uaQ“ apar^2 ˚XFT2DINVrGC3 ˚QTils;

ua“ Table

«

e´
c2trrjss

2α

2 ˚ pu0rx` ctrrjsss`u0rx´ ctrrjsssq ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntu

ff

`ua“ Table

«

e´
c2trrjss

2α

2 ˚ pu0rx` ctrrjsss`u0rx´ ctrrjsssq ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntu

ff

`ua“ Table

«

e´
c2trrjss

2α

2 ˚ pu0rx` ctrrjsss`u0rx´ ctrrjsssq ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntu

ff

`

apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC1prrjss ˚U0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC1prrjss ˚U0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC1prrjss ˚U0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`

apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC2rrjss ˚V0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`uaQ;apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC2rrjss ˚V0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`uaQ;apar ˚TablerRerXFT1DINVrGC2rrjss ˚V0ss ˚HeavisideThetartrrjsss,tj,ntus`uaQ;

ua“ Tableruarrj,kssHeavisideThetartrrjsss,tj,ntu,tk,nxus;ua“ Tableruarrj,kssHeavisideThetartrrjsss,tj,ntu,tk,nxus;ua“ Tableruarrj,kssHeavisideThetartrrjsss,tj,ntu,tk,nxus;

ua“ Reruas;dxab“MaxrAbsrua´ua0ss;ua0“ ua;ua“ Reruas;dxab“MaxrAbsrua´ua0ss;ua0“ ua;ua“ Reruas;dxab“MaxrAbsrua´ua0ss;ua0“ ua;

Printrtm,dxabus;Printrtm,dxabus;Printrtm,dxabus;

Ifrm==mmax,pMessagerXJac::noconvs;Abortrsqs; s;Ifrm==mmax,pMessagerXJac::noconvs;Abortrsqs; s;Ifrm==mmax,pMessagerXJac::noconvs;Abortrsqs; s;

npl“ 0;npl“ 0;npl“ 0;

t1a“ FlattenrTablertxrrkss, ttaurrjss,Reruarrj,ksssu,tj,npl` 1,nt´nplu,t1a“ FlattenrTablertxrrkss, ttaurrjss,Reruarrj,ksssu,tj,npl` 1,nt´nplu,t1a“ FlattenrTablertxrrkss, ttaurrjss,Reruarrj,ksssu,tj,npl` 1,nt´nplu,

tk,npl` 1,nx´nplus,1,Lists;tk,npl` 1,nx´nplus,1,Lists;tk,npl` 1,nx´nplus,1,Lists;

uauaua

sss
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