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Socrates - Cuando hay un razonamiento verdadero, solido, susceptible de ser
comprendido, sno seria una desgracia deplorable, Fedon, que por haberse dejado
llevar de esos razonamientos, en que todo aparece tan pronto falso como verdadero,
en lugar de acusarse d st mismo y de acusar a su propia incapacidad, vaya uno d
hacer recaer la falta sobre la razon, y pasarse la vida aborreciendo y calumniando a
la razon misma, privindose asi de la verdad y de la ciencia?

- 87, eso seria deplorable, jpor Zeus! dije yo.

Socrates - Estemos, pues en guardia, para que esta desgracia no nos suceda; y no
nos preocupemos con la idea de que no hay nada sano en el razonamiento.
Persuadamonos mds bien de que somos nosotros mismos los autores de este mal, y
hagamos decididamente todos los esfuerzos posibles por corregirnos.

Fedon o del alma Didlogos Socrdticos.
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Resumen

“Nihil est in intellectu, quod non prius fuerit in sensu, nisi intellectus ipse”
No hay nada en el intelecto que no haya estado antes en los sentidos,
excepto el propio intelecto.

Gottfried Leibniz

Con frecuencia los fenémenos fisicos conocidos se describen mediante modelos
matemaéticos que permiten estudiar su comportamiento. Estos modelos, en algunos
casos, se describen mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)
de la forma

x=Ax (1)
donde A es una matriz n x n real
0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : : . :
0 0 0 R |
—Pn-1 —Pn-2 —Pn-3 " —Do

El estudio de la estabilidad y de la estabilidad asintotica del sistema (1) son de vital
importancia para el entendimiento del fenémeno fisico estudiado. De la teoria de
las EDO se conoce que los sistemas del tipo (1) tienen soluciones asintéticamente
estables si y solo si el polinomio caracteristico asociado a la matriz A tiene todas sus
raices en ! C~. En la practica, los parametros py, ..., pn—1 de la matriz A no son exac-
tos, surge entonces un tipo de incertidumbre a la que se le denomina incertidumbre
parameétrica. La presente tesis se dedica al estudio de la estabilidad asintética de los
sistemas del tipo (1) que se traduce en el estudio del comportamiento de las raices
del polinomio caracteristico

Py(A) = X"+ p, N+ -+ py donde pi € [, B]  (2)

que representa la incertidumbre del sistema (1). El polinomio de tipo (2) es llamado
polinomio intervalo (PI).

1C~ denota el semiplano izquierdo abierto del plano complejo.
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X RESUMEN

Consideremos, por ejemplo, una masa de 215 4 0,5 kg conectada a un resorte
con 3k = 200 + 10% que oscila en una superficie horizontal cuya constante de
amortiguamiento *y = 9 & 1s7!. Recordando que la ecuacién diferencial para el
movimiento amortiguado es

&+ 203 + wir =0,

donde = =2I' y wy = \/% . Tenemos entonces una familia de ecuaciones diferencia-

les con m € [14,5,15,5], k € [190,210] y v € [8,10] lo que implica que wi € [32, 27]
16 20

y 2I" € [37, 35]- Podemos escribir esta ecuacion como un sistema de ecuaciones dife-

renciales lineales por medio de un cambio de variable

(0 _ 0 1 Y1
Y2 —wy —20') \y2)°
El cual tiene por polinomio caractéristico
P.(A\) = A2 + 2T\ + w?
380 420 16 20
2
B o - =
w°€{31’29} v 6{31’29}’

que es un polinomio intervalo del tipo (2).

con

El problema de determinar las condiciones bajo las cuales el polinomio intervalo
(2) es asintoticamente estable es llamado problema de estabilidad robusta (ER).
En la presente tesis desarrollamos la soluciéon al problema de encontrar condiciones
suficientes y necesarias para el problema de ER.

Palabras clave: Kharitonov - Estabilidad Robusta - Polinomios Ortogonales

2La masa esta medida en kilogramos.
3Aqui N denota las unidades de fuerza en Newtons y m las unidades de distancia en metros.
45 esta dado en segundos.



Resultados

D)

11

I11)

En este trabajo se analizaron los siguientes libros y los siguientes articulos:
S.P Bhachataryya, H. Chapellat, L.H. Keel: Robust Control: The parametric
Approach (1995)

M.M. Postnikov: Stable Polynomials (en ruso) (1981)

A.E. Choque Rivero: On matriz Hurwitz type polynomials and their interrela-
tions to Stieltjes positive definite sequences and orthogonal matriz polinomials
(2015)

A.E. Choque Rivero: On Dyukarev’s resolvent matriz for a truncated Stieltjes
matriz moment problem under the view of othogonal matriz polynomials (2015)

Presentamos dos demostraciones distintas y completas del teorema de Khari-
tonov

a) Una prueba moderna (ver 3.3).

b) A través del conjunto imagen (ver 3.5).

Aplicacion de resultado reciente:

Postulamos el teorema de Kharitonov mediante cuatro familias de polinomios
ortogonales y sus polinomios de segunda especie definidos en [0, 00). Presen-
tamos algunos ejemplos de nuestro resultado. Un estudio més detallado de la
relacion entre los polinomios ortogonales y el teorema de Kharitonov se reali-
zard en un trabajo posterior.

Organizacion de la tesis

En el capitulo 1 desarrollamos la teoria elemental de los polinomios estables y
exponemos también un resultado fundamental para garantizar la estabilidad de una
familia de polinomios llamado el teorema de interseccion de la frontera [3| y su
reinterpretacion el principio de exclusion del cero [3].
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XII RESULTADOS

En el capitulo 2 nos enfocamos en el estudio de la estabilidad a través de la imagen
de la parte par e impar (g(w) y h(w)) de un polinomio sobre el plano complejo (CAF),
el resultado méas importante de este capitulo es el teorema de Hermite-Biehler [11]
que establece una condiciéon suficiente y necesaria para que se cumpla la estabilidad
de un polinomio arbitrario. Cabe senalar que gran parte del capitulo 1 y el capitulo
2 son traducciones hechas del ruso al espafol del libro “Stable polynomials” M.M.
Postnikov [11]| por el profesor A.E. Choque [8].

En el capitulo 3 demostramos completamente y de dos formas distintas el teorema
de Kharitonov. Exponemos una interpretacion con un enfoque del tipo geométrico
y un ejemplo particular.

En el capitulo 4 comenzamos con algunos fundamentos de la teoria elemental
de los polinomios ortogonales y el problema de momentos, enunciamos un teorema
fundamental que relaciona los polinomios Hurwitz con los polinomios ortogonales y
reinterpretamos el teorema de Kharitonov a la luz de tal resultado.

Han sido parte de las referencias de esta tesis, S.P Bhachataryya, H. Chapellat,
L.H. Keel ver [3]|, V.L. Kharitonov ver [10], J. Ackermann ver [1] y referencias en
estos trabajos.



Abstract

“Nihil est in intellectu, quod non prius fuerit in sensu, nisi intellectus ipse”
There is nothing in the intellect that was not first in the senses, except the
intellect itself.

Gottfried Leibniz

Mostly, physical phenomena are described by mathematical models that enable
to study their behavior. Some of there models, are calculated by means of a system
of ordinary differential equation (ODE), of the following form:

x=Ax (1)

where A is a real matrix n x n of the type

0 1 0 - 0
0 0 1 0
A= : : : . :
0 0 0 R |
—Pn-1 —Pn-2 —Pn-3 "° —Po

The study of the stability and the asymptotic stability corresponding to system
(1) is a matter of vital importance in order to understand the physical phenomenon
that’s being analyzed. Due to the ODE theory, it’s known that systems of type (1)
have asymptotically stable solutions, if and only if the characteristic polynomial
associated to matrix A has all of its roots in C~. Frequently, parameters po, ..., Pn_1
aren’t accurate, then some kind of uncertainty comes up, this is called parametric
uncertainty. This thesis focuses on the study of the asymptotic stability of the ODE
(1) systems, which involves the study of the roots of the characteristic polynomial

Pa(N) = N4 pp A" po where py € g, Bi] (2)

this represents the uncertainty of system (1). The family of polynomials is call
interval polynomial (IP).

5 C~ denotes the open left half complex plane.
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X1V ABSTRACT

As an example we consider a mass attached to a spring whit 15 + 0,5 kg mass
attached to a spring k£ = 200 £ 10% that oscilates horizontally over a flat surface
whith damping constant is v = 9 4= 1s~!. Recalling the differential equation for the
damped motion, we obtein a family differential equations

&+ 203 + wir =0,
where = = 2I" y wy = \/g and where m € [14,5,15,5], k € [190,210] and v € [8, 10],

which implies that wi € [32, 2] and 2T € [32, 23]. We can write this equation as a

system linear differential equations by changing the variables,

()= ) ()

This system has the characteristic polynomial
Pe(A) = N> 420\ + wyj
where
e [350 420 16 20
07131729 31°29]"
which turns out to be an interval polynomial type (2). The problem regarding to
determine when an interval polynomial (2) is asymptotically stable is called robust

stability (RS) problem .
In this thesis, we study the (RS) problem.

} and QFE{



Indice

Agradecimientos

Resumen

Resultados

Abstract

1.

Introducciéon
1.1. Preliminares . . . . . . . . . .
1.2. El teorema de interseccion de la frontera . . . . . . . . . ... ...

. Alternancia y los indices de Cauchy

2.1. El teorema de Hermite-Biehler . . . . . . . . . . . . . ... ... ...
2.2, Indicesde Cauchy . . . . . . . . . ... .. ... ... ...
2.3. Indice y condicién de estabilidad . . . . . .. ... ... ... ...

. Polinomios intervalo

3.1. El teorema de Kharitonov . . . . . . .. ... ... ... .. ...
3.2. Alternancia y conjunto imagen . . . . . . . .. .. ... ...

. El teorema de Kharitonov mediante polinomios ortogonales

4.1. Teoria elemental de los polinomios ortogonales . . . . . . . . ... ..
4.2, Ceros . . . . . e
4.3. El problema de momentos . . . . . .. .. ... ... ..
4.4. Polinomios ortogonales de Stieltjes . . . . . .. ... ... ... ...
4.5. Un ejemplo ilustrativo: Oscilaciones amortiguadas . . . . . . . . . ..

de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

. Integral de Stieltjes

B.1. Medidas de Stieltjes y Borel . . . . . . . ... ... ... .. ... ..

VII

IX

XI

XIII

13

23
23
33
43

49
49
25

. Estabilidad asint6tica de una posicién de equilibrio de una familia

79

85
85

XV






Indice de figuras

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.

1.8.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

CAF de un polinomio de primer grado. . . . . . . . ... ... ..... 3
CAF de un polinomio de segundo grado. . . . . . . . . ... ... ... 4
Polinomio de grado tres, caso aj,as > 0, ajas < agas. . . . . . . . . .. 5
Polinomio de grado tres, caso as,a; > 0y asa; > agas. . . . . . . . .. 5
Polinomio de grado tres, caso as,a; >0y ap<0. . . .. .. ... ... 6
Polinomio de grado tres, caso as < 0, a; <0yag>0. ... ...... 6
La CAF intersecta dos veces el eje de las ordenadas y una vez el eje de

las abscisas. . . . . . ... 7
Ejemplo 1.1. . . . . . . . 18
Caracteristicade fase. . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 26
Propiedad de la alternancia. . . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 27
Propiedad de la alternancia para polinomios Hurwitz (Ejemplo 2.1). . . . 31
La alternancia falla para polinomios no Hurwitz(Ejemplo 2.2). . . . . . . 33
Cerosde tipo i) yii).. . . . . . o oo 42
Polosde tipo 1) y II). . . . . . .. oo 42
Alternancia de g(w) y hi(w) (Ejemplo 2.3). . . . ... ... ... ... 51
Alternancia de g(w) y ho(w) (Ejemplo2.3). . . . . ... ... ... ... 52
PP (w) < PY(w) (Ejemplo 2.3). . . ... ... 52
PP (w) < P°(w) < PY(w) (Ejemplo 2.3). . . ... ... ... ... ... 53
“Tubos” pareimpar. . . . . . .. ... 56
Ejemplo 3.2. . . . . . . 57
Conjunto imagen del polinomio intervalo (rectangulos de Kharitonov). . . 58
Alternancia de los polinomios ortogonales fg. . . . . . . . .. ... ... 73
Alternancia de los polinomios ortogonales f7. . . . . . . ... ... ... 73
Oscilador arménico. . . . . . . . . ... 74
Rectangulos de Kharitonov. . . . . . . . . . ... ... .. ... .. .. 7
"Tubos"de Kharitonov. . . . . . . .. . ... ... ... ... ... 7
Oscilador arménico amortiguado. . . . . . . . . ... 78

XVII






Capitulo 1

Introduccion

De esta suerte, toda la matemdtica representa un sistema de leyes “a priori”,
de leyes independientes de la experiencia y que se imponen a toda percepcion
sensible. Toda percepcion sensible que tengamos habrd de estar sujeta a estas
leyes y, esas leyes, no han sido inferidas de ninguna percepcion sensible. [...|
La matemdtica es, pues, como teoria del espacio y del tiempo, la serie de las

condiciones de todo fendmeno posible.

Immanuel Kant Critica de la razén pura

En este capitulo se analiza el polinomio P(z) de grado n, observamos el comporta-
miento de sus partes par e impar (ver (3.1.1)); este estudio nos lleva a definir la CAF
(ver (1.1.2)). Esto nos permite analizar las propiedades comunes que cumplen los
polinomios Hurwitz. Ademaés, se desarrollan dos teoremas importantes intimamente
relacionados con el problema de estabilidad robusta (teorema de interseccion en la
frontera y principio de exclusion del cero). Los resultados presentados fueron toma-
dos de «Stable Polynomialsy M.M Postnikov [11], [§], «Variable Compleja» M.R.
Spiegel [12] y «Robust Control: The parametric approach» S.P Bhachataryya, H.
Chapellat, L.H. Keel [3].

1.1. Preliminares
Los resultados de esta seccién han sido tomados de «Stable Polynomialsy M.M
Postnikov [11]. Sea dado el polinomio con coeficientes reales
P(z) =ag+ a1z + -+ ayz" con a, > 0.
Podemos reacomodarlo de la siguiente manera
P(2) = (ag + agz® + agz* + - ) 4+ z(a1 + az2® + asz* +---).
De forma explicita, si n es par (i.e n = 2m) tenemos

P(Z) = (ao~|—a222 +- - +&n_22n_2 +anz”) +z(a1 +a3z2 4. +an_3ZN—4+an_1Zn—2)



2 CAPITULO 1. Introduccion

y si n es impar (i.e n =2m + 1),
P(z) = (a0 +apz®++ - 432" 12" ) Fz(arFage? o an-02" T a2,

Para escribir estas formulas de forma conveniente, es recomendable introducir los
polinomios G(z) y H(z) (que estan relacionados con la parte par e impar de P(z),
ver (3.1.1)) definidos como sigue:

Glz) = g+ a2z + -+ ap_02™ M+ a2 ST no=2m,
Tl agFasz ot an32™ 2 a1 2™ st n=2m+1,

a, +asz+ -+ ap_32" 2+ a,_12™ Y si n=2m,
H(Z) = m—1 m ;
ay +azz 4+ -+ ap_9z + anz st n=2m-+ 1.
Es claro que P(z) = G(2?) + zH(z?). Colocando z = iw obtenemos
P(iw) = G(—w?) + iwH (—w?).
Asi que P(iw) = g(w) + ih(w) € C, donde
g(w) = G(—w?) y h(w) = wH(—w?). (1.1.1)

Para los polinomios con coeficientes complejos las expresiones son un tanto mas
complicadas. Su forma explicita no la estudiaremos en este trabajo.

Lema 1.1 Sin es par, entonces el grado del polinomio g(w) es n, mientras que el
polinomio h(w) es de grado no mayor a n — 1. Sin es impar, al contrario, el grado
de g(w) no es mayor an—1, mientras que el grado del polinomio h(w) es igual a n.

Demostracion
Es suficiente recordar que por condiciéon a,, > 0. O

Cuando w recorre desde —oo a +00, el nimero complejo P(iw) describe en el plano
complejo una curva con ecuaciones paramétricas

(@) = gw), () = h(w). (1.1.2)

Definiciéon 1.1 La curva (1.1.2) se llama caracteristica amplitud fase (CAF)
del polinomio P(z).

Durante el cambio de w de —oo a +00 el punto iw recorre el eje imaginario que es
la frontera del semiplano izquierdo del plano complejo. De ahi, la CAF es la imagen
del eje imaginario respecto de la transformacion z +— P(z) del plano complejo a si
mismo que es realizado por el polinomio P. El siguiente lema es obvio:
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Lema 1.2 El polinomio P(z) tiene una raiz imaginaria pura zo = iwy Si y s6lo si
z(w) y y(w) tienen como raiz comin a wy.

Definicion 1.2 (Estabilidad de Hurwitz) Consideremos el polinomio de grado n
P(z)=ap+arz+ -+ apz".

Se dice que P(2) es un polinomio Hurwitz (polinomio estable) si todas sus raices se
encuentran en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo.

El hecho de que x(wp) = 0, y(wo) = 0, significa que para w = wy la curva (1.1.2)
pasa por el origen. Por otro lado, la existencia de una raiz del tipo iwy significa que
P no es estable. De esta manera tiene lugar la siguiente afirmacion:

Corolario 1.3 Si los polinomios x(w) y y(w) tienen una raiz real comin (es decir,
la CAF pasa por el origen), entonces P no es un polinomio estable.

Por esta razon, el estudio de la estabilidad lo realizaremos solamente para polinomios
cuyas CAF no pasen por el origen.

Cuando los coeficientes del polinomio P son reales, de la formula (1.1.1) se sigue
que si sustituimos w por —w, entonces z(w) no cambia, mientras que y(w) cambia
de signo. Entonces la curva (1.1.2) es simétrica con respecto al eje de las abscisas
(eje real). Ademaés, a los puntos simétricos corresponden valores del parametro con
signo opuesto.

Paran =1, P(z) = a1z + ag, a; > 0.

P(iw) = ap +iaw,  g(w) = ap, h(w) = ayw.

l Esto significa que para el polinomio
de primer grado P(z) = a1z + ayp,
con coeficientes constantes, la CAF
es una recta vertical x = ag. Cuan-

» X do w crece de —o0 a +oo el punto
dg M(z(w),y(w)) de la CAF mondto-
namente se mueve a través de esta

recta de abajo hacia arriba.
Figura 1.1: CAF de un polinomio de primer grado.

De manera andloga, para n = 2, es decir, para P(z) = a2 + a1z + ag tenemos

g(w) = —agw? + ag, h(w) = ajw.
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Consecuentemente, para a; = 0 la CAF representa un semieje © < aq del eje de
las abscisas (que en principio recorre de izquierda a derecha y después de derecha a
izquierda)

Para a; # 0, la CAF es una parabola

az
T = ——2y2 + ag
ay

ao > X construida en este semieje.
En este dibujo la direcciéon del movi-
miento de la parabola corresponde al
caso a1 > 0; para a; < 0 el movimiento
tendra el sentido contrario.

Figura 1.2: CAF de un polinomio de segundo grado.

Paran = 3, P(z) = a3z® + a22® + a1z + ag. Asi,
_ 2 _ 3
Tr = —aow” +ag, Yy = —azw” + a1w.

Para ay # 0, esta curva se llama pardbola semictbica.

2 CL2 (051050

)2 = __g(x —ap)(x — A), donde A =ay — —.
as a3

La forma de esta curva depende de los signos de as y ay. Sus diferentes casos los
estudiaremos a continuacion.

Al igual que en la figura 1.1 y 1.2, la posicion del eje de las ordenadas x = 0 puede
ser cualquiera (depende del valor %A%. En particular, vemos que la CAF pasa por
el origen O(0,0) siy s6lo si ag = 06 A = 0, es decir, azag = ayaz. Desarrollemos
ahora los diferentes casos:

Caso ay,ay > 0, ajas < agas (lo que implica ag > 0).

La CAF tiene la forma de la figura 1.3, ademas el punto de origen se ubica a
la izquierda del punto x = A. De la condicién asa; < agas, se sigue que la CAF

intersecta el eje de las abscisas y =0 en w =0, w = &, /g—;.

Para r = 0, w = =+, /Z—g. Esto significa que durante el recorrido de w de —oo a

+00 (de manera monotona), la CAF cruza el eje de las ordenadas en el punto con

3
ordenada y = —as <— Z_2> + ay (—, /3—‘;) =4/ (aZ—ZO — a1> > 0, después cruza

tres veces el eje de las abscisas en —ag(g—;)—l—ao >0,a0 >0y —CLQ(Z_;>+CLO y finalmente

cruza el eje de las ordenadas en el punto con ordenada —, /22 (M — a1> < 0.

a2
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Para w — —oo la coordenada

y tiende a 400, mientras que la

coordenada x tiende a —oo. Es-

to significa que la CAF viene del

A infinito en el cuadrante superior
dp izquierdo. Para w — +o00 ambas

> X .
/ coordenadas x,y tienden a —oc.

Consecuentemente la CAF sale al
infinito en el cuadrante inferior

dy > 0 izquierdo.

Figura 1.3: Polinomio de grado tres, caso ay,as > 0, ajas < agas.

Caso ay, a1 > 0y asa; > apasz (es decir, A < 0). La curva
_ 2 _ 3
T = —aow” + ag, Yy = —azw” + aiw,

se representa con el mismo dibujo. Pero el origen se encuentra entre los puntos r = A
Yy xr = ap.

<

La CAF en principio intersecta el
eje de las abscisas, después el eje
de las ordenadas, nuevamente el

A /\ao eje de las abscisas, otra vez el eje

> X de las ordenadas y finalmente in-
tersecta el eje de las abscisas en
el punto A.

Figura 1.4: Polinomio de grado tres, caso as,a; > 0y asa; > agas.
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Caso as, a1 > 0y ag < 0.

y

A
La CAF se representa por la figu-
ra 1.5, el eje de las ordenadas se
encuentra a la derecha del punto
Ao X T = ag, y por eso no intersecta la
CAF.
a>0

Figura 1.5: Polinomio de grado tres, caso as,a; >0y ay < 0.

Y

Caso as < 0,a; <0yag>0.

Observemos que se comporta como el dibujo anterior pero con el eje de las
ordenadas a la izquierda del punto x = ay.

y
A
La CAF intersecta solamente una
vez el eje de las abscisas en w = 0
> X y no intersecta al eje de las orde-
do nadas.

a<0

Figura 1.6: Polinomio de grado tres, caso as <0, a; <0y ag > 0.
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Caso ay < 0 (az > 0),a9 < 0y a; <0. Se representan con las siguientes figuras:

y y
A

Y
x
Y
x

a<0 a >0

Figura 1.7: La CAF intersecta dos veces el eje de las ordenadas y una vez el eje de las
abscisas.

Caso ay = 0 (degenerado). La coordenada x mantiene su valor constante ay.

Esto significa que la CAF es una recta vectical x = ag, ya que y = —w(azw? —a,);
el punto M de la CAF que corresponde al valor del paramétro w, para w suficiente-
mente grande en valor absoluto y negativo, se ubica en la parte superior de la recta
xr = ag. Para w que crece el punto M baja por la recta. Para w que tiende a +oo
la CAF sale al infinito en la parte inferior de la recta x = ag. Ademas, dependiendo
del signo de ay, el punto M, o se mueve monétonamente de arriba hacia abajo, o
realiza una oscilacion cerca del punto de interseccion con el eje de las abscisas.

Ahora, recordemos que el punto M (z,y) del plano representa el nimero z =
x +iy. Si M # 0, es decir, z # 0, el angulo ¢ del vector O—]\}[ con el eje de las
abscisas (en el sentido opuesto a las manecillas del reloj) se denota como arg(z) y se
llama argumento del nimero complejo z. El argumento esté definido con exactitud
hasta valores del tipo 27n, n € Z, es decir, junto al nimero ¢, cualquier nimero del
tipo ¢+ 27mn también es argumento del nimero complejo z. Para z = 0 el argumento
no esta definido. En el calculo del argumento se utilizan las formulas

Cos p = B sin g = N (1.1.3)

de las cuales en particular se sigue que tan ¢ = Q
x
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Propiedades del argumento

1. El argumento de la multiplicacion de dos niumeros complejos es igual a las
suma de los argumentos de sus factores

arg 2129 = arg z; + arg zs. (1.1.4)

El sentido de esta formula consiste en que escogiendo argumentos arbitrarios 1, @9, (3
de 21, 29, 23, tal que z3 = 2125 se tiene la igualdad

3 =1+ @2+ 2mn, n €Z.

En la demostracion de este hecho se recurre a la demostracion de las igualdades

cos 3 = cos(p1 + ¢2), sings = sin(p; + ps),

que se sigue de (1.1.3), si se comparan las formulas de multiplicacion de ntmeros
complejos con las formulas de suma de funciones trigonométricas.

La siguiente propiedad se refiere a una funciéon continua, t — z(t), definida en
[a,b] (el caso a = —o0, b = 400 no se excluyen) que toma valores diferentes de cero
en C. Colocando z(t) = x(t) + iy(t), esta funciéon representa una curva continua en
el plano que no pasa por el origen y que tiene la ecuacién paramétrica x = z(t),
y = y(t). Ya que z(t) # 0, entonces esta definido el argumento ¢(t) = argz(¢).
Asi surge la pregunta, jpara todo ¢ se puede escoger el argumento ¢(t) del ntumero
complejo z(t) tal que se obtenga una funcion continua?. A primera vista es obvio que
tal seleccion se puede realizar siempre, ademas, para cualquier to € [a, b], escogemos
de manera arbitraria el argumento ¢y = ¢(to) de zp = z(ty), esto junto a la condiciéon
de continuidad define de manera univoca ¢(t) para todo t € [a,b]. A pesar de que

x
la relacion tan ¢ = — no define el argumento ¢ del nimero z = x + iy (ya que con

¢ a este numero le corresponde ¢ + ), sin embargo, en virtud de la continuidad de
la funcion ¢(t), mediante la relacion

y(®)
tan(t) = 22t € [a,b 1.1.5
wiplt) = U5 t€ lad (115)
y la condicion inicial ¢(tg) = o, @(t) se determina de manera univoca. De lo

anterior, tiene lugar la siguiente proposicion:

2) Sea z(t) = x(t) + iy(t) una funcion compleja continua definida en el intervalo
[a,b], cuyos valores son distintos de cero y sea o el argumento de z(ty), donde
a <ty <b, entonces existe una inica funcion ¢(t) en [a,b] que satisface la rela-
cion (1.1.5) y tal que ¢(ty) = o.
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La demostracion requiere del uso de las propiedades de las funciones continuas y
nosotros la omitimos. Aplicando esta propiedad a la CAF de P(iw) = g(w) + ih(w),
obtenemos el siguiente lema:

Lema 1.4 Si los polinomios g(w) y h(w) no tienen raices reales comunes, entonces
existe una unica funcion w — p(w), w € (—oo, +00) tal que se cumplen las siguientes
propiedades:

1. ¢ es continua para todo w € (—o0, +00).

2. Para w =0 el numero ¢(0) satisface, —m < ©(0) < 7y

cos p(0) = Gk sin p(0) = 7

3. Para todo w € (—o0, +00) tiene lugar
tan p(w) = ——=.

Observacion 1.1 Notemos que para un polinomio P con coeficientes reales el nii-
mero ¢(0) es igual a cero para ag > 0 y 7 para ag < 0.

Definicion 1.3 La funcion ¢ @ w — @(w) que satisface las condiciones del lema
1.4 se llama funcion de fase y su grifica se llama caracteristica de fase del
polinomio P(iw) = g(w) + ih(w).

La funcién de fase determina como gira el radio vector del punto de la CAF cuando
w recorre de —oo a +00. Si n es impar, de acuerdo al lema 1.1

polinomio de grado n

t = .
an ¢ (w) polinomio de grado <n —1
De ahi,
lim tan ¢(w) = +c0.
w—r00
Si n es par
polinomio de grado <n —1
tan p(w) = . .
polinomio de grado n
es decir,

lim tan ¢(w) = 0.

w—r00

De lo anterior se tiene el siguiente lema:
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Lema 1.5 Para la funcion fase existen los siguientes dos limites:

p(=00) = lim p(w), p(+00) = lim (w).

wW——00 w—>—+00

Ademas, sin es impar entonces

T T
p(—00) = §+P7T, p(+00) = §+q7T-

Sin es par
p(—00) = pm, p(+00) = g,
donde p,q € 7.

De este lema se sigue que la caractéristica de fase tiene 2 asintotas horizontales. La
distancia entre ellas es (¢ — p)m. De esta manera aunque ambas alas de la caracte-
ristica de fase (para w — —00 y w — +00) no se acercan a los ejes de coordenadas
(ambas coordenadas crecen en valor absoluto), sin embargo, la direccion del radio

vector OM tiende a la direccion del eje de las ordenadas para n impar y a la direc-
cion del eje de las abscisas para n par.

De lo anterior, tenemos que para n impar la coordenada y crece en valor absoluto
méas rapidamente que la coordenada .

Del lema 1.5 se sigue que cuando w recorre de —oo a 400, el radio vector OM realiza
un nimero entero de medias vueltas igual a ¢ — p. Este niimero es una caractéristica
muy importante del polinomio P. Lo denotamos como AP, es decir,

AP = (p(+00) — p(~00)).

Para el calculo de la funcién de fase es conveniente el uso del siguiente resultado:

Lema 1.6 Sea P = PP, y sean ¢, p1 y @2 las funciones de fase de los polinomios
P, P, y P, respectivamente. Entonces p(w) = p1(w) + po(w) + 2nm para todo w tal
que —00 < w < 400, donde n =0, n+ 1 (no depende de w).

De esta manera, con exactitud de hasta un sumando del tipo 27, la funciéon fase de
la multiplicaciéon de dos polinomios es igual a la suma de las funciones de fase de
sus factores.

Demostracion

De acuerdo a la propiedad (1) del argumento (pag. 8)

arg P(iw) = arg Py (iw) + arg Py (iw),

es decir,
o(w) = p1(w) + p2(w) + 2nm,
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donde neZ. En particular, ¢(0) = ¢1(0)+¢2(0)+2nm, sin embargo, por la condicion
del lema 1.4 tenemos

-7 < 30(0) <m —7m< 901(0> <m —7m< ()02<0) =7

y por eso
=31 < 9(0) — ¢1(0) — 2(0) < 3,
es decir,
=31 < 2nm < 3m.
Consecuentemente n = 0, n = £1. O

Corolario 1.7 Para cualesquiera polinomios Py, Py tiene lugar la iqualdad

AP Py =AP, + AP,.

Antes hemos estudiado el polinomio P(z) = a1z + ag, a; > 0 para qg real.
Si ag es complejo, ag = a + i, entonces x(w) = a y y(w) = ayw + B, y por eso la
CAF del polinomio P representa la recta = «, para w que recorre de —oo a +00,
el punto M (x(w),y(w)) se mueve uniformemente de abajo hacia arriba. De ahi, para

a < 0 el &ngulo ¢ que forma el vector OM con el eje de las abscisas decrece de —%71’

a 5, mientras que para a > 0 crece de —7 a 7. De esta manera, la funcion de fase
del polinomio P(z) = ayz + ag, para a < 0 decrece monotonamente, y para o > 0

crece monotonamente. Ademés en el primer caso AP = —1, en el segundo AP = 1.

Proposicion 1.8 La funcion de fase de un polinomio estable crece mondtonamente.

Demostracion

Ya vimos que esta afirmacion es cierta para polinomios lineales. Ya que la suma de
funciones mono6tonas es monoénota, y tomando en cuenta el lema 1.6, se tiene que
la propoposicién es vélida para el polinomio P que es multiplicacion de polinomios
estables. Notemos que un polinomio es estable si y s6lo si es multiplicaciéon de poli-
nomios estables de primer orden. O

Teorema 1.9 Si un polinomio P no tiene raices imaginarias puras y posee k raices
con parte real negativa y I raices con parte real positiva (cada raiz se toma en cuenta
tantas veces sea su multiplicidad, es decir, k + 1 = n) entonces AP = k —1 vy
consecuentemente

AP =2k —nyAP =n—2I.



12 CAPITULO 1. Introduccion

Demostracion
Sea A’P = k — [. De acuerdo a lo anterior, si P es lineal tenemos

A'P = AP.

Es claro que
AP P, =AP + APy,

para cualesquiera P;, P, sin raices imaginarias puras. De ahi,
A'P=AP

para todo P que no posee raices imaginarias puras y que es producto de polinomios
de primer grado. Para concluir la demostracion queda recordar que la propiedad
anterior tiene lugar para cualquier polinomio P. O

Corolario 1.10 EI polinomio P de grado n que no tiene raices imaginarias puras
es estable si y solo st AP = n.

Observacion 1.2 Se cumple la siguiente desigualdad
—n < AP <n.

Ademds, AP yn son par o impar al mismo tiempo.

Observacion 1.3 Si AP = —n, el polinomio P se llama completamente inestable.
Estos polinomios tienen todas sus raices con parte real positiva. Para polinomios
completamente inestables la funcion de fase decrece mondtonamente.

Por ahora dejaremos este estudio y lo retomaremos més adelante en el capitulo
2. Nuestra atencion se centrara en el estudio de una familia de polinomios cuyos
coeficientes dependen de forma continua de un parédmetro, es decir, consideremos el
polinomio (la familia de polinomios)

P(z,A) = po(A) +p1(A)z + -+ pa(N)2",
donde A € [a,b] vy pi(N) : [a,b] — R es una funcion continua para i = 0,...,n.

Nos preguntamos por las condiciones suficientes y necesarias con las que podemos
garantizar la estabilidad de todos y cada uno de los polinomios en la familia.
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1.2. El teorema de interseccion de la frontera

Los resultados siguientes fueron tomados de «Variable Compleja» M.R. Spiegel
[12]. Comenzaremos con el conocido principio del argumento de la teoria de variable
compleja.

Teorema 1.11 (del argumento)[12] Sea f(z) analitica dentro y sobre una curva
simple cerrada C, excepto para un polo z = « de orden (multiplicidad) p dentro de
C. Supongamos ademds, que dentro de C, f(z) tiene unicamente un cero z = [3 de
orden (multiplicidad) n y ningin cero sobre C. Entonces

L fre,
2m,7£ f(z)d p. (1.2.1)

Demostracion
Sean C; y I'y circulos disjuntos dentro de C rodeando z = o'y z = [ respectivamente.
Entonces por la propiedad de la integral de contorno tenemos

L rFe), L [P
i o F O T wm b T T b e (1.22)

Como f(z) tiene un polo de orden p en z = «, podemos escribir

f(2) = ——, (1.2.3)

donde F'(z) es analitica y diferente de cero dentro y sobre C;. Tomando logaritmos
en (1.2.3) y diferenciando, hallamos

e _F)
f(z2)  F(2) (z2—0) (1.2.4)
asi que
e, L FE, e
2mi Je, f(Z)d 27 Je, F(z)d 27 Jo, (2 — a) 0—p. (1.2.5)

Ahora, como f(z) tiene un cero de orden n en z = /3, tenemos

f(z) = G(2)(z = B)", (1.2.6)

donde G(z) es analitica y diferente de cero dentro y sobre I';.
Luego, por diferenciacién logaritmica
/ G/

f2) "Gl =By
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asi que
f(2) 1 G'(2) n dz
— d d — =0 . 1.2.8
mi e J mib e T mib e " (128)
Por lo tanto, de (1.2.5) y (1.2.8) finalmente obtenemos
1 / / /
— / (Z>dz = — / (Z)dz — / (Z)dz =n—Dp. (1.2.9)
2l AT TR TT AP KT A e
O

De lo anterior se desprende el siguiente teorema:

Teorema 1.12 (de Rouché)[12] Sean f(z) y g(z) dos funciones analiticas dentro
y sobre una curva simple cerrada C, si |g(z)| < |f(z)| sobre C, entonces f(z) y
f(2) 4+ g(z) tienen el mismo nimero de ceros en el interior de C.

Demostracion
Sea F(z) = f(z a fin que g(z) = f(2)F(z) o brevemente g = fF. Luego, si Ny y
N5 son el ntimero de ceros en el interior de C de f + g y f respectivamente, usando

el hecho que estas funciones no tienen polos en el interior de C, tenemos, segtin el

teorema anterior,
/ 1 /
LIy, NQ:—,Y{Ldz.
21 C f

YT o c [+yg
Entonces
/ /F FI /
NN, = g, LT,
2m Je f+fF 2mi Jo f
j{f’1+F +fF’ ]{f’d
= z
27i 1+ F) Comi
! F/ /
L, ]g r
2m Je f 1+ F 2w
1 F’
= — dz.
27TZ c 1 —+ F
Expresando HLF en serie de potencias

1

: F+ F? —
27TZ C

F'(1— F3+..)dz
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y por hipotesis | F'(z)| < 1 sobre C de modo que la serie es uniformemente convergente
sobre dicha curva. Integrando término a término, (ya que F'F" es analitica para toda

i) obtenemos el valor
o0

1 X
— F'F'dz = 0.

Por lo tanto Ny = Ny, lo que completa la prueba. O

Notemos que la condicion |g(z)| < |f(z)| en C implica que ni f(z) ni f(z) + g(2)
pueden ser cero sobre C.

Por 1ltimo, los resultados de lo que resta del capitulo han sido tomados de «Robust
Control: The parametric approach» S.P Bhachataryya, H. Chapellat, L.H. Keel [3].
El siguiente teorema es una aplicacion del teorema de Rouché.

Teorema 1.13 /3] Sean

m

P(z)=po+piz+ - +pa2" = [[(z = 2)", pa #0,
7=1
Q(z)=(po+e)+pi+e)z+ -+ (p,+e)2"

y consideremos una circunferencia C, de radio ry, centrada en zj, la cual es una
raiz de P(z) de multiplicidad ty. Fijemos 1y, de tal forma que

0 <rg <min{|z, — 2|}, para j=1,2,. k—1k+1,... 5m.

Entonces existe un nimero positivo € > 0 tal que Q(z) tiene t;, ceros dentro de Cy,
siempre que |¢;| < € parai=0,1,... n.

Demostracion

P(z) es una funciéon continua en Ci, que es un conjunto compacto, por lo que la
funcion |P(z)| alcanza un valor minimo sobre C. Notemos que |P(z)| > 0V z € Cy
(ya que por definicién de Ci, P(z) es distinto de cero sobre dicha circunferencia),

por lo tanto
0 < 0, = min{|P(z)|}.

z€Cy,
Por otro lado, consideremos el polinomio R(z) definido por
R(z) =€+ €12+ +€,2",

entonces Q(z) = P(z) + R(z), queremos probar que |R(z)| < |P(z)| para todo z en
Ci. Si z pertenece al circulo Cy entonces

|R(2)| = leo + €12+ -+ - + €,2"

< leol + lea] |2 + - - 4 [en] [2"]



16 CAPITULO 1. Introduccion

< leo| + leal (|12 = 2el + |2e]) + - - + [enl (12 = 2| + |z&])".
Si tomamos |¢;| < € para toda i, se cumple que

n

R <€D (et [al),

llamemos
n

M= (i + |aly

J=0

y notemos que M}, es fijo. Escogemos e de tal forma que € < J\‘i]—’; entonces

B
|R(2)| < eMy, < ﬁkMk = O,
k

asi

[R(2)| < o < |P(2)]

sobre Ci. Entonces por el teorema 1.12, P(z) y P(z)+ R(2) tienen el mismo ntimero
de raices dentro de Ci. Ya que P(z) tiene t; raices dentro de Cj, (contando multipli-
cidades) concluimos la demostracion. O

Corolario 1.14 /3] Fijando m circunferencias Cy, ...,C,,, que son ajenas por parejas
y estén centradas en zq, ..., 2, respectivamente y aplicando sucesivamente el teorema
anterior, podemos concluir que existe un € > 0 tal que, para cualquier conjunto de
nimeros {€o, ..., €, } que satisfacen |e;| < € parai =0, ...,n, Q(z) tiene precisamente
tj ceros dentro de cada circulo C;.

Observacion 1.4 Por el corolario 1.14 y el teorema 1.13, el conjunto de polinomios
Hurwitz de grado n (denotemoslo por H, ), es un conjunto abierto en el espacio de
los coeficientes, el cual es un subconjunto de R™. Es decir, si P(z) = ap + a1z +
o4 a,2" € H, entonces existe € > 0 tal que, si |e;| < e Vi=0,1,...,n, entonces se
cumple que Q(z) = (ag + €0) + (a1 + €1)z + -+ + (an + €,)2" € Hy.

El teorema y corolario anteriores nos llevan al teorema de interseccion de la frontera.
Consideremos el plano complejo C y sea & C C un conjunto abierto dado. Sabemos
que S y su frontera 9§, junto con el interior U° del conjunto cerrado Y = C — S,
forman una particion del plano complejo, esto es:

SUuosuu° =C, SNU=8NIS=0SNU° = .
Supongamos ademas, que cada uno de estos tres conjuntos es no vacio.

Definiciéon 1.4 Bajo estas condiciones decimos que S es una region de estabilidad
si para todo polinomio P(z), el hecho de que P posea todas sus raices en S implica
que P es estable.
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Estas suposiciones son muy generales. En la teoria de la estabilidad, podemos elegir
para S el semiplano abierto C~ (para sistemas continuos) o el disco unitario abierto
D C C (para sistemas discretos) [3, Capitulo 1 pag. 33| o cualquier subconjunto
adecuado de éstos.

Consideremos una familia de polinomios P(z, ) que satisfaga la siguiente condicion:

Hipotesis P(z, \) es una familia de polinomios
1. de grado constante n respecto a la variable z,

2. continuos con respecto de la variable A para A € [a, b].
Un elemento tipico de la familia P(z, \) puede ser escrito como
P(Z, >\) = po()\) +p1(/\)z + -+ pn<>\)2n,

donde po(A), p1(A), ..., pn(A) son funciones continuas de A en [a, b] y donde p,(A) # 0
para todo A € [a,b]. Por la observacion 1.4, el conjunto de polinomios de grado n
que tiene todas sus raices en un conjunto abierto @ también es abierto. En el caso
anterior, si para algtn ¢ € [a, b], P(z,t) tiene todas sus raices en S, entonces siempre
es posible encontrar un ntmero real positivo « tal que

Vi' e (t — a,t+a)Na,b];  P(z,t') tiene todas sus raices en S (1.2.10)
Esto nos lleva al siguiente resultado fundamental.

Teorema 1.15 (de interseccion de la frontera)[3] Si P(z, \) satisface la hipdtesis
anterior, P(z,a) tiene todas sus raices en S y P(z,b) tiene al menos una raiz en U,
entonces existe un numero p € (a,b] tal que

1. P(z,p) tiene todas sus raices en S U IS y

2. P(z,p) tiene al menos una raiz en 0S.

Demostracion
Introduzcamos el conjunto E de nimeros reales ¢t € (a, b] que satisfacen la siguiente
propiedad:

Vi' € (a,t);  P(z,t') tiene todas sus rafces en S.
Por hipoétesis, sabemos que P(z,a) tiene todas sus raices en S y por lo tanto, como
se menciond anteriormente, es posible encontrar un o > 0 tal que

Vt' € [a,a+ a) N [a,b];  P(z,t) también tiene todas sus raices en S.

Notemos que a+a < b, (ya que si no fuera asi, [a, a+«a)N[a, b] = [a, b] y por hipotesis
P(z,b) tiene al menos una raiz en ). Por lo tanto £ es no vacio (5 pertenece a £).
Ademas el conjunto E tiene la siguiente propiedad,

si ts € E y a<t; <ty, entoncest; € F. (1.2.11)

Dado esto, se tiene que F es un intervalo, ademés p = sup E existe ya que F estéa
acotado superiormente por b. Ahora, procediendo por contradiccion, supongamos
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a)

P(z, p) tiene todas sus raices en S.
Entonces necesariamente p < b y seria posible encontrar un v > 0 tal que

Vi'e (p—v,p+7)N[a,b]; P(z,t) tiene todas sus raices en S.

Como consecuencia p + v < by esto implica que p + 3 € E lo cual contradice la
eleccion de p.

P(z,p) tiene al menos una raiz en U°.
Entonces, por el teorema 1.13 podemos encontrar un a > 0 tal que

Vi'e (p—a,p+a)Nla,b]; P(z,t) tiene al menos una rafz en U°.

Por otro lado, dado que p es el supremo del conjunto E, tenemos que Ve > 0
p — € no lo es; por lo tanto, para € suficientemente pequenio (i.e a < p — €) existe
t tal que p — e < t < p, lo que implica que P(z,t) tiene todas sus raices en S
(i.e t € E). Asi que, por la ecuacion (1.2.11), p — e € E. Tomando 0 < € < «
llegamos a una contradiccion.

De a) y b) concluimos que P(z, p) tiene todas sus raices en S UJS y al menos una
raiz en 0S. -

Ejemplo 1.1 Sea S =C~, 9§ =iy, ye R, U = C—S§ y consideremos la familia
de polinomios

P(z,A) = po(A) + pi(A)z + pa(N)2%,
donde

po(N) =2\, pi(A) = =3 Cos(m)), pa(\) = Sen*(m\) +1, con \€ [-1,2]

<

N
/Q\//

Figura 1.8: Ejemplo 1.1.
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Algunos polinomios de la familia se ilustran en la figura 1.8. El polinomio P(z,—1) =

2432+ 22, el cual tiene las raices z; = —1 y 2o = —2, es un polinomio estable. Por
otro lado, el polinomio P(z,2) = 4 — 3z + 22, que tiene las raices z; = %(3 —iV/7)
Y 2o = %(3 + zﬁ), es inestable, asi por el teorema anterior, podemos encontrar un
p € [—1,2], tal que P(z, p) tiene sus raices en SUIS. Tomando p = 1/2 observamos
que P(z,p) = 1+ 222, por lo que sus raices son z, = \/LE Y 2o = \_/—%

El siguiente resultado da un ejemplo de una situacion en la que la hipotesis sobre
el grado puede ser relajada.

Teorema 1.16 [3/ Sea S una region de estabilidad y sea {P,(z)}nen una sucesion
de polinomios estables sobre S de grado acotado, supongamos que P,(z) — Q(z).
Entonces las raices de Q(z) se encuentran en S U JS.

En otras palabras, el teorema nos dice que el limite de una sucesiéon de polinomios
estables de grado acotado, s6lo puede tener raices inestables en la frontera de la
region de estabilidad.

Demostracion

Por hipoétesis, existe un entero N tal que el grado de P, < N para todo n > 0. Por
lo tanto, podemos escribir,

Po(2) = pon +pinz + -+ pyaz V.

Ya que la sucesion {P,(2)},en converge a Q(z), entonces Q(z) tiene grado menor o
igual a IV, asi que también podemos escribir

Qz) = QO+QIZ+"'+QNZN-

Ademés,
lim pg, =qw, parak=0,1,...,N. (1.2.12)
n—o0

Ahora, supongamos que ((z) tiene una raiz z*, la cual se encuentra en U°. Mos-
traremos que esto conduce a una contradiccion. Dado que U° es abierto, podemos
encontrar un numero positivo r, tal que el disco C centrado en z* y de radio r es-
ta contenido en U°. Por el teorema 1.13, existe un ntimero positivo € tal que para
le;] <ei=0,1,..., N, el polinomio

(o +€0)+ (1 +e)z+-+ (g +en)2", (1.2.13)

tiene al menos una raiz dentro del circulo C C U°. Ahora, de acuerdo a (1.2.12), es
posible encontrar un entero ny tal que

n>ny = |pgkn—aqr <€ para k=0,1,...,N. (1.2.14)
Por lo tanto, (1.2.14) implica que para n > ng

(g0 4+ Posn — q0) + (@1 +P1n— @)z + 4 (qn + Pnp — qn) 2" = Po(2)
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tiene al menos una raiz en C C U°, lo cual contradice el hecho de que P,(z) es
estable para todo n. O

El teorema de interseccion de la frontera también puede ser aplicado a una fami-
lia de polinomios para detectar la presencia de polinomios inestables en la familia.
Suponga que P(z,v) denota un polinomio cuyos coeficientes dependen continuamen-
te sobre el vector de parametros v € R""! el cual varia en un conjunto 2 C R**!
y por lo tanto, genera una familia de polinomios

A(z) :=={P(z,v) : veQ}. (1.2.15)
Un polinomio tipico de la familia A(z) puede ser escrito como
P(z,w) =wo +wiz+ -+ +w,z", donde (wy,ws,...,w,) =w € Q.

Nos es dada una region de estabilidad S y deseamos determinar si la familia A(z)
contiene polinomios inestables. El siguiente teorema es una version alternativa del
teorema de interseccion de la frontera.

Teorema 1.17 [3/(Principio de exclusion del cero) Asumamos que la familia (1.2.15)
es de grado constante, que contiene al menos un polinomio estable y que ademds S
es arcoconezo (ver apéndice B.3). Entonces la familia entera es estable si y solo si

0¢ A(z%), Vzreds.

Demostracion
=] Supongamos que la familia A(z) es estable (i.e todas las raices de los polinomios
en la familia se encuentran en §). Procedemos por contradiccion, supongamos que
0 € A(z*) para algtn z* € 9S8, es decir, P(z*,v) = 0 para algin v € Q < 2* es raiz
del polinomio P(z,v) € A(z), lo cual es una contradiccion, ya que supusimos que
las raices de P(z,v) pertenecen a S para todo v € Q.
<] Ahora supongamos que 0 ¢ A(z*) para ningin z* € dS, procedemos por con-
tradiccion, sea v, € ) tal que P(z,v,) es inestable (i.e tiene al menos una raiz en
U = C — §). Por hipotesis, existe un vector v, € Q tal que P(z,v,) es estable.
Sea Cl,p un camino que conecta a v, con vy, (i.e 3 f : [a,b] <+ Clqp), la cual es un
homeomorfismo). En otras palabras f(xz) = v € Cj,p es una funciéon continua con
inversa continua y biyectiva. Definimos la familia de polinomios

Pe . (z,2) =vo(z) +v1(x)z + -+ - + v, ()27, (1.2.16)

[a,b]

donde (vg, v1, ..., v) = V € Clay. Es claro que la familia (1.2.16) cumple las siguientes
propiedades:

1. Es de grado constante con respecto a la variable z (ya que Fe,, , (z,7) C A(z)),

2. es continua con respecto a z en el intervalo [a, b] (puesto que f(x) es continua).
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Por lo tanto, podemos aplicar el teorema de interseccion de la frontera a dicha
familia. Es decir, 3 p € (a, b] tal que

1) Fe,,(z,p) tiene todas sus raices en S UIS y
) FPe,, (2, p) tiene al menos una raiz en 9S.

Ahora, dado que € es arcoconexo, tenemos que Cj,p C €2 para todo camino que une
a v, con v, y por lo tanto f(p) =v, € Q@ = P(z,v,) € A(z) tiene una raiz en 0S.
Designemos a dicha rafz por z*, en otras palabras P(z*,v,) =0 = 0 A(z") lo
cual es una contradiccion, con lo que queda demostrado el teorema. O






Capitulo 2

Alternancia y los indices de Cauchy

En este capitulo caracterizamos el conjunto de polinomios Hurwitz, esto nos permite
conocer las propiedades de un polinomio con el objetivo de garantizar su estabili-
dad. Dicha caracterizacion la provee el teorema de Hermite-Biehler. También, por
medio de los indices de Cauchy, obtenemos un método cuantitativo que nos permite
corroborar la estabilidad de un polinomio. Todos los resultados presentados en este
capitulo se tomaron de «Stable Polynomialsy M.M Postnikov [11], méas precisamente,
de su traduccion [8].

2.1. El teorema de Hermite-Biehler

En esta seccion presentamos el teorema de Hermite-Biehler, también denominado
teorema de la alternancia. Consideremos un polinomio de grado n

P(z)=ap+a1z+ -+ a,2", a, >0,
tenemos la siguiente propiedad:
Proposicion 2.1 Si P(z) es un polinomio con coeficientes reales Hurwitz, entonces
a; >0 j=0,1,...,n—1.

Demostracion

Sean z; = —a; + [ con j = 1,..,p raices complejas de P(z) y 2, = —7; con
k =1,...,q sus raices reales (o; > 0,7, > 0 ya que P(z) es Hurwitz).

Ademas, sean o; (j = 1,...,p) v sx (kK = 1,...,¢) las multiplicidades de z; y 2

respectivamente, entonces
p q
n= E 20, + g S
j=1 k=1

23
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Notemos que por cada raiz compleja, aparece también como raiz su conjugado.
De esta forma, podemos escribir

q

p
P(z) = a, H (z4+a; —iB;)7 (2 + a; +1i6;)% H (2 4 v)°F,
j=1

k=1

realizando la multiplicacién

P q
an [T (22 + 2052+ a2 + 837 [ ] (2 + )™

j=1 k=1

Note que todo el producto es positivo, por lo tanto a; > 0 paratodo j =0,1,...,n—1.
O

Sea P un polinomio estable de grado n. Entonces, como ya se demostrﬁ)n el
capitulo 1, cuando w crece mondétonamente de —oo a +oo el radio vector OM de
la CAF se mueve monétonamente en direccion positiva (contra las manecillas del
reloj). Si los coeficientes del polinomio son reales, para w — —o0 y para w — 400,
las coordenadas x(w), y(w) tienen, como es facil ver, signos que dependen del residuo
de n entre 4 (recuerde que para polinomios con coeficientes reales g(w) y h(w) estan
definidos por los polinomios G(—w?) y H(—w?) respectivamente).

Para w — —o0

Residuo | = | y
0 + |+
1 + | =
92 N
3 — | +
Para w — 400
Residuo | = | v
0 + | -
1 + |+
2 - |+
3 | =

En otras palabras, el movimiento de la CAF para n = 2m + 1 comienza en el
cuarto cuadrante, derecho inferior, si m es par (o en el segundo cuadrante, izquierdo
superior, si m es impar), mientras que para n = 2m la CAF comienza o en el primer
cuadrante, derecho superior, si m es par (o en el tercer cuadrante, izquierdo inferior,
si m es impar). Y termina, para n = 2m + 1 y m par, en el primer cuadrante (para
m impar en el tercer cuadrante).

Para n = 2m y m par, la CAF termina en el cuarto cuadrante (para m impar termi-
na en el segundo cuadrante). Ademas, para w — +oo la direccion del radio vector
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—

OM tiende a la direccion del eje de las ordenadas para n impar, mientras que para
n par, tiende al eje de las abscisas. Las formas aproximadas de la CAF en los cuatro
casos son las siguientes:

m2& 2mod 4

En lo que respecta a la caracteristica de fase, en los cuatro casos se puede tener la
grafica del arcotangente ubicada en una franja de ancho nm.

La frontal inferior de esta franja corresponde a ¢ = —%F, mientras que la superior
ap="1r.

Durante el recorrido de w de —oo a 400, la CAF consecutivamente cruza los ejes de
coordenadas.

Para n impar la CAF en principio cruza el eje de las abscisas y después el eje de las
ordenadas, después nuevamente el eje de las abscisas, etc. por dltima vez, cruza el
eje de las abscisas.

Para n par, la CAF primero cruza el eje de las ordenadas y después el eje de las
abscisas, nuevamente cruza el eje de las ordenadas, etc., por ultima vez cruza el eje
de las ordenadas.

En ambos casos, se tienen 2n — 1 puntos de intersecciéon. Sean
W < wp < -+ < Wap—1 (211)

los valores correspondientes w, es decir, los valores para los cuales la CAF cruza los
ejes de coordenadas.
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Figura 2.1: Caracteristica de fase.
Si para w = w; la CAF cruza el eje de las abscisas, entonces h(w;) = 0, y

en sentido contrario, si h(w;) = 0 entonces para w = w; la CAF cruza el eje de las
abscisas. De manera analoga, los valores w; para los cuales g(w;) = 0 son exactamente
los valores del pardmetro w para los cuales la CAF cruza el eje de las ordenadas.
Consecuentemente, los valores de (2.1.1) representan las raices de los polinomios
g v h, ademéas ninguno de los valores vecinos son raices de un mismo polinomio.
Precisando, si n es impar, entonces wq,ws,...,ws,—1 son raices del polinomio h;
mientras que ws, Wy, . . ., Ws,_s ron raices del polinomio g.
Por otro lado, si n es par, wy,ws, .. .,ws,_1 son raices del polinomio ¢g; mientras que
Wo, Wy, - . . ,Wa,_o TON Taices del polinomio h.
Todo esto se puede ver atin més explicitamente en términos de la caracteristica de
fase (es decir, la funcién ¢). Considérese el plano con coordenadas (w, ¢). Sea Ly
la recta horizontal dada por ¢ = (k —n)%, k= 1,...,2n — 1. Sea wy, el valor de w
para el cual la caracteristica de fase cruza la recta L;. Esta claro que si k — n es
par, entonces h(wy) = 0, si kK —n es impar entonces g(w,) =0 (k—n =2m — L =
mr; p(w) = mr — tanp(w) = % = 0 de forma similar para k —n = 2m + 1).
Consecuentemente, wy, son los valores de (2.1.1).

Notemos que para cada uno de los polinomios g 6 h se tiene en (2.1.1) exacta-
mente tantas raices como su grado. Por esa razon, la sucesion (2.1.1) completa todas
las raices de g y h. En particular, vemos que todas las raices de estos polinomios
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son reales y simples. De lo anterior se tiene la siguiente definicion:

Definicion 2.1 (Propiedad de la alternancia) Sean g y h polinomios con coeficientes
constantes. Se dice que las raices de estos polinomios se alternan si

1. ambos polinomios tienen solamente raices reales y simples,

2. entre dos raices arbitrarias vecinas de un polinomio se tiene una y solo una
raiz del otro polinomio.

A hHWL

Figura 2.2: Propiedad de la alternancia.

En particular, los polinomios ¢ y h no tienen raices comunes. Sus grados o son
iguales o difieren en la unidad.
Los resultados anteriores se pueden resumir en la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2 Si el polinomio P es estable, entonces las raices de los polinomios
g y h se alternan.

En la demostracion de esta proposicion hemos usado el hecho de que la funciéon de
fase es monodtona y la CAF realiza n semivueltas completas.

Ya que estas propiedades del polinomio estable no dependen de la suposiciéon de que
los coeficientes del polinomio P sean reales, vemos que la proposiciéon 2.2 es valida
para polinomios con coeficientes complejos arbitrarios.

Surge la pregunta, jla condicién necesaria de la proposicion 2.2 es también sufi-
ciente?, es facil ver que no es asi. En efecto, esta claro que los razonamientos co-
rrespondientes son validos para polinomios completamente inestables, ya que para
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estos polinomios la funciéon de fase también es monoétona y la CAF también realiza
n semivueltas en el sentido de las manecillas del reloj (esto es, sentido negativo). De
ahi, para polinomios P completamente inestables, las raices de los polinomios g y h
se alternan. Sin embargo, tiene lugar el siguiente resultado:

Proposicion 2.3 Si las raices de los polinomios g y h se alternan entonces el poli-
nomio P o es estable o es completamente inestable.

Esta proposicion la demostraremos con la ayuda de dos lemas. Antes notemos que
en virtud a que g y h no tienen raices reales comunes, la caracteristica de fase de P
esta bien definida.

Lema 2.4 La funcion de fase ¢ de un polinomio arbitrario P (que no tiene raices
complejas puras) en cualquier punto w tiene derivada. Esta derivada se expresa

mediante la formula ) )
vy gw)h (w) — g (w)h(w
¢ (w) = @)+ h2@) . (2.1.2)

Demostracion
Por definicién, en cada segmento del eje Ow que no contiene raices de g, tiene lugar
la igualdad

h(w)

9(w)
donde N es un numero entero, que depende solamente del segmento o intervalo toma-
do (en este intervalo el nimero N depende continuamente de w y consecuentemente,
al ser entero, es el mismo para todo w). De ahi, por las reglas de diferenciacion se

e ¢(w) = (afcta“ ZEZD B (Q;L%ﬂ o

Entonces la formula (2.1.2) queda demostrada para todo w que no es raiz de g. Pero

del célculo diferencial es conocido el siguiente teorema general:
Si

p(w) = arctan + N,

1. la funcion F' esta definida y es continua para todos los valores del argumento,

2. la funcion F' es diferenciable en todos los puntos, puede ser excepto en un
subconjunto K finito de este,

3. existe una funcion continua G para todo valor de su argumento, tal que F/ = G
en todos los puntos que no pertenecen a K.

Entonces I existe en todos los puntos de K y F' = G también en todos los puntos.

Consecuentemente, la formula (2.1.2) es valida para todo w. a
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Lema 2.5 Silas raices de los polinomios g y h se alternan, entonces la caracteristica
de fase del polinomio P no intersecta de forma tangente a ninguna de las rectas Ly,
E=1,...,2n—1.

Demostracion

El valor del parametro w, para el cual la caracteristica de fase intersecta de forma
tangente a la recta Ly, es en primer lugar, raiz o del polinomio ¢ (si kK —n es impar)
o del polinomio h (si k — n es par). En segundo lugar, es raiz de ¢'(w). De esta
manera, si el lema no se cumple, entonces existe wy tal que ¢'(wy) = 0 y se tiene
una de las siguientes alternativas, o g(wy) = 0, 0 h(wg) = 0. Pero si ¢'(wg) = 0, de
acuerdo a la formula (2.1.2), se tiene que g(wo)h'(wo) — ¢'(wo)h(wy) = 0. De ahi, si
g(wo) = 0, entonces ¢'(wp)h(wy) = 0, es decir, ¢'(wo) = 0 (ya que h(wy) # 0 pues
g v h por hipotesis no tiene raices comunes). Como es conocido, si en cierta raiz
de un polinomio su derivada también se anula, esta es una raiz multiple. De esta
manera, wy es una raiz miultiple o del polinomio g o del polinomio h. Lo que es
imposible, pues por hipétesis todas las raices de los polinomios g y h son simples.
La contradicciéon obtenida muestra el lema. O

Observacion 2.1 Notemos que la alternancia de las raices de g y h en el lema
2.5, en realidad no es crucial, es suficiente que no tengan raices maultiples reales y
también que no tengan raices comunes.

Para la CAF, del lema 2.5, se sigue que su gréfica alcanza los ejes de coordenadas
sin ser tangente, es decir, pasa de un lado del eje al otro.
Ahora demostramos la proposicion 2.3.

Demostracion (de la proposicion 2.3).

Supoéngase que las raices de g y h se alternan, esto significa que el punto z = P(iw),
el cual se mueve a través de la caracteristica (para w que crece), cruza alternadamen-
te los ejes de coordenadas, ya que de acuerdo al lema 2.5, la caracteristica no puede
ser tangente a los ejes de coordenadas, consecuentemente la caracteristica cruza los
ejes de coordenadas solamente en una direccion, sea en el sentido positivo 6 nega-
tivo. Supongase que todas las intersecciones ocurren en sentido positivo. Entonces
durante el recorrido desde una raiz a la siguiente de los polinomios g y h, la funciéon
de fase ¢ crece exactamente en 7. Dado que el nimero de estas raices es 2n — 1, con
esto se demuestra que durante el recorrido de w desde —oo a 400 la funcién ¢ crece
por lo menos en (2n —2)7 = (n — 1)7, es decir, AP > n — 1. Por otro lado, se tiene
que AP es par 6 impar al mismo tiempo que n y satisface la desigualdad |AP| < n,
consecuentemente AP = n, es decir, el polinomio es estable. Si la CAF cruza los ejes
de coordenadas en el sentido negativo, entonces mediante razonamientos analogos
AP = —ny P es completamente inestable. O
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Corolario 2.6 Silas raices de los polinomios g y h se alternan, entonces la funcion
de fase del polinomio P o crece mondtonamente o decrece mondtonamente (la CAF
gira todo el tiempo en una direccion).

Demostracion
Es suficiente notar que tanto para el polinomio estable como para el polinomio com-
pletamente inestable, la funcién de fase es mondtona. O

Queda por aprender a distinguir el caso cuando un polinomio es estable del caso
cuando este es completamente inestable. En realidad no es dificil: para el polinomio
estable la funcion de fase crece, mientras que para el polinomio completamente
inestable decrece. Como es conocido, una funciéon crece si su derivada es positiva
y decrece si su derivada es negativa. Como muestra la formula (2.1.2) la derivada
de la funcion de fase tiene el mismo signo que gh’ — ¢’h. Por esto el polinomio P
es estable si el polinomio gh' — ¢’h es positivo (es decir, toma unicamente valores
positivos) y es completamente inestable si gh' — ¢’h es negativo. Es mas, esta claro
que es suficiente determinar el signo del polinomio gh’ — ¢'h, por ejemplo en w = 0.
En el caso cuando los coeficientes del polinomio P son reales, el polinomio gh' — ¢'h
en el punto w = 0 es igual a ajag. Con esto estéd demostrado el siguiente teorema:

Teorema 2.7 (Hermite-Biehler) El polinomio P es estable si y solo si las raices
de g y h se alternan y por lo menos en un punto wy

g(wo)h'(wo) — ¢'(wo)h(wp) > 0. (2.1.3)

Para el polinomio con coeficietes reales esta desigualdad es equivalente a la desigual-
dad
aijag > 0.

Observacion 2.2 El hecho de que para polinomios con coeficientes reales la de-
sigualdad ayag > 0 garantiza la estabilidad del polinomio, se puede demostrar de
manera elemental sin recurrir a las derivadas. En efecto, para w suficientemente
cercano a 0 la funcion de fase se expresa por la formula

h(w) = arctan M
g(w) <4 ag

¢(w) = arctan

donde los puntos suspensivos denotan polinomios que se anulan para w = 0. Por

eso, para w suficientemente cercano a 0, el valor p(w) tiene el mismo signo que

arctan 22 es decir, tiene el mismo signo que <. Notemos que ag # 0 ya que P es
a . 0 . .

estable o completamente inestable y por eso no tiene raices iguales a 0. Por otro lado,

la funcion ¢ crece en w = 0 si y sdlo si, para w pequenio, el nimero p(w) tiene el

mismo signo que w (negativo para w < 0 y positivo para w > 0). Consecuentemente,

@ crece en w =0 si y solo st, Z—(l) > 0, es decir, ajag > 0.
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Ejemplo 2.1 Considere el polinomio
P(z) = 2° + 152" + 852% + 22522 + 2742 + 120.

Entonces
P(iw) = g(w) + ih(w),
con
g(w) = 15w* — 225w + 120, h(w) = w’® — 85w® + 274w.

Calculamos sus raices haciendo un cambio de variable x = w?, x* = w*, tenemos:

gw)=0 <& 1527 —2252+120=0 <« 2°— 152 +8=0.

Usando la formula general para ecuaciones cuadrdticas

15 £ /193 . 15+ /193 15 — /193
— 1= %5 =5

= To =
2 2 ? 2
Por lo que las raices son

W1 = /X1, Wo = —4/T1, W3 = /T2, Wag = —4/T2.

Cuyo valor aproximado es wy, = 3,8008, wy = —3,8008, w3 = 0,7441 y wy = —0,7441.
De una forma similar se pueden calcular las raices de h(w) y obtener de forma
aproximada

wi =0, wy = 9,0357, wy = —9,0357, wy = 1,8319, ws = —1,8319.

La grdfica de los polinomios g(w) y h(w) se muestran en la figura 2.3. Esto comprueba
que el polinomio P(z) es Hurwitz ya que satisface la propiedad de la alternancia.

—-2000"

Figura 2.3: Propiedad de la alternancia para polinomios Hurwitz (Ejemplo 2.1).
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Observacion 2.3 Sea g* aquel polinomio de g y h el cual tiene grado n; mientras
que h* denota el otro polinomio (que tiene grado n—1). El punto z = f(iw) cruza por
dltima vez el eje de coordenadas en la raiz mayor ws,_1 del polinomio g*. Ademds el
polinomio g* cambia de signo de (—1)"" a (=1)™, donde m = (%), mientras que h*
mantiene el signo, igual al signo de su coeficiente superior b,. Por eso para g* = g
(es decir, n par) este cruce ocurre en sentido contrario a las manecillas del reloj, si
y solo si, (—1)™"'b, > 0. Mientras que para g* = h (es decir, n impar), lo anterior
ocurre si y sélo si, (—1)™" b, < 0; ya que para polinomios P con coeficientes reales,
by = (=1)"ta,_y sin es par (by = (—=1)"a,_1 sin es impar), de esto se sigue que
para el polinomio P con coeficientes reales la condicion (2.1.3) es equivalente a la
desigualdad a,_1 > 0.

En el caso cuando P tiene coeficientes reales, los polinomios g y h se expresan, como
ya conocemos, mediante Gy H de grados dos veces menores (ver (1.1.1))

Se puede demostrar que:

1. Todas las raices de los polinomios ¢ y h son simples, si y solo si, las raices de
los polinomios G y H son simples y diferentes de cero.

2. Todas las raices de los polinomios g y h son reales, si y solo si, las raices de
los polinomios G 'y H son reales y no positivas.

3. Entre cualesquiera dos raices vecinas de uno de los polinomios g y h se tienen
raices del otro polinomio, si y s6lo si, G y H cuentan con la misma propiedad.
Consecuentemente

4. Las raices de los polinomios g y h se alternan, si y solo si, se alternan las raices
de G y H y son negativas. Por lo que el siguiente resultado es valido:

Teorema 2.8 (Hermite-Biehler para polinomios con coeficientes reales) El poli-
nomio P con coeficientes reales es estable, si y sdlo si, ajag > 0 (6 a,—1 > 0) y las
raices de los polinomios Gy H se alternan y son no positivas.

Notemos que en ambos teoremas de Hermite-Biehler no es necesario a priori suponer
que el polinomio P no tiene raices imaginarias puras.

Ejemplo 2.2 Considere el polinomio
P(z) = 2” +212% + 5227 + 14525 + 2662° + 3312* + 2802° + 1552 + 492 + 6.

Entonces

P(2) = G(2*) + zH(?),
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con
G(z) = 212* 4+ 1452% + 33122 + 1552 + 6,  H(z) = 2* 4 522 + 2662% 4 280z + 49.

Las raices de los polinomios G(z) y H(z) (denotémoslas por wgi, whi, ¢ = 1,...,4)
son las siguientes:

w1 = —3,149—1,4143i, wgs = —3,149+1,4143i, w3 = —0,5642, wes = —0,04249.

wi1 = —46,3964, wyy = —4,2463, wys = —1,1389, wyys = —0,2183.

Las grificas de los polinomios G(z) y H(z) se muestran en la figura 2.4. Esto nos
dice que el polinomio P(z) no es Hurwitz ya que no satisface la propiedad de la
alternancia.

600

400+

200+

Figura 2.4: La alternancia falla para polinomios no Hurwitz(Ejemplo 2.2).

2.2. Indices de Cauchy

Se llama funcién racional a una funcion S = %, donde G y F son polinomios.
Para cada = que no es raiz de F, el valor de S(z) se expresa mediante la relacion
S(x) =2, F(z) #0.

Se considera que la multiplicacién de G'y F' por un polinomio cualquiera no cam-
bia S. Entonces, se puede siempre entender a F'y G como polinomios primos. La
funcién racional definida por polinomios primos se llama irreducible. S se escribe

univocamente hasta la proporcionalidad de G y F'.
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Definicion 2.2 Los puntos que no estdin en el dominio de definicion de la funcion
S, se llaman polos de S. Estos son exactamente las raices de F. Cuando S es
wrreducible, se llama multiplicidad del polo a su multiplicidad como raiz de F.

De esta manera, si S = % representa una expresion irreducible y si F(x) =
(x — z0)" Fo(z), donde Fy(zg) # 0. Entonces zy es un polo y v es su multiplicidad.

G(zo)
Fo(zo)
cion S en el polo xy. Por definicion es diferente de cero (G y F son polinomios

primos), ya que

Definicion 2.3 El nimero Ay = se llama coeficiente principal de la fun-

G(z)
F()(I)’

(x — x9)°S(z) = para T # o, (2.2.1)

entonces el limite
lim (z — x9)"°S(z) = Ay.

T—rT0

Es claro que si m > 1y
lim (x — x9)™S(z) =0,

T—T0

mientras que st m < Vg

lim (x — x9)™S(z) = £oo.
T—T0

Entonces tiene lugar el siguiente lema:

Lema 2.9 Si el punto xog es un polo de multiplicidad vy de la funcion racional S,
entonces

lim (z — x9)"S(z) =

T—T0

0 st m >y,
*oo st m <.

Ademds, el nimero A = lim,_,,,(z—x0)"°S(x) es diferente de cero y es el coeficiente
principal de S en el polo xy.

Por definicion, si xg es un polo de la funcién racional S entonces

lim S(z) = +o0.

T—T0

Para caracterizar la conducta de la funcién S en la vecindad de xg, veamos las
siguientes graficas
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X0 | g
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Recordando que los limites por la izquierda y la derecha respectivamente son:
S(ag) = lim S(x), S(z7) = lim S(x), (2.2.2)
r<xQ >0

resumimos en la siguiente tabla los tipos ilustrados anteriormente:

Tipo | S(zq) | S(xg)
I —00 400
11 400 —00
111 400 400
v —00 —00

Sea vy la multiplicidad del polo xg y Aq el coeficiente principal en ese polo, ya
que
lim (z — )" S(z) = Ao,
T—xT0
entonces el signo de (z — ()" S(z), para x suficientemente cercano a x, tiene el
mismo signo que Agy. Con lo cual queda demostrada la siguiente proposicion:
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Proposicion 2.10 El polo xq es del tipo

1 Ao >0 vy tmpar
II . . Ag <0 vy impar
117 sty sdlo si Ag >0 vy par
v Ag <0 vy par.

Definicion 2.4 Se llama indice de Cauchy de la funcion racional S, en el polo
xo, al numero Ind,,S definido por la formula

+1  siyy es impar y Ag > 0,
Ind,,S=<¢ —1 sivy esimpary Ay <0,
0 sty es par.

De estd manera

Ind,,S = +1 en los polos del tipo I,
Ind,,S = —1 en los polos del tipo II,
Ind,,S = 0 en los polos del tipo III y IV.

Se define el indice de una funcién racional S en un intervalo abierto(a, b), Ind®.S
(donde a puede ser —oo y b puede ser +00), a la suma de indices de cauchy de esta
funcion de todos los polos ubicados en (a,b).

Ind}S = ) Ind,,S. (2.2.3)

a<xzo<b

Si en el intervalo (a,b) no existen polos, entonces obviamente Ind?.S = 0.
Recordemos que para todo A # 0 se define

+1 siA>0,
Sgn(A):{—1 si A < 0.

Por lo que la relacion (2.2.3) se puede reescribir de la siguiente manera

Ind?S = Z sgn(A;),
a<.xi<b
v; impar
donde la suma se extiende a todos los polos z; de orden v; y ubicados en (a,b),
mientras que A; representa el coeficiente principal de la funcién racional S en z;.
El indice Ind*°S, lo denotaremos por Ind S y lo llamaremos ndice de la funcién
racional S.

Es claro que el indice de S = &

F

satisface las desigualdades

donde p es el nimero de raices distintas de F.
A continuacién haremos una lista de las propiedades del indice:
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1. Sea a < ¢ < b (no se excluyen los casos a = —c0 y b = +00). Si ¢ no es polo
de la funcién racional S, entonces

Ind?S = Ind<S + Ind"S.
Si ¢ es polo, entonces

Ind’S = IndSS + Ind’S + Ind..S.

2. Sean S y T funciones racionales y xy un polo de multiplicidad vy de S. Supon-
gamos que xg o no es polo de T' o es polo de multiplicidad menor a vy de T',
entonces z es un polo de la funcion (S + 7') de multipicidad vy y

Ind,, (S + T') = Ind,,S.

Demostracion
Por la condicién dada
lim (z — 29)"°T(x) =0,

T—T0

por eso

lim (x — x¢)"(S(z) + T(x)) = lim (v — z0)"S(x) = A,.

T—rxT0 T—rT0

Consecuentemente, zg es polo de (S + T') de multiplicidad vy con coeficiente
principal Ag. O

3. Sien un intervalo (a,b) las funciones racionales S y 7" no tienen polos comunes
de la misma multiplicidad, entonces

Ind?(S + T) = Ind’S + Ind"T.
En particular, si 7" no tiene polos en (a, b) entonces
Ind’(S + T) = Ind’S.

El indice de una multiplicacién de funciones racionales arbitrarias se calcula
con dificultad. Nos restringiremos a un caso particular suficiente para nuestro
proposito.

4. Si la funcién racional 7' no tiene polos ni raices en (a,b) (y por eso mantiene
su signo), entonces para cualquier funcion racional S, se cumple

Ind’S si 7 >0en (a,b),

b . pr—
Ind, (S - T) { —IndZS siT < 0en (a,b).
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5. Sea la funcién racional T' definida por la formula

donde S(x) es una funcion racional tal que S(0) esta definida y es diferente de
0, entonces los polos (reales) de la funcion T, tiene la forma ++/—zg, donde zg
es un polo arbitrario negativo de S. La multiplicidad del polo 4++/—z¢ es igual
a la multiplicidad del polo xg. Ademas tienen lugar las siguientes igualdades:

Ind_ =T = Ind,,S, Ind ;T = —Ind,,S. (2.2.4)
Demostracion
Si0 < o < /—xg, entonces 0 < 22 < —zy, mientras que si —/—zg < z,

implica —xo < 2. Ademés, si @ < y/—x( tenemos 2 — —xy.
Es decir, para todo xy < 0

T(V—r9 )= lim T(r)= lim S(—2*) = lm S(z) = S(zg)
T—/—x0 ) Ty

x</—X0

y
T(vV=10 )= lim T(z)= lim = lim S(z) = S(zy).
T—/—z0 22— —x0 Tz
>/ —X0

Ahora, si < —/—x entonces 2°> > —x¢ y si —/—29 < = < 0, tenemos
—x9 > 2% > 0. De ahi que

T(V=20 )= lim T(z)= lim S(—z%) = lim S(z) = S(z7)

a——/—x0 " iiﬁ:ﬁg Ty
y
T(V=2y )= lim T(x)= lim S(—2?) = lim S(x) = S(z7).
T——/—T0 x2——xo =T
xr<4/—X0

Para toda funcion racional S, la funcion % también es racional. Sus polos son los
ceros de S y sus ceros son los polos de S.

Proposicion 2.11 Sea S una funcion racional y (a,b) un intervalo tal que S(a) # 0
0 oo, y S(b) # 0 o £oo. Entonces

p 1 sgn(S(h) — sgn(S(a))‘ (2.2.5)

Ind’S + Ind’ = =
na5+na5 5




2.2. Indices de Cauchy 39

Demostracion
La formula (2.2.5) indica que

1 1 si S(b) >0y S(a) <0
Ind?S + Inol’;§ =< -1 si S(b) <0y S(a) >0
0 siS(b)y S(a) son del mismo signo.

Consideremos un cero xg de S, es decir, un polo de % Cerca de este punto la grafica
de la funciéon % pertenece a uno de los cuatro tipos. Los tipos I y II se caracterizan
por el cambio de signo cuando la grafica de S pasa por zp (de — a + y de + a —).
En los tipos IIT y IV el signo no cambia, ya que la funcion % va a tener los mismos
cambios de signo, el comportamiento es el mismo para S.

Es por eso que el calculo de Indb L van a intervenir los ceros xg € (a,b) de S de los
tipo I y II. Ademas, el cero del tlpo I da valor +1 al calculo del indice en ese punto,
mientras que el cero del tipo II da valor de —1 al calculo del indice en ese punto.
Esto significa que

IndbS + Indb ag =p—q,

donde p es el niamero de ceros y polos de S que pertenecen a (a,b) del tipo I, mien-
tras que ¢ es el namero de ceros y polos de S en (a,b) del tipo II.

Calculemos p — q de diferente manera.

Vamos a seguir el movimiento de los puntos (x, S(x)), grafica de S, cuando x recorre
de @ a b. Supongamos por ejemplo que S(a) > 0, esto significa que para r = a la
grafica de S esta ubicada en el semiplano superior (encima del eje Ox).

Para z creciente, la grafica de S pasara al semiplano inferior por medio de sus ceros
y polos. Supongamos que xq es el primer cero o polo de S(x).

1. Caso.- zy es un polo de S de multiplicidad vj.

En tal caso, podemos Considerar a o como un cero de + 5 de la misma multi-
plicidad, ademéas claramente ( 7 > 0 por lo tanto, xg es de la forma (el orden

se justificara por si mismo més adelante)
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iii)

6 ii)
)a(o/ > X XO\\ » X

de (2.2.1) tenemos

ademéas

ooy GE)

(x — x0)"S(2) o)

Tomamos ahora un € > 0 de tal forma que S no contenga mas polos ni ceros
en el intervalo (a,zy + €). Nos preguntamos por la multiplicidad vy y por el
signo de FQO (notemos que F% no cambia de signo en dicha vecindad).
Si z es de la forma i) tenemos
Fo(z)
G(x)

(x — xp)™

>0, Vze (a,z9+e), (2.2.6)

ya que por hipotesis ﬁ > 0. Ahora supongamos que 1, es impar, entonces

(x — x0)" >0, sl xg < x < xo + €,

(x —x0)" <0, sia <z < o,

por lo tanto, el hecho que F% no cambia de signo en dicho intervalo y la ecuacion

(2.2.6) nos lleva a una contradiccion, lo que implica que vy debe ser par y esto
a su vez implica que FQO > (. Por la proposicion 2.10, z( es un polo del tipo I1I

de S y no suma nada al calculo del indice Ind’S.
Si zg es de la forma ii) entonces

1
EE) >0, paraa<z <z, (2.2.7)
5@ <0, parazy<z<xo+Ee, (2.2.8)

si suponemos que 1 es par tenemos que (z—x)" > 0, para todo x € (a, zo+e€),

esto y la condicién de que FQO no cambia de signo en dicho intervalo nos lleva
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iv)

a una contradiccién. Por lo tanto, vy es impar, lo que a su vez implica que
F% < 0 en ese intervalo (se sigue de las ecuaciones (2.2.7), (2.2.8)), es decir,

xg es un polo de tipo IT (proposicion 2.10) y suma -1 al célculo del indice IndZS .

Caso.- 7 es un cero de S(z) de multiplicidad vy.

Entonces, analogamente, x, es del tipo iii) o ii) (donde ahora consideramos la
grafica de S). Si g es de la forma iii), siguiendo el mismo tipo de razonamiento
podemos demostrar que zy es un polo de la funcién % del tipo III y no suma
nada al calculo del indice Indgé.

Si es de la forma ii), o es un polo de % de tipo II y suma un -1 al célculo del
indice IndZ%.

El analisis anterior muestra que las tnicas formas en que S(z) (cuando S(a) >
0) pase del semiplano superior al semiplano inferior es a través de los polos del
tipo IT y de los ceros del tipo ii) (los ceros de S(z) del tipo ii) son polos de ¢
del tipo II).

Ahora, consideremos ahora las raices del tipo

>°<o\ 61) Xo

SHal SHal

Siguiendo los razonamientos anteriores podemos mostrar que cuando S(a) < 0
S pasa del semiplano inferior al semiplano superior a través de los polos del
tipo I o de las raices del tipo i) (que son polos del tipo I de %) Llamemos ceros
del tipo I a las raices de S que generan polos del tipo I de %
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N |

Cerotipo I - - Cerottipo |

Figura 2.5: Ceros de tipo i) y ii).

L

Polo detipo Il Polo detipo |

Figura 2.6: Polos de tipo I) y I1).

Notamos que los ceros y polos del tipo I se alternan con los ceros y polos del
tipo II. Entonces si S(a) > 0y denotando como p y ¢ a los ntimeros de ceros
y polos del tipo I y II repectivamente, podemos notar que p = ¢ (si S(b) > 0)
op=gq—1(si S(b) <0), de manera analoga, si S(a) < 0 entonces p = ¢ (si
S(b) <0)op=qg+1(si S(b) >0) es decir
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1 si S(b) >0y S(a) <0,
p—qg=+< —1 si S(b) <0y S(a) >0,
0 siS(b) y S(a) son del mismo signo.

Observacion 2.4 Para todo intervalo abierto (a,b) finito o infinito y cualquier fun-
cion racional S, todos los valores S(a’) donde a' > a y suficientemente cercanos a
a, tienen un mismo signo. De ahi que definimos

sgn(S(a)) = sgn(S(a’))

obtendremos el valor sgn(S(a’)) = +1 (correctamente definido) para o' suficiente-
mente cercano a a. De manera andloga, la formula

sgn(S(b)) = sgn((S(V))

donde b’ < b suficientemente cercano a b, define correctamente el signo. Si a es finito
y S(a) # 0 o oo entonces el nimero sgn(S(a)) coincide con la definicion anterior. Si
a=—o0 ylim,, - S(x) es finito e igual a un A # 0, entonces sgn(S(A)) = sgn(A),
esta formula permanece valida cuando lim,_, o, S(x) = o0 si convenimos en que
sgn(+oo) = +1, entonces las formulas anteriores también tienen lugar cuando a es
un polo de S (S(a) = £00) si en este caso entendemos por A al limite por la derecha
(ver (2.2.2)), es decir
S(at) = A.

Sin embargo para el caso S(a) = 0 la denotacion sgn(S(a)) no se puede relacionar
con S(a) y se recomienda considerarlo como un unico simbolo. De manera andloga
para el sgn(S(b)). Remarquemos que el asi definido sgn(S(a)) (sgn(S(b))) depende
no solamente del nimero a (correspondientemente b), sino también del hecho de que
este punto es el punto terminal izquierdo (o derecho) de (a,b). La introduccion de
los simbolos sgn(S(a)) y sgn(S(b)) se justifica por el hecho de que ahora la formula
(2.2.5) es vdlida para cualquier intervalo abierto (a,b) y cualquier funcion racional

S.

2.3. Indice y condicién de estabilidad

Aplicamos ahora el concepto de indice al problema de la caracterizacion de los
polinomios estables. Sea

P(2) = ap2" + Qp1 2"+ ag,  an #0,

un polinomio con coeficientes complejos, mientras que g y h son polinomios con
coeficientes reales, relacionados con P de la siguiente manera

P(iw) = g(w) + ih(w)
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y recordando el concepto de caracteristica amplitud fase (1.1).
Si la CAF no pasa por el origen, los polinomios ¢ y h no tienen raices comunes,
entonces para el polinomio P se determina la funcién fase ¢ que satisface

h
tanp = —.
9

Ahora vamos a considerar las funciones racionales %, y su inversa ¥. No vamos a
suponer que h y g no tengan ceros comunes.

Sea wy un polo real de la funcion % (0 ), es decir, es raiz de g (de h) que no es raiz
de h (de g). Entonces para w = wy la CAF cruza el eje de las ordenadas (eje de las

abscisas) en este punto, diferente del origen.

Lema 2.12 La igualdad Indwog = —1 (Indy,7 = 1) tiene lugar si y solo si la CAF
del polinomio P cruza en w = wy el eje de las ordenadas (eje de las abscisas) en
direccion contraria a las manecillas del reloj.

Demostracion

Supongamos que para wy la CAF cruza el eje de las ordenadas (abscisas) en el
semiplano superior (derecho). Entonces h(wy) > 0 (g(wo) > 0) y la desigualdad se
mantiene para una vecindad de wy. De ahi, la igualdad Indwolg1 = —1 (Indy,, ¥ =1)
significa que para los w en dicha vecindad se debe tener

g(w) >0 (h(w) <0) para w < wy

g(w) <0 (h(w) > 0) para wy < w,

es decir, la CAF cruza el eje de las ordenadas (abscisas) de derecha a izquierda (de
arriba a abajo).

Para h(wy) < 0 (g(wp) < 0) las desigualdades anteriores se invierten y la CAF cruza
el eje de las ordenadas (abscisas) de izquierda a derecha (de abajo a arriba). O

Teorema 2.13 FEl polinomio P de grado n es estable si y solo si

h
%ndg : —n, para n- par, (2.3.1)
nd; =n, para n impar.

Demostracion

Lo demostraremos para n par, el caso n impar es analogo.
=] Si P es estable (y en particular g y h son primos) entonces la funcién ¢ es
monotona creciente y la CAF intersecta a los ejes de coordenadas en la direccion
opuesta a las manecillas del reloj. De ahi en virtud al lema 2.12, para cada raiz wy
del polinomio ¢ tiene lugar Indwos = —1. Ya que todas las raices del polinomio g
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son reales y distintas, mientras que su grado de acuerdo al lema 1.1 es igual a n.
Con esto se demuestra que para todo polinomio estable de grado par la condicion
(2.3.1) es valida.

[« Supongamos ahora que se cumple (2.3.1). Esto significa que p — ¢ = —n, donde
p es el nimero de polos de la funcién % de indice 1, mientras que g es el ntimero de
polos de dicha funcién con indice -1.

Por otro lado, ya que el grado del polinomio g para n par es igual a n, entonces

p+q<n.

Consecuentemente p = 0 y ¢ = n, y por eso todas las raices del polinomio g son
reales, distintas y ninguna raiz es raiz de h (es decir g y h son primos). Ademas. del
lema 2.12 se sigue que la CAF intersecta el eje de las ordenadas en n puntos y cada
vez en sentido opuesto a las manecillas del reloj.

Sean ahora w;,w;;1 dos raices consecutivas de g. Como se mostr6 h(w;) # 0V j =
1, ...,n. Supongase que h(w;) > 0, entonces para w = w; la CAF ingresa al semiplano
izquierdo y para w = w;;1 la CAF sale de este semiplano. Ademaés éste ingreso es
al semiplano superior y sale al semiplano inferior. De ahi, durante el recorrido de w
desde w; a w;y1 la CAF por lo menos una vez, intersecta el eje de las abscisas, es
decir, en el intervalo (w;,w;1) existe una raiz de h. Ya que los intervalos del tipo
(wi,wiy1) son exactamente n — 1, entonces se demuestra que el polinomio A tiene
por lo menos n — 1 raices reales distintas que alternan con las raices de g.

Sin embargo, para n par, el grado del polinomio A no es mayor a n — 1, consecuente-
mente las raices halladas son todas las raices del polinomio h. Con esto se demuestra
que las raices de g y h se alternan.

Para concluir, observemos que se tienen valores del parametro w para los cuales la
funcion fase ¢(w) es creciente (por ejemplo todas las raices de g), entonces por el
teorema de Hermite-Biehler el polinomio P es estable. O

Observacion 2.5 Recordemos que si el polinomio P no tiene raices imaginarias
puras entonces estd definida la magnitud AP = (p(00) — ¢(—00)), asi que si P es
estable tiene lugar

—Ind®, para n par
AP = g’ ' 2.3.2
{ Ind¥, para n impar. (2.3.2)

La complejidad de calcular el indice de una funcién racional crece junto a su
grado y el grado del denominador, en este sentido la complejidad del criterio de
estabilidad del teorema 2.13 es n. Si deseamos disminuir la complejidad, es recomen-
dable restringir la clase de polinomios estudiado. Veamos que sucede si consideramos
polinomios con coeficientes reales. En este caso

g(w) = G(—w?) y h(w) = wH(-w?),
donde
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G(2) = ap + sz + ...+ ap_oz™ P+ a,2™  si n=2m,
T agFaszF . Fan 32" Fa,12™ sion=2m+1,

H(z) = a1 +asz 4+ ...+ ap_32" 2+ a,_12™1 si n=2m,
a1+ asz + ...+ apo2™ P+ a,zm  si n=2m-+1.

Coloquemos h*(w) = H(—w?), es decir, h(w) = wh*(w). Sea en principio n = 2m
y sea G/(0) # 0, entonces 0 no es polo de %, y consecuentemente
h h h h* h*

Ind~ = Ind? .~ + Indy*~ = Ind? .~ + Ind§"—.
g 9 9 9 g

Por otro lado, de acuerdo a la propiedad 5, ec.(2.2.4)

h* H h H
Ind(ioog = Ind(iooa, Ind; i —Indgoa.
De ahi "
Ind— = -2 Ind’ _—.
n P n —o

Con esto queda demostrado que para ag # 0y n = 2m,

h
Ind— = —n < Ind’ _— =m. (2.3.3)
g G
Ahora, sean =2m+1, G(0) =ap # 0y H(0) = a; # 0, entonces w = 0 es polo de
la funcién ¢ de orden 1, y consecuentemente tiene lugar

Ind¢ = Ind’ ¢ +IndF%+1
= Ind’ £ +IndPL +1
= —2hd"_ £+1.

Con esto se demuestra que para aga; >0y n=2m+1

Ind% =n < Ind’ —m. (2.3.4)

_OOE ==
De acuerdo al teorema de Stodoli (proposicion 2.1), pueden ser estables solamente
polinomios con coeficientes positivos. De ahi, es suficiente considerar tales polino-
mios. Pero si el polinomio tiene coeficientes positivos, entonces G y H también seran
polinomios con coeficientes positivos. Por tltimo, para n par, la observacion 2.3 y
la ecuacion (2.3.3) nos dicen que las raices de G y H se alternan y que ademas las
raices de GG generan solo polos del tipo I. Ya que el grado del polinomio G es m, la
ecuacion (2.3.3) se cumple si y solo si las raices de G son simples, generan solo polos
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del tipo I y ademés pertenecen todas al intervalo (—oo,0), de manera analoga se
puede ver que para n impar todas las raices del polinomio H pertenencen al intervalo
(—00,0), es decir, las funciones & y g solo tendran polos en el intervalo (—oo,0),

H
en otras palabras

H H
Ind’  — =Ind—
n o Ye n a
Indgw% = Ind%.

Esto sera de gran importancia, ya que nos permite reformular las condiciones del
teorema de Hermite-Biehler para polinomios con coeficientes reales.

Observacion 2.6 Notemos que el hecho de que G(z) y H(z) tengan todas sus raices
en el intervalo (—oo,0) implica necesariamente que todas las raices de los polinomios
G(—w?) y H(—w?) son simétricas respecto al origen (si z* es raiz de G(z), entonces

++/—2z* son raices de G(—w?)).
Por lo que se justifica la siguiente definicion:

Definicién 2.5 Diremos que dos polinomios g(w) y h(w) de grado n (o el primero
de grado n y el sequndo de grado m — 1) forman un par positivo si sus raices
Uy eeey Uy Y ULy ey Uy (00U, ..o, U1 ) SON todas simples, reales, negativas y se alternan
como Sigue

v <Uu < Uy <<, <u, <0,

(up < v <+ <vpq < uy <0),
y sus coeficientes principales son del mismo signo.
Teorema 2.14 (Hermite-Biehler polinomios con coeficientes reales) El polinomio

P(z) = G(2%) + zH(2?) con coeficientes reales es Hurwitz si y solo si G y H forman
un par positivo.

Corolario 2.15 Si el polinomio P(z) = G(2%) + 2H(2%) es un polinomio Hurwitz,
entonces G(z) y H(z) son polinomios Hurwitz.

Para terminar esta seccion notemos que el anélisis anterior nos permite enunciar el
siguiente teorema

Teorema 2.16 El polinomio P(z) = G(2?) + zH(2%) de grado n con coeficientes
reales positivos es estable si y solo st

Indo_ooa =m, n=2m,
G
Indgooﬁ =-m, n=2m+ 1

La complejidad de este teorema es dos veces menor a la del teorema 2.13.






Capitulo 3

Polinomios imtervalo

En este capitulo nos preguntamos: Dado un polinomio intervalo, jqué condiciones
nos garantizan su estabilidad?. El teorema de Kharitonov nos provee de condiciones
suficientes y necesarias para ello, basta mirar cuatro polinomios (las “esquinas”) de
la familia, es decir, damos solucién al problema de estabilidad robusta. Todos los
resultados de este capitulo han sido tomados de «Robust Control: The parametric
approach» S.P Bhachataryya, H. Chapellat, L.H. Keel [3].

3.1. El teorema de Kharitonov

En el primer capitulo observamos que dado un polinomio P(z) podiamos expre-
sarlo de la forma P(z) = G(2?)+2H (2%). Ahora definimos los siguientes polinomios:

PP (2) = ag + ayz® + - - (2 )
szp(z) a1z + CL3Z +-o=z (22)
Pf(w) = ag — asw® + a4w4 — o= G(—w?) = PP (iw), (3.1.1)
Pimp
P°(w) = a1 — asw?® + asw* — - -- = H(—w?) = ﬂ
w

Consideremos el conjunto Z(z) de polinomios reales de grado n de la forma
p(z) =co+crz+ -+ 2", (3.1.2)
donde los coeficientes ¢;, se encuentran en los intervalos
co € ao, bo], ¢1 € lar, ], -+, ¢ € [an,by). (3.1.3)

49
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Escribimos (3.1.2) y (3.1.3) de la siguiente manera:
I(z) = [ag, bo] + [a1,b1]z + - - - + [an, by)2".

Supongamos ademas que el grado de la familia permanece invariante, asi que 0 ¢
[ay, b,]. Tal conjunto de polinomios es llamado una familia intervalo real y nosotros
nos referiremos a Z(z) como un polinomio intervalo. Diremos que el polinomio
intervalo es estable si y solo si, todos y cada uno de los elementos del conjunto Z(z)
son estables.

Observacion 3.1 Notemos que el hecho de que las raices de G(—w?) y H(—w?) son
simétricas con respecto al origen (observacion 2.6), nos permite considerar tan solo
las raices positivas (6 negativas) de estos polinomios para garantizar que cumplen
la propiedad de la alternancia, es decir, nos podemos limitar a observar tan solo las
raices positivas (6 negativas) de los polinomios P¢(w) y P°(w).

Lema 3.1 Sean Pi(z) y Pa(2) dos polinomios reales Hurwitz del mismo grado tales
que ‘
Pi(z) = P (2) + P (2),

Py(2) = PP (2) + P (2),

con la misma parte par y con partes impares distintas. Si
P (w) < PY(w), Vw € [0,00).

Entonces el polinomio A
P(z) = P (2) + P""(2)

es Hurwitz para todo polinomio P(z) cuyo P°(w) satisface
P(w) < P'(w) < PF(w),  Ywe[0,00).

Demostracion
Ya que Pi(z) y Py(z) son Hurwitz, por el teorema 2.7 satisfacen la propiedad de la
alternancia, es decir, sin perdida de generalidad:

1 1 1 1
Wiy < Wy < Weg < oo <Wh,
2 2 2 2
Wi <why <wiy <. <wi,

(3.1.4)

donde w;’i es la raiz i-esima del polinomio Pf(w) y wg’i es la raiz i-esima del polinomio
Py (w) (analogamente para w?,; y wg ;). Ahora, ya que Py y P, tienen la misma parte
par, entonces

Pf(w) = Pf(w) = P5(w) = w;=w.;;

e,

denotemos a w;i por we ;. Por hipotesis, para toda ¢

(3.1.5)
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y ademas se cumple uno de los siguientes casos

1 2
Wei < Wy, < Wy i < Weit1-

04 —

3.1.6
(wei < wg,i < w;ﬂ- < Weint)- ( )

Siw,); < w?,, por el teorema del valor intermedio 3 w,; € [w, ;,w? ;] tal que P°(w,;) =

0, es decir w,; es raiz del polinomio P°(w). Para toda i tenemos

1 2
We,i < W S Woi S Wo; < Wit

3.1.7
(Wei < wﬁ,i < Wei < Wé,i < Weit1)- ( )

Lo que muestra que las raices de P°(w) y P¢(w) se alternan, por lo tanto P(z)
cumple la propiedad de la alternancia, es decir P(z) es Hurwitz. O

Ejemplo 3.1 Sean
Pi(z) = 22" + 62° + 4z + 6,

Py(2) = 2° +62* + 112 + 6.

Entonces
PP (z) = 62° 4 6,
P"(z) =228 +4,  P"P(2) =2+ 11z,
Ademds a los polinomio Pi(z) y Py(z) les corresponden g(w) = —6w? + 6 (es el
mismo para ambos polinomios) con hi(w) = —2w3 + 4w y ho(w) = —w? + 11w

respectivamente. Las grdficas 2.5, 2.6, muestran que ambos polinomios satisfacen la
propiedad de la alternancia y por lo tanto son Hurwitz.

Figura 3.1: Alternancia de g(w) y hi(w) (Ejemplo 2.3).
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A ha(w)

/ _20t \

Figura 3.2: Alternancia de g(w) y ha(w) (Ejemplo 2.3).

Por otro lado, P?(w) = —2w? +4 y P§(w) = —w? + 11 por lo que PP (w) < Pg(w)
para todo w € [0,00), grdficamente

PSHwL
—iO -5 5 > o
-20
-40
o PO
-80
-100*

Figura 3.3: PP(w) < Pg(w) (Ejemplo 2.3).

Entonces tomando P(z) = 323+ 62>+ 6z +6 que cumple P°(w) = —3w? +6, por
el lema anterior, podemos concluir que P(z) es Hurwitz.
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23

-80+

-100*

Figura 3.4: PP(w) < P°(w) < Py(w) (Ejemplo 2.3).

El dual del lema anterior es el siguiente:

Lema 3.2 Sean Py(z) y Pa(z) dos polinomios reales Hurwitz del mismo grado tales

que .
Py(z) = P (2) + P (2),

Py(z) = Py (2) + P"™(2),
con la misma parte tmpar y con partes pares distintas. Si
Pf(w) < P (w), Yw € [0, 00).

Entonces el polinomio .
P(z) = PP (z) + P""(2)

es Hurwitz para todo polinomio P(z) cuyo P¢(w) satisface

Pf(w) < P¢(w) < P3(w), Vw € [0, 00).

O

El teorema de Kharitonov provee de una simple condicién necesaria y suficiente

para la estabilidad de una familia completa de polinomios.

Teorema 3.3 (Kharitonov) La familia de polinomios de grado invariante

P(z) = |ag, bo] + [a1,b1]z + - - - + [an, by]2"

consiste de polinomios de Hurwitz si y solo si los siguientes cuatro polinomios son

Hurwitz

=b
b

o+ a1z + a2 + b3z® + bzt + as2® + ag2b + - - -

K'(2)
K?(2) = ag + byz + by2® + a3z + agz® + b5z + bg2® + - - -
K*(z)
K*(z) 0+ b1z + a9z + azz® + bzt + b52® + ag2® + - - -

(3.1.8)
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Demostracion
=] Es trivial
[<= Supongamos que los K% i = 1,...,4 son Hurwitz. Definamos

KPor (2) := by + agz® + byz* + agz® + bg2® + - - -

max

KPP (2) = ag + bp2? + ag2* + bg2® + ag2® + -+

man

(3.1.9)
K,%?;(z) =12 4+ a3z + b52° + a72” + bez? + - -
KMP(2) := a1z + b32® + as52® + br2” +ag2® + - - -
De esta forma los polinomios de Kharitonov pueden ser escritos como
K'(2) = Kpin(2) + Kpin(2),
K2(2) = Ko (2) + K (2),
(3.1.10)

K3 (z) = K2, (2) + K2 (2),

mazxr man

K*(z) = KP* (2) + K™ (2).

max max

La motivaciéon para escribir de esta manera a los polinomios de Kharitonov es la
siguiente. Sea P(z) un polinomio arbitrario perteneciente a la familia P(z), entonces
P(z) =00+ 012+ - -+ + 9,2" con 0; € [a;, b;]. Asi

K¢ ,.(w) = by — aaw? + byw* — agw® + - - -

Pe(W) :(50—52w2+54w4—56w6+--- (3111)
Ks“-n(W) = ag — b2w2 + a4w4 — b6w6 + .

y tomando la diferencia

K¢ (w) — PG(W) = (bo — 60) + ((52 — CLQ)CUQ + (b4 — 54)0.]4 + (66 — a6)w6 + -

max

Pe(w) - K:;nn

(w) = (0p — ag) + (by — 52)&12 + (04 — a4)w4 + (bg — 56)w6 4.

Ya que a; < §; < b; para toda i tenemos

Ke

min

(w) < P(w) < K¢, (w) Ywel0,o00). (3.1.12)
Similarmente, para P°(w) se puede verificar

KO

inw) < P°(w) < K ,..(w), Ywe]|0,00). (3.1.13)
Ahora, sean PP (z) y P"P(z) de P(z), aplicando el lema anterior a los polinomios
Hurwitz ‘

Pi(z) = K*(2) = K (2) + Kin(2),

max min

Py(2) = K*2) = K" (2) + K™ (2),

max max

tenemos que el polinomio
KPo (2) + P"™P(z2)

maxr
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es Hurwitz. Andlogamente con K' y K2 concluimos que el polinomio

Koin(2) + P™(2)
es Hurwitz. Por lo tanto, tenemos dos polinomios estables con la misma parte impar,
aplicando el dual del lema anterior y argumentando como antes obtenemos

PP (2) 4+ PP (%) = P(2)

es Hurwitz, lo que completa la demostracion ya que P(z) era arbitrario. O

3.2. Alternancia y conjunto imagen

En esta seccion interpretaremos el teorema de Kharitonov en términos de la
propiedad de la alternancia (teorema de Hermite-Biehler) observando la imagen
del conjunto de polinomios Z(z) sobre el plano complejo al ser evaluado en z =
iw para cada w € [0,00). En el capitulo 2 observamos que la estabilidad de un
polinomio p(z) = pP*(z) + p"™P(z) con coeficientes reales, es equivalente a que
los polinomios p®(w) = G(—w?) y p°(w) = H(—w?) satisfagan la propiedad de la
alternancia. Considerando la estabilidad del polinomio intervalo Z(z) vemos que
la familia es estable si y solo si todos sus elementos satisfacen la propiedad de la
alternancia. En vista del teorema de Kharitonov, debe por lo tanto ser cierto que la
verificacion de la propiedad de la alternancia de los cuatro polinomios de Kharitonov
garantiza la propiedad de la alternancia para cada miembro de la familia (notese
que esto se demuestra en las ecuaciones (3.1.12) y (3.1.13)). Este punto de vista se
expresa en la siguiente version del teorema de Kharitonov.
maz (™) denotando las raices positivas de K¢, . (w)(K¢

e; mazx min

) denotando las raices positivas de K2, (w)(K2,,(w)).

max

min
€

Sean w

gzaa: (w

(w)) v sean
min
0;

W,

Teorema 3.4 La familia Z(z) contiene sélo polinomios estables si y sdlo si
1. Los polinomios K¢,,.(w), K&, (w), KS..(w), K2, (w) tienen sdlo raices
reales, simples y el conjunto de las raices positivas se interlaza como sigue:

min mazx min mazx min mazx
0 <w™ <wl ™ <w)™" <wi™ <wl™ <wi® <

2. K¢,..(0), K. (0), K2..(0), K2. (0) no son cero y tienen el mismo signo.
Este teorema se ilustra en la siguiente imagen que muestra que la alternancia de los
“tubos” par e impar implica la alternancia de la parte par e impar de cada polinomio
en la familia intervalo.
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Figura 3.5: “Tubos” par e impar.

Ejemplo 3.2 Considere el polinomio intervalo
P(z) = 24 o2’ 4 052 4 a2t e3P + 002 4 1z + c,
donde

6 €19,9,5], ¢ € [31,31,5], ¢ € [71,71,5], ¢ € [111,111,5],

¢y € [109,109,5], ¢ € [76,76,5], co € [12,12,5].

Entonces

K& (W) = —90° + 71,5w" — 109w* + 12,5,

max

e
K min

(w) = —9,5w8 + 71w — 109,5w” + 12,

K2 ..(w) = —w’ + 31,5w* — 111w? + 76,5,

max

o
K min

(w) = —w® + 31w* — 111,5w? 4 76.

Podemos verificar la propiedad de la alternancia de estos polinomios (ver figura 3.6)



3.2. Alternancia y conjunto imagen D7

150+

100

50+

KO Hwl KE. Hwl -
_507 min min

Figura 3.6: Ejemplo 3.2.

La figura 3.6 muestra como los polinomios cuya parte par estd acotada por K¢

max
y K¢, que ademds satisfacen que su parte impar estd acotada por K¢ vy K. en
el eje imaginario, satisfacen la propiedad de la alternancia cuando los polinomios
de Kharitonov son estables. Esto nos muestra que los polinomios intervalo estables

satisfacen la propiedad de la alternancia de sus “tubos” par e impar.

Interpretaciéon del conjunto Imagen

Es instructivo interpretar el teorema de Kharitonov en terminos de la evolu-
cion de la imagen del conjunto Z(z) en el plano complejo evaluado a lo largo
del eje imaginario, al cual llamaremos rectdngulos de Kharitonov asociados a
Z(z). Sea Z(iw) el conjunto de nimeros complejos p(iw) obtenido al evaluar los
polinomios pertenecientes a la familia Z(z) en iw. Se sigue de las relaciones en
(3.1.12) y (3.1.13) que Z(iw) es un rectangulo en el plano complejo con esquinas
K (iw), Ky(iw), K3(iw), K4(iw). Se muestra en la figura 3.7 que mientras w corre
desde 0 a +o0 el rectangulo Z(iw) varia en tamano y locaciéon pero siempre sus
lados se mantienen paralelos al eje real y al eje imaginario del plano complejo (ver
la ecuacion (3.1.10)). Iustraremos esto usando un ejemplo niimerico.

Ejemplo 3.3 Considere el polinomio intervalo del ejemplo 3.2. El conjunto imagen
de esta familia es calculado para varias frecuencias. De estas frecuencias dependen
los rectdngulos que se muestran en la figura 3.7
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150+
100+
K? K3
f 1 4
K K
50+

-50 = | | I | | | | 50 ‘ ‘ | | 160 | | | | 150
= , ]
- ] ot

4 1

Figura 3.7: Conjunto imagen del polinomio intervalo (rectangulos de Kharitonov).

Ahora presentaremos una prueba alternativa al teorema de Kharitonov basada
en el anédlisis del conjunto imagen.

Teorema 3.5 Supongamos que la familia Z(2) es de grado invariante n y que con-
tiene al menos un polinomio estable. Entonces la estabilidad de la familia Z(z) se
satisface si y solo si los rectdngulos de Kharitonov no “pasan” a través del origen.

Es decir, el origen no pertenece al cojunto imagen de Z(z) evaluado en el eje imagi-
nario.

Demostracion

La estabilidad de la familia Z(z) puede ser comprobada verificando que no existan
polinomios en la familia que tengan raices imaginarias puras. Esto se sigue inme-
diatamente del teorema de intersecciéon de la frontera del capitulo 1. Ciertamente,
si un elemento de Z(z) tiene una raiz inestable, entonces debe existir un w* y un
polinomio con una raiz en w*. El caso w* = 0 queda excluido ya que contradice el
requerimiento de que K¢, (0) y K. (0) tengan el mismo signo. Por lo tanto, sola-
mente es necesario comprobar que el rectangulo Z(iw*) excluye el origen del plano
complejo para todo w* > 0. Supongamos que los polinomios de Kharitonov son
estables. Supongamos ademés que las esquinas K'(iw), K*(iw), K3(iw), K*(iw),
comienzan en el eje real positivo, por la propiedad de la fase monotona creciente
de los polinomios Hurwitz se sigue que las esquinas giran estrictamente en sentido
contrario a las manecillas del reloj al rededor del origen y no pasan por él cuando
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w va de 0 a +00. Ahora supongamos para llegar a una contradiccion que 0 € I (iw*)
para algin w* > 0. Dado que I(iw*) cambia continuamente con respecto de w y el
origen se encuentra fuera de 1(0) se sigue que existe un wy < w* para el que el origen
comienza a entrar al conjunto I(iwg). Consideremos ahora la situacion limite en la
que el origen se encuentra en la frontera de I(iwp) y esta a punto de entrar a este
conjunto en cuanto w se incremente (esto es representado en la figura de abajo). El
origen debe encontrarse en uno de los cuatro lados del rectangulo, digamos en AB.
Se puede verificar con facilidad que en cada uno de los casos, la entrada del origen
implica que la funcion fase de una de las esquinas correspondientea A o B decrece
cuando w se incrementa a partir de wy. Dado que las esquinas corresponden a los
polinomios de Kharitonov que supusimos estables, tenemos una contradicciéon con

la propiedad de la fase monotona creciente para polinomios Hurwitz. O
Imag Imag
A A
B
- | 1 | -
-—
A
Imag Imag
A A
B
P Y - .
<——
A

Real

Real






Capitulo 4

El teorema de Kharitonov mediante
polinomios ortogonales

En este capitulo estudiamos la relacion que existe entre los polinomios ortogonales,
el problema de momentos y los polinomios Hurwitz. Reformulamos el teorema de
Kharitonov en vista a dicha relaciéon. Lo presentado en este capitulo fue tomado
de «An Introduction to Orthogonal Polynomialsy T.S. Chihara [5|, «El problema
de los momentos: Notas introductoriasy E. Torrano [13]|, «On matrix Hurwitz ty-
pe polynomials and their interrelations to Stieltjes positive definite sequences...»
A.E. Choque [6] y «On Dyukarev’s resolvent matrix for a truncated Stieltjes matrix
moment problem...» A.E. Choque [7].

4.1. Teoria elemental de los polinomios ortogonales

Consideremos una funciéon w no negativa e integrable en un intervalo (a,b).
Asumamos que w(z) > 0 en un subconjunto de (a,b) lo suficientemente grande, de
modo que

b
/ w(x)dx >0
(es decir, w(z) > 0 en un subconjunto de medida positiva segin Lebesgue). En el

caso en el que (a, b) es no acotado, también tendremos que imponer el requerimiento
adicional de que los momentos

b
oy = / z"w(x)dz, n=0,1,2,.. (4.1.1)
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sean todos finitos. Ahora, si hay una sucesion de polinomios {P,(x)}2,, P.(x) de
grado n, tal que

b
/ P, (x)P,(x)w(x)de =0 para m # n, (4.1.2)

entonces {F,(z)} es llamada una sucesion de polinomios ortogonal con respecto a
la funcion de peso w(zx) en (a,b).
Si escribimos, para cualquier funcién integrable f,

b
L[f] = / f(z)w(x)de, n=0,1,2,.. (4.1.3)
entonces (4.1.1) y (4.1.2) pueden ser escritos como
L[z"] = pin, n=0,1,2,.. (4.1.4)
L[Pn(x)P,(x)]=0, m#n; mn=0,1,2,.. (4.1.5)

Notemos que L es lineal, es decir
Llaf(x) + bg(z)] = aL]f(x)] + bL[g(z)] (4.1.6)

para constantes arbitrarias a y b y funciones integrables f y ¢. Sin usar (4.1.3),
podemos observar que (4.1.4) y (4.1.6) por si solos son suficientes para definir L[ P(x)
para cualquier polinomio P(x). En efecto

Z ckxk] = Z Cr -

k=0 k=0

L

Asi, la ultima observacion sugiere una generalizacion més. En lugar de (4.1.3) consi-
dere una sucesion arbitraria de numeros reales o complejos {p, }22 . Usamos (4.1.4)
y (4.1.6) para definir un funcional lineal £ en el espacio vectorial de todos los poli-
nomios de una variable real.

Si hay una sucesion de polinomios { P, (z)} satisfaciendo (4.1.5) y la condicion adi-
cional

LIP(x)] #0

(que es automaticamente satisfecha si £ es definida por (4.1.3)), la llamaremos una
sucesion de polinomios ortogonal con respecto a L. No toda “sucesion de momentos”
{pn} daré lugar a una sucesion de polinomios ortogonales.

Definicion 4.1 [5, Definicion 2.1] Sea {11, }5° 4 una sucesion de nimeros complejos
y sea L una funcion de valores complejos definida en el espacio vectorial de todos
los polinomios dada por

L[z"] = pin, n=0,1,2,...
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Llonpr(w) + aopa ()] = a1 L[pi(x)] + o L]pa()]

para todo numero complejo c; y todos los polinomios p;(x),i = 1,2. Entonces L es
llamado el funcional de momentos determinado por la sucesion de momentos {u,}.
El niimero p, es llamado el momento de orden n.

Definicion 4.2 [5, Definicion 2.2 Una sucesion {P, ()}, es llamada sucesion
polinomial ortogonal con respecto al funcional de momentos L, si para todos los
enteros no negativos m y n tenemos

1. P,(x) es un polinomio de grado n,
2. LIPy(x)P,(z)] =0 para m # n,
3. L[P*(x)] # 0.

“Sucesion polinomial ortogonal” puede ser abreviado como “SPO” y lo usaremos para
decir P,(z) es una SPO para L.

Teorema 4.1 [5, Teorema 2.1] Sea L un funcional de momentos y sea { P, (z)} una
sucesion de polinomios. Entonces los siguientes resultados son equivalentes:

(a) {P.(x)} es una SPO con respecto a L,

(b) Lir(z)P,(x)] = 0 para todo polinomio mw(x) de grado m < n, mientras que
Lr(x)P,(x)] #0 sim =n,

(¢c) Llz"P,(x)] = Kyopm donde K,, #0, m =0,1,....n.

Demostracion

Sea {P,(z)} una SPO para L. Dado que cada Py(x) es de grado k, es claro que
{Py(z), Pi(x), ..., P(z)} es una base para el subespacio vectorial de polinomios de
grado a lo méas m. Asi, si m(z) es un polinomio de grado m, existen constantes ¢y
tal que

m(x) = chPk(x), Cm # 0.
k=0

Por la linealidad de L,

Lir(x)P,(x)] = chE[Pk(x)Pn(x)] =0 sim<n,
k=0

L[r(x)Py(z)] = e, L[P?(x)] sim =n.

Asi (a) = (b). Trivialmente (b) = (¢) = (a) lo que completa la prueba. O
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Definiciéon 4.3 [5, Definicion 3.1] El funcional de momentos L es llamado positivo-
definido si Lw(x)] > 0 para todo polinomio w(x) que no es idénticamente cero y es
no-negativo para todo real x.

Si L es positivo-definido, se sigue inmediatamente que

pior, = L[z*] > 0.

Entonces

0< L[(x+1)"] = i (2:> H2n—k;

k=0

se sigue por induccion que figr 1 es real.

4.2. Ceros

Cuando el funcional de momentos es positivo-definido, los ceros de los corres-
pondientes polinomios ortogonales exhiben una cierta regularidad en su comporta-
miento.

Definiciéon 4.4 [5, Definicion 5.1] Sea E C (—o0,00). Un funcional de momentos
L se dice que es definido-positivo en E si y sdlo si L[n(x)] > 0 para todo polinomio
m(x) que es no- negativo en E y que no es identicamente 0 en E. El conjunto E es
llamado un conjunto de soporte para L.

Desde ahora £ denotara un funcional de momentos definido-positivo y {P,(x)} su
correspondiente SPO.

Teorema 4.2 [5, Teorema 5.2] Sea I un intervalo que es un conjunto de soporte
para L. Los ceros de P,(z) son todos reales, simples y estdan localizados en el interior

de I.

Demostracion

Dado que L[P,(z)] = 0, P,(z) debe cambiar de signo al menos una vez en el interior
de I. Es decir, P,(z) tiene al menos un cero de multiplicidad impar localizado en el
interior de I.

Sean w1, o, ..., x} los distintos ceros de multiplicidad impar en el interior de I, to-
mando

pla) = (& —x1) - (x — ).
Entonces p(z)P,(z) es un polinomio que no tiene ceros de multiplicidad impar en
el interior de I, por lo tanto p(z)P,(x) > 0 para todo = € I. Asi, L[p(x)P,(x)] > 0.

Pero esto contradice el teorema (4.1) a menos que k > n. Es decir, k = n entonces
P,(z) tiene n distintos ceros en el interior de I. O
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Por lo que a los ceros de P,(z) (denotemoslos por z,;), podemos ordenarlos de
menor a mayor
Tnt < Tpa < -+ < Tpn n>1. (4.2.1)

Ya que el coeficiente principal de P,(x) es positivo, se sigue que
P,(x) >0 parax > x,,; sgnP,(r)=(-1)" paraz<uz,. (4.2.2)

Donde sgn denota la funcién signo definida por

1 x>0,
sgn r = 0 x =0,
—1 x < 0.

Enunciamos el siguiente teorema sin demostracion.

Teorema 4.3 [5, Teorema 5.3/ (Separacion de los ceros) Los ceros de P,(x) y
P,i1(x) se separan mutuamente, es decir

T+l < Ty < Tptli+1, k= 1,2,...,n. (423)

Observacion 4.1 Notemos que el teorema 4.2 y el teorema 4.3, nos hacen recordar
la alternancia de los polinomios Hurwitz.

4.3. El problema de momentos

Un poco de historia.

En 1894 T.J Stieltjes publico su clasico trabajo “Recherches sur les fractions conti-
nues” que contenia gran nimero de nuevas ideas, entre ellas un nuevo concepto de
integral, nuestra moderna integral de Stieltjes. En él propuso y resolvio completa-
mente el siguiente problema que llamoé “Problema de los momentos”.

Se trata de encontrar una funcion de variacion acotada y no decreciente a(z) en el
intervalo [0, 00) tal que sus momentos tomen un predeterminado conjunto de valores
{pn}, es decir

/ zda(x) = i, n=0,1,2,..
0

Haciendo uso de la teoria de las fracciones continuas Stieltjes demostr6é una condi-
cion necesaria y suficiente para la existencia de la solucion.

H. Hamburger (1920) extendit el problema de Stieltjes a todo el eje real. Esta ex-
tension no es trivial en absoluto pues al permitir que la x pueda tomar valores
negativos aumenta la complejidad del problema. Hamburger hace por primera vez
uso del principio de seleccion de E. Helly.

R. Nevanlinna (1922) utilizando la moderna teoria de funciones profundiza en el
problema indeterminado, debiéndosele la nociéon de “solucion extremal”.
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Sea {si} una sucesion de nimeros reales, se trata de encontrar condiciones nece-
sarias y suficientes para que exista una funcion a(z) : R — R no negativa, mondtona
creciente y de variacion acotada que verifique

/ z"da(x) = s, n=0,1,2,.. (4.3.1)

e}

A este problema se le denomina problema de momentos de Hamburguer (PMH).
Cuando dicha a(z) existe y es tnica, se dice que el problema de momentos es de-
terminado, de otra formé, se dice que el problema de momentos es indeterminado.

Teorema 4.4 (Condicion necesaria y suficiente)[13, Teorema 1.5] Dada una suce-
sion {sy}, el (PMH) tiene solucion si y sdlo si, para cualquier polinomio no negativo
Q(x) se tiene

L[Q(x)] >0,

donde L es el funcional de momentos asociado a {sy}.

En otras palabras, el (PMH) tiene solucion si y sélo si, el funcional asociado a la
sucesion {s;} es definido-positivo.
Para una demostracion vea [13].

Teorema 4.5 [5, Teorema 3.4/ El funcional L asociado a la sucesion {sy} es definido-
positivo si y solo si, los siguientes determinantes Ay satisfacen las siguientes de-
siqualdades:

So St 0 Sk
s S <08

A= 7 s, k=012 (4.3.2)
Sk Sk+1 tt S2k

Demostracion
Sea el polinomio de grado n, P,(z) = Y ,_, axz*, elevandolo al cuadrado y aplican-
dole el funcional resulta

n n n n n
21 _ j k1 _ itk _
L[P,(z)"] = E[g a;’ E apz”| = E E ajapLlx?™]) = E jaRSjtk-
j=0 k=0 §=0 k=0 k=0
En forma matricial
S0 S1 s Sn Qo
St S22t Spa ai

= (ag, ay, ...,a,)

Sk Sk+1 Son Qp,
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que es una funcién cuadratica. La matriz formada por los términos de la sucesion
{sr} es llamada matriz de momentos de Hankel. Fl resultado sera positivo
para cualquier polinomio (para valores cualesquiera de a; y ax), si y solo si, la forma
cuadratica es definida positiva. De acuerdo con el criterio de Sylvester, la condicion
necesaria y suficiente para que esto ocurra es que los determinantes principales de
las matrices de momentos de Hankel sean todos positivos. O

Observacion 4.2 Notemos que la matriz de momentos de Hankel es una matriz
Hermitiana ({sx} estd compuesta de nimeros reales). Por lo que tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 4.6 El funcional L asociado a la sucesion {s} es definido-positivo si y
solo si, la matriz de momentos Hankel es definida positiva.

Para 57 > 0, sean

So St S5 51 S2 ottt Sl
St S22t St S2 §3 0 Sj42

Hyj=| . . . |, Hy:= : S . (4.3.3)
Si Sj+1 o Sy Sjt1 Sj+2 tc S2j41

Ahora volvamos al problema de momentos de Stieltjes

Proposicion 4.7 (Condicion necesaria del problema de Stieltjes)[13, Teorema 1.6/
Sea {sr} una sucesion de nimeros reales. Si existe una funcion o(z) : [0,00) — R
mondtona creciente y de variacion acotada tal que

sn:/ z"da(x),
0

entonces se satisfacen las siquientes desigualdades
[H1 =20, [Hi =0 (4.3.4)

La demostracion de este resultado se puede ver en |2, pag. 139].

En realidad la condicién de la proposicién anterior es también suficiente, pero la
demostracion requiere del desarrollo de teoria que no necesitamos en este trabajo.
Las matrices definidas en (4.3.3) son las matrices de momentos de Hankel para el
problema de momentos de Stieltjes.

Observacion 4.3 Notemos que para que el problema de momentos de Stieltjes tenga
solucion, es necesario y suficiente que las matrices de momentos de Hankel Hy ; y
Hj ; sean semidefinidas positivas.
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Definicioén 4.5 [6, Definicion 1.5/ Sea una sucesion finita de niimeros reales (s;)7L,
dada. El problema de momentos de Stieltjes truncado (TMST) consiste en encontrar
el conjunto M, de todas las funciones acotadas no decrecientes o tal que

sj = / t'do(t) (4.3.5)
[0,00)
para cada 0 < j < m.

Definicion 4.6 La sucesion (s;)3%, ((s;)i%0" respectivamente) es llamada sucesion
positiva de Stieltjes si ambas matrices correspondientes Hy, y Hop—1 (Hipn y Hop
respectivamente) son positivas definidas.

2
J

4.4. Polinomios ortogonales de Stieltjes

Ahora consideremos una generalizacion de los polinomios estudiados anterior-
mente a polinomios matriciales.
Para k =1,...,n sea A;, una ¢ x ¢ matriz real. Consideremos el polinomio matricial

f.(2) = Ag+ A1z + ... + Ap2". (4.4.1)

El polinomio matricial (4.4.1) es de grado n si A4,, es distinto de cero. En lo que sigue
se supondra siempre que detA, # 0. Sea

(2) = Ag+ Aoz + .+ Ay 2™ P+ A 2™ sion=2m, (4.42)

gn 2= AO + AQZ + ...+ An,gzm_Q + An,lzm_l St n= 2m + 1, o
A+ Az A 2™ Ay 2™ siono=2m,

h,,(2) = { A+ Asz+ .+ Ay 2™ 4 A2 sion=2m + 1. (4.4.3)

diremos que (4.4.2) es la g, parte de f, y que (4.4.3) es la h,, parte de f,,. Es obvio
que f, = g, (2%) + zh,(z?).

Observacion 4.4 Notemos que para g =1 g,(z) = G(z) y h,(z) = H(2).

También generalizamos el problema de momentos de Stieltjes a su caso matricial.

El problema matricial de momentos de Stieltjes truncado

Definicion 4.7 Sea una sucesion finita de q x q matrices complejas Hermitianas
(sj)j2o dada. El problema (MMST) consiste en encontrar el conjunto M, de todas
las medidas q x ¢ Hermitianas no negativas o, definidas en la sigma-dlgebra de Borel
BN[0,00) tal que

sj = / t'do(t) (4.4.4)
[0,00)

para cada 0 < j < m.
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Las matrices de momentos de Hankel para este problema, estan definidas de la mis-
ma forma que en (4.3.3). Analogamente decimos que la sucesion (s;)%2; ((s;)724"
respectivamente) es llamada sucesion positiva de Stieltjes si ambas matrices corres-
pondientes Hy, v Hap—1 (Hi, v Ha,, respectivamente) son positivas definidas.

Introduzcamos también un ntimero de matrices auxiliares y dos familias de polino-
mios ortogonales y sus polinomios de segunda especie. Sea R; : C — CUFDax(i+1a

que esta dada por

Rj(2) = (Ijing — 2T3)7, 520, (4.4.5)
con
Ty =0, Tj:= ( Oqjqu Ooq ) . j>1 (4.4.6)
J Jaxq

Observe que para cada j € Ny, la funcién de valores matriciales I?; puede ser repre-
sentada por

L, o, 0, - 0, 0,
2, I, 0, - 0, 0,

T; = 21, 2, I, - 0 04 | (4.4.7)
A1, 279, 272, - 2,

Sea
. I, |
vo:=1, v =0, sil<0, wv;:= 0 para toda j € N. (4.4.8)

Ademés, sea

§j
Sj+1 ,
Yk = : 0<j<k (4.4.9)
Sk
Y Yk = Og si j > k. Tomemos
Oq .
uro:=0q up;i=|{ 7 Ugj = Yo, 1<j<n. (4.4.10)
y[ov.jfl]
Establezcamos
Yiji=ypoi-1, 1<7<Sn, y Yo :=yyr12 2<7j<n (4.4.11)
Ahora, sean R R
HLO = So, Hlvj = S5 — }/1#:][—[17,]1—1}/1:]7 ] Z 17 (4412)
]/’\1270 = 81, ﬁQJ‘ = 52541 — YijHQ_’;_lyvzj, ] Z ]_, (4413)

]?Ilyj y ﬁg’j son llamados el complemento de Schur del bloque H; ;_; en H;; y
del bloque Hy ;_; en Hs, ; respectivamente.
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Definiciéon 4.8 [6, Definicion 1.4] Sea o una funcion de variacion acotada no de-
creciente en [0,00). Una sucesion finita de polinomios (P;)7_, es llamada polinomios
ortogonales de Stieltjes (PO de Stieltjes) con respecto a o si

1. deg P;(t) = j para todo j € {0, ...,n},
2. / Pp(t)do(t) P} (t) = 6mjCmj para todo m,j € {0,...,n}, donde d,; es la
dgitogt de Kronecker y C,,; es una constante distinta de cero.
Ahora definiremos cuatro polinomios moénicos.
Definicion 4.9 [6, Definicion 1.5]
P o(z) :=1,, Qio(z) =04 Pyo(2):=1, Q20(z):= so. (4.4.14)

Para j > 1, definimos

P j(z) = (_}ijHijlq,[q)Rj(Z)Uj, (4.4.15)
Py j(z) = (_Y;]’Hz_,jlq,[q)Rj(Z)Uj, (4.4.16)
Ql,j(z) = _<_}/1>th1—,j1—17[q)Rj(Z>u1,j7 (4.4.17)
Q2,5(2) = _(_Yzj'Hg,jl—bIq)Rj(Z)UQ,j- (4.4.18)

Los polinomios @)1 ; y Q2 ; son llamados polinomios de segunda especie con respecto
a P ; y P, respectivamente.

Proposicion 4.8 [6, Proposicion 1.6/

a) Los polinomios Py ; y P ; son PO de Stieltjes con respecto a o y to respectiva-
mente. Mds precisamente

g F#
/ Py ()t o (1) Py (1) = { %‘; B ‘7.7_él k=1,2. (4.4.19)
[0,00) kg - j -

b) Las siguientes igualdades se cumplen

P (x) — P,
Q”@%:AM>LN2—;AQ®“% 0<j<n, (4.4.20)

Pyj(x) — Po(t
%A@=/° 2A2 t““mdﬂ+%ﬂ@% 0<j<n—1 (44.21)
[0700) o

También tenemos el siguiente lema:
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Lema 4.9 [6, Lema 1.7] Sean Py ;,Qrj, k = 1,2, como en la definicion 4.9. En-
tonces la solucion extremal al problema MMST definido en z € C [0,00) toma la
siguiente forma:
sp(z) = — Ql”( ) (4.4.22)
Py L2),
QQ n( )

su(z) == — zPQ*n(_) (4.4.23)

Para una demostracion vea |7]. Usamos los subindices M y p para distinguir entre
las soluciones. Ahora presentamos el teorema fundamental de este capitulo.

Teorema 4.10 [6, Teorema 2.5/

a) Sea el polinomio f, un polinomio Hurwitz con Ay = I,. Entonces existe un su-
cesion de Stieltjes (s;)27 ((s;)32y" respectivamente) y PO de Stieltjes monicos
P, Psj en [0,00) y sus correspondzentes polinomios de sequnda especie Q1 y

Q2,; tal que

_ <_1)mpl*,m(_t2) + (_1)m+1tQT,m(_t2)7 n=2m
RO ={ e s Cimeri ), amn, (4420
b) Sea (s;)37, ((s])QmoJrl respectivamente) una sucesion positiva de Stieltjes, y sean

P, Py sus correspondientes PO de Stieltjes monicos en [0,00) con sus corres-
pondientes polinomios de sequnda especie Q1 Y Q2,m los cuales son construidos
con (s;)57 ((5;)37, respectivamente). Entonces el polinomio formado en (4.4.27)
es un polinomio Hurwitz.

En la demostracion de este teorema (ver [6]), se utiliza el hecho de que f,(t) puede
ser escrito de la forma f,(t) = g.(t) + th,(t) y se demuestra que para n = 2m y
Ay = I, podemos escribir g,(t) = (=1)" P}, (- ) ho(t) = (=1)"*'Q5 . (—1). Para
n=2m+1y A, = I, tenemos h,(t) = (=1)" Py, (1) y ga(t) = (=1)"Q5,,(—1).

El siguiente lema representa la relacion entre los coeficientes de los polinomios g,,
hy, y los momentos s;.

Lema 4.11 [6, Lema 2.1] Sean g, y h,, la parte par e impar del polinomio f, defi-
nidos en (4.4.2) y (4.4.3). Para |z| > |20| la expansion en series de potencias de Z—”
en potencias negativas de z, tiene la forma:

g_n_;_; o (= )”Zn_H +--, n=2m, (4.4.25)
9n 51 n Sn —
h_n_so_;+..._|_<_1)z_n+...’ n=2m+ 1. (4.4.26)
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Ejemplo 4.1 Asumamos que ¢ = 1. Sean s; los momentos definidos por s; = j!
para 3 = 0,1,...,6. Esta secuencia de escalares es una sucesion positiva de momentos
de Stieltjes dado que Hy 3 y Ha o son matrices definidas positivas. Sus correspondien-
tes polinomios ortogonales Py ; y P»j para estos momentos toman la forma

PL()(Z) :17 Pl’l(Z):Z—l,
Pio(z) =22 —42+2, Pis(z) = 2% — 922 + 182 — 6,
P270(Z) = 1, PQJ(Z) 22—2,

Pyo(2) =22 — 6246, Pys(2)=2"—122"+362 — 24.

Los polinomios de sequnda especie de Py ; y P»j se escriben como
Qio(2) =0, Qua(z) =1,
Qia2(z) =2—3, Qus(z) =2"—8z+11,

Q20(2) =1, Q21(2) =2 —1,

Qo2(2) =2 —52+2,  Qus(z) =2° — 112* + 262 — 6.

Finalmente, los polinomios Hurwitz correspondientes a estos polinomios estan dados
por

filty=t+1, fl)=t'+t+1, fE)=++2t+1,
fa@) =t 3 42 43t + 2, f5(t) =10 +t* + 6t 4+ 52 + 6t + 2,
fo(t) =% +¢° + 9t + 8* + 18¢* + 11t + 6,

f(t) =7 + 15 +12¢° 4+ 11¢* + 36> + 261> + 24t + 6.

Las grificas de las partes gg, he y g7, hr de los polinomios fg y fr respectivamente
se muestran en la siguiente imagen lo cual comprueba que cumplen la propiedad de
la alternancia.
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gefwl A
15+
10+
5,
' w
-2 -1
hGHwL's’
-10+
Figura 4.1: Alternancia de los polinomios ortogonales fs.
w

—40}t

h7HwL

—-60+

Figura 4.2: Alternancia de los polinomios ortogonales f.

Con lo anterior es inmediata la demostracion del siguiente teorema:

Teorema 4.12 (de Kharitonov mediante polinomios ortogonales) El polinomio in-
tervalo

P(z)=a,2"+ -+ ap, cona; € [a;, 3]
es estable, si y solo si, para cada polinomio de Kharitonov K;(z) asociado al poli-

nomio intervalo, existe un sucesion de Stieltjes (s;)5™ ((sj)?fgrl respectivamente) y
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PO de Stieltjes monicos Py, ;, P j en [0,00) y sus correspondientes polinomios de
sequnda especie Qi ; y Q2 tal que

i [ P2 4 () Qi (), n=2m
i(2) = { (1) Qo (—22) + (~1)"2Pyy o (22), m=2m + 1

coni=1,..,4.

(4.4.27)

Ahora desarrollaremos un ejemplo que nos permita usar los teoremas que estu-
diamos en este trabajo.

4.5. Un ejemplo ilustrativo: Oscilaciones amortigua-
das

Empecemos recordando el sistema sencillo que recoge las caracteristicas esencia-
les del movimiento armoénico simple: el movimiento de una masa puntual unida a
un resorte alrededor del equilibrio (ver Resumen). Reducir el problema a su maxima
simplicidad (conservando las caracteristicas de interés) requiere varias aproximacio-
nes razonables. Consideramos una masa puntual m y un movimiento en una tnica
dimension, i.e. el movimiento tiene un tnico grado de libertad; el resorte no tiene
masa y su comportamiento es perfectamente lineal. Como grado de libertad para
la descripciéon del sistema escogemos el desplazamiento en la coordenada z de la
posicion de equilibrio, segtin indica la figura

memmmmb SR
|

8

Figura 4.3: Oscilador arménico.

Recordando la segunda ley de Newton,

dp
F=—
dt’

en nuestro problema con un grado de libertad, F — F'y p = mv — mu; si la masa
m permanece constante, tenemos sencillamente

F = m(fl—g; = mai. (4.5.1)
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Recordando la ley de Hooke,
F=—kzx, k£>0. (4.5.2)

La fuerza se opone al desplazamiento y su intensidad es proporcional al mismo,
siendo k la constante elastica o recuperadora del resorte. Las dimensiones de k son
[k] = MT—2. Empleando ec. (4.5.1) y ec. (4.5.2), obtenemos

k
mi=—krsmit+kr=0&12+—v=0. (4.5.3)
m

Antes de continuar con el anélisis, recordemos qué aproximaciones simplificado-
ras hemos realizado para llegar a la ecuacion anterior, ec. (4.5.3): la masa es puntual
y constante, el sistema tiene un tnico grado de libertad y el comportamiento del
resorte es lineal. Si bien podemos imaginar circunstancias en que no se cumplan,
son suficientemente razonables y permiten describir adecuadamente el sistema en
multitud de casos en que ademés de razonables son acertadas. Regresando a ec.
(4.5.3), la combinacién £ tiene dimensiones [£]= T2, y es una constante propia

del sistema (de hecho es la cantidad relevante que describe la estructura del sistema),

de modo que introducimos wg = \/% con [wo] =T, para reescribir la ecuacion de

movimiento (4.5.3) de forma sencilla,
i+wiz =0. (4.5.4)

La ecuacion de movimiento del grado de libertad x del sistema es por tanto una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden y con coeficientes constantes. No resulta
dificil encontrar soluciones sencillas, por ahora nos interesa el caso del oscilador
armonico amortiguado, no la forma explicita de sus soluciones, sino sus propiedades,
es decir su forma cualitativa.

En el analisis anterior la oscilacién del sistema considerado se mantendria por
un tiempo infinito sin ver disminuida su amplitud. Esta descripcién, obviamente,
no reproduce de forma fiel o verosimil el comportamiento de multitud de sistemas
fisicos reales. ; Como podemos modificar nuestra descripcion de un oscilador armo-
nico alrededor del equilibrio para obtener un descripciéon mas acorde a lo observado
en la naturaleza?. Obtuvimos la ecuacién del movimiento armoénico simple uniendo
una ley dinamica mZ = F' con una forma particular de la fuerza F' = —kx. Para
enriquecer nuestra descripcion, no modificaremos la ley dindmica y si en cambio nos
plantearemos qué clase de modificacién sencilla de la forma de la fuerza es tutil a
nuestro proposito. Para mantener la linealidad del sistema, tan solo consideramos
términos con una tnica potencia de x: eso descarta automéaticamente cualquier tér-
mino x?%, xi, 2%, etc, en F. Tampoco queremos incluir derivadas temporales de orden
superior. Esto nos deja con una tnica dependencia para modificar la forma de la
fuerza: &. Fisicamente, resulta razonable suponer anadir términos que dependen de
la velocidad del grado de libertad z, cosa habitual al describir, por ejemplo, la pre-
sencia de fuerzas de rozamiento. Dicho esto, escribimos explicitamente la forma de
la fuerza en este contexto:
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. . . v .
mi = —kx —yi & i+ —i +wiz = 0. (4.5.5)
m
La combinacion - tiene dimensiones (t)~!, introducimos una nueva constante I' con
- = 2I" (el factor 2 incluido aqui simplificard expresiones posteriores); adicional-
mente, denominamos ahora wy a la frecuencia natural del oscilador, esto nos lleva a

la ecuaciéon
i+ 20'd + wjz = 0.

Como dijimos antes nos interesa solo la forma cualitativa de las soluciones a la
ecuacion diferencial (4.5.5). Consideremos ahora un ejemplo particular.

Ejemplo 4.2 Una masa de 15+ 0,5 kg conectada a un resorte con k = 200 + 10%
oscila en una superficie horizontal cuya constante de amortiguamiento v = 941571,
Tenemos entonces una familia de ecuaciones diferenciales

i+ 203+ wir =0

conm € [14,5,15,5], k € [190,210] y v € [8,10] lo que implica que w3 € [22 220] y

16 20 317 29
2 € [ﬁ,ﬁ].

Dado que la solucién de este tipo de ecuaciones es bien conocida, lo que planeamos
en este ejemplo es verificar el teorema de Kharitonov para un caso fisico. Haciendo
un cambio de variable

YL =z, Y1 = Y2,
Yo =T, Yo = —2I"yp — W%%-

El cual podemos escribir de forma matricial como

()= (2 5 (1)

Calculando su Polinomio caracteristico P.(\) tenemos

P.(\) = A* + 2T\ + wg,

380 420 16 20
wge[ } y2F€{ }

con
31729 31729
Construimos los polinomios de Kharitonov para esta familia

380 16 380 20

K\ = 2 20+ 02 Ko\ = 2 - 224 )2
1Y) 31 T3t 2(V) 31 To90 T
420 16 420 20
KiA\) = — + XA+ 22 Ky = — + 220+ 22
s(V) 29 T3t (M) 29 T9n T
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Por medio de los rectangulos de Kharitonov comprobamos que la familia entera es
estable

Figura 4.4: Rectangulos de Kharitonov.

Mediante los tubos de Kharitonov vemos que todos los polinomios en la familia
satisfacen la propiedad de la alternancia.

KE L
KE, Al

min

K L

KO fwl > w

min

Figura 4.5: "Tubos"de Kharitonov.

Esto es el resultado que esperariamos de un movimiento armoénico amortiguado,
después de un cierto tiempo ¢ la posicion z(t) regresa al punto de equilibrio del
sistema, es decir, toda solucién de la ecuacion diferencial resulta ser asintéticamente
estable.
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memmmmm by

Figura 4.6: Oscilador arménico amortiguado.



Apéndice A

Estabilidad asintética de una
posicion de equilibrio de una familia
de sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales

V.L Kharitonov
(Traduccion del articulo « Asymtotic Stability of an Equilibrium Position of a Family
of Systems of Linear Diferential Equations» V.L. Kharitonov [10] (1978)) hecha por
el autor.

Para que la solucion trivial de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
X = Ax

con coeficientes constantes, donde A es una matriz real de n x n, sea asintoéticamente
estable, es necesario y suficiente que todos los ceros del polinomio caractéristico se
encuentren en el semiplano izquierdo del plano complejo.
Si los elementos de A son conocidos solo aproximadamente, la question de la esta-
bilidad asintotica de la solucion x = 0 requiere de la investigacion de la familia de
polinomios

f(z)=2"+az" '+ +ay, (A.0.1)

donde
a; € [(l/i,ﬁi] (Ozi < 6l), 1=1,2,...,n. (A02)

Problema. Encontrar condiciones bajo las que todos los ceros de los polinomios
(A.0.1) y (A.0.2) tengan parte real negativa.

Sea G™ el conjunto de todos los polinomios de la forma (A.0.1) cuyos ceros se en-
cuentran en el semiplano izquierdo, sea S™ la familia de polinomios (A.0.1), (A.0.2),
y sea ST la familia de los 2" polinomios en S™ en los que cada coeficiente a; es igual
aqa; o f.
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Teorema A.1 Para que S™ C G" es necesario y suficiente que ST C G".

La necesidad es obvia ya que ST C S", para probar la parte suficiente usaremos un
lema. Considere la familia de polinomios S™ de la forma (A.0.1), (A.0.2), tal que

n—1
Aok+1 € [okt1, Port1], B =0,1,.., [ 5 } .

A cada polinomio de S™ le corresponde un tnico par de funciones h(\) y g(\)
asociado a f(z) por la igualdad

f(2) = h(2?) + zg(2?). (A.0.3)

Los polinomios h(A) y g(\) son de grado m si n =2m + 1,y h()\) es de grado m y
g(\) es de grado m — 1 si n = 2m. Para f(z) € S" y n = 2m el polinomio h()) es
fijo, y para n = 2m + 1 el polinomio g(\) es fijo. La familia S consiste de 2[(+1)/2
polinomios.

Lema A.2 Para que S™ C G", es suficiente que S’{‘ c G".

Demostracion Supongamos que n = 2m. El teorema de Hermite-Biehler 2.14 implica
que, para que f(z) € G", es necesario y suficiente que h(\) y ¢g(A\) formen un par
positivo, i.e los ceros de los polinomios deben ser distintos, reales, negativos y se
interlazan como sigue:

U <V < U < Vg < +vr < U < Uy, <0

donde wu; son los ceros h(\) y v; los ceros de g(A). Se sigue de la condicion en
el lema que h(A) forma un par positivo con todo g(A) correspondiente a los po-
linomios de S7. Denotemos estos polinomios por gi(\), ..., gam(A). Todo polinomio
f(z) = h(z?) + 2g:(2%) (1 = 1,2,...,2™) es, por condiciéon, un polinomio Hurwitz;
por lo tanto todos los coeficientes de todos los polinomios g;(A\) son positivos. Si
el valor absoluto de A es lo suficientemente grande, sgn(g;(\)) = sgn((—1)""!)
para i = 1,2,...,2™. Todos los g;(\) cambian de signo por primera vez en el in-
tervalo (uy,us) i.e, sgn(g;(uz)) = sgn((=1)™2), (i = 1,2,...,2™); similarmente,
sen(gi(ug)) = sgn((=1)™ %), (i = 1,2,...,2™). Consideremos un polinomio arbitra-
rio en 5‘”; su correspondiente polinomio g(A) claramente cambia de signo en cada
intervalo (ug, uy41); i.e tiene ceros en este intervalo. Por lo tanto g(\) forma un par
positivo con h(A), y por lo tanto, cada polinomio en S™ también estd en G". Esto
prueba el teorema para n = 2m; la prueba es similar para n = 2m + 1. O

Observacion A.1 FEs conocido [4] que, para que el polinomio f(z) de grado n cum-
pla f(z) € G™ cuando a; > 0, es necesario y suficiente que el polinomio de grado

(n—1)

o(z) = (—1)nzf(—2)2;2(2 —2a1) f(2) I WS TNy S (A.0.4)
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donde

alai+1—ai+2’ Z ar
by — { I (A.0.5)

@it -
o> Lumpar

pertenezca a G L.

Ahora probaremos la parte suficiente del teorema A.1, aplicando inducciéon mate-
mética sobre n.
Demostracion Supongamos que el teorema A.1 vale para todas las familias de la
forma (A.0.1) y (A.0.2) cuando los grados de los polinomios son menores que n.
Notemos que para n = 1,2, 3 la afirmacién del teorema es obvia. El lema implica
que, para que la funcion f(z) de S™ pertenezca a G™, es suficiente que el polinomio
correspondiente de S7 pertenezca a G". Incluimos f(z) € S7 en la familia S de
polinomios tal que asy, € (o, Bar], £k =1,2,...,[(n —1)/2].
Correspondiendo a cada polinomio en S, contruimos o(z) usando (A.0.4); esto pro-
duce una familia S"~! de polinomios cuyos coeficientes b; € [y;,8;] (i = 1,2, ...,n—1),
donde

100k — A2k+3 a1Bok+2 — A2k+3 Aok+1

V2k+1 = B} , Oogy1 = B} , Yok = Ogp = .

En virtud de la hipotesis de inducciéon, para que S"~! C G"!, es suficiente que
St ¢ G"1. Pero esto significa que, para que Sm c G, es suficiente que S{L c Gn.
Nosotros formamos S de la misma manera que a S7. Este razonamiento es valido
para cada f(z) € S{‘, por lo tanto, para que f(z) € S™ se encuentre en G", es
suficiente que ST C G". Esto completa la prueba del teorema A.1. O

Teorema A.3 Para que ST C G", es necesario y suficiente que los siquientes cuatro
polinomios de ST se encuentren en G".
fi(2)
o = { Bn—ok, k par
Qp_ok, k tmpar

a _ Bn—2k—1, Kk par
o2kl Qp_ok—1, Kk impar
fa(2)
a o Op—2k, k par
" Buiok, K impar
a _ Qp_op—1, Kk par
okt Bn-2k—1, k impar
f3(2)
R (N
"R Baak, K impar
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a _ Brn—ok—1, Kk par
okt Qn_ok—1, Kk impar

o= { P

Qp_ok, k tmpar

| ap—ok—1, kK par
n-2k-1 = { Br—ok—1, k impar
De nuevo la necesidad es evidente, probemos la parte suficiente. Supongamos que n =
2m (la prueba para n = 2m+1 es similar); usaremos el mismo tipo de razonamiento
que aplicamos en la prueba del lema. Para g;(\) seleccionamos dos: g(\) con los
coeficientes

a . A2k 41, k par,
1 — .
o Pok+1, Kk impar,

y g(\) con los coeficientes

ok Bor+1, kK par,

2%k+1 = -

+ Q91 k impar.
+1>

FEs facil de ver que la grdafica de cada g(\) tal que asgy1 € [ori1, Pogpr1] estd entre las
graficas de g(\) y g(\) para A < 0; por lo tanto, si g(A) y g(\) forman pares positi-
vos con h(\), entonces f(z) = h(2?) + 2g(2?) estd en G". Considere los siguientes
polinomios: E(A) con los coeficientes

[ am ko
2%k = .
521@7 kzmpar,

A~

y h(X\) con los coeficientes

,  k par,
o = { Bak p

o, k impar.

Si E()\) y h(\) forman pares positivos con G(A) y §(N), entonces cada h(X\) y g(\)
cuyos coeficientes satisfagan (A.0.2) forman un par positivo, esto es, S} C G™. De
lo cual se sigue el teorema A.3.

Ahora consideremos el problema original. Sea la matriz A C U si a;; € [ouj, Bij] ¥
a;; < By (i=1,2,...,n), y sea f(z) € W si f(z) es el polinomio caracteristico para
alguna matriz de U. Pongamos

o = mml;nai, B = mma;uxai (1=1,2,...,n).

Tenemos el siguiente resultado
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Teorema A.4 Para que todos los sistemas (A.0.1) con A € U tengan estabilidad
asintotica en las posiciones de equilibrio € = 0, es necesario y suficiente que los
cuatro polinomios descritos en el teorema A.3 pertenezcan a G™.

Observacion A.2 Los teoremas A.1 y A.3 siguen siendo vdlidos para la familia de
polinomios

&)= b ma ™t ta
donde
a; € [aiaﬁi] (ai S Bl)a 1= ]-727 ey T






Apéndice B
Integral de Stieltjes

Definicion B.1 Sea P = {zg, 21, ...,x,} una particion de [a,b] y sea tx un punto
del subintervalo [xy_1,xy]. Una suma de la forma

S(P, f,«a thk Aay,

se llama una suma de Riemann-Stieltjes de f respecto de o en [a,b]. Decimos
que f es Riemann-Stieltjes integrable si existe un numero A que satisface la
siguiente propiedad:

Para cada € > 0, eziste una particion P. de [a,b] tal que, para cada particion
P mds fina que P. y para cada eleccion de los puntos ty, del intervalo [xy_1,1;] se
tiene |S(P, f,a) — A| < e. Cuando tal nimero A existe, es unico y se representa por

medio de ,
| 1@ate)

B.1. Medidas de Stieltjes y Borel

Sea F' una funcion no decreciente definida en un intervalo cerrado [a, b], y supon-
gamos que F' es continua por la izquierda, en cada punto de (a,b]. Definiendo las
medidas de todos los segmentos, los intervalos y los semisegmentos, pertenecientes
al segmento basico [a, b], mediante las igualdades

m(a,B) = F(B) = F(a+0),
mle, f] = F(+0) - F(a),
m(o, f] = F(B+0) = F(a+0),
mla, f) = F(8) - F(a).

podemos extender después esta medida, empleando el procedimiento de Lebesgue de
prolongaciéon de medida, a un g-anillo que contiene todos los subconjuntos abiertos
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y cerrados (y consecuentemente, todos los subconjuntos borelianos) del segmento
la, b]. La medida pup que se obtiene a partir de esta construccion se llama medida de
Lebesgue-Stieltjes correspondiente a la funcion F', mientras que la propia funcion F
se llama la funcion generatriz de esta medida.

Definicion B.2 Sea X un espacio topologico y sea B la o-dlgebra de borel definida
sobre X. Una funcion p : B — [0,00] que ademds es contable aditiva, es llamada
una medida de Borel.

Definicion B.3 Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un arco en X es un embebimien-
to o :[0,1] — X | es decir, una aplicacion continua que es un homeomorfismo
restringida a su rango o : [0,1] — o([0, 1]). Se puede sustituir [0, 1] por cualquier
otro intervalo cerrado [a,b], ya que son todos homeomorfos.

Se dice que (X, T) es un espacio conexo por arcos o arcoconexo si para cada par
de puntos distintos x,y € X, existe un arco o tal que 0(0) =z y o(1) = y.
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