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Resumen

Dados un automorfismo unitario holomorfo en la esfera de Riemann y un dato
de Weierstrass; en este trabajo veremos que con ello podemos introducir un nuevo
dato de Weierstrass y probaremos que existe un movimiento rı́gido tal que la
representación de Weierstrass del primer dato compuesta con este movimiento
rı́gido es la representación de Weierstrass del nuevo dato que se introdujo.

Palabras Clave Superficies Mı́nimas, Datos de Weierstrass.
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Abstract

Given a holomorphic unitary automorphism on the Riemann sphere and a
Weierstrass data, in this paper we will see that with this we can introduce
a new Weierstrass data and prove that there is a rigid motion such that the
representation of Weierstrass the first data composed this rigid motion is the
Weierstrass representation of the new data that was entered.

Keywords Minimal Surfaces, Weierstrass Data.
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Introducción

0.1. Objetivos.

El objeto de este trabajo son las superficies mı́nimas en R3. Ellas provienen o se
construyen usando los llamados datos de Weierstrass. Una terna (Ω ,g, f dz) es un
dato de Weierstrass si cumple las siguientes propiedades:

Ω ⊆ C es un conjunto abierto simplemente conexo,
g : Ω −→ C es una función meromorfa,
f , f g, f g2 : Ω −→ C son funciones holomorfas y
| f |(1+ |g|2)> 0 .

Representamos con D a la colección de todos los datos de Weierstrass, variando
los elementos Ω , g y f dz en las ternas. A continuación tenemos la siguiente:

Proposición (Representación de Weierstrass) Si (Ω ,g, f dz) ∈ D y z0 ∈ Ω , en-
tonces

ω : (Ω ,g, f dz) −→ R3

z 7−→ ω(z) := Re
∫ z

z0

(1
2

f (ξ )(1−g(ξ )2),

√
−1
2

f (ξ )(1+g(ξ )2), f (ξ )g(ξ )
)

dξ

es una inmersión conforme mı́nima. Esta parametrización es llamada la represen-
tación de Weierstrass de (Ω ,g, f dz).

Nuestro objetivo es estudiar los fenómenos que resultan al mover g y f dz.

0.2. Mapa mental.

En el siguiente mapa mental mostramos la interdependencia entre los capı́tulos y
secciones del contenido de este trabajo.
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0.3 Resultado principal. XVII

0.3. Resultado principal.

Consideremos el grupo de automorfismos unitarios holomorfos en Ĉ

PSU(2,C) :=
{

µ(z) =
az+b
−bz+a

: a,b ∈ C con |a|2 + |b|2 = 1
}
.

En este trabajo probaremos el siguiente:

Teorema La aplicación

δ : PSU(2,C) × D −→ D(
az+b
−bz+a

, (Ω ,g, f dz)

)
7−→

(
Ω ,

ag+b
−bg+a

,(−bg+a)2 f dz

)

da lugar al siguiente diagrama conmutativo:

D R3

D R3

δµ

ω

τ

ωµ

donde, τ =

 −Re(b
2−a2) Im(b

2−a2) −2Re(ab)
−Re(

√
−1(a2 +b

2
)) Im(

√
−1(a2 +b

2
)) −2Im(ab)

−2Re(−ba) 2Im(−ba) |a|2−|b|2

 ∈ O(3).





Capı́tulo 1
Superficies Mı́nimas

1.1. Problema de Plateau.

El fı́sico J. Plateau (1801-1883) popularizó los experimentos de pelı́culas de
jabón. En 1873 J. Plateau postuló que; para todo marco de alambre cerrado existe
al menos una pelı́cula de jabón soportada en dicho marco. Este problema fue
también planteado por Joseph-Louis Lagrange en 1760, actualmente su formulación
en geometrı́a diferencial se conoce como el:

Problema de Plateau Dada γ : I ⊆R→R3 una curva cerrada simple. Determinar
de entre todas las superficies S ⊆ R3 con frontera ∂ (S) = γ(I), aquellas que
localmente minimizan el área.

El problema de Plateau fue resuelto en 1930 por el matemático estadounidense
J. Douglas (Medalla Fields 1936) en [2]. Independientemente de J. Douglas y casi
al mismo tiempo T. Radó dio una prueba diferente, ver [4].

1.2. Inmersiones y variación de área.

En lo que sigue Ω ⊆ C denotará siempre un conjunto abierto, trabajaremos
también con funciones y aplicaciones siempre de clase C∞. Con esto en mente
consideramos el siguiente conjunto de aplicaciones Inm∞(Ω : R3) :=

{
ϕ : Ω −→

R3 : ϕ es una inmersión
}

. Consideremos ϕ : Ω −→ R3 una inmersión; quedan
definidas los dos siguientes conceptos:

N : Ω −→ R3

(u,v) 7−→ N(u,v) :=
1

|(ϕu×ϕv)(u,v)|
(ϕu×ϕv)(u,v)

Esta aplicación es llamada la aplicación de Gauss de ϕ .

1



2 1 Superficies Mı́nimas

H : Ω −→ R

(u,v) 7−→ H(u,v) :=
1
2

traza(−dN(u,v)).

A esta función le llamamos la curvatura media de ϕ .
Dada una región R⊆Ω y una función diferenciable f : Ω −→ R tal que f |∂R ≡ 0,
tenemos el siguiente:

Lema Existe una ε > 0 suficientemente pequeña tal que la curva de aplicaciones

α : (−ε,ε) −→ Inm∞(Ω : R3)
t 7−→ α(t) := ϕ + t f N

es diferenciable (respecto a la variable t). Diremos que α es una variación normal
de ϕ .

Definimos el funcional de área como sigue

A : Inm∞(Ω : R3) −→ R
ϕ 7−→ A(ϕ) :=

∫
U

√
〈ϕu,ϕu〉〈ϕv,ϕv〉−〈ϕu,ϕv〉2dudv.

Con ello tenemos el siguiente:

Teorema (Fórmula de la primera variación del área) La derivada con respecto
a t de una variación normal de ϕ cumple que

(A◦α)′(0) =−2
∫

R
f H
√
〈ϕu,ϕu〉〈ϕv,ϕv〉−〈ϕu,ϕv〉2dudv.

Una demostración de este teorema se puede encontrar en Wolfgang [5], pág. 99.
Como corolario del Teorema anterior se sigue que una inmersión es un punto

crı́tico del funcional de área si, su curvatura media es idénticamente cero. Este
corolario nos permite establecer la siguiente:

Definición 1.1 Una inmersión ϕ : Ω ⊆ C→ R3 es mı́nima si, su curvatura media
es idénticamente cero, i.e. H≡ 0.

1.3. Inmersiones mı́nimas conformes.

Identificaremos R2 ∼= C como es usual y sus respectivos haces tangentes TR2 ∼=
TC, como haces vectoriales reales.

Definición 1.2 Una inmersión ϕ : Ω ⊆C−→R3 es conforme si existe una función
λ : Ω −→ Rr{0} tal que para todo p ∈Ω se tiene

〈dϕ(p)z,dϕ(p)w〉R3 = λ (p)2〈z,w〉R2 , para todo z,w ∈ TpC.

La función λ es llamada el factor conforme de ϕ .



1.3 Inmersiones mı́nimas conformes. 3

Dada ψ : Ω ⊆C→R3 una aplicación diferenciable; definimos el Laplaciano de
ψ como sigue

∆ψ : Ω −→ R3

z 7−→ ∆ψ(z) := ψuu(z)+ψvv(z)

=

(
∂ 2ψ1

∂u2 (z)+
∂ 2ψ1

∂v2 (z),
∂ 2ψ2

∂u2 (z)+
∂ 2ψ2

∂v2 (z),
∂ 2ψ3

∂u2 (z)+
∂ 2ψ3

∂v2 (z)

)
.

Con esta definición tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.3 Si ϕ es conforme, entonces ∆ϕ = 2λ 2HN donde, λ es el factor
conforme de ϕ .

Demostración. Como ϕ es conforme tenemos

〈ϕu,ϕu〉 = 〈ϕv,ϕv〉 (1.1)
〈ϕu,ϕv〉 = 0. (1.2)

Luego, derivando (1.1) respecto de u y v se tiene

〈ϕuu,ϕu〉 = 〈ϕuv,ϕv〉 (1.3)
〈ϕuv,ϕu〉 = 〈ϕvv,ϕv〉. (1.4)

En forma análoga, de (1.2) obtenemos

〈ϕuu,ϕv〉 = −〈ϕu,ϕuv〉 (1.5)
〈ϕuv,ϕv〉 = −〈ϕu,ϕvv〉. (1.6)

Luego, de (1.3) y (1.6) se sigue

〈ϕuu +ϕvv,ϕu〉 = 〈ϕuu,ϕu〉+ 〈ϕvv,ϕu〉
= 〈ϕuv,ϕv〉−〈ϕuv,ϕv〉
= 0.

Ahora, de (1.4) y (1.5) obtenemos

〈ϕuu +ϕvv,ϕv〉 = 〈ϕuu,ϕv〉+ 〈ϕvv,ϕv〉
= −〈ϕu,ϕuv〉+ 〈ϕuv,ϕu〉
= 0.

Por ello existe σ : Ω −→ R, dada por σ = 〈∆ϕ,N〉 tal que ∆ϕ = σN.

Por otra parte, σ se calcula como,

〈∆ϕ,N〉 = 〈ϕuu +ϕvv,N〉
= 〈ϕuu,N〉+ 〈ϕvv,N〉.
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Usando que 〈ϕu,N〉= 〈ϕv,N〉= 0, se tiene

= −〈ϕu,Nu〉−〈ϕv,Nv〉

= |ϕu|2〈
ϕu

|ϕu|
,−dN

ϕu

|ϕu|
〉+ |ϕv|2〈

ϕv

|ϕv|
,−dN

ϕv

|ϕv|
〉.

Finalmente, como |ϕu|2 = |ϕv|2 = λ 2, obtenemos

= λ
2
(
〈 ϕu

|ϕu|
,−dN

ϕu

|ϕu|
〉+ 〈 ϕv

|ϕv|
,−dN

ϕv

|ϕv|
〉
)

= λ
2traza(−dN)

= 2λ
2H.

Como consecuencia de la Proposición anterior tenemos el siguiente:

Corolario 1.4 Si ϕ es conforme, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

a) ϕ es una inmersión mı́nima.
b) El Laplaciano de ϕ es idénticamente cero, i.e. ∆ϕ ≡ 0.

Con el fin de obtener una nueva expresión para ϕ , le asociamos la siguiente
aplicación

Φ : Ω ⊆ C −→ C3

z 7−→ Φ(z) = (Φ1,Φ2,Φ3)
:= ϕu(z)−

√
−1ϕv(z)

=

(
∂ϕ1

∂u
(z)−

√
−1

∂ϕ1

∂v
(z),

∂ϕ2

∂u
(z)−

√
−1

∂ϕ2

∂v
(z),

∂ϕ3

∂u
(z)−

√
−1

∂ϕ3

∂v
(z)

)
.

A esta aplicación la denominamos complexificación de ϕ .
Por cálculo directo tenemos

3

∑
j=1

Φ
2
j =

3

∑
j=1

[(
∂ϕ j

∂u

)2
−
(

∂ϕ j

∂v

)2
−2
√
−1

∂ϕ j

∂u
∂ϕ j

∂v

]

=
3

∑
j=1

[(
∂ϕ j

∂u

)2
−
(

∂ϕ j

∂v

)2
]
−2
√
−1

3

∑
j=1

[
∂ϕ j

∂u
∂ϕ j

∂v

]
= (|ϕu|2−|ϕv|2)−2

√
−1〈ϕu,ϕv〉. (1.7)

A partir de (1.7) se demuestra la siguiente:

Proposición 1.5 ϕ es conforme si y solamente si Φ2
1 +Φ2

2 +Φ2
3 ≡ 0.
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Ahora, es bien conocido que si Φ j =
∂ϕ j

∂u
−
√
−1

∂ϕ j

∂v
es holomorfa, entonces

por las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos
∂

∂u

(
∂ϕ j

∂u

)
= − ∂

∂v

(
∂ϕ j

∂v

)
, de

donde ∆ϕ j ≡ 0, para todo j ∈ {1,2,3}.

Por otra parte, si ∆ϕ j ≡ 0 tenemos
∂

∂u

(
∂ϕ j

∂u

)
= − ∂

∂v

(
∂ϕ j

∂v

)
y como ϕ

es diferenciable, se sigue por el Teorema de Schwarz (simetrı́a de las segundas

derivadas) que
∂

∂u

(
∂ϕ j

∂v

)
=

∂

∂v

(
∂ϕ j

∂u

)
, entonces como Φ j es diferenciable, se

tiene que Φ j es holomorfa, para todo j ∈ {1,2,3}.
Luego, por el Corolario 1.4 y la Proposición 1.5 se tiene la siguiente:

Proposición 1.6 Si Φ2
1 +Φ2

2 +Φ2
3 ≡ 0, entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

a) ϕ es una inmersión mı́nima.
b) Φ1,Φ2,Φ3 son funciones holomorfas.

Finalmente, si consideramos ahora un abierto simplemente conexo Ω ⊆ C y un
punto z0 ∈Ω , tenemos la siguiente:

Proposición 1.7 ϕ(z) = ϕ(z0)+Re
∫ z

z0

(
Φ1(ξ ),Φ2(ξ ),Φ3(ξ )

)
dξ .

Demostración. Por cálculo directo obtenemos

ϕ j(z)−ϕ j(z0) =
∫ z

z0

dϕ j

=
∫ z

z0

(
∂ϕ j

∂u
du+

∂ϕ j

∂v
dv

)

=
∫ z

z0

Re

[(
∂ϕ j

∂u
−
√
−1

∂ϕ j

∂v

)
(du+

√
−1dv)

]
=
∫ z

z0

Re[Φ j(z)dz]

= Re
∫ z

z0

Φ j(z)dz,

para todo j ∈ {1,2,3}.





Capı́tulo 2
Representación de Weierstrass

2.1. Datos de Weierstrass.

Definición 2.1 Dado Ω ⊆ C un conjunto abierto simplemente conexo; una terna
(Ω ,g, f dz) es un dato de Weierstrass si, la terna satisface las siguientes tres
propiedades:

a) g : Ω −→ C es una función meromorfa,
b) f , f g, f g2 : Ω −→ C son funciones holomorfas y
c) | f |(1+ |g|2)> 0.

Si una terna (Ω ,g, f dz) cumple (a), (b) y no necesariamente (c), entonces diremos
que la terna es un dato débil de Weierstrass.

Consideremos (Ω ,g, f dz) un dato débil de Weierstrass y un punto z0 ∈ Ω . Con
ello queda bien definida la siguiente aplicación

ω : (Ω ,g, f dz) −→ R3

z 7−→ ω(z) := Re
∫ z

z0

(1
2

f (ξ )(1−g(ξ )2),

√
−1
2

f (ξ )(1+g(ξ )2), f (ξ )g(ξ )
)

dξ .

Esta aplicación es llamada la representación de Weierstrass de (Ω ,g, f dz).
Por comodidad denotaremos a

Φ :=
(1

2
f (1−g2),

√
−1
2

f (1+g2), f g
)
, (2.1)

pensando en ellas como ternas de funciones.
Entonces por definición de la integral de una aplicación compleja tenemos la
siguiente igualdad∫ z

z0

Φ(ξ )dξ = Re
∫ z

z0

Φ(ξ )dξ +
√
−1Im

∫ z

z0

Φ(ξ )dξ . (2.2)

7



8 2 Representación de Weierstrass

Ahora, derivando (2.2) y aplicando el teorema fundamental del cálculo para
aplicaciones complejas, obtenemos

Φ =
∂

∂u
Re
∫ z

z0

Φ(ξ )dξ −
√
−1

∂

∂v
Re
∫ z

z0

Φ(ξ )dξ

=
∂ω

∂u
−
√
−1

∂ω

∂v
. (2.3)

Luego, igualando coordenada a coordenada se obtiene el siguiente:

Lema 2.2

∂ω1

∂u
−
√
−1

∂ω1

∂v
=

1
2

f (1−g2),

∂ω2

∂u
−
√
−1

∂ω2

∂v
=

√
−1
2

f (1+g2),

∂ω3

∂u
−
√
−1

∂ω3

∂v
= f g.

De (2.3) obtenemos las derivadas parciales de ω , esto es

ωu = ReΦ (2.4)
ωv = −ImΦ . (2.5)

Luego, calculando el producto cruz tenemos

ωu×ωv = ReΦ× (−ImΦ)

= −(ReΦ1,ReΦ2,Re3)× (ImΦ1, ImΦ2, ImΦ3)

= −(ReΦ2ImΦ3−ReΦ3ImΦ2,ReΦ3ImΦ1−ReΦ1ImΦ3,ReΦ1ImΦ2−ReΦ2ImΦ1)

= (ReΦ3ImΦ2−ReΦ2ImΦ3,ReΦ1ImΦ3−ReΦ3ImΦ1,

ReΦ2ImΦ1−ReΦ1ImΦ2). (2.6)

Por otra parte, si i, j ∈ {1,2,3} observemos que

ΦiΦ j = (ReΦi +
√
−1ImΦi)(ReΦ j−

√
−1ImΦ j)

= (ReΦiReΦ j + ImΦiImΦ j)+
√
−1(ReΦ jImΦi−ReΦiImΦ j). (2.7)

Ahora, usando la fórmula (2.7) en (2.6) tenemos

ωu×ωv =
(

Im(Φ2Φ3), Im(Φ3Φ1), Im(Φ1Φ2)
)
. (2.8)

Reemplazando (2.1) en (2.8) y luego simplificando se tiene
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ωu×ωv =

(
Im

[√
−1
2

f (1+g2) f g

]
, Im

[
f g

1
2

f (1−g2)

]
, Im

[
1
2

f (1−g2)

√
−1
2

f (1+g2)

])

=

(
Im

[√
−1
2
| f |2(g+ |g|2g)

]
, Im

[
1
2
| f |2(g−|g|2g)

]
, Im

[
−
√
−1

4
| f |2(1+g2−g2−|g|4)

])

=

(
Im

[
1
2
| f |2(
√
−1g+ |g|2

√
−1g)

]
, Im

[
1
2
| f |2(g−|g|2g)

]
,

Im

[
−
√
−1

4
| f |2(1−2

√
−1Img2−|g|4)

])

=

(
1
2
| f |2(Reg+ |g|2Reg), Im

[
1
2
| f |2(Img−|g|2(−Img)),

1
4
| f |2(−1+ |g|4)

)

=

(
1
4
| f |2(1+ |g|2)(2Reg),

1
4
| f |2(1+ |g|2)(2Img),

1
4
| f |2(|g|2 +1)(|g|2−1)

)

=
1
4
| f |2(1+ |g|2)

(
2Reg,2Img, |g|2−1

)
=

1
4
| f |2(1+ |g|2)2 1

(1+ |g|2)
(2Reg,2Img, |g|2−1). (2.9)

Por otro lado, si consideremos la esfera unitaria S2 := {x ∈ R3 : |x| = 1} y la
esfera de Riemann Ĉ := C∪{∞}, entonces queda definida la aplicación

π : S2 −→ Ĉ

x = (x1,x2,x3) 7−→ π(x) :=


x1

1− x3
+
√
−1

x2

1− x3
; si x 6= (0,0,1)

∞ ; si x = (0,0,1).

Ella se llama la proyección estereográfica y tiene como inversa a la aplicación

π−1 : Ĉ −→ S2

z 7−→ π(z) :=


1

1+ |z|2
(2Rez,2Imz, |z|2−1) ; si z 6= ∞

(0,0,1) ; si z = ∞.

Ahora, de (2.9) obtenemos la siguiente expresión

ωu×ωv =
1
4
| f |2(1+ |g|2)2

π
−1 ◦g. (2.10)

Puesto que (π−1 ◦g)(Ω)⊆ S2, se tiene
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|ωu×ωv|=
1
4
| f |2(1+ |g|2)2. (2.11)

A partir de (2.11) se demuestra el siguiente:

Lema 2.3 ω es una inmersión si y solamente si | f |(1+ |g|2)> 0.

Hasta ahora hemos considerado de manera general a (Ω ,g, f dz) como un dato
débil de Weierstrass. De ahora en adelante consideraremos a (Ω ,g, f dz) solamente
como un dato de Weierstrass y a la colección de datos de Weierstrass las denotare-
mos por D , variando los elementos Ω , g y f dz en las ternas.

Puesto que la representación de Weierstrass de (Ω ,g, f dz) es ahora una
inmersión (por la hipótesis (c) de un dato de Weierstrass y por el Lema 2.3) tenemos
la siguiente:

Proposición 2.4 (Representación de Weierstrass) ω es una inmersión conforme
mı́nima.

Demostración. Consideremos nuevamente a

Φ =
(1

2
f (1−g2),

√
−1
2

f (1+g2), f g
)
.

Observemos primero que Φ es una aplicación holomorfa, pues f , f g, f g2 son
funciones holomorfas (por la hipótesis (b) en el dato de Weierstrass). Finalmente,
ya que(

1
2

f (1−g2)

)2

+

(√
−1
2

f (1+g2)

)2

+( f g)2 =
1
4

f 2(1−g2)2 +
−1
4

f 2(1+g2)2 + f 2g2

=
1
4

f 2(1+g4−2g2)− 1
4

f 2(1+g4 +2g2)+ f 2g2

=− 1
2

f 2g2− 1
2

f 2g2 + f 2g2

=0.

Por las Proposiciones 1.5 y 1.6 del capı́tulo anterior, se tiene que ω es una inmersión
conforme mı́nima.

2.2. Datos de Weierstrass equivalentes.

Consideremos el grupo de automorfismos unitarios holomorfos en Ĉ

PSU(2,C) :=
{

µ(z) =
az+b
−bz+a

: a,b ∈ C con |a|2 + |b|2 = 1
}
.
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Ahora tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.5 La aplicación

δ : PSU(2,C) × D −→ D(
az+b
−bz+a

, (Ω ,g, f dz)

)
7−→

(
Ω ,

ag+b
−bg+a

,(−bg+a)2 f dz

)

da lugar al siguiente diagrama conmutativo:

D R3

D R3

δµ

ω

τ

ωµ

donde, τ =

 −Re(b
2−a2) Im(b

2−a2) −2Re(ab)
−Re(

√
−1(a2 +b

2
)) Im(

√
−1(a2 +b

2
)) −2Im(ab)

−2Re(−ba) 2Im(−ba) |a|2−|b|2

 ∈ O(3).

Demostración. Sean µ(z) =
az+b
−bz+a

∈ PSU(2,C) y (Ω ,g, f dz) ∈ D . Primera-

mente veamos que δ esta bien definida, es decir necesitamos comprobar que(
Ω ,

ag+b
−bg+a

,(−bg + a)2 f dz

)
cumple las cuatro condiciones de un dato de

Weierstrass. En la condición (a), que se refiere a que la función
ag+b
−bg+a

sea mero-

morfa, se satisface pues g es meromorfa. En la condición (b), que se refiere a que la
1-forma (−bg+ a)2 f dz sea holomorfa, también se satisface pues f , f g y f g2 son
holomorfas. Ahora, en la condición (c), que se refiere a que la representación de
Weierstrass sea una inmersión (por el Lema 2.3), se satisface asumiendo la segunda
parte del Teorema, i.e. que existe τ ∈ O(3) tal que ωµ = τ ◦ω , esto implica que ωµ

es una inmersión, pues es composición de dos inmersiones. Y claramente la condi-
ción (d) también se satisface.

Ahora demostraremos que el diagrama es conmutativo. Para esto, notemos
primero que π−1 ◦ µ ◦π es una aplicación ortogonal de S2 en S2, esto implica que
existe τ = (ti j) ∈ O(3) tal que τ|S2 = π ◦µ ◦π−1.
Ahora, consideremos la complexificación Φτ = (Φτ1,Φτ2,Φτ3), de la expresión
τ ◦ω =

(
(τ ◦ω)1,(τ ◦ω)2,(τ ◦ω)3

)
tenemos
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Φτ =
∂ (τ ◦ω)

∂u
−
√
−1

∂ (τ ◦ω)

∂v

=

(
∂ (τ ◦ω)1

∂u
−
√
−1

∂ (τ ◦ω)1

∂v
,

∂ (τ ◦ω)2

∂u
−
√
−1

∂ (τ ◦ω)2

∂v
, (2.12)

∂ (τ ◦ω)3

∂u
−
√
−1

∂ (τ ◦ω)3

∂v

)
.

Luego, aplicando la regla de la cadena a (2.12) se obtiene

Φτ j =
3

∑
i=1

t ji(
∂ωi

∂x
−
√
−1

∂ωi

∂y
), (2.13)

para todo j ∈ {1,2,3}. Por otro lado, escribimos la transformación de Möbius en
coordenadas cartesianas, esto es

µ(z) =
(az+b)(−bz+a)
|−bz+a|2

=
((a1,a2)(x,y)+(b1,b2))(−(b1,b2)(x,−y)+(a1,a2))

|(b1,−b2)(x,y)+(a1,−a2)|2

=
(a1x−a2y+b1,a2x+a1y+b2)(−b1x−b2y+a1,−b2x+b1y+a2)

|(b1x+b2y+a1,−b2x+b1y−a2|2

=
(a1x−a2y+b1)(−b1x−b2y+a1)− (a2x+a1y+b2)(−b2x+b1y+a2)

(b1x+b2y+a1)2 +(−b2x+b1y−a2)2

+
√
−1

(a2x+a1y+b2)(−b1x−b2y+a1)+(a1x−a2y+b1)(−b2x+b1y+a2)

(b1x+b2y+a1)2 +(−b2x+b1y−a2)2

=
(a2b2−a1b1)(x2 + y2−1)+(a2

1−a2
2−b2

1 +b2
2)x+2(−a1a2−b1b2)y

(b1x+b2y+a1)2 +(−b2x+b1y−a2)2 (2.14)

+
√
−1

(−a1b2−a2b1)(x2 + y2−1)+2(a1a2−b1b2)x+(a2
1−a2

2 +b2
1−b2

2)y
(b1x+b2y+a1)2 +(−b2x+b1y−a2)2 .

Análogamente, también escribimos a π ◦τ ◦π−1 en coordenadas cartesianas, esto es

π ◦ τ ◦π
−1(z) = π

(
t112x+ t122y+ t13(x2 + y2−1)

x2 + y2 +1
,
t212x+ t222y+ t23(x2 + y2−1)

x2 + y2 +1
,

t312x+ t322y+ t33(x2 + y2−1)
x2 + y2 +1

)

=

(
2t11x+2t12y+ t13(x2 + y2−1),2t21x+2t22y+ t23(x2 + y2−1)

)
x2 + y2 +1− (2t31x+2t32y+ t33(x2 + y2−1))

=

(
2t11x+2t12y+ t13(x2 + y2−1),2t21x+2t22y+ t23(x2 + y2−1)

)
(1− t33)x2 +(1− t33)y2−2t31x−2t32y+(1+ t33)

.
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Luego, igualando esta última ecuación y (2.14) tenemos que existe k ∈ Rr{0} tal
que

2t11 = k(a2
1−a2

2−b2
1 +b2

2) (2.15)
t12 = k(−a1a2−b1b2) (2.16)
t13 = k(a2b2−a1b1) (2.17)
t21 = k(a1a2−b1b2) (2.18)

2t22 = k(a2
1−a2

2 +b2
1−b2

2) (2.19)
t23 = k(−a1b2−a2b1) (2.20)

1− t33 = k(b2
1 +b2

2) (2.21)
t31 = k(a1b1 +a2b2) (2.22)
t32 = k(a1b2−a2b1) (2.23)

1+ t33 = k(a2
1 +a2

2). (2.24)

Ahora, sumando las ecuaciones (2.21) y (2.24) se obtiene que k = 2 (pues |a|2 +
|b|2 = 1). Luego, reemplazando el valor de k en las ecuaciones (2.15) a la (2.24) y
luego escribiéndolas de otra manera se obtiene

t11 = (a2
1−a2

2−b2
1 +b2

2) = −Re(b
2−a2) = Re(a2−b2)

t12 = 2(−a1a2−b1b2) = Im(b
2−a2) = Im(a2−b2)

t13 = 2(a2b2−a1b1) = −2Re(ab)
t21 = 2(a1a2−b1b2) = −Re(

√
−1(a2 +b

2
)) = Re(

√
−1(a2 +b2))

t22 = (a2
1−a2

2 +b2
1−b2

2) = Im(
√
−1(a2 +b

2
)) = Im(

√
−1(a2 +b2))

t23 = 2(−a1b2−a2b1) = −2Im(ab)
t31 = 2(a1b1 +a2b2) = −2Re(−ba) = 2Re(ab)
t32 = 2(a1b2−a2b1) = 2Im(−ba) = 2Im(ab)
t33 = 2(a2

1 +a2
2)−1 = |a|2−|b|2.

(2.25)

Ahora, reemplazando (2.25) en (2.13) y luego simplificando tenemos
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−Re(b
2−a2)

1
2

f (1−g2)+ Im(b
2−a2)

√
−1
2

f (1+g2)−2Re(ab) f g = Φτ1(
−Re(b

2−a2)(1−g2)+
√
−1Im(b

2−a2)(1+g2)−4Re(ab)g
) f

2
= Φτ1(

(Re(b
2−a2)+

√
−1Im(b

2−a2))g2 +(−2Re(ab))g+(−Re(b
2−a2)+

√
−1Im(b

2−a2))
) f

2
= Φτ1(

(Re(b
2−a2)+

√
−1Im(b

2−a2))g2 +(−2Re(ab))g+(Re(a2−b2)+
√
−1Im(a2−b2))

) f
2
= Φτ1(

(b
2−a2)g2 +(−2Re(ab))g+(a2−b2)

) f
2
= Φτ1(

(−bg+a)2− (ag+b)2
) f

2
= Φτ1

1
2
(−bg+a)2 f

(
1−

(
ag+b
−bg+a

)2)
= Φτ1.

−Re(
√
−1(a2 +b

2
))

1
2

f (1−g2)+ Im(
√
−1(a2 +b

2
))

√
−1
2

f (1+g2)−2Im(ab) f g = Φτ2(
−Re(

√
−1(a2 +b

2
))(1−g2)+

√
−1Im(

√
−1(a2 +b

2
))(1+g2)−4Re(ab)g

) f
2
= Φτ2(

(Re(
√
−1(a2 +b

2
)+
√
−1Im(

√
−1(a2 +b

2
)))g2

+(−4Im(ab))g+(−Re(
√
−1(a2 +b

2
)+
√
−1Im(

√
−1(a2 +b

2
)))
) f

2
= Φτ2(

(Re(
√
−1(a2 +b

2
)+
√
−1Im(

√
−1(a2 +b

2
)))g2

+(−4Im(ab))g+(Re(
√
−1(a2 +b2))+

√
−1Im(

√
−1(a2 +b2))

) f
2
= Φτ2(√

−1(b
2
+a2)g2 +(

√
−1
√
−14Im(ab))g+

√
−1(b

2
+a2)

) f
2
= Φτ2(√

−1(b
2
+a2)g2 +

√
−12(ab−ab)g+

√
−1(b

2
+a2)

) f
2
= Φτ2(

(−bg+a)2 +(ag+b)2
)√−1 f

2
= Φτ2

√
−1
2

(−bg+a)2 f

(
1+

(
ag+b
−bg+a

)2)
= Φτ2.
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−2Re(−ba)
1
2

f (1−g2)+2Im(−ba)
√
−1
2

f (1+g2)+(|a|2−|b|2) f g = Φτ3(
−Re(−ba)(1−g2)+

√
−1Im(−ba)(1+g2)+(|a|2−|b|2)g

)
f = Φτ3(

(Re(−ba)+
√
−1Im(−ba))g2 +(|a|2−|b|2)g+(Re(ab)+

√
−1Im(ab))

)
f = Φτ3(

(Re(−ba)+
√
−1Im(−ba))g2 +(|a|2−|b|2)g+(Re(ab)+

√
−1Im(ab))

)
f = Φτ3(

(−ba)g2 +(aa−bb)g+(ab)
)

f = Φτ3

(−bg+a)(ag+b) f = Φτ3

ag+b
−bg+a

(−bg+a)2 f = Φτ3.

Ası́, ωµ = τ ◦ω .

Definición 2.6 Dos datos de Weierstrass (Ω ,g, f dz) y (Ω ,g′, f ′dz) son equivalen-

tes si, existe
az+b
−bz+a

∈ PSU(2,C) tal que g′ =
ag+b
−bg+a

y f ′ = (−bg+a)2 f .





Capı́tulo 3
Ejemplos

3.1. El Catenoide.

El Catenoide es el primer ejemplo no trivial de superficie mı́nima. J. Lagrange
demostró que el Catenoide es mı́nima en 1760 (ver Figura 3.1). El dato de
Weierstrass del Catenoide viene dado por(

Cr (−∞,0],−z,
−a
z2 dz

)
donde a > 0.

Su representación de Weierstrass viene dada por

ω(z) = Re
∫ z

1

(1
2
(
−a
ξ 2 )(1− (−ξ )2),

√
−1
2

(
−a
ξ 2 )(1+(−ξ )2),

−a
ξ 2 (−ξ )

)
dξ

= Re
∫ z

1

(a
2
(
−1
ξ 2 +1),

√
−1a
2

(
−1
ξ 2 −1),

a
ξ

)
dξ

= Re
(a

2
(

1
z
+ z),

√
−1a
2

(
1
z
− z),a log(z)

)
− (a,0,0)

= Re
(a

2
(

z
|z|2

+ z),
√
−1a
2

(
z
|z|2
− z),a(log(|z|)+

√
−1arg(z))

)
− (a,0,0)

=
(a

2
(

u
u2 + v2 +u),

a
2
(

v
u2 + v2 + v),a log(

√
u2 + v2)

)
− (a,0,0)

=
(au

2
(

1
u2 + v2 +1),

av
2
(

1
u2 + v2 +1),a log(

√
u2 + v2)

)
− (a,0,0)

=
(au

2
(

1
u2 + v2 +1),

av
2
(

1
u2 + v2 +1),a log(

√
u2 + v2)

)
− (a,0,0).

Luego, en coordenadas polares (u,v) = (ρ cos(θ),ρ sin(θ)) se tiene

17



18 3 Ejemplos

ω(ρ,θ) =
(aρ cos(θ)

2
(

1
ρ2 +1),

aρ sin(θ)
2

(
1

ρ2 +1),a log(ρ)
)
− (a,0,0)

=
(acos(θ)

2
(

1
ρ
+ρ),

asin(θ)
2

(
1
ρ
+ρ),a log(ρ)

)
− (a,0,0).

Finalmente, haciendo el cambio de variable ρ = exp(φ) tenemos

ω(φ ,θ) =
(acos(θ)

2
(

1
exp(φ)

+ exp(φ)),
asin(θ)

2
(

1
exp(φ)

+ exp(φ)),aφ

)
− (a,0,0)

= (acos(θ)cosh(φ),asin(θ)cosh(φ),aφ)− (a,0,0).

Figura 3.1 El Catenoide.
[3] Pág. 339.

3.2. El Helicoide.

J. Meusnier demostró que el Helicoide es una superficie mı́nima en 1776 (ver
Figura 3.2). El dato de Weierstrass del Helicoide viene dado por
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Cr (−∞,0],−z,

−a
√
−1

z2 dz
)

donde a > 0.
Su representación de Weierstrass viene dada por:

ω(z) = Re
∫ z

1

(1
2
(
−a
√
−1

ξ 2 )(1− (−ξ )2),

√
−1
2

(
−a
√
−1

ξ 2 )(1+(−ξ )2),
−a
√
−1

ξ 2 (−ξ )
)

dξ

= Re
∫ z

1

(a
√
−1

2
(1− 1

ξ 2 ),
a
2
(

1
ξ 2 +1),

a
√
−1

ξ

)
dξ

= Re
(a
√
−1

2
(z+

1
z
),

a
2
(z− 1

z
),a
√
−1log(z)

)
= Re

(a
√
−1

2
(z+

z
|z|2

),
a
2
(
−z
|z|2

+ z),a
√
−1(log(|z|)+

√
−1arg(z))

)
=
(a

2
(v+

v
u2 + v2 ),

a
2
(u+

−u
u2 + v2 ),−aarg(u,v)+

√
−1a log(

√
u2 + v2)

)
=
(av

2
(

1
u2 + v2 +1),

au
2
(1+

−1
u2 + v2 ),−aarg(u,v)

)
=
(av

2
(

1
u2 + v2 +1),

au
2
(1+

−1
u2 + v2 ),−aarg(u,v)

)
.

En coordenadas polares (u,v) = (ρ cos(θ),ρ sin(θ)) tenemos:

ω(ρ,θ) =
(aρ sin(θ)

2
(

1
ρ2 +1),

aρ cos(θ)
2

(1+
−1
ρ2 ),−aθ

)
=
(asin(θ)

2
(

1
ρ
+ρ),

acos(θ)
2

(ρ +
−1
ρ

),−aθ

)
.

Haciendo el cambio de variable ρ = exp(φ) tenemos:

ω(φ ,θ) =
(asin(θ)

2
(

1
exp(φ)

+ exp(φ)),
acos(θ)

2
(exp(φ)+

−1
exp(φ)

),−aθ

)
= (asin(θ)cosh(φ),acos(θ)sinh(φ),−aθ).

3.3. Superficie mı́nima de Enneper.

Esta superficie fue descubierta por Enneper en 1864 (ver Figura 3.3). El dato de
Weierstrass de la superficie de Enneper viene dado por(

C,z,1dz
)
.
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Figura 3.2 El Helicoide.
[3] Pág. 339.

Su representación de Weierstrass viene dada por:

ω(z) = Re
∫ z

0

(1
2
(1− (ξ )2),

√
−1
2

(1+(ξ )2),ξ
)

dξ

= Re
(1

2
(z− z3

3
),

√
−1
2

(z+
z3

3
),

z2

2

)
=
(1

2
u− 1

6
u3− 1

2
uv2,−1

2
v+

1
6

v3− 1
2

u2v,
1
2
(u2− v2)

)
.

3.4. k-Noid de Jorge-Meeks.

Un k-noid es una superficie mı́nima que tiene k terminaciones catenoidales donde
k ≥ 1. El primer ejemplo de un k-noid fue dado por L. P. Jorge y W. H. Meeks III
en 1983 (ver Figura 3.4). El dato de Weierstrass de un k-noid de Jorge-Meeks viene
dado por (

Cr{z ∈ C : zk = 1},zk−1,
1

(zk−1)2 dz
)
.
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Figura 3.3 Superficie de Enneper.
[3] Pág. 339.

Figura 3.4 12-Noid de Jorge-Meeks.
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