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Resumen

“La razon no me ha ensenano nada. Todo lo
que yo sé me ha sido dado por la razén”

Gottfried Leibniz

En las obras de Fourier tituladas Mémoire sur la propagation de la chaleur dans
les corps solides y Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides, de
1807 a 1811 comienza deduciendo las ecuaciones que gobiernan la difusién de calor y
posteriormente resuelve el problema de la distribuciéon de temperatura en un tiempo
dado a partir de la distribucién en el instante inicial.

Para escribir la solucién a la ecuacion de difusion de calor, se necesita escribir la
funcion que da el dato inicial como suma de una serie trigonométrica es decir dado
el problema:

ou(x,t 0? t
u(@,t) _ S0u(,t) —r<a<m 0<t<T y 0<a?
ot 0%x

u(—m,t) =0,u(r,t) =0 con wu(z,0)=h(z) —n<az<m,

donde
uw(z,0) = h(z) = % + Z(an cos(nz) +b,sen(nz)) con —w<z<m (0.0.1)
n=1
para

0 =+ / " h(@) cos(na)dt = > /0 " h(z) cos(nz)dz

i - 7
1 [ 2 [T

b, = —/ h(z) sen(nx)dt = —/ h(z)sen(nzx)dz,
T ) 7 Jo

los cuales son llamados coeficientes de Fourier de h. La pregunta principal en es-
te trabajo es decir, ;Bajo que condiciones se garantiza la convergencia puntual o
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VIII RESUMEN

uniforme de la serie trigonométrica a la funcién? En términos mas generales
hacemos la misma pregunta para las funciones 27— periddicas Lebesgue integrables
y estudiar la convergencia de la serie de Fourier en le sentido de convergencia pun-
tual, uniforme y ademaés la convergencia en norma en los espacios clasicos de Banach
L,(T) para 1 < p, haciendo uso de la teoria de integracion de Lebesgue.

Ademas abordando el problema de la divergencia de la serie de Fourier prin-
cipalmente para funciones continuas y posteriormente extendiendo el problema a
funciones 27 -peridédicas Lebesgue integrables.

Palabras Clave: Series de Fourier - Criterios de Convergencia de Fourier.



Abstract

“The reason has not taught me anything. All
I know has given me the reason”

Gottfried Leibniz

In the works of Fourier titled Mémoire sur la propagation de la chaleur dans
les corps solides v Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides, of
1807-1811, Fourier begins with the deduction of the equations that governing the
heat diffusion, and then solves the problem of temperature distribution in a given
time, from an initial distribution.

To write the solution of the heat diffusion equation, you need to write the fun-
ction that give the initial data like a sum of a trigonometric series, i.e, considering

the problem:

ou(z,t O*u(x,t
u($7):&2 u(@,t) con —wm<z<mw 0<t<T y 0<ca?
ot d’x

u(—m,t) =0,u(m,t) =0 con wu(z,0)=h(z) —nwm<z<m,

Where

u(z,0) = = 50 Z (an cos(nz) + by sen(nz)) con —7n<z<m (0.0.2)

for

a, = ! /7r h(z) cos(nx)dt = 2 /OTr h(z) cos(nx)dx

/ " h(z) sen(nz)dt = 2 /0 " hw) sen(na)dz,

™
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X ABSTRACT

which are called Fourier coefficients of h: The main question in this work is, under
what conditions we can guarantee pointwise convergence or uniform convergence of
the trigonometric series to the function? More generally, we do the same ques-
tion for functions 27— periodic Lebesgue integrable and we study the convergence
of the Fourier series in her sense of pointwise convergence, uniform convergence and
also the convergence in norm, in the classical Banach spaces L,(T) to 1 < p; using
the theory of Lebesgue integration.

Also we address the problem of the divergence of the Fourier series, mainly for
continuous functions and subsequently, extending the problem for the functions 27
periodic Lebesgue integrable.



Introduccion

“Cualquier cosa que sea contraria a la
naturaleza lo es también a la razon, y
cualquier cosa que sea contraria a la razén
es absurda”

Baruch Spinoza

En las dos obras de Fourier tituladas Mémoire sur la propagation de la chaleur
dans les corps solides y Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides,
de 1807 a 1811 comienza deduciendo la ecuaciéon que gobierna la difusion del calor.
Después resuelve el problema de la distribucion de temperatura en un tiempo dado
a partir de la distribucién en el instante inicial, en varios casos. Para ello inventa el
método de separacion de variables, conocido como método de Fourier. Para escribir
la solucion necesita escribir la funcién que da el dato inicial como suma de una serie
trigonométrica. Este es precisamente el aspecto del trabajo de Fourier del que nos
vamos a ocupar aqui, dejando a un lado sus otros méritos.

Aunque se presenta de varias maneras segun el tipo de problema estudiado, en
el caso general y para una funcién de periodo 27 el problema consiste en, dada una
funcion f, encontrar una serie trigonométrica

+ Z ay cos(kx) + by sen(kz)),
k=1

-0
2

cuya suma coincida con f(z) para cada x. En primer lugar Fourier decidié que los
coeficientes debian venir dados por las féormula

- %/W f(x) cos(kx)dzx, by = %/W f(z)sen(kz)dz

Fourier afirmaba que dada una funcién 27 periédica, ésta se podria representar
por medio de su serie de Fourier. Los intentos de probar la convergencia de la serie de
Fourier aparecieron inmediatamente. Poisson y Cauchy publicaron sendas pruebas
incorrectas. Fue Dirichlet quien en 1829 inaugur6 una nueva época ya que publicé
el primer resultado correcto de convergencia, a saber

XI
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St una funcion acotada es continua a trozos y mondtona a trozos, su serie de
Fourier converge en cada punto a la semisuma de los limites laterales de la funcion.

En 1881 Camille Jordan extendi6 el criterio de Dirichlet a las funciones de varia-
cion acotada. Prob6 que toda funcién de variacion acotada se puede escribir como
diferencia de dos funciones crecientes, por lo que se limité a senalar que la demostra-
cién de Dirichlet es aplicable, sin modificacion. El concepto de funcién de variacion
acotada naci6 precisamente en ese trabajo de Jordan.

El segundo criterio de convergencia se debe a Rudolph Lipschitz.

St una funcion f satisface
|f(z+1) — f(z)] < CJE*

para algun o > 0 y todo t suficientemente pequeno, la serie de Fourier de f converge
a f(x) en el punto x.

Tiempo después Riemann obtiene algunos resultados con respecto a las series de
Fourier, prueba dos resultados importantes:

1. Los coeficientes de Fourier de una funcion integrable tienden a cero (Lema de
Riemann-Lebesgue).

2. La convergencia o divergencia de la serie de Fourier en un punto sélo depende
de los valores de la funcién en una vecindad del punto (principio de localizacion
de Riemann).

Cauchy habia escrito que el limite de una sucesion de funciones continuas es
una funcién continua (lo que implicaria de paso que sblo las funciones continuas son
representables por series trigonométricas). Ante la evidencia de que no era cierto, la
necesidad de corregirlo condujo al concepto de convergencia uniforme.

En 1870 Heine public6 un trabajo que comenzaba indicando como Weierstrass
habia demostrado que la convergencia uniforme permitia integrar término a término
una serie de funciones, y que sin esa condicion podia ser falso. Por tanto, no estaba
justificado que si una serie trigonométrica representaba a una funcion, sus coeficien-
tes tuvieran que ser los dados por la formula de Fourier. Incluso, senalaba Heine, los
criterios de convergencia solo decian que la serie de Fourier convergia a la funcion,
pero no que no pudiese haber otras series trigonométricas con la misma suma. Esto
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conduce inmediatamente a la pregunta de la unicidad.

Cantor estudié este problema por influencia de Heine y sus investigaciones le
condujeron al estudio de subconjuntos de la recta real con implicaciones en la futura
teoria de conjuntos y en los conceptos topologicos.

A pesar de esa conviccion general que Heine sugeria, la sorpresa no tard6 en
llegar. En 1873, so6lo tres anos después de la publicaciéon del articulo de Heine, Paul
du Bois-Reymond anuncié un contraejemplo, que mostraba que la serie de Fourier
de una funcién continua puede ser divergente en un punto. No sélo no era unifor-
memente convergente, ni siquiera lo era puntualmente.

Hoy es habitual presentar el resultado de du Bois-Reymon en forma no constructiva
utilizando el principio de acotacién uniforme.

Una solucién al problema de representacion de funciones continuas mediante la
serie de Fourier, vino a cambiar la manera de sumar la sucesiéon de sumas parciales
de Fourier. En 1900, Fejér public6 un trabajo en el que mostraba que las funciones
continuas siempre se recuperan y con convergencia uniforme, si antes de pasar el
limite a la sucesion de sumas parciales de Fourier, se toma los promedios de la
sumas parciales. Es decir,

lm 80(f,$)+81(f,x)+"‘+SN(f,x)
N—o00 N—l—l

= f(x) uniformemente,

si f es continua. El resultado de Fejér permite recuperar una funcioén continua apar-
tir de sus coeficientes de Fourier.

Aparentemente el siglo XIX se cerraba con respuestas satisfactorias para las
series de Fourier. Se tenian varios criterios de convergencia, se sabia que la funciones
continuas podian tener series de Fourier divergentes, se recuperaba la funcién original
si se utilizaban métodos de sumabilidad para la serie.

El problema renace con la teoria de la medida e integracion de Lebesgue y del
analisis funcional. La tesis de Lebesgue con la que nace su teoria de integracion
apareci6 en 1902. La nueva teoria trajo mas funciones integrables, pero no sélo
eso: la identificacion de funciones que coinciden en casi todo punto sugiere una
nueva manera de comparar la suma de la serie y las funciones de partida, podrian
no coincidir en todos los puntos pero de modo que la discrepancia sea s6lo en un
conjunto "pequeno” es decir, de medida nula; pregunta interesante, incluso para
funciones continuas.

Lebesgue estudio las series de Fourier con la nueva herramienta. En un trabajo
escribi6: "voy a aplicar la nocion de integral al estudio del desarrollo trigonométrico
de las funciones no integrables en el sentido de Riemann”. Ademéas de extender los
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resultados previos al nuevo contexto, dio un ejemplo de funcién integrable con su
definicién pero no con la de Riemann, que tenfa serie de Fourier divergente.

Algunos resultados de Lebesgue son los siguientes:

1. Los coeficientes de Fourier de una funciéon integrable tienden a cero (lema de
Riemann-Lebesgue).

2. Si f es integrable, los promedios de las sumas parciales de su serie de Fourier
convergen a f en casi todo punto.

3. La serie que resulta al integrar término a término una serie de Fourier siempre
es convergente y su suma es una primitiva de la funcién original.

Una vez probado el lema de Riemann-Lebesgue, tanto el principio de localizacion
de Riemann como el criterio de convergencia, se extiende inmediatamente a la nueva
clase de funciones integrables. El resultado de sumabilidad nos dice que siempre se
recupera la funcién de partida en casi todo punto con mediante el método de Fejér.

Por otro lado Fatou observé que hay series trigonométricas convergentes que no
son series de Fourier.

En los primeros anos del siglo XX se desarrollaron los conceptos que condujeron
a la teoria de los espacios de Hilbert, nombre popularizado anos después. Partiendo
de trabajos previos sobre ecuaciones integrales de Volterra, Fredholm y otros, D.
Hilbert y su alumno E. Schmidt se encontraron con propiedades de ortogonalidad y
sistemas lineales de un nimero infinito de ecuaciones, etc., y desarrollaron los con-
ceptos asociados a los espacios [2. Junto con ideas que Fréchet esbozaba en su tesis
en 1906 sobre espacios métricos, Riesz elabor6 la nocion de distacia en los espacios
de funciones Ly y poco después llegaron los teoremas que permitian la identificacion
de funciones de cuadrado integrable con sucesiones de [2.

Riesz-Fischer prueba la completitud de L : las sucesiones de Cauchy convergen
en la norma de L,. Una consecuencia inmediata del teorema de Riesz-Fischer es la
convergencia en norma cuadratica de la serie de Fourier.

tim || 5a(f) ~ / [l2,= 0.
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La convergencia en Lo de la serie de Fourier sugeria el estudio del problema
analogo en los espacios L, es decir:

lim || s,(f) = flle,=0  para  fe€L, si 1<p, p#2,
n—o0

para p finito, por supuesto, ya que si p = oo, la convergencia seria uniforme y el limite
deberia ser una una funcion continua (y ya sabemos que ni siquiera eso es suficiente).

La primera respuesta vino en sentido negativo: Banach y Steinhaus probaron en
1918 que no hay convergencia en media, es decir, en L.

Fue Marcel Riesz quien consiguié demostrar en 1923 que la respuesta a la con-
vergencia en norma es afirmativa si 1 < p < oo.

Nikolai Lusin public6 en 1913 una nota en la que presenta una condicion necesaria
y suficiente para la convergencia puntual de la serie de Fourier de una funcion de
Ls. Lusin comenz6 viendo que la serie de Fourier de f converge casi en todo punto
si y solo si se cumplen simultaneamente:

flz+t)— flz—1) B
/ 2 tan(?) dt = f(x) c.d (1)

lim —/ fatt) - f(x —Y) cos(nt)dt = 0, (IT1)

donde f es la funcion conjugada de f (las integrales en cero se entienden como valor
principal). Probé que (I) se cumple para toda funcion de Lo, de modo que (11) que-
daba como tnica condicién necesaria y suficiente. Ahora bien, satisface la condicion
(I) Lusin indica que es (infinitamente probable) que lo mismo ocurra con (I7). De
aqui nace la conjetura de Lusin: la serie de Fourier de una funcion de Ly converge
en cast todo punto.

Kolmogorov, uno de los matematicos mas destacados del siglo XX y alumno de
Lusin demostré en 1923 que existe una funcién integrable cuya serie de Fourier di-
verge en casi todo punto y poco después, en 1926, fue capaz de llevar la divergencia
a todo punto (ver [1]).

Ante esta situacion lo que Lennart Carleson obtuvo en 1965 fue una auténtica
sorpresa. En efecto, prob6 que la conjetura de Lusin era cierta: la serie de Fourier
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de una funcién de Ly converge en casi todo punto. Por tanto, también la de una
funcién continua, lo que tampoco se conocia en ese momento. Su demostraciéon
consistié precisamente en probar que

sup t*[{z : sup sy (f, 2)| > £} < CIfI[L,,
t>0 N

se cumplia (ver [5]).

El premio Abel 2006 fue otorgado a Lennart Carleson. Indudablemente el nombre
de Carleson va unido sobre todo al teorema de convergencia en casi todo punto de
las funciones de Ly. Poco después Richard Hunt extendio6 el resultado de Carleson
hasta cubrir el rango de todos los espacios L, con p > 1 (ver [9]).

La anterior resefia historica sobre series de Fourier, fue en gran parte tomada de
[4].

Los objetivos del presente trabajo consiste en dar una introduccién formal al
estudio de las series de Fourier y presentar algunos de los teoremas clasicos de
convergencia usando teoria de la medida de Lebesgue. El teorema de mayor interés
para este trabajo, es el Teorema de Kahane-Katznelson: "Dado un conjunto E de
medida cero en [0,27]; existe una funcién continua cuya serie de Fourier diverge
en todo punto de E”. Este resultado serd probado en el capitulo 5. El material de
esta tesis esta basado fuertemente en el contenido del capitulo 8 del libro [6] de Karl
Stromberg.
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Capitulo 1

Series Trigonométricas y Series de
Fourier.

En términos muy generales, el programa para el anélisis es aprender a descom-
poner (analizar) funciones arbitrarias en partes componentes que son funciones méas
sencillas y reconstruir las funciones originales. Por muchas razones (utilidad en apli-
caciones fisicas, propiedades mateméticas intrinsecas), las mas cominmente elegidas
son las funciones trigonométricas.

t — ay, cos(nt) + by, sen(nt).

El propio Fourier parecia creer que cualquier funciéon 2m-periddica, podria ser
representada por una serie de funciones trigonométricas.

Iniciaremos este estudio dando resultados formales de las series trigonométricas
y posteriormente pasando al estudio de las series de Fourier como caso particular.

1.1. Series Trigonométricas

Definicién 1.1 Una serie trigonométrica es una serie de la forma

+ Y (ar cos(kt) + by, sen(kt)) (1.1.1)
k=1

%
2
donde (ag)3, y (bk)52, son sucesiones de nimeros complejos y t € R.

La n-ésima suma parcial de (1.1.1)) es la funcién s, definida en R por

do 4 Z (ag cos(kt) + by sen(kt)) , (1.1.2)

sn(t) = B



2 CAPITULO 1. Series Trigonométricas y Series de Fourier.

por la formula de Euler, tenemos que

sp(t) = Z cre™, (1.1.3)

donde escribimos by = 0,

— b b
o= @iy (e diby) (1.1.4)
2 2
ap = C + C_L, bk = Z(Ck - C_k), (115)

o Q . o
para cada k > 0. Escribimos sy(t) = ¢y = 50. De las ecuaciones (|1.1.4) reescribimos

[1T) como

o0

E Cr ezkt )

k=—o00

Las funciones de la forma (1.1.2) son llamadas polinomios trigonométricos.

Definicién 1.2 Sea f : R — C 2n-periodica. Para un nimero real positivo p, es-
cribimos f € L,(T) si f es Lebesque medible y

1 T

2 ),

| f(£) P dt < oo.

En este caso definimos la norma de f € L,(T) como el nimero
=17 e = (& [ 1P )’
I Lp(T) — o .

Si f es continua en R (2m-periodica), escribimos f € C(T) y definimos la norma
uniforme de f como el ntimero

S e =11 f Nl =11 lle@ = igglf(ﬂ = sup [f()].

—n<t<m

Denotaremos por T'P(T) en conjunto de polinomios trigonométricos, es obvio que
TP(T) C C(T) € L,(T) para p > 0.

Teorema 1.1 (1). Si f € C(T) y ¢ > 0. Entonces existe P € TP(T) tal que
| f=Pllu<e

(2). Si1 <p < oo, fe L,(T) ye > 0. Entonces existe P € TP(T) tal que
| f=Pllp<e.
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Prueba:

(1) Sea f € C(T) y e > 0. Escribamos X ={z€ C : | z|=1} y definamos F en
X, por F(z) = f(t) donde z = €" (por la periodicidad de f y el Teorema(5.11) en
[6], 1a definicion de F es independiente de la eleccion de ¢t € R tal que 2z = e
tomando t = Arg(z)). Sabemos que w = Arg(z) y f son continuas, asi se tiene que
F(z) = f(Arg(z)) es continua.

Ahora aplicando Teorema (3.129) de [6], obtenemos (¢, )Y C C tal que

N

F(z) - Z 2"

n=—N

para todo z € X. De 1} se sigue que p(t) = S0 e

(2) Seal<p<oo, feLyT)ye>0. Ahora de Teorema (6.111) en [6],
obtenemos g € C([—m,n]) tal que

L[ z
= gt
(%/_ﬂ\f g ) <

p
Sea 0 < f < oo tal que | g |< § para t € [—m, «]. Ahora tomando § = 27 (%) ,

<e (1.1.6)

(1.1.7)

Wl ™

donde se puede suponer que § < 27.

Ahora modifiquemos ¢ en [ — §, 71| para obtener h € C([—m,]) tal que | h |< 3,
g=hen [—m,m— 4]y h(r)=h(—m).

Por ejemplo si definimos h en [ — §, 7] dada por
h(t) =67 (m = t)g(m = 0) + (¢t — 7w + 0)g(—m)], (1.1.8)

se sigue que

1" 1/ (28)P6  rene
1 = - N e G 1.1,
27r/_7r‘g g zyr/ﬂ_&‘g hiPs = <3> (1.1.9)

Tenemos que h € C(T), aplicando la parte (1) obtenemos P € T P(T) tal que

€
h—Pll, < =.
Ih=Pll. < 5

Asi se tiene
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1" >
G;/|haP@ <§ (1.1.10)

Finalmente de las ecuaciones ([1.1.7)), (1.1.9) y (1.1.10) y desigualdad de Minkowski
(ver [6], Pagina 340), se tiene

W f=Plle, =l f—9+9—h+h—-Pll,
< f=glle, +llg=nll, + 11 =P,

<e+e+e
- +t-+-=e
3 3 3

O

Observacion 1.1 Por el Teorema (1.1-1), tenemos que si f € C(T), entonces existe
(P,)>2, CTP(T) tal que P, — [ uniformemente en R.

Teorema 1.2 Consideremos la serie trigonométrica ZZO:—OO cre®t con sumas
parciales s, como en (1.1.5). Supongamos que existe una subsucesion (sn].);";l Yy
una funcion f que satisface alguna de las siguientes condiciones:

(1). feC(T)y|l f—sn |lu=r0 cuando j — oo.
(2). feLy(T) paral <p<ooyl|f—sn |[p—0 cuando j — oo.

Entonces, para cada n € Z, tenemos
! /7r ft)e ™dt (1.1.11)
Cn = — e . 1.
2 ),

Prueba:

Supongamos (1), entonces f € L,(T). Ahora si || f — s, [|[,— 0, se sigue que
| f— Sn; ||,— 0y por tanto

L % l
o [ V5= ) < s =5, 1) =117 =

—T

esto muestra que (1) implica (2).

Supongamos (2), sea n € Z fijo. Sea jo € N tal que n; >| n | para j > jo, es facil
ver que para k entero

1 " ikt —int _ 1 " i(k—n)t . lsik=n
o _ﬁe e dt—g e dt = 0sik+£n

—Tr
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Entonces para j > jo, se tiene

1 [7 -
— Sp.e Mt = ck— ke=nltqe = ¢,
2 J_.
kf—m
Por lo que
- [ roe ] =t |- [ (50 — s )
Cn — = lim |— — 5. (1))e
o j—oo |21 J_ !

j—oo 27

1 s
< lim —/ | () = sn,(t) | dt
< tim | £ = 50, ll,= 0
J—00 :
la segunda desigualdad se sigue de la desigualdad de Holder (ver [6], Pagina 340).
O
Observacion 1.2 Usando la notacion del Teorema (1.2), escribimos f; = sp,—8n,_,

. . . . . oo
y f1 = Sn,, entonces las hipdtesis del Teorema 1 1) nos dicen que la serie ijl fis
la cual se obtiene de la serie trigonométrica, converge uniformemente.

1.2. Series de Fourier

Definiciéon 1.3 Sea f € Li(T). Definimos f enZ por

1 4 )
=5 /_ﬂ f(t)e ™dt. (1.2.1)

La serie trigonométrica dada por

Z Fk)e*, (1.2.2)

k=—o00

es llamada la serie de Fourier de f, y para cada entero k, el nimero complejo f(k)
el k-ésimo coeficiente de Fourier de f.

Denotamos la n-ésima suma parcial de ((1.2.2), para n > 0 por

= > fk)e™.

k=—n

Como en ([1.1.5)), escribimos
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— f(n) + f(—n) y b, = Z(f(n) — f(—n)), para n>0. (1.2.3)
Entonces tenemos
= %/ﬂ f(t)cos(nt)dt y b, = % ' f(t) sen(nt)dt. (1.2.4)

Con esta notacion, tenemos

3

sn(fo1) = 50 (ay, cos(kt) + by, sen(kt)) (1.2.5)

k=

y (o]
s(f,t) = 50 + Z ay, cos(kt) + by sen(kt)). (1.2.6)

=1

Escribimos -
f(t) ~ Z cke’kt,
k=—o00

donde ¢, = f(k) para todo entero k. Entonces se tiene

~ 30 + ; a cos(kt) + by, sen(kt)), (1.2.7)

usamos el simbolo ~ evitando la igualdad ya que no hay garantia de que la serie de
Fourier de f converge a la funcion f, en algin sentido.

Observacion 1.3 Las integrales (1.1.11)) y (1.2.1)) pueden ser tomadas en cualquier
intervalo de longitud 2w, sin alterar su valor.
Si f € L1(T) y a € R, la sustitucion u =t — 27 tenemos

/aa+2”f(t)dt:/a”f(t)dt+/7ra+27rf(t)dt:/awf(t)dt+/if(u)du:/:f(t)dt

Lema 1.1 Si (b,)52, C R es no creciente con limite cero, entonces

2b,
- sen(e)’

inf

para enteros p, q tal que g >p >0y 0 <0 <27,
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Prueba:
Si (an(2))22, Y Sn = D pey Gk, entonces

anbp = ($n — Sn—1)bp = S (b — bpt1) + Spbus1 — Sn_1bn-
Luego

q q
> anbn = $u(bn = bos1) + Sebg1 — Spo1bp. (1.2.8)
=P =P

Sea Xs={z€C :|z|<1,]z—1]>0}con0<d <2y a,(z)= 2", entonces

n

. n+1_1 2
sp(2) |= 2°|l = ,
) 1= [ = [T <
paran >0y z € Xs.
Si z = €, entonces
. , . 0
|z — 1] = % | ez — 72| = 2 |sen (§>'

Aplicando (1.2.8) v la desigualdad anterior tenemos

q
b einé'
E n
n=p

q
<Y 1 5n(€”) | (bn = busa)+ | 54(€) | bgrat | sp-1(e”) | b,
n=p

1 d 2b
y4
< ) ( E (bn - bn+1) -+ bq+1 -+ bp> == —Se (9) .

2
U

—t
Teorema 1.3 Si f € Ly(T) definida por f(t) = WT para 0 <t < 2wy f(0) =0
( f estd definida para t € R y 2m-periddica ), entonces

HOEDY Sen,ikt> (1.2.9)

para todo t € R. La serie (1.2.9) es la serie de Fourier de f y converge

uniformemente en [6,2m — 0] a f para 0 < § < m, y sus sumas parciales satisfacen
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" sen(kt)

|su(f, )] = <2m+1, (1.2.10)

k=1

para todo t € R y para todo n € N.

Prueba: Calculemos los coeficientes de Fourier de f. Tenemos para k # 0 tenemos

. 1 21 ¢ ) 1 21 ) 1 21 t
f(k) — _/ ’/T—G_Zktdt — _/ Ee—zktdt . / —zktdt
2m Jo 2 2r Jo 2 2m Jo 2

el primer término se anula, y después de integrar por partes el segundo obtenemos
que

f(k) = 5= para k #0;

asi

ap = f(k) + f(=k) =0, by =i(f(k) = f(—k)) =

> =
<
S
[e=]
I
[\
~
—~
=
S~—
I
o

kt
De (|1.2.6), se tiene que s(f,t) => o, sen( )

Sea { }ZO C R una sucesion monoétona decreciente con limite 0. Si {2%}3°, es tal
que z = €', entonces tenemos que

|8n(2) (1.2.11)

1 2
< )
z—1 | 7 |z—=1]

para cada n > 0, entonces

|z —1] = s —¢7iz| =2

(2)
sen | = ||.
2

Asi, para t € [, 27 — 6] tenemos que |z — 1| > 2sen(2) y por (1.2.11)

1

(< s

para cada n > 0.

Luego por Teorema (7.36) en [6] la serie converge uniformemente.

Sabemos que para cada z € C con |z| < 1,

—Log(1 — 2) Z—
n’
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es continua para cada X; ={z € C:|z| <1,|z—1] > ¢} con 0 <4 < 2. Mas ain
por el Corolario (7.38-i) de [6], la igualdad se verifica en cada X; y en particular
para |z| <1, z # 1.
Dado que

—Log(1 —2z) = Log(]1 — z|) —iArg(1 — 2) con z#0,

obtenemos que |1 — | =2 [sen(%)|.

Si 0 < 6 < 2, entonces sen(§) >0y 1 — e = ZSen(g)ei(GfTﬂ). Se tiene que

. -0
—Arg(1 —e*) = T ,
2
y asi
i sen(nf) w—0
— n 2
Es facil ver que
2z T
— <sen(z) <z para 0<z< 5 (1.2.12)
T
So6lo consideremos 0 < t < 7 ya que sen(—x) = —sen(x). Sea t fijo y m un entero

tal que m < % <m+4 1. Sim > 1, entonces de ((1.2.12) tenemos

“Lsen(kt) =kt
0<> . <Zzzmt§ 1, (1.2.13)
k=1 k=1

yaquelgkgmy0<kt§1<g.

Sin > m, usando (1.2.12) y Lema (1.1]) tenemos
i sen(kt)
k

k=m+1

2 .2
~ (m+1sen(3) (1))

= om. (1.2.14)

)

DN |+

Asi usando (1.2.13)), (1.2.14) y desigualdad del tridngulo tenemos que

" sen(kt
5ot

k=1

|sn(f,t)] = <2m+1,

paran e NyteR.
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O

Observacion 1.4 Si f impar, es decir, f(—x) = —f(z), entonces

/_ F(#) cos(kt)dt = — /0 " F ) cos(kt)dt,

ast

ar = L/ f(t) cos(kt)dt = 0.

A

Similarmente, si la funcidn es par f(—x) = f(x), by = 0 para todo k € N.
Es claro que por 1’ la funcion f — f, donde f : Z — C es lineal y continua.

Se tiene lo siguiente

~

of + Bg(n) = af(n) + Ba(n),

con o, 3 €C, f,ge€ L1(T)yne€Z.
Ademaés se tiene

. . 1 [
I £ ll=sup | F) 1< o [ 17 1211 F e

—2m ).

para cada f € Ly(T).

Teorema 1.4 Si f,g € L(T) y f(n) = §(n) para todo n € Z, entonces f = g c.d.
en R, ( donde c.d. quiere decir casi dondequiera ).

Prueba: Escribamos h = f — ¢, tenemos que fz(n) = f(n) — g(n) = 0 para toda n.

Definamos H en R como

Ademés se tiene que
21 .
H(z + 27) — H(z) = / h(t)dt = 27h(0) = 0.
Definamos F € C(T) por F(x) = H(x) — H(0), entonces

F(0) = - /Qﬂ[H(a:) — H(0)Jdz = H(0) — H(0) =0, (1.2.15)

T or

se sigue de [6] Teorema (6.84) que F' es absolutamente continua en [0, 27, por
tanto continua y ademas F'(z) = h(z) c.d.
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Aplicando integracion por partes y considerando n # 0 se tiene,

. 1 [ Cint 1 2 Cint 1.
F(n) F(t)e"™dt = h(t)e "™dt = —h(n) = 0. (1.2.16)
0 0

27 2 mn

Dado un polinomio trigonométrico P(t) = Zngzv cpe™, de (]1.2.15[) y (]1.2.16[)
tenemos que

F(t)P(t)dt = > e F(n) =0.

n=—N

Por el Teorema ([1.1}1), existe (P,)>2, C TP(T) tal que P, — F uniformemente en
R. Luego

1 2

27 Jo

2w

/0 TR Pt = /0 " POF@ydt = m | PPyt =0,

k—o00 0

va que F' € C(T). Concluimos entonces que F(t) = 0 para todo t € R. Pero
ademaés se tiene que f(t) — g(t) = h(t) = F'(t) =0 c.d. en R.

Observacion 1.5 Sea g € L1(T) y ademds supongamos que eziste
(8n;(9,1))321 € (8n(9,1))52; que converge uniformemente a f en R. Entonces

f(n) = g(n) para todo n € Z, y por tanto f = g c.d.

r ]_ i . 1 T '
f(n) = 2—/ f(t)e*mtdt = lim —/ Sn; <g’ t)efmtdt
T J_x

Jj—=oo 2T J_ o

1 s

b o ikt | —int
=5 jlg?o B Z g(k)e e "dt
k‘anj
_ b lim ”ZJ g(k) /7r et dt — g(n)
27 j—oo - r ’

asi se tiene que f(n) = g(n) para cada n € Z, y por el Teorema 1D se deduce
que f =g c.d.

Como ejemplos ilustrativos, veamos como de las primeras cuatro sumas parciales
de Fourier se aproximan a la grafica de las funciones dadas.
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Ejemplo 1.1 Tomemos la funcion 2mw-periddica definida en R como

—1st —m<x<0
f<x)_{ 1si O<zxz<m.

Se tiene que f(—x) = f(z), de la Observacion (1.4) tenemos que a, = 0 para cada
n. Para n # 0 tenemos

b, = %/_ﬂ f(t)sen(nt)dt = %/_ — sen(nt)dt + = /07r sen(nt)dt = 2 [1 — cos(nm)]

s nmw

L s n impar
nm A
0 si n par.

De aqui que los coeficientes de Fourier de f son

by

I

|
=
N

|
=
S
9

I
S
Ny

|
=
S
S5

I

y puesto que los coeficientes a,, son nulos, la serie de Fourier correspondiente a f es

f~ % (Sen(w) + % Sen(Sx) + 1 Sen(5gp) + .. ) ]

5)
25
f(x)
2 S;(x)
Sa(x)
1.5 Ss(x)

Sy(x) %
N
0.5 N
~ 0
-1 SN

-t -2 0 w2 b1
X

Figura 1.1
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Ejemplo 1.2 Considera la funcion 2m-periodica definida como:
() = 0 stz =0
I = =t 5 0<x<2m,

calculando la serie de Fourier correspondiente a g, se tiene que para k # 0

A 1 [(r—t 1 [r 1 [t
k — —’thdt - o —lktdt _ / _ _lktdt.
) 27r/0 2 ¢ 271'/0 2¢ or Jy 2°

Observemos que el primer término se anula. Por otra parte, integrando por partes
se tiene que

f(k) = 57 para k 7é 07

asi se tiene que

ar = g(k) + 9(—=k) =0, bp =i(g(k) — g(—k)) = ao = 29(0) = 0.

e
<

De aqui se sigue que la serie de Fourier de g es

1 1 1
g~ (Sen(x) + 3 sen(2x) + 3 sen(3z) + 1 sen(4x) + - - )

2.5

9(x)
2 S4(x)
Sa(x)
1.5 Ssl
Syx)

—em 32 -m -2 0 T2 n 32 2n
X

Figura 1.2






Capitulo 2

. Qué series trigonomeétricas son
series de Fourier?

En el presente capitulo se probaran varios resultados clasicos de series de
Fourier, por mencionar algunos de ellos:

1. Los coeficientes de Fourier de funciones en L;(T) decaen a cero (lema de
Riemann-Lebesgue).

2. No toda serie trigonométrica de la forma

M8

+ Y (agcos(kt) + by sen(kt)) ,

ao
2
k=1

donde (ag)s2, v (b)), son sucesiones de nimeros complejos y ¢ € R, es serie
de Fourier de alguna funcion de L;(T).

3. Los coeficientes de Fourier pueden tender a cero, tan lentamente como se
quiera.

4. Identidades de Parseval para funciones de Ly(T), asi como la convergencia de
las serie de Fourier, en el espacio de Ly(T).

2.1. Lema de Riemann-Lebesgue

Lema 2.1 (Riemann-Lebesgue) Sea f € Li(R). Entonces

lim /OO f(t)e ™dt =0 (x € R).

|| =00 J_

15
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Prueba: Primero supongamos que f = &7, donde I es un intervalo acotado
I = [a,b]. Si z # 0 tenemos que
b .
/ e”tdt’ =

[ s

Por tanto se cumple para f. Ahora si f € My(R), entonces f = Z?Zl a;ér;, con
(1;)}-, intervalos disjuntos y (a;)j_; € R, entonces

'/_Z f(t)emdt' = ;aj /I]- e "t

Ahora sea f € L7(R) y € > 0. Entonces del Teorema (6.18) de [6], existe
¢ € My(R) tal que [ |f — | < 5. Tomemos zy € R tal que

—1 , ,
._(efsz o efwca)

(4

2
<=
||

23 ||

<
||

‘/ ¢(t)emdt‘ < g siempre que |z| > .
—00

Entonces para |z| > x( se sigue que

[ st <| [ - o] + | [ ot an

< [ 10 - sl + 5 <

Corolario 2.1 Si f € Ly(T), entonces lim f(n) = 0.

|n]—o0

Prueba: Aplicando Lema ((2.1) para f {_r ), donde {_, 1 es la funcion
caracteristica en [—m, 7] .

Teorema 2.1 Sea f € L1(T), entonces la serie de Fourier de f es
a [o¢]
F(t) ~ =+ (ay cos(kt) + by sen(kt))
como en 1’ Por lo que la serie > ;- % converge

Z%’“ _ 1 F(t)(m — t)dt. (2.1.1)
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La funcién F definida en R por F(x fo t)dt satisface

F(z) — ot _ Z b + Z % (ax sen(kx) — by, cos(kx)) Ve e R (2.1.2)

La sequnda serie en (2.1.2) converge uniformemente en R. Ademds si a < 8 en R,
entonces

/ " e = / ﬁ%dwi / " (an cos(kt) + by sen(kt)dt. (2.1.3)

Prueba:

Para cada x € R, considere la funcion ¢ — f(z +t). Dado que
sen(a — f) = sen(«a) cos(f8) — sen(f) cos(a),

tomando el cambio de variable u = x + ¢ y Observacion (1.3)), los coeficientes de
Fourier by(z) de f(z +t) estan dados por

. ot
= % / f(x + t)sen(kt)dt = ! / f(u)sen(k(u — z))du

™ —Tr
= by cos(kz) — ay sen(kx). (2.1.4)
Asi que
bkl(f) = %(bk cos(kx) — ay sen(kx)) para k # 0,

que es el negativo del k-ésimo término de la segunda serie en la ecuacion ([2.1.2)).

Afirmamos que

bk;(f 27r/ Flo+t)(m — t)dt, (2.1.5)

k:l

(z)
y:

para toda x € R y asi la serie )~ 1 converge uniformemente en R.

Sea € > 0, escribamos

1 2
A:—/O |f(t)|dt N B:g+(27r+1).

™

Haciendo uso del Teorema (6.79) en [6], obtenemos 0 < ¢ < 7 tal que

/ If| < % si EC[0,4r]  medible con  A(E) < 2.
E
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Ahora por el Teorema ([1.3)) existe N € N tal que

T—1 = sen(kt
2 _Z; k

paratodan > Ny d <t <2m—)J.

€
<
24 +1°

(2.1.6)

Notemos que el Teorema ([1.3)) muestra que (2.1.6) es menor que B para ¢ € [0, 27]
y toda n € N.

Sea D = [0,0] U [2m — ¢, 27|. Para z € [0,27] , n > N y usando (2.1.4) y (2.1.6)
tenemos

1 2
§;A flx+t)(m —t)dt — k

> / Flo+ 1)

1 27—§ € 1
< — t dt + — t)| Bdt
<[ e g +d7r/D|f(fv+ )

€ B € €
< A+ — du < =+ — < e.
Y R R mﬁvw”“ SR

Ya que (2.1.1)) es 27-periodica en z, la afirmacion queda demostrada.

z”:sen ]

k=1

Ahora se tiene que by(0) = by, entonces tenemos que (2.1.1)) se sigue de la ecuacion
(2.1.5). Ademas observemos que para x € R se tiene que

o /. Trf(x—i—t)(ﬂ—t)dt 217r x+ﬂf(u)(7r—u+$)du
2m 2m+x x
25%{/ +/" —:/}f@Xﬁ—u+$Mu
/ fu)(m —u du+—/ flu
o i f(v—|—27r)($—v—7r)dv——7r i f(v)(ﬂ—v—f—m)dv
> b aogx
_ ; Ek + =5~ Flo) (2.1.7)

va que f(v+27m) = f(v). Sustituyendo (2.1.5)) y (2.1.7) en la ecuacion (2.1.1) se
obtiene (2.1.2)).
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Evaluando en x = a y x = [ en la ecuacion (2.1.2]) y restando se obtiene

g Qo — [ ax k
F(B)— Fla) = / Edt + Z (? (sen(Bk) — sen(ak)) — % (cos(Bk) + cos(&k)))

/B (ag cos(kt) + by sen(kt)) dt,

asi se prueba ((2.1.3).
U

Ejemplo 2.1 Consideremos la serie > - ) la cual diverge a co. Ahora por

1
n=2 nlog(n
el Teorema (2.1)), se tiene que la serie trigonométrica

no es serie de Fourier de alguna funcion que esté en Ly (R). Sin embargo la serie
trigonométrica converge uniformemente en [0, 2w — §] para 0 < § < .

El problema del reconocimiento de si una serie trigonométrica es o no una serie
de Fourier mediante la inspecciéon de sus coeficientes, es un problema sin resolver y
parece ser de extrema dificultad. Este problema es equivalente a saber cudl es el
rango de la funcion f — f de L;(T) en co(Z).

2.2. Riesz-Fischer

Lema 2.2 (Riesz-Fischer ) Supongamos que (c,) C C tal que

n=—oo

o] p

Z lcn)? :plirgo Z len|? < oo.

n=-—00 n=-—p

Entonces existe f € Ly(T) tal que f(n) = ¢, para cada n. Ademds se tiene que
|| f—5p(t) ||2— 0 cuando p — .

Prueba: Escribamos s,(t) = >.P__ ¢,e™ para p > 0. Entonces para ¢ > p > 0 se

n=—p N
sigue que

]' " ]' " n — _—in
O e o T GRETUIRr = N I S I I SR I

T T \p<|n|<q p<|k|<q
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_ Z Z Cncn%/wei(n—k)tdt: Z |Cn‘2>

p<|n|<q p<|k|<q p<|k|<q

lo cual converge a 0 cuando p,q — oo. Haciendo uso del Teorema (6.110) de [6], se
tiene que existe f € Ly(T) tal que || f — sp|l2 = 0 cuando p — oo.

Luego por el Teorema 1} es claro que f(n) = ¢, para cada n.

Teorema 2.2 Sea n € N. Definamos en R las funciones D,, y K,, por

D)= 3 e, Ko(0) = ni > D,(0).

j=—n
Entonces, si 0 € R es tal que 0 # 21k para k € Z y n € N, tenemos:

sen[(n + %)9]

(1). Dn(0) =14+2377  cos(j0) = sen(10)

@) Kal6) =y, (1= ) e = ——

sen(”TIQ)] ’
sen(%) ‘

Prueba: La primera igualdad es facil de obtener. Sumando la progresion
geométrica se tiene que

ei(n+1)0 — e—ind ei(

Da(6) = —— —

e —1 eig — eiig

Ahora para probar (2), notemos que

n k n n n
(DO =3 3 =D, D =) (nt 1=
k=0 j=—k =—nk=j| j=—n

Entonces utilizando (1) y el hecho de que cos(a — b) — cos(a + b) = 2sen(a) sen(b)
para todo a,b € C, se tiene que

(n+ 1) sen? (g) K (0) = isen Kk + %) e] o (g)

[cos(kB) — cos [(k + 1)0]]
1

=3 [1 — cos(n + 1)6] = sen® (n;— 19) :

N —
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Lema 2.3 Si (a;)72, es una sucesion mondtona y y .-, a es convergente,
entonces lim kaj = 0.
k—00

Prueba: Primeramente supongamos que a; > 0 para cada k € N. Puesto que

[e.e] z z ¢
Zk:l ax es convergente, entonces khm ar = 0. Ademas por monotonia tenemos que
— 00

ap+1 < aj para cada entero k.

Si O = Z;’ik a;, entonces C, > kag, > 0. Entonces tomando limite se sigue que
lim ka9, = 0.
k—o0

Ahora tenemos que 2agx11 + aopr1 < 209, + agxs1 asi que ka (2k + 1)agg1 = 0.
—00

De aqui se tiene que

lim ka;, = 0.
k—o00

Siar < 0 para cada k € N, y de la monotonia se tiene que a; < axyq1 para cada k.
Tomando b, = —a; > 0 para cada k, ka b, = 0 y ademas by es monotona
—00

decreciente, por el resultado anterior tenemos que

lim kb, = — lim ka; = 0.
k—o0 k—o0

Teorema 2.3 Sea (a;)p2, C R una sucesion decreciente con limite cero.
Supongamos que esta sucesion es convera: 2ay < ax + agro para todo k > 0.
Entonces la funcion [ definida en R por

f(t) = % + Z ay cos(kt) (2.2.1)

pertenece a LT (T) (f > 0) y la serie (2.2.1)) es la serie de Fourier de f. Ademds
esta serie converge uniformemente en [d,2m — 0| siempre que 0 < § < 7 y asi f es
continua excepto posiblemente en mailtiplos enteros de 2.

Prueba: Claramente f es 2r—periodica y haciendo uso del Corolario (7.38) de
[6], se tiene que converge uniformemente en [d,2m — ¢ para 0 < § < 7, asi que f es
medible en R.

Tenemos que Y p- (ag.app1) = ag < 0o, por convexidad se tiene que

(ar — ary1) > (arg1 — agyo) para todo k

y por el Lema (2.3)) se sigue que

lim n(a, — an4+1) = 0.
n—oo
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Ahora sea D, y K,, como en el Teorema (2.2)) y apliquemos (1.19) dos veces para
obtener

n

25,(t) = ag + Z 2ay, cos(kt) = Z(ak — k1) Dy (t) + a1 Dy (t)
k=1 k=0

n

25,(1) = D (ar = 2011+ apr2) (k4 D) Ei(t) + (41— ans2) (04 1) Kn (1) + @1 Do (1).

Ahora si t # 2mm para (m € Z), se sigue de el Teorema (2.2) y del hecho que
ar — 0, que los dos tdltimos términos de la igualdad anterior convergen a 0 cuando
n — oo. Esto prueba que

o0

2f(t) = > (ar — 2ap11 + ars2) (k + 1)Ky (t), (2.2.2)

para t # 2mm y m € Z. Por convexidad y el hecho que Kj(t) > 0, entonces
f(t) > 0 para cada t € R. Notemos que por el Teorema (2.2}2) tenemos

1 27 o - .
— [ K(t) COS(nt)dt:{ I—Zsi 0<n<k

27 J, O0si 0<k<n (22:3)

Usando nuevamente (1.19), tenemos que

q
an =Y (ar — are1)l + agn
k=n

q
= D (ax = 2ap1 + app2)(k + 1 —n) + (ag11 — age2)(q + 1 — 1) + aga

k=n

siempre que 0 < n < q. Tomando el limite cuando ¢ — oo , los dos tltimos
términos convergen a 0, asi

an = Z(ak — 2ak41 + agr2)(k +1—n), (2.2.4)
k=n

Como todos los términos en (2.2.2)) son positivos, y usando el Teorema (6.46) de
[6], nos permite integrar término a término; ahora aplicando (2.2.3)) y (2.2.4) con
n = 0, obtenemos

1 27
—/ ft)dt = ag < o0,
™ Jo



2.2. Riesz-Fischer 23

esto prueba que f € LT (T).

Finalmente multiplicando (2.2.2)) por cos(nt) término a término, es claro que la
sucesion de sumas parciales de ([2.2.2) esta dominada por 2f en [0, 27], asi
haciendo uso del Teorema (6.55) en [6], nos permite integrar término a término.

Aplicando (2.2.3) y (2.2.4) se sigue que

1 2

— f(t) cos(nt)dt = a,

™ Jo

para cada n > 0.
O

Corolario 2.2 Sea (c,);2, C R no negativa que converge a cero. Entonces existe
f e Li(T) tal que f(—n) = f(n) > ¢, para cada n > 0.

Prueba: Solo necesitamos encontrar una sucesic’)n convexa (a,)52, tal que
a, > 2¢, para toda n, como en el Teorema , para poder definir f como fue
definida en y tenemos que f( )= f(—n) % para toda n > 0.

Para obtener (a,);2, primero obtengamos una sucesion (ny)y2, de enteros no
negativos.

Sea ng = 0. Si ng_1 ha sido elegido para k > 1, entonces seleccionemos ny > 2n;_1
tal que

1
tn < Gigs para n > ng. (2.2.5)
Es claro que
2(nk+1 — nk) > (nk — nk_l) (226)
para todo k > 1. Sea
M=1+2max{c,:0<n<np}. (2.2.7)
Definamos a,, por
1
an:§+M(n1—n) para 0<n<n
' o )
N1 — N — 1
_ <n<
ay, (T sy — 1)) para ng <n < ngi
para k > 0.

Notemos que para n = ny, se obtiene a,, = zk con k > 1. Es obvio que (a;)s2, es
decreciente y tiene limite 0, ademas por (2.2.5) y (2.2.7) se tiene que 2¢, < a, para
todo n > 0.
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Por la propiedad de convexidad, se tiene

Gp_1+ Gpy1 > 2ay, si Np—1 <N < Ny para k> 0.

Si m = ny usemos ([2.2.6) y el hecho que a,, 1 > M >12> (”thl) ( para el caso
k = 1) para obtener

1
ng—np—1+1  Ng1 —nk — 3
ank—l + ank-i-l >

- 2k(nk - le_l) 2k(nk+1 — nk)

RN N E R .
2k Ne — Nk—1 2(7’Lk+1 —nk)
1 1 1
= 2a,, + — — > 2a,, .
G ¥ 2k |:nk — -1 2(Npgr — nk)} s

El Corolario (2.2) muestra que las sucesiones de los coeficientes de Fourier
pueden tender a 0 tan lentamente como se quiera.

Ejemplo 2.2 Para cualquier sucesion convexa, con limite 0 como en el Teorema

(2.9) tal que

tenemos por el Teorema (2.5) que la serie

Z a, cos(nt),
n=1

es una serie de Fourier, y sin embargo el Teorema (2.1)) nos dice que

Z a, sen(nt),
n=1

no es serie de Fourier.
Lema 2.4 Sea f € Ly(T). Entonces

(- Nsp(Hll2 < M £l para p=0.

(2). Mm ||f — sppll2 = 0. donde s,(f) es como en (1.18).

p—o0



2.3. Identidades de Parseval 25

Prueba: Como abreviatura denotemos,

5 | s ="y s=slf)= Y flne

(9,h) =

Entonces [|f[3 = (f, ),  f(n) = (fe.) = (en, ), (en, ) = 0 para k #n
y 1sik=n,

(0 £ =3 Fmdlem £ = 3 1F )2
n=—p n=-—p
(f.s5p) = Zf (fren) = > 1f ()P
y
(Sps Sp) Z Z Fn) f(k)(en, ex) Z |f(n
n=-p k=-p n=—p

Por lo tanto

Og”f_spﬂg (f=sps [=8p) = ([s [)={f, 8p)—(ps f)H(ps 8p) = I1f1I5— Z|f )7

n=—p
para p > 0, asi

Yo P <1715 (2.2.8)

n=—oo

Ahora por ) v el Teorema (2.2) existe g € Lo(T) tal que §(n) = f(n) para

toda n, y
lg = spll2 = [lg = sp(g)ll2 = 0 cuando P — 00.

Por el Teorema ((1.4) tenemos que f =g c.d, y asi || f — spll2 = [|g — spl| = 0.

2.3. Identidades de Parseval

Lema 2.5 (Identidades de Parseval) Sea f,g € Ly(T). Entonces

~

(1). oo F(m)g(n) = 52 [T, f(t)g(t)dt
(2). o )P = 5 [T ()Pt

En particular, estas dos series convergen.
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Prueba: Usemos la notacion de la prueba anterior, tenemos

(sp()ysp(@) = D D f)ak)ener) = Y f()g(n)

n=—pk=—p n=—p

para todo p > 0, y asi usamos Lema (12.4) y Desigualdad de Schwarz
(ver [6], Pagina 340), se tiene

= > fm)am)l = 1{f.9) = (sp(f); sp(9)]

n=-—p

< [{f;9) = {sp(f), ] + [{sp(f), 9) = (5p(f): 5p(9))]
< I = sp(Ni2llgllz + lsp()ll2llg = 5p(9)ll2
<1 = sp(Dli2llglla + 1fll2llg = sp(g)ll2 =0 cuando  p — o0

Por tanto concluimos que
Jm Z f)an) = (f.9),
n=-p

asi se cumple (1). Finalmente (2) se sigue de (1) con f = g.

Observacion 2.1 Combinando Lema (| - y Teorema ( . ) tenemos que la
funcion f — f, restringida a Ly(T), es una isometria lineal de Lo(T) sobre 1y(7).

En resultados anteriores se ha probado que si f € Ly(T), entonces la series de
Fourier de f converge en norma cuadratica de Ly(T). Es decir, para cada
f € Ly(T), se tiene que

I [[f = sn(p [z, = 0.

De aqui se sugiere el estudio del problema analogo en los espacios L,(T) si
1 <pypF#2, el cual se discutira al final del capitulo 4.



Capitulo 3

Sumabilidad de las Series de Fourier

Dada f € Ly(T), la serie de Fourier de f es

% + ;(ak cos(nx) + by sen(nx));

la pregunta central es, dada f € Li(T), jcuéndo s,(f,z) converge a f(z) para cada
x en algin sentido?, es decir convergencia puntual, convergencia uniforme,
convergencia en norma L,(T) para 1 < p, etc.

En el presente capitulo se analizara, que la convergencia puntual de la sucesién
de sumas parciales de Fourier de f, s,(f,x) puede no converger al valor f(z) para
algiin x, incluso para funciones continuas como se vera en el siguiente capitulo.

Sin embargo, cambiando el criterio de sumabilidad de la sucesiéon de sumas
parciales de Fourier s,(f,z) de f,( por ejemplo, sumabilidad de Cesaro,
sumabilidad de Abel, etc ), se puede recuperar la funcién en sus puntos de
continuidad como se vera en el presente apartado.

3.1. Sumabilidad de Cesaro y de Abel.

Definicion 3.1 Sea (c,)2, sucesion de nimeros complejos. Escribimos

n 1 n
Sn:kzzock Y On:n—l—lkzz()Sk'

Si existe un s € C tal que lim o,, = s, entonces decimos que la serie Y ;- ¢y €s
n—oo

Cesdro convergente. Y escribimos

(0. ]
C— E Cr = S.
k=0

27
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Sea (¢, (7)) sucesion de funciones complejas definidas en X # @ y sea o,(x
n n=0 n
como se definid anteriormente. Si existe una funcion compleja s definida en X, tal
que o,(x) — s(x) uniformemente en X cuando n — o0o. Entonces decimos que la
. o0 . -
serie Y oo ci(x) es Cesdro uniformemente convergente a s en X.

Definiciéon 3.2 Sea ()%, una sucesion de nimeros complejos, tal que

A(r) = Z cnr™,

n=0
converge para 0 < r < 1. 5% ll’gl A(r) =s € C, entonces decimos que la serie
IS

> o cn es Abel convergente. En este caso escribimos

A—icn:s.

n=0

De igual forma si (¢, ()52, es una sucesion de funciones complejas definidas en
X, tal que

(o.9]
Alx,r) = ch(a:)r”,
n=0
es convergente para x € X y 0 <r < 1. Y si existe una funcion s en X tal que
ligl A(z,r) = s(x) uniformemente en X. Decimos que la serie Y, c,(x) es Abel

uniformemente convergente a s.

o0

o o sucesion de funciones complejas acotadas, definidas en

icn. (3.1.1)

Si (3.1.1) es C uniformemente convergente a s en X, entonces (3.1.1) es Abel
uniformemente convergente.

Teorema 3.1 Sea (c,)
X # @. Consideremos

Prueba: Sabemos que lim ||s — 0,||, = 0. Dado € > 0 existe ny € N tal que
[s = onllu < §sin > no.n—égzm ro € [0,1) tal que
5 €
(1=10)*> (n+1)|ls = onllu < 5 (3.1.2)

n=0

Ya que la serie (3.1.1)) es C' convergente para cada x € X. Se tiene que
on(z) — s(z) con s(x) € C, asi que
sn(2) _ [(n+1)on(x) = non 1 (z)]

= " — s(x) — s(z) =0,
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Cn() _ sn(z)  n—1s,(x) o
n n n n—1

De esto se sigue que |c,(z)| < n para n > ng, asi

[e.9]

2 el

=0

ni—1

<Z|0n )| < Z |en(@)|Ir|" + ZHITI”
n=0

n=ni

Az, r)| =

Ahora aplicando el criterio de convergencia de Cauchy (ver [6], Pagina 70), al
ultimo término de la desigualdad anterior, se tiene

w20yl YAl =l <L

asi la serie A(z,r) esta acotada por una serie converge para cada x € X y para
Ir| < 1.

Ahora tenemos que
(1—r) Z 1r"

y aplicando producto de Cauchy

o0

Alz,r)=(1-r) an(:c)'r’”

n=0

y nuevamente aplicando producto de Cauchy tenemos que

Az, r) = (1 —71)? Z(n + Do, (x)r", (3.1.3)
n=0
para todaz € X y |r| < L.
Tenemos que
s(@) = (1=7r)>) (n+ )s(a)r",

Il
o

n

y haciendo la diferencia con (3.1.3)) se sigue que

s(z) —op(z) = (1 —7)? Z (n+1) — op(x)]r",

paraz € Xy |r| <L

Ahora sea x € X y ro < r < 1, entonces
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30
no o0

[s(x) = A(z,r)| < (1=70)* Y (n+Dlls—onllu+(1=7)* Y (n+1)lls—on[[ur”
n=ng+1

~sen [(n+ §)t] _
Dut) = — ity ol = G D s ((D)8

Y Sea
o0

P.(t) = Z rlkl ikt

k=—o00
para todon >0, 0<r <1, yx,teR. Entonces
1—r?
1). P.(t) = ,
(1) B (2) 1 —2rcos(t) + r?
et = L [T f(x —t)Dy(t)dt,

(2). sulfoa) =20, (k)

(3). onlf,2) = iz Lo sulfo ) = 50 [0, fl@ — ) K (t)dt,
(4). an(f,x) = S rH f(k)e*t = oL [T f(x — )P (t)dt

Prueba: Para probar (1), seat € R fijoy 0 <r < 1. Ya que la p-ésima suma

parcial de P,(t)
ZTW ikt ZT ezkt_i_zr e it7

k=—p

tomando limite p — oo tenemos
2 1 — 7"2

—it L—re " 4re —r?
1 —2rcos(t) + 12

k ikt k —zkt
E re E , _ =
— * 1- re“+ 1 —reit 1 —2cos(t) + r?
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Para probar (2) y (3) usemos la definicion de D,, y K,, dada en el Teorema (2.2)),
entonces tenemos

Z f zk’x . Z 27T/ f zkudueika:

k=—n k=—n
_ % _: f(u) Lin eik(w—M] du
! d
=5 f( )Dn(z — u)du
y
[ 1 — 1 [T
n(f0) = g sl = 0 S o [ D - wd
k=0 k=0 -
1 [ -
7 f(u) n+1ZDk($—U)] du
k=0

SNy —

ahora haciendo la sustitucion ¢ = z — u queda probado (2) y (3). Para mostrar (4)
tomemos la p-ésima suma parcial, se tiene

Z T|k|f(k,)ezkac _ |k| 1 / f —zkudue

k=—p k——p

2m o
k—f
1 T P .
=5 f(u) Z rlklgtk(z=u) | qy,,.
T
o =

Ya que la funciéon P,(t) converge uniformemente en [—7, 7| del Teorema (3.106) de
[6] con 0 < r < 1, es posible pasar el limite dentro del signo de integral.

O

A las funciones D, (t), K, (t) y P.(t) definidas anteriormente son llamadas el nticleo
de Dirichlet, Fejér y Poisson respectivamente. El siguiente teorema nos muestra
algunas propiedades de dichos ntcleos.



32 CAPITULO 3. Sumabilidad de las Series de Fourier

Teorema 3.3 Sea K,, y P, como anterior. Entonces, paran >0,0<r <1,y
t € R, tenemos

(1). 5= [© K,(t)dt = 5= [7_P.(t)dt =1,

(2). Kn(t) = Ku(=t) g F(t) = P(=1),

(3. 0< K, () <n+1 y LI<P(t)<i

1—r?

(4). 0< K, (t) < i 88 0<t<m

Prueba: Es claro que por definicion de Dy (t) en Teorema ([2.2)), se tiene

k

Z it

j=—k

|Dy(t)| = <2k +1,

y asi
n

(n+1DK,t) <Y 2k+1)=(n+1)>
k=0
Ahora sabemos que

t t
sen (—) > — para 0<t<m.
2 T

De (2.10) para n = 0, se prueba la primera igualdad de (1). Ahora del
Teorema ([3.2)) tenemos que

P.(t) = Z riFletht — 1 4 Z (e 4 ey =142 Z ¥ cos(kt).
k=1 k=1

k=—o00
Ya que la funcion P, (t) converge uniformemente en R, se sigue que

1 [ 1 [7 1 (7
P.(t)dt = — dt + —/ cos(kt)dt = 1.
T

o r T o ,,r

—T

Es claro (2), ahora tenemos que

n

(n+1)K,1t) <Y (2k+1)=(n+1)2

esto prueba la primera desigualdad de (3). Sabemos que —1 < cos(t) < 1y
0 <r <1, tenemos

(1+7)?=1+42r+7*>1-—2rcos(t) +r’
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y
1—2rcos(t) +r*>1—2r+7r*= (1 —r)?
por tanto
1-— 1
T < Pr(t) < +7“'
1+7r 1—r
Sisen(%) > L para 0 <t <, entonces ;—22 < sen?(§) para 0 <t <, asi

1 2

0< Kat) < (n+1)sen?(3) = 2(n+1)

3.2. Teorema de Fejér

Teorema 3.4 (Fejér) Si f € L(T), entonces

(1). SizeR tal que f(xz—) = ltle f@)y flz+) = lgfn f(t) existen y son finitos,
fla=) + fz+)

entonces nh_>r1010 on(f,x) = 5 :

(2). Si f es continua en el intervalo [a,b] C R, entonces el polinomio

trigonométrico
n

on(fir) =Y (1 — %) Flk)eiks

k=—n

converge uniformemente a f en |a,b).

A dichos polinomios o, (f) son llamados sumas de Fejér de f.

Prueba: Fijemos x € R, sea s(z) € C arbitrario. Entonces por Teorema (3.2}3) y
Teorema ({3.3-1) se tiene que
1 ™
nulfo) = s(w) = 5 [ [ = 1) = sta)) Kot

—T

27 J,

[flx —t)+ flx +t) — 2s(x)] K, (t)dt, (3.2.1)

donde escribimos s(z) = w Sea € > 0 dado. Escojamos 0 < § < 7 tal que

f(x —t) + fla+1) — 2s(2)| < % (3.2.2)
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siempre que 0 < t < 0. Sea N € N tal que

€

[NW]Mﬂh+H>D < (3.23)

Escribimos ¢(z,t) = f(x —t) + f(z +t) — 2s(z); de (3.2.1)) tenemos

ou(f) K—/th Dldt.
De B:23), B33) v B3H) se tiene que

—/|¢:z:t \dt<—/ SK( %

De forma similar las ecuaciones (3.3}4) y (3.2.3) muestran que para n > N se tiene

/6!¢(x,t)Kn(t)\dt§/6 !¢(x,t)lmdt

<o | W= 0l 17+ 0l + 2@

2
S(GZ?@?)@“UW+Qﬂvm+ﬂﬂd@D<wa (3.2.)
de esto concluimos que

lon(f,z) — s(z)| <€ (3.2.5)

para toda n > N. La prueba
de (2) es casi la misma que para (1), ala cual se le haran las siguientes modificaciones.

Supongamos que f es continua en [a, b], entonces escribimos s(z) = f(x) para
x € [a,b]. La funcion f es uniformemente continua en [a, b], entonces escojamos
0 < § < 7 independiente de x € [a, b] tal que se cumpla para toda z € [a, 0]
y0<t<o.
Ahora sea N € N para obtener donde |s(x)| se remplaza por

M = sup{|f(2)] :a <& < B},

asi N es independiente de x € [a, b]. Cambiemos a |s(z)| en (3.2.4) por M para

tener (3.2.5)) con = € [a,b] y n > N.
UJ

Observacion 3.1 Del Teorema (3.4+2) on(f, x) puede ser remplazada por a,.(f,x)
lo cual se sigue del Teorema (3. 1)).
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3.3. Teorema de Lebesgue

Teorema 3.5 (Lebesgue) Si f es una funcion compleja Lebesque medible
definida casi en todo R tal que

b
/ )t < oo,

para cada a,b € R con a < b (a tal funcion decimos que es localmente integrable),

entonces eriste E C R Lebesque medible tal que A(R\E) =0 y

1
(1). lim

z+h
h—>0E/ |f(t) —cldt = |f(z) — ¢| para cada x € E y c € C.

h—0

1 h
(2). lim E/ |f(x+1t)+ f(x —t) — 2f(s)|dt =0 para cada = € E.
0
(donde X\ es la medida de Lebesgue)

Prueba: Sea (¢,)2; € C denso numerable. Definamos para cada n € N a F), en
R por

Fo() = / “1F(0) — caldt

v sea E, = {z € R: F,(z) = |f(z) — c,|} . Haciendo uso del Teorema (6.84) de [6],
se tiene que A\(R\E,,) = 0, y por tanto E, contiene a cada x para el cual f es
continua.

Ahora sea E = (', E,. Asi E es medible y

AR\E) = A (@(R\E@) < ARE) -0,

entonces A(R\E) = 0. Sea xz € F, c € Cy € > 0 dado. Fijemos n tal que
lcn — c| < 5. Entonces z € E,, y por lo tanto existe 0 > 0 tal que

F.(x 4+ h) — F,(h)

1 z+h
’E/ 7(0) — ealdt — [ £(@) — c.]

<=, (3.3.1)

Wl ™

siempre que 0 < |h| < d (h € R).
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Es obvio que
[f(t) —c| = |f(t) —cul| e —cn| < % para cada t,

y asi tenemos que

1 z+h 1 z+h 1 33+h6 €
- —eldt— = . - Car| = € 3.2
L[ —da— g [T -] <|p [ Sal =5 ea

para 0 # h € R. También se tiene que

17 (@) = el = |f (@) = ll < 5. (3:3.3)

Combinando la ecuaciones (3.3.1)), (3.3.2)) y (3.3.3)) se tiene

oih z+h z+h
20— da- i -d < |5 [T - - ¢ [T 10 - el

@) =l =) = eall+ |5 [ 150 — caldt = 1£(@) — o

<E+€+€_
373737 ¢

siempre que 0 < |h| < § (h € R). Esto prueba (1).
Ahora fijemos x € F, 0 # h € R y tomando los cambios de variable u = x +ty
v =x —t, se sigue que

0< %/0 \f(x+1t)+ fx —t) — 2f(x)|dt

h h
<i [ arn—s@ia g [1re—0 - el
1 +h z—h

-1 / £ () ~ f(a)ldu + — ARORO

asi (2) se sigue de (1) tomando limite para ¢ = f(z).

Definicion 3.3 Sea f como en el Teorema ((3.5). Un punto x € R es llamado
punto de Lebesque de f, si el Teorema 2) se satisface. El conjunto de puntos
de Lebesgue de [ es llamado conjunto de Lebesgue de f.
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Ejemplo 3.1 El Teorema (3.5) nos dice que si f es localmente integrable,
entonces cast todo punto de R es punto de Lebesgue de f. Pero no todo punto de
Lebesque satisface el Teorema -1).

Tomemos la funcién

1si t>0
ft)=4 0si t=0
—1s1 t<O.
Se tiene
1 h 1 h
g%EA\ﬂx+ﬂ+ﬂx—ﬂ—2ﬂﬂﬁ=ggﬁl|ﬂw—ﬂ—Mﬁ=o

Asi x = 0 es punto de Lebesgue, sin embargo = = 0 no satisface el Teorema (3.5}1),
ya que si tomamos ¢ = 0, tenemos

it !
hg%h

h 1 h
Alﬂw—dﬁzgﬁﬁé|ﬂMﬁ:1#o

3.4. Teorema de Fejér-Lebesgue

Teorema 3.6 (Fejér-Lebesgue) Si f € Ly(T), entonces lim o, (f,z) = f(z)
n—oo

para cada x punto de Lebesgue de f. En particular, la serie de Fourier de f es C'—
convergente cast para todo x € R.

Prueba: Sea x punto de Lebesgue de f fijo. Escribamos
o(t) = f(x+ 1) + flz —1) = 2f(x)

h
o) = [ lo(olar 2(r) = a.
0
Sea € > 0 dado. Entonces por el Teorema ([3.5}2), existe 0 < 0 < 7 tal que
1
'—CID(h)‘ < 1—63 para 0 < |h] <.

Ahora por el Teorema | 4) escojamos N > % tal que

€
a+1

0< K,(t) <
sin>Nyodo<t<m.

Ahora tenemos

%b&ﬂ@—f@ﬂsAWwMKAWﬁzl"wwmuwﬁ
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6 s
" / 90| Kn(t)dt + / ()| K (). (3.4.1)

Estimaremos cada una de estas integrales para n > N. Del Teorema (3.3}3), se
tiene

/On |p(t)| ICn (t)dt < /0 ()| (n+1)dt = (n+1)P (%) < 2nd (%) < f_;
(3.4.2)
ya que 0 < = < 4.
/; |p(t)| K, (t)dt < /5 6(t)]- i -t < GLH@(W) <e (3.4.3)

La funcion .
B(h) = / 6(8)]dt

es absolutamente continua en [, 4] por el Teorema (6.84) en [6], también la

funcion G(t) = t% es absolutamente continua en el mismo intervalo.

Si nombramos

h
F(t) = / (6)]dt,

usando el Teorema ({3.314), y integracion por partes Teorema (6.90) en [6], se tiene

0
IO

1

7T2

) 1 2
J lowis0a < [ o0l =

_ (nil) -/06|¢(t)|dt5—12—n2/0}l |¢(t)|dt+/; <q>(t>t33) it

~ ™ 5200 - n2e (1) 49 / 5<I>(t)t3dt]

(n+1) n
2 2 0
s 1 € 2m € o
< — —t “dt
mrD’ B men ) 13
e 272 3m2e
— —_— —5! . 3.4.4
<13 +<13(n+1)>(" ) <73 (3.4.4)

Ahora de las ecuaciones (1.13), (1.14), (1.15) y (1.12) se sigue

1 [2 372 6e 3
o) =)l < o [ Tl < S da B

27 13 13 13
para todo n > N.
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O

Corolario 3.1 Si f € L1(T) y si su serie de Fourier s(f) de f converge c.d. en R
a una funcion g, entonces g = f c.d.

Prueba: Sea x € R tal que lim s,(f,z) = g(z), entonces dado € > 0 existe
n—oo
ng € N tal que |g(z) — s,(f, )| < § para n > ny.

Ahora sea N > ng tal que

¥ [0 — sl <
Sin > N entonces
1 n
l9(2) = on(@)] = | = X%(g(x) —sp(f x))‘
< —— > (gla) — slf )| + S lola) - si(f.2)
k=0 k: no+1

€ n—noe<
— €.
2 n+12

Usando el Teorema ([3.6]) se sigue que
g(x) = lim s,(f,z) = lim o,(f,2) = f(x).
n—oo oo

n—

Teorema 3.7 Si f € C(T), entonces la funcion F definida en el disco unitario
D:{Tew ;0 eR, O§T§1} por

P =f6) v Feeh=o [ fe-opmd s o<
T™J-x
es continua.

Prueba: Claramente la funcion esté bien definida. Para |z| < 1, escribimos
z =re y usando Teorema ([3.214) tenemos que

o0 o o
Fey= 3 rMf®e™ = Jk)+ ) f(-
k=—o00 k=0 k=1
La funcién f es acotada, por tanto las dos series convergen para |z| = |2 < 1. Asi

estas dos sumas son continuas para |z| < 1. Esto prueba que la funcion F es
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continua en D° ={z€ C : |z| <1}.

Ya que la funcion f € C(T), entonces por el Teorema (3.4+2) con [a,b] = [—-m, 7] y
Teorema (3.1)) se sique que

17}%{1 F(re') = lr}gl a.(f,0) = f(0) = F(e”)

uniformemente para 6 € R. Entonces dado € > 0, existe 0 < § < 1 tal que
1 -0 <r <1 implica que
|F(rei®) — F(e')| < % (3.4.5)

para toda 6 € R.

Sabemos que f es continua y periddica, entonces se tiene que f es
uniformemente continua en R, asi existe 0 < n < 4 tal que

€

[F(e) = F()] = [£(6) = f(@)] < 5 (3.4.6)

para cada «, 0 € R tal que |a — 0] <.

Ahora para verificar la continuidad de F' en la frontera de D, sea o € R fijo. Sea
e > 0 dado, escojamos 0 y 1 como anteriormente, entonces aplicando (3.4.5) y

(3.4.6) se tiene que

[F(re”) = F(e)] < |F(re””) = F(e")| + |F(e”) = F(e*)| < 5+ 5 = ¢

siempre que 1 —d <r <1y |0—al <n.

Teorema 3.8 Si f € Li(T) esencialmente acotada: |f(z)] < M < oo c.d. en R,
entonces ||on ()|l < M para cada n > 0.

Prueba: Por Teorema (3.2-3) y el Teorema ([3.3-1) se tiene que

on(f,7)| < i/ﬁ Flx — 8| Ko (t)dt < %/ﬂ MK, (t)dt = M

—2r ),

para cada x y para cada n.



Capitulo 4

Localizaciéon de Riemann y Criterios
de Convergencia

En este apartado establecemos unos pocos ( de los muchos ) teoremas clésicos
que se ocupan de la convergencia ordinaria, es decir; puntual, uniforme y
convergencia en norma ( en L,(T), 1 < p ) de las series de Fourier. Queremos
criterios que nos permitan deducir la convergencia de una propiedad sencilla de la
funcion.

Iniciaremos mostrando el teorema clésico de no convergencia puntual para
funciones continuas probado por du Bois-Reymond en 1873. La prueba sera
presentada en forma no constructiva haciendo uso del teorema de acotacién
uniforme.

4.1. No convergencia puntual

Teorema 4.1 Euziste f funcidn continua con valores en R cuya serie de Fourier
diverge en un punto tg.

Prueba: Sea X el espacio normado de las funciones continuas 2w —periédicas con
norma definida por

||z]|oo = sup{|z(t)| : t € [a,b]}. (4.1.1)

Se tiene que X es un espacio de Banach con a =0y b = 27. Tomemos t, = 0.
Para probar nuestra afirmacion, haremos uso del teorema de acotacién uniforme
Teorema (4.7-3) en [3], para T, = s,, donde s,(z) es el valor en t = 0 de la n-ésima
suma parcial de la serie de Fourier de x como en ([1.1.2)).

41
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Entonces se tiene que

1 n 1 27
5u() = 00+ 3 = ;/0 (1)
m=1

1 n
3 + mz:; cos(mt)] dt,

donde .
Uy = —/ x(t) cos(mt)dt.
0

™

Ahora haciendo los siguientes célculos tenemos que
2sen 1t i cos(mt) = i 2sen 1t cos(mt)
2 m=1 N m=1 2

S () ()
() v (o)) a1

y dividiendo (4.1.2)) por sen (%t) y arreglando términos tenemos que

sen ((n + %) t)

sen (%t)

1+2 Z cos(mt) =

m=1

= Da(1),

donde D,,(t) es el nticleo de Dirichlet como en el Teorema ((2.2). Por lo tanto s,(x)

se puede escribir como

1

_ b _sen((n—l—%)t)
2T

/Qﬂ x(t) D, (t)dt donde D,(t) = sen (1)

2

Sn () (4.1.3)

Ahora usemos esto para probar que s, es un funcional lineal acotado. Entonces de
(4.1.1) y (4.1.3) tenemos que

1 2w ||~73Hoo 2
) < — t D, (t)|dt = D, (t)|dt.
IS()!_QWSUPM()!/O | Da(t)] 2 /0 0

Desde luego cada s, es acotado, mas aun tomando el supremo sobre toda x tal que
||z]|co = 1, tenemos que

1 27
all < — / D, (0)]dt.
0

— 27

En realidad la igualdad se da, como probaremos a continuacion.

Escribamos
|Dn(t)] = y(t) D,
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donde y(t) = +1 para cada t donde D, (t) > 0y y(t) = —1 en otro caso.
Claramente y no es continua, entonces dado € > 0 podemos modificar y a una
funcion z continua tal que ||z|| = 1 y tener

ae| [ ) - ) Do)

Ahora escribamos esto en dos integrales y usando (4.1.3)) para tener

< €.

% /O%g;(t)Dn(t)dt _ /O%y(t)Dn(t)dt‘ — o (2) — % /0% D, (1)]de] < e.
Como € > 0 fue arbitrario y ||z|| = 1, esto prueba que
1 g2
[lsnll = %/O |D,.(t)|dt. (4.1.4)

Finalmente, probemos que la sucesion ||s,|| no es acotada.

Sustituyamos en (4.1.4)) la expresion de D,, de (4.1.3)), y usando el hecho que

1t
sen | —
2

y tomando v = (n + %) t, tenemos

1 2
sl =5 |
T Jo

N l/% |sen ((n+3)¢t) |dt
0

t
<3 para t € (0,27

sen ((n + %) t)

sen (%t) dt

T t
1 (2n+1)m
L,
T Jo v
2n
1 kD™ | sen(v)|
= — —d
[
k=0
1 2n 1 (k+1)m
> = —_ d
o kz:; (k+1)m /,m |sen(v)|dv
2 &1
_ﬁgk—ﬂ—“}o cuando n — oo,
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ya que la serie armonica es divergente. Asi ||s,|| no es acotada. Ya que X es
completo, el Teorema de Acotacion Uniforme nos garantiza la existencia de v € X
tal que |s,(x)| es divergente.

Ahora por la definiciéon de s, esto muestra que la serie de Fourier de x es
divergente en t = 0.

A continuacién demostraremos un teorema mucho més general.

Definicion 4.1 Sea (X, T) espacio topoldgico, con M C X. Decimos que M es de
primera categoria si
M= A4,
i=1

donde A; es nunca denso, es decir ( int(A;) =0 ). Si M no es de primera
calegoria, entonces decimos que es de segunda categoria.

Definicién 4.2 Sea (X, T) espacio topoldgico, y M C X. Si M es de primera
categoria, entonces decimos que M= X \ M es conjunto residual.

Teorema 4.2 (Principio de Acotacion Uniforme) Sea X, Y espacios de
Banach y A C L(X,Y). Si suppeq {||T(2)||} < 00 para cada x en algin conjunto
de sequnda categoria, entonces suppeq {||T||} < 0.

Prueba: Sean los conjuntos

D,= (1{zeX:||T(x)]| <n}.

TeA

Para cada n, se tiene que D,, C X es cerrado. Si z € D,,, existe sucesion (xn) C D,
tal que lim z,, = z. Ahora si T € A, entonces ||T(z;)|| < n para cada j.
n—oo
Tomando el limite ;7 — oo y haciendo uso de la continuidad de
T, se tiene que ||T'(z)|| < n. De esto se sigue que D,, C D,,, y asi cada D,, es cerrado.

Existe n € Ny xg € D, tal que B(xo,r) C D,, para algtn r > 0. Si int(D,,) = ()
para cada n € N, entonces X\D,, es abierto y denso para cada n. Usando el
teorema de categoria de Baire Teorema (4.7-2) de [3], se tiene que

B=()X\Dy,
n=1
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es denso en X. Six € fy T € A se tiene que ||T(x)|| = oo, lo que es una
contradiccion, ya que los operadores son continuos. Ahora sea n € N tal que
int(D,,) # (), entonces B(xg,r) C D,, para algin r >0y zq € D,,.

SeaT € Ay x € X tal que ||z|| < r, entonces se sigue que

1T ()|} = 1T (z = wo) + T ()|
< [T (2 = wo)l| + [T (o)l
<n+n=2n.
Ahora si € X tal que ||z|| = 1, entonces ||rz|| = r. Asi se tiene que

|T'(rz)|| < 2n, entonces ||T'(z)]] < 2%, de esto se sigue que

sup {[|T|} < oo.
TeA

4

Teorema 4.3 (Principio de Condensacion de Singularidades) Sean X y Y
espacios de Banach y {T;r} C L(X,Y). Supongamos que para cada k, existe v € X
tal que sup {||Tjx(x)|| : j € N} = co. Entonces existe B C X residual tal que para
cada x € B se tiene que sup {||T;x(z) : j € N} = oo para cada k.

Prueba: Supongamos que el conjunto de las x € X tal que
sup{||Tjx(x) : 7 € N} < oo para cada k es de segunda categoria en X.

Sea k € N fija. Entonces por principio de acotacion uniforme Teorema (4.2)) se
tiene que
sup {[I T4l j € N} < oo,

Pero esto no puede ser, ya que existe x € X donde el supremo es infinito. De
donde el conjunto dado debe ser de primera categoria, asi su complemento es
residual.

Teorema 4.4 Eriste un conjunto Gs denso F' C C(T), con la propiedad: Para
cada f € F, el conjunto de puntos donde la serie de Fourier de f diverge, es un
conjunto denso en R.

Prueba: Denotemos la n-ésima suma parcial de Fourier de f en x € T como,

salfie) = o= [ FOData— 0
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donde D,(t) = »>"__, " nticleo de Dirichlet. Ahora sea x € T fijo. Consideremos
los operadores

©,:C(T) - R dados por ©O,(f) =s,(f,x).

n - 2 n )

™

1
y ademas oy 7 |Dy(t)|dt — oo cuando n — co. De esto se sigue que
7r

sup {||©,]] : n € N} = oc.

Aplicando el principio de acotacion uniforme Teorema (4.2)) y acontinuacion el
principio de condensacion de singularidades Teorema (4.3)), se tiene que existe
F, C C(T) residual, tal que sup{||0,(f)|| : n € N} = oo para cada f € F,.

Dado que F, = AS = X\ A,, donde A, es de primera categoria, se tiene que

A:p = QAZ’

donde cada A; es nunca denso. Ahora tenemos que U, A; C U, A;, asi que

NXE SN\ = 45—
=1 =1

Se tiene que cada X\A4; es abierto y denso, asi F, contiene un G5 denso, por
teorema de categorfa de Baire Teorema (4.7-2) de [3].

Si (z;)32, C T es denso numerable, entonces para cada j € N existe F,, C C(T)
residual; se sigue que

ﬁ F,, C C(T)
j=1

contiene un conjunto Gs denso con la propiedad deseada.

El siguiente teorema nos da una manera de ver la suma parcial de una serie de
Fourier como una integral mas simple que la integral de Dirichlet dada
anteriormente en el Teorema ({3.2}-2).
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Teorema 4.5 Sea f € L1(T) y 0 < § <7 dado. Entonces

(1). s =1 fo (x —t) + f(z + )] it + e, (x) donde la €,(x) depende
de la funczon y de 6. Ademds converge umformemente a 0 en R cuando
n — oo.

(2).1=2 05 Sent"t dt + €, donde los nimeros €], dependen de 6 y tienen limite 0

cuanda n — 00.

Prueba: Por el Teorema (3.2]) tenemos

sen[(n + %)t]

Dult) = sen(%)

— [sen(nt)] cot (%) + cos(nt),

entonces del Teorema (3.212) tenemos que

_ %/_: flo 1)y [cot (gﬂ sen(nt)dt + an(x),  (4.15)

donde | e
) = 5~ / F(& — ) cos(nt)dt. (4.1.6)

Aplicando la regla de I.’Hospital dos veces para mostrar que

se tiene

=t 13
lim F cot (E) — 1} = lim > sen (3)
=0 |2 2 t] =0 |tcos (%) + 2sen ()

tcos (3) +2 L
~ m cos (Qt) + Zsen (E) _o.
t=0 | 2tsen(3) — 8cos(3)

Definamos la funciéon 27 —periédica dada por

0= Lot (L) L
P =59 ) 7

para 0 < |[t| < 7wy ¢1(0) = g1(7) = 0; es acotada y pertenece a L;(T) (es continua
excepto en multiplos impares de 7).

Por (4.1.5)) tenemos
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sn(f,2) = %/_ﬂ o — t)senint)dt + Bu(@) + an(a), (4.1.7)
donde g
Bn(x) = ;/_ f(z —t)g1(t) sen(nt)dt. (4.1.8)

Ahora definamos g, funcion 2r—periodica tal que go(t) =1 si 0 < [t| <7y
g(t)=0sijt|<dot=m.

Entonces g2 es acotada y pertenece a L;(T). De la ecuacion (4.1.7)) se tiene

5
salfi) == [ 1= 0" @)+ fole) + o). (419)
T J_s
donde e
Tn(x) = - f(z —t)ga(t) sen(nt)dt. (4.1.10)

—T

De aqui tenemos que la integral en (4.1.9)) es igual a (1). Por tanto

en() = Yn(x) + Bu(x) + o (2).

Ahora (4.1.6), (4.1.8) y (4.1.10) convergen uniformemente a 0 por el Lema (4.1)
cuando n — oo. Esto prueba (1). Para probar (2) tomemos f(t) = 1 para toda ¢,
entonces s,(f,x) = 1 para cada n y para cada z.

O
Lema 4.1 Sean f,g € L1(T) con g acotada en R : |g(t)| < M < oo para toda
t € R. Entonces i
‘ l‘im / flz —t)gt)e™dt =0
n|l—oo J_,
uniformemente para x € R.
Prueba: Sea ¢ > 0 dado. Por el Teorema ([1.1}2) existe un polinomio
trigonométrico
P
P(t) =Y ¢, (4.1.11)
Jj=—p
tal que
T €
— P(u)|d . 4.1.12
[ 150 = Plwldu < 5 (41.12)
Escribimos ¢
n (4.1.13)

T ltdny gl
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ahora por el Lema (2.1)) existe N € N tal que

g(k)| <
para toda k € Z tal que |[k| > N — p.

Para [n| > Ny —p < j <p, tenemos |j —n| > |n| — |j| > N — p, asi se tiene que

Usando (4.1.11)) y (4.1.13)) tenemos

‘/ P(I,E —t zntdt‘ Z ‘C | ‘/ Z](I t mtdt’

Jj=-p

”m/ g(t)ei(j”)tdt’ =2m|g(j —n)| < 2mn.

p
€
<2 | <= 4.1.14
<2mp Y el < (4.1.14)
j==p
para toda x y |n| > N. Claramente de (4.1.12)) y tomando el cambio de variable
u = x — t y del hecho que las funciones f y P son 2wr—periodicas tenemos

T

' flz —t)g(t)e™dt — / P(x — t)g(t)emtdt‘

‘ - -

< / @ — 1) — Pla— 1) |g(t)e™|dt

< M/ P(u)|du < 5 (4.1.15)

Ahora de las ecuaciones (4.1.14) y (4.1.15) se tiene lo siguiente

‘/ flz—t)g ’”tdt’ ‘/ flx —t)g(t)e™dt — / P(z —t)g(t)e™dt
‘/ (z —t)g(t)e™dt

< —_ =
2+2

4.2. Localizacion de Riemann

Dado que los coeficientes de Fourier de una funciéon dependen de la estructura
de la funcién en todo su dominio, parece sorprendente que el comportamiento de
convergencia o divergencia de la serie de Fourier en cualquier punto particular,
depende solamente de la estructura de la funcién en una vecindad arbitrariamente
pequena de ese punto.
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Teorema 4.6 (Localizacion de Riemann) Sean f1, fo € Li(T), y supongamos
que fi1(x) = fo(x) para cada x en un intervalo abierto I C R. Entonces

lim |s,(f1,2) — su(fa, )| =0

n—o0

para cada x € I. Esta convergencia es uniforme en cada intervalo cerrado J C I.

Prueba: Sea J C [ y tomemos 0 < § < 7 tal que v+t y = — t estan en [ para
cadax e Jy 0 <t <.

Escribamos f = f; — fo, entonces la integral en el Teorema (4.5}1) es 0, y asi se
tiene que

Sn(f, J]) - Sn(flyx) - Sn(f%x) = en(x)

para cada x € J.

Podemos cambiar la pregunta de la convergencia uniforme de las series de
Fourier como una pregunta equivalente sobre limite de integrales.

Teorema 4.7 Sea f € L1(T), 0 < <m, y X CR dado. Escribimos
Oz, t) = f(x +t)+ f(x —t) — 2f(x). Supongamos que f es acotada en X :
|f(z)] < M < oo para cada x € X. Entonces para que

(1). lim s,(f,z) = f(z) uniformemente para x € X,

n—00
es necesario y suficiente que

(2). lim * ol 1)

n—oo T Jq

sen(nt)dt = 0 uniformemente para cada x € X.

Prueba: Multiplicando la ecuacion (2) del Teorema (4.5) por f(x) y restando la
ecuacion (1) del Teorema (4.5 se tiene que

sulfoz) — f(z) = % /0 @sen(m)dtﬂen(x)—e;@)].

La funcion f es acotada en X, entonces [e,(z) — €, (z)] converge uniformemente a 0
en X.

O
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4.3. Criterio de Dini

Teorema 4.8 (Dini) Si f € L1(T) y o € R dado. Supongamos que existe
0 <9< tal que

/ TG00y o (4.3.1)
i ; : 3.
donde ¢ es como en el Teorema 1) Entonces 7111—>I£lo sn(f,x0) = f(x0).

Prueba: Tenemos X = {x(}. Definamos la funcién g en R como

T e(mo,t) st 0<t<d
g(t) = { 0 en otro caso.

Ahora aplicando el Lema (2.1)) (Riemann Lebesgue) se sigue que

1 [ . 1 [° )
lim — g(t)e "™dt = lim —/ ¢(o, )e’mtdt = 0.
n—oo T J_ n—oo T J, t
’ Qb(l’(), t) .
Entonces lim — E— sen(nt)dt = 0, uniformemente para € X. Por tanto
n—oo 7T

0
se satisface el Teorema (4.7}2).

Corolario 4.1 Si f € L1(T), z0 € R, y
|f(zo +1) = flzo)| < Mt para 0 <[] <4

para reales positivos o, § y M independientes de t, Entonces lim s, (f, zo) = f(xg).
n—oo

Prueba: Tenemos que |¢(zo,t)| = |f(xo + 1) + f(zo —t) — 2f(x0)| < 2M para
0 <t < 0, entonces se sigue que t~"|¢(xo,t)| < 2Mt*" para 0 <t < ¢ y ademas

5
50(
/ o ldt = — < 0.
0 Q

Asi tenemos que se satisfacen las hipotesis del Teorema (4.8)).

Corolario 4.2 Si f € L1(T), 2o € R, y [ diferenciable en xo. Entonces

1 s/, 20) = [(20).
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Prueba: Ya que la funcién f es diferenciable por la izquierda y la derecha en xg
tenemos lo siguiente,
f(@o +1t) — f(x0)

tli%i t - fjr(xo)
Y t
t—0- t
Por tanto existe §; > 0y d5 > 0 tal que
|f (o +8) — flao)| < (14 |fi(z0)])t si 0<t<dy
y
|f(zo +1) = flao)l < (1 + | fL(zo)])t] si — 0, <t <0.

Sea d = min {01,052}, a =1y M > méx {|f}(zo)|, " (z0)|} se tiene que
|f(zo+1t) — flxo)] < Mt para 0 < |t] <4,

asi se satisface Corolario (4.1}1).

Definicion 4.3 Sea [a,b] C R con a < b. Una particion en [a,b] es un conjunto
finito ordenado P ={a =10 <21 <29 <--- <, =b}. Y sea B,y la coleccion de
todas las particiones de [a,b]. Para una funcion real f en [a,b], definimos la
variacion de f en [a,b] correspondiente a P ={a =2y <11 <9 <--- <1z, = b}
por

VI(fPY =D |f () = f(ax-)] € [0,00).
k=1
Definimos la variacion total de f en |a,b] por

VI(f)= sup V2(f,P)€0,00].

PEBuyb

Decimos que [ es una funcion de variacion acotada en [a,b] si V2(f) < oo.
Escribimos como VA([a,b]) a la coleccion de funciones de variacion acotada.

Teorema 4.9 Sea f € Ly(T) tal que V™ f < oo. En este caso decimos que
f € VA(T). Entonces

P 1
Inf(n)| < Z—lVOQ’rf para toda n € 7.
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Prueba: Sean k,n € Z tal que n # 0, haciendo el cambio de variable u =t + ’%

escribimos
~ 1 27 ) (_1)k 2 ke )
— —mugy — L ) t o —Zntdt.
fo =5 [ stwe o [ (e ) e

™

2f(n) = (;jr)k /0% {f <t+ ]%T) —f <t+ @)} e~

Ahora sumando la ecuacion aterior de 1 a 2|n| tenemos lo siguiente:

Anf(n) = %/jﬂi {f (t+%w) — f (t+@)} e~

de esto tiene que

asi

or 2In|

Alnf(n)| s%/@ > f(t+’%) —f(t+@)‘dt,

ya que la funcion es de variacion acotada tenemos

dnf(n)] < V5" f.
O

En el Teorema (7.40) de [6], se afirma que la convergencia de Abel es un método
regular, es decir,

[e¢] [o¢]
si E Cn = S, entonces A— E Cp, = S.
n=0 n=0

Por esta razonm, cualquier teorema que afirma que la convergencia de una serie
> o Cn que converge a s, implica que M — > 7 ¢, converge a s, donde M es
algin método de sumabilidad, es llamado teorema Abeliano. El reciproco de un
teorema Abeliano en general es falso, pero podria admitir algunas hipotesis
adicionales: En 1897 A.Tauber probo que,

o0 o
si A— g Chn =58y nc, — 0, entonces E =s.

Debido a esto, cualquier teorema que afirma la convergencia ordinaria, la cual se
sigue de un método de sumabilidad y alguna hipotesis adicional es llamado
teorema Tauberiano. La hipotesis ademas se llama hipotesis Tauberiana. A
continuacion demostraremos un teorema Tauberiano celebre.
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Teorema 4.10 (Tauberiano de Hardy-Littlewood ) Sea X # @ y (a,(x))22,
sucesion de funciones reales definidas en X. Supongamos que existe C' > 0 tal que

na,(x) < C,

para cada v € X yn > 0. Si la serie Yy~ a,(x) es Abel uniformemente
convergente para una funcion s definida en X, entonces esta serie converge
uniformemente a s en X.

Prueba: Tenemos que para x € X, la serie

Az, r) = Z an(x)r",

n=0
converge para 0 <r <1y 11’%111 A(z,r) = s(x) uniformemente para = € X. Es decir,
T
dado € > 0, existe 0 < 1o < 1 tal que |A(x,r) — s(z)| < € siempre que z € X y
ro <r<l.

Es claro que si k € N, entonces A(z,r*) — s(x) uniformemente en X cuando r 11
1

(r¥ <r < 1entonces rg <78 <1).

Ahora si P(r) = Y_;" ,cxr”® es un polinomio real tal que P(0) =0y P(1) =1,
tenemos lo siguiente

Z an(z)P(r") = Z Ch Z an(z)r™ = Z crA(z, rh) — Z cks(x)
n=0 k=1  n=0 k=1 k=1
= s(x)P(1) = s(z), (4.3.2)
uniformemente en X cuando r 7 1.
Definamos la siguiente funcion en [0, 1] como
_J 0 st 0<r< %
¢(’")—{ 1 osi L<r<l

Paraz € X y 0 < r < 1, definamos

00 N(r)
3(r,r) = 3 an@or) = 3 ane),

donde N(r) = max {n eN:n< _li‘g)%g)} . N(r) es claramente no decreciente de
[2,1] en N.

29
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La prueba se completaria si logramos probar que

17}%1 O(x,r) = s(x), (4.3.3)

uniformemente en X. Consideremos la funcion

-1 : 1
— st 0<r<;

o(r) =

<r<Il.

N |+

Entonces tenemos que
o(r)=r—+rl—r)(r), (4.3.4)

para cada r € [0,1]. Sea 0 < e < C' dado. Escribamos ¢ = ;7. Sean f1 y fs
funciones continuas en [0, 1] tal es que

fi(r) +6 < (r) < fo(r) — 0, (4.3.5)

para0<r<ly

/0 fo(r) — f1(r)] dr < 106. (4.3.6)

( Por ejemplo podemos tomar f; =1 — § en |0, %) U [% + 9, 1] y lineal en [%, % + 4],

fo=1+8en [0,3— 6] U[L,1]y lineal en [§ -6, 1] )

Ahora aplicamos el teorema de aproximacion de Weierstrass (ver [6], Pagina
149) a las funciones f; y fo, asi se tienen dos polinomios Q1 y Q- tal es que

| fi(r) = Q;(r)] <9, (4.3.7)

para0<r<lyj =12

Es claro que por las ecuaciones (4.3.5) y (4.3.7)) se sigue que

Q1(r) <(r) < Qa(r), (4.3.8)

para 0 <r <1y por (4.3.6) y (4.3.7) se tiene

< / 1Qa(r) — Qu(r)dr

/O (Qolr) — Qu(r)] dr

< / 1Qalr) — fo(r)ldr + / A(r) = Qu(r)ldr + / o) — S1(r)dr
<04+ 0+106 = 126.

Por lo tanto
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1
/ [Q2(1) — Q1(r)] dr < 126. (4.3.9)
0
Ahora definamos los polinomios P;, P, y () por
Pi(r) =r+r(l—7r)Q;(r), Q(r) = Qa(r) — Qu(r).
Entonces

Py(r) = Pi(r) = r(1 = r)Q(r);
usando (4.3.4)), (4.3.8) v (4.3.9)) tenemos

! €
Q(r) > 0, /0 QUrydr <125 =
Pi(0) = P(0) =0, P(l)=R1)=1
para 0 <r <1.
Notemos que para 0 <r <1y n € N se tiene
l—r"=0—-r)(1+r+.+r" ) <n(l-r).

El polinomio @ podemos escribirlo como Q(r) = >.7_, bxr”. Combinando lo
anterior tenemos que

o0 (e 9]

Or,r) =Y _an(@)Pi(r") = Y an(@) [6(r") = Po(r")]

n=0 n=1

= Cij bk% =Cyg(r), (4.3.10)
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donde g esta definida en (0,1). Similarmente
> an(z)Pa(r") — @(x,r) < Cy(r), (4.3.11)

(1 _ Tk+1)
para 0 <r <1y toda x € X. Tenemos que h'm

=i (=)

r11 ]{f-'—l / Q

}

lim g(r) =

Entonces existe 0 < ry < 1 tal que C’g( ) < § siempre que 79 < r < 1. Entonces
(4.3.10)) y (4.3.11) nos muestran que

Zan ——<q>:ct <Zan ; (4.3.12)

Slr0<r<1yx€X Ahorade-para s para j = 1,2, existen 0 < r; <1
tal que

Y au@) P ()| < % (4.3.13)

siempre que 7; < r < 1y x € X. Tomemos 13 = max {rg,r1,72}. Por (4.3.12) y

(4.3.13)) tenemos que
s(x) —e < P(x,r) < s(z)+e,

siry <r <1lyxz e X. Esto prueba (4.3.3).

4.4. Criterio de Jordan

Teorema 4.11 (Jordan) Supongamos que f € Li(T), a <ben R, y V' f < oo.
St a < x <b, entonces

(D). > f(k)etkr = nhjgo snl(f, ) = f(z+) ‘; f(x—)'

Si f es continua en (a,b) y J C (a,b) intervalo cerrado, entonces

(2). lim s,(f,z) = f(z) uniformemente en J.
n—oo

Prueba: Tomemos g € L;(T) tal que g = f en [a,b] y Vi™g < oo.
[ Sib—a> 27 tomamos g = f;si b—a < 27 tomamos g = 0 en (b,a + 27) |. Por
Teorema (4.9) tenemos

1

‘k[g(_k>€71kx +g<k) zkx” < 5V'027rg —C < 00,
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para toda k € N y para toda z € R.

Aplicando la Observacion (3.1) tenemos que Y7 G(k)e*™ es
Abel uniformemente convergente a g = f en X = J, respectivamente para X = {z}.

Ahora por Teorema (4.10) (Hardy-Littlewood) tenemos que Y ;= g(k)e’*®
converge uniformemente a ¢g. Ya que g = f en [a,b] y aplicando el Teorema
(4.6)(Localizacion de Riemann) para I = (a,b) obtenemos la conclusion para f.

O
Corolario 4.3 Si f € C(T) y V& f < oo, (en tal caso escribimos f € CVA(T)),
entonces s,(f) — [ uniformemente en R cuando n — oc.
Prueba: Tomemos [a,b] = [—m, 37| y J = [0, 27], entonces por el Teorema (|4.11))
sp(f) — f uniformemente en R.

0

Se debe observar que la condicion de Dini y la de variacidén acotada son
independientes entre si. Por ejemplo la funcion

0si ¢=0
f(9) = Lo s Jol <4,

tog( 137

es de variacion acotada, ya que f es estrictamente creciente en [0, %], sin embargo

f no satisface la condiciéon de Dini en 2 = 0, ya que si 0 < § < 1 tenemos

C1FO+t)+ FO—t)—2(0) .. [°2f@),, [ 1
/0 t dt_/o Tdt_Z/O —tlog(%)dt

oe(D) tenemos du = %u2dt, entonces se sigue
3

log
1 U 1
— at= [ L= [ Zdu=10g (u).
/tlog(%) /u2 b /u u = log (u)

tomando el cambio de variable u =

Se deduce que

| S| 1
2/ ———dt = lim 2/ ———vdt = =2 lim log (log (—))
o tlog (;) n—oo 1 tlog (;) n—00 t

n

— 00

3>

si n — oo. Por otro lado tenemos que la funciéon
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0 si =0

¢ sen (% lz| <,

satisface la condicion de Dini en z = 0,

) —9 |<;5sen< > ¢sen(_ >\ 9
JRLLERES (EOE Ly, g Wio< [as<oo
0 ¢ 0 ¢ 0o ¢
Sin embargo no es de variacion acotada, ya que si tomamos la particion
2 1 2
P = {xo =0,21 = m,l@ = Ev‘”axn—l = ;7'7711 = ﬂ-}a

se tiene

n

Vi(fP) =)

=1

k
1 1 4 1
xjsen(—>—xj_1sen< >‘:— E - — OO
T Tj-—1 ™ = 2] +1

cuando k£ — oo.

4.5. Criterio de Lebesgue-Gergen

El siguiente teorema de convergencia es un tanto complicado, ya que utiliza las
técnicas de demostracion de los teoremas anteriormente probados.

Teorema 4.12 (Lebesgue-Gergen) Sea f € Li(T), X CR, y 0 < ¢ < 7.
Escribimos ¢(t) = ¢p(x,t) = f(z + ) + f(z —t) — 2f(x). Supongamos que f es
acotada en X,

1 [h
(1). lim —/ o(t)dt = 0 uniformemente para x € X.
hlo h J,

é‘/

(2). l}g}g t 7Y ¢p(h + h) — ¢(t)|dt = 0 uniformemente para x € X.
h

Entonces s,(f,z) — f(x) uniformemente en X, cuando n — oo.

Prueba: Supongamos que f es una funcion real. Sea € > 0 dado. Escribamos

() — /0 " ()t
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Ahora por la convergencia uniforme de (1) y (2) se tiene que existe 0 < § < & tal
que para toda x € X, se tiene

lu™t P (u)| < e si O<u<d (4.5.1)

6/
/ Ut + h) — o(t)]dt < € i 0<h<s  (452)
h

Sea
g@w=A|ﬂmwm

y escojamos 0 < M < oo tal que |f(z)| < M paracadaz € X,sih >0y z € X.
Entonces tenemos

§+h §+h
| etewla s [ s )+ 1 - )]+ 21 d
5 5
< 51 (2w, (h) + 2Mh),
donde wy(h) =sup{|g(u) — g(v)| : |u—v| <h}.

La funcién g es continua ya que dado € > 0, y s € R, tenemos que

/Os+h|f(U)|du—/os|f(s)| :/:Jrh’f(u)ldu;

haciendo uso del Teorema (6.79) de [6], existe 6 > 0 tal que

l9(s +h) —g(s)| =

s+h
/ |f(u)|du < € si |h| < 4.

Claramente la funcion g es 2m-periodica, entonces g es uniformemente continua en
R, asi wy(h) — 0 cuando h | 0. Entonces existe N € N con N > 27” tal que para
toda x € X, se tiene

§+h -
/ to(t)|dt < e si h=— para n > N. (4.5.3)
5 n

Ahora fijemos n > N. Notemos que h < g y 0 + h < 0" < 7. Aplicando integracion
por partes Teorema (6.90) de [6], para

F@=L¢wm v G(t) = |

tenemos
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b sen(n b b -1
/ o(t) i ) dt =t~ ®(t) sen(nt)|a —/ [t7'®(t)] {ncos(nt) — t " sen(nt)} dt;

a

(4.5.4)
asi
Incos(nt) — ¢t sen(nt)| < 2n,
para cada t € Ry ademas (4.5.1) nos muestra que para cada z € X se tiene
b
t
/ o(t) Senin )dt‘ < 2e+2ne(b—a) < (47 + 2)e (4.5.5)

si0<a<b<2h.

Nuestro plan es ahora probar que para toda x € X y para nuestra n > N fija

' @ sen(nt)dt‘ < 29€. (4.5.6)

0

Entonces del Teorema (4.7-2), nos permitiria afirmar que s,(f, z) — f(x)
uniformemente en X.

De (4.5.9) se tiene que
h
t
/ @sen(nt)dt < 15e. (4.5.7)
0
Ahora escribamos
5 o+h
t t
I= o(t) sen(nt)dt = / o) sen(nt)dt + «, (4.5.8)
ho U on 1
donde
5 §+h 2h §+h
t t t t
a= / o) sen(nt)dt—/ o) sen(nt)dt = o) sen(nt)dt—/ o) sen(nt)dt.
hot on 1t oot 5 t
Usando (4.5.5)) y (4.5.3) tenemos que
la| < (47 + 2)e + € < 16e. (4.5.9)

Por (4.5.8) y la igualdad sen(n(u + h)) = —sen(nu), se tiene que
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2] —a = /5 [¢SLU) d)(uujhh)} sen(nu)du

/ Hu " + h ) sen(nu)du

h 2 p(u) sen(nu) - h/ o(u) sen(nu) i
n o u(u—+h) u(u + h)
— [, + hiy + hs. (4.5.10)
Por (4.5.2)) tenemos que

11| < e. (4.5.11)

Ahora usando el Teorema (6.101) de [6], con la funcién decreciente (u + h)~*
definida en [0,2h] y de (4.5.5)) tenemos que

1 [€
|hIy| = ‘—/ pluysen(nu) | g (4.5.12)
2/ U
Ahora se tiene que
5—h
o(t + h)sen( nt % p(t + h)sen(nt)
hls; = —h dt ; 4.5.13
’ /h EDESN G s @813)

usando (4.5.3)) tenemos que

18] = ’h/gm $(u) sen(nu) ,

S+h
<
u(u + h) u‘_é—i-h 5

u | p(u)|du < e. (4.5.14)

Ahora de las ecuaciones (4.5.13)) y (4.5.10)) se sigue que

0] e o(t + h) _
hiy +2hl3 — B = h/h L(t s Sl oy Y 2h)} sen(nt)dt = A+ B, (4.5.15)
donde
[P o(t) = o(t +h) oo [0 9(t)sen(nt)
A=h | G am e B =2h /h Ht+ h)(E + 2h)

Aplicando (4.5.2) tenemos que

é
[9(t) — ¢(t + 1) €
4] < h/h O gy < & (4.5.16)

Aplicando nuevamente integraciéon por partes se tiene que
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_ 2h*®(6) sen(nd) s [0 d sen(nt)
B_aw+Jw®+2m’*m(A(””E{ur+m@+2m}ﬁ'

Tenemos que

b=l

n cos(nt) sen(nt)(3t? + 6th + 2h?)

‘t(t + h)(t + 2h) t2(t 4+ h)%(t + 2h)?

(3t* + 6nt + 2h?)
2(t + h)2(t + 2h)2

2 2
<t 4 (3t* 4 6nt + 3h°)
t2(t + h)?(t + 2h)?

(t* + 2nt + h?)

<nt3+

=nt 3 +3
B )+ 2h)?
<nt 3+ 3t
Desde (4.5.1)) tenemos que
d
|B| < e+ 2h2/ e(nt™? + 3t7%)dt < e + 2me + 3¢ < 1le. (4.5.17)
h

Concluimos de (4.5.10) v (4.5.15) que

usando las ecuaciones (4.5.9),(4.5.11)),(4.5.12),(4.5.14)),(4.5.16) v (4.5.17)) se
concluye que

|[41] < 32€ + 2¢ + 8¢ + € + € + 11e < 56e.
Ahora de (4.5.8)) v (4.5.7) implica (4.5.6]).

4.6. Criterio de Dini-Lipschitz

Teorema 4.13 (Dini-Lipschitz) Si f € L;(T) y I C R intervalo abierto no
vacio. Supongamos que

Hmwpoﬂx+w—f@ﬂmgQ%)>:a

=0 peg

Entonces s,(f) — [ uniformemente en cada intervalo cerrado J C I.
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Prueba: Sea J C I intervalo cerrado. Tomemos 0 < ¢’ < 1 tal que x =t € I para
cada z € Jy 0 <t <. Verificaremos las hipotesis del Teorema (4.12)) para X = J.

Ya que

sy (176 +0) = fGolliog () ) =0

t—0 zel |t|

entonces tenemos que dado € > 0, existe 0 < § < e~ ! tal que

|[f(x+1t)— f(x)|log <%> <e€ si 0 < |t] <.

1

i asi se tiene

Tenemos que e < % <
[flz+1t) — flz)| <e si 0 < t| <.

De lo anterior se tiene que f es continua en [ y por lo tanto acotada en J C [.

Dado € > 0, existe 0 < § < min{d’, e~} tal que

|flu+tv) = flu)] < (log (i»_l (f) si wuely 0<|v<d

il 2

Entonces para 0 <t < d y x € X tenemos

0] < £ +0) = £ + 150 —1) - 5] < (log (%)) <

En particular se tiene

'% /0 " o(0)dt

lo cual se verifican las hipotesis de Teorema (4.121).

<€ si reX vy 0<h<d,

Sizxe X,0<t<d,y0<h<, entonces

61+ 1) —6(8)] < |F(at+h)— Fa+b)|+]fr—t—h)— flz—1)] < (1og (1)) :

va que z =t € I. Tenemos que log(d’) < 0y —log(h) = log(h™'),

&’ &’
/ Yoz +t) — p(t)|dt < (log(h™1)) ™" e/ tldt < e,
h h

siempre que © € X y 0 < h < 4. Por lo que se cumple Teorema (4.12}-2).
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4.7. Convergencia en L,(T)

La convergencia en Ly(T) de las series de Fourier, sugiere el estudio del
problema analogo en los espacios L,(T) si 1 <py p # 2.

La primera respuesta vino en sentido negativo: Banach y Steinhaus probaron en
1918 que no hay convergencia en media, es decir en L;(T).

Teorema 4.14 Si f,g € Ly(T). Para cada t, la funcion f(t —7)g(7) es integrable
como funcion de 7 en T, y escribimos

(1). h(t) = 5= 0 " f(t—1)g(T)dT, entonces h € Ly(T).
(2). ||h||L1(1r) < fllzaem gl
(3). h(n) = f(n)g(n) para cada n.

Prueba: Tomemos la funcion F(t,7) = f(t — 7)g(7), para cada 7 fija. F(t,7) es
mitltiplo constante de f(¢t — 7) entonces es integrable y tenemos

1 27 1 27 2m
3 [ (5 [ ot} ar = o [T oAl dr = 11l ol

Ahora aplicando el Teorema de Fubini se tiene

1 2 1 21
— [ |h(t)|dt =

2 2m
dt < — / F(t,)|dtdr
2 Jo o

1 2
—/ F(t,r)dr
2 Jo

= 1Al lgll Ly -

h(n) = i / K h(t)e ™dt = / / ft —1)e mg(r)e ™ dtdr

=5 [ st / r)e ™ dr = fm)a(n)
U

Definicién 4.4 Si f,g € Ly(T), definimos la convolucion de f y g a la funcidn h
definida en el Teorema (4.14+1) y la denotamos f * g.

Teorema 4.15 L,(T) admite convergencia en norma si y solo si sup ||s,||, < oc.
Es decir, existe constante K tal que ||s,(f)||z, < K||fl||z, para cada f y para cada
n.
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Prueba: Supongamos que s, (f) converge a f en norma para cada f € L,(T), asi
sn(f) es acotada para cada f € L,(T).

Entonces por teorema de acotacion uniforme Teorema (4.7-3) de [3], se sigue que
||snl|z, es acotada.

Ahora sea f € L,(T), entonces dado € > 0, por Teorema ((1.2}2) existe un

polinomio trigonométrico P tal que ||f — Pl|, < 5%.

Sea n el grado de P, entonces s,(P) = P, asi
Isa(f) = fllL, = llsa(f) = su(P) + P = fllz,
< lsn(f = P)llz, + 1P = fllL,

<K( +—<6

2K> 2K

Sabemos que

Entonces

Zf e’ = (D x [) (1)

Jj=-n

Del Teorema (4.1412) tenemos que ||s,(f, )|z, < || Dn(E)||z,]]f]|L,, asi se tiene que
[l$nlly < |1DnllL;- (4.7.1)
Ahora sea

How (D), = [lsn(Kn)llLy < llsalln BNz = llsnllL,-

Ya que D,(t) € C(T), entonces por el Teorema (3.4+2), on(D,,) = D,, cuando
N — oo. Por tanto
[I$nlle = |[DnllL, - (4.7.2)

De (4.7.1) v (4.7.2) tenemos que ||s,||r, = ||Dnl|z,. Ahora se tiene del Teorema

(4.1) que ||D,||L, — oo cuando n — oco. De lo anterior y del Teorema (|4.15)) se
deduce que L1(T) no admite convergencia en norma.
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Fué Marcel Riesz quien consiguié demostrar en 1923 que la respuesta a la
convergencia en norma es afirmativa si 1 < p < oo, para tal demostracién haremos
usos de la existencia de un operador lineal acotado

H:L,(T)— L,(T), para 1 <p<oo,
llamado la Tranformada de Hilbert en T, con la propiedad
H f(n) = —i sgn(n)f(n).

Asi para cada f € L,(T) se define

o0

Hf~ Y —isgn(n)f(n)e™.

n=—oo

La existencia y acotacion de tal operador se encuentra en [§], Cap 10-12.

Introduzcamos la proyeccion de Riesz
P: L,(T)— Ly(T)

definida por

P(f) = 5 fO) + 5 (f —iHT),

[\:Jlr—l

notemos que P es también acotado para 1 < p < oo ya que |f(0)] < | f||z,, por la
desigualdad de Holder (ver [6], Pagina 340).

Observemos también que

~ 3 fe

n>0
va que i(—i sgn(n)) = sgn(n).
Lema 4.2 Para m € N tenemos que
efith ( 'Lmtf> z (m+1) tP ( 7z(m+1)tf) — 5m(f) (473)

Prueba:

szfN Z f z(n—‘rm

n=—oo
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i~ 5 e
efith (eimtf) ~ Z f(n>eint

ei(m-l-l)tP (e—i(m-l-l)tf) ~ Z f(n)eint.

n>m+1

Restando las dos ultimas ecuaciones tenemos

P (¢ ) — P (e ) = (),

Ahora de (4.7.3)) v de la acotacion de la proyeccion de Riesz tenemos que

sup [[sp||z, < 2[|P||z, < oo, (4.7.4)

para 1 < p < oo.

Teorema 4.16 Si 1 <p < ooy f € L,(T), entonces
lim [[s,(f) = fllz, = 0.
n—oo

Prueba:
De (4.7.4) tenemos que sup ||s,||z, < 0o, ahora del Teorema (4.15)) se sigue que

i [15a(f) = fllz, = 0



Capitulo 5

Series de Fourier Divergentes

La prueba del siguiente teorema es la parte principal de este trabajo, la cual es
una elaboracion detallada de la prueba dada en el libro de Katznelson [10]. La
prueba se construye mediante el uso de polinomios trigonométricos que tienen
propiedades especiales.

Lo que se prueba es lo siguiente: dado un conjunto E C [—m, 7| tal que
AE) =0 ( X es la medida de Lebesgue ), existe f € C(T) para la cual s,(f, )
diverge para cada x € F.

Lema 5.1 Supongamos que V C [—m, 7| es union de una familia finita de
intervalos de longitud positiva, tal que 6 = A(V') > 0. Entonces eziste un polinomio
trigonométrico () tal que

(1. [[Qllu =sup{lQ(#)] : t R}
(Y

(2). S*(Q,t) =sup{|S.(Q,t)] : n>0}> Llog (55) para teV.
Prueba: Primeramente escojamos 0 < € < 1 y un ntmero finito de puntos
{t1,t2,t5,....t,} CV tal que p e <6 y los intervalos [t; —€,t; + ¢ paral < j<p

cubran a V.

Para ver esto sean §; < 0y < --- < §, las longitudes de ¢ intervalos disjuntos tal
que su union sea V, escojamos 0 < € < 1y € < d;. Para cada 1 < k < g, sea

Ay ={neN : ne>§};

tomemos py = min {Ax} — 1, asi tenemos que pre < J < 2pye.
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Ahora cubrimos el k—ésimo intervalo con p;, intervalos de longitud 2¢. Tomando
P =p1+p2+ -+ pg, tenemos que

p62p16+p26+~~—|—pq6<51—|—52—i—~~~—i—5qgé,

y ademas para cada p, con 1 < k < g podemos obtener p, puntos del intervalo
k—ésimo, digamos {ty1, k2, ..., trp, } ¥ tomando los intervalos [ty; — €, tx; + €] para
1 <7 < qr y de longitud 2¢ que lo cubran, y posteriormente tomando la union
obtenemos {t1,ts,13,....,t,} C V.

Para z € C tal que z # 1, definamos ¢(z) = (1 — z)~! y entonces

; 1 ~ . 1 1—re @ 1—re?
e [o(re)] = - [otre) 4 7] = L [ Leret e
e [9(re")] 2 dre") + o(ret) 2 | (1 —ret)(1—ret) * (1 —re=)(1 —reit)
by Lo (5.0.1)
2 1+ 72— 2rcos(t) o
para 0 <r <1yt €R. Es claro que ¢(0) = 1, también se tiene que —1 < cos(t)
entonces —2r cos(t) < 2r, asi
. 1 1—1r? 1 1—1r? 1
R Nl == 11 > -1+ —] > =
e[qb(re )} 2{ +1+r2—2rcos(t)}_2[ +1+7°2+27"] 2

para |z| < 1. Ahora usando la ecuacion ({5.0.1)) y del hecho que cos(e) > 1 — ¢* para
0 < e <1, tenemos

1 N 1 [ 1_(1-1—6)2
Re {gb(l—l—ee )} =3 _1+ 14 (72)? — 1 cos(t)

1 [ 2 — £ cos(t)

2 1—1—(1+6) —Hecos(t)
(1—1—6)2[ (14 €) — cos(t) }
(1+€) [1+(2e—1)(1+¢)?

> (1+e) {%}

€+ € €+ € 1.
= 551 30 > 33 32 =3 o t € [—¢€ €] (5.0.2)

Definamos la funcién f por

Zp: (5.0.3)

’BIH
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Se satisface f(0) =1, Re[f(z)] > 3 para |z| < 1. De tenemos

1 ) 1 b 1 ) 1 1 -
R it =R - _— iltty) _ — 1t V (5.04
6{f(—1+66 )} e p;¢(1+€e >3p€>35 si teV ( )

ya que para algin j se tiene que |t —t;| <e.

Escribamos F(z) = log(f(2)) = log(|f(2)|) +iArg(f(z)), entonces tenemos que
F(0) = 0,

[Im[F(=)]| = [Arg(f()] < 5. (5.05)
[F()] = Re [F(=)] = log(I(2)]) = log(Fe [£(2)]) (5.06)

para |z| < 1.

Ahora nuestra proxima prueba es demostrar que la funcién F' tiene expansion en
serie de potencias

= i A, 2", (5.0.7)
n=1

convergente uniformemente en el circulo |z| = 1-1+e'
Para esto es suficiente mostrar una expansi(’)n que converge en
2| <R=1-(2a)"", donde a =1+ €', para entonces ;- =1 —a"' <R.

Tenemos que
z—(1—a™t)
z—1

6() —al =a

<a si |z| <R,

sia=1-a'l<lylz|< (1;—&) = R, entonces 2Re(z) < 1+ «, de donde
lz—1P —|z—a>*= (1 —a)(1 +a—2Re(z)) >0

asi |z —a| < |z —1].

Se tiene de la ecuacion que
£(2) —a] = Zcb —% Z\¢ —a| <a,

si |z| < R. Sabemos que para z € C tal que |z| < 1 tenemos que
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log(1+ 2) = i

n=1

(ver [6], Pagina 242). Entonces tenemos que si z = *=¢

log(w) = log(a) + i § (w - a)k , (5.0.8)

para |w — a| < a. Escribamos

con w = f(z) y sustituyendo en la ecuacion (5.0.8) se tiene
F(z) = log(a) + Z fil(z (5.0.9)

para |z| < Ry asi la serie converge uniformemente en el dico |z| < r donde
0<r<Rm.

Ya que ¢ tiene expansion en serie de potencias convergente en el disco |z| < 1,
as{ f también la tiene en el disco, y tomando para cada k producto de Cauchy
Definicion (2.68) y Teorema (2.71) de [6], se tiene que fj también tiene expansion
en serie en |z| < R.

Ahora el Teorema (7.57) de [6] nos asegura la existencia de los {4, },~, C C en
(5.0.7). (Ao = 0 ya que F(0) =0). Para t € R escribamos

g(t):%F(HE ) Z“n , (5.0.10)

donde a, = 2 (- )" A,. De tenemos que Hlm(g)Hu < 1 y combinando
(]5.0.4[) y (]5 0. 6[) enemos que para B = sup {\g cte V} se satisface que
2 1 . 2 1
> gt)| == |F * =1
52 1) =2 (me) 2108 (55):
Definamos la suma parcial gy(t) = Zﬁf L ane™ y del hecho que 1) converge

uniformemente, se tiene que

Im(gn)|le = |[Im(g)]]w cuando N — 0.
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Para t € V tenemos que

lgn(&)| > B —=1lg — gn|l« = B cuando N — oo.
Ahora existe un N € N fijo, tal que

[Im(gn)l < 1 (5.0.11)
' 2 1
—1 — . .0.12
lgn (t)| > —log <35) para toda teV (5.0.12)
Definamos @) por
y o—iNt
Q(t) = e Im (g (1) = 5~ |gv () — gn (0]
L& | N
= 2 Z ak+N€Zkt 9 Z E,k,NGZkt
k=—N+1 Ry —

Por tanto (1) se sigue de (5.0.11)) y

S*(Qat) > |SN(Qat)| =

y asi (2) se sigue de (5.0.12).

5.1. Teorema de Kahane-Katznelson

En 1966 Kahane y Katznelson demostraron que dado un conjunto E con medida
de Lebesgue cero, existe una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en E.

Teorema 5.1 (Kahane - Katznelson, 1966) Si F C [—m, 7] y A(F) =0,
entonces existe una funcion f € C(T) cuya serie de Fourier s(f) diverge en cada
punto de E y cuyos coeficientes f(n) =0 para n < 0.

Prueba: Dado 5 >0y j € N, existe {I;,,};>; C [, 7] tal que

ECULn v Y lLal< 2%
n=1 n=1

Ahora sea {I,},~ | = {I(m) 1 (j,n) € N x N} , ya que el producto de conjuntos que
son numerables es también numerable. Se tiene que la familia {,} ° , de
subintervalos de [—m, @], > 0 | |I,| < € y para cada ¢t € E el conjunto

{n €N : tel,} es infinito.
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Escojamos 1 < n; < ng < ..., tal que

3 i": I1,| < e ™.

n=ng

Sea Vi = U, I v Q el polinomio trigonométrico dado por Lema (5.1)) en V4,

n=ng
entonces 36, = 3\ (V) < e‘”kg, asi tenemos que i > e’rks, por tanto

log(55-) > log(e™’) = k3.

S*(Qp,t) > k* para toda te V. (5.1.1)

Por la elecciéon de los I,,, se tiene que

{keN : teV,} esinfinito para todo te€ E. (5.1.2)
Ahora sea N}, el grado de @)}, definido por
Ny = méx{|n| ‘n€Z, Quln)# O} .
Escojamos enteros (pg)72, tal que p; = Ny y
P — Ni > pr—1+ Np_1 para k> 1. (5.1.3)

Definamos f en R por

Ft) =) k2eHQu(t). (5.1.4)
k=1
Ya que ||Qk(t)]|. < 1, entonces

™2™ Qu(t)] = [k Qu(t)] = k2 ||Qu(t)]lu < k72

Por el criterio M —Weierstrass (ver [6], Pagina 141), se tiene que (5.1.4)) converge
uniformemente en R, asi f € C(T).

Podemos integrar término a término, entonces se tiene que

. k2T o A
fn)y =3 2 /_7r Qi(t)e ™ Pt = " k~*Qr(n — pr),
k=1 k=1
donde se tiene que Qk(n — pr) = 0 si no se satisface

—Ni +pr <n < N+ pg.
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Entonces

f(n) =k2Qu(n—pe)  si n—pl < N,

vy f(n) = 0 en otro caso, en particular f(n) = 0 si n < 0. Se tiene lo siguiente (
n<0=—N;+p <—Ni+ pg, entonces n — p, < —N, para toda k).

Para k € Nfijo, 0 < N < N, y té€R tenemos

pr+N
SpHN(fa t) —S pr—N—1 ft Z f et — Z k~ 2@ Z(p;drj
n=pr—N
= k2SN (Qus 1). (5.1.5)

Ahora fijemos t € E, j € N. Usando (5.1.2)) y (5.1.3) para obtener k = k(¢, j) tal
que k>j, pr —Ny—1>j y t €Vy acontinuacion de (5.1.1) seleccionamos
0 < N < N tal que

|SN(Qk,t>’ > k3.
Escribamos m; =p, — N —1 y n; =pp+ N, entonces de (5.1.5)) tenemos que
1S, (fo 1) = S, (f, )] = E72|SN(Qk, 1) > k> 4,

de esto se sigue que (S,(f,t)) ~, no es sucesion de Cauchy, asi no puede ser
convergente.






Apéndice A
Fenomeno de Gibbs

En la vecindad de una discontinuidad, no se puede esperar la convergencia de
las sumas parciales de Fourier. La forma especifica de la convergencia no uniforme
se ilustra de la mejor manera por medio de los siguientes ejemplos.

Ejemplo A.1 Tomemos la funcion 2w-periodica definida en R como

—1st —m<x<0
f(:zc)—{ 1si O<z<m.

Sabemos que la serie de Fourier asociada a f es

4 K sen[(25 + 1)t
fw_; 2j+1)

de lo cual tenemos que
_ 4 i sen[(2k + 1)t]
™= (2k+1)
N t
Z/ cos[(2k + 1)z|dx
0

(i\f: cos[(2k + 1)z ) dx. (A.0.1)

0

De la identidad sen(a + b) — sen(a — b) = 2 cos(a) sen(b), tenemos que

N

2(N +1
ZCOS [(2k +1 sen[ (N + ):B]
prd 2sen(z)
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De (A.0.1)) se tiene que

sn(fit) =2 /0 sen2(N + ] , (A.0.2)

T sen(x)

derivando se tiene que
~ 2sen[2(N + 1)t

/
) = =
SN(fu ) T Sen(t) )
con el primer maximo en (0, 7| dado por t = m

Sustituyendo en (A.0.2)) se tiene que
s 2 [2vr0 sen[2(N + 1)z]
L R d
N <f’ 2(N + 1)) 7r/0 sen(x) v
tomando el cambio de variable u = 2(N + 1)z tenemos

- _ 2 [Tsen(u) u/2(N+1) u
3N<fvm) - 7T/o u  sen(u/2(N + 1))

Ahora se tiene que

AN+ ‘}:0.

lim su —
N—oo {UE(OBT) sen(v/2(N + 1))

Por tanto se tiene

dim {2 [ o (1 g )}
= i {2 T

= % /OW SeI;(w {1 N se&iz/<§;+l>1)) } du=0.

De lo anterior se deduce

T 2 (" sen(u)
1f — | == d 1.
Neo N (f’ 2(N+1)) 7T/0 w 47

La suma parcial de Fourier excede a la funcién salto en el punto de discontinuidad.
Por ejemplo, a la derecha del punto z = 0 se puede ver en Figura[l.1] como la
grafica de la suma parcial de Fourier supera con nitidez a la de la funcion salto.
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Ejemplo A.2 Dada la funcion 2n-periddica definida como.

2 s 0< < 2m.

g(x):{ O,t siw =0

De el Teorema ([1.3)) tenemos que

= sen(kt
g~
k=1

de aqui que

o) i:: senzgk /t (Z ) o /0 t %dx

:/Ot wdﬁ/ot(%;( )_é) sen[(N—l—%)x]d

Definamos 1

2sen(35) «x

g(z) =

n (0, 7], claramente g € C''. Aplicando L’Hospital tenemos

T — 2sen(2
lim g(x) = lim —(2)
z—0 z—0 21 sen(g)

— lm 1 —cos(5)

z—0 2 cos() + 2sen(5)

= lim 2Se (2)

Definiendo ¢(0) = 0, tenemos que g € C* en [0, 7, por tanto integrando por

partes y del hecho que g € C* se tiene que

/ot (@ - i) sen[(V + %)x]da: =0

uniformemente para 0 <t < cuando N — oo.

Sea (h,)22 ; sucecion no negativa tal que h,, — 0 cuando n — oo y ademas

nh,, — 7 cuando n — oo.

2—0 =L sen(%) 4+ 2cos(%)

. (A.0.3)
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Sustituyendo en (A.0.3)) y tomando limites tenemos

h sen[(N + %)x]

Jim sy (g, hy) = lim i . dr+
v 1 1 1 h
lim —— — Z)sen[(N + 2)a]dz — lim —~.
N—oo J 2sen(3) o 2 N—o0

Las dos tltimos limites convergen a cero cuando N — oco. Tomando el cambio de
variable u = (N + $)z tenemos

"N sen[(N + 1)x]

lim dx
N—oo 0 x

(N4 gen (4 T sen(u T
— lim ( )dx% Jdu>—.

Como en el ejemplo (A.1]), también se exhibe el fenomeno en las proximidades de
la discontinuidad x = 0. Lo cual se puede observar mas claramente en Figura (1.2
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