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Resumen

Este documento se divide en seis partes: la introduccion, cuatro capitulos de
contenido y los apéndices. Esperemos que el lector encuentre comoda la lectura de
este documento yendo de la teoria mas sencilla a la mas elaborada.

En el capitulo uno del texto se muestran los preliminares y definiciones que el
autor considera més importantes, asi como los teoremas mas relevantes, enunciados
sin demostracién pero con motivaciones a los mismos. Los temas que se tratan son
los de ordinales, cardinales, filtros, ideales, dlgebras booleanas y un poco de teoria
de modelos.

En el segundo capitulo se desarrolla la teoria de conjuntos estacionarios, empe-
zando por las definiciones importantes como la de conjunto cerrado y no acotado,
luego caracterizaciones y desarrollo de teoremas importantes para después pasar
al desarrollo completo de los estacionarios junto con sus teoremas, aplicaiones
e implicaciones. Se muestra la caracterizacion del filtro de clubs con funciones
generadoras y los clasicos teoremas de Fodor y de Solovay.

En el tercer capitulo se estudia la generalizacion de los clubs y estacionarios
a los conjuntos P.()), se desarrolla la teoria més importante, se muestran las
generalizaciones de algunos de los teoremas del capitulo anterior y se introduce la
importancia de la teoria cuando k = w; con las funciones generadoras y con los
submodelos elementales.

En el cuarto y ultimo capitulo empezamos con las definiciones de juegos infi-
nitos y completamos lo hecho sobre algebras booleanas y modelos en el capitulo
uno para abrir paso a las definiciones que nos seran de utilidad para mostrar tres
equivalencias de que un algebra booleana completa sea propia; hacemos uso de lo
desarrollado en el tercer capitulo para considerar clubs sobre algunos modelos y
sobre [A]“, asi mostrar el teorema en el que se centra este documento.

En el primer apéndice mencionamos algunas aplicaciones de la teoria de conjun-
tos estacionarios, con ayuda de los principios de adivinacion mencionamos algunas
al analisis funcional, topologia y teoria de grupos. Estudiamos una dentro de la
misma teoria de conjuntos y finalizamos con algunas a la topologia de conjuntos.

Esperando ademés que este texto sirva de referencia para algtin futuro, y sobre
todas las cosas, sea divertido.



VI RESUMEN
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Abstract

This document is organized in six parts as follows: Introduction, four main-
content chapters and two appendices. We hope the reader find readable and com-
fortable this text going from easier theory to a little bit harder.

In chapter one of the text, we give you some background and definitions that
author thinks are the most important for developing the whole work. We also give
the statements of more outstanding theorems without proof but with a kindly
motivation of them. Main subjects are ordinals, cardinals, filters, ideals, boolean
algebras and a review of model theory.

In the second chapter, the theory of stationary sets is developed, we begin
by showing the important definitions such as closed unbounded sets, after that
we characterize them and demonstrate the most relevant theorems to get to the
whole theory of stationary sets with their important theorems, applications and
implications. We show the filter club characterization with generating functions,
the well-known classic Fodor’s theorem and the Solovay’s one.

In the third chapter we study the generalization of clubs and stationary sets to
the most important (for us in this document) P, () sets, we develop the theorems,
and some of the generalizations from the previous section and we introduce the
importance when x = w; with (again) generating functions and with elementary
submodels.

In the fourth and last chapter, we start with the definition of what a game is
and we end up what we begin in first chapter about boolean algebras and model
theory in order to lead the way to the definitions that concern us to show the
equivalence of three different kind of proper complete boolean algebras. We make
use of what has been done in previous chapters to consider clubs in some special
models and in [A]“, we finally show the main theorem of this document.

In the first appendix, we give a word of some important applications of the
theory of stationary sets, with help from guessing principles we give some to
functional analysis, topology and group theory. We give one to set theory itself.
At the end we study some applications to set-theoretic topology.

We hope this text works as well for future references and most importantly we
hope you keep it fun.
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Capitulo

Introduccion

0.1. Antecedentes histdoricos

La teoria de conjuntos se ha desarrollado velozmente en los ultimos anos y
desde el siglo pasado, la mayor parte de la audiencia orientada en cierta forma
a la misma (incluso muchos que no) saben que desde aquél 7 de Diciembre de
1873 en el que Cantor mandoé una carta a Dedekind con la demostracién de que la
cardinalidad de los reales era mayor que la de los naturales, se reconoce como el
inicio de la teoria. Con las técnicas de forcing heredadas de Cohen, se han hecho
avances muy interesante e importantes.

Los conjuntos estacionarios estan implicitos en el trabajo de P. Mahlo en 1911
y en los trabajos de P. S. Aleksandrov en 1916 y junto con P. Urysohn en 1929
con su demostracion de que w; es metrizable esta implicito el teorema de Fodor.
En 1953, G. Bloch acuné la definicién de conjuntos estacionarios. Los primeros
teoremas importantes fueron debidos a G. Fodor y a R. Solovay en 1956 y en
1971 respectivamente. Entre los anos de 1968 y 1977 los conjuntistas, logicos y
topologos empezaron a descubrir la importancia de estos conjuntos especiales;
entre otros destacan Jech, Baumgartner, Kueker, Menas, Prikry, Jensen, Erdos,
Hajnal, Milner, Silver, Friedman, Carr. La generalizacién se debe a Jech y a Kue-
ker, Shelah y Baumgartner fueron los que se dieron cuenta de la importancia de
ésta generalizacion usandola en sus trabajos sobre “Proper Forcing” y el axioma
A, respectivamente.

La teoria de proper forcing se debe a Shelah, introdujo su definicién en un
trabajo anterior a su obra titulada “Proper Forcing” por ahi de los afios 80’s y su
motivacion a la elaboracion de esta definicién fue increiblemente en la teoria de
grupos, cuando intentaba perfeccionar la prueba de su solucién sobre el problema
de Whitehead.

Con trabajos de Baumgartner, Gray, Todorcevic, Velickovic, Foreman, Ma-
gidor, Abraham, Rubin, Woodin, Bartoszynski, Judah, Matsubara, Roslanowski,
Bagaria, Cummings, Blass, Eisworth, Laver, Hyttinen, Rautila, Zapletal, entre
otros, la teoria de proper forcing junto con la teoria de conjuntos estacionarios ha
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crecido en importancia y adquirido prestigio en los tltimos 30 anos y gracias a sus
importantes e interesantes aplicaciones hoy en dia son una herramienta muy 1til
para cualquier matematico.

0.2. Introducciéon

En éste trabajo empezamos con algunos preliminares, de tal forma que cual-
quier persona con un poco de conocimiento en el drea de teoria de conjuntos
pueda leer esta obra; desarrollamos la teoria de conjuntos estacionarios y estu-
diamos su generalizacion, ésta teoria es una herramienta muy util para facilitar
algunas demostraciones que sin ella serian muy largas. La importancia de una
teoria matematica se basa en cuanto puede enriquecer a otras areas y cémo se
emplean las nuevas técnicas desarrolladas, por esto, esta teoria es muy importante
junto con su generalizacion ya que son muy utiles y pracicas per se. Una cosa
que nos gusta mucho a los matematicos es generalizar, a veces puede resultar muy
conveniente y en otros casos no, en nuestro caso, la generalizacién de los conceptos
de conjuntos cerrados y no acotados y de conjuntos estacionarios sobre cardinales
a los conjuntos P, (A) es bastante 1til, como teoria se desarrolla en un ambiente
similar a lo desarrollado en cardinales, hay resultados muy sorprendentes y otros
mas intuitivos.

Un buen ejemplo de la importancia de la generalizacion es el caso que estudia-
mos en este texto, necesitamos la generalizacién para poder estudiar las algebras
booleanas propias, normalmente se estudian érdenes parciales propios pero no-
sotros trabajaremos con un poco mas de estructura. Otro punto importante a
resaltar es como se relacionan distintas dreas y asi poder trabajar con los métodos
de una u otra, éste poder se ve cuando presentamos nuestro teorema mas relevante
que es debido en gran parte a Shelah, Gray, Jech y Baumgartner, en donde mostra-
mos tres equivalencias de que un algebra sea propia, esto es 1til porque podemos
usar cualquier forma equivalente y en algunos casos serd mas facil una que la otra,
ademas las dlgebras booleanas propias cumplen propiedades muy deseadas desde
el punto de vista de forcing.

Pero, {por qué estudiamos &lgebras booleanas propias (6rdenes parciales/ no-
ciones de forcing)?, es una muy buena pregunta y hay una respuesta sencilla:
Porque son muy utiles. Son ttiles para definir nuevos axiomas, de los llamados
“axiomas de forcing”, tales como el axioma de Martin. Uno de estos nuevos axio-
mas es una generalizacion de Martin y es muy poderoso, tan poderoso que para
mostrar su consistencia es necesaria una suposicién de cardinales muy muy gran-
des. Claro que éste axioma nos da mucha informacién de como es el universo y
tiene consecuencias muy razonables. En un articulo de Roslanowski dice que She-
lah desarrollé esta teoria del proper forcing, porque él sabia que habia un nuevo
axioma por ahi. Citamos a Leo Harrington: “Once Shelah told me he named pro-
per forcing that way because that’s the proper way to do forcing” es decir que se
llama proper porque es la manera apropiada de hacerlo. Aunque en nuestro texto
usaremos la traduccion menos precisa, propio.
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Una vez dicho todo esto, nos convencemos de que es importante estudiar a los
conjuntos estacionarios y sus aplicaciones, entre ellas, la propiedad de que nuestra
algebra sea propia, mejor ain, que tengamos varias formas de corroborar esta
propiedad, todavia un poco mejor, que tengamos las herramientas de distintas
areas para poder estudiarla.






Capitulo

Preliminares

Asumimos que el lector conoce un poco de légica de primer orden (en la seccién
de teoria de modelos trabajaremos un poco los conceptos), algunos conceptos de
topologia y la méas comiun axiomatizacion de la teoria de conjuntos; asi como
algebra basica de conjuntos, definiciones, construcciones usuales (uniones, érdenes,
funciones, etc.) y algunos resultados sobre los mismos.

En este capitulo sélo colocaremos las definiciones y teoremas que nos seran de
utilidad en un futuro para el desarrollo de este texto; omitiremos las demostracio-
nes, se pueden encontrar en cualquier texto de teoria de conjuntos como en [4], [26]
o [27].

Empezamos con la discusion de ordinales, luego de cardinales, filtros, ideales,
algebras booleanas y al final un poquito de teoria de modelos.

1.1. Ordinales

Los ordinales son, intuitivamente, los diferentes “tipos de buenos 6rdenes” que
se le puede dar a un conjunto y es nuestra manera de generalizar el buen orden
de los niimeros naturales. En las paginas siguientes precisaremos esto.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto y R una relacién en X. X es bien orde-
nado por R si esta totalmente ordenado por R y todo subconjunto no vacio de X
tiene un elemento minimo con respecto de R.

Definicién 1.1.2. Sea X un conjunto, X es transitivo si y solo si para cada
x € X tenemos que x C X. Un ordinal es un conjunto transitivo y bien ordenado
por €.

(Clasificamos a los ordinales en ordinales sucesores y en ordinales limite:

Definicién 1.1.3. Sean «, 3 ordinales.

() a < B siysdlosiaef;
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() a+1:={a}Uq;

(111) « es un ordinal limite si y sélo si no es sucesor de ningin ordinal, i.e. un
ordinal es limite si no puede ser alcanzado por ningun otro ordinal bajo la
operacion sucesor.

La teoria de conjuntos se desarrolla en el marco de la logica de predicados, con
un sélo simbolo no légico, a saber, €. Es bien sabido que no todas las férmulas nos
permiten definir conjuntos, por las llamadas paradojas (Russell, Richard, etc...)
por este motivo se define una clase como todos los conjuntos que cumplen cierta
propiedad (férmula de la teoria de conjuntos). Desde otro enfoque las clases se
pueden ver como objetos de la misma teoria como lo es en la axiomatizacion de
Bernays-Godel-Neumann. Al final es irrelevante el enfoque porque no perdemos
poder expresivo en ninguno. Asi podemos hablar de clases cuando sea claro la
formula por la que debemos sustituir. Denotamos a la clase de todos los conjuntos
por V., la de los ordinales por On y la de los ordinales limite por Lim.

Los ordinales cumplen muchas propiedades interesantes e importantes, a con-
tinuaciéon presentamos algunas:

Proposicién 1.1.1. Sea «, 8 ordinales tales que o # 3.

(1) 0 =10 es un ordinal.
(11) Six € «, entonces © es un ordinal.

() a ¢ o.

)
)
)
(tv) B C a siy solo si B € a.
(V) aC B ofCa.
(Vi) a={y:y<a}.
)

(vir) Si C es una clase no vacia de ordinales, (\C es un ordinal, (1C € C y
(C =infC.

(viir) Si C es una clase no vacia de ordinales, | JC' es un ordinal y | JC = sup C.
(1X) a+1 es un ordinal y a + 1 = inf{y : vy > a}.

Teorema 1.1.2 (Enumeracion). Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un
tnico ordinal.

Esto es lo que mencionamos al principio de que los ordinales son como represen-
tantes de los buenos o6rdenes. Formalmente, gracias al teorema anterior podemos
definir el tipo de orden de un buen orden A como el tnico ordinal al cual éste
es isomorfo, abreviamos t.0.(A). Con ayuda del teorema del buen orden tenemos
un tipo de orden para todo conjunto.

Proposicién 1.1.3. Si «a es un ordinal y ¥ C «, t.0.(¥) < «

6
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Se puede definir a w, el conjunto de nimeros naturales, para que en efecto
sea un conjunto transitivo, bien ordenado por € y no sea sucesor de ningun otro
ordinal (tal que le anteceden ordinales finitos) y asi sea un ordinal limite.

Algo muy importante que nos sirve para demostrar cosas en matemaéticas es la
induccion sobre w, por ejemplo. Esta es una propiedad muy 1til y se generaliza a
ordinales.

Teorema 1.1.4 (Induccién sobre ordinales versién conjuntos). Sea o un
ordinal, ¢ una formula con una variable libre, supongamos que para cada 3 € «
si para todo v < [ se cumple ¢(vy) implica que ¢(B). Podemos concluir que para
todo € a, ¢(5) se cumple.

Cuando o = w el teorema anterior se reduce al clasico principio de induc-
cién sobre los naturales. Mas ain, lo podemos generalizar a la clase de todos los
ordinales:

Teorema 1.1.5 (Induccién sobre ordinales versién clases). Sea ¢ una férmu-
la con una variable libre, supongamos que sabemos que para cada f € ON si para
todo v < 3 se cumple ¢(7) entonces ¢(3). Entonces para todo B € ON, ¢(f3).

Podemos enunciarlo equivalentemente como,

Teorema 1.1.6 (Induccién transfinita). Sea C' una clase de ordinales supon-
gamos que:

(1) StaeC,a+1eC;

(1) Si « es un ordinal limite y B € C para todo f < «, a € C.

Entonces C'= ON, i.e. es la clase de todos los ordinales.

Definicién 1.1.4. Una sucesion transfinita es una funcién con dominio un
ordinal, solemos escribir (a, : v < «) si a es el dominio de alguna sucesién f
donde f(v) = a,; decimos que es una sucesién de longitud o o una a-sucesion.

Otra propiedad muy ttil para hacer definiciones de nuevos conceptos y también
para hacer algunas construcciones que nos ayudan a demostrar, es la llamada
“recursion”.

Teorema 1.1.7 (Recursién transfinita). Sea G una funcion de clase definida
para la clase de todos los conjuntos, dada. Entonces existe una unica funcion de
clase F' definida en la clase de los ordinales tal que:

para cada .



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

La recursion es una herramienta muy poderosa a la hora de definir nuevos
objetos, nos sera muy util cuando lidiemos con demostraciones para ver que algo
es un conjunto no acotado.

A continuacién, definiremos limites y continuidad “como”! en an4lisis.

Definicién 1.1.5. Sea a > 0 un ordinal limites y sea ((, : 7 < a) una sucesién
de ordinales.

(1) Decimos que (¢, : v < o) es una sucesién no decreciente si v < ¢ implica
que ¢y < (s, es creciente si se da la desigualdad estricta.

(11) Definimos el limite de la sucesién (creciente) por

il_rgt Gy =sup{¢y : v < a}.

111) Decimos que es continua si (, = lim¢_, ara todo v < « limite.
q v £y 66 P v
(1v) (Co : @ € ON) es normal si es creciente y continua.

Definicién 1.1.6. Diremos que F' es una funciéon de clase de ordinales si y
s6lo si F' es una funcién de clase cuyo dominio es un ordinal u On, y cuyo rango
estd contenido en un ordinal u On.

(1) F se dice creciente si y sélo si para todos los ordinales «, 5 € dom(F), el
que « < 8 implica que F(«a) < F(B);

(11) F se dice no decreciente si y sélo si para todos los ordinales a, § € dom/(F),
el que a < 8 implica que F(«a) < F(pB);

(1) F' es continua si y sélo si para todo ordinal limite o no cero en dom(F),

F(a) = lim F(£);

E—a

(1v) F es normal si y s6lo si es continua y creciente.

Teorema 1.1.8 (Teorema de puntos fijos para funciones normales). Sea
F : On — On una funcion de clase de ordinales, entonces F' tiene puntos fijos
arbitrariamente grandes.

1.2. Cardinales

En esta seccion veremos las definiciones importantes de los nimeros cardina-
les. Intuitivamente los cardinales nos ayudan a “contar”. La cardinalidad de un
conjunto bien ordenado serd el minimo ordinal al cual éste es biyectable, gra-
cias a 1.1.2 y al teorema del buen orden la cardinalidad esta definida para todo
conjunto. Denotemos la cardinalidad de un conjunto W por |IW|.

' Més adelante precisaremos el “como”.
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Definicién 1.2.1. Sea x un ordinal.

(1) Se dice que k es un cardinal si no se puede biyectar con ningun ordinal
menor, es decir, k=|k|;

(11) Siempre hay un cardinal mayor (a saber |P(k)|), por lo tanto hay un minimo
ordinal que es mayor que k, lo denotaremos x* y se llama el sucesor de x;

(111) Decimos que k es un cardinal sucesor si y sélo si es el sucesor de algin
otro cardinal, de otra manera se llama cardinal limite; se llama cardinal
limite fuerte si a < xk implica que 2% < k.

Observacién 1. Los cardinales infinitos son siempre ordinales limite.

Lema 1.2.1. Sea X un conjunto de cardinales, entonces | J X es un cardinal. Lo
denotamos por sup X .

Gracias al lema anterior, existen cardinales limite arbitrariamente grandes.
Usando el teorema de recursién sobre ordinales y el hecho anterior definimos la
funcién aleph:

Ny = w;
_ _ Nt

Noz+1 = Wa+1 = Na7

N, = w, = sup{ws : B < a} con a ordinal limite.
La funcion R tiene como conjunto de llegada a los cardinales infinitos, de hecho,
N es una funcién suprayectiva, es decir, para cada cardinal x infinito existe un
ordinal « tal que Kk = N,, por ésta razon a los cardinales infinitos también les
llamamos alephs. Por construccién, los alephs que estan indexados por ordinales
sucesor, son cardinales sucesores y los que tienen por indice un ordinal limite;

ademas se demuestra que la funcién aleph es normal por lo que tiene puntos fijos
arbitrariamente grandes.

Definicién 1.2.2. Sean x y A cardinales cualesquiera. Definimos la suma, multi-
plicacién y exponenciacion, respectivamente, de k con A de la siguiente manera:

(1) £+ A=][(rx{0}) U x{1})];
(1) K- A=k X A[;
(1) &= Pkl =|{f: A= K}

Lema 1.2.2. Sean k, k', A\, X cardinales tales que k < k' y A < X, se cumple que
KANSK +N, k- AN<K XN ysi\#0 tenemos que K* < k"

La adicién y multiplicacién de alephs(cardinales infinitos) es una cuestion tri-
vial debido a lo siguiente:

Teorema 1.2.3. X, - RN, = X, para todo .
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Este teorema no es nada trivial de demostrar se necesita establecer el orden
canénico de o X «a y luego definir una funcion de apareamiento en los ordinales
(Godel). La demostracion de este hecho se puede consultar en [15] o en [27].

Corolario 1.2.4. R, +Ng =N, - Vg = N, 4.6, 8y para todo o, 3.

Lema 1.2.5. Sean \ cardinal infinito y k cardinal tales que 2 < k < 2*, entonces
A A
KN =27,

Corolario 1.2.6. R, < 28

La hipdtesis del continuo (HC) es el enunciado 2% = R;. La hipStesis genera-
lizada del continuo(HGC) es el enunciado 2% = R, .

Definicién 1.2.3. Sean k y A cardinales. Definimos k<* = [<*k|, donde <*x =
{f:a—=k:a< A}, ademds [k]* = {4 C k : |A] = A}, se definen de manera
anéloga [k]<*, [k]=.

La exponenciacién cardinal es una cuestion muy diferente y més complicada,
para estudiarla con detalle se introduce el concepto de cofinalidad que ademas
nos sera de utilidad mas adelante, intuitivamente la cofinalidad es “el nimero de
pasos” que se deben dar para ascender por un ordinal.

Definicién 1.2.4. Sean a, 3 ordinales tal que « es limite. Decimos que f : f — «
es cofinal en « si sup f[5] = a. La cofinalidad de «, denotado c¢f(a) es el minimo
ordinal 8 < « tal que hay una funcion cofinal con dominio .

La primera observacion de esta definiciéon es que la cofinalidad siempre esta
definida para cualquier ordinal limite (la identidad es cofinal), se puede generalizar
la definicion para cualquier conjunto totalmente ordenado, es decir, también para
ordinales sucesor pero para nuestros fines nuestra definicion es suficiente.

De hecho la cofinalidad se puede expresar en términos de sucesiones transfinitas
crecientes, como muestra el siguiente teorema.

Proposicién 1.2.7. Sea o un ordinal limite mayor que cero. La cofinalidad de «
es el minimo ordinal f < « tal que hay una (-sucesion cofinal en «, donde una
sucesion transfinita creciente es cofinal en o si converge a «.

La cofinalidad tiene propiedades muy interesantes y deseadas, enunciamos al-
gunas a continuacién:

Lema 1.2.8. Dado un ordinal limite «:
(1) w<efla) <a
(1) cf(a) es un cardinal.

(1) cf(cf(a)) = cf(a).

10



1.2. CARDINALES 11

Lema 1.2.9. Sea o un ordinal limite, si A C a y sup A = «, entonces el tipo de
orden de A es al menos cf(a).

Ejemplo 1. cf(w) = c¢f(w+w) = cf(R,) = cf(Ny,) =

Veremos en seguida la principal particién de los niimeros cardinales infinitos,
que es en dos ramas, la de los cardinales regulares y los singulares:

Definicién 1.2.5. Dado un ordinal limite «, « se dice que es regular, si y sélo
si, cf (@) = a. a se dice que es singular si y sélo si cf (a) < a.

Proposiciéon 1.2.10. Sea o un ordinal infinito, se cumple que:

(1) Si« es regular, cf(R,) = .
(1) cf(a) es reqular.

)
)
(1) Si o es un ordinal sucesor o 0, X, es reqular.
(1v) Si « es un ordinal limite, R, es singular.

)

(V) Si« es limite y no es cardinal, « es singular.

Hay resultados muy importantes en la exponenciacién cardinal, por ejemplo:

Teorema 1.2.11 (Konig). Si k > 2 y X infinito, cf (k) > .

Algunas de las propiedades més importantes acerca de cardinales son faciles
de enunciar pero no tan facil de demostrar, tenemos lo siguiente.

Teorema 1.2.12. Sea k un cardinal infinito,

(1) Se cumple que k™ < k) < 2%,

(1) kT es reqular.

Usando esto es facil observar que todo cardinal singular infinito debe de ser un
cardinal limite. El siguiente tipo de cardinales es més exdtico.

Definicién 1.2.6. Decimos que un cardinal £ > w es inaccesible(débil) si y solo
si Kk es regular y es un cardinal limite. Decimos que es inaccesible si y sélo si es
limite fuerte y es regular.

La nomenclatura de inaccesible se debe a que si ZFC fuera consistente entonces
no se puede probar que existen. Ya sabemos que la funcién aleph tiene puntos fijos,
pero los tiene arbitrariamente grandes:

Proposicion 1.2.13. Todo cardinal inaccesible X, es punto fijo de la funcion alef,
i.e. XN(a) =

11
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1.3. Filtros, ideales y algebras booleanas

En esta seccion estudiaremos las definiciones de filtro e ideal sobre un conjunto,
intuitivamente en un filtro se quedan los elementos mas “gruesos” y en un ideal
los mas “delgados”.

Definicién 1.3.1. Sea X un conjunto, decimos que .# C P(X) es un filtro si:

(1) XeFybgF.
(m) SiYezxsyYCZ ZeZF.
() SiY,Z € Z, entonces Y N Z € F.

Definicién 1.3.2. Sea X un conjunto, decimos que .# C P(X) es un ideal si:

MHbesgyX¢g.s.
() SiYefLyYDZ Ze 2.
() SiY,Z € ., entonces Y UZ € .

Definicién 1.3.3. Sean X un conjunto y A C P(X), llamamos al conjunto A* =
{X\ R: R € A} la familia dual de A.

Ejemplo 2. (1) El filtro trivial, % = {X}.

(11) Elfiltro de Fréchet, # = {A C X : X \ A es finito}, lo denotamos por .Z,¢.
(111) Si F es una familia no vacia de filtros, (| F es un filtro.

(1v) Si F es una cadena no vacia de filtros, | J F es un filtro.

Definicién 1.3.4. Le llamamos a un filtro ultrafiltro si es filtro maximal con
respecto de la contencion.

Y como esperamos que sea, el dual de un filtro es un ideal y viceversa:

Lema 1.3.1. Si A es filtro sobre X entonces A* es ideal sobre X. Ademds si A
es ideal en X, A* es filtro en X.

Decimos que una famila F' de subconjuntos de X tiene la propiedad de
interseccién finita o p.i.f? si para cualquier subconjunto finito A de F se tiene
que (A # 0.

Cualquier familia de subconjuntos F' de X con la propiedad de interseccion
finita se puede extender a un filtro, tome (F) := {zx € X : 3f € [F]|~*( f C 2)},
lo llamamos el filtro generado por F y reciprocamente todo subconjunto finito
de un filtro tiene interseccién no vacia.

2Tal vez simplemente pif.

12



1.3. FILTROS, IDEALES Y ALGEBRAS BOOLEANAS 13

Es facil ver que, dado x € X la familia {Y C X : z € Y} es un ultrafiltro sobre
X, le llamamos el ultrafiltro principal generado por x, si no existe un tal X
el ultrafiltro es un ultrafiltro no principal o libre.

En el caso de ideales, dualizamos las nociones y tenemos un ideal maximal
o ideal primo.

Proposicién 1.3.2. . es ideal primo si y solo si I* es ultrafiltro.

Lema 1.3.3. Sea % un filtro sobre el conjunto X. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) F es ultrafiltro.
() W, Ze PX)YUZe F=>YecFVIcF).
(m) VZ e P(X)(Z¢.F=X\ZeZF).

Teorema 1.3.4 (Tarski). Todo filtro puede extenderse a un ultrafiltro.

Hay una pequena variacién del teorema de Tarski, llamado el teorema del ideal
primo y es la afiramacion de que todo conjunto con la p.i.f esta contenido en un
ultrafiltro.

Si X es un conjunto infinito, tome el conjunto {X \ A : |A| < |X]|} es facil ver
que es un filtro y por el teorema de Tarski se puede extender a un ultrafiltro; un
ultrafiltro con estas caracteristicas es llamado ultrafiltro uniforme. Cualquier
filtro principal es ultrafiltro.

Teorema 1.3.5 (Pospisil). Para cada cardinal infinito k hay 22" ultrafiltros uni-
formes en k.

Teorema 1.3.6. Sea X un conjunto infinito y sea % un ultrafiltro en X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) % es libre.
(11) Feoy C U .
(1) St Ae 2, A no es finito.

Definicién 1.3.5. Sean s un cardinal y 8 < k. Un filtro se llama x-completo
si, y sélo si, para cada familia {Fy € .F : £ < B}, ({Fe : £ < B} € Z. De otra
manera es k-incompleto. Dualmente se define un ideal k-completo.

Observe que todo filtro es Ng-completo. Un filtro N;-completo se llama o-
completo. Ademds si X es infinito, cualquier ultrafiltro no principal es | X|*-
incompleto. Todo ultrafiltro | X |-completo, es un ultrafiltro uniforme.

Lema 1.3.7. Si % es un filtro k-completo entonces el ideal F* es ideal k-
completo.

13



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ejemplo 3. Sea  un cardinal regular, Tenemos que .¢ = {A C X : |A| < k} esun
ideal k-completo si | X| > k, si X es no numerable, {A C X : |A] < Ry} es un ideal
o-completo. Mas general, si k > w y |X| > k tenemos que {A C X : |A| < Kk} es
un ideal x-completo. No hay filtros o-completos libres en un conjunto numerable.

Es natural preguntarse hasta que tipo de conjuntos se puede interpretar la
idea de un filtro y resulta ser que una manera adecuada es considerar el estudio
de algebras booleanas; ademas las dlgebras booleanas son de utilidad en las ramas
de la logica y topologia, estudiaremos resultados importantes brevemente.

Definicién 1.3.6. Sea B un conjunto con |B| > 2, y distingamos dos elementos
de B por 0 y 1. El conjunto B se dice que es un algebra booleana si B esta en-
riquecido con tres operaciones, llamadas booleanas: +, - (binarias) y — (unaria).
Tales que,

(1) YaVb(a+b=0b+ a)
(1) VaVb(a-b=1"b-a)
(111) YavbVe(a+ (b+c¢) = (a+0b) +¢)

(

(1v) YavbtVe(a - (b-¢) = (a-b) - c)

(V) YaVbVe(a- (b+c)=a-b+a-c)
(a+(b-¢)=(a+b)-(a+0)

(vir) YaVb(a - (a+b) = a)

(viir) VaVb(a+ (a-b) = a)

)
)
)
)
)
(Vi) VaVvbve
)
)
(IX) Va(a+ (—a) =1)
) ¥

(x) Va(a- (—a) = 0)

Maés precisamente, un algebra booleana es una estructura B = (B, 0,1, 4+, —),
llamamos a B el dominio del algebra booleana, en la mayoria de ocasiones, cuando
hablemos del algebra B escribiremos B. La primera observacién es que dado un
conjunto X, P(X) es un algebra booleana con las operaciones conjuntistas. De
hecho las propiedades que cumplen las operaciones booleanas son las que cumplen
las operaciones conjuntistas.

Decimos que dos elementos a y b son disjuntos o incompatibles si a-b = 0.
Defina a — b :=a- (—b), ademés, a < b si y solo si a — b = 0. Esto define un orden
parcial sobre B, y no es dificil ver que 1 es el elemento maximo y 0 el minimo,
también sup{a,b} = a+b e inf{a,b} =a-b.

Las nociones de ideales y filtros se extienden facilmente a algebras booleanas,
se generalizan las ideas de ultrafiltro y de ideal primo. Una funcién f entre dos
algebras booleanas B y C es un homomorfismo de algebras si f respeta al 0,1 y
las operaciones booleanas.

14
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Dado un ideal .# en B, considere la relacion de equivalencia sobre B por a ~ b
si y solo si u y v se parecen “mucho”, i.e. a «~~ bsiy solo si (u—v)+(v—u) € &, al
cociente B/ ~ le podemos dar estructura de dlgebra booleana con las operaciones
inducidas por B. Denotamos a B/ ~ por B/.Z.

Como en cualquier otra estructura algebraica, trabajamos de manera similar
con subalgebras, isomorfismos, ntcleos, etc.

El siguiente resultado nos dice que a final de cuentas todas las dlgebras son las
que ya COnocemos:

Teorema 1.3.8 (Teorema de representacién de Stone). Toda dlgebra boo-
leana es isomorfa a un dlgebra de conjuntos.

Queremos generalizar las operaciones booleanas binarias a una cantidad infinita
de elementos, para eso hacemos la siguiente definicién:

Definicién 1.3.7. Dado B un algebra booleana, definimos (haciendo uso del orden
parcial inducido en B) para S = {s,:a € I} C B:

siempre que existan el supremo o el infimo.

Para nosotros es muy importante que siempre existan, por eso hacemos la
siguiente definicién: Decimos que B es completa si existen > y [] para todo
S C B, mas general, si k es un cardinal infinito decimos que B es k-completa
si para cada S C B tal que |S| < k tenemos que sup S € B. Andlogamente a
las definiciones de ideal x-completo tenemos que sobre un algebra booleana B un
ideal .# es k-completo, si cada que S C . y |S| < k tenemos que > _, 84 € I
y dualmente para la nocién de filtro.

ael

Lema 1.3.9. Si B es dlgebra booleana k-completa e & ideal k-completo sobre B,
tenemos que el cociente B/.% es dlgebra booleana k-completa.

Para cualquier B élgebra booleana, permitanos escribir B* en lugar de B\ {0}.
La siguiente definicion es muy importante y 1til, por eso le pedimos al lector la
tenga en mente:

Definicién 1.3.8. Decimos que una subdlgebra(o subconjunto de B*) A de B es
densa(o un subconjunto denso) en B si para cada b € B existe a € A tal
que a < b. Un completamiento de un algebra booleana B es un algebra booleana
completa C' tal que B es subalgebra densa en C.

Y como es de esperarse, tenemos:

Teorema 1.3.10. Toda dlgebra booleana tiene un tunico completamiento, salvo
isomorfismo.

15



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.4. Modelos y submodelos elementales

Un lenguaje a grosso modo es un conjunto con un montén de simbolos, con
los que vamos a construir nuestras oraciones, claro éstas tendrdn un significado
adecuado cuando interpretemos los simbolos en un cierto modelo.

Definicién 1.4.1. Llamamos simbolos 1égicos a los conectivos légicos(V, A .. .),
los cuantificadores(V, 3), una cantidad numerable de variables, los paréntesis y el
simbolo de igualdad. Un tipo de lenguaje p es una 3-tupla ¥ = (R, F,C),
donde los elementos de R son simbolos relacionales a los cuales se les ha asignado
un numero natural, los elementos de F' son simbolos funcionales y también a cada
elemento se le asocia un ntmero natural llamado aridad y los elementos de C
son simbolos de constantes. Si el nimero natural de un simbolo es m decimos que
es un simbolo m-ario. Un lenguaje de predicados de primer orden .Z esta
formado por un tipo p y los simbolos 16gicos. Una estructura o modelo para ¥
es un par M = (M, 1,), donde M es un conjunto no vacio que es el dominio de
interpretacion del lenguaje e I, es la funcién de interpretacion, I, asocia a
cada simbolo relacional m-ario una relaciéon sobre M™, a cada simbolo funcional
k-ario una funcién f : M* — M y a cada simbolo de constante le asocia un
elemento distinguido de M.

Como con las algebras booleanas, cuando hablemos de la estructura 2, sobre-
entenderemos que A es el dominio de interpretacion.

Definicién 1.4.2. Sean 2, 28 dos estructuras y h : A — B una funcién, decimos

que h es homomorfismo si para cada aq,...,a, € A:
h(c) es una constante en B;
h(f(ai,...,a,)) = f(h(ar),...,h(a,)) para cada simbolo funcional f;

=y

(ay,. .., n) = R(h(ay),...,h(a,)) para cada simbolo relacional R.

Denotaremos el homomorfismo por h : 21 — B. Si ademas h es inyectiva
y se cumple el reciproco en la tltima parte en la definicién anterior, es decir,
R(ay,...,a,) <= R(h(ay),...,h(a,)), diremos que h es un encaje. Un iso-
morfismo es un encaje suprayectivo, en el caso de que exista un isomorfismo
7 A — B diremos que 2 es isomorfo a B y lo denotamos por A = 5.

Una subestructura o submodelo de ‘B es una estructura 2 con A C B tal
que la inclusion es un encaje.

A continuacién necesitamos definir mas individuos de los que podamos hablar
con nuestro lenguaje, los términos:

Definicién 1.4.3. Un término se define recursivamente como sigue:

(1) Las variables son términos.

(1) Las constantes son términos.

16



1.4. MODELOS Y SUBMODELOS ELEMENTALES 17

(111) Si F' es una letra funcional y t1, ..., ¢, son términos tenemos que F'(¢;...t,)
es un término.

(rv) Todo lo que podamos construir a partir de los tres incisos anteriores en una
cantidad finita de aplicaciones es un término.

Denotamos al conjunto de todos los términos con Term.

Ahora tenemos que saber como interpretar estos nuevos individuos en la es-
tructura 2A. Primero, una funcién s que vaya del conjunto VAR a A diremos que
es una sucesiéon o una asignacion de valor a las variables, abreviado a.v.v.

Definicién 1.4.4. Dada s una a.v.v y t un término del lenguaje definimos la
funcién interpretacién de ¢ por la funcion I, : Term — A dada por

) = 1,(t) si t es constante;
I(t) = s(t) si t es variable;
L(f(tr, ... tn) = L([)Ls(t1), ..., Is(tn)) sit = f(t1,...,tn).

Por fin, definimos todo de lo que podemos hablar con nuestro lenguaje: las
formulas. Empezaremos con los bloques de éstas.

Definicion 1.4.5. Las féormulas atomicas son:

(1) Sity y ty son términos, entonces t; = ty es atémica.

(11) Si R es una letra relacional y t1, ..., ¢, son términos tenemos que R(t; .. .t,)
es una férmula atémica.

Las formulas se definen recursivamente como:

(1) Las férmulas atémicas son férmulas.
(11) Si es una férmula, =) es una férmula.

)
)
(1) Si ¢y ¢ son férmulas, las siguientes son férmulas ¥ V ¢, A ¢, = ¢.
(1v) Si x es una variable y ¢ una férmula, 3x¢ y V1) son férmulas.

)

(v) La aplicacién finita de alguno de los pasos anteriores es una férmula.

Sea ¢ una féormula, decimos que x aparece libre si no esta al alcance de ningtin
cuantificador. Supongamos que xy, ..., z, aparecen libres en ¢ y que ag,...,a, €
A, denotamos por ¢(ag,...,a,) a la féormula que resulta de cambiar x; por a;.
Diremos que una férmula ¢ es un enunciado si no tiene variables libres.

Definicién 1.4.6. Sean 2l una estructura, ¢ una férmula y s una 2l-sucesion
diremos que 2 satiface a ¢ bajo s y lo denotamos 2l |= ¢[s]:

17



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

) Sipesty=tyy I(t1) = L,(ts);
) Siges R(t,....tn) y (L(t), ... I,(tn)) € L(R);
) Si ¢ es ) para alguna formula 1 y A K 4[s]:
(1v) Sigesp Axy A fEP[s]y A= xs];
) SigesVxyAEY[s]oAE xs];
) Siges = xyAEY[s] oA x[s];
) Sisi ¢ es Jrg y existe a € A tal que A | ¢[s(x/a)], .

(vi

(vir

Si A = ¢[s] para toda sucesién, diremos que 2 hace verdadera a ¢.

Definicién 1.4.7. Sean 2 y B dos estructuras,

(1) Decimos que h : A — B es un encaje elemental si es un encaje y para
cualquier férmula ¢ con variables libres x1,...,x,, y si s es una a.v.ven A,
entonces

A = ¢[s] siy sélo si B E o[h(s)].

(11) Decimos que 2 es un submodelo elemental de B, lo denotamos por
A < B, si A C B y si la inclusién es un encaje elemental, es decir, si
para toda férmula ¢ con variables libres zq,...,x, y cada s a.v.v. en B, si
s(x1),...,s(z,) € A entonces

A = ¢[s] siy sélosi B = ¢[s].

Lema 1.4.1 (Criterio de Tarski). Sea B una estructura y A C B. A es el
universo de alguna subestructura elemental de B si y solo st para cada formula
d(zo, ..., xn) Y para ay,...,a, € A si B | Jxo(x,a,...,a,) entonces existe
ap € A tal que A = ¢(ag, ..., a,).

El siguiente resultado sera fundamental en el desarrollo de la cuarta parte del
texto:

Teorema 1.4.2. (1) Suponga que X C A con A infinito. Existe B tal que X C
BCA B <Ay|Bl=|X|+N.

(1) Si (B, : a < A) una sucesion creciente de submodelos elementales de 2
tenemos que [J{B, : a < A} < 2.

Estos son los teoremas, lemas y definiciones que nos ayudaran a llevar este
texto a cabo, cualquier demostraciéon se puede ver en las referencias. Estamos
listos para entrar en materia y empezar a divertirnos con los conjuntos.
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Capitulo

Conjuntos estacionarios

En todo este capitulo veremos dos tipos de subconjuntos “grandes” en un car-
dinal, primero daremos la importante nocién de conjuntos cerrados y no acotados,
algunos resultados clasicos para después desarrollar los conceptos mas importan-
tes de los llamados conjuntos estacionarios, estudiaremos el problema de partir un
cardinal regular en conjuntos estacionarios y en los siguientes capitulos daremos
una generalizacion de la definiciéon de estacionario para proceder con el teorema
principal.

Hay muchisimas aplicaciones de los estacionarios a la teoria de conjuntos, es-
tudiaremos algunas en los apéndices.

2.1. Conjuntos cerrados y no acotados

En toda esta seccién, sea a un ordinal limite.

Definicién 2.1.1. Sea C' C «, decimos que C' es acotado en « si y sélo si
supC' € a. De lo contrario C' es no acotado en «. Equivalentemente C' es no
acotado si y sélo si para todo v € « existe § € C de tal forma que v < f3.

Definicién 2.1.2. Sean A un conjunto de ordinales y 8 un ordinal limite, decimos
que (3 es un punto de acumulacién de A, si y sélo si sup(ANG) = g.

Definicién 2.1.3. Decimos que C' C « es cerrado en « si y sélo si contiene a
todos sus puntos de acumulaciéon menores que a.. Denotemos al conjunto de puntos
de acumulacién menores que o por Acum,(C).

Nota. La definicién anterior la podemos formular asi: C' es cerrado en « si y sé6lo
si § < a es un ordinal limite y 5 N C es no acotado en g (i.e. sup(C' N B) = B),
implica g € C.

Observaciéon 2. El conjunto de todos los ordinales limite menores que « es ce-
rrado en «, denotémoslo Lim(«) := Lim N av.
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Para la siguiente caracterizacion de cerrado necesitaremos un pequeno lema,

Lema 2.1.1. Hay una funcion creciente f : cf(a) — « tal que ran(f) es cofinal
en a.

Demostracién: Sea g : ¢f(«) — « la funcién cofinal que testifica que cf(«)
es cofinal en «, asi supran(g) = . Defina recursivamente f : cf(«) — « por

f(n) = méx{g(n),sup{f(&) +1:& <n}}

La funcién existe gracias al teorema de recursién, y f(n) € « pues g(n) € a'y
sup{f(&) +1: £ < n} € a para todo n < c¢f(«a), porque si fuera el caso de que
existiera n < « tal que sup{f(§)+1: & < n} defina h : n — a por h(&) := f(§)+1
y h seria cofinal en «, lo cual es imposible. Sea § € «, como ¢ es cofinal, existe
e tal que g(e) > [y por construccién f(e) > g(e) y asi f es cofinal en «. Sean

B <7 €cf(a) asf tenemos f(v) = sup{f(§) +1:&{ <~} = f(B) +1> f(B). =

En otras palabras cf(a) es el minimo ordinal limite v tal que existe una ~-
sucesion creciente que converge a .

Proposicién 2.1.2. Sea C C «, C' es cerrado en « si y solo si para todo ordinal
limite v < cf(«), toda y-sucesion creciente de elementos de C' tiene limite en C.

Demostracién: Supongamos que C' es cerrado en «, sean v < ¢f(«) un ordinal
limite y (B¢ : & < 7) una 7-sucesion creciente de elementos de C; definamos
B = lime_,, f¢, tenemos que 5 < « es limite (7y lo es) y no cero (sucesion creciente),
ademas SN C es no acotado en a por definiciéon de supremo. Por lo tanto, 5 es un
punto limite de C' y como C es cerrado, 8 € C. Supongamos que (f¢ : £ <) C C
converge en C' para todo v < «a limite. Sea € < a un punto de acumulacién de
C, existe una sucesion creciente que testifica que cf(€) es en efecto la cofinalidad
de €, digamos (B¢ : £ < cf(€)); defina recursivamente una sucesién sobre cf(e):
Como ¢ < €'y como C' Ne es no acotado en ¢, existe un ¢ € C'Ne, B¢ < c¢; tome
(ce : € < cf(€)), asi tenemos una sucesién de elementos de C' que converge a € y
por hipétesis € € C. "

La caracterizacion siguiente se asemeja a la completitud de los reales:

Teorema 2.1.3. Sea C' C «a, C es cerrado si y solo si para todo X C C' no vacio
y acotado en o, sup X € C.

Demostracién: Sea X C C no vacio y acotado en «, denotemos £ = sup X <
a (X es acotado). Si € X, € C.Si€ ¢ X, es facil ver que £ es limite no cero y
que £NC es no acotado en £&. Como C es cerrado, £ € C'. Reciprocamente, veamos
que C es cerrado, sea A < « un ordinal limite tal que A N C es no acotado en A,
asi sup(ANC) = X <, por lo que AN C' es no vacio y acotado en «, concluimos
que A € C. "

Lema 2.1.4. Si A y B son dos subconjuntos cerrados de «, entonces AN B es
cerrado en a.
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2.1. CONJUNTOS CERRADOS Y NO ACOTADOS 21

Demostracién: Sea X C AN B no vacio y acotadoen o, X C Ay X C B
por ser no vacio y acotado, como son cerrados, tenemos sup X € Ay sup X € B.

Este resultado se puede generalizar a mas de dos subconjuntos cerrados, como
veremos mas adelante.

Definicién 2.1.4. Diremos que C' C « es club! en a, si y solo si C' es cerrado y
no acotado en a.

La definicién anterior es més general que la que se da en [15] es més bien como
la de [13], pero no tardaremos en usar la definicién sobre cardinales regulares,
por cuestiones de cofinalidades y los resultados centrales se basan en éstos. La
definicion se podria generalizar aiin més a cualquier tipo de ordinales pero no es
muy interesante este caso, nuestro interés(por ahora) sera pues en los subconjuntos
club de ordinales limite.

A cualquier ordinal o lo podemos enriquecer con una topologia de manera
natural, como lo hacemos a continuacion. Para cualesquiera o, € Ony a < 3
definimos («, 8) := {7y € On : a < vy < {8}, también definimos [, §) := {7y € On :
a <7 < }. Declaramos a los siguientes subconjuntos como elementos bésicos:

(1) {[0,7) v < al;
() {(B,7): B <y <a};
(1) {(B,a) : B < a}.

La topologia generada por éstos basicos es llamada la topologia del orden
sobre a.

Proposicion 2.1.5. Los cerrados de o coinciden con los cerrados de la topologia
del orden sobre a.

Demostraciéon: Sea C' C «, por ésta ocasién denotaremos el conjunto de
puntos de acumulacién topoldgicos de C' por C’; basta demostrar que Acum,(C) =
C’ ya que tendriamos Acum/(C') C C siy sélosi C" C C, por lo tanto C' es cerrado
si y sélo si C es cerrado en la topologia del orden.

C|] Sea v € Acum,(C), cualquier vecindad que contenga a y va a contener
puntos de C' Ny que es no acotado en 7.

D] Sea A € (', X es necesariamente un ordinal limite mayor que 0, sea v € A,
la vecindad (v, A + 1) contiene a A por lo que intersecta a C, digamos en [3, asi
y< B <Ay pBeCNA porlotanto A € Acum,(C). .

En vista de la proposiciéon anterior podemos concluir que en w los club son los
subconjuntos infinitos. Lim(«a) es club si y sélo si a es limite de ordinales limite
(w? w*, wi, ete.), Si C es club en a y ¢f (a) > w entonces el conjunto Lim N C es
club en «, ademés Acum,, (C') también es club en a y es claro que Acum, (C) C C.

IPor su nombre en inglés closed unbounded.
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292 CAPITULO 2. CONJUNTOS ESTACIONARIOS

Corolario 2.1.6. Sea {C; : 1 € I} una familia de subconjuntos cerrados de c.
7
Entonces (,c; C; es cerrado.
Como hicimos anteriormente daremos algunas caracterizaciones de los cerrados
y no acotados, mas adelante nos enfocaremos en el estudio de estos subconjuntos
para un cardinal regular de cofinalidad no numerable.

Empezaremos con esta forma de ver a los clubs, como rango de funciones
normales:

Teorema 2.1.7. Sea C' C « no acotado. C' es un subconjunto club de «, si y solo
si existe un ordinal vy y una funcion normal f v — « tal que rango(f) = C.

Demostracién: Supongamos que C' es club, C es bien ordenado (C' C «),
sea v = t.0.(C) y f*:~v — C el isomorfismo, la funcién f que buscamos es la
extensiéon del codominio a todo «; claramente ran(f) = C, f es creciente por
definicion de isomorfismo. Veamos que es continua, sea § < ~ un ordinal limite,
¢ = lime_,5 f(§) € C pues C es cerrado y es facil ver que ¢ < f(f3), asi pues
existe € € v tal que f(e¢) = ¢, por definicién de isomorfismo tenemos ¢ < f, la
desigualdad estricta no se puede porque nos lleva a ¢ € ¢. Por lo tanto, ¢ = f(f3).
Reciprocamente supongamos la hipétesis, sélo hace falta ver que ran(f) es cerrado
en «. Para este fin, sea § un ordinal limite, (J¢ : £ < ) una [-sucesién creciente
de elementos de C'.

i 3¢ = lim, () = f(lim ).

S y
continuidad
como limg_,5 ¢¢ € 7, f(limep0¢) € fly] = C. .

Corolario 2.1.8. Sean k un cardinal reqular y C C k, C es club en k si y solo si
existe una funcion normal f : k — & con ran(f) = C.

Demostracién: Si C es club, por el teorema anterior existe 3(el tipo de orden
de C)y f: 8 — k conran(f) = C, veamos que 8 = k. Por la proposicién 1.1.3,
B <k,por1.29 k =cf(k) <. Asi f = k.
Supongamos que existe tal funcion, sea v € k, por ser una funcién creciente entre
buenos érdenes, v < f(v) € C, asi C es no acotado en k y por el teorema anterior
es club. .

Teorema 2.1.9. FEziste un club C C « tal que t.o.(C) = cf(a).

Demostracién: Sea f : c¢f(a) — a una funcion creciente tal que |Jran(f) =
a, buscamos definir una funcién normal ¢ tal que |Jran(g) = «, luego aplicar el
teorema 2.1.7 y como una funciéon normal es isomorfismo de érdenes, tenemos el
resultado. Defina recursivamente g : ¢f(«) — « de la siguiente manera: g(0) =
0, para £ € Lim N cf(a), g(§) = sup,g(n) y para { = B+ 1 defina g({) =
max{ f(5), g(8) + 1}, es claro que g es normal. .

De hecho en el lema 2.1.1 podemos pedir un poco mas, que exista una funcién
normal h con ran(h) cofinal en a.
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2.1. CONJUNTOS CERRADOS Y NO ACOTADOS 23

Lema 2.1.10. Eziste una funcién h : cf(a) — «a que es normal y ran(h) es
cofinal en «.

Demostracion: Sea g como en el lema 2.1.1, defina recursivamente
h:ecf(a) — a por

h(0) = g(0);
hE+1) =g(E+1);
h(§) = sup{g(n) : n < &} para € Lim.

Es facil ver, con induccion transfinita, que la g acota puntualmente a la h asi h
es creciente, es obvio que es continua (asi se defini6) y si f € « como ran(g) es
cofinal, existe n € cf(a) tal que 8 < g(n) < g(n+ 1) = h(n + 1), tenemos pues
supran(h) = a. .

Lema 2.1.11. La cofinalidad de o es el minimo cardinal k tal que existe A no
acotado y |A| = k.

Demostracién: Veamos que cf(a) > &, esto es facil porque gracias al lema
anterior existe h : c¢f(a) — « cofinal(=no acotado) en «, asi pues es inyectiva y
|ran(h)| = ¢f(a) y como k era minimo tenemos lo que queremos. Ahora veamos
que cf(a) < k, por hipdtesis existe A no acotado y |A| = &, tome f:x — A la
biyeccion que testifica que k es la cardianlidad de A, extienda el codominio a todo
a y tenemos una funcién cofinal en « por lo que debe ser ¢f(a) < k. n

Teorema 2.1.12. Si k cardinal reqular y A es no acotado, tenemos que |A| = k.

Demostracién: Como A C k tenemos que |A| < k y por el lema anterior
tenemos que k = c¢f (k) < |A| pues A es no acotado. Asi |A| =k n

Si cf(a)=w, para cualquier w-sucesién cofinal en « su rango es club. En el caso
de que ¢f(a) > w los club son de tamano grande (generan un filtro), esto es por
lo que nuestro interés se basara en ordinales con cofinalidad no numerable.

Proposicién 2.1.13. Supongamos que cf(a) > w. La interseccion de menos de
cf(a) clubs es un club.

Demostracién: Sean v < cf(a) y (C¢ : £ < v) una familia de clubs de a. Ya
vimos que ﬂ€ -, C¢ es cerrada, pues cada intersectando es cerrado; veamos que es
no acotada, sea pues 0 € A, definamos recursivamente: [y = ¢§; supongamos que
esta definido el 8, < a término, como Cg¢ es no acotado en « existe un pg € C
de tal manera que p} > B, defina 3,11 := sup., p¢, observemos que 3,11 < «,
porque v < cf(a) y por tanto la sucesién no converge a a. Sea 3 = |, On, asi
f < a pues cf(a) > w, ademés C¢ N B es no acotado en f§ ya que si § < 3 existe
un ng tal que 0 < B,, < By b < pgo < B, por lo tanto 8 € C¢ para todo § < 7.

Ejemplo 4. Defina sobre wy, C, := {7 € wy : @ < v} para cada « < &, es facil

ver que son clubs y [, <w; Ca €s vacia.
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24 CAPITULO 2. CONJUNTOS ESTACIONARIOS

Lema 2.1.14. Supongamos que « tiene cofinalidad no numerable y f € “a normal,
entonces el conjunto Fix(f) :={y € a: f(y) =~} es club en a.

Demostracién: Sea 5 € Acum,(Fiz(f)). f = sup(f N Fix(f)) = sup{~y :
fO) =y Ay < By =sup{f(v): f(v) =vAv < B} = flsup{y: f(v) =7vAr <
B}) = f(sup(B N Fix(f))) = f(B). Veamos que Fix(f) es no acotado en «, sea
p < a (Fix(f) # 0, por 1.1.8); construyamos una sucesién recursivamente: oy = £3;
definido §,,, tomamos d,+1 > f(9,); tenemos que 6 = sup{d; : i € w} = sup{f(9;) :
i€w}=f(6) y B << a pues la cofinalidad de o es no numerable. .

Ya vimos que para preservar clubs bajo interseccion es suficiente que sean
menos que la cofinalidad del ordinal en cuestion y que no siempre se puede con
“muchos” club, por eso introducimos la siguiente nocién que si preserva clubs bajo
interecciones “grandes”.

Definicién 2.1.5. Sea (C¢ : £ < «) una familia de subconjuntos de «. Definimos
la intersecciéon diagonal por

A Ce={r<aye () Cs}

B<y

También definimos la unién diagonal por

€YQC§:{’7<OJZ’7€ UC’ﬁ}

B<y

Teorema 2.1.15. Supongamos que cf(c) es no numerable y sea (Ce : £ < a) una
familia de clubs en a. St ﬂ€<5 C¢ es no acotado en o para todo 3 < o, entonces
A¢cq Ce es club en o

Demostracién: Definamos C' := A¢., C¢, veamos que es cerrado. Sea 7 < «
limite tal que C'N 7 es no acotado en 7, queremos ver que 7 € C, para todo o < 7.
Sea o < 7, definamos A, :={c€ C:0 < c <7} ycomoCNT esno acotado en 7
el conjunto A, es no vacio, ademads, tenemos que 7 = sup{c € C': 0 < ¢ < 7}, ya
que la desigualdad 7 > sup{c € C': ¢ < ¢ < 7} es clara y la otra desigualdad se da
porque para cualquier § < 7 tenemos que f+ 1 < 7. Afirmamos que A, C C,: sea
v€E€As,,asio <y <Tyvy€C, comoy e C entonces vy € ﬂgq C¢, en particular
v € C,. Concluimos que 7 € C, ya que C, es club en a y 7 es el supremo de un
subconjunto no vacio y acotado de Cj,.

Veamos ahora que C' es no acotado en «, sea [ < «, definamos recursivamente
sobre w, podemos escojer oy € Cp \ 0 ya que Cp es no acotado; opi1 € (e, Ce \
(0,+1), en cada paso podemos escojer gracias a la hipdtesis. Témese § = sup{o,, :
n € w}, B < apues cf(a) > w. Sii < [, existe ng < w tal que i < g,, ¥y
B =sup{o, : n > ng}, cada o, con n > ng estd en Cj; asi por 2.1.3, § € C;, como
1 es arbitrario, § € C'y ademas > o. n

Corolario 2.1.16. Si k es un cardinal reqular no numerable y (Ce : £ < K) una
familia de clubs en k , A¢ey, Ce es club en k.
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2.2. CONJUNTOS ESTACIONARIOS 25

Demostracion: Sabemos que para todo 8 < k, ﬂ§<ﬁ Ce¢ es club en k, en
particular es no acotado y por el teorema anterior tenemos que gA C¢ es club en
<K

K. [ ]

A veces es util tener clubs a partir de funciones; como vimos con funciones
normales, he aqui otra forma de encontrar clubs:

Definicién 2.1.6. Una operacién parcial finita sobre un conjunto A, es una
funcion parcial f;"A — A para algin n € w. Un subconjunto I' de A es cerrado
bajo f siy sélo si para todo ¢ € "' dom(f), f(c) €T.

Teorema 2.1.17. Sea r un cardinal reqular no numerable, X € [k]<" y F una
familia de operaciones parciales finitas sobre k tal que |F| < k. Entonces C' :=
{a <k: X Cayes cerrado bajo cada f € F} es club en k.

Demostracién: Sea 7 < « limite tal que v N C' es no acotado en v, veamos
que v € C. Primero demostremos que X C +, fijemos § < 7; existe e € C' N~ tal
que 0 < € < v pues X C ¢, tenemos que z < € < 7 para todo z € X asi X C .
Veamos que v es cerrado bajo cada f € ., sean f € F y a = (a1,--+ ,a,) €
¥ N dom(f), témese f3; tal que a; < f; < vy sea § = sup{f; : i < n}, obsérvese
que 8 <« asi podemos tomar un € € C'N~y, tenemos que a € € y f(a) € € < 7,
tenemos pues que v € C. Mostremos que C' es no acotado en k, sea a € K,
defina recursivamente 5y = « y supongamos que [3; < k esta definido, considere
A={f(t): feF tecdom(f)ya;€pi}ysea i1 =supA, sead=J,c,bn,
asi 0 € C por construccion. "

En seguida justificaremos lo que mencionamos al principio de que los cerrados
y no acotados son conjuntos “muy grandes” ya que estos generan un filtro, el filtro
club.

Definicién 2.1.7. Supongamos que c¢f(«) > w. Definimos el filtro club como el
conjunto,

Club(a) = {X C a:3C C X cerrado y no acotado}

En efecto Club(a) es un filtro, ya que la familia de todos los clubs es no vacia y
tiene la p.i.f (gracias a 2.1.13), tenemos ademds automaticamente que es un filtro
cf(a)-completo.

Observacién 3. No todo elemento de Club(«) es un club ya que por ejemplo,
a=wyA=wU{f <w :w<f e Lim}, asi A € Club(w;) pero A no es club
yaque w C Ay supw =w ¢ A.

2.2. Conjuntos estacionarios

Los conjuntos estacionarios son subconjuntos “no tan pequenos”, veremos un
resultado elemental que nos proporciona conjuntos estacionarios conocido como el
teorema de Fodor, ademas algunas de sus consecuencias y trataremos de explicar
porque los estacionarios son importantes en la teoria de conjuntos.
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26 CAPITULO 2. CONJUNTOS ESTACIONARIOS

Definicién 2.2.1. Sea « un ordinal limite y £ C «, E es estacionario si y sélo
si ENC # () para todo C club en «.

En un ordinal de cofinalidad numerable los estacionarios son exactamente los
que su complemento es acotado, asi , ya los tenemos caracterizados por lo que no
son interesantes, a partir de aqui fijemos « ordinal limite tal que cf(a) > w.

Proposicién 2.2.1. (1) Todo club es estacionario.
(11) La interseccion de un conjunto estacionario con un club es estacionario.

(1) Cualquier superconjunto de un estacionario es estacionario.

)
)

(1v) La union de menos de cf(«) no estacionarios es un conjunto no estacionario.
)

(v) Todo estacionario es no acotado en c.

Demostracién: (I), (IT) y (III) son faciles.
(IV) Sean v < ¢f(a) y (Ne : £ < ) una familia de no estacionarios, para cada
¢ < [ existe C¢ club tal que Ce N N = (), asi ﬂg <5 C¢ es club concluimos que

(Us)n(ne)-o

(V) Dado v € a, el conjunto {n € a: n >~} es club en a. .

Corolario 2.2.2. Los subconjuntos no estacionarios de o forman un cf(a)-ideal,
el ideal de los no estacionarios, Ins.

De hecho, es el dual del filtro club:
Lema 2.2.3. Syg= Club(a)* = {X C a:VC(C es club NC Z X)}.

Demostracién: Sea X € .#, tenemos que existe C' club tal que C N X = (),
asi ningun club esta contenido en X ya que C intersectaria a X. Tenemos pues
Ins C Club(a)*. Sea X € Club(«)*, entonces a \ X € Club(«) por lo que existe
C club que estd contenido en '\ X por lo que X N C = 0. .

Todo estacionario es cofinal en « pero no necesariamente es cerrado, como
veremos a continuacion.

Proposicion 2.2.4. Sea a un ordinal limite y k > w un cardinal reqular menor
que cf (o), entonces S = {f < a : cf() = k} es estacionario en a.

Demostracién: Sea C club y gracias a 2.1.1 podemos tomar f : c¢f(a) — «
funcion creciente y cofinal en «, se puede extender a una funcién normal por 2.1.10;
defina recursivamente g : c¢f(a) — C por ¢(0) € C, g(v) = () 9(B) para vy €

B<y

cf(a)NLimy para g(f+1) = v donde vy > g(B) y v > f(5). Es claro que es normal
v Nyglef(a)] = a, asi por 2.1.7 ran(g) es club en «, ademés cf(g(k)) = c¢f(k) = K
y tenemos que g(k) € C'NS. .
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2.2. CONJUNTOS ESTACIONARIOS 27

Ejemplo 5. Sea S = {/ < wy : ¢f(f) = w}, es estacionario en wy. Pero si tomamos
una enumeracion creciente de S, digamos (s, : @ < ws), tenemos que (s, : @ < wy)
es una sucesién creciente de elementos de S pero, si s := sup(s, : @ < wi) tenemos
cf(s) =wy yasi s €S por lo que S no es cerrado.

Definicién 2.2.2. Un filtro .# C P(«) es un filtro normal si y sélo si es cerrado
bajo interseccion diagonal. Analogamente un ideal es normal si y sélo si es cerrado
bajo union diagonal.

Entonces, segin esta definicion de filtro normal, tenemos que sobre x regular
no numerable el filtro club es un filtro normal k-completo.

Observacién 4. Si k es un cardinal regular no numerable, Zyg es un ideal normal
k-completo.

La definicién siguiente no la usaremos, pero es importante y por eso la men-
cionamos:

Definicién 2.2.3. Para cualquier conjunto no vacio de ordinales A con sup A & A,
llamamos al conjunto .7, (A) := {X C A: 35 € A, X C [} el ideal de conjuntos
acotados. Llamamos a un ultrafiltro 7 no acotado syss Z N .Z,(A) = 0.

Observacién 5. Si k > w es regular y no numerable entonces .Z, (k) C Hys.

Definicién 2.2.4. Sea a un ordinal y S C « decimos que f : S — « es regresiva
si para todo v € S tenemos que f(y) < . Observe que si f es regresiva, 0 & S.

Se sospecha que los conjuntos estacionarios comenzaron a ser una teoria con-
solidada después del siguiente teorema, debido a Géza Fodor, pero investigando
mas a fondo se sabe que los trabajos de Gérard Bloch, Pavel Alexandroff y Pa-
vel Uryshon, contienen informacién sobre funciones regresivas y estacionarios en
alguna forma.

Teorema 2.2.5 (Fodor, 1956). Supdngase que o es un ordinal limite tal que
cf(a) >w y S C «a es estacionario en a. Sea f : S — a una funcion regresiva,
entonces para algin n < « el conjunto f~[n] es estacionario en «.

Demostracién: Supongamos que para todo n < «, f~1[n] no es estacionario,
es decir, existe D,, club tal que D, N f~![n] = 0. Elijamos por el lema 2.1.9 E C «
club del tipo de orden de cf(a) y sea 7, = min{{ € E : £ > n}, definamos
Cy = Neepn(r+1) De- Tenemos que

Cnﬂf‘l[vﬂ =0

porque

CyN '] € Doy N 7 ) =0
pues C,, € D, (1, € ENT,11) y 7y > 1. Observe que (C;, : ) < c) es una sucesion
decreciente de clubs, asi por 2.1.15, C' := A(C,, : n < «) es club y sabemos que
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28 CAPITULO 2. CONJUNTOS ESTACIONARIOS

Lim(«) es club, tenemos pues que C' N Lim(a) es club y como S es estacionario
existe # € C'N Lim(a) NS, como B € C, B €[ 3Ccyasi f ¢ 7€) para cada
€ < B, es decir, f(8) > 3, una contradiccién a que f es regresiva. "

El teorema de Fodor es a veces referido en la literatura como “the pressing
down lemma”; este teorema funciona de igual manera en las generalizaciones de
los estacionarios y también tiene su versién con arboles, es una herramienta muy
util. Su version original es la siguiente:

Corolario 2.2.6. Si k es reqular y no numerable y S estacionario en k, para cada
f:8 =k existe 0 < k tal que f~'({o}) es estacionario en k.

Demostracién: Usando el teorema anterior tenemos que existe n <  tal que
f7Yn| es estacionario en k. Ademds f~'[n] = {f~'[{c}] : 0 < n}, asi, como k
es regular, f~![n] es estacionario y la unién de una cantidad menor que s de no
estacionarios es no estacionario, debe existir o < n tal que f~![{o}] es estacionario.

Lema 2.2.7. Suponga que k es un cardinal reqular e & un ideal sobre k. & es
normal si y solo si para cada A & & y cada funcion regresiva f : A — K, existe

o <k tal que f~'{o} & &

Demostracién: Veamos que .# es normal, sea {X¢ : £ < k} C .# queremos
mostrar que D := V¢, X¢ € #. Supongamos que D ¢ .¢ y defina f : D — & por
f(0) =min{y < d:9 € X,}. Es regresiva, ciertamente. Aplicamos la hipétesis a D
v a f, tenemos que existe 0 < k con f~{o}] € &; es facil ver que f~![{c}] C X,
y asi tenemos una contradiccién ya que .# es ideal.

Reciprocamente suponga que .# es un ideal normal sobre x, sean A C k de tal
forma que A € . yv f : A — Kk regresiva. Como f es regresiva 0 ¢ A. Defina
Xe = f7H{€}] para todo & < k. Suponga que para todo & < k, X¢ € &, tenemos
pues que Ve, Xe € F, ademds es claro que Ve, Xe CAysiac A, a<ky
a € Xy C Uﬂm Xp pues f es regresiva por lo que A C V.., X¢; tenemos que
A=V, Xe,asi Ae Iy AE F, contradiccion. Por lo tanto existe o < & de
tal forma que f~!'[{c}] =X, & .Z. .

En otras palabras, el teorema de Fodor dice que .#ys? es normal en s cada
que Kk > w es regular.

Gracias al teorema 2.1.12 tenemos que todo conjunto estacionario sobre kK > w
(regular) tiene cardinalidad igual a x. Por lo que todo subconjunto de s de tamano
menor que k pertenece a Zyg. El siguiente teorema debido a Neumer es una forma
mas débil del teorema de Fodor, nos da una caracterizacion de los estacionarios
de k.

Teorema 2.2.8 (Neumer, 1951). Sean k > w un cardinal reqular y A C k, A
es estacionario en K si y solo si para cada funcion regresiva f : A — Kk hay un
a < k tal que |f{a}]| = k.

2El tratamiento de conjuntos estacionarios con ideales normales fue iniciado por D. Scott.
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2.2. CONJUNTOS ESTACIONARIOS 29

Demostracién: Suponga que A es estacionario, por el teorema de Fodor,
tenemos que para cada funcién regresiva f : A — k existe o, tal que f~1[{o}] es
estacionario en  y asi |f~![{c}]| = k. El regreso lo haremos por contrapuesta,
suponga que A no es estacionario, asi existe C club tal que AN C = (); defina
f:A— kpor f(y) =sup(y N C), demostremos que esta funcién es la deseada.
Veamos primero que es regresiva, sea v € A es claro que f(v) < «, mostremos la
desigualdad estricta, si vy N C' = ) tenemos trivialmente f(y) = 0 < +, ahora si
yNC #0y [ =sup(yNC) tenemos que 5 € C pues C es cerrado, 8 € A, asi el
caso 3 = v es imposible, por lo tanto f(v) < v. Para cada a < k, como C' es no
acotado en £ existe € € C' tal que a < ¢, f(e+1) > € tenemos que f[{a}] Ce+1
por lo que |f~![{a}]| < |e+ 1] < |k| = K pues k es cardinal. .

De hecho, Pavel Alexandroff y Pavel Urysohn usaron la “ida” del teorema
anterior para demostrar que w; con la topologia del orden no es metrizable, desde
aqui ya tenemos un resultado importante en topologia.

Teorema 2.2.9. Sea k reqular y no numerable, sea & un ideal normal sobre k,
si [k]<" C F entonces podemos concluir que I es k-completo.

Demostracién: Sea A < Ky (A, : @ < A) una familia de elementos de
&, llamemos A = [J{A, : @ < A}. Supdéngase que A € &, como A C Ky
A < Kk tenemos que A € & y como A ¢ ¥ concluimos que A\ A ¢ .#. Defina a
continuacién una funcién f tal que para cadan € A\ A, f(n) = min{a < X :
n € A}, asi f es regresiva y por el lema anterior, existe o < A de tal forma que

fY{c}] € &, tenemos pues A, \ A\ € .# que contradice el hecho de que A, € 7.

Corolario 2.2.10. Si k > w es un cardinal reqular, &% C P(k) es un ideal normal
sobre k tal que [k]<" C &, entonces Iyg C I .

Demostraciéon: Tenemos que ¢ es k-completo gracias al teorema anterior.
Sea E € Fygs por el teorema de Neumer tenemos que existe f : £ — Kk regresiva
tal que para cada a < K, f~'[{a}] € [k]<%, asi f7![{a}] € £ y por la equivalencia
de normalidad en ideales tenemos que E € .¢. "

El corolario anterior nos da mucha informaciéon ya que nos dice que el ideal
s es el ideal mas pequeno sobre k que es normal, k-completo y contiene a todos
los conjuntos “pequenos” en cardinalidad.

Corolario 2.2.11. 57 .% O ¥yg es un ideal normal k-completo sobre k. Entonces

I D Club(k).

Después de todo esto podemos observar que el algebra cociente de P(k)/ s,
es un algebra booleana k-completa, con las operaciones Y IL, <, baray <K
inducidas por la unién e interseccién. De hecho gracias al teorema 2.1.15, tenemos
que es kT-completa. Ademds si cambiamos el orden en la interesccion diagonal
solo cambia el resultado salvo por un no estacionario.

Tenemos una tultima caracterizacion del filtro club, su generalizacién nos sera
muy util después, pero antes necesitamos un par de definiciones.
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30 CAPITULO 2. CONJUNTOS ESTACIONARIOS

Definicién 2.2.5. Decimos que F' es una funcién generadora si F : [k]< — &,
denotamos el conjunto de todas las funciones generadoras por Fg. Sean F € Fg
y 7 < k& un ordinal cualquiera. Decimos que 7 es un punto de cerradura, si
A={ay,...,a,} vy o <y para cada ¢ implica F(A) < 7. Denotamos por Clg el
conjunto de los puntos de cerradura de F'y Cr, = {Clp : F € Fg}.

De hecho estos Clg son suficientes para describir a todo el filtro club:

Lema 2.2.12. Sea x cardinal reqular y no numerable, se cumple:

(1) Para cada F € Fg, tenemos que Clp es club en k.

(11) Para todo club C' existe una funcion generadora tal que Clp C C.

Demostracién: (I) Sea F' € Fg, veamos que Clp es cerrado, sea a < K
limite y tome una sucesion creciente de longitud «, digamos (a¢ : £ < o), tenemos
que para cada subconjunto finito A := {ap,...,a,} con a; < supg_, ae, existe
ag con oy < ag, asi F(A) < ai < supg_, a¢ para i con la més grande a;. Por lo
tanto Clg es cerrado. Veamos que es no acotado, considere [ < k, tomemos el
conjunto Cy := {F(e) < k : e € [B]¥ A F(e) > B}, definamos f; := sup Cy,
1 < Kk pues si no seria un subconjunto no acotado de tamano A. Ahora considere
Cy:={F(e) < k:e €[] ANF(e) > B}, sigamos asi por induccién y al final
definamos « := J,,c,, Cn, es claro que o > 3 afirmamos que o € Clp pero esto se
sigue ya que si e € [a]<¥ y e = {ap, ..., an,} entonces a > F(e) ya que si o; € Cp,
entonces F(e) € C,, para la maxima i.

(II) Sea C club, definamos F'(e) como el minimo elemento de C' més grande
que max(e), tenemos que Clp = Acum,(C') por lo tanto Clr C C. .

Teorema 2.2.13. (Cr,) = Club(k). Donde (Cx,) denota el filtro generado por los
elementos de Cr,.

Demostracién: Se sigue directamente del lema pues (Cx,) C Club(k) ya que
todos los elementos del conjunto generador de la izquierda son elementos del de
la derecha. Ademads si D € Club(k) existe C' tal que C' C D y por el lema existe
F e Fg tal que Clp C C C D asi D € (Cx,) por ser filtro. n

Corolario 2.2.14. Sea k > w reqular. E es estacionario en Kk si y solo si para
cada F € Fg, ClpNE #0

Demostracion: Si E es estacionario en x, tenemos que intersecta a cada club
en particular a cada Clp. Si C es club y ENClp # () para cada F € Fg, por el
lema tenemos que existe Fy € Fg tal que Clp, C C, asf CNE # (). .

Harvey Friedman mostré en [8], que para cualquier conjunto estacionario S de
wy y a < w; existe un C' C S cerrado con el tipo de orden de «; éste resultado no
se generaliza a cardinalidades mayores.
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2.3. Partiendo k en conjuntos estacionarios

Aqui mostraremos uno de los primeros® resultados importantes de la teoria de

conjuntos estacionarios; es un resultado debido a Solovay ( [30]), el cual nos permite
partir nuestro cardinal regular no numerable en muchos conjuntos estacionarios.

Hay muchas maneras de presentar este teorema por ejemplo como Solovay lo
hizo originalmente enfocandose en forcing y cardinales grandes, se puede enfocar
desde un punto de vista con juegos infinitos o puramente conjuntista (combinatorio
como se conoce en el bajo mundo de la teoria de conjuntos). Preferimos éste ltimo
enfoque que es quizé el que requiera menos teorfa (después de todo lo que hemos
desarrollado) y ademds porque es muy bonito, hay otras pruebas combinatorias
pero seguimos lo hecho en [12].

Si la cofinalidad de nuestro cardinal fuera numerable. Entonces S es estaciona-
rio si y sélo si k \ S es acotado en k. En particular, cualesquiera dos estacionarios
tienen interseccion estacionaria. El caso en el que la cofinalidad es no numerable
es mas interesante:

Lema 2.3.1. Sea k un cardinal reqular no numerable y E C k un subconjunto
estactonario. Entonces el siguiente conjunto es estacionario en k:

X={aeE:cf(a) =wV(cf(a) >wAENano es estacionario en a)}

Demostracién: Sea C' un club en x, tenemos que Acum,(C) C C es club en
K, sea a := min(Acum,(C) N E); veamos que o € C'N X. Solo hace falta ver que
a € X. Sicf(a) = w ya terminamos. Supongamos pues que ¢f(«) > w, tenemos
que Acum,(C) N« es club en a porque a € Acum,,(C). Asi, (Acum,(C) Na) N
(N E) =) porque v era minimo. Entonces o N E no es estacionario en a. .

Lema 2.3.2. Si k > w es un cardinal reqular, y f : k — k una funcion. Entonces

el conjunto C == {f < k: f[B] C B} es club.

Demostracién: Sean v < x un ordinal limite y (8¢ : €& < <) una sucesién
creciente de elementos de C', definamos 5 := sup{f¢ : £ < 7}, es cierto que 5 < &,
ademas

F81 = FlUUBe € < =B g <y S UfBe s € < C 8

donde la ultima contencidn es cierta ya que f(f5¢) C B¢ C . Por lo tanto € C'y
asi C' es cerrado.

Sea 0 < k, defina inductivamente sobre w: By := max{c + 1,sup(f[o]) + 1}; es
claro que fy < k, suponga que se han construido los primeros f3),s < &, defina
Bnt1 = max{f, + 1,sup(f[B.] + 1)}, como k > w, B := sup{B, : n € w} < K,
ademas f[f] = U{f[Bn] : n € w} CU{Bns1: n € w} = . Concluimos que g € C

y o < (3, es decir, C es no acotado. "

3Cronolégicamente.
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32 CAPITULO 2. CONJUNTOS ESTACIONARIOS

Lema 2.3.3. Sean k un cardinal reqular no numerable y S C Lim(k) un estacio-
nario en k. Si para cada o € S, fo : 0, — « es una funcion normal cofinal en «,
de tal manera que si cf(a) = w entonces 0, = w y si cf(a) > w entonces 0, =
entonces podemos concluir que exactamente una de las siguientes afirmaciones es
cierta:

(1) I < kVn < k(S ={aeS:E£cb,N fol§) > n} es estacionario en
K).

(11) 3D C k(D es un club en Kk AVy,a € DNS(y < a— v = fu(7)).

Demostracién: Supéngase que (I) es falsa, es decir, para cada £ < &, existe
n(§) < k tal que S, no es estacionario, asi pues existe C¢ club tal que S, N
Ce = 0, en otras palabras para cada { < rk asignamos un club C¢ y ademds
tenemos una funciéon 7 : K — k que manda a & en 7n(§). Por el lema anterior
M :={a <k :n[a] C a} es club en k. Considere C' = A¢,, C¢, C es club en k.
Defina a continuacién D := CNM N Lim(k), D es club en k por ser la interseccién
de tres clubs. Veamos que D sirve, es decir, para cualesquiera v, € D N .S con
v < « tenemos f,(7v) = 7. Sean pues v, € D N S tales que 7 < «, deseamos ver
que v = fa(7)-

Como a € U, a € C; para todo { < a y por construccion de Ce, a € Sy
para todo £ < a. Como a € Sy ) para todo § < «, y como v < « tiene sentido
preguntarnos que pasa con & tal que & € yN#,, asi pues, para £ € yN 0, debe ser
que fo(§) <n(€) y como v € M, tenemos que n(§) < 7, asi fo(§) < 7.

Si fuera el caso de que 8, < v tendriamos que y € 6, implicaria x € v y lo anterior
nos dice que f,(£) <y asi ran(f,) C v < «, contradiciendo que f, es cofinal en
a.

Bien pues, tenemos que 7 < f,(y) por que f, es creciente. Sélo hace falta ver
la otra desigualdad, para esto, observe que v € 6, por el parrafo anterior, asi
vNb, = 7, ademds, para todo & € YN, (= ) tenemos f,(§) < = y por continuidad

de f, tenemos f,(7) = sup{fa(§) : £ <~} <, concluimos que f,(y) = . Por lo
tanto (/1) es cierto. .

Teorema 2.3.4 (Solovay, 1971). Sea k un cardinal regular no numerable y S C
Kk es estacionario en k, entonces existe una particion de S en Kk subconjuntos
estacionarios de k.

Demostracion: Basta demostrar el teorema para T’ C S estacionario, ya que
si fuera cierto que 7' = ({1t : £ < k} con T estacionario para todo { < k,
So = S\ U{T: : 0 < €& < Kk} es estacionario pues contiene a Ty y S; = S\ T
también lo es, asi, So|J S es la particién deseada.
Sabemos que Lim(k) es club, asi, F := SN Lim(k) es estacionario. Defina T :=
{a € E:cf(a) =wV(cf(a) > wAFENa no es estacionario en «)}, es estacionario
gracias a 2.3.1.
Queremos aplicar el lema anterior, para esto, definase una sucesién {f, : @ < k}
de funciones normales cofinales en «, y adicionalmente tal que ran(f,) N T = ()
para cada o € T, de la siguiente manera: si a € T tenemos dos opciones, que
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cf(a) = w, o bien, c¢f(a) > w, en el primer caso tome una sucesién creciente
Jo : w — « de tal manera que |Jran(g,) = «a y defina fo(n) := go(n) + 1, ya
es claro que no intersecta a T pues T' C Lim(k); para el otro caso tenemos por
definicién que E N « es no estacionario en « tenemos que hay un C, club tal
que Co, N ENa # () y sabemos que es rango de una funcién normal f,, como
C,NT CcanFE CansS tenemos que C, N T = 0.

Observe que no puede existir un club D como en (I7) del lema anterior, debido a
que si tomaramos «,y € TND con vy < ay fo(7y) = v tendriamos v € T'Nran(f,)
lo cual es absurdo, aplicamos el lema anterior y por lo tanto, debe existir £ < k de
tal forma que S, (como el del lema anterior) es estacionario en x para cada n < &.
Defina a continuacion, para este £ y a € T

fla) = { fa(§) si& € dom(fa);

0 en otro caso.

Si n > 0 tenemos que S, es claramente {o € T': f(«) > n} y si n = 0 entonces
{ao € T: f(a) > n} es igual a T', tenemos pues, que T, := {a € T : f(a) > n} es
estacionario para cada n < k. Es facil observar que f : T'— k es regresiva, ya que
si a« € T entonces f(a) = fo(§) € supran(f,) = «; apliquese el teorema de Fodor
a cada T, con f | T,, asi pues, existe o, < r de tal suerte que f~'[{o,}] N T, es
estacionario en k para cada n < k.
Para cada < K tenemos que o, > n, pues f[{c,}] N T, es no vacio, por ser
estacionario. Afirmamos que la familia {f~'[{c,}] N T, : n < K} es la particién
deseada: Es claro que son disjuntos por pares, pues f es funcién; si a € T entonces
o € Ty y como f(a) € k, o) > fla) asi a € fH{o )t N T "
Otro resultado interesante, que demostré Solovay, es que bajo el axioma de
determinacion el filtro de clubs en wy si es un ultrafiltro. Para més informacién de
éste teorema, del axioma de determinacién y de sus consecuencias se recomienda
al lector echar un vistazo a [18].
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Capitulo

Estacionarios sobre P (\)

En este capitulo estudiaremos la generalizacion de los clubs y estacionarios a
los conjuntos [A]”. Veremos la importancia de esta generalizacién, la potencia y
limitaciones de la misma.

3.1. Conjuntos estacionarios en P,(A)

En esta seccién veremos las definiciones y como se generalizan algunos teore-
mas, un aspecto importante es que el teorema 2.1.13 se sigue cumpliendo, permi-
tiéndonos hablar del filtro de los cerrados y no acotados. Jech y Kueker fueron
los primeros en darse cuenta de la importancia de esta generalizacion, seguiremos
parte de la notacién usada de su capitulo en [7].

Sean £ > w un cardinal regular y A un conjunto, tales que |A| > k. Denotamos
al conjunto {Y C A :|Y| < k} por P.(A).

Definicién 3.1.1. Sean x > w un cardinal regular y A # (). Diremos que un
subconjunto C' C P,(A) es un subconjunto no acotado si para cada Y € P,(A)
tenemos que existe D € C' tal que Y C D.

Notese la similaridad con la definicién de no acotado sobre cardinales, esta
analogia se mantendra a lo largo de este capitulo, con sus debidas excepciones.

Definicién 3.1.2. Sea k > w un cardinal regular. C' C P,(A) es un subconjunto
cerrado si y sélo si, para cada o« < k y cada cadena ¢y C e; C ... Cec C ...,

¢ < a de conjuntos de C' tenemos que gU ec € C.
<o

Como antes, llamaremos club a cualquier subconjunto cerrado y no acotado
de P,(A). Es facil ver que si |A| < k entonces C' C P,(A) es no acotado si y sélo
si Ae(C.

L Algunos autores usan la notacién [A]<*, para referirse a éste conjunto.
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36 CAPITULO 3. ESTACIONARIOS SOBRE P, ()

Veamos algunos ejemplos de clubs y luego algunas propiedades para después
caracterizarlos.

Proposicién 3.1.1. Sean k > w reqular, A tal que |A| > k y a € P,(A), entonces
el conjunto a:={x € P,(A) :a C z} es club en P,(A). Es el club generado por
a o el cono de a.

Demostracién: Es facil ver que si tomamos cualquier o < k y cualquier
cadena en &, la unién debe de estar en & y siy € P,(A), tome z =aUy y asi z €a
y ya estamos. ]

Proposicion 3.1.2. Sea k un cardinal regular no numerable, entonces k es club
en P.(k). Mds ain si C' es club en k también lo es en Py(k).

Demostracién: Observe que k C P,(k) puessiy € k entoncesy C ky |y| < K
porque k es cardinal, asi y € P.(k). Se tiene que Y es cerrado ya que, si « < Ky
tomamos una cadena creciente de elementos de «, digamos, (a¢ : { < @), tenemos
que U£<a ag € K pues K es regular. Sea x € P,(k), tome y = supzr < Ky asi
x Cyyy € Pik), por lo que k es no acotado. Sea C' club en k&, es claro que
es subconjunto de P, (k); ademas es cerrado en Py (k) porque si nos tomamos una
cadena creciente de elementos de C, ésta tiene supremo en C' ya que era cerrado en
K,y si ¢ € Py(k), entonces |z| < k por lo que supz < k y asi podemos encontrar
y € C tal que supx < y por ser C' no acotado en k, con lo que x C supx C y.
Tenemos que C es club en Py (k). ]

Teorema 3.1.3. Supongase que k es un cardinal reqular no numerable y A es un
cardinal tal que X\ > k. Entonces C := {x € P,(\) : x Nk € Kk} es club en Py()\).

Demostracién: Cerrado: Sea (c¢ : £ < «) una cadena creciente de C', entonces
<U£<a (:5> Nk = Ueo(ce N k) asi, como o < k, K es regular y ¢e Nk € Kk tenemos

el resultado. No acotado: Sea z € P,(\), si z Nk = @ entonces z € C' y ya
acabamos. Si no, considere y = (z \ k) U (sup(x N k) + 1), tenemos que y C Ay
ly| = |z \ K|+ |sup(xNK)+1| < |z|+]|supzNk| < k+k = Kk por lo que y € P,(N),
ahora y Nk = sup(x N k) + 1 € k esto implica y € C'y es claro que x C y, de aqui
se sigue que es no acotado. ]

Como es de esperarse, las cosas funcionan bien, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.4. La interseccion de dos clubs en P.(A) es club en P;(A).

Demostracién: Sean C'y D clubs en P, (A) y E := C N D, es muy facil ver
que E es cerrado. Veamos que es no acotado: Sea z € P,(A), defina por recursién
sobre w una sucesién (f, : n € w) de la siguiente manera: 3y = z; si n es par
escoja un elemento a,; € D de tal forma que 3, C a,.1; si n es impar, escojalo
en C, Bhy1 = apy1. Asi tenemos que 5 =sup(f, :n €w) € By z C f. "

Con lo anterior, tenemos que los clubs generan un filtro que ademas es k
completo:
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3.1. CONJUNTOS ESTACIONARIOS EN P, (A) 37

Teorema 3.1.5 (Jech, 1971). La interseccion de menos que K clubs en P.(A)
es club en P(A).

Demostracién: Sean o < Kk y (C¢ : £ < «) una familia de clubs y C' =
N¢<a Ce- Hagamos induccién sobre a.

Si a = 8+ 1 para algtin 3 entonces ([);_;C¢) N C, es club por el teorema
anterior.

Supongamos que « es limite. Sea < a y tomemos una [-cadena creciente de
C digamos {c¢ : £ < f}, ¢e € Cy paracada £ < By a < k asi U5<5 ce € C, para
todo «, pues son cerrados; concluimos que Ug pCe € C.
Para ver que C' es no acotado podemos cambiar nuestros clubs originales por
C’; = ﬂgg7 C¢ que por hipétesis de induccién son clubs y C' = ﬂA/ <o C’;, sea
Y € P,(A), defina inductivamente f, € C{ tal que Y C By y en el paso sucesor
encuentre f,.1 € Cuyq con B, C Bay1 y en el limite encuentre 5, € C, con
Ba 2 U£<a C¢. El limite de ésta sucesién es un elemento de la interseccién, mas

grande que Y. "

Introducimos a continuacion la nociéon de interseccién diagonal, note que no
hay temor a confusiéon con la notacion, asi que sera claro a qué interseccién nos
refiramos.

Definicién 3.1.3. Sea (C, : a € A) una familia de subconjuntos club en P, (A).
Se define la interseccién diagonal como el conjunto A,cx C, := {x € P,(A) :

T € (Nyew Cat ={x € P(A):Vac Alacx =2 € C,)}.

Tenemos el analogo a 2.1.15,

Lema 3.1.6. Suponga que k es un cardinal regular no numerable. Si (C,, : o € A)
es una familia de conjuntos clubs en P,(A) entonces Agea Cy es club en Pi(A).

Demostracién: Es ficil ver que es cerrado, sean o« < ky (¢ : £ < a) C
Asen Cy, defina z := supg ¢¢, si a € x entonces a € ¢¢ para algin &, esto implica que
ce € Cy pues ¢ € Ayea Cy, que es lo que deseabamos. Veamos que Ageq C, €s no
acotado. Sea b € P,(A), definamos recursivamente sobre w una sucesion creciente
(xn :n € w) C P,(A) como sigue: xp := b y supongamos que ha sido definido z,.
Como C,, es no acotado, para cada a € z,, podemos escojer un elemento z de tal
forma que x, C 2% y definimos x, 11 := [J{z% : a € x,}. Sea y = J{z,, : n € w},
veamos que y € Ayea C, pues es claro que b C y; para todo a € z,, tenemos que
y = UJ{z¥ : n € w} pues si a € x, tenemos que z,, C % C x,.;. Ahora como
cada C, es cerrado y y es la unién de elementos de C,, tenemos que y € C,, por lo
tanto y € Agea C,. n

Definicién 3.1.4. Se dice que un conjunto S C P,(A) es estacionario en P, (A)
si y s6lo si para cada subconjunto club C' se tiene que S N C # ().

Definicién 3.1.5. Sea S C P,(A) un conjunto estacionario. Decimos que f : S —
P.(A) es regresiva si para cada x € S tenemos que f(z) € x.
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38 CAPITULO 3. ESTACIONARIOS SOBRE P, ()

Tenemos nuestro propio teorema de Fodor, debido a Jech:

Teorema 3.1.7 (Jech, 1971). Sea S un conjunto estacionario y f una funcion
regresiva, tenemos que existe a € A de tal forma que f~'[{a}] es estacionario.

Demostracién: Supongamos que no, entonces para cada a € P,(A) tenemos
que f~'[{a}] no es estacionario, sea C, club que testifica esto, i.e C,Nf~[{a}] = 0.
Sea ademds C' := A,cs C,. Tomemos un elemento x € C, f(x) € P.(A) y como
[ es regresiva f(x) € vy x € Cp) pues v € C, esto implica que x € Cpy N
f7H{f(x)}], una contradiccion. .

Antes de seguir con los teoremas importantes, veremos algunas formas de pasar
de los clubs sobre un cardinal y los clubs sobre los P, (k).

Teorema 3.1.8. Sea x un cardinal regular y no numerable. Suponga que C' es
club en P.(k). Tenemos que C N K es club en k.

Demostracion: Observe que esto tiene sentido gracias a 3.1.2, ahora suponga
que o < Kk es un punto limite de C' N k. Sea (B¢ : £ < cf(a)) una cadena de
elementos de C'N k que converja a «, asi « € C'y a € k porque K es regular. Sea
a < k, como C' es no acotado, existe yg € C tal que o C 7o, ademés yo € Px(K) v
definamos Sy = |Jyo < K, continte asi para formar una sucesién yo C Sy C 3, C

..., tome la unién de esta sucesion y éste es un elemento de C' menor que s por
la regularidad de x asi C' es no acotado. "

Teorema 3.1.9. Sea x un cardinal reqular y no numerable. Suponga que C' es
club en k. Tenemos que C* :={X € P,(r) : |UX € C} es club en P,(k).

Demostracion: Sea o < k, tomemos una a-cadena de elementos de C*, diga-
mos, (Ce : £ < a). Tenemos que (|JC¢ : £ < ) es una sucesion de elementos de
C por lo que Y C € C esto implica que |JC¢ € C* como desedbamos.

Ahora suponga que Y € P,(k), tenemos que |JY < & por lo que podemos
encontrar un elemento o € C'N Lim(k) con JY < a ya que ambos son clubs en
Kk, a € C* yaque |Jo=a € C. Por lo tanto Y C |JY C a con lo que C* es no
acotado. "

Teorema 3.1.10. Sean k un cardinal reqular y no numerable y S C Py(k) un
estacionario. Entonces S" := {{JX : X € S} es estacionario en k.

Demostracién: Sea C club en «, por lo anterior C* N S # () entonces existe
X eC* NS esdecr, JX eCnNS. .

Podemos mejorar la segunda parte del teorema 3.1.2 y extenderla a todos los
estacionarios:

Teorema 3.1.11. Sea S C k estacionario, entonces S C P,(k) es estacionario.

Demostracién: Sea C' C P, (k) club, por lo anterior C Nk C C' es club y asi
C' NS es no vacio. n
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Una vez que ya vimos las maneras de pasar entre clubs nuevos y viejos proce-
demos a seguir con nuestro estudio de las propiedad importantes, una de ellas es
aquélla de ser dirigido:

Definicién 3.1.6. Decimos que D es C-dirigido si para cualquesquiera x,y € D
existe z € D de tal forma que Uy C 2.

Lema 3.1.12. C es cerrado en P,(A) si y sdlo si para cualquier subconjunto D
de C' que sea C-dirigido y |D| < k tenemos que | JD € C.

Demostraciéon: Suponga que C' es cerrado bajo uniones dirigidas, tenemos
que cualquier cadena creciente de C' es C-dirigida y asi su union esta en C.
Suponga ahora que C' es cerrado, veamos que es cerrado bajo uniones dirigidas.
Sea D un dirigido en C' con |D| = A < k y enumeremos D, digamos, D = {d,, :
a < A}. Construyamos recursivamente una cadena {e, : & < A} en D como sigue:
ep = do, €q41 cualquier cota superior en D del conjunto {e,, d,} v si a es limite,
sea e, = |J{ea : B < a} el cual estd en C, porque C' es cerrado. Tenemos que
U{do :a <A} =U{ea:a< A} €C. .

Definicién 3.1.7. Decimos que una funcién f es generadora si es de la forma
f : [A]"¥ — P.(A). Una operacién sobre A es una funcién f, de la forma
[ A=Y — A Sif: [A]Y — P.(A) es una funcién generadora decimos que
un conjunto z € P,(A) es un punto de cerradura de f si f(e) C x siempre
que e C z. Dada una operacién f, decimos que un elemento de z € [A]<¥ es un
punto de cerradura si f(e) € z siempre que e € [2]<“. Denotamos al conjunto
de puntos de cerradura de f por Cly.

Lema 3.1.13. Cly es club para cualquier f generadora.

Demostracién: Sean f una funcién generadora y o < k, veamos que Cly es
cerrado, tome D = {d¢ : £ < a} una cadena creciente de Cly, sea e C |J D finito,
tenemos que e C d¢ para algin £ < a, entonces f(e) C de C |J D. Por lo tanto Cl;
es cerrado. Sea z € P,(A), definamos recursivamente y, := z, suponga que ¥, 1
ha sido definido y sea y, := {e € P(2) N [A]<¥ : f(e) C yn_1}; es facil ver que la
sucesion es creciente y que y := |J,,c, ¥n €s un elemento de Cly y asi concluimos
que Cly es no acotado. "

Teorema 3.1.14 (Menas, 1974). Para cualquier club C' en P,(A) existe una
funcion generadora f tal que Cly C C.

Demostracién: Para cada e € [A]<¥, defina Y, por induccién sobre |e|, Yy :=
co con ¢g cualquier elemento de C' infinito; Y, := (Uh;6 Yh) Ue, donde Y, € C'y
Y}, es infinito. Es claro que si e C d entonces Y, C Yy. Sea f : [A]<¥ — P.(A)
la generadora dada por f(e) = Y.. Veamos que Cly C C, sea z € Cly, tenemos
que z = |J{f(e) : e € [z]*¥} es una unién dirigida de elementos de C, por 3.1.12
tenemos que = € C. u

Definicién 3.1.8. Un filtro F sobre P,(A) k-completo se llama normal si y sélo
si es cerrado bajo intersecciones diagonales y para cada a € A tenemos {x €
P.(A):a€zx}eF.
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40 CAPITULO 3. ESTACIONARIOS SOBRE P, ()\)

Corolario 3.1.15 (Carr, 1982). El filtro club es el filtro normal k-completo mds
pequeno sobre P(A).

Demostracién: Sea F' un filtro normal k-completo en P,(A), denotemos por
F* el conjunto de los conjuntos cuyo complemento no esta en F'(el complemento
del ideal dual). Como F es normal, si tomamos X € F©y g : X — [X]™ tal
que g(z) € [z]<¥ entonces existe e € [X]<¥ tal que ¢ '[{e}] € FT. Suponga
que existe C' C P,(A) club que no estd en F. Entonces por el teorema anterior,
existe una funcién generadora f tal que Cly C C' y por lo tanto Cly ¢ F, asi, su
complemento X estd en F'*. Para cada x € X, defina e, := g(z) € [x]<¥. Tenemos
que f(e,) € x, considere g : X — [X]<¥ y por lo anterior existe a € [X]|<“ tal
que B := g '[{a}] = {z € X : f(a) € z} € FT pero esto contradice el hecho
de que B¢ := P,(A)\B = ({xr € X : f(a) C z})U(P:(A) \ X) € F pues
Bo{zeX: fla) Ca} =ejulz€X:acatel. .

Definicién 3.1.9. Considere X € P,(B), A C B con |A| > &, llamamos proyec-
cion de X y denotamos por X | A al siguiente conjunto:

XTA={znA:ze X}

Definicién 3.1.10. Considere X € P,(A), A C By |A| > &, llamamos levanta-
miento de X y denotamos por X7 al siguiente conjunto:

XP:={reP(B):xNAc X}

El siguiente lema es facil pero muy 1til, dice que el levantamiento de un cerrado
y no acotado es cerrado y no acotado.

Lema 3.1.16. Sean A C B y C € P,(A) un club, tenemos que CP es club.

Demostracién: Sea ¢ una cadena creciente de CB. Entonces AN (|J%) =
Ucer (ANC) € C, por ser una cadena creciente de elementos de C. Sea z € Py (B),
tenemos que ANz € P,(A) asi existe y € C tal que (ANz) C y, tome ¢y’ = yU(z\ A4),
yYNA=(ynNA) =yeC.Porlotanto y/ € CBy 2 C 4/ por lo que CP es no
acotado en P, (B). .

La siguiente proposicién debida a Menas nos dice que los conjuntos estaciona-
rios se preservan bajo proyecciones y levantamientos.

Proposicién 3.1.17 (Menas, 1975). Sea A C B.

(1) Si E es un conjunto estacionario en P.(B) tenemos que E | A es estacio-
nario en Py(A).

(11) Si E es un conjunto estacionario en P,(A) tenemos que EP es estacionario
en P.(B).
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3.1. CONJUNTOS ESTACIONARIOS EN P, (A) 41

Demostracién: (I) Si C' es cualquier club en P,(A), tenemos que la extension
CPescluben P,(B)ast ENCB #0). Seax € ENCB asf, tNAc(E|ANC
por lo tanto (ENCB)=CNE | A#0.

(IT) Basta con demostrar que la proyeccién de cualquier club C' en P, (B)
contiene un club de P,(A), dado que si C' [ A contiene un club entonces su
intersecciéon con E es no vacfa y ast CNEP = ((C | A)N E)? #£ 0. Sea C un
club en P,(B), sabemos que existe una funcién f : [B]<* — P,(B) con Cl; C C.
Defina g : [A]*¥ — P.(A) de la siguiente manera: g(e) = Cl7 N A, en donde
Cl§ = Neeey, Cly ast Cly A= Cly y Cly CCT A n

De hecho el teorema de Menas (3.1.14) se puede mejorar en el caso de que
k = Ny, y es 1til en la teoria de modelos y para lo que veremos méas adelante. Note
que podemos concentrar nuestra atencién a los clubs de [A]¥; ya que deben ser
infinitos.

Teorema 3.1.18 (Kueker, 1972). El filtro de cerrados y no acotados sobre
P, (A) estd generado por Clg donde F' es una operacion sobre A.

Demostracion: Sin perder la generalidad podemos suponer que A = X\ con A
un cardinal infinito (lo cambiamos por su cardinalidad y la enumeracién es una
funcién normal por lo que respeta clubs), sea C' C [A]“ club.

La demostracion la haremos en dos pasos, primero encontraremos una funcién
generadora que vaya de f : [A\|<¥ — C'y que Cly C C, después encontraremos una
F [N\ — X tal que Clp C Cl; y con esto habremos acabado.

Sea f : [A\|<¥ — C definida de la siguiente manera, sea e € [A]<“ y suponga
que para todo a € [A\|<¥ con |a| = ny n < m = |e| ha sido encontrado un conjunto
f(a) € C infinito con la propiedad de que si a; C as tenemos f(a;) C f(az); defina
f(e) = f(e\ am) Jam, con a,, el méximo elemento de e. Considere Cly es facil ver
que Cly C C usando la técnica que usamos en 3.1.14. Como f(e) € C, entonces
|f(e)] = Ny, sea {a,, : n € w} una enumeracién del conjunto y sean f;(e) = «;
“las proyecciones”, considere cualquier funcion suprayectiva ¢ : N — N x N con
g(n) = (kn,mp) y my < n.

Definamos la siguiente operacién F' : [A]<¥ — A\, F[{a}] =a+1ysile > 1
definimos F[{a1,...,an}] = fi, {1, ..., am,}). Veamos que Clp C Cly, sea © €
Clp y sea e € [x]<¥ queremos ver que f(e) C z, es decir, fi(e) € x paracada k € w.
Supongamos que e = {1, ..., a,} v que estdn ordenados de menor a mayor, elija
n > m tal que k, = k y m, = m. Ahora podemos completar e hasta tener m
elementos de manera creciente ya que x no tiene elemento mas grande porque los
unitarios van creciendo y ahora fi({aq,...,an}t) = F({a,...,a,}) € . .

Nota. Si k > w; el resultado anterior no se generaliza, ya que el conjunto {x €
P.(A) : |x| > ¥y} es club y no puede contener ningtin conjunto Cly ya que contiene
un elemento numerable. De hecho si agregamos el club creado en el teorema 3.1.3
si que podemos generar el filtro de clubs. Hay otra generalizacion interesante con
respecto a esto, se llaman los clubs fuertes, pero no discutiremos esto.

Nuestro estudio de modelos con clubs se vera a traves del siguiente teorema
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42 CAPITULO 3. ESTACIONARIOS SOBRE P, ()\)

que nos servira mas adelante para definir la nociéon de propiedad con modelos.

Proposicién 3.1.19. Sea .# un modelo con |[M| > Xy, E := {N € P, (M) :
N < M} es club en P, (M).

Demostracion: Nos basaremos en el teorema 1.4.2. Sabemos que, dada una
sucesion creciente de longitud n € w de F/; su union es elemental en M y no puede
tener cardinalidad mas grande que Ny, por lo tanto E es cerrado.

Para demostrar que es no acotado, tome X C P, (M), como M es infinito, existe
Btalque X CBC M, B< My |B|=|X|+ N, es decir, B € E. .

Nota. El teorema de Solovay no se puede generalizar para nuestra nocion de clubs
en P,(\), resulta que P, () si puede ser partido en x conjuntos estacionarios pero
esto es lo mejor posible como lo mostré Gitik.
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Capitulo

Equivalencias de que B sea propia

4.1. Juegos infinitos y mas sobre algebras boo-
leanas

En estd seccion daremos las definiciones que nos ayudaran al teorema de nues-
tro interés, empezando por la nocién de juego infinito sobre un algebra booleana.
Cuando hablemos del dlgebra booleana B se sobreentedera que el conjunto dominio
es B.

Definicién 4.1.1. Un juego infinito sobre B es una tupla (B, T, ®, W) donde B
es el dominio de un dlgebra booleana, I', ®, son sucesiones infinitas de conjuntos:
I' = (I'y := B,Iq,...), & = (Py,Py,...), donde &9 C B y depende de algin
ap € B, I'y C B y depende de algin by € ®y y asi sucesivamente; W es un
conjunto con las condiciones de victoria.

La esencia de los juegos infinitos sobre algin algebra B es, escoger un elemento p
no cero en el algebra, luego jugar algiin subconjunto o elemento que tenga relacion
con p, el siguiente jugador responde con algiin subconjunto o elemento que tenga
que ver con lo que el jugador anterior jugd y asi se siguen hasta el infinito donde
se determina quién gana.

Definicién 4.1.2. Definimos una jugada como la sucesién z = (v, ¢, 71, P1, - - -)
con v, € ', y ¢, € ®,. El juego parcial al movimiento nes z [ n+ 1.

Usualmente se les llama juegos infinitos de dos jugadores. Llamémosle I y I] a
los jugadores, intuitivamente una jugada en las entradas pares nos dice lo que juega
el jugador I y en las impares lo que juega el jugador I1. Si G = (B, ', ®, W) es un
juego infinito lo abreviamos por GG ya que en nuestros juegos el conjunto B serd el
dominio del algebra booleana en cuestion y los '), y ®@,, serdn ciertos subconjuntos
del algebra. También denotamos z; := (2(7))izo(mod2) ¥ 211 = (2(%))i=1(mod2)-

Obviamente lo més importante en un juego es que alguien gane, las condiciones
de victoria dependeran del juego en cuestion. Por ahora nos conformaremos con
la siguiente definicion:
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44 CAPITULO 4. EQUIVALENCIAS DE QUE B SEA PROPIA

Definicién 4.1.3. Sea GG un juego, decimos que el jugador I gana la partida
si la jugada final satisface las condiciones de victoria.

Definicién 4.1.4. Sea GG un juego. Una estrategia para I en G es una funcién o
del conjunto de todas las posibles jugadas y nos da una jugada para I, decimos que
I juega de acuerdo a o si en el turno 2n, I juega o(2n) y la sucesién resultante
de jugar el juego se denota o * z;. Una estrategia ganadora es una estrategia o
tal que I gana con la jugada final o*z donde z es cualquier jugada. Andlogamente,
decimos que 7 es una estrategia para II si nos dice que jugar en el turno 2n+ 1y
si I1 juega 7(2n + 1) decimos que 11 juega segin 7, también denotamos 7 * z;; a
la sucesién que resulta de jugar con 7. Similarmente al caso para I, definimos que
T es una estrategia ganadora para 1.

De igual manera la estrategia dependerd totalmente del juego en cuestién asi
que la definicién anterior nos basta. Veamos algunas definiciones importantes que
necesitaremos para algebras booleanas, recuerde que sobre cualquier algebra boo-
leana tenemos asociado un orden parcial natural.

Definicién 4.1.5. Sea B un algebra booleana, recordemos que dos elementos
u,v € B son compatibles si y sélo si u-v # 0. Y son incompatibles en otro
caso, es decir, si la inica cota inferior comun es el cero.

Denotamos la incompatibilidad con L y la compatibilidad con ||. Observe que
si dos elementos no cero son comparables entonces son compatibles. La siguiente
definicion es muy importante nos habla de un subconjunto muy especial del algebra
booleana en el cual los elementos “aparecen casi en todas partes” y nuestro interés
principal serd en este tipo de subconjuntos pero “maximales”.

Definicién 4.1.6. Sea B un algebra booleana, decimos que A C B* es una an-
ticadena si para cada u,v € Ay u # v tenemos que u-v =0 (v L v). Ademds
decimos que A es anticadena maximal bajo p o particiéon de p, si es antica-
dena y ademdas A = p.

Con esta definicién una anticadena maximal o particion es simplemente una
particién del 1. Una anticadena es un subconjunto més que incomparable, algunos
autores llaman anticadenas fuertes a lo que nosotros llamamos solo anticadenas y
usan el término anticadena para referise a la mas natural definicion: un subcon-
junto totalmente incomparable; en este sentido nuestras anticadenas si son mas
fuertes.

Proposicién 4.1.1. Sea A C B una anticadena entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) A es particion.
(1) Vb€ Bt3a € A(b || a).

(1) A es C-mazimal con respecto a ser anticadena.
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Demostracién: =//]) = —I) Sea J anticadena tal que A & J,sea j € J\ A
tenemos que AU {j} es anticadena, asi j - a = 0 para todo a € A pero esto pasa
si y s6lo si a < —j para cada a € A, como j # 0 entonces —j # 1. Por lo tanto

YA

—[I) = —III) Sea b € B* tal que para cada a € A a L b, tenemos que
b ¢ A pues b||by por lo tanto AU {b} es anticadena.

—I) = —II) Supongamos que y_ A # 1, esto significa que, o bien Y A < 1
0 > A no existe. En cualquier caso, 1 no es la minima cota superior de A, pero
siempre es cota superior, asi pues, existe b < 1, cota superior de A. Tenemos que
—b # 0y —b es incompatible con todo elemento a de A pues a-—b<b-—b=0.

No es cierto que toda anticadena maximal en un subalgebra es anticadena
maximal en el algebra. Es facil dar un ejemplo sencillo de esto:

Ejemplo 6. Sea B=P(w)y S ={X Cw: Xesfinitoy0 ¢ X} U{X Cw:
X es infinito y 0 € X}. Es facil ver que es un subélgebra ademds tenemos que
A = {{n} : n > 0} es una anticadena en A, como la suma es la unién pero sin
salirnos de .S tenemos que g W = w pero 3 _p, W = w \ {0}

El ejemplo anterior nos muestra que hay algebras un poco raras que no res-
petan las anticadenas maximales y esta es una propiedad deseada, esto motiva la
siguiente definicion.

Definicién 4.1.7. Un subdlgebra A de un dlgebra B es un subélgebra regular si
toda anticadena maximal en A resulta que ser anticadena maximal en B.

Es mas util para nuestros fines, que existan siempre los supremos e infimos,
serd esto por lo que consideraremos algebras booleanas completas. Fijemos a partir
de aqui un algebra booleana B completa.

Definicién 4.1.8. D C B™ se dice que es un predenso si para cada b € B existe
un d € DT tal que b || d. Y decimos que D es predenso bajo b si para cada
x < bexiste y € D tal que z || y.

Observacion 6. Todo denso es predenso, de hecho, toda anticadena maximal es
predensa'. Si D es predenso bajo p entonces D es predenso bajo g para cada g < p.

Definicién 4.1.9. Sean A un cardinal y b € B\ {0}. Decimos que A = {aqs :
a, B < A} es una matriz de particiones de b si al fijar o, {aas : f < A} es una
particién de b.

Las matrices de particiones nos seran de utilidad méas adelante. Primero que
nada juguemos sobre B, para poder presentar el juego propio y sea mas natural;
presentaremos algunos juegos preliminares para que el lector se vaya familiarizando
con ellos.

I Més es cierto, gracias a 4.1.1, se cumple el regreso.
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Definicién 4.1.10. Llamaremos el juego descendente de cadena o simple-
mente &, al juego jugado por dos jugadores I y II de tal forma que eligen su-
cesivamente elementos no cero de B y forman una cadena descendente, digamos
ap > by >a; >by...a, > b,.... El jugador I ganasiysolosi]]a, =0y Il gana
en otro caso.

Queremos encontrar condiciones bajo las cuales, en los juegos que vamos a
estudiar, existan estrategias ganadoras para uno u otro jugador.

Para este juego, serd la tnica ocasion que definiremos formalmente los si-
guientos conceptos, en los demas juegos usaremos nuestra imaginacion, sélo hay
que aclarar que siempre podemos definirlas bien. En el juego &, una estrate-
gia para I es una funcién ¢ : |J,. B> — B tal que ¢({ao,bo,-..,an,bn)) <
b, v ¢({)) =: ag, decimos que I juega de acuerdo a ¢ si en cada movimiento
a, = ¢({(ag,bo,a1,b1,...,a,,b,)). Una estrategia ganadora para I en &, es una
estrategia ¢ tal que para cualquier jugada z;; de I si I juega de acuerdo a
¢ entonces gana, i.e, [], .. #({ao,2zr1(0), a1, 2r(1) ..., an—1,2171(n —1))) = 0 con
a; = ¢({ag, z17(0), a1, 2r7(1) ..., a;_1, z17(i — 1)) para cada ¢ < n. Anédlogamente
una estrategia para /1 es una funcién 1 : |J,,c,, B**! 5 B definimos de manera
analoga el que I juegue segin 1) y las estrategias ganadoras para I1.

Definicién 4.1.11. B es w-distributiva si para cada cardinal A y cualquier co-
leccion {anp : @ < w, B < A} de elementos de B, se tiene que:?

112 aes= > [

a<w B<A frw—Aa<w

como el algebra booleana es completa las sumas y productos existen siempre.

Solo utilizaremos las siguientes definiciones en el siguiente lema y proposicion,
por lo que las juntaremos:

Definicién 4.1.12. Sean U y V dos particiones en el dlgebrea B decimos que U
refina a V o que U es refinamiento de V si para cada u € U existe v € V tal
que u < v. Decimos que un subconjunto D C B es denso abierto si es denso y
si0#de Dyb<dentonces b e D.

Con un proceso de ajenizacién usual, se pueden construir anticadenas numera-
bles de cualquier subconjunto infinito y mas atin se puede hacer de tal manera que
sea menor (elemento a elemento) que algun subconjunto numerable del conjunto
en cuestion. También se podria construir una anticadena maximal de B contenida
en un denso.

Lema 4.1.2. Para un dlgebra booleana completa B las siqguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) B es w-distributiva.

2Note que la desigualdad > siempre es cierta.
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(1) Toda familia de densos abiertos con tamano a lo mds w tiene interseccion
densa abierta.

(111) Toda familia de particiones {W, : a < w} tiene un refinamiento comin.

Demostracién: (I) = (II) Sean D,,,n € w densos abiertos y D = (), .., Dn,
es trivial ver que es abierto. Ahora sea b € BT, fijémonos en la familia A, :=
{b-d:de D,}y A, ={aus: f < A} una enumeracién de la misma, observamos
que Y A, = b para cada n. Para este A tenemos que

11> ans =0

new <A

definamos para cada f : w — X, by = [], @n ), claramente cada by que sea
distinto de cero estard en D, por w-distributividad tenemos b = ) 1 by; podemos
concluir que algin by es no cero y por lo tanto esta en D, asi D es denso.

(II) = (II1I) Sean {W,, : n € w} una familia de particiones de B, defina
D, :={x € B: 3w e W,(z <w)} es facil ver que D,, es denso abierto para cada
n. Tome D = (), D,, podemos construir W una anticadena maximal de elementos
de D, esta particién es el refinamiento buscado.

(I11) = (I) Sea A un cardinal y {a,3: 8 < A} C B, es claro que
2 1w s <112 as
fon n B8
Por lo que basta demostrar

1> aws <D 11w sow-
n f f n

Fijemos n € w, sea W,, = {b,s : f < A} una anticadena que satisface que para
todo B < A existe 7 tal que b,3 < a,, y ademds que sea maximal respecto a ésta
propiedad. Asl ) 5\ ang =D 5, bug-

Sea W refinamiento comun de las W,,, maximal con esa propiedad también. Como
W refina a W,, YW < > W, para toda n, y por maximalidad, tenemos que

[[,2- W, <> W. Por lo tanto > W =[], >_5 ans.
Por otro lado, si w € W, sea f : w — A tal que para cada n, w < ap f@n). Asi

w < 1, an fn), concluimos que Y W <37 [T, an s(m)- .

Proposiciéon 4.1.3. [ tiene estrategia ganadora en &g si y solo si B no es w-
distributiva.

Demostracion: Suponga que [ tiene estrategia ganadora digamos ¢, sea

ap = ¢(()), crearemos particiones W, de ao sin un refinamiento comin. Las
construiremos recursivamente, sea Wy = {ag}, suponga que se han construido
Wo, ..., W,_1, crearemos W,, de tal manera que sea una anticadena maximal bajo

ag, considere el conjunto

S, :={feB™:Vi<n(f(i+1) < f(i)) AV0 <k <n(f(2k) € W)}
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ahora tome W,, una anticadena maximal bajo ag contenida en ¢[S,], es facil ver
que W, 11 refina a W,, para cada n y que si tuviéramos un refinamiento comun
este debera contener al 0 pues ¢ es ganadora, por lo tanto B no es w-distributiva.

Suponga que B no es w-distributiva, entonces existe ay y D,, densos abiertos
bajo ag tales que (), c, Dn = 0. Definimos la estrategia ganadora para I como
sigue: 0(()) = ag, paran € wy f € B* sea ¢(f) € D, con ¢(f) < f(2n). Esta
es una estrategia ganadora para I pues siempre jugamos elementos de los densos
que por ser abiertos, si hubiera una cota inferior distinta de cero debe de estar en
la interseccién, por lo que el infimo debe ser el 0. "

Es cierto que si B es w-cerrada, i.e., para o < w toda sucesién decreciente de
tamano « tiene una cota inferior no cero, entonces I tiene estrategia ganadora.
Foreman demostré que el reciproco es cierto para dlgebras pequena, cuando |B| <
N;. Si el reciproco es cierto en general es un tema de muy gran interés.

Ahora entraremos en algunos juegos més interesantes que el juego de cadena
descendente, el llamdado juego de cortar y elegir:

Definicién 4.1.13. Llamaremos el juego de cortar y elegir o simplemen-
te &; al juego jugado por dos jugadores I y II de tal manera que el jugador
I escoge un elemento p € BT y una anticadena maximal Ty de p, el jugador
dos elige tg € Ty y luego I escoge T particion de p. Asi formamos una cadena:
To, to, T1,t1 ... Ty, t,, . ... 11 gana el juego siy solo si {¢,} tiene una cota inferior no
cero.

Decimos que un juego G es mas facil de jugar para I(11) que el juego Gy si el
que I(I1) tenga estrategia ganadora en G implica que la tenga en Gy y si 11([])
no tiene estrategia ganadora en (G; implica que no la tenga en Gy. Decimos que
G1 'y G5 son equivalentes si y sélo si G es mas facil de jugar para I(I1) que G
y Go es mas facil de jugar para I(I1) que Gy, denotamos equivalencia por =.

Observacion 7. = es relacion de equivalencia. Es claro que G; = G y que si
(G1 = G4 entonces Go = (1. Ahora si G, G5, G3 son juegos tales que G; = G5 y
Go = (5 entonces G es maés facil de jugar para (/1) que G5 y viceversa, también
Go es mas facil de jugar para I(I11) que G3 y viceversa. Si I(I1]) tiene estrategia
ganadora en G3 entonces I(I]) tiene estrategia ganadora en Gy y por lo tanto en
G1; si T1(I) no tiene estrategia ganadora en (G; entonces no la tiene en Gy y por
lo tanto no la tiene en G3. Esto muestra que G es mas facil de jugar para I(I1])
que G3. Un razonamiento andlogo muestra que G3 es més facil de jugar para I(11)
que GG7. Concluimos que G = Gj.

Tenemos el siguiente resultado sobre los juegos & v &:

Teorema 4.1.4 (Jech, 1978; Velickovié, 1986). &, = &,.

Demostracién: No mostraremos que [ tiene estrategia ganadora en &, siy
sélo si B es w-distributiva. Ya que es muy parecido a lo que hicimos con &;.3

3Esto es parte de un teorema més general de Jech en el cual podemos “cortar en més pedazos”,
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Suponga que [ tiene estrategia ganadora o en &g, construiremos una estrate-
gia X para II en &;. Sea p € B™, el jugador I juega W, una anticadena maximal
de p y sea by := o((p)), como Wy es maximal, existe wy € Wy con by - wy # 0,
definimos 3 ((Wy)) = wo, en general cuando I juega W, 11 escoge w, € W, tal
que b, - w, # 0y b, :== a({p, by, by - wo, by, by - wy,,ba, ..., by_1-w,_1)y dejamos
que X((p, Wy, wo, W1,...,W,)) = w,; no es dificil convencerse de que ¥ es una
estrategia ganadora para /] en &, ya que o lo es para .

Ahora suponga que II tiene estrategia X en &,, I escoge p € B, notemos
que existe by < p tal que: para cualquier m < by existe una particiéon W de p con
m = X((p, W)); esto es cierto ya que si no fuera cierto, el conjunto

D ={be B:b<aygAVW particién de p (u # X({p, W)))}

serfa claramente denso bajo p y por lo tanto seria predenso y podemos encontrar
una anticadena y extender para obtener una particion Z, este Z seria tal que
YX((p,Z)) € Z pero ¥({p, Z)) ¢ Z una contradiccién. Ahora defina o({(p)) = by,
cuando [ juega a; < by, por lo anterior, existe W, particion de a; tal que a; =
Y ((p, Wp)) y con un argumento similar al anterior existe b; < a; con la propiedad
de que para cada m < by existe una particiéon W de a; con m = X((p, Wy, a1, W))
y definimos o((p, by, a1)) := by y seguimos inductivamente. Es fécil ver que es una
estrategia ganadora para I en &,. "

Definicién 4.1.14. Llamaremos el juego de elecciones numerables o &,
al juego jugado de tal manera que I selecciona p € BT y en su turno elije una
anticadena maximal 7}, de p, el jugador I responde con un subconjunto numerable

C, de T,. M gana siy solosi [[ Y {u:ue C,} #0.
n=0
Es facil demostrar que el juego &, es mas facil de que jugar para I que &;.

Observacién 8. En el juego &, podemos reformular la conclusion de gane para
11 de la siguiente manera:

dq < pVn(q # 0 AT, es predenso bajo q)
esto es facil de establecer ya que si suponemos esta, es obvio que se satisafce la

primera. Si suponemos la primera basta con observar que si ¢ < 0 y A es predenso
bajo ¢ entonces lo es bajo q.

Variando un poco el juego de elecciones numerables enunciaremos nuestro juego
favorito, el propio:

sea k un cardinal, llamamos el juego de r-cortar y elegir 6 &, o al juego jugado por dos jugadores
en el que I escoge p € BT y una anticadena maximal de cardinalidad menor o igual que x y 11
un elemento en ella y se sigue como en el usual; ademdas podemos generalizar nuestra propiedad
de w-distributividad a, digamos, (w, k)-distributividad: I tiene estrategia ganadora en &, ¢ siy
s6lo si B no es (w, k)-distributiva.
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Definicién 4.1.15 (Gray, 1980; Shelah, 1980). El juego propio o & es el
siguiente juego: I elije p € BT, y en el turno n juega una particién* W, de py 11
responde con un subconjunto numerable C* C W, para cada ¢ < n. I] gana siy
solamente si:

dg < p¥n € w(g#0A U C* es predenso bajo q).
k=n

Proposicion 4.1.5. & es mds facil de jugar para 11 que &,,.

Demostracién: Suponga que /1] tiene estrategia ganadora o en &, es facil
crear una estrategia ganadora X en & simplemente jugando C}' = (), para cada .
Ahora suponga que [ tiene estrategia ganadora ¢ en &. Para construir una en &,,
basta con jugar B si o({p, Wy, W1,...,W,,) = (Bj, ..., B}), ésta es una estrategia
ganadora en &, para [. "

Abreviamos en esta ocasién I tiene estrategia ganadora en el juego G por
1I*G, en resumen tenemos:

I1I'¢y <= II'®, — [I"'¢, — II'6.

Esto sera todo nuestro desarrollo de juegos infinitos sobre algebras booleanas, para
més detalles y més teoria puede consultar, por ejemplo, [32].

Retomaremos a los submodelos elementales pero ahora de una manera més
especifica. Recuerde que un conjunto x es transitivo si y € x implica y C =,
denotaremos por H, al conjunto de todos los conjuntos A-hereditarios, es decir,
Hy = {z : |ctr(z)| < A}, donde ctr(x) := ({T : * € T AT es transitivo} es
la cerradura transitiva® de x. Nos enfocaremos en los submodelos elementales de
(Hx, €) cuando A es regular y no numerable, este es casi un modelo de ZFC salvo
por el axioma del conjunto potencia en el caso de que A es inaccesible este si que
es modelo de ZFC. Pero en esencia si lo es asi que sus submodelos elementales
son casi modelos y nos dicen cosas verdaderas de un buen fragmento de ZFC.
Nos interesardan los modelos del lenguaje de la teoria de conjuntos (las férmulas
atémicas son x € y y x =y), los de la forma A = (A, €) asi que omitiremos el €.

Definicién 4.1.16. Sea ¢(z,aq,...,a,) una férmula con ay, ..., a, € A. Decimos
que a es definible con ay, ..., a, por la férmula ¢(z,a, ..., a,) si a es el inico
elemento en A tal que A = ¢(a,aq,...,a,).

Si B < Ay a € A esta definido por la férmula ¢(x) entonces a € B pues el
enunciado Jz¢(x) es verdadero en A por lo tanto en B asi que existe b € B tal
que ¢(b) es verdadera en B como B es elemental ¢(b) es verdadera en A por lo que
b = a. De esta discusion se sigue que si A es no numerable y N < H,, entonces
weEN.

4Se podria jugar con predensos o densos.
SEquivalentemente, la cerradura transitiva de un conjunto z es el conjunto que tiene a x, a
los elementos de x, a los elementos de los elementos de x, etc.
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Teorema 4.1.6. Sean A\ un cardinal regqular y no numerable, y N < H,, con N
numerable. Entonces para cada conjunto x numerable, si x € N entonces x C N.

Demostracion: De lo anterior tenemos que w € N como x es numerable existe
f tal que lo testifica. Ademas es facil ver que cada n € w es definible por lo que
n € N. Tenemos que 3f(f : w — x es funcién suprayectiva) es verdadero en H, y
como x,w € N este enunciado también es verdadero en N por lo que f € N, pero
f,n € N asi que f(n) € N pues f estd definida a partir de f y n. Por lo tanto
z C N. n

Definicién 4.1.17. Diremos que A es un cardinal suficientemente grande si
A es un cardinal regular y se cumple

A > |{D C B: D es una anticadena maximal}|.

Lo que esconde esta definicion es que tendremos todo lo que necesitamos en
‘H, para poder desarrollar nuestra teoria.

Observacién 9. Sea A un cardinal regular no numerable y considere el modelo
Hy = (Ha, €,B). Entonces el conjunto {M € [H,]“ : M < H,} es club en [H,]“,
gracias al teorema 3.1.19.

La ultima definiciéon que necesitaremos para echar a andar la maquinaria cons-
truida es la siguiente.

Definicién 4.1.18. Sean A un cardinal regular y no numerable, y M < H, nu-
merable con B € M. Decimos que ¢ € Bt es (B, M)-genérico si y sélo si para
toda particién® W C B si W € M entonces W N M es predenso bajo g.

4.2. Equivalencias de que B sea propia

Fijemos un élgebra booleana completa B. Daremos tres definiciones de lo que es
que el algebra B sea propia, al principio parecera que no tienen ninguna conexion
y aqui es donde los clubs y estacionarios juegan un papel importante, nuestro
objetivo es mostrar como se relacionan estas definiciones. Permitanos restringirnos

a subconjuntos infinitos de P, (\) con A > w y consideremos los clubs de [A]“.

Empezaremos con la siguiente definicion, estd es mas relacionada con las pro-
piedades algebraicas de la misma, nos dice que existe cierto club que nos dira
algo como una propiedad distributiva de las matrices de particiones variando los
indices sobre este club.

Definicién 4.2.1. Decimos que B es booleana-propia si para todo p > 0, para
todo cardinal A > w y para cada matriz de particién, hay un club C' C [A]“ tal
que para cada = € C tenemos [[ > aap # 0.

acx fex

6Al igual que antes podriamos decir predensos o densos.
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La definicién que sigue es quizd la més simple de formular entre estas tres,
habla de un poco de juegos infinitos sobre el algebra y sélo nos dice que el alghera
es propia si al jugar el juego propio sobre ésta algebra resulta que el jugador I7
tiene estrategia ganadora.

Definicién 4.2.2. Decimos que un algebra booleana B es jugable-propia si el
jugador II tiene estrategia ganadora en el juego propio.

La siguiente y ultima nos habla sobre la existencia de un club en P, (H,) que
seran submodelos elementales en realidad y nos da otra vez, siguiendo el espiritu de
la definicién anterior, la existencia de cierto ¢ que tiene que cumplir la genericidad.

Definicién 4.2.3. Decimos que B es modelo-propia si para algin’ )\ suficien-
temente grande hay un C' C P, (H,) club de submodelos elementales numerables
M < Hy con B € M con la propiedad de que para cada p € M N B existe ¢ < p
de tal forma que q es (B, M)-genérico.

Nuestro objetivo en esta seccion es mostrar la conexion de éstas tres definiciones
en el siguiente teorema, resulta que son equivalentes.

Teorema 4.2.1 (Shelah, 1982; Gray, 1982; Taylor; Jech). Sea B un dlgebra
booleana completa, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) B es booleana-propia.
(1) B es jugable-propia.
(1) B es modelo-propia.

Demostracién: (I11) = (II). Veamos que el jugador II tiene estrategia
ganadora en G(B). Sea A un cardinal suficientemente grande y C' := {M : M <
P, (H,)} una familia de submodelos elementales que forman un club en P, (H.,)
tal que cumplen la condicién que hace a B modelo-propia. Crearemos una estra-
tegia ganadora para II de la siguiente manera: si el jugador I escoge p € B y juega
Wy, entonces la estrategia es que Il escoja My € C tal que Wy € My v p € My, asi
juegue By := Wy N My; luego si I juega W, 11 escoje M,, € C tal que M,, = M, _4
entonces II debe jugar By = Wy N M, B} = Wi N M,, ..., como muestra el
siguiente esquema:

1 P, Wo W
| By=WoNMy |...| By =WyN M, Bf =W, NM,...

Tenemos que My C M;... es una cadena creciente de C' que por ser cerrado
tenemos M := |JM, € C. Sabemos que existe ¢ < p que es (B, M)-genérico;
asi para cada n, W,, € M y W, N M es predenso bajo q. Ademas W,, " M =
Ukeo Wo N M) = Uy, Bi es predenso bajo ¢ y el jugador II gana si sigue la
estrategia.

"Se puede cambiar la palabra algtin por todos.

52



4.2. EQUIVALENCIAS DE QUE B SEA PROPIA 53

(II) = (I) Veamos que B es booleana-propia, supéngase que el jugador
I1 tiene estrategia ganadora en el juego B, digamos o; sean p > 0, A > w y
W = {ans : o, > A} una matriz de particiones de p. Queremos encontrar un

club C' C [\]“ tal que
Vo e C(HZ@M #0).

aExr BEx

Para cada a, sea W, 1= {aqsp : B < A}. Defina F' : A<¥ — [A]* de la siguiente
manera, si e C Ay |e|] < Xy defina F(e) un conjunto numerable tal que si e =
{ag,...,ary y {B/ : j < ki < j} son los movimientos del jugador IT en la
jugada k jugando segin o cuando el jugador I juega W, ... W,,, F(e) = {f <
AV < EkVi < j(aap € Bg )}. Tenemos que F' es una funcién generadora. Asi
pues C := Clp es club en [A]“. Veamos que C' cumple lo requerido. Sean = € C,
enumeremos a z, digamos, * = {z,, : n € w}. Considere &(B) con I jugando p y
W,, v II jugando segiin o juega {B*} asf por definicién de F se sigue que para

cada n: -
DAviye B <D aus
n==k

pBex

Como o era estrategia ganadora, hay un ¢ < p que testifica que la union es
predensa bajo ¢ por lo tanto

HZGQQ%O.

acx Bex

(I) = (1) Crearemos una estrategia ganadora para I/ en el juego propio.
Sea A\ = 2Bl > ), sea p € BT. Considere la matriz de particiones dada por todas
las particiones de p junto con una enumeracién de todos sus elementos, digamos,
an3 vy B < A\ agregando ceros si es necesario. Suponga que I empieza jugando
p € Bty juega W, Wa,, ..., W,,; como existe C' C [A]“ club tal que,

Vo € C(HZ%B #0)
acx BEx

tome xg € C'y defina inductivamente x,, € C' tal que z,,_; C z,, esta es una cadena
de elementos de C por lo que z*° := (J, ., 7n € C, cada z; es numerable por lo
que la estrategia que seguird I1 es jugar en la jugada n, By} := {Ga 1 & € T, }.
Veamos que es ganadora. Defina a continuacion,

B, = G B*
k=n

o= [1 2 o

acx>® fex>

tenemos que g < Zﬁ</\ aq3 = p. Definase

Oy 1= Z{aanﬁ cx €™} = ZBn
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como B; es predenso en su supremo por ser subconjunto de anticadena, tenemos
que B, es predenso en d,, ademds ¢ < §, para cada n, as{ |J~, B es predenso
bajo ¢, para todo n € w. Por lo tanto la estrategia es ganadora para I1.

(II) = (I1I) Sea o una estrategia ganadora para II en &(B), es decir
si (p,Ag,...,A,) es lo que juega I entonces o(p, Ay,...,A,) es lo que jugard
1] y siempre ganara si sigue esta estrategia. Sea A un cardinal suficientemente
grande, note que o € P, (H,); queremos encontrar un club de P, (H,) que sea
subconjunto de

M :={NCP,(Hy): N<H\AN|N| <R ABeNAVpeBNN

dg < p(q es (B, N)-genérico)}.

Definamos el siguiente conjunto
C:={NCP,,(Hy): N<H\ABe NAoeN}.

Es facil ver que C' es club en P, (H,). Afirmamos que C C M. Sea N € M y
p € BNN, nos fijamos en todas las anticadenas maximales que estan en N; como N
es numerable podemos enumerarlas digamos (A,, : n € w). Considere la jugada n de
I en el juego propio, digamos, (p, Ay, ..., A,), como o,p, Ay, ..., A, € N tenemos
que o(p, Ag, ..., An) = (BY,...,B') € N y como Bl es numerable tenemos que
B! C N también. Al final del juego como B; = |J{B; > i} € A; N N pero como
o es ganadora existe ¢ < p tal que B; es predenso bajo ¢ para toda ¢ € w, por lo
tanto A; N N es predenso bajo q y asi g es (B, N)-genérico. .

En ésta ultima parte del capitulo, mencionaremos brevemente el por qué de
todo lo que hemos hecho. No entraremos en detalles sélo lo haremos como un
comentario superficial para poder entender las razones principales del desarrollo
de éste trabajo para una investigacion futura.

Este dltimo teorema es la clave para determinar cuando un algebra booleana
es propia. Hay una cuarta version que es quizd un la mas facil de establecer con
palabras y es la versién de teoria de forcing. La nocién de propio fue introducida
por Shelah y su objetivo principal era que queria un forcing que preservara wy
y para esto basta con lo siguiente: decimos que un algebra booleana es propia
si para todo A > w regular, todo subconjunto estacionario de [A]“ permanece
estacionario en la extensién genérica. Algo importante de remarcar es que ser
propio se preserva bajo iteraciones de soporte numerable. Un teorema sencillo de
establecer es el siguiente:

Ejemplo 7. Toda algebra booleana B que cumple la c.c.c® es propia.

Demostracién: Considere la version jugable-propia y juguemos sobre B, es
facil dar una estrategia ganadora para I1, sélo deje que escoja toda la anticadena
que juega I. "

En este ejemplo de teorema vimos que es muy facil decidir si el dlgebra era pro-
pia por medio de nuestras equivalencias. Todo lo que hicimos en algebras booleanas

8Recuerde que un dlgebra booleana es c.c.c si toda anticadena es a lo mas numerable.
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en realidad es valido para érdenes parciales: Para cualquier algebra booleana com-
pleta, ya vimos que le podemos asociar un orden parcial de manera natural, y se
demuestra que cualquier orden parcial encajado densamente en el algebra tiene
las mismas extensiones genéricas que el orden parcial asociado. Dado un orden
parcial arbitrario, no siempre lo podemos encajar densamente en un algebra boo-
leana completa, pero de cierta manera si podemos, el truco esta en considerar un
cociente del orden parcial que se llama el cociente separativo y éste si se puede
encajar densamente en un algebra booleana completa, lo que importa es que las
extensiones son las mismas. La clase de érdenes parciales propios es muy amplia,
todos los 6rdenes parciales usuales® son propios.

Considere el axioma de Martin:

Definicién 4.2.4 (Axioma de Martin). M A(k) es el siguiente enunciado: Sea
x un cardinal infinito y sean P un orden parcial que cumple c.c.c y Z una familia
de a lo més k densos de P. Entonces existe un filtro Z-genérico” en P.

MA es que MA(k) es cierto para todo k < ¢.

El axioma de Martin junto con los principios combinatorios (que estudiamos en
el apéndice) son las herramientas clasicas (y béasicas) de un top6logo o conjuntista
que quiere demostrar la consistencia de algin enunciado bajo la formalizacién de,
digamos, ZFC.

Definicién 4.2.5 (Proper forcing axiom(PFA)). PF A es el siguiente enun-
ciado: Sea [P un 6rden parcial propio y (D, : @ < wi) una sucesiéon de densos de
P. Entonces existe un filtro Z-genérico en P.

Por nuestro teorema de ejemplo 7 sabemos que PF A implica M A(w;); no es
nuestra tarea desarrollar con certeza la teoria del forcing propio ni estudiar PF A,
solo queremos motivar lo hecho en éste trabajo. Hay una gran variedad de resul-
tados interesantes, como ejemplo de la fuerza de PFA es que puede predecir la
cardinalidad del continuo, nos dice que si ZFC+ “existe un cardinal supercom-
pacto” es consistente también ZFC + 2% = R, + PF A es consistente, he aqui
parte de la fuente de su fuerza. Mencionaremos un par de teoremas sorprendentes:

Teorema 4.2.2. Suponga PFA.

(1) Eziste un dlgebra booleana de cardinalidad 2™ que no se puede encajar en
P(w)/Fin.

(11) Existe un espacio compacto y Hausdorff de peso 2% que no es la imagen
continua de f(w) \ w.

Teorema 4.2.3. PFA implica que toda familia no numerable de subconjuntos de
w continene una cadena o una anticadena no numerable.

9Usuales en el sentido de forcing.
10Un filtro es Z-genérico si intersecta a cada miembro D € 2.
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Teorema 4.2.4. PFA implica que,

(1) Toda funcidén de un conjunto no numerable de reales en los reales es mondto-
na en un subconjunto no numerable.

(11) Toda dlgebra booleana no numerable tiene una anticadena débil no numera-
ble.

Jugando un poco con el enunciado, obtenemos unas cuantas variaciones de
PFA que también son de interés, por ejemplo, el principio mdzimo de Martin que
es una generalizaciéon de PFA y entre otras cosas resuelve la hipdtesis del cardinal
singular.

Todo esto relacionado con el forcing propio va més alla de este texto, queriamos
solamente hacer un comentario; es esencial para una investigacion futura y obtener
resultados de consistencia, saber como atacar otros problemas abiertos incluso de
otras areas, o saber que tan complicados son.
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Apéndice

Aplicaciones

Hay una gran variedad de aplicaciones de la teoria de conjuntos estaciona-
rios. Los estacionarios sobre un cardinal tienen aplicaciones en la misma teoria de
conjuntos: tenemos los llamados cardinales de Mahlo, los teoremas de Silver, las
propiedades de reflexion, saturacion, precipitacion, y los principios combinatorios;
también tenemos algunas aplicaciones en topologia (de conjuntos). Presentaremos
algunas de éstas en este texto.

Ya vimos que la generalizacién de los estacionarios sirve para definir las alge-
bras booleanas propias y junto con ellas toda la poderosa teoria del forcing propio,
pero ademas nos sirve para definir las llamadas algebras proyectivas y las de Cohen;
también tenemos propiedades de reflexiéon y saturacién. Hay ademds una genera-
lizacién del principio ¢ llamado & que resulta muy poderoso. No tendremos la
oportunidad de desarrollar éstas aqui, pero esperamos que podamos sembrar la
curiosidad en el lector y tenga el placer de investigar un poco mas a fondo.

A.1. Principios combinatorios

En ésta seccién veremos algunos enunciados que son muy ttiles y se basan
en los estacionarios, se llamana principios combinatorios o de adivinaciéon. Nos
ayudan mucho a dar pruebas de consistencia. En general, nos pueden ayudar a
dar pruebas de consistencia de enunciados de topologia, andlisis, algebra, etc.

El primer principio combinatorio, es el clasico principio diamante, trabajaremos

solo con wy aunque se puede generalizar a cualquier cardinal:

Definicién A.1.1 (Jensen). Llamamos ¢ al principio: Hay una sucesién (4, :
a < wp) tal que A, C « para cada o < w; y para cada A C w el conjunto
{a <w;:ANa=A,} es estacionario en w;.

Una sucesion como en la definiciéon anterior se llamard una {-sucesién. De
cierta manera en una {-sucesion capturamos a todos los subconjuntos de wy.

Un resultado interesante es el siguiente.
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58 APENDICE A. APLICACIONES

Teorema A.1.1. { implica la hipotesis del continuo.

Demostracién: Sea (A, : @ < w;) una {¢-sucesién. Tenemos que el conjunto
o ={a <w;: ANa = A,} es estacionario en w; pues A C w;. Note que |&7| = N
por ser estacionario. Asi debe existir ap € &7 tal que A = A,,. Ahora defina la
funcién f: P(w) — wy, con f(A) = donde f := min{a < w; : Ag = A}. Es facil
ver que es una funcién inyectiva. Por lo tanto R; = 2%0 "

Asi como este resultado hay muchos otros, ¢ es muy ttil, por ejemplo se puede
demostrar que implica la negacién de la hipétesis de Suslin' También es cierto que
HC # 0.

Si fortalecemos un poco ¢ tenemos el siguiente principio:

Definicién A.1.2. Llamaremos (' al siguiente enunciado, existe una sucesién
(A, s a < wy) tal que A, € [P(a)]=¥ para cada a < wy, y para cada A C w; existe
un club C' de w; tal que se cumple:

Vae C(ANae A,ANCNaeA,).

Se puede demostrar que 07 = O y que 0T = HK, donde HK es la
hipdtesis de Kurepa?

Ahora si debilitamos un poco a ¢ tenemos:

Definicién A.1.3 (Ostasziewski). Llamaremos el principio & al siguiente enun-
ciado: Existe una sucesién (s, : @ € wy N Lim \ {0}) tal que para cada a:

(1) s
(1) £.0.(5) = w;
(1I1) sup s, = @;
)

(1v) Cada subconjunto no numerable de w; contiene algin s,.

Es facil demostrar que ¢ = &, bajo HC estos principios son equivalentes
sin embargo Shelah probé que & = HC'.

Podemos debilitar aiin méas la hipétesis, para obtener el principio b:

Definicién A.1.4. Llamamos b al siguiente enunciado: Existe una sucesén (A4, :
a < w;) con A, C w tal que para cada A € [w;]™ existe o con 4, C A.

Se puede probar que & = by que CH = b, es decir, b es bastante débil.
Sin embargo se puede demostrar:

Teorema A.1.2. MA(R,)) = —b

'Hipétesis de Suslin: Todo 4rbol de altura w; tiene una rama de longitud w; o una anticadena
de cardinalidad Nj.
2Existen grboles de altura w; con al menos wy ramas cofinales.
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A.2. CARDINALES DE MAHLO 59

Hay muchas maneras de generalizar ¢ y la mayoria son muy utiles, tenemos
algunos ejemplos de usos de ellos en distintas areas.

(Analisis funcional) Akemann y Weaver en 2004 usaron ¢ para construir
una C*-algebra® que sirve de contraejemplo al problema de Naimark®.

(Algebra/ teoria de modelos) Shelah usé diamante para demostrar que
todo grupo de Whitehead?® es libre.

(Topologia) Ostasziewski usé & + HC' para consturir un espacio primero
numerable, perfectamente normal, hereditariamente separable, localmente nume-
rable, localmente compacto, numerablemente compacto y Hausdorff que no es
Lindelof.

A.2. Cardinales de Mahlo

Los cardinales de Mahlo, son un tipo especial de cardinales grandes y tienen
propiedades muy interesantes, fue la primera apariciéon de los conjuntos estacio-
narios, en 1911.

Lema A.2.1. Sea k un ordinal. Si f : o« — Kk es una funcion normal y cofinal en
k entonces Fix(f) # 0 si y sdlo si k es reqular y no numerable.

Demostracion: Suponga que k es singular o k < w, si k es singular construya
f : cf(k) — K de tal forma que sea normal y cofinal tal que f(§) > cf(k) y
¢ < ¢f(k), ésta no tiene puntos fijos; si kK = w cualquier funcién creciente y no
acotada de w en w nos sirve.

Suponga que kK > w es regular y f : &« — k normal y no acotada en s, como
k es regular y la funcién es cofinal debe ser &« = k. Ya sabemos que el conjunto
Fix(f) es club en k y por lo tanto es no vacio. .

Definicién A.2.1. Un cardinal « se llama cardinal de Mabhlo si el conjunto de
cardinales inaccesibles bajo k es estacionario en k. x se llama Mahlo débil si el
conjunto de cardinales regulares bajo k es estacionario en k.

Observacién 10. Equivalentemente, los cardinales de Mahlo (débil) son los car-
dinales tales que para cada funciéon normal y no acotada existe un punto fijo
inaccesible (regular); esto es facil de establecer usando el lema y el hecho de que si
K no es regular entonces existe un conjunto X C x no acotado tal que | X| < Ky si
tomamos el conjunto Acum, (X —|X|)\ {x} es club y no contiene ningtin cardinal
inaccesible.

Teorema A.2.2. Si sk es Mahlo entonces es inaccesible.

3Un C*-algebra es un dlgebra de Banach compleja con una operacién * llamada involucién.

4En pocas palabras el problema de Naimark es un problema de clasificacién de C*-lgebras
“simples”.

5Un grupo es de Whitehead si es abeliano y, siempre que B es un grupo abelianoy f : B — A
un epimorfismo cuyo nicleo es isomorfo a Z entonces existe un homomorfismo de regreso g : A —
Bcon fg=1ida.
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Demostracion: Por lo anterior, x es regular veamos que es limite fuerte.
Suponga que no y sea vy < k tal que 27 > xk y tome la funciéon f : k — x dada por
f(a) = a+ 7, es claramente una funcién normal y no acotada. Fiz(f) no puede
contener cardinales limites fuerte ya que sus elementos varian entre v y 27, por lo
que no pueden ser inaccesibles, por lo tanto x no puede ser Mahlo. "

De hecho, todo cardinal x de Mahlo es hiperinaccesible, es decir, debajo de él
hay k cardinales inaccesibles (el conjunto es estacionario y k regular).

Con ayuda de los cnjuntos estacionarios, podemos construir la que es llamada
la operacion de Mahlo que es muy comin en la teoria moderna; fue usada por
Mahlo para dar ese brinco entre los cardinales inaccesibles y los cardinales de
Mahlo. Con ayuda de esta operacion podemos formar una jerarquia de conjuntos
estacionarios.

Definicién A.2.2. Sea X una clase de ordinales entonces H(X) := {a € X :
a N X es estacionario en a}.

Asi si X es la clase de cardinales regulares, H(X) es la clase de Mahlo débiles.
Si X es la clase de los inaccesibles, H (X)) son los cardinales de Mahlo. Si iteramos
tenemos que:

H(X) = X;
H"“(X)Z H(H*(X);
ﬂH ) si 5 € Lim.

Con esta operacion podemos crear mas y mas cardinales de Mahlo. Los cardi-
nales de Mahlo son de importancia, como cualquier otro cardinal grande, ya que
nos proveen de métodos para decir “cudan complicado” es algo. Con los Mahlo,
tenemos los llamados principios de reflexién, que no desarrollaremos, pero son
muy importantes. El estudio de estos principios se debe principalmente a Lévy y
a Bernays.

Ahora variaremos un poco la operacion de Mahlo para trabajar en nuestros
conjuntos favoritos:

Definicién A.2.3. Sean x un cardinal regular y no numerable, y S C x estacio-
nario, definimos la traza de S como el conjunto 77(S) = {a < Kk : cf(a) >
w A SN a es estacionario en a}.

Considere el algebra cociente P(k)/.Zys% si S =T entonces Tr(S) = Tr(T);
entonces podemos pensar Tr : P(k) — P(k) como una operacién en P(k)/Zns.
Decimos que una propiedad se cumple para casi todo o € A si y sélo si se cumple
para todos salvo un conjunto no estacionario.

6Recuerde que S ~ T(S = TmodIys) <= S AT € Iys, es decir, si difieren por muy
poco.

60



A.3. ALGUNAS APLICACIONES A LA TOPOLOGIA DE CONJUNTOS 61

Definicién A.2.4. Sean S y T estacionarios en k, decimos que S < T' si y s6lo si
para casi todo o € T', S N « es estacionario en «.

El siguiente lema es facil de establecer, nos da las propiedades que necesitamos.

Lema A.2.3. (1) A<Tr(A);,
(n) A< By B <C entonces A< C;
(1) Si A< B, A= A" modYys y B= B mod¥yg, entonces A’ < B'.

Asi pues tenemos que es una relacion transitiva, mas aun, Jech demostré que
es bien fundada:

Teorema A.2.4. Para cada subconjunto X no vacio de P(k)/Iys existe un ele-
mento <-minimal.

Siempre es muy importante poder clasificar jerarquicamente y con ésta cons-
truccién podemos dar una cierta jerarquia a los estacionarios.

A.3. Algunas aplicaciones a la topologia de con-
juntos

En esta seccién discutiremos brevemente unas pequenas apariciones de los
conjuntos estacionarios en la topologia de conjuntos, asumiremos que el lector
conoce un poco de topologia (lo visto en un primer curso).

Primero que nada veremos brevemente algunos resultados en espacios lineal-
mente ordenados que tienen que ver con conjuntos estacionarios y un resultado
interesante con los llamados espacios de Baire, luego pasaremos al estudio réapido
de grupos topoldgicos. Para més informacién en el tema referimos el lector a [3]
y [2].

Recuerde que a un conjunto linealmente ordenado se le puede dotar con una
topologia, llamada la topologia del orden y es la generada por intervalos y rayos.
En particular nosotros podemos dotar a nuestros ordinales con esta topologia.

Como primer ejemplo, tenemos el siguiente resultado que es una simple apli-
cacion del teorema de Fodor:

Teorema A.3.1. 5i S C k, k reqular y no numerable, es estacionario, entonces
S no es paracompacto.

Demostracién:[Bosquejo] Considere la cubierta {[0,a] : a < wi} y luego
suponga que existe refinamiento localmente finito y tome las vecindades que lo
testifican. Luego aplique el teorema de Fodor para encontrar que en realidad nues-
tra cubierta es numerable, lo cual es una contradiccién. "

Con ayuda del teorema y otros resultados adicionales se puede demostrar el
siguiente,
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Corolario A.3.2. Un subespacio S de k es metrizable si y sélo si es paracomacto
sty solo si no es estacionario.

El teorema mas grande con relacion a éstos espacios es el siguiente:

Teorema A.3.3 (Engelking, Lutzer; 1977). Sea X un espacio linealmente
ordenado, X es paracompacto si y solo si no contiene un subespacio cerrado ho-
meomorfo a un conjunto estacionario de un cardinal reqular.

De hecho los autores del teorema lo hicieron para una clase més grande de
espacios llamados espacios ordenados generalizados.

Un enfoque diferente de los estacionarios, como lo muestra [3], es con la propie-
dad de Baire. Recuerde que un espacio X tiene la propiedad de Baire o es de Baire
si y solo si cualquier intersecciéon numerable de densos abiertos es densa abierta.

Con un poco de trabajo y con ayuda de los estacionarios en wj, se puede
demostrar:

Teorema A.3.4. Existen espacios metrizables X y'Y con la propiedad de Baire
tales que X XY no es de Baire.

Pasaremos brevemente al estudio de grupos paratopoldgicos, un grupo parato-
polégico es un grupo G que también es un espacio topolégico y que la operacion

del grupo es continua’.

Una familia de subconjuntos A = {A; : i € I} de un espacio X es discreta si
para cada x € X existe una vecindad U, de x tal que intersecta a lo méas a un
A;. Decimos que un espacio es normal coleccién por coleccién o por colecciones®
si para cualquier familia discreta de conjuntos cerrados, existe una coleccién de
abiertos U = {U; : i € I} tal que A; C U; y U es ajeno por pares. Si la familia A
estd formada por singuletes decimos que es Hausdorff coleccion por coleccion.

En el magnifico articulo de Buzyakova y Vural( [2] ), se estudia la relacién de

estos espacios con los conjuntos estacionarios de cardinales regulares y no nume-
rables. Citaremos sus resultados principales:

Teorema A.3.5. Sea G un grupo paratopologico. Si G contiene un subespacio
estacionario de un cardinal reqular no numerable, entonces se cumple:

(1) G no es hereditariamente normal o no es hereditariamente Hausdorff por
colecciones.

(11) G no es hereditariamente normal por colleciones.

Teorema A.3.6. Suponga HGC. Sea G un grupo paratopologico. St G contiene
un subespacio estacionario de un cardinal regular no numerable entonces G no es
hereditariamente normal.

"Un grupo topoldgico es un grupo paratpolégico con la funcién que manda a inversos, conti-
nua.
8 Collectionwise, en inglés.
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Un espacio T} X se llama normal mondétono si para cada v € X y x € U
abierto, existe una vecindad V, ; tal que:

(I) x E ‘/z,U cU
(11) Si Vo (Ve # 0 para algin ’ € U’ C X, entonces x € U' o y € U'.

Teorema A.3.7. Sea G un grupo paratopologocio, si G es normal mondtono en-
tonces G es hereditariamente paracompacto.

Corolario A.3.8. Sea G un grupo paratopologico, si G es subespacio de un espacio
linealmente ordenado entonces G es paracompacto.

Se pueden hacer muchisimas cosas con los clubs y estacionarios dada su na-
turtaleza simple, son muy volatiles y 1tiles cuando de herramientas se tratan.
Aqui sélo echamos un pequeno vistazo para convencerles de que son excelentes
companeros en la vida de un matemaético.
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