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Resumen

En este trabajo se utilizará una herramienta matemática conoci-
da como máquina de Turing para clasi�car problemas dentro de la
misma matemática a partir de su complejidad, es decir, un problema
más di�cil de resolver que otro tendrá un grado de complejidad mayor.
Dicho grado de complejidad de un problema matemático será medido
dependiendo de la comparación de dicho problema con ciertos conjun-
tos de�nidos a partir de lo que puede y no puede hacer una máquina de
Turing. Lasmáquinas de Turing son el predecesor teórico de las compu-
tadoras, y trabajar con máquinas de Turing, al ser objetos teóricos, nos
dan la ventaja de no tener las limitaciones físicas de las computadoras,
tales como el tiempo de cómputo y la cantidad de memoria �nita. Se
desarrollará primeramente la teoría de las máquinas de Turing y hasta
llegar a un problema de las conocido como el problema de la detención,
a partir del cual se darán varias aplicaciones. Dentro de las aplicaciones
se calculará el grado de complejidad de tres problemas matemáticos:

Calcular la componente conexa de un vértice en un grafo compu-
table
Calcular un ideal maximal dentro de un anillo conmutativo
computable
El décimo problema de Hilbert

los cuales resultarán ser equivalentes en complejidad, pero ninguno de
ellos soluble.

Palabras clave: computabilidad, Turing, detención, computable,
aritmetización.
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Abstract

In this proyect a tool named Turing machine is used for clasi�ng
math problems throught their complexity, that is, one is harder than ot-
her if it has a major complexity degre. The complexity degree of a math
problem is measured from its relation with some special sets de�ning
from what a Turing machine can do or do not. The Turing machines
are the theoric ancestors of the computers, but working with Turing
machines give us the advantage of we do not have physics limitations
as with the real ones.

Firstly, we will develop the theory of Turing machines until we get
to the well-known halting problem, after that we give some applications
of it.

In the applications we study the complexity degree of three impor-
tant problems:

Compute the connected component of a vertex in a computable
graph.
Compute a maximal ideal in a conmutative computable ring.
Hilbert's tenth problem.

All of these three problems are complexity-equivalents but none of
them is solvable.
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Introducción

A principios del siglo XX, David Hilbert junto con otros matemá-
ticos intentaban formalizar la matemática de tal maner a que existiera
una forma algorítmica de decidir la veracidad o falsedad de cualquier
proposición matemática, y en particular, se preguntaban si existía for-
ma de determinar si cualquier fórmula del cálculo de predicados de
primer orden sobre los enteros era verdadera o no (Entscheidungspro-
blem). Sin embargo en 1931 Kurt Gödel presentó uno de sus teoremas
de incompletitud, en el cual se delinea el modo de construir, dado un
sistema axiomático con cualidades deseables especí�cas, una fórmula
que no puede ser demostrada ni refutada. Como consecuencia de este
teorema se tuvo que ninguna teoría consistente y decidible que contu-
viera a la aritmética de Peano podía ser completa, es decir, que para
cada fórmula, ella o su negación fueran demostrables.

Algunos años más tarde se trató de formalizar la idea de algoritmo,
y con ello separar procesos que sí eran algorítmicos, y procesos que
no lo eran. En 1936 Alan Turing introdujo la idea de las Máquinas de
Turing intentando formalizar la idea de algoritmo, y a pesar de que
había otros modelos con el mismo �n, como las funciones recursivas o
las funciones λ− definibles, todos ellos resultaron equivalentes.

Alonzo Church propuso que toda función intuitivamente calculable
era λ-de�nible (y por tanto recursiva general, pues eran conceptos equi-
valentes). Poco después de esto, Turing propuso otro tipo de funciones,
las funciones Turing-computables que eran precisamente las que po-
dían ser calculadas por Maquinas de Turing. En 1937 Turing demostró
que las funciones Turing-computables eran exactamente las funciones
λ-de�nibles y por ende, las funciones recursivas. El concepto de que to-
da función intuitivamente calculable es una función Turing-computable
es conocido como la tesis de Church-Turing.

Desde entonces, las máquinas de Turing han tenido una gran can-
tidad de aplicaciones, desde áreas aplicadas como el analisis de algo-
ritmos, donde se utilizan para la clasi�cación y el estudio de las clases
P , NP , y NP-Hard principalmente, hasta áreas más abstractas como
la lógica matemática. En esta última se han utilizado incluso para dar
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10 INTRODUCCIÓN

un orden de �di�cultad� a muchos de los problemas matemáticos, e
incluso se les da una estructura de orden parcial construida en base a
las máquinas de Turing.

En nuestro caso, utilizaremos dichas máquinas para encontrar pro-
blemas indecidibles dentro de las matemáticas, recurriendo principal-
mente al llamado problema de la detención, un problema indecidible
concerniente a las mismas máquinas de Turing. Los problemas serán
de distintas áreas de la matemática, como la combinatoria, la teoría de
números o el álgebra.

El último de los problemas que demostraremos equivalente al pro-
blema de la detención, es el conocido como �El décimo problema de
Hilbert�, un problema referente a la existencia de un algoritmo gene-
ral, para decidir si una ecuación diofántica, con cualquier cantidad de
variables, tiene solución o no. Este problema planteado junto con los
otros problemas de Hilbert en el año 1900, tardó 70 años en ser resuelto,
hasta que se le dió una respuesta negativa por parte de Yuri Matiyase-
vich, tras más de 20 años de trabajo por parte de Matiyasevich y otros
tres matemáticos más: Martin Davis, Julia Robinson y Hilary Putnam.
El trabajo lo comenzó Martin Davis en 1949, y en años siguientes se
fuernos conjeturando condiciones para la solubilidad del problema. Las
conjeturas se fueron probando hasta llegar a la conclusión en 1970, con
una publicación de Matiyasevich, de que los conjuntos diofanticos y los
conjuntos recursivamente enumerables, eran exactamente los mismos,
y con esto y algunos resultados de computabilidad que veremos más
adelante, se concluyó que tal algoritmo no existía.

Aquí, como dijimos anteriormente, utilizaremos dicha demostración
no solo para dar una respuesta negativa al décimo problema de Hilbert,
sino también para demostrar que el problema de encontrar un algoritmo
que nos responda si dada cualquier ecuación diofántica con cualquier
cantidad de variables, tiene solución o no, es equivalente al problema
de la detención.



Capítulo 1

Conceptos Básicos

Para hablar acerca de Máquinas de Turing, necesitamos primero
hablar de lenguajes, y para ello, de�niremos ciertos conceptos que nos
llevarán a una de�nición formal. Intuitivamente un lenguaje es un con-
junto de �palabras� formadas con ciertos símbolos de cierta forma que
�tengan sentido�, como las palabras en español o las expresiones ma-
temáticas.

1.1. Alfabetos, cadenas y lenguajes

Definición 1.1. Un alfabeto es un conjunto Σ, que es �nito y no
vacío. A los elementos de Σ los llamaremos símbolos o caracteres.

Definición 1.2. Sea n ∈ N. Una cadena de longitud n sobre Σ, es
una n-tupla de elementos de Σ. A la cadena de longitud 0 la denotamos
por ε. Al conjunto de todas las cadenas de largo n sobre Σ lo denotamos
por Σn. Entonces de�nimos el conjunto de cadenas sobre un alfabeto
Σ por:

Σ∗ =
⋃
n∈N

Σn

A una cadena de longitud n, (a1,a2, ..., an), la esribiremos simple-
mente yuxtaponiendo sus caracteres, es decir, si c es dicha cadena,
c = a1a2...an.

Definición 1.3. Sean a = a1a2...an y b = b1b2...bm dos cadenas.
De�nimos la concatenación de a y b por: ab = a1a2...anb1b2...bm. De�-
nimos también de forma recursiva a0 = ε, y ak = aak−1

Definición 1.4. Un lenguaje L sobre Σ es un subconjunto de Σ∗.

Definición 1.5. Sean L ⊆ Σ∗ y L′ ⊆ Σ∗ dos lenguajes sobre Σ.
De�nimos las siguientes operaciones:
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12 1. CONCEPTOS BÁSICOS

La concatenación de L y L′:
L◦L′ = {xy : x ∈ L, y ∈ L′}

La potencia de L:
L0 = {ε}
Ln = LLn−1

La claúsura de Kleene de L:
L∗ =

⋃
n∈N

Ln

El complemento de L:
Lc = Σ∗\L

Ejemplo 1.1. Como ejemplo de lenguaje más común, tenemos el
lenguaje de las palabras en español; aquí el alfabeto Σ consta del al-
fabeto en castellano, y el lenguaje E consta de aquellas sucesiones de
caracteres que tienen signi�cado en español, así, correr es una palabra
del lenguaje mientras que aabbccdd no lo es.

1.2. Máquinas de Turing

Una máquina de Turing es en cierta forma una computadora teórica,
a pesar de que tiene sólo unos cuantos mecanismos primitivos, puede
relizar cualquier computación que efectúe cualquier computadora real
actual.

Informalmente, una máquina de Turing se puede visualizr como una
cinta con borde por la izquierda pero in�nita hacia la derecha, dividida
en una in�nidad de celdas y cada una conteniendo un caracter de un
alfabeto, llamado alfabeto de la cinta. Además cuenta con un cabezal
posicionado sobre una celda a la vez y que lee su caracter. La máquina
de Turing cuenta con un conjunto �nito de estados, y en cada instante
se encuentra en uno y solo uno de ellos. Con estas herramientas, una
máquina de Turing, dependiendo del estado en el que esté y del caracter
que lee el cabezal, pasa a un nuevo estado, puede o no cambiar el
caracter de la celda donde está colocado y �nalmente desplazarse una
celda a la izquierda o una celda a la derecha. Existen también dos
estados especiales; un estado inicial donde comienza la computación, y
un estado �nal, donde la máquina se detiene. Una máquina de Turing
tambien cuenta con un alfabeto de entrada que es un subconjunto del
alfabeto de cinta, empieza en el estado inicial con una cierta cadena
sobre el alfabeto de entrada y de�ne una función dependiendo de la
transformación de dicha cadena hasta que la máquina se detiene.
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Figura 1. Ejemplo grá�co de una máquina de Turing

Daremos ahora una de�nicion formal:1

Definición 1.6. Una máquina de Turing M es una 7-tupla

M = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ)

donde:

Q es el conjunto de estados deM

q0 ∈ Q es el estado inicial

qf ∈ Q es el estado �nal

Γ es el afabeto de la cinta

Σ ⊂ Γ es el alfabeto de entrada

B ∈ Γ\Σ es un símbolo especial llamado �blanco�

δ : Q× Γ→ Q× Γ× {I,D,N} es una función parcial llamada
función de transición, donde δ (q1, s1) = (q2, s2,m), indica que
estando en el estado q1 y leyendo el símbolo s1, la máquina pasa
al estado q2, escribe el símbolo s2 en lugar de s1 y se mueve a
la derecha si m = D, a la izquierda si m = I, o no se movió si
m = N . Además δ (qf , s) está inde�nido para todo s ∈ Γ

1Esta es solo una de tantas de�niciones de una máquina de Turing, en realidad
es la de�nición de una máquina de Turing determinista. En otros textos se pueden
encontrar de�niciones con cinta in�nita en ambas direcciones, máquinas de varias
cintas y/o varios cabezales y tambien máquinas de Turing no deterministas, sin
embargo, para nuestros �nes, todas ellas son equivalentes. Una máquina de Turing
no determinista es aquella donde δ es una relación que no necesariamente es una
función, así δ puede tener varias opciones a elegir.
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Figura 2. Visualización de la con�guración (qi, ucv)
donde
u = a1a2a3 y v = b1b2b3b4b5

Observación 1.1. Una diferencia esencial entre una máquina de
Turing y una computadora real, es que una máquina de Turing tiene
en cierta forma una memoria potencialmente in�nita, es decir, aunque
la cantidad de información que guarda en un instante dado es �nita,
esta cantidad no tiene una cota superior.

Observación 1.2. En cierto modo, una máquina de Turing está
de�nida solo en terminos de Q,Γ,Σ y δ, pues los demás terminos son
constantes.

Vamos a hablar ahora de a qué nos referimos cuando hablamos de
una máquina de Turing en un instante dado. En un momento especí�co,
para que una máquina de Turing M lleve a cabo una computación,
sólo se necesita conocer cierta información; el estado actual de M, el
contenido de la cinta y la posición en la que se encuentra el cabezal;
para hacer esto, daremos explícitamente el estado deM y dividiremos
el contenido de la cinta en tres: la cadena que está anterior al cabezal, el
caracter que está bajo el cabezal, y la cadena que está a la derecha del
cabezal, omitiendo en esta última la cadena que se encuentre a partir
del primer B en la cinta para evitar cadenas in�nitas. Formalizando
esto tenemos:

Definición 1.7. Una con�guración de una máquina de Turing
M = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ), es un elemento del conjunto de con�gura-
ciones posibles

CM = Q× Γ∗ × Γ× (Γ∗\ (Γ∗ ◦ {B}))

Regularmente escribiremos (q, uav) en lugar de (q, u, a, v).
Si M tiene una con�guración de la forma (qf , uav) diremos que

la máquina entró en el estado de detención, o simplemente que esta
detenida.
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Definición 1.8. La relación �llevar en un paso� de una máquina
de TuringM, está de�nida como `M⊂ CM × CM, donde

((q1, u1a1v1) , (q2, u2a2v2)) ∈`M ⇐⇒ δ (q1, a1) = (q2, x,m)

teniendo las siguientes opciones para x y m:

1. Si m = I, entonces u2a2 = u1 y v2 = xv1

2. Si m = D, entonces u2 = u1x y a2v2 = v1

3. Si m = N , entonces u1 = u2, v1 = v2 y a2 = x

De�nimos tambien la clausura re�exiva y transitiva de `M, como `∗M,
es decir,
C `∗ C ′ si y solo si, existe una sucesión de con�guraciones(

C = C1, C2, . . . , Cn−1, Cn = C
′
)

donde para cada 1 ≤ i < n se tiene que Ci ` Ci+1.
Se han omitido los subíndices, pues se sobreentiende que todas las

con�guraciones y relaciones son sobre una misma máquina de Turing
dada, de ahora en adelante haremos esta omisión cuando no se preste
a confusiones.

Nótese que esta sucesión puede tener un sólo elemento, de donde se
obtiene la re�exividad.

A la relación `∗ se le llamará �llevar en cero o más pasos�

Hasta ahora hemos de�nido todos los procesos que lleva a cabo
una máquina de Turing, pero nos falta dar un punto de partida para
estos procedimientos. Para poner en marcha una máquina de Turing,
debemos alimentarla con una cadena c en su alfabeto de entrada Σ, esto
lo haremos colocando un B en la celda que está más a la izquierda en
la cinta, y escribiendo cada uno de los caracteres de c en las siguientes
celdas, llenando la celdas restantes a la derecha de c, con símbolos B. La
máquina comenzará en el estado inicial qo, y el cabezal estara colocado
en la celda más a la izquierda de la cinta.

Todo lo anterior nos dará una con�guración inicial (qo, εBc).
Daremos ahora algunas de�niciones más.

Definición 1.9. Sea M = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ) una máquina de
Turing y sea c ∈ Σ∗, entonces decimos que M computa c con salida
d ∈ Σ∗ si y solo si existe un con�guración C tal que

(q0, εBc) `∗ C
donde C = (qf , εBd) .
También diremos queM simplemente se detiene sin especi�car su

salida si C = (qf , uav), con u, v ∈ Γ∗ y a ∈ Γ.
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Figura 3. Comienzo de una computación de una má-
quina de Turing, alimentada con una cadena c =
a1a2a3a4a5a6

EscribiremosM ↓ (c) = d o simplementeM (c) = d, para decir que
M se detiene con entrada c y salida d, también pondremos M ↓ (c)
si M se detiene con entrada c, sin especi�car su salida, y por último
escribiremosM ↑ (c), para decir queM no se detiene con entrada c.

Veamos ahora algunos ejemplos de ciertas máquinas de Turing muy
útiles para �jar ideas.

Ejemplo 1.2. La máquina borradora B = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ), es
una máquina que recibiendo cualquier cadena de entrada, se detiene
después de haberla borrado de la cinta, es decir,

∀w ∈ Σ∗ (B ↓ (w) = ε)

o equivalentemente,

∀w ∈ Σ∗ ((q0, εBw) `∗B (qf , εBε))

Construyamos entonces dicha máquina. Primero que nada de�-
namos las componentes de B; B funciona sobre cualquier alfabeto,
así que sean Σ = {s1,..., sn} un alfabeto cualquiera, Γ = Σ ∪ {B},
Q = {q0, q1, q2, q3, qf} y δ esta dada como sigue:

δ si B
q0 Inde�nida (q1, B,D)
q1 (q2, si, D) (qf , B, I)
q2 (q2, si, D) (q3, B, I)
q3 (q3, B, I) (qf , B,N)
qf Inde�nida Inde�nida

Entonces lo anterior, de�ne a la máquina de Turing borradora B.

También podemos expresar esta máquina de Turing mediante un
diagrama como el siguiente:
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Donde cada �echa de qi a qj, etiquetada con una tripleta a1\a2,m,
indica que se pasó del estado qi leyendo a1, al estado qj, escribiendo a2

y moviendose como indica m; en pocas palabras δ (qi, a1) = (q2, a2,m).

Ejemplo 1.3. La máquina copiadora C = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ) tam-
bién es independiente del alfabeto de entrada que escojamos, y al ser
alimentada con una cadena, escribe dicha cadena nuevamente inmedia-
tamente después de la primera y después se detiene. Formalmente

∀c ∈ Σ∗ (C ↓ (c) = cc)

Entonces la máquina C con alfabeto de entrada Σ = {a1, . . . , an}
consta de un conjunto

Q = {q0, . . . , q6, qa1 , qa11, . . . , qa14, qa2 , qa21, . . . , qa24, . . . , qan , qan1, . . . , qan4, qf}
de estados que depende del alfabeto de entrada, y la función de tran-
sición δ esta dada por la siguiente tabla:

δ B aj
q0 (q1, B,D) Inde�nida
q1 (qf , B, I) (q2, aj, D)
q2 (q5, B, I)

(
qaj1, B,D

)
q3 (q4, B, I)

(
qaj , B,D

)
q4 (q5, B,D) (q4, aj, I)
q5 Inde�nida

(
qaj , aj, D

)
q6 (qf , B,N) (q6, aj, I)
qai (q6, ai, I) (qai , aj, D)
qai1 (qai2, B,D) (qai1, aj, D)
qai2 (qai3, ai, I) (qai2, aj, D)
qai3 (qai4, B, I) (qai3, aj, B)
qai4 (q3, ai, D) (qai4, aj, I)
qf Inde�nida Inde�nida
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Esta máquina se puede visualizar con la siguiente �gura:

En la máquina C se utilizan estados indexados con los caracteres
del alfabeto para �memorizar� un cierto caracter, y ya que el alfabeto
es �nito, también los estados lo son. Esta técnica proveé a las máqui-
nas de Turing de memoria en cierto modo y se puede utilizar esto para
memorizar cualquier secuencia �nita de caracteres, utilizando estados
indexados con dicha secuencia.

Las máquinas de Turing también pueden combinarse o modi�carse
sin que esto presente un problema. Por ejemplo, podemos crear una
máquina de Turing que dada una cadena la copie hasta dejarla escrita
cuatro veces consecutivas en la cinta, simplemente cambiando el estado
�nal de la máquina C y �pegándolo� con una copia de C nuevamente.
También podemos hacer una máquina que primero duplique la cadena
de entrada y luego la borre (aunque esto sería de una utilidad nula)
simplemente cambiando el estado �nal de C por el estado inicial de B.
Regularmente usaremos máquinas de Turing ya de�nidas como hasta
ahora lo están B y C pero con algunas modi�caciones, ya sea agregando
algunos blancos "B", pegándolas unas con otras o cambiando algunos
estados.

Como un comentario �nal sobre las máquinas de Turing; si una má-
quina se trata de mover a la izquierda cuando está en la celda más a
la izquierda de la cinta, la máquina no podría continuar con la compu-
tación pero tampoco entrará en el estado �nal, entonces se dice que la
máquina se �cuelga�. Por otro lado, también puede entrar en un ciclo
in�nito y nunca detenerse, y aunque a veces se puede identi�car con
facilidad cuando esto sucede, no siempre es trivial hacerlo.



Capítulo 2

Tipos de lenguajes

Una tarea común dentro de las matemáticas es la de clasi�car los
objetos de estudio de cierta área; las máquinas de Turing nos pueden
ayudar para detectar ciertas propiedades dentro de lenguajes sobre un
alfabeto e incluso sobre funciones y conjuntos muy especiales sobre los
números naturales.

2.1. Lenguajes computables y aceptables

Hay una forma muy natural de relacionar funciones parciales con
máquinas de Turing, esto se hace con la siguiente de�nición.

Definición 2.1. Una función parcial f ; Σ∗1 7−→ Σ∗2 se dice que es
Turing-computable o simplemente computable si existe una máquina
de Turing M = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ), tal que Σ1 ∪ Σ2 ⊆ Σ y se tiene
además que:

∀c ∈ Σ∗1

(
f (c) =

{
d ⇐⇒ M (c) ↓= d

inde�nido ⇐⇒ M (c) ↑

)
Podemos extender esta de�nición a una función parcial con varios

parámetros g ; A∗1× . . .×A∗n 7−→ R∗ tomando A1∪ . . .∪An∪R ⊆ Σ, y
si c = (a1, . . . , an) ∈ A∗1× . . .×A∗n, entonces la representamos con la ca-

dena c = a1Sa2S . . . San−1San, donde S ∈ Γ\
((

n⋃
i=1

Ai

)
∪R ∪ {B}

)
funciona como un separador, y diferenciando la cadena c de la tupla c
por el contexto.

Inversamente también podemos de�nir la función f a partir de la
máquinaM; en este caso diremos que f es la función computada por
M. Denotaremos la función computada por una máquina de Turing
M por ΦM.

Ver cuáles funciones son Turing computables será uno de nuestros
principales objetivos en este y los siguientes capítulos. A estas funciones
las llamaremos simplemente funciones computables.

Veamos ahora algunas propiedades sobre lenguajes.

19
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Definición 2.2. Un lenguaje L sobre un alfabeto Σ se dice que es
computable si existe una máquina de TuringM = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ),
donde en Σ hay al menos dos elementos distintos s y n tales que:

∀c ∈ Σ∗

(
M (c) =

{
s ⇐⇒ c ∈ L
n ⇐⇒ c /∈ L

)

A los lenguajes computables se les conoce también por lenguajes
recursivos o por lenguajes decidibles, pues desde cierto punto de vista,
la máquina de TuringM puede decidir para cada cadena c, si c perte-
nece o no al lenguaje L.

Definición 2.3. Un lenguaje L sobre un alfabeto Σ se dice que es
aceptable si existe una máquina de Turing M = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ)
tal que:

∀c ∈ Σ∗ (M ↓ (c) ⇐⇒ c ∈ L)

A este tipo de lenguajes también se les conoce como lenguajes semi-
decidibles o reconocibles.

2.2. Conjuntos computables y recursivamente enumerables

en N

Un tipo muy especial e importante de máquinas de Turing serán
aquellas tales que su función computada esté de�nida de los naturales
a los naturales, sin embargo, no podríamos tener en un alfabeto a todos
los números naturales, así que codi�caremos a los naturales con cadenas
sobre un alfabeto especí�co.

Primero identi�caremos a cada número natural n con su represen-
tación 1-aria, es decir, un número natural n será representado por una
cadena de n+1 símbolos 1 consecutivos, y a esta cadena la denota-
remos por n. Tambien podemos representar una k-tupla de números
naturales por una cadena que contenga a cada una de las represen-
taciones 1-arias de los elementos de la tupla, separadas cada una por
un símbolo 0, colocándolo concatenado entre las representaciones in-
dividuales; analogamente al caso de un número natural, (n1, . . . , nk)
denotará la codi�cación de la tupla (n1, . . . , nk), así entonces tendre-
mos que una función f : Nr 7−→ N podría ser computada por una
máquina de TuringM = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ) con alfabetos Σ = {0, 1}
y Γ = {0, 1, B}, donde las cadenas de entrada pertenecen al lenguaje
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Figura 1. Codi�cación del número 3 en una MT

Figura 2. Codi�cación de la 3-tupla (0, 2, 1) en una MT

L = 1 {1}∗ 01 {1}∗ 0 . . . 01 {1}∗ tal que en L se tienen r − 1 ceros que
indican la separación entre dos números de la r-tupla.

Daremos entonces dos tipos de subconjuntos especiales basados en
los lenguajes computables y recursivamente enumerables. Para ello de-
�niremos antes un tipo especial de máquinas de Turing.

Definición 2.4. Una máquina de Turing binaria es una máquina
de TuringM = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ) tal que Γ = {0, 1, B} y Σ = {0, 1}

Definición 2.5. Un conjunto A ⊆ N se dice que es computable, si
el lenguaje L = {n ∈ 1 {1}∗ : n ∈ A} es 2-computable, es decir, compu-
table por una máquina de Turing binaria. Analogamente se de�nen los
subconjuntos aceptables de N.

También podemos decir que una función f : N r 7−→ N es compu-
table si lo es en el sentido de la de�nición 2.1. De esta forma, un sub-
conjunto A ⊆ N es computable si, y solo si, su función caracteristica
χA lo es.

Las máquinas de Turing pueden contener a la aritmética de Peano
en el sentido de que las operaciones sucesor, suma y producto, vistas
como funciones, son 2-computables. Antes que nada, notemos también
que cada número natural puede ser escrito por una máquina de Tu-
ring a partir de una con�guración que inicia con la cinta vacía (llena
de símbolos B). De esta forma decimos que cada número natural es
computable visto como una función sin parámetros.

Observación 2.1. Cualquier función constante es 2-computable.
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Basta aplicar la máquina borradora y usar el hecho de que cada
número natural es computable.

Observación 2.2. La operación sucesor es 2-computable.

Simplemente observemos que la máquina sucesor Z solo necesita
recibir de entrada la codi�cación de un número natural y escribir un
símbolo 1 más al �nal de la cadena. Al ser Z = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ) una
máquina de Turing binaria, solo es necesario especi�car su conjunto de
estados y su función de transición. Entonces tenemos Q = (q0, q1, q2, qf )
y δ dada por:

δ B 0 1
q0 (q1, B,D) Inde�nida Inde�nida
q1 (q2, 1, I) Inde�nida (q1, 1, D)
q2 (qf , B,N) Inde�nida (q2, 1, I)
qf Inde�nida Inde�nida Inde�nida

Observación 2.3. La operación suma es 2-computable.

Como la operación suma recibe dos parametros, recibira una cadena
de la forma 1 {1}∗ 01 {1}∗, así, si recibe el numeral (n,m), cambiamos el
símbolo 0 de enmedio por un símbolo 1 y entonces tendremos (n+ 1)+
(m+ 1)+1 = n+m+3 símbolos 1, así que solo borramos dos símbolos
1 al �nal de la cadena y obtenemos el numeral de n+m.

Entonces la máquina binaria Suma S = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ), está
determinada por su conjunto de estados Q = (q0, q1, q2, q3, q4, q5, qf ) y
su función de transición δ dada por:

δ B 0 1
q0 (q1, B,D) Inde�nida Inde�nida
q1 Inde�nida (q2, 1, D) (q1, 1, D)
q2 (q3, B, I) Inde�nida (q2, 1, D)
q3 Inde�nida Inde�nida (q4, 0, I)
q4 Inde�nida Inde�nida (q5, 0, I)
q5 (qf , B,N) Inde�nida (q5, 1, I)
qf Inde�nida Inde�nida Inde�nida
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La operación suma puede extenderse a una suma de varios para-
metros e incluso puede construirse una máquina de Turing que sume
todas las entradas que se le den independientemente de cuantas sean
(obviamente solo pueden ser un número �nito de sumandos). También
utilizando la máquina borradora y con un procedimiento similar se
puede computar la resta.

Observación 2.4. La operación producto es 2-computable.

En este caso la máquina de Turing binaria P = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ)
que computa el producto es mucho más laboriosa para dar una repre-
sentación explícita, pero conceptualmente es igual de sencilla; solo te-
nemos que hacer uso de la máquina copiadora y modi�carla para que
al recibir una entrada (n,m), copie el numeral de n, m veces pero se-

paradas con un símbolo 0, es decir, transforma (n,m) en la m-tupla

(n, . . . , n), y después de esto, solo aplicamos la máquina S y nos dará
como salida nm.

Análogo a la creación de la máquina P a partir de la máquina S,
podemos crear la máquina exponente E que recibiendo de entrada un
par (a, x) devuelva como salida ax.

Por último tambien podemos hacer una máquina de Turing que
compute el algoritmo de la división, esto es, una máquina Q que reciba
de entrada (n,m) y regrese de resultado un numeral de la forma (q, r)
donde q es el cociente y r es el residuo al dividir n entre m. Esto se
hace alimentando la máquina multiplicadora con n y el numeral del
1, y checando que la resta m con el resultado de dicha multiplicación
sea menor que n, de lo contrario borramos el resultado, aplicamos la
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operación sucesor al numeral del 1 y repetimos este proceso hasta ob-
tener un número menor que n en el resultado de la resta, así q será
el número hasta el cual lleguemos aplicando la operación sucesor y r
será el resultado de la resta. Solo debemos tener cuidado si m < n, en
donde solo pondremos q = 0 y r = m.

Observación 2.5. Ahora podemos ver una función f : N2 7−→ N
como una función de N en N, usando una biyección b : N2 7−→ N, como
por ejemplo (a, b) 7−→ 2a (2b+ 1) − 1 , que en vista de las anteriores
máquinas, es computable. Repitiendo esta biyección podemos ver en
general cualquier función g : Nr 7−→ N , como una función de N en N.
Diremos tambien que una función h : Nr 7−→ Ns es computable si y
solo si h = (h1, . . . , hs) y para cada i, hi es computable.

De esta forma para estudiar las funciones entre Nr y Ns con r, s ∈ N,
nos bastará con estudiar las funciones de N en N.

Definición 2.6. Un conjunto X ⊆ A se dice que es efectivamente
enumerable si X = ∅ o si existe una función total computable f :
N 7−→ X que es suprayectiva. En este caso tenemos que la sucesión:
f (0) , f (1) , f (2) , . . . enumera a los elementos de X. En particular si
A = N, diremos que X es recursivamente enumerable (RE). Más aún,
podemos extender esta de�nición a subconjuntos de Nr con r ∈ N,
gracias a la función b de la observación anterior.

Notemos que un subconjunto A de N es aceptable si es el dominio
de una función computada por una máquina de Turing, de la misma
manera si A es RE entonces es la imagen de una función total compu-
table y suprayectiva f : N 7−→A. Veamos pues que estos dos conceptos
son equivalentes.

Teorema 2.1. Un subconjunto A de N es aceptable si, y solo si es
RE.

Demostración. ( =⇒ ) Si A es vacío por de�nición tenemos que
A es RE. Supongamos ahora que A 6= ∅ es aceptable, que M es la
máquina de Turing que veri�ca esto, y sea a ∈ A; entonces de�nimos
h : N2 7−→ N dada por:

h (i, n) =

{
n siM se detiene con entrada n en a lo mas i pasos

a de otra forma

con esto h es claramente computable y si tomamos la biyeccion compu-
table b dada anteriormente, tenemos que f = h ◦ b−1 : N 7−→ A es una
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función total computable. Además x ∈ Im (f) si, y solo si, x = a o
existe i ∈ N tal queM se detiene con entrada x en a lo más i pasos, y
como en ambos casos x ∈ A, se sigue que A es RE.

(⇐= ) Supongamos que ∅ 6= A ⊆ N es RE, entonces construyendo
una máquina de TuringM tal que con entrada n, primero escriba en
la cinta un cero, es decir, en la cinta aparezca la cadena Bn00B . . . =
Bn01B . . ., después aplicando f la función que testi�ca que A es RE,
cambiamos la cinta por Bn000f (0)B . . . y despues comprobamos si
n = f (0), si esto pasa detenemos M, de lo contrario aplicamos la
función sucesor (la cual ya vimos que es computable) al 0 y cambiamos

f (0) por f (1), para llegar a un contenido de cinta Bn010f (1)B . . . y
repetimos el proceso. Como A es RE, si n ∈ A, para algún k ∈ N se
tendrá que n = f (k), y en ese momentoM se detendrá, así para todo
a ∈ A, M (a) ↓. Por otro lado si n /∈ A, este procedimiento seguirá
inde�nidamente, y asíM (a) ↑. Por tanto A es aceptable.
Si A = ∅, simplemente damos una máquina que no se detenga nunca;
como por ejemplo, la máquina de Turing binaria con Q = {q0, qf} y
δ (q0, i) = (q0, i, N) para i ∈ {0, 1, B}. �

En varias ocasiones hemos utilizado las relaciones = y < sobre los
números naturales dentro de las máquinas de Turing sin tener la certeza
de que esto sea posible, sin embargo probaremos que estas relaciones
son también computables.

Definición 2.7. Una reación R ⊆ N2 se dice que es computable si
el conjunto {(a, b) ∈ N2 : aRb} es computable.

Proposición 2.1. Las relaciones = y < sobre los números natu-
rales son computables.

Demostración. Daremos una máquina de Turing que con entra-
da (a, b) devuelva 1 si a = b y 0 de otro modo.

La idea es la siguiente: al tener sobre la cinta la cadena (a, b) =
B1 · · · 101 · · · 1BB · · · , donde la primer cadena tiene a + 1 símbolos
1 y la segunda b + 1, primero cambiamos el símbolo 1 de más a la iz-
quierda a por un símbolo B, después hacemos lo mismo con el símbolo
más a la derecha de b, volvemos a hacer esto con el símbolo más a la
izquierda de los símbolos 1 de lo que queda a, repetimos esto con el
símbolo 1 más a la derecha de lo que queda de b y continuamos con
este proceso recursivamente. Al hacer esto, si a = b, entonces el últi-
mo símbolo 1 sobre la cinta será el que está a la derecha del número
0, entonces si en algún momento cambiamos este número con por un
símbolo B, basta comprobar que el símbolo a la izquierda del número
0 es un símbolo B, en cuyo caso borramos el número 0 y escribimos el
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numeral del 1 en la cinta.
Si en algún momento no se puede seguir con el procedimiento recursi-
vo de �tachar� los símbolos 1, o llegamos a �tachar� el 1 que está a
la derecha del 0 pero aún hay un símbolo 1 a su izquierda, entonces
damos la instrucción de borrar toda la cinta, escribir el numeral del 0
y detener la máquina.
Formalizando esto tenemos que la máquinaM con conjunto de estados
Q {q0, qf} y la función δ dada por:

δ 0 1 B
q0 inde�nida inde�nida (q1, 1, D)
q1 (q9, 0, D) (q2, B,D) inde�nida
q2 (q3, 0, D) (q2, 1, D) inde�nida
q3 inde�nida (q4, 1, D) (q10, B, I)
q4 inde�nida (q4, 1, D) (q5, B, I)
q5 inde�nida (q6, B, I) inde�nida
q6 (q13, B, I) (q7, 1, I) inde�nida
q7 (q8, 0, I) (q7, 1, I) inde�nida
q8 inde�nida inde�nida (q1, B,D)
q9 inde�nida (q9, B,D) (q10, B, I)
q10 (q11, B, I) inde�nida (q10, B, I)
q11 inde�nida (q12, B,D) (q11, B, I)
q12 inde�nida inde�nida (qf , 1, I)
q13 inde�nida (q14, B, I) (q15, B, I)
q14 inde�nida (q14, B, 1) (q12, B, I)
q15 inde�nida (q16, B,D) (q15, B, I)
q16 inde�nida inde�nida (q17, 1, D)
q17 inde�nida inde�nida (q18, 1, I)
q18 inde�nida (q18, 1, I) (qf , B,N)
qf inde�nida inde�nida inde�nida

computa la relación de igualdad (Se puede convencer de esto haciendo
un diagrama como en las anteriores máquinas de Turing, o probando
con algunas entradas).

El mismo razonamiento se puede utilizar para computar la relación
<, simplemente viendo por �cuál lado se llega primero� al símbolo 0
sobre la cinta. �

Como consecuencia de este teorema tenemos entonces varias formas
de ver un conjunto RE.

Corolario 2.1. Sea A ⊆ N, entonces las siguientes a�rmaciones
son equivalentes:
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1. A es aceptable.
2. A es RE.
3. A es el dominio de una función f : N 7−→ N computable.
4. A es la imagen de una función f : N 7−→ N computable.

Demostración. 1 ⇐⇒ 3 y 2 ⇐⇒ 4 son exactamente las de�ci-
niones y 1 ⇐⇒ 2 es precisamente el teorema 2.1 �

Veamos entonces algunos ejemplos de conjuntos computables:

Ejemplo 2.1. Los conjuntos N y ∅ son computables.

Ejemplo 2.2. El cojunto de los números pares es computable.

Basta simplemente con crear una máquina de Turing T2 que con
entrada n utilice Q con entrada (n, 2) y por último compruebe si q = 0.
Este mismo procedimiento puede hacerse para probar que ∀a ∈ N el
conjunto de todos los multiplos de a es computable por una máquina
similar Ta.

Ejemplo 2.3. El conjunto de los números primos es computable.

Sabiendo que para todo a ∈ N el lenguajes de los multiplos de a
es computable, podemos crear una máquina que con entrada n corra
sucesivamente la máquina Q con entradas (n, 2), (n, 3), . . . , (n, n− 1)
y vaya comprobando si en algun momento el residuo ri al correr Q con
entrada (n, i) fué igual a 0.

Para terminar esta sección, veamos algunas propiedades inmediatas
de los lenguajes computables y aceptables.

Proposición 2.2. Sea L un lenguaje sobre un alfabeto Σ (ó L
subconjunto de N), entonces se tiene lo siguiente:

1. L computable =⇒ Lc computable
2. L computable =⇒ L aceptable
3. L y Lc aceptables ⇐⇒ L computable

Demostración. Sea L computable, entonces existe una máquina
de TuringM = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ) y dos elementos s, n ∈ Σ tal que

∀c ∈ Σ∗

(
M (c) =

{
s ⇐⇒ c ∈ L
n ⇐⇒ c /∈ L

)
.

Para ver (1) cambiamos el estado �nal deM por un estado interno y
simplemente agregamos estados para cambiar s por n y viceversa, así
esta máquina modi�cadaM′ a partir deM computa Lc.
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Para ver (2) simplemente cambiamos también el estado �nal pero
en este caso agregamos un estado que compruebe si la salida es s, y en
tal caso pasamos al estado �nal, de lo contrario colgamos la máquina
o la ponemos en un ciclo in�nito, ya sea moviendo el cabezal siempre
hacia la izquierda o dando una asignación a δ como sigue: δ (qi, ai) =
(qi, ai, N), donde ai puede ser cualquier símbolo incluyendo B.

Para (3) ya tenemos la demostración de la vuelta (⇐= ) utilizando
los puntos 1 y 2. Para la otra parte supongamos queM1 es la máquina
que acepta L y queM2 es la máquina que acepta Lc, entonces podemos
construir una máquinaM que con entrada c y comenzando desde i = 1
corra la máquina M1 y pruebe si se detiene en i pasos, si lo hace
entonces devolvemos s como salida, de lo contrario, pasamos a probar
siM2 se detiene en i pasos, y si lo hace devolvemos n como salida, si
no lo hace entonces repetimos el proceso con i + 1 y como L y Lc son
aceptables, para alguna i ∈ N, M1 o M2 se detendrá. De este modo
M decide L. �

Con la anterior proposición podemos encontrar otros conjuntos compu-
tables fácilmente, como por ejemplo los números impares, por ser el
complemento de los pares; y en general ∀l, n ∈ N el conjunto A =
{m ∈ N : m ≡ n (mod l)} es computable.

Por otro lado, preguntarse si un lenguaje aceptable es computable,
es una cuestión más interesante, pues no siempre es así; más adelante
veremos algunos de estos lenguajes, y de hecho, usaremos conjuntos RE
que no son computables para desarrollar la mayor parte de la teoría.

2.3. Aritmetización

Los alfabetos al ser �nitos (o incluso si fueran numerables) nos dan
la ventaja de que el número de cadenas que pueden construirse a partir
de un alfabeto dado no será demasiado grande, de hecho, será nume-
rable, y así nosotros podemos ordenar las cadenas para trabajar más
facilmente. Esto también nos servirá para centrarnos solo en el estudio
de las máquinas de Turing binarias y los conjuntos computables y re-
cursivamente enumerables, pues todo lenguaje sobre cualquier alfabeto
y toda máquina de Turing pueden reducirse a subconjuntos de N y a
máquinas de Turing binarias respectivamente.

Lema 2.1. Sea Γ un alfabeto; entonces el conjunto de cadenas Γ∗

es numerable.

Demostración. Por de�nición tenemos que Γ∗ =
⋃
n∈N

Γn, donde la

unión es ajena, asi que si |Γ| = m se tiene que |Γn| = |Γ|n = mn, así Γ
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es la unión numerable y ajena de conjuntos �nitos, de donde se sigue
que

|Γ∗| = |
⋃
n∈N

Γn| = ℵ0.

�

Corolario 2.2. Todo lenguaje L es a lo más numerable.

Demostración. Supongamos que L es un lenguaje sobre un alfa-
beto Σ, entonces como L ⊆ Σ∗, se tiene que |L| ≤ |Σ∗| = ℵ0 �

Ahora que ya tenemos que el conjunto de cadenas sobre un afabeto
Σ es numerable podemos proceder a ordenar todas las cadenas posi-
bles. Esto podemos hacerlo ordenando por longitud, y a las cadenas
de la misma longitud las ordenamos lexicográ�camente, así si tenemos
que Σ = {a1, . . . , an} tendremos las cadenas ordenadas de la siguiente
manera:

(ε , a1 , . . . , an , a1a1 , a1a2 , . . . , a1an , a2a1 , . . .)

De esta forma podemos pensar Σ∗ = {wi}i∈N y si L es un lenguaje
sobre Σ,
entonces L = {wi}i∈A, con A ⊆ N, y así el problema de ver si una cade-
na c está en L, se reduce a saber si i está en A, un problema sobre los na-
turales.
Veamos ahora que la función que transforma una cadena wi en i es
computable.

Lema 2.2. La función f que dada una cadena c devuelve |c|, es
decir, calcula el largo de una cadena, es computable.

Demostración. Construiremos una máquina G que compute di-
cha función; claramente el alfabeto de G debe contener el símbolo 1
para devolver |c|. Simplemente G irá leyendo cada símbolo de la ca-
dena y sustituyéndolo por un símbolo 1 al igual que el primer blanco
inmediatamente después de la cadena. Así, G estará dada por la si-
guiente función de transición δ:

δ si B
q0 Inde�nida (q1, B,D)
q1 (q2, 1, B) (qf , 1, I)
q2 (q2, 1, D) (q3, 1, I)
q3 (q3, 1, I) (qf , B,N)
qf Inde�nida Inde�nida
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para todo si 6= B. �

Definición 2.8. Sea Σ = {s1, . . . , sk} indexado con los primeros k
números naturales exceptuando al 0. De�nimos la función h : Σ 7−→ N
que dado un caracter devuelve su indice por:

h (c) = k ⇐⇒ c = sk

Claramente h es computable pues es una función �nita.

Proposición 2.3. La función C : Σ∗ 7−→ N tal que

∀wi ∈ Σ∗
(
f (wi) = i

)
es computable.

Demostración. Esta proposición se puede demostrar de manera
análoga a la interpretación de la expresión decimal de un número, es
decir, suma de potencias de 10 por un elemento del conjunto D =
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, }. Sea Σ = {s1, . . . , sk} y sea w ∈ Σ∗, entonces
aplicamos G del lema anterior, y así w = c1 . . . cG(w), de donde

i =

G(w)∑
j=1

kG(w)−jh (cj)

en donde h (cj) juega el papel del elemento de D y nG(w)−j es el
equivalente a la expresión 10r en expansión decimal. Como todas las
operaciones involucradas son computables se tiene que C es computable
también. �

Observación 2.6. No es di�cil ver que la función C es biyectiva
gracias a la forma de expresar i en la demostración anterior y a que
|Σ∗| = ℵ0. Entonces podemos hacer lo mismo con la función C−1.

Afirmación 2.1. La función f : N 7−→ N dada por f (n) =
min {r : n < kr} es computable.

Esto es fácil de ver, pues para empezar, el conjunto {r : n < kr}
es no vacío, entonces podemos decidir computablemente si un número
i cumple que n < ki, si lo hace, devolvemos i como resultado, de lo
contrario cambiamos i por su sucesor y repetimos el proceso. Como
el conjunto es no vacío este proceso terminará en una cantidad �nita
de pasos. Además, si comenzamos esto con i = 0, el resultado será
l = min {r : n < kr}.

Proposición 2.4. La función C−1 es computable
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Demostración. Sean n ∈ N, l = min {r : n < kr} y Σ = {s1,..., sk},
entonces de�nimos f : N 7−→ Σ∗ dada por f (n) := w con |w| = l, y tal
que si w = c1 . . . cl, entonces:

cl = sj ⇐⇒ n ≡ h (sj) (mod k)

y de�nimos recursivamente los demas caracteres por

cl−i = sr ⇐⇒
n−

i−1∑
m=0

h (cl−m) · km

ki
≡ r (mod k)

De esta forma claramente f es computable y también es fácil (aun-
que laborioso) ver que C−1 = f . �

Las dos proposiciones anteriores nos dan la libertad de trabajar
sólo con máquinas de Turing que tengan como lenguajes de entrada a
los numeros naturales (en su expresión unaria), sin embargo, esto no
es su�ciente para que nos baste trabajar con las máquinas de Turing
binarias, pues deberíamos tener que el alfabeto de cinta fuera {0, 1, B} ,
para eso necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Sea M una máquina de Turing cuyo alfabeto de
entrada Σ contiene al menos dos elementos, entonces existe una má-
quina de Turing N tal que para todo c ∈ Σ∗,M (c) = N (c) y N tiene
alfabeto de cinta Γ = Σ ∪ {B}.

Demostración. Gracias a las proposiciones 2.3 y 2.4 podemos
suponer sin perdida de generalidad Σ = {0, 1}. Sea entonces ΓM =
{0, 1, B, c1, . . . , ck} el alfabeto de cinta de M y sea n ∈ N tal que
2n > k+2. Entonces de�nimos una función cod : Γ 7−→ {0, 1, B}n dada
por:

cod (x) =


1n ⇐⇒ x = 1

1n−10 ⇐⇒ x = 0

Bn ⇐⇒ x = B

i
2 ⇐⇒ x = ci

donde i
2
representa i en su forma binaria. A partir de cod construi-

mos otra función Cod : Γ∗ 7−→ {0, 1, B}∗ dada por:

Cod (w) =

{
cod (w) ⇐⇒ w ∈ Γ

cod (x)Cod (w′) ⇐⇒ w = xw′ ∧ x ∈ Γ ∧ w′ ∈ Γ∗\ {ε}

De esta forma si nosotros comenzamos una computación sobre la
cinta de M con una entrada de la forma Bci1 . . . cirB, al tener esta
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misma entrada en la cinta de N podemos transformarla en una entra-
da de la forma cod (B) cod (ci1) . . . cod (cir) cod (B).

La demostración de que las funciones Cod y Cod−1 son computables
es en escencia lo que hicimos en las proposiciones 2.3 y 2.4 para el
caso binario, así que daremos esto por hecho. Ahora basta con po-
der simular el comportamiento de la máquina M dentro de N para
que si M ↓ (c) = d entonces con entrada c, N aplica Cod y después
transforma Cod (c) en Cod (d), para �nalmente aplicar Cod−1 y tener
N ↓ (c) = d y análogamente si M ↑ (c) tendremos que N ↑ (c); en
pocas palabras N tratará a la cadena Cod (w) comoM trataría a w.

Para empezar hagamos que el conjunto de estados QN de N con-
tenga al conjunto de estados QM deM y simulemos cada acción deM;
para esto solo necesitamos simular la lectura y escritura de un caracter,
y los movimientos a la derecha o izquierda del cabezal deM dentro de
N . Diremos que N esta en una con�guración normal si N se encuentra
en un estado qi ∈ QM y si cumple que si el cabezal se encuentra sobre
la cadena cod (s) entonces esta sobre el caracter más a la izquierda de
cod (s). Es claro que si alimentamos a N con una cadena c, aplicamos
Cod (Bc), movemos el cabezal hasta el símbolo B más a la izquierda
en la cinta y llegamos al estado q0 ∈ QM entonces estamos en una con-
�guración normal que simula la con�guración inicial deM al recibir c
como entrada.

Entonces ahora simularemos el comportamiento de δM dentro de
N . Supongamos que estamos en una con�guración normal de N , en un
estado qi y sobre la cadena cod (s), entonces primero debemos interpre-
tar el caracter s para simular δM (qi, s). Para hacer esto supongamos
que s = a1 . . . an con ai ∈ {0, 1, B}, y utilicemos una sucesión de esta-
dos para memorizar cada caracter hasta llegar a un estado qi,s, es decir,
δN (qi, a1) = (qi,a1 , a1, D) después de esto, δN (qi,a1 , a2) = (qi,a1a2 , a2, D),
y en general para k < n; δN

(
qi,a1...ak−1

, ak
)

= (qi,a1...ak , ak, D). Para
k = n hacemos lo mismo pero sin realizar el movimiento a la derecha,
es decir δN

(
qi,a1...an−1 , an

)
= (qi,s = qi,a1...an , an, N). De esta forma si

estamos en el estado qi,s dentro de N simularemos el comportamiento
de δM (qi, s) independientemente del caracter que estemos leyendo.

Ahora supongamos que δM (qi, s) = (qj, r,m); lo siguiente será cam-
biar cod (s) por cod (r), pero seguiremos el mismo procedimiento que
el anterior, y suponiendo que cod (r) = b1 . . . bn, entonces para to-
da a ∈ {0, 1, B}, hacemos primero δN (qi,s, a) = (qi,s,0, a,N) y para
0 ≤ j < n − 1, ponemos δN (qi,s,j, a) = (qi,s,j+1, bn−j, I) para terminar
con δN (qi,s,n−1, a) = (qi,s,m, b1, N).
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De esta forma ya habremos escrito cod (r) y si m = N , entonces
simplemente hacemos δN (qi,s,n, a) = (qj, a,N) y habremos terminado
de simular la transición δM (qi, s) = (qj, r, N) y acabaremos de nuevo en
una con�guración normal. Sim = I entonces simplemente nos movemos
n pasos a la izquierda sobre la cinta con la ayuda de n estados auxiliares
y análogamente para m = D.

Si por otro lado nos encontramos en algún momento con una tran-
sición de tal forma que δM (qi, s) este inde�nido; entonces hacemos que
δN (qi,s, a) quede también inde�nido para toda a ∈ {0, 1, B}. Así para
todo c ∈ Σ∗ se tiene que M (c) = N (c) pues en escencia tienen los
mismos estados y la misma función de transición, solo basta aplicar
Cod a la entrada de N al principio de la computación, y Cod−1 a la
cadena sobre la cinta cuando se llegue al estado qf ∈ QM, además como
ΓN = {0, 1, B}, se tiene demostrado el teorema. �

Con todo lo dicho a lo largo del capítulo llegamos entonces al re-
sultado deseado.

Corolario 2.3. Sea L = {wi}i∈A, entonces
L es computable (aceptable) ⇐⇒ A es computable (RE)

Demostración. ( =⇒ ). Supongamos que L es computado por
una máquinaM; entonces para cada n ∈ N, aplicamos C−1 y despues
M, de esta forma tenemos que N =M◦ C−1 computa A.

Analogamente hacemos (⇐= ) suponiendo que A es computable
por una máquina de TuringM y tomandoN =M◦C como la máquina
que computa L.

Prácticamente la misma prueba vale para los conjuntos y lenguajes
aceptables. �

A partir de ahora entonces podemos tratar solo con máquinas de Tu-
ring binarias y conjuntos computables y recursivamente enumerables,
así que de aqui en adelante cuando hablemos de máquinas de Turing
nos referiremos a máquinas de Turing binarias a menos que se diga lo
contrario. Además, también estamos en libertad de agregar cualquier
cantidad �nita de símbolos al alfabeto de cinta de una máquina de
Turing binaria, sabiendo siempre que hay una máquina equivalente en
el sentido de que computan la misma función y que solo usa alfabeto
de cinta Γ = {0, 1, B}, es decir, que sigue siendo binaria. Este último
resultado nos será muy util para memorizar posiciones, caracteres y se-
parar cadenas en una máquina binaria sin preocuparnos por usar solo
símbolos 0, 1 y B.





Capítulo 3

El problema de la detención (H).

Hasta ahora hemos utilizado máquinas de Turing que hacen una
cierta tarea especí�ca, sin embargo, podemos considerar una máquina
universal de Turing (MUT), la cual puede recibir como entrada una
máquina de Turing M y un númeral i y devolver como salida M

(
i
)

si M se detiene; en cierta forma, la máquina universal U simula el
funcionamiento de otra máquina de Turing previamente construida.
Por los resultados del capítulo anterior basta con tratar máquinas de
Turing binarias y estas están determinadas gracias a su conjunto de
estados y a su función de transición, pues todas tienen los mismos
alfabetos de entrada y de cinta, por tanto basta con que la máquina U
tenga la información de todas las tuplas que pertenecen a la función de
transición.

Lo anterior tiene un inconveniente y es que una máquina de Turing
solo puede tener alfabetos de entrada y de cinta �nitos y previamente
especi�cados, así que si U tuviera un alfabeto de cinta de tamaño n,
no podríamos aceptar como entrada una máquina de Turing con, por
ejemplo, m estados y n < m; además, también querremos que U sea
una máquina de Turing binaria.

Por este motivo necesitaremos primero codi�car de alguna manera
las máquinas de Turing tal y como se hizo con los lenguajes para poder
simular toda máquina de Turing construible con una máquina universal
de Turing binaria U .

3.1. Aritmetización de máquinas de Turing y la máquina

universal.

Para codi�car una máquina de Turing, en realidad debemos codi-
�car los símbolos que aparecen en la función de transición, es decir,
sus estados, los caracteres de su alfabeto de cinta que siempre será
el conjunto {0, 1, B}, y los símbolos que representan movimientos que
siempre serán I,D,N . Para los estados, aunque el número de estados
que se necesitarán codi�car para cada máquina de Turing es �nito, no
tenemos una cota superior para el número de estados que puede tener

35
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una máquina de Turing, así que codi�caremos los elementos del con-
junto Q∞ = {qf , qo, q1, q2, . . .}, aunque en cada máquina de Turing solo
usaremos una cantidad �nita de estos estados.

De�niremos la codi�cación que usaremos para las máquinas de Tu-
ring y para ello codi�caremos primero cada uno de los símbolos que
mencionamos arriba.

Definición 3.1. De�nimos la función

ϕ : Q∞ ∪ {0, 1, B} ∪ {I,D,N} 7−→ {1}∗

que codi�ca los símbolos de una función de transición por:

x ϕ (x)
0 1
1 12

B 13

I 14

D 15

N 16

qf 17

qi 1i+8

donde 1i se entenderá como una cadena, por ejemplo: 13 = 111.

Ya que tenemos codi�cados los símbolos que usa la función de tran-
sición podemos proceder a codi�car la función en sí.

Definición 3.2. Sea δ la función de transición de una máquina de
TuringM, entonces si δ (qi, s) = (qj, r,m) donde qi, qj son estados de
M; s, r ∈ {0, 1, B} y m ∈ {I,D,N}, de�nimos

Ai,s = 0ϕ (qi) 0ϕ (s) 0ϕ (qj) 0ϕ (r) 0ϕ (m) 0

en caso de que δ (qi, s) esté inde�nida, entonces hacemos

Ai,s = 0ϕ (qi) 0ϕ (s) 0

De esta forma podemos al �n dar la codi�cación de una máquina
de Turing en base a su función de transición.

Definición 3.3. SeaM una máquina de Turing con un conjunto
de estados QM, entonces de�nimos la función ρ que la codi�ca por

ρ (M) = 0Af,00Af,10Af,B0A0,00A0,10A0,B0A1,0 . . . 0A|QM|,10A|QM|,B0

donde las Ai,j son las descritas en la de�nición 3.2 en base a la fun-
ción de transición deM.
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Ahora ya estamos en condiciones de de�nir la máquina universal
de Turing formalmente, y posteriormente a construir dicha máquina,
aunque no lo haremos a detalle pues aunque conceptualmente es muy
simple, explicarla detalladamente conlleva muchos aspectos técnicos.

Definición 3.4. De�nimos la máquina universal de Turing U , co-
mo la máquina que al ser alimentada con una cadena c = Bρ (M) 00Bw
dondeM = (Q, q0, qf ,Γ,Σ, B, δ) y w ∈ Σ∗ hace lo siguiente:

1. SiM (w) ↓= k entonces U (c) ↓= k
2. SiM (w) ↑ entonces U (c) ↑

Notemos queM (w) ↑, puede pasar por dos motivos: por un lado pue-
de ser que la máquina M con entrada w llegue a una con�guración
(qi, uav) y δ (qi, a) esté inde�nida, o por otro lado, puede que M con
entrada w se cuelgue. En ambos casos, la máquina U llegará al mismo
resultado con entrada (M, w).

Procedamos entonces a dar una construcción super�cial de dicha
máquina.

Supongamos que tenemos una entrada de la forma c = Bρ (M) 00Bw
en U , primero notemos que el único lugar donde la cinta de U tiene cua-
tro símbolos 0's consecutivos es entre ρ (M) y Bw, también tenemos
cadenas de exactamente tres 0's consecutivos entre cada par de tuplas
codi�cadas de δM.

Antes que nada movemos el cabezal a la derecha hasta que encontre-
mos una cadena de cuatro 0's consecutivos, y sustituimos esta cadena
por un símbolo especial S /∈ {0, 1, B} que nos servira para separar
ρ (M) de w, y también para visualizar la cinta deM a la derecha de
S. Así, procedemos a mover el cabezal a la derecha hasta encontrar un
símbolo B, el cual será el que este a la izquierda de w cambiamos dicho
símbolo por un símbolo especial ] /∈ {0, 1, B}∪ {S} que nos servirá
para recordar la posición del cabezal de M, también entramos en un
estado especial indexado con B para memorizar que el símbolo ] esta
sustituyendo a un B.

Después de esto, movemos el cabezal a la izquierda y después de
leer el símbolo S procedemos a escanear las cadenas a la derecha
de cada cadena de tres 0's consecutivos hasta encontrar una cadena
de la forma 000ϕ (q0) 0ϕ (B). De esta forma si nosotros tenemos que
A0,B = 0ϕ (q0) 0ϕ (B) 0ϕ (qi) 0ϕ (a) 0ϕ (m) 0, entonces entramos en una
cadena de estados indexados con i, a,m para recordar el resultado de
δM (q0, B), movemos el cabezal a la derecha hasta encontrar ] lo susti-
tuimos por a y escribimos ] en la misma celda, la celda de la izquierda
o la celda de la derecha, dependiendo de si m = N , m = I ó m = D
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respectivamente. Además pasamos a un estado indexado con i y con c,
si c era el caracter que estaba en la celda donde colocamos el ].

Ahora repetimos el proceso moviendonos a la izquierda y buscando
Ai,c después de pasar el símbolo S, así estaremos emulando cada una
de las acciones realizadas por la función de transición δM.

Si en algún momento encontramos que δM (qi, c) está inde�nida,
entonces podemos identi�carlo gracias a que tendremos una cadena de
tres 0's consecutivos a la derecha de ϕ (c), y entonces tambien dejamos
inde�nida la función de transición δU de la máquina universal en ese
instante.

Si por otro lado intentamos mover el cabezal simulado de M a la
izquierda de su cinta simulada, entonces terminaremos sustituyendo S
por ], y entonces al buscar el Aj,r correspondiente en ese instante nunca
pararemos por el símbolo S para comenzar a escanear las cadenas, y
así nos seguiremos moviendo a la izquierda hasta colgar U .

De la misma forma si M se detiene con w, y supongamos M ↓
(w) = u, entonces cuando entremos en la simulación del estado qf ∈
QM, tendremos en la cinta de U una cadena de la forma Bρ (M)SBu,
y procedemos a borrar toda la cadena desde S hasta el símbolo B al
principio de la cinta (sin colgar la máquina pues el símbolo B de la
celda más a la izquierda de la cinta nos sirve para identi�car la orilla
de la cinta), luego cambiamos B por un símbolo especial α para después
utilizarlo para indicar que en esa posición moveremos la cadena Bu, y
para �nalizar detenemos U . De esta forma U ↓ (ρ (M) , w) = u.

De esta forma hemos construido, al menos super�cialmente, una
máquina universal de Turing U .

3.2. Numeración de las máquinas de Turing

Ahora que hemos visto la existencia de una máquina de Turing
universal es cuando podemos empezar a construir conjuntos de mayor
interés dentro de los naturales. Sin embargo, como lo hemos hecho hasta
ahora, deberemos codi�car una vez más las máquinas de Turing, pero
en este caso utilizareremos una numeración de Gödel (es decir, una
función con imagen en los naturales, computable y con inversa compu-
table), para identi�car cada máquina con un número natural. Para esto
utilizaremos los números primos los cuales ya sabemos que son compu-
tables, y por el corolario 2.1, es también la imagen de una función
computable π : N 7−→ N, así π (k) será el k-ésimo primo. Entonces lla-
maremos M al conjunto de todas las máquinas de Turing construibles.
Recordemos que para cadaM ∈M, dicha máquina está determinada
totalmente por su función de transición δM. Entonces nuestro objetivo
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será construir una función Ω : M 7−→ N que sea biyectiva para poder
identi�car cada máquina con uno, y solo un número natural, y también
que cada número natural describa una única máquina de Turing.

Observación 3.1. Hay una in�nidad de máquinas de Turing.

Notemos que para cada máquina de Turing, podemos crear una má-
quina �distinta�, agregando una tupla más a la función de transición
que no haga nada; es decir, renombramos el estado �nal qf con digamos
qk y para cada s ∈ {0, 1, B} de�nimos δ (qk, s) = (qf , s, N) donde qf
es el nuevo estado �nal. Aplicando esto varias veces podemos obtener
una máquina de Turing con cualquier cantidad de estados.

Lema 3.1. |M| = ℵ0

Demostración. Para cada M ∈ M tenemos que QM ( Q∞ así
que

|M| =| {Q∞ × {0, 1, B} ×Q∞ × {0, 1, B} × {I,D,N}}<ω |

pues cada máquina de Turing tiene una cantidad �nita de instrucciones,
y gracias a esto y a la observación anterior |M| = ℵ0. �

Procedamos entonces a dar una inyección de M en N. Antes que
nada, para cada máquina M asignemos un número natural a cada
salida de su función de transición δM. Por convención, desde ahora
para cada máquina de Turing M tal que |QM| = n, tendremos que
QM = {q1, . . . , qn}, donde q1 será el estado inicial y qn será el estado
�nal. De esta forma es fácil identi�car los estados con números natu-
rales gracias a sus índices, sin embargo para los conjuntos {0, 1, B} y
{I,D,N} necesitamos de�nirles un numeral, así que a partir de ahora
tomaremos #0 = 1, #1 = 2, #B = 3, #I = 1, #D = 2 y #N = 3.

Definición 3.5. SeaM una máquina de Turing con un conjunto
de estados Q, qi, qj ∈ Q, r, s ∈ {0, 1, B} y m ∈ {I,D,N}, entonces
de�nimos λ : Q×{0, 1, B} × {D, I,N} 7−→ N , dada por:

λ (δ (qi, r)) =

{
2 ⇐⇒ δ (qi, s) está inde�nida

3j · 5#s · 7#m ⇐⇒ δ (qi, r) = (qj, s,m)

Ya de�nida λ de�nimos otra función Λ : M 7−→ N dada de la
siguiente manera:
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Λ (M) = 2|Q|·
|Q|∏
i=1

∏
s∈{0,1,B}

π (3i− 2 + #s)λ(δ(qi,s))

Dicho más explicitamente

Λ (M) = 2|Q|·
|Q|∏
i=1

π (3i− 1)λ(δ(qi,0))

|Q|∏
i=1

π (3i)λ(δ(qi,1))

|Q|∏
i=1

π (3i+ 1)λ(δ(qi,B))

O totalmente desarrollado

Λ (M) = 2|Q|·3λ(δ(q1,0))·5λ(δ(q1,1))·7λ(δ(q1,B))·11λ(δ(q2,0))·. . .·π (3|Q|+ 1)λ(δ(qn,B))

De esta manera estamos dando un número natural que contiene
totalmente la información de una máquinaM, pues describe comple-
tamente su función de transición δM.

Proposición 3.1. La función Λ es inyectiva.

Demostración. SeanM,N ∈M conM 6= N entonces si

| QM |6=| QN |
supongamos sin pérdida de generalidad que r =| QM |>| QN |, enton-
ces

2r | Λ (M)

pero
2r - Λ (N )

de donde Λ (M) 6= Λ (N ).

Por otro lado si | QM |=| QN |, entonces existe qi ∈ QM ∩ QN y
s ∈ {0, 1, B} tal que δM (qi, s) 6= δN (qi, s), de nuevo tenemos varias op-
ciones, si una de las dos está inde�nida y la otra no, digamos δM (qi, s)
está inde�nida, entonces

2 | λ (δM (qi, s))

pero
2 - λ (δN (qi, s)) .

Si ambas están de�nidas entonces

(qj, l,m) = δM (qi, s) 6= δN (qi, s) =
(
q′j, l

′,m′
)
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y en cualquier caso tenemos que hay un pa tal que:

pa | λ (δM (qi, s))

pero
pa - λ (δN (qi, s))

donde p y a dependen de la coordenada diferente en la tupla. En cual-
quier caso λ (δM (qi, s)) 6= λ (δN (qi, s)), y de nuevo sin pérdida de ge-
neralidad supongamos que λ (δM (qi, s)) > λ (δN (qi, s)), de esta forma

π (3i− 1 + #s)λ(δM(qi,s)) | Λ (M)

y

π (3i− 1 + #s)λ(δM(qi,s)) - Λ (N )

luego Λ (M) 6= Λ (N ) . Por lo tanto concluimos que la función Λ es
inyectiva. �

Con esto ya podríamos alimentar a la máquina universal con una
entrada de la forma (n,w) siempre y cuando n sea el numeral de una
máquina de Turing, es decir, que existaM∈M tal que Λ (M) = n, y
también que podamos obtenerM a partir de n. Veamos que estas dos
condiciones pueden satisfacerse.

Lema 3.2. La función ek : N 7−→ N de�nida por:

ek (n) = max
{
i ∈ N : ki | n

}
es computable.

Demostración. Aplicando primero las funciones constantes ck y
c0 transformamos la entrada n en una entrada de la forma n000k00,
después aplicando la función exponente E , llegamos a n0ko0k00. Luego
si tenemos una cadena de la forma n0ki0k0i sobre la cinta, aplicamos el
algoritmo de la división para checar si ki | n, en caso de que esto ocurra
aplicamos la función sucesor y de nuevo la función exponente para llegar
a una cadena de la forma n0ki+10k0i+ 1 y hacer esto recursivamente,
si por el contrario ki - n, entonces modi�camos el contenido de la
cinta (borramos la cinta excepto el numeral de i, lo recorremos hasta
la izquierda de la cinta, le restamos 1 y colocamos el cabezal en la celda
más a la izquierda) y detenemos la máquina para hacer que ek (n) =
i− 1. Como todos los pasos en la construcción de ek son computables,
entonces ek también lo es. �

Teorema 3.1. El conjunto

N = {n ∈ N : n es el numeral de una máquina de Turing} = Im (Λ)

es un conjunto computable.
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Demostración. Sea n ∈ N, entonces sea k = e2 (n), esto quiere
decir que si n es el numeral de una máquina de Turing M, entonces
M tiene k estados. Así la primera condición que debe de cumplir n es
que

(1)
3k+1∏
i=1

π (i)eπ(i)(n) = n

es decir, que n solo tenga factores que describan aM y no más.
Como segunda condición ocuparemos que para cada primo π (i) con

0 < i 0 3k + 1, n describa la instrucción corrrespondiente a tal primo
en δM. Entonces dicha condición podemos expresarla como sigue:

(2)
(
eπ(i) = 2

)
⇐⇒ (¬α (n, i))

donde

α (n, i) =
(
1 ≤

(
e3 ◦ eπ(i) (n)

)
≤ k

)
∧(

1 ≤
(
e5 ◦ eπ(i) (n)

)
≤ 3
)
∧(

1 ≤
(
e7 ◦ eπ(i) (n)

)
≤ 3
)
∧(

eπ(i) (n) =
((
e3 ◦ eπ(i) (n)

) (
e5 ◦ eπ(i) (n)

) (
e7 ◦ eπ(i) (n)

)))
Más alla de la aparatosa forma de α, lo que describe es muy simple.
Supongamos que en la descomposición en factores primos de n, r es el
exponente de π (i), entonces el último conyunto de α (n, i) se cumple
si, y sólo si, r = 3a · 5b · 7c, con a, b, c ∈ N. El primer conyunto se
cumple si, y sólo si, 0 < a ≤ k, es decir, es el número de un estado de
M. Análogamente el segundo y tercer conyunto se cumplen si, y sólo
si, b es el numeral de un elemento de {0, 1, B} y c es el numeral de un
elemento de {I,D,N}, respectivamente.

Haciendo esto, α (n, i) se cumple si y solo si r = λ (δ (qj, s)) y
δ (qj, s) está de�nida, mientrás que si δ (qj, s) está inde�nida, se cumple(
eπ(i) = 2

)
.

De esta forma un número n ∈ N si y solo si cumple las propiedades
1 y 2, las cuales son ambas computables, y por tanto N es un conjunto
computable. �

Proposición 3.2. Sea n ∈ N, entonces si M∈M es tal que
Λ (M) = n, podemos describir totalmente aM a partir de n.
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Demostración. Simplemente | QM |= k = e2 (n), y para todo
1 ≤ i ≤ k y s ∈ {0, 1, B}, de�nimos δM de la siguiente forma:

δM (qi, s) =



(
e3 ◦ eπ(3i−2+#s) (n) = j

)
∧

(qj, s
′,m) ⇐⇒

(
e5 ◦ eπ(3i−2+#s) (n) = #s′

)
∧(

e7 ◦ eπ(3i−2+#s) (n) = #m
)

inde�nida ⇐⇒ 2 |
(
eπ(3i−2+#s) (n)

)
�

Definición 3.6. De�nimos ∆ : N 7−→ N dada por:

∆ (n) =

{
0 (@m ∈ N) ((m ∈ N) ∧ (m < n))

s (m) (m ∈ N) ∧ ((@l ∈ N) ((l ∈ N) ∧ (∆−1 (m) < l < n)))

donde s es la función sucesor. De esta forma podemos de�nir Ω =
∆ ◦ Λ : M 7−→ N.

Teorema 3.2. Ω : M 7−→ N es biyectiva computable y con inversa
computable.

Demostración. SeanMn yMm dos máquinas de Turing distin-
tas, entonces por la inyectividad de Λ, n 6= m, y como ∆ es estricta-
mente creciente, ∆ (n) 6= ∆ (m), y así Ω (n) 6= Ω (m), por tanto Ω es
inyectiva.

También sea n ∈ N, si n = 0, entonces n = ∆ (a) con a = minN, y
si n = s (m), entonces n = ∆ (b) con b = min {b ∈ N : b > m}; de esto
tenemos que ∆ es suprayectiva y como Dom (∆) = Im (Λ), entonces Ω
es también suprayectiva.

Prácticamente ya vimos que la función Λ es computable y también
su inversa, solo falta ver que ∆ también lo es. Pero podemos dar una
máquinaMΩ que con entrada n, entonces primero cambie la cinta por
una cadena de la forma Bn0000B · · · , y si en un instante dado tenemos
una cadena de la forma Bn0i0jB · · · , entonces si i /∈ N aplicamos la
función sucesor a i para obtener Bn0s (i)0jB · · · , si i ∈ N y n 6=
i, aplicamos sucesor a i y a j, para obtener Bn0s (i)0s (j)B · · · , por
último si i ∈ N y n = i, entonces aplicamos sucesor a j y devolvemos
s (j). De esta forma j sirve como un contador de los elementos de N
en orden y nos devuelve exactamente el lugar en el que aparece n.
Podemos hacer un procedimiento similar para ver que ∆

-

1 es también
computable y de esta manera completar la prueba. �
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Gracias a este teorema, si llamamos a n = Ω (M), el indice de
M, podemos hablar del conjunto de las máquinas de Turing a través
de su indice. De esta forma llamamos Mi a la máquina M ∈ M tal
que Ω (M) = i, entonces M = {Mi}i∈N y también tendremos el con-
junto de las funciones computadas por una máquina de Turing como
{Φi}i∈N. A partir de ahora trabajaremos la mayoria del tiempo con las
funciones computables más que con las mismas máquinas de Turing.
Sin embargo notemos que dos máquinas pueden considerarse diferen-
tes pero computar la misma función, por ejemplo, en el comentario
siguiente a la observación 3.1 dimos una forma de construir a partir de
una máquina de Turing, otra que haga exactamente lo mismo pero que
sea una máquina diferente; de hecho, hicimos más que eso, para cada
máquina, dimos in�nitas máquinas que computan la misma función, de
esta forma en {Mn}n∈N cada máquina es distinta pero para cada i ∈ N,
{a ∈ N : Φa = Φi} es in�nito. El hecho de que cada función computable
tenga un conjunto de índices in�nito nos será útil más adelante.

3.3. El problema de la detención

Como vimos al �nal de la sección 2.2, preguntarse si un conjunto re-
cursivamente enumerable es computable es más complicada de resolver
que las demás pregunas planteadas en esa sección, si tuvieramos una
máquina K que recibiera como entrada el numeral de un par ordenado
(n,m) y nos regresara como salida 1 si Mn ↓ (m) y 0 si Mn ↑ (m),
entonces todo conjunto recursivamente enumerable sería computable,
pues si A ⊆ N fuera aceptado por una máquinaMi, entonces A sería

computado por la máquina N tal que ∀k ∈ N
(
N
(
k
)

= K
(

(i, k)
))

. El

problema de la detención es precisamente este, dada una máquina de
TuringM y una cadena w sobre su alfabeto de entrada, decidir siM
se detiene ante w o no. Visto de otra forma nosotros podemos de�nir el
problema de la detención como el conjunto H = {(n,m) : Mn ↓ (m)}.
Es claro que este conjunto es computable si y sólo si la máquina H
descrita arriba es construible. Con la notación vista al �nal de la sec-
ción anterior este problema puede verse como el conjunto de pares
H = {(n,m) : m ∈ Dom (Φn)}. A partir de ahora usaremos está últi-
ma notación.

Teorema 3.3. El problema de la detención no es computable.
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Demostración. Supongamos que H es computable, entonces sea
D : N 7−→ N dada por

D (x) =

{
↑ ⇐⇒ x ∈ Dom (Φx)

1 En otro caso

Donde D (x) =↑ representa que D (x) esta inde�nida en x.
Es claro que si H es computable entonces D también lo es, y por

tanto existe n ∈ N tal que D = Φn; luego tenemos que

D (n) =↑ ⇐⇒ n ∈ Dom (Φn) ⇐⇒ n ∈ Dom (D) ⇐⇒ D (n) 6=↑
lo cual es una contradicción, así concluimos entonces que H no es

computable. �

Tal y como hicimos con el problema de la detención, pudimos ha-
ber utilizado alguna otra propiedad de las máquinas para encontrar
un conjunto no computable, una generalización de esto es un teorema
famoso, llamado el teorema de Rice, el cual dice que decidir si una
función computable cumple una propiedad P es computable si, y solo
si, el conjunto de funciones que cumplen dicha propiedad es {Φi}i∈N o
∅. Por otro lado, en diversas ocasiones nos será útil usar versiones un
tanto modi�cadas del problema de la detención, sin embargo utilizando
también el teorema de Rice, probaremos su equivalencia con el proble-
ma original en 4.2.1.





Capítulo 4

Computabilidad relativa y equivalentes a H.

Las máquinas de Turing pueden funcionar no sólo para distinguir
entre problemas computables y no computables (RE), si no también
para clasi�carlos más ampliamente por su nivel de complejidad, aún
dentro de los mismos problemas no computables. Informalmente dire-
mos que un problema A es mas fácil que otro problema B, si suponiendo
que tenemos una solución para B, podemos encontrar una solución pa-
ra A. De esta forma los conjuntos y problemas computables son los
más fáciles. Esto nos llevará también a una idea de equivalencia entre
dos problemas y demostraremos que ciertos problemas no tienen una
solución pues son equivalentes a H, el problema de la detención.

4.1. Computabilidad relativa

Para hablar de computabilidad relativa regularmente usaremos un
tipo distinto de máquinas de Turing a las que usamos anteriormen-
te. Estas nuevas máquinas de Turing serán las llamadas máquinas de
Turing con oráculo.

Definición 4.1. Sea A ⊆ N, entonces de�nimos una máquina de
Turing con oráculo A, como una máquina de Turing MA que cuenta
con un estado especial qA tal que al llegar a qA con un numeral n en la
cinta, decide si n ∈ A o si n /∈ A y en función de esto continua con la
computación dependiendo de este resultado. Como ahora tratamos con
las funciones computadas por una máquina más que con las máquinas
en si, escribiremos ΦA para decir que Φ funciona con oráculo A.

En este caso el conjunto A deberá ser preferiblemente no compu-
table, y es claro que en este caso una máquina oráculo puede computar
más funciones que una máquina de Turing que no utiliza oráculos (o
igual en caso de que A sea computable).

Definición 4.2. (Orden de Turing). Dados A,B ⊆ N, decimos que
A ≤T B si A es computable por una máquina de Turing con oráculo
B, en este caso decimos que A es B-computable o que A es computable
en B. De�nimos tambien A ≡T B si A ≤T B y B ≤T A; en este caso
decimos que A y B son Turing-equivalentes o simplemente equivalentes.

47
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Observación 4.1. Notemos que si un conjunto A es equivalente a
H entonces no es computable.

Observación 4.2. Con la nueva notación, lo que demostramos en
la sección 3.3, se puede sintetizar de la siguiente manera: {n ∈ N : Φn ↓ (n)} ≤T
H.

Lema 4.1. La relación ≤T es re�exiva y transitiva.

Esto se sigue directamente de la de�nición, sin embargo no podemos
decir que (P (N) ,≤T ), sea un orden parcial, pues la anti-simetría no
necesariamente se cumple. Por ejemplo todo par de conjuntos compu-
tables son reducibles entre ellos pero no necesariamente son el mismo
conjunto. Sin embargo si tomamos conjuntos Turing-equivalentes como
uno mismo, es decir hacemos cociente con ≡T , entonces podemos dar
un orden parcial a P (N).

4.2. Equivalentes a H.

Construiremos primero conjuntos que son versiones un tanto modi-
�cadas del problema de la detención y demostraremos su equivalencia
con el problema original, esto nos proporcionará mas libertad para de-
mostrar la equivalencia de problemas más generales con H. Con la
información que tenemos, ahora es posible demostrar los problemas
equivalentes a H que fueron mencionados al �nal del capítulo anterior.

4.2.1. Equivalencias inmediatas. Antes que nada, daremos la
primera equivalencia directamente.

Proposición 4.1. H ≡T {x ∈ N : Φx ↓ (x)}.

Demostración. Gracias a la observación 4.2 ya tenemos la pri-
mera parte del resultado: H ≥T {x ∈ N : Φx ↓ (x)}.

Por otro lado, para probar la otra desigualdad, de�namos h : N ×
N 7−→ N de la siguiente forma:

Si (n,m) ∈ N× N, entonces construyamos una máquina de Turing
G, tal que con entrada x, G primero aplica la máquina borradora B,
después aplicando la función constante m escribe m sobre la cinta, y
por último correMn con esta entrada. Notemos que G hace lo mismo
independientemende de su entrada, y que G ↓ (x) ⇐⇒ Mn ↓ (m).

Sea k el índice de G, entonces de�nimos h (n,m) = k, de esta forma
h es una función total computable. Sea entonces (n,m) ∈ N × N, y
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h (n,m) = k, entonces tenemos

(n,m) ∈ N× N ⇐⇒ Mn ↓ (m) ⇐⇒ (∀x ∈ N)
(
Mh(n,m) ↓ (x)

)
⇐⇒ Mk ↓ (k) ⇐⇒ Φk ↓ (k) ⇐⇒ k ∈ {x ∈ N : Φx ↓ (x)}

así, concluimos que H ≤T {x ∈ N : Φx ↓ (x)}, y por tanto H ≡T
{x ∈ N : Φx ↓ (x)}. �

Enunciaremos ahora dos de los teoremas más útiles en la teoría de
la computabilidad: El teorema s-m-n, aunque en una versión particular,
y el teorema de Rice.

Definición 4.3. Sea Φ una función computable, entonces de�nimos
el conjunto de índices de Φ por IΦ = {e ∈ N : Φ = Φe}. Si e ∈ IΦ

decimos que e es un índice de Φ.

Análogo a como lo hicimos con la máquina universal de Turing,
podemos de�nir una función f : N×N 7−→ N dada por f (x, y) = Φx (y).

Ahora hacemos lo análogo para conjuntos de funciones.

Definición 4.4. Sea Γ un conjunto de funciones computables, en-
tonces de�nimos IΓ, el conjunto de índices de Γ como IΓ = {t ∈ N : Φt ∈ Γ}.

Observación 4.3. Si Γ es un conjunto de funciones computables
tales que Φ ∈ Γ, entonces IΦ ⊆ IΓ.

Entonces equivalentemente decimos que I es un conjunto de índices
si se tiene que:

(e ∈ I) =⇒ ({a ∈ N : Φa = Φe} ⊆ I)

Teorema 4.1. El teorema s-m-n. (En este caso n,m=1)
Sea f (x, y) una función parcial computable de dos variables. En-

tonces existe una función computable s : N 7−→ N tal que, para todo
par (x, y), Φs(x) (y) = f (x, y).

Demostración. Sea M una máquina de Turing que compute f
y x ∈ N, entonces construimos una máquina de Turing Nx tal que con
una entrada y, primero cambie el contenido de la cinta de 0y0 a 0x0y0,
y después concatenamos la máquina M. Sea entonces e el índice de
Nx, y de�nimos s (x) = e. Haciendo esto para cada x ∈ N es claro que
para todo x ∈ N, Φs(x) (y) = f (x, y). Además s es computable pues la
construcción de Nx es computable y obtener el índice de una máquina
también lo es gracias a lo visto en el teorema 3.2.

�

Teorema 4.2. Teorema de Rice. Sea I un conjunto de índices,
entonces I es computable, si, y solo si, I = ∅ o I = N.
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Demostración. Sea A /∈ {∅,N} un conjunto de índices. Sea ahora
e ∈ N tal que Dom (Φe) = ∅, supongamos que e /∈ A, y �jemos i ∈ A.
De�namos una función g : N×N 7−→ N dada por:

g (x, y) =

{
Φi (y) ⇐⇒ Φx ↓ (x)

↑ ⇐⇒ Φx ↑ (x)

Ahora por el teorema s-m-n, existe una función computable s :
N 7−→ N tal que

Φs(x) (y) =

{
Φi (y) ⇐⇒ Φx ↓ (x)

↑ ⇐⇒ Φx ↑ (x)

De esta manera, Φx ↓ (x) implica que Φs(x) = Φi, y esto a su vez
implica que s (x) ∈ A. Por otro lado si Φx ↑ (x), entonces Φs(x) = Φe,
y así s (x) /∈ A. Luego, se sigue que Φx ↓ (x) si, y solo si, s (x) ∈ A.

El caso en el que e ∈ A, es análogo, por lo que se sigue que A no es
computable, pues de serlo {x ∈ N : Φx ↓ (x)} también lo sería. �

Esto no signi�ca que todo conjunto distinto del vacío y del total
sea no computable, pues muchos problemas no triviales no pueden ser
descritos por un conjunto de índices, y así, estos tienen posibilidad de
ser conjuntos computables.

Por otro lado, en la demostración del teorema de Rice, no sólo de-
mostramos que un conjunto de índices no trivial es indecidible, sino que
además si I es uno de tales conjuntos, entonces {x ∈ N : Φx ↓ (x)} ≤T
I, de donde obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Sea I un conjunto de índices no trivial, entonces
H ≤T I.

Con todo esto, podemos dar ahora algunas equivalencias a H que
nos serán útiles más adelante.

Introducimos un poco de notación que nos será útil para la prueba
del siguiente resultado. Para cada n, s, k ∈ N, denotaremos queMn se
detiene con entrada k en a lo más s pasos porMn ↓ (k) [s].

Teorema 4.3. Los siguientes conjuntos son Turing-equivalentes.

1. H
2. {n ∈ N : Φn ↓ (n)}
3. {n ∈ N : Φn ↓ (0)}
4. {n ∈ N : Dom (Φn)=∅}
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Demostración. 1 ⇐⇒ 2 nos lo da la proposición 4.1, y como los
conjuntos de 3 y 4 cumplen las hipótesis del teorema de Rice, también
tenemos 1 ≤T 3, 4 gracias al corolario 4.1. Basta entonces con demos-
trar 3 ≤T 1 y 4 ≤T 1; y por transitividad tendremos 1 ≡T 2 ≡T 3 ≡T 4.

3 ≤T 1)Esto es trivial, pues se tiene que

x ∈ {n ∈ N : Φn ↓ (0)} ⇐⇒ (x, 0) ∈ {(n,m) ∈ N× N : Φn ↓ (m)} ⇐⇒ (x, 0) ∈ H

4 ≤T 3)Sea m ∈ N, entonces de�nimos una función parcial compu-
table Φ tal que

Φ (k) =

{
0 ⇐⇒ (∃i ∈ N) (i ≤ k) (Mm ↓ (i) [k])

Φ (k + 1) de otro modo

Para ver que esta función es computable observemos que podemos
construir una máquina de Turing M tal que con una entrada k, pri-
mero escriba el numeral del 0 sobre la cinta, para dejar sobre la cinta
k00, y teniendo sobre la cinta algo de la forma k0s, corra Mm con
entrada 0, por s pasos. Si Mm se detiene, entonces detenemos M y
damos 0 como salida, si no lo hace cambiamos, el cero por 1 y así suce-
civamente hasta llegar a s. Si tambpoco se detiene con entrada s en s
pasos, entonces cambiamos s por s+ 1 y de nuevo continuamos con el
proceso hasta hacer s = k, en cuyo caso si no se detiene cambiamos k
por k+1, y así esto será como si alimentaramos aM con entrada k+1.

Sea entonces e ∈ N, un índice de Φ, de esta manera

e ∈ {n ∈ N : Φn (0) ↓} ⇐⇒ (∃k ∈ N) (Φe ↓ (k)) ⇐⇒
(∃i ∈ N) (∃k ∈ N) (i ≤ k) (Mm ↓ (i) [k]) ⇐⇒
(∃i ∈ N) (Mm ↓ (i)) ⇐⇒ Dom (Φm) 6= ∅ ⇐⇒ m ∈ {n ∈ N : Dom (Φn)=∅}

Con esto queda demostrado el teorema. �

4.2.2. Componentes conexas en grafos computables.

Daremos primero una serie de de�niciones preliminares para fami-
liarizarnos con los conceptos que usaremos de la teoría de grafos.

4.2.2.1. De�niciones
.
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Definición 4.5. Un grafo G es un par de conjuntos (V,A) donde
A ⊆ V ×V . A los elementos de V los llamamos vértices y a los elementos
de A los llamamos aristas.

Consideraremos solo grafos tales que | V |≤ ℵ0, en este caso pode-
mos pensar sin pérdida de generalidad que V ⊆ N. Decimos también
que un grafo G = (V,A) es computable si V ⊆ N es computable; y si
A ⊆ N× N es un conjunto computable.

Consideraremos grafos no dirigidos y sin lazos, es decir:

∀u, v ∈ N (((u, v) ∈ A ⇐⇒ (v, u) ∈ A) ∧ ((u, u) /∈ A))

Ahora consideraremos las componentes conexas de cada vértice, es de-
cir, la componente conexa de un vértice v es el conjunto de vértices que
están unidos a él por medio de un camino de aristas.

Definición 4.6. Sea G = (V,A) un grafo y sea v ∈ V ; entonces
de�nimos la componente conexa de v por:

C (v) = {u ∈ V : ∃a1, . . . , an, an+1 ∈ A y∃v1, . . . , vn tal que

a1 = (v, v1) , an+1 = (vn, u) y para 1 < i ≤ n , ai = (vi−1, vi)}

Veamos ahora qué tan complicado es calcular la componente conexa
de un vértice en un grafo.

Procedemos ahora a los resultados.

4.2.2.2. Resultados
.

Lema 4.2. Sea Tn = {(x1, . . . , xn) : n ∈ N y para 0 < i ≤ n, xi ∈ N},
entonces el conjunto T =

⋃
n∈N

Tn es RE.

Demostración. Sea n ∈ N\ {0, 1}, decimos que n está escrito en
forma normal, si escribimos a n de la siguiente forma:

n =
k∏
i=1

π (i)ri

donde para todo j > k, se tiene que π (j) - n, y algunos ri = 0. En
pocas palabras escribimos n como su descomposición en primos pero
sin saltarnos ningún primo menor al mayor que lo divide al enumerar
los exponentes.

De esta forma sea T : N 7−→ T dada por:



4.2. EQUIVALENTES A H. 53

T (n) =


(0) ⇐⇒ n = 0

(0) ⇐⇒ n = 1

(sup {r1, 1} − 1, . . . , sup {rk, 1} − 1) ⇐⇒ n =
k∏
i=1

π (i)ri en su forma normal

Gracias a que las funciones ek son computables, T también lo es.
Además f es suprayectiva, pues para cada tupla a = (a1, . . . , ak), se

tiene que a = f (n) con n =
k∏
i=1

π (i)ai+1. Por tanto T es RE. �

Proposición 4.2. Sea G = (V,A) un grafo computable y v ∈ V ,
entonces C (v) ≤T H.

Demostración. Sea w ∈ V , entonces sea ΦG : V 7−→ N dada de
la siguiente forma; si T (n) = (a1, . . . , ak) entonces

ΦG (n) =

{
1 ⇐⇒ (a1 = v) ∧ (ak = w) ∧ [∀i ((1 ≤ i < k) =⇒ (((ai, ai+1) ∈ A) ∧ (ai ∈ V )))]

inde�nida de otra forma

de esta forma (w ∈ C (v)) ⇐⇒ (Dom (ΦG) 6= ∅), y por el teorema
4.3 tenemos que C (v) ≤T H. �

Proposición 4.3. Existe un grafo G = (V,A) computable y v ∈ V
tal que C (v) ≥T H.

Demostración. Daremos V = N y de�nimos A de la siguiente
manera. Para todo par n,m de números naturales:

[(2n, 2m) /∈ A]∧[(2n+ 1, 2m+ 1) ∈ A]∧[((2n, 2m+ 1) ∈ A) ⇐⇒ Mn (0) [m] ↓]
es decir, todos los impares están unidos, ningún par esta unido

a otro, y entre un par 2n y un impar 2m + 1 solo están unidos si
Mn (0) [m] ↓, de esta forma G es computable. Además C (1) ≥T H,
pues n ∈ C (1) si y solo si n es impar o n es par y está conectado a
un impar; pero esta última condición quiere decir que existe m ∈ N tal
que (n, 2m+ 1) ∈ A, luego existe m ∈ N tal que Mn (0) [m] ↓, y por
endeMn(0) ↓. En conclusión, n ∈ C (v) ⇐⇒ n impar oMn (0) ↓. De
nuevo por teorema 4.3 tenemos que C(1) ≥T H. �

Teorema 4.4. En general el problema de dado un grafo computable
G y v ∈ V calcular C (v) es equivalente a H.

Demostración. La demostración del teorema se sigue automati-
camente de los lemas 4.2 y 4.3. �

Vayamos ahora a un problema de la teoría de anillos relacionado
con encontrar ideales maximales.
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4.2.3. Ideales maximales en anillos conmutativos compu-

tables.

Igual que en la sección anterior nos ocuparemos primero de dar varias
de�niciones referentes a anillos e ideales.

4.2.3.1. De�niciones
.

Definición 4.7. Un anillo con unidad A es un conjunto con dos
operaciones binarias + : A×A 7−→ A, y · : A×A 7−→ A, normalmente
llamadas suma y producto respectivamente y dos elementos distingui-
dos 0 y 1,usualmente distintos, donde se cumple lo siguiente:

1. ∀a, b, c ∈ A(a+ (b+ c) = (a+ b) + c)
2. ∀a ∈ A (a+ 0 = a = 0 + a)
3. ∀a ∈ A∃ (−a) ∈ A (a+ (−a) = 0)
4. ∀a, b ∈ A (a+ b = b+ a)
5. ∀a, b, c ∈ A(a · (b · c) = (a · b) · c)
6. ∀a ∈ A (a · 1 = a = 1 · a)
7. ∀a, b, c ∈ A(a · (b+ c) = (a · b) + (a · c))

Decimos que el anillo es conmutativo si vale:
8. ∀a, b ∈ A(a · b = b · a)

Como de costumbre eliminamos el símbolo · y simplemente escribimos
ab en lugar de a · b.

Definición 4.8. Un ideal izquierdo I de un anillo A es un sub-
conjunto que es cerrado bajo sumas y que absorbe productos, es decir,
∀i∀j ∈ I(i+ j ∈ I), y si i ∈ I y a ∈ A entonces ai ∈ I. Análogam-
mente de�nimos ideales derechos si absorbe productos por la derecha.
Un ideal que es a su vez izquierdo y derecho se llama ideal bilateral;
entonces si el anillo es conmutativo todo ideal izquierdo o derecho es
ideal bilateral.

Entre los ideales distinguimos dos tipos importantes de ellos. Un
ideal I de A se llama maximal si para todo ideal J de A tal que I ⊆
J ⊆ A, se tiene que I 6= J implica J = A. Un ideal I se dice que es
primo si para todos i, j ∈ I se tiene que ij ∈ I implica que i ∈ I o
j ∈ I.

Por último al igual que en grá�cas nos centraremos solo en aquellos
anillos computables.

Definición 4.9. Un anillo A es un anillo computable si A ⊆ N
es computable y si sus operaciones +, · : A × A 7−→ A son también
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computables.

4.2.3.2. Resultados
.

Proposición 4.4. Todo anillo conmutativo computable tiene un
ideal maximal I tal que I ≤T H.

Demostración. Sea (R,+, ·) un anillo conmutativo, entonces cons-
truiremos I ( R ideal maximal usando a H como oráculo. Construire-
mos I por pasos, viendo uno por uno los elementos de R y agregandolos
de tal forma que nos den un ideal maximal, esto lo haremos con la ayuda
de una familia {Ij}j∈N de subconjuntos de R de�nidos recursivamente
de la siguiente manera; supongamos que para todo i ≤ j ya tenemos
construido Ii, y construyamos Ij+1 de la siguiente forma: si j + 1 /∈ R,
entonces Ij+1 = Ij; por otro lado si j ∈ R, haremos Ij+1 = Ij si,
y sólo si 1 /∈ 〈Ij ∪ {j}〉, y así 〈Ij+1〉 6= R, si por último j + 1 ∈ R
y 1 ∈ 〈Ij ∪ {j}〉, entonces hacemos Ij+1 = Ij. De�nimos entonces a
I =

⋃
j∈N

Ij.

Lo único que resta por probar para que I sea un conjunto compu-
table es que la decisión 1 ∈ 〈Ij ∪ {j}〉 o 1 /∈ 〈Ij ∪ {j}〉 es computable
para toda j. Para esto ocuparemos H y supongamos que para i ≤ j ya
sabemos que Ii es computable.

Entonces si Ij = {i1, . . . , ik}, como R es computable, también te-
nemos que Rk+1 es RE, y así existe una función computable suprayec-
tiva f : N 7−→ Rk+1, y de esta forma podemos de�nir otra función
CLj : Rk+1 7−→ N dada por:

CLj (n) =

{
1 ⇐⇒ r1i1 + . . .+ rkik + rk+1j = 1

↑ de otro modo

donde f (n) = (r1, . . . , rk, rk+1). Ya que f ,+ y · son computables
CLj también lo es y además 1 ∈ 〈Ij ∪ {j}〉 si, y solo si Dom (CLj) 6= ∅
y por el teorema 4.3 y como + y · son las heredadas por R, Ij es compu-
table en H, y así lo es I pues para ver si un número natural k está en
I, basta con observar si está en Ik+1.

Ahora probemos que I es ideal maximal.
Sean i, j ∈ I y r ∈ R, y supongamos que i ≤ j, entonces i ∈ Ii+1 ,
j ∈ Ij+1 y Ii+1 ⊆ Ij+1, de donde i + j ∈ 〈Ij+1〉 y claramente también
r · j ∈ 〈Ij+1〉.
Ahora sea J un ideal de R tal que I ( J ⊆ R. Sea m ∈ J\I, entonces
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comom /∈ I, 1 ∈ 〈Im ∪ {m}〉 ⊆ J y de esta forma J = R, lo que prueba
la maximalidad de I. �

Ahora veremos que el poder encontrar un ideal maximal dentro de
un anillo conmutativo computable cualquiera también nos proporciona
una forma de resolver el problema de la detención. Como de costum-
bre esta implicación será la mas complicada para demostrar que este
problema referente a ideales maximales y el problema de la detención
son equivalentes. Comenzaremos con una observación.

Observación 4.4. El anillo de polinomios con una cantidad nu-
merable de variables sobre Q denotado por Q [x1, x2, . . .], es un anillo
computable.

Demostración. Gracias a la sección 2.2, es facil convencerse de
que las operaciones suma y producto en Q [x1, x2, . . .] son computables.
Ahora sólo resta probar que los elementos del anillo se pueden biyectar
computablemente con un subconjunto computable de los naturales. En
pocas palabras tenemos que Gödelizar al conjuntoQ [x1, x2, . . .]. Esto lo
hacemos de la siguiente manera: damos una función ϕ : Q [x1, x2, . . .] 7−→
N donde si p (x1, x2, . . .) ∈ Q [x1, x2, . . .], entonces p (x1, x2, . . .) =

∑
n∈N

∑
i∈N
an,ix

n
i .

Entonces usando una biyección f : N2 7−→ N como en la página 24, y co-
mo cada polinomio es �nito podemos hacer ϕ (p (x1, x2, . . .)) =

∏
π (f (i, n))ai,n

tomando los ai,n distintos de 0, lo cual determina totalmente al polino-
mio p (x1, x2, . . .). �

Proposición 4.5. Existe un anillo A tal que para todo ideal I ⊆ A,
se tiene que H ≤T I.

Demostración. Hagamos la demostración en varios pasos.

Paso 1) Construcciones iniciales.

Tomemos el anillo Q [x1, x2, . . .] el cual es computable, y haciendo
uso del teorema 4.3 tomamos H = {n ∈ N : Φn (0) ↓} y el subconjunto
{xi : i ∈ H} ⊆ Q [x1, x2, . . .]. Entonces sean

A = {xi : i ∈ H} y R = 〈A〉
de esta forma p ∈ R si, y solo si, para cada monomio m de p, se

tiene que existe i ∈ H tal que xi divide a m.
Sea entonces S = Q [x1, x2, . . .] \R, entonces p ∈ S si y solo existe

un monomio n de p tal que xi no divide a n para ningún i ∈ H.
A�rmamos queM es cerrado bajo multiplicación.
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Ciertamente, sean p , q polinomios sobre S, entonces hay monomio
mp de p tal que para todo i ∈ H, xi no divide amp, y analogamente hay
un mq monomio de q que cumple las mismas propiedades, por tanto
m = mp ·mq es un monomio de p · q tal que para todo i ∈ H se tiene
que xi no divide a p · q, y por tanto p · q ∈ S.

Paso 2) Construcción del anillo y del ideal.

ComoQ [x1, x2, . . .] es dominio, entonces podemos hablar de su cam-
po de cocientes Q (x1, x2, . . .), y tomamos el subconjunto

K =

{
p

q
∈ Q (x1, x2, . . .) : q ∈ S

}
de esta forma y gracias a que S es cerrado bajo multiplicación, K

es un subanillo de Q (x1, x2, . . .).
Tomemos ahora el conjunto

KR =

{
p

q
∈ Q (x1, x2, . . .) : (p ∈ R) ∧ (q ∈ S)

}
gracias a que R es un ideal de Q [x1, x2, . . .], se sigue que KR es un

ideal de Q (x1, x2, . . .).

Paso 3) Todo ideal maximal en K computa H.

Notemos que KR es un ideal maximal de K, pues si p
q
∈ K\KR, se

sigue que p ∈ S, y por tanto q
p
∈ K, y como los ideales absorben la

multiplicación, q
p
· p
q

= 1 debería estar en el ideal.
Por otro lado si I es cualquier ideal de K distinto del total, se sigue

que I no contiene elementos de la forma p
q
, con p ∈ S, pues por lo que

acabamos de ver, 1 estaría en I. De esta forma todos los elementos de
I son de la forma p

q
, con p /∈ S, es decir, p ∈ Sc = R, y por tanto

p
q
∈ KR, de donde se sigue que I ⊆ KR, y por tanto KR es el único

ideal maximal de K.
Además

xi
1
∈ KR ⇐⇒ xi ∈ R ⇐⇒ xi ∈ A ⇐⇒ i ∈ H

y entonces todo ideal maximal I de K, el cual solo puede ser KR,
se tiene que H ≤T I.

Paso 4)KR es un conjunto RE.
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Para empezar probaremos que S es un conjunto RE, para ello pro-
baremos que es RE dentro de Q [x1, x2, . . .], que también es RE.

Sea p ∈ Q [x1, x2, . . .], y digamos que p =
k∑
i=1

mi donde cada mi es

un monomio en Q [x1, x2, . . .]. Para cada i, sea ahora {xi,1, . . . , xi,ni} el
conjunto de los x tales que xi,j divide a mi.

Recordemos queMn ↓ (a) [s], denota que la máquinaMn se detiene
con entrada a en a lo más s pasos, como en este caso k siempre será
igual a 0, omitiremos la entrada de la máquina y solo denotaremos por
Mn ↓ [s], aMn ↓ (0) [s].

Entonces damos una máquina de Turing U, que con entrada p, y
para cada monomio mi haga lo siguiente: pruebe si para cada x ∈
{xi,1, . . . , xi,ni},Mi,j ↓ [s], con s = 0 , esto claramente es computable
pues hay una cantidad �nita de xi,j, y cada uno se prueba una cantidad
�nita de pasos, si algún monomio mi cumple esta condición, entonves
detenemos U, si no hacemos s = 1, y repetimos el proceso recursivamen-
te. Haciendo esto tenemos que U ↓ (p) si, y solo si, p ∈ S. Pues si p ∈ S,
entonces hay un monomio mi tal que el conjunto {xi,1, . . . , xi,ni} ⊆ A,
y asi para cada xi,j hay un si,j tal que Mi,j ↓ [si,j], y asi tomando
t = max {si,j : 0 < j ≤ ni}, se tiene que U se detendrá en mi cuando
s = t.

Por último como S es RE, entonces también lo es K.

Paso 5) Volviendo las cosas computables

K y KR no son computables, sin embargo como K es RE, existe
una biyección {k1, k2, . . .} con los numeros naturales. Llamemosle f a
dicha biyección donde f : N 7−→ K esta dada por f (n) = kn.

Sea entonces el anillo A = N con las operaciones +A, y ·A, dadas
por x+Ay = f−1 (f (x) +K f (y)), y x·Ay = f−1 (f (x) ·K f (y)). De esta
forma el anillo A es computable, pues A = N, y +A, ·A están de�nidas
enterminos de f ,+K y ·K; las cuales son computables.

Claramente f abre las operaciones pues f (x+A y) = f (f−1 (f (x) +K f (y))) =
f (x) +K f (y), y lo análogo se tiene para el producto.

De aquí se tiene que A es isomorfo a K y por tanto tiene un único
ideal maximal f−1 (KR), y no solo eso, sino que H ≤T f−1 (KR), pues

n ∈ H ⇐⇒ xn ∈ R ⇐⇒ xn ∈ KR ⇐⇒ f−1 (xn) ∈ f−1 (KR)

por tanto, (A,+A, ·A) es un anillo computable tal que todo ideal
maximal computa H. �
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Teorema 4.5. H es necesario y su�ciente para calcular ideales
maximales en anillos conmutativos computables.

Demostración. La demostración se sigue como corolario de las
proposiciones 4.4 y 4.5. �

La próxima equivalencia, será un tanto más complicada y larga que
las anteriores, así que le dedicaremos un capítulo aparte.





Capítulo 5

El décimo problema de Hilbert.

Dentro de los problemas planteados por Hilbert en 1900, uno era
referente a la solución de polinomios con coe�cientes enteros, el enun-
ciado era parecido al siguiente:

"Dada una ecuación diofántica con cualquier cantidad de
incógnitas y con coe�cientes racionales enteros, crear un
mecanismo con el cual en una cantidad �nita de opera-
ciones pueda determinarse si la ecuación tiene solución
en los racionales enteros"

En otras palabras, se pide dar un algoritmo que al darle una ecuación
diofántica con coe�cientes enteros y cualquier cantidad de variables co-
mo entrada, nos diga si esta tiene solución o no dentro de los enteros.
En este trabajo entenderemos �máquina de Turing� por algoritmo, y
el problema de decidir si una ecuación diofántica particular tiene o no
soluciones en los enteros, será traducido a responder si un elemento en
el conjunto D de todas las ecuaciones diofanticas con cualquier canti-
dad de variables (aritmetizado de cierta manera para usarlo como un
subconjunto de N), pertenece o no al subconjunto S de D, de todas las
ecuaciones diofánticas que sí tienen solución en los enteros.

Demostraremos en su momento, que la respuesta a esta pregunta
planteada por Hilbert es �no�, y más aún, demostraremos que este
procedimiento es equivalente a H.

Definición 5.1. Una ecuación diofántica es una ecuación de la
forma

(3) D (x1, . . . , xn) = 0

donde D es un polinomio con coe�cientes enteros.

Una ecuación diofántica también puede ser representada por

(4) Di (x1, . . . , xn) = Dd (x1, . . . , xn)

de manera que todos los coe�cientes sean positivos.

Por otro lado, considerar ecuaciones diofánticas o sistesmas de estas,
será equivalente para nuestras causas, pues un sistema de ecuaciones

61
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diofánticas
D1 (x1, . . . , xn) = 0

...
Dk (x1, . . . , xn) = 0

tendrá solución, si, y solo si, la ecuación

(5) D2
1 (x1, . . . , xn) + . . .+D2

k (x1, . . . , xn) = 0

que también es diofántica, tiene solución; donde D2
1 (x1, . . . , xn) de-

nota
[D1 (x1, . . . , xn)]2.

Análogamente, aunque podría parecer poco útil, podemos conside-
rar una ecuación diofántica D (x1, . . . , xn) = 0, como un sistema de
ecuaciones diofánticas

D1 (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0
...

Dk (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0

sin embargo, esto nos da la gran ventaja de que cada una de estas
ecuaciones puede ser de la forma a = bc o a = b + c, con a, b, c ∈
Z ∪ {xi}i∈N ∪ {yj}j∈N ,es decir, podemos escribir cada una de las ecua-
ciones como suma o producto de dos cosas que pueden ser incógnitas
originales, nuevas incógnitas previamente creadas o números enteros.

Por ejemplo la ecuación que satisfacen los puntos de S2, la cáscara
de una esfera en R3, es

x2 + y2 + z2 − 1 = 0

la podemos ver como el sistema

p1 = x
p2 = p1x
q1 = y
q2 = q1y
r1 = z
r2 = r1z
a = p2 + q2

b = a+ r2

b = 1

donde las ecuaciones son de la forma de la ecuación (4), y también
cada una es de la forma a = bc o a = b + c. Nuevamente este sistema
tendrá solución, si, y sólo si, la ecuación original tiene solución.
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También decimos que el grado de una ecuación diofántica es el má-
ximo de la suma de las potencias de las variables que aparecen en cada
monomio.

Ahora podemos combinar estos dos procedimientos; dada una ecua-
ción diofántica D, primero lo convertimos en un sistema de ecuaciones
de la forma a = bc y a = b+ c, las cuales son ecuaciones de grado a lo
más dos, y el sistema tiene solución si, y sólo si, D la tiene, y después
transformando este sistema en una ecuación D′ del tipo de la ecuación
(5), se tiene que D tiene solución, si, y solo si D la tiene, pero D′ tiene
grado a lo más cuatro.

A partir de ahora, llamaremos D al conjuntode todas las ecuaciones
diofánticas, y a S ⊆ D, el conjunto de todas las ecuaciones diofánticas
que tienen solución en los enteros. Llamaremos también SN, al conjunto
de ecuaciones diofánticas con soluciones en los números naturales. Los
supondremos aritmetizados dentro de los números naturales. Digamos

# (D (x1, . . . , xn) = 0) = 2n
∏

π (i)ai

si D (x1, . . . , xn) = 0 ∈ SN, y

# (D (x1, . . . , xn) = 0) = 2n
∏

π (i)2|ai|+vi

si D (x1, . . . , xn) = 0 ∈ S, donde

vi =

{
0, a ≥ 0

1, a < 0

y en ambos casos los ai son los coe�cientes de D (x1, . . . , xn) = 0.

5.1. Equivalencia entre N y Z.

Con el uso de las máquinas de Turing y las funciones computables,
sólo nos es posible hablar acerca de ecuaciones diofánticas que tengan
tanto variables como coe�cientes en los números naturales, y aunque
en particular una ecuación diofántica puede tener soluciones enteras
(incluso una in�nidad de ellas) y no tener soluciones en los naturales,
el problema de encontrar sus soluciones en general, es equivalente en N
y en Z.

Para esto usaremos un teorema de la teoría de números el cual no
demostraremos.

Lema 5.1. (Teorema de los cuatro cuadrados de Lagrange).
Sea n ∈ N, entonces existen a, b, c, d ∈ Z tales que

n = a2 + b2 + c2 + d2
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Proposición 5.1. SN ≤T S

Demostración. Sea D (x1, . . . , xn) = 0 una ecuación diofántica,
entonces podemos hacer el sistema de ecuaciones

(6)

D (x1, . . . , xn) = 0

x1 = y2
1,1 + y2

1,2 + y2
1,3 + y2

1,4
...

xn = y2
n,1 + y2

n,2 + y2
n,3 + y2

n,4

de esta forma, si tenemos un conjunto de números

{xi : (1 ≤ i ≤ n)} ∪ {yi,j : (1 ≤ i ≤ n) (1 ≤ j ≤ 4)}
que cumpla este sistema de ecuaciones, entonces {xi : (1 ≤ i ≤ n)} es
unconjunto de números naturales que satisface D (x1, . . . , xn) = 0.

Recíprocamente, si D (x1, . . . , xn) = 0 tiene solución en números
naturales, el sistema (6) tiene solución por el teorema de los cuatro
cuadrados de Lagrange. Entonces podemos comprimir el sistema en
una única ecuación

D′ (x1, . . . , xn, y1,1, . . . , yn,4) = 0

y (D (x1, . . . , xn) = 0) ∈ SN ⇐⇒ (D′ (x1, . . . , xn, y1,1, . . . , yn,4) = 0) ∈
S �

Esto nos dice que dada una ecuación diofántica, podemos decidir si
tiene solución en los naturales, si ya podemos decidir el problema para
los números enteros; también el reciproco es cierto.

Proposición 5.2. SN ≥T S

Demostración. Sea D (x1, . . . , xn) = 0 una ecuación diofántica,
entonces consideramos la ecuación D (a1 − b1, . . . , an − bn) = 0, de es-
ta forma si tenemos una solución de la segunda ecuación en números
naturales, tomando xi = ai − bi tenemos una solución de la primera, y
análogamente si tenemos una solución de la primera, tomamos ai = xi
y bi = 0 si xi ≥ 0, y ai = 0 y bi = |xi| si xi < 0. Así, D (x1, . . . , xn) = 0
tiene solución en los enteros si, y sólo si, D (a1 − b1, . . . , an − bn) = 0
tiene solución en los naturales. �

Teorema 5.1. SN ≡T S

Demostración. Se sigue de las dos proposiciones anteriores. �

A partir de ahora, cuando hablemos de ecuaciones diofánticas , nos
referiremos entonces a ecuaciones que toman valores en los números na-
turales, y gracias a que podemos escribirla en la forma de la ecuación
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(4), también la consideraremos con coe�cientes en los números natura-
les.

Podemos dar ahora la primera parte de la demostración de que S
es equivalente a H.

Teorema 5.2. S ≤T H

Demostración. Sea D (x1, . . . , xn) = 0 una ecuación diofántica,
entonces tomandola en su forma Di (x1, . . . , xn) = Dd (x1, . . . , xn), te-
nemos que tanto Di (x1, . . . , xn) como Di (x1, . . . , xn) pueden ser vistas
como funciones totales computables por máquinas de TuringMi yMd

respectivamente, pues son polinomios. De�namos entonces Φ tal que

Φ (x1, . . . , xn) =

{
0 ⇐⇒ Φi (x1, . . . , xn) = Φd (x1, . . . , xn)

↑ de otro modo

Sea entonces e ∈ N un índice de Φ. Así

(D (x1, . . . , xn) = 0) ∈ S
⇐⇒ (∃ (x1, . . . , xn) ∈ Nn) (Di (x1, . . . , xn) = Dd (x1, . . . , xn))

⇐⇒ (∃ (x1, . . . , xn) ∈ Nn) (Φi (x1, . . . , xn) = Φd (x1, . . . , xn))

⇐⇒ (∃ (x1, . . . , xn) ∈ Nn) (Φe ↓ (x1, . . . , xn))

⇐⇒ e /∈ {k ∈ N : Dom (Φk)=∅}
y por el teorema 4.3, se sigue que S ≤T H. �

5.2. Conjuntos diofánticos

Definición 5.2. Una familia de ecuaciones diofánticas es una ecua-
ción diofántica de la forma D (p1, . . . , pn, x1, . . . , xm) = 0, donde cla-
si�camos sus variables en dos tipos, los parámetros p1, . . . , pn, y las
incógnitas x1, . . . , xm.

Fijando valores para el conjunto de parámetros, obtenemos una
ecuación diofántica particular sobre las variables x1, . . . , xm, de esta
forma podemos pensar una familia de ecuaciónes diofánticas como el
conjunto de todas las ecuaciones diofánticas sobre sus incógnitas.

Definición 5.3. Sea n ∈ N y D ⊆ Nn. Decimos que D es un
conjunto diofántico si se tiene que
(7)
(p1, . . . , pn) ∈ D ⇐⇒ (∃ (x1, . . . , xm) ∈ Nm) (D (p1, . . . , pn, x1, . . . , xm) = 0)

donde D (p1, . . . , pn, x1, . . . , xm) = 0 es una familia de ecuaciones
diofánticas. Si D es un conjunto diofántico, a (7) la llamamos una
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representación diofántica de D. El número n se dice que es la dimensión
de D.

Proposición 5.3. La unión e intersección de conjuntos diofánticos
es un conjunto diofántico.

Demostración. SeanD y F dos conjuntos diofánticos yD1 (p1, . . . , pn, x1, . . . , xm1) =
0 y D2 (p1, . . . , pn, y1, . . . , ym2) = 0 sus respectivas representaciones dio-
fánticas, entonces

D2
1 (a1, . . . , an, x1, . . . , xm1) +D2

2 (a1, . . . , an, y1, . . . , ym2) = 0

es una representación diofántica de D ∩ F.
Nótese que hemos forzado a que D y F tengan los mismos parámetros,
para el caso de la unión esto no será necesario.
SiD y F tienen aD1 (p1, . . . , pn1 , x1, . . . , xm1) = 0 yD2 (q1, . . . , qn2 , y1, . . . , ym2) =
0 como sus respectivas representaciones diofánticas, entonces

D1 (a1, . . . , an, x1, . . . , xm1) ·D2 (a1, . . . , an, y1, . . . , ym2) = 0

es una representación de D ∪ F. �

Para el caso de un conjunto diofántico de dimensión uno, es decir,
de un subconjunto diofántico de los números naturales, podemos dar
una caracterización.

Proposición 5.4. Un conjunto D es diofántico si, y solo si, es el
conjunto de todos los valores positivos que toma algún polinomio con
coe�cientes enteros con valores naturales sobre sus incógnitas.

Demostración. =⇒ )Sea D (p, x1, . . . , xn) = 0 una representa-
ción diofántica de D, entonces tomamos el polinomio

P (x0, . . . , xn) = (x0 + 1)
(
1−D2 (x0, x1, . . . , xn)

)
− 1.

Así si a0 ∈ D, entonces D (a0, x1, . . . , xn) = 0, y

P (a0, x1, . . . , xn) = a0

Por otro lado sea b0 tal que

b0 = P (x0, . . . , xn) = (x0 + 1)
(
1−D2 (x0, x1, . . . , xn)

)
− 1

como b0 ∈ N, (1−D2 (x0, x1, . . . , xn)) > 0, y así , D (x0, x1, . . . , xn) =
0, y se tiene que (x0 + 1) − 1 = b0, de donde se sigue que x0 = b0 y
entonces D (b0, x1, . . . , xn) = 0, por lo que b0 ∈ D.
⇐= )SeaD = {a ∈ N : (∃ (x1, . . . , xn)) (D (x1, . . . , xn) = a) ∧ (D ∈ D)},

entonces tomando D (a, x1, . . . , xn) = D (x1, . . . , xn) − a. Se tiene que
D (a, x1, . . . , xn) = 0 es una representación diofántica de D. �
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De forma natural podemos hablar también acerca de propiedades y
relaciones diofánticas, gracias a los conjuntos de número naturales que
éstas de�nen.

Definición 5.4. Una propiedad P de los números naturales se dice
que es una propiedad diófantica si el conjunto {n ∈ N : P (n)} es dio-
fántico. Análogamente una relación n-aria R es una relación diofántica
si el conjunto {(p1 . . . , pn) ∈ Nn : R (p1 . . . , pn)} lo es.

Con esta terminología, la unión e intersección de conjuntos diofán-
ticos pueden ser tratados como disyunciones y conjunciones de propie-
dades o relaciones diofánticas respectivamente. Por último, hacemos lo
mismo para funciones.

Definición 5.5. Una función f : Nn 7−→ N es una función diofán-
tica, si su grafo lo es. Donde Gf , el grafo de f es una relación n+1-aria,
dada por

Gf (a1, . . . , an, b) ⇐⇒ f (a1, . . . , an) = b

Proposición 5.5. Las siguientes propiedades, relaciones y funcio-
nes sobre los números naturales son diofánticas. Si a, b ∈ N:

1. La propiedad P de ser un número par.
2. La propiedad I de ser un número impar.
3. Las relaciones =, 6= de igualdad y desigualdad.
4. Las relaciones <, ≤ de orden.
5. La relación | de divisibilidad.
6. La función residuo r : N2 7−→ N, tal que r (a, b) = c donde c es

el residuo al dividir a por b.
7. La relación - de no divisibilidad.
8. La funciónm : N2 7−→ N, dada porm (a, b) = min {|c| : c ≡ a (mod b)}.
9. La función [·] : N2 7−→ N, tal que [(a, b)] = q si q es el cociente

al dividir a entre b.
10. Si x ∈ N, la relación ≡x de ser congruentes módulo x.
11. La función mcd : N2 7−→ N, que da el máximo común divisor

entre dos números
12. La función mcm : N2 7−→ N, que da el mínimo común múltiplo

entre dos números.

Demostración. .
1) P (n) ⇐⇒ (∃x ∈ N) (n = 2x)
2) I (n) ⇐⇒ P (n+ 1)
3) La igualdad es claramente diofántica pues a = b ⇐⇒ a− b = 0

y para la desigualdad a 6= b ⇐⇒ (∃x ∈ N)
(
(a− b)2 = x+ 1

)
4) a ≤ b ⇐⇒ (∃x ∈ N) (a+ x = b) y a < b ⇐⇒ (∃x ∈ N) (a+ x+ 1 = b)
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5) a|b ⇐⇒ (∃x ∈ N) (ax = b)
6) c = r (a, b) ⇐⇒ (c < b) ∧ (b| (a− c))
7) a - b ⇐⇒ r (b, a) > 0
8) c = m (a, b) ⇐⇒ (2c ≤ b) ∧ ((c| (b− a)) ∨ (c| (b+ a)))
9) q = [a, b] ⇐⇒ (a · q + r (b, a) = b)
10) Sea x ∈ N, entonces a ≡x b ⇐⇒ r (a, x) = r (b, x)
11) c = mcd (a, b) ⇐⇒ (a · b > 0)∧(c|a)∧(c|b)∧(∃x, y ∈ N (c = ax− by))
12) c = mcm (a, b) ⇐⇒ (c ·mcd (a, b) = a · b) �

.
Todo lo anterior hace resaltar una gran similitud entre los conjuntos
diofánticos y los conjuntos computables. Ciertamente, todo conjunto
computable es un conjunto diofántico, más aún, la clase de los con-
juntos diofánticos y la clase de los conjuntos recursivamente enume-
rables son exactamente la misma. Por un lado, si repetimos las cons-
trucciones hechas en la demostración del teorema 5.2, y tenemos a
D (p1, . . . , pn, x1, . . . , xm) = 0 como una representación diofántica de
un conjunto D, entonces basta aplicar para cada tupla (p1, . . . , pn) la
función Φe de dicha demostración, y así (p1, . . . , pn) ∈ D si, y solo
si, Φe ↓ (p1, . . . , pn); así cada conjunto diofántico es recursivamente
enumerable. La contraparte de esta a�rmación no es tan sencilla y es
conocida como el teorema de Matiyasevich, sin embargo se puede pro-
bar que si consideramos conjuntos diofánticos exponenciales, es decir,
conjuntos diofánticos en los cuales la ecuación diofántica que los repre-
senta tambien tiene variables como exponentes, entonces todo conjunto
recursivamente enumerable es un conjunto diofántico exponencial. Sin
embargo se probó tambien que la exponenciación es diofántica, por lo
que los conjuntos diofánticos exponenciales no son más que los conjun-
tos diofánticos, de donde se concluye la equivalencia entre conjuntos
diofánticos y recursivamente enumerables.

Definición 5.6. Una ecuación diofántica exponencial es una ex-
presión de la forma

Ei (x1, . . . , xn) = Ed (x1, . . . , xn)

donde Ei y Ed son expresiones construidas a partir de las variables
x1, . . . , xn usando adición, multiplicación y exponenciación y que toma
valores en los números naturales.

Naturalmente podemos extender las de�niciones de conjuntos, pro-
piedades, relaciones y funciones diofánticas a diofánticas exponencia-
les. Sin embargo gracias al siguiente teorema, podemos olvidarnos del
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adjetivo �exponencial�, y usar ecuaciones diofánticas o ecuaciones dio-
fánticas exponenciales indistintamente para representar conjuntos, pro-
piedades, relaciones y funciones diofánticas.

Teorema 5.3. La exponenciación es diofántica, es decir, {(a, b, c) : a = bc}
es un conjunto diofántico.

La demostración de este teorema es demasido extensa para el uso
que se le dará al resultado (el cual solo usaremos en la demostración de
la proposición 5.6, y la cual a su vez consta de tres modestos casos del
teorema 5.4). Una prueba de esto puede verse en el segundo capítulo
de [8] que está dedicado enteramente a dar esta prueba.

5.3. Aritmetización diofántica.

Tal y como aritmetizamos las máquinas y lenguajes usando funcio-
nes computables, podemos hacer algo similar usando funciones diofán-
ticas. Para enumerar N2 lo hacemos por diagonales, es decir, lo hacemos
en el siguiente orden:

(0, 0) , (1, 0) , (0, 1) , (2, 0) , (1, 1) , (0, 2) , (3, 0) , . . .

esto lo podemos hacer con una función diofántica.

Definición 5.7. De�nimos la función Cantor : N2 7−→ N por

Cantor (a, b) =
(a+ b)2 + a+ 3b

2

También si c = Cantor (a, b) de�nimos dos funciones p1 : N 7−→ N
y p2 : N 7−→ N, dadas por p1 (c) = a y p2 (c) = b. Estas dos funciones
también son diofánticas pues

a = p1 (c) ⇐⇒ (∃x ∈ N)
(
(a+ x)2 + 3a+ x = 2c

)
y

b = p2 (c) ⇐⇒ (∃y ∈ N)
(
(y + b)2 + 3y + b = 2c

)
Por último extendemos la función Cantor a tuplas de cualquier ta-

maño haciendo

Cantor (a1) = a1

y

Cantor (a1, . . . , an) = Cantor (a1, . . . , an−2,Cantor (an−1, an))
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llamaremos número de Cantor de (a1, . . . , an), al número c = Cantor (a1, . . . , an).
También podemos extender las funciones p1y p2 de la siguiente manera
para cada n,m ∈ N.

a = pn,m (c) ⇐⇒
(∃x1, . . . , xm−1, xm+1, . . . , xn)

(
Cantor (x1, . . . , xm−1, a, xm+1, . . . , xn) = 22nc

)
Con estas de�niciones pn,m es una función diofántica, sin embargo

la función f : N3 7−→ N dada por f (c, n,m) = pn,m (c) no es tan claro si
es o no diofántica, pues cada tupla puede tener un tamaño distinto, sin
embargo podemos comprimir todas las tuplas para trabajar con tuplas
de un tamaño �jo.

Para hacer esto, partiendo de una tupla

(8) (a1, . . . , an)

primero demos un conjunto {b1, . . . , bn} de números naturales tales que
sean primos relativos por pares y para cada i se tenga que ai < bi.

Usando el teorema chino del residuo, sea a ∈ N tal que a ≡
ai (mod (bi)). De esta forma hemos aumentado una incógnita, pero po-
demos escoger las b′is libremente, así podemos hacer

bi = b · i+ 1 para i = 1, . . . , n

donde b ∈ N es tal que b = t · n! para algún t ∈ N y b > ai para
cada 0 < i ≤ n.

De esta forma, para cada i se tiene que

ai < bi

además si p es un primo tal que p | bi y p | bj con i 6= j, se tiene que

p | b · i+ 1

y
p | b · j + 1

se sigue que para algún x ∈ Z,
px− ib = 1

por lo que
mcd (p, b) = 1

y luego
mcd (p, n!) = 1

Además
p | (b · i+ 1)− (b · j + 1) = b (i− j)

por lo que p | (i− j) y así

p ≤ |i− j| < n
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y por tanto como p < n y mcd (p, n!) = 1, se concluye que p = 1.

De esta manera, la tupla (8) esta determinada totalmente por la tri-
pleta (a, b, n), donde a, b son los construidos anteriormente, y el número
n nos da el tamaño de la tupla. Dentro de este contexto, llamaremos a
la tupla (a, b, n), el codigo de Gödel de la tupla (8).

Con este nuevo código, para cada 0 < i ≤ n, la función p : N3 7−→ N
dada por p (a, b, i) = ai es diofántica, pues

p (a, b, i) = ai ⇐⇒ ai = r (a, b · i+ 1)

y el lado derecho se sigue de que ai ≡ a (mod (b · i+ 1)), y también
ai < b · i+ 1.

Por último, podemos aplicar Cantor (a, b, n), y así codi�car total-
mente cada tupla independientemente del tamaño en un número na-
tural, y además hacer esto �diofánticamente�. Hace falta agregar un
último detalle a la codi�cación de las tuplas, pues la propiedad �ser el
codigo de Gödel� de una tupla no es diofántica.

Definición 5.8. Una tripleta (a, b, n) se dice que es el código po-
sicional de Gödel de una tupla (a1, . . . , an), si es el código de Gödel de
dicha tupla y además

a = anb
n−1 + . . .+ a2b+ a1

Definición 5.9. Si tenemos dos tuplas α = (α1, . . . , αn) y β =
(β1, . . . , βm), de�nimos α ? β, la concatenación de α y β por la tupla
(α1, . . . , αn, β1, . . . , βm).

Proposición 5.6. Las siguientes relaciones y funciones son dio-
fánticas:

1)La relación PGC ⊆ N3 de ser el codigo posicional de Gödel de
alguna tupla.

2)La función parcial E;N3 7−→ N tal que si (a, b, n) ∈ PGC, enton-
ces E (a, b, n) da la d-ésima entrada de la tupla con código posicional
de Gödel (a, b, n).

3)La relación C ⊆ N9, de�nida por (a1, b, n1, a2, b, n2, a, b, n) ∈ C
si, y solo si (a1, b, n1) es el código posicional de una tupla α, (a2, b, n2)
es el código posicional de una tupla β y (a, b, n) es el código posicional
de α ? β.

Demostración. 1)Para ver esto notemos que

(a, b, n) ∈ PGC ⇐⇒ (b ≥ 2) ∧ (a < bn)
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2)Sea (a, b, n) ∈ PGC, entonces

e = E (a, b, n) ⇐⇒
(∃x, y, z ∈ N)

[
(d = z + 1) ∧

(
a = xbd + ebz + y

)
∧ (e < b) ∧ (y < bz)

]
3)Damos la siguiente representación diofántica:

(a1, b, n1, a2, b, n2, a, b, n) ∈ C ⇐⇒
((a1, b, n1) ∈ PGC) ∧ ((a2, b, n2) ∈ PGC) ∧ (a = a1b

n1 + a2) ∧ (n = n1 + n2)

�

Si tenemos que una tupla (a, b, n) ∈ PGC, llamaremos a a el cifrado
de la tupla, a b la base, y a n el tamaño de la tupla.

Sin ambigüedad, si (a, b, n) es el código posicional de una tupla
(a1, . . . , an), denotaremos por PGC ((a1, . . . , an)) a (a, b, n). La parte
3 de la proposición anterior nos dice que la concatenación es diofán-
tica cuando estamos trabajando con una base �ja. Si tenemos dos tu-
plas α y β, y también (a, b, n) = PGC (α) y (a′, b′, n′) = PGC (β), a
PGC (α ? β) lo denotaremos por (a, b, n) + (a′, b′, n′).

Definición 5.10. Sea (a, b, n) ∈ PGC, entonces de�nimos las fun-
ciones
Cifrado,Base, Tamaño : PGC 7−→ N por:

Cifrado ((a, b, n)) = a

Base ((a, b, n)) = b

Tamaño ((a, b, n)) = n

Ya que las funciones proyecciones son funciones diofánticas, estas
tres funciones de�nidas anteriormente lo son.

Definición 5.11. De�nimos la relación Cs ⊆ PGC × N (cota su-
perior) por

((a, b, n) , s) ∈ Cs ⇐⇒
(∃a1, . . . , an ∈ N) ((a, b, n) = PGC (a1, . . . , an)) ∧ (∀i ≤ n) (ai ≤ s)

Claramente de la de�nición, esta relación es diofántica, simplemen-
te se ha tomado el cuanti�cador universal como una compactación de
n conjunciones.

Al trabajar con tuplas dentro de una base �ja b, todos los elementos
de la tupla pertenecen al conjunto Rb = {0, 1, . . . , b− 1}, de residuos
módulo b, así que si tenemos una función diofántica f : Rb 7−→ Rb,
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podemos extenderla a una función F : PGC 7−→ PGC sobre la base
�ja b.

Definición 5.12. Dado b ∈ N, y una función diofántica f : Rb 7−→
Rb, de�nimos su extensión f [b] : PGC 7−→ PGC dada por

f [b] (a, c) = a′

donde (a, b, c) es el cifrado de una tupla (a1, . . . , ac), y (a′, b, c) es el
cifrado de la tupla (f (a1) , . . . , f (ac)), todo esto trabajando sobre una
base �ja b. Además si a no es el cifrado de ninguna c-tupla, dejamos
f [b] inde�nida.

Proposición 5.7. La función f [b] es diofántica.

Demostración. Sea (a, b, n) = PGC (a1, . . . , an), y entonces da-
mos las siguientes b funciones características:

(h0,1, . . . , h0,c)

...

(hb−1,1, . . . , hb−1,c)

donde

hk,j =

{
1 ⇐⇒ aj = k

0 de otro modo

Para cada 0 ≤ i < b sea hi el cifrado de la tupla (hi,0, . . . , hi,c). Entonces
se tiene que

a =
b−1∑
i=0

i · hi

y también

cte (1, b, c) =
b−1∑
i=0

hi

donde cte (1, b, c) = qc−1
q−1

= 1 + q + . . . + qc, es el cifrado de la tupla

(1, . . . , 1) en base q.
Además si 0 ≤ k < l < b, hk y hl son ortonormales, es decir, ambos

son distintos la tupla constante 0, y no hay ninguna coordenada en
la que simultaneamente sean distintos de 0. La relación OR ⊆ N3 de
ser ortonormales, tomando el tercer parámetro como la longitud de las
tuplas es diofántica pues

(q1, q2, r) ∈ OR ⇐⇒
(((q1, b, r) , 1) ∈ Cs) ∧ (((q2, b, r) , 1) ∈ Cs) ∧ (((q1 + q2, b, r) , 1) ∈ Cs)
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Estas tres propiedades determinan totalmente las funciones caracteris-
ticas, además cada una de ellas es diofántica, así que con su conjunción,
podemos concluir que las funciones caracteristicas son diofánticas tam-
bién. Por último, para ver que la función f [b] es diofántica, basta ver
que si f [b] (a, n) = a′, entonces

a′ = f (0) · h0 + . . .+ f (b− 1)hb−1

�

Cabe destacar que estas construcciones se generalizan fácilmente a
funciones diofánticas de varios parámetros, si r ∈ N y f : Nr 7−→ N,
entonces también podemos de�nir su extensión f [b], donde f [b] toma
como valores r cifrados de tuplas, todas ellas de tamaño c

(a1,1, . . . , a1,c)

...

(am,1, . . . , am,c)

y tomando en ese caso br funciones caracteristicas

h(k1,...,km),l =

{
1 ⇐⇒ (∀0 < i ≤ m) (ai,l = ki)

0 de otro modo

con las cuales se puede repetir la demostración usando propiedades
analogas de ortonormalidad, de que su suma sean las tuplas constantes
1, y que bajo un polinomio que dependa de los índices, su resultado
sea el cifrado de la tupla bajo f .

5.4. H ≡T S

Comenzaremos dando algunas de�niciones y lemas que usaremos
en la prueba.

Antes que nada, cabe destacar que a lo largo de toda esta sección
trabajaremos sobre una base β > {4, |Q|}, donde Q son los estados de
la máquina de Turing M en cuestión, sobre la que estarán de�nidas
las funciones que veremos más adelante. Además, introduciremos un
símbolo extra E sobre nuesta alfabeto de cinta, el cual siempre estará
en la celda más a la izquierda de la cinta y después de esto substituire-
mos los símbolos B, 0, 1,E por 0, 1, 2, 3 respectivamente. Esto cobrará
sentido después de la siguiente de�nición.

Definición 5.13. Sea M una máquina de Turing con un con-
junto de estados Q y (qi, uav) una con�guración de la máquina M.
Entonces de�nimos (p, t) como el cifrado de la con�guración (qi, uav)
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con una base �ja β > max {4, |Q|} de la siguiente manera: uav es el
contenido de la cinta con, digamos, uav = s1 · · · sl, y hacemos t =
Cifrado (PGC ((s1, . . . , sl))) con base β; por otro lado damos otra l-
tupla (0, 0, . . . , 0, i, 0, . . . , 0, 0), la cual tiene todas sus coordenadas 0 ex-
cepto en la posición del cabezal, donde ponemos i el subíndice del esta-
do de la con�guración, y hacemos p = Cifrado (PGC ((0, 0, . . . , 0, i, 0, . . . , 0, 0))).

Notemos que t es el cifrado de la tupla que determinan los símbolos
de las celdas �ocupadas� en la máquina de Turing en un instante dado,
es decir, aquellas distintas de B, y teniendo siempre E en el borde
izquierdo de la máquina. De esta forma siempre tendremos que s1 = E.
Ahora podemos ver que las especi�caciones hechas antes de la de�nición
anterior sirven para ver a los cifrados como tuplas sobre los naturales
sobre una base β ≥ 4, y ya que como en una con�guración (p, t), t
describe el contenido de la cinta hasta antes de los símbolos B; entonces
sólo en su primer coordenada tendra un 3, en las demás tendrá números
1 y 2, y el 0 que usaremos para extender tuplas, simplemente será como
leer más símbolos B sobre la cinta.

Sin ambigüedad nos referiremos a (p, t) como la con�guración de la
máquina de Turing, y al trabajar con una base �ja, como el tamaño
podemos obtenerlo a partir del cifrado, este par basta para obtener
toda la información de las tuplas que codi�can, y por ende, basta para
describir totalmente la con�guración de la máquina.

Definición 5.14. SeaM una máquina de Turing y (qi, uav) , (qj, u
′a′v′)

dos con�guraciones tales que (p, t) y (p′, t′) sean sus respectivos cifra-
dos, entonces extendemos la relación ` de llevar en un paso, a los
cifrados, de la forma obvia, haciendo (p, t) ` (p′, t′) ⇐⇒ (qi, uav) `
(qj, u

′a′v′) .

Definición 5.15. Si tenemos que (p, t) ` (p′, t′) dentro de una má-
quina de Turing M, entonces de�nimos SPM : N2 7−→ N y STM :
N2 7−→ N (donde omitiremos el subíndiceM si no se presta a confusio-
nes), dadas por SP (p, t) = p′ y ST (p, t) = t′. Así el par (SP (p, t) , ST (p, t)),
nos da la con�guración del siguiente paso, es decir, (p, t) ` (SP (p, t) , ST (p, t)).
Esto considerando que el (p, t) no está describiendo una con�guración
del estado �nal, si el estado es un estado �nal, entonces �jamos

SP (p, t) = 0

ST (p, t) = t

Lema 5.2. Las funciones SP y ST son funciones diofánticas.
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Demostración. Sea (p, t) una con�guración de una máquina de
TuringM.

Las funciones SP y ST pueden ser descritas a partir de la función
de transición δ de M. De�namos entonces tres funciones E,A,M a
partir de δ, tal que

δ (qi, sj) =
(
qE(i,j), sA(i,j),M (i, j)

)
se sobreentiende que las tres funciones están de�nidas a partir de (los
índices de; en el caso de A y E) las coordenadas de la imagen de δ sobre
un elemento de Q×{0, 1, 2, 3} , de esta forma, la tupla (s1, . . . , sl) con
cifrado t, queda idéntica salvo por intercambiar si por sA(i,j), así que
la función ST simplemente cambia el cifrado de una tupla

(s1, . . . , si−1, si, si+1, . . . , sl)

por el de la tupla (
s1, . . . , si−1, sA(i,j), si+1, . . . , sl

)
Entonces la función ST es diofántica, pues

t′ = ST (p, t) ⇐⇒ (∃w ∈ N) (t′ = A [β] (p, t, w))

Una última observación acerca de ST es que la función A (i, j) solo
está de�nida si i ≤ |Q| y sj ≤ 3, en otro caso hacemos A (i, j) = j,
de esta forma A puede ser vista como una función �nita, simplemente
de�niéndola en 4|Q| casos, y en los demás �jándola igual a j, de donde
A es diofántica.

Para la función SP deberemos primero de�nir unos cifrados auxilia-
res pues si tenemos que p es el cifrado de la tupla (0, 0, . . . , 0, i, 0, . . . , 0, 0),
en el siguiente instante no solo la coordenada donde aparece i se verá
afectada, sino también las coordenadas a su izquierda y su derecha,
dependiendo de M (i, j); y así el cifrado de p′ será el cifrado de alguna
de las tuplas

(0, 0, . . . , 0, E (i, j) , 0, . . . , 0, 0)

(0, 0, . . . , E (i, j) , 0, 0, . . . , 0, 0)

(0, 0, . . . , 0, 0, E (i, j) , . . . , 0, 0)

dependiendo de si M (i, j) es igual a N , I o D respectivamente, donde
las tres coordenadas que aparecen en el centro de las tuplas son las k,
k − 1, y k + 1-ésimas coordenadas si i estaba en la coordenada k.
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Hagamos pues

pD = p · β
pI = [(p, β)]

tD = t · β
tI = [(t, β)]

y así si tenemos el cifrado t vamos a tener que tD y tI son los cifrados
de las tuplas

(0, s1, . . . , sl)

y

(s2, . . . , sl, 0)

respectivamente, y lo análogo pasa con p, pero ya que sólo tiene una
entrada distinta de 0, estas operaciones simulan el movimiento de i a
la izquierda o a la derecha.

Ahora entonces podemos determinar el valor de cada coordenada
x en la tupla con cifrado SP (p, t) a partir de las coordenadas x de
cada una de las tuplas con cifrados pI , p, pD, tI , t y tD, a partir de las
funciones M y E. De�nimos entonces la función EM de la siguiente
manera:

EM
(
iI , i, iD, jI , j, jD

)
=


E
(
iI , jI

)
⇐⇒

(
iI > 0

)
∧
(
i = 0 = iD

)
∧
(
M
(
iI , jI

)
= I
)

E (i, j) ⇐⇒ (i > 0) ∧
(
iI = 0 = iD

)
∧ (M (i, j) = N)

E
(
iD, jD

)
⇐⇒

(
iI > 0

)
∧
(
i = 0 = iD

)
∧
(
M
(
iR, jR

)
= R

)
0 de otro modo

donde i y j son los elementos de las tuplas con cifrado p y t respectiva-
mente, iI y jI son los elementos en la misma coordenada que i y j pero
en las tuplas con cifrado pI y tI respectivamente, y lo análogo para iD

y jD.
Si iα > |Q| o jα /∈ {0, 1, 2, 3}, las funciones E y M no estarán

de�nidas, y EM en ese caso será de�nida como 0, igual que como lo
hicimos con A, es fácil ver que esta función es diofántica.

Ahora tenemos lo necesario para veri�car que la función SP es
diofántica pues tenemos que

p′ = SP (p, t) ⇐⇒ (∃w ∈ N)
(
p′ = EM [β]

(
pI , p, pD, tI , t, tD, w

))
�

Ahora que sabemos que las funciones SP y ST son diofánticas,
entonces podemos simular un paso de una máquina de Turing mediante
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el cambio de un par (p, t) por el de (SP (p, t) , ST (p, t)) de manera
diofántica.

A partir de SP y ST vamos a de�nir otras dos funciones de manera
recursiva que simulen k pasos dentro de la máquina de Turing.

Definición 5.16. De�nimos PasosP y PasosT de la siguiente ma-
nera:

PasosP (0, p, t) = p

PasosT (0, p, t) = t

PasosP (k + 1, p, t) = SP (PasosP (k, p, t) , PasosT (k + 1, p, t))

PasosT (k + 1, p, t) = ST (PasosP (k, p, t) , PasosT (k + 1, p, t))

de esta forma si la máquina pasa de una con�guración (p, t) a una
con�guración (p′, t′) en k pasos, entonces

p′ = PasosP (k, p, t)

y

t′ = PasosT (k, p, t)

Lema 5.3. Las funciones PasosP y PasosT son diofánticas.

Demostración. Consideraremos k pasos de la máquina de Turing
que nos llevan de una con�guración (p, t) a una con�guración (p′, t′)
como una sucesión de con�guraciones

(p0, t0) , . . . , (pk, tk)

donde

(p0, t0) = (p, t)

(pi+1, ti+1) = (SP (pi, ti) , ST (pi, ti))

(pk, tk) = (p′, t′)

Como al llevar a cabo k pasos en la máquina de Turing las celdas
utilizadas pueden aumentar en k celdas, damos l ∈ N tal que

p < βl−k−1

y

t < βl−k−1

de esta manera para cada 0 ≤ i ≤ k, se tiene que

pi < βl−1

ti < βl−1
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y en particular

p′ < βl−1(9)

t′ < βl−1(10)

Entonces cada una de las tuplas con cifrados pi y ti se puede extender
con ceros a una tupla de tamaño l, para trabajar con k+1 tuplas todas
ellas de largo l.
Construiremos ahora un par de supercon�guraciones (pI , tI) y (pD, tD)
a partir de la concatenación, que contendrán la información de toda la
sucesión de con�guraciones, salvo la primera o la última, de la siguiente
manera:

(pI , β, kl) = (p0, β, l) + . . .+ (pk−1, β, l)

(tI , β, kl) = (t0, β, l) + . . .+ (tk−1, β, l)

(pD, β, kl) = (p1, β, l) + . . .+ (pk, β, l)

(tD, β, kl) = (t1, β, l) + . . .+ (tk, β, l)

entonces tenemos que los pares (pI , tI) y (pD, tD) no son con�guraciones
usuales, sin embargo, se puede probar que una máquina de Turing con
k cabezales es equivalente a una máquina de Turing usual, así, usando
una máquina U con k cabezales y que simuleM, se tiene que

SP (pI , tI) = pD(11)

ST (pI , tI) = tD(12)

sin embargo, esto no nos dice que PasosP y PasosT sean diofánticas,
pues nosotros necesitamos p′ y t′ a partir de (p, t). Agreguemos también
otra supercon�guración intermedia (pM , tM) a partir de la sucesión de
con�guraciones inicial,

(pM , β, (k − 1) l) = (p1, β, l) + . . .+ (pk−1, β, l)

(tM , β, (k − 1) l) = (t0, β, l) + . . .+ (tk−1, β, l)

y con estas nuevas supercon�guraciones podemos reescribir

(pI , β, kl) = (p, β, l) + (pM , β, (k − 1) l)(13)

(tI , β, kl) = (t, β, l) + (tM , β, (k − 1) l)(14)

(pD, β, kl) = (pM , β, (k − 1) l) + (p′, β, l)(15)

(tD, β, kl) = (tM , β, (k − 1) l) + (t′, β, l)(16)

A partir de (p, t), k y l como los de�nidos anteriormente podemos dar
entonces las condiciones diofánticas (9)-(16) donde tomamos como va-
riables pI , tI , pM , tM , pD, tD, p

′ y t′. Este sistema tiene solución pues
así lo construimos, sin embargo, no sabemos si apartir de p, t, k y l,
podamos encontrar más valores para pI , tI , pM , tM , pD, tD, p

′ y t′ que
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satisfacen estas condiciones. Veamos que estas soluciones en realidad
son únicas.
Para empezar, gracias a (13) y (14), los primeros l elementos de las
tuplas con código (pI , β, kl) y (tI , β, kl), están unívocamente deter-
minados a partir de p, t y l, notemos también que los primeros l ele-
mentos de (pI , tI) determinan unívocamete los primeros l elmentos de
ST ((pI , tI)) = tD y los primeros l− 1 elementos de SP ((pI , tI)) = pD,
en general, los primeros l − 1 elementos de las tuplas con códigos
(pD, β, kl) y (tD, β, kl) están unívocamente determinados, y por (15)
y (16), los primeros l − 1 elementos de las tuplas (pM , β, (k − 1) l) y
(tM , β, (k − 1) l) también están unívocamente determinados, pero de
nuevo volviendo a (13) y (14), los primeros l elementos de la tupla con
código (pI , β, kl) están unívocamente determinados por (p, β, l), y los
siguientes l − 1 elementos también lo están por que así pasa con los
primeros l − 1 elementos de (pM , β, (k − 1) l), de donde los primeros
2l − 1 elementos de la tupla con código (pI , β, kl) están unívocamente
determinados y lo mismo pasa con (tI , β, kl). Repitiendo este proce-
so los primeros 2l − 2 elementos de las tuplas con código (pD, β, kl) y
(tD, β, kl) están unívocamente determinados, así lo estan los primeros
2l − 2 elementos de (pM , β, (k − 1) l) y (tM , β, (k − 1) l), y luego los
primeros 3l−2 elementos de (pI , β, kl) y (tI , β, kl) están unívocamente
determinados. Continuando así inductivamente tenemos que los ele-
mentos de las tuplas con códigos (pI , β, kl), (tI , β, kl), (pM , β, (k − 1) l)
y (tM , β, (k − 1) l) están determinados unívocamente y estos a su vez
determinan unívocamente a todos los elementos de las tuplas con có-
digos (pD, β, kl), (tD, β, kl), (p′, β, l) y (t′, β, l) salvo el último de cada
una de ellas.

Sin embargo, sea (a1, . . . , al) la tupla con código (p′, β, kl), entonces

p′ =
l−1∑
i=0

aiβ
i = alβ

l−1+
l−2∑
i=0

aiβ
i

pero por (9) y (10), se tiene que p′ < βl−1, así que no hay más opción
que al = 0. El mismo razonamiento aplica para t′, y así, el último ele-
mento de las tuplas con códigos (p′, β, l) y (t′, β, l) queda unívocamente
determinado, y por (15) y (16), también lo hacen los últimos elementos
de las tuplas con códigos (pD, β, kl) y (tD, β, kl).

De esta forma, todos los elementos de las tuplas con códigos (pI , β, kl),
(tI , β, kl), (pM , β, (k − 1) l), (tM , β, (k − 1) l),(pD, β, kl), (tD, β, kl), (p′, β, l)
y (t′, β, l), y por tanto los valores de pI , tI , pM , tM , pD, tD, p

′ y t′ están
unívocamente determinados apartir de las relaciones (9)-(16), es decir,
dicho sistema tiene una única solución.
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Por tanto tenemos la siguiente representación diofántica de las fun-
ciones PasosP y PasosT :

PasosP (k, p, t) = p′ ⇐⇒ (∃pI , tI , pM , tM , pD, tD, t′, l) ((9)-(16))

y

PasosT (k, t, p) = t′ ⇐⇒ (∃pI , tI , pM , tM , pD, tD, p′, l) ((9)-(16))

�

Teorema 5.4. (Matiyasevich-Robinson-Davis-Putnam) Todo con-
junto recursivamente enumerable, es un conjunto diofántico.

Demostración. Sea M un conjunto recursivamente enumerable
y sea M una máquina de Turing con un conjunto de estados Q =
{q1, . . . , qf}, con f ∈ N, q1 el estado inicial y qf el estado �nal, tal que
M ↓ (n) si, y solo si, n ∈M.

Entonces podemos construir una representación diofántica de que
la máquina M se detenga arrancada en la con�guración (p, t). Para
esto como f ∈ N es el subíndice del estado �nal de Q, entonces como
representación tenemos el siguiente enunciado:

(∃k, r) (pr (PasosP (k, p, t)) = f)

por último, notemos que si (p, t) es la con�guración inicial deM, como
el estado inicial es q1 y el cabezal está en la celda más a la izquierda
de la cinta, entonces p = 1, y así tenemos la siguiente representación
del conjunto M

n ∈M ⇐⇒ (t = Cifrado (PGC (ñ)))∧((∃k, r) (pr (PasosP (k, 1, t)) = f))

donde como siempre estamos trabajando sobre una base �ja β, y ñ
es la tupla de largo n + 2 que es la constante 2 salvo en la primera
coordenada que es 3, en pocas palabras ñ es una tupla que describe el
contenido de la cinta y así, podemos reescribir la representación de M
de la siguiente manera:

n ∈M ⇐⇒

(
t =

(
n+2∑
i=1

2βi

)
+ 3

)
∧((∃k, r) (pr (PasosP (k, 1, t)) = f))

�

Corolario 5.1. H ≤T S.

Demostración. Como H es un conjunto recursivamente enume-
rable, es diofántico, y así existe una familia de ecuaciones diofánticas
D (a1, a2, x1, . . . , xr) = 0 tal que

(m,n) ∈ H ⇐⇒ (∃x1, . . . , xr) (D (m,n, x1, . . . , xr) = 0) ⇐⇒ Dm,n (x1, . . . , xr) ∈ S
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donde Dm,n es la ecuación diofántica correspondiente al dejar los pará-
metros de D �jos como m y n. �

Teorema 5.5. El decimo problema de Hilbert es equivalente al pro-
blema de la detención.(H ≡T S)

Demostración. Esto se sigue como corolario del teorema 5.2 y el
corolario anterior. �
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