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Resumen

Se presentan los resultados numéricos de la evolucion de agujeros negros
usando métodos pseuespectrales. Las ecuaciones de Einstein son presentadas
en la formulacién KST de la Relatividad General. Para la evolucién se esco-
gieron dos tipos de coordenadas: coordenadas de Kerr-Schild y coordenadas
harmonicas. Se presentan los resultads a traves del célculo en la violacion de
las constricciones Hamiltoniana y de Momento.

Palabras Clave— Relatividad Numérica, Métodos Pseudoespectrales, Agu-
jero Negro, Métodos Numéricos, Formulacion KST.






Abstract

We present the numerical results of evolving a spherically symmetric black
holes using pseudospectral methods. The Einstein equations are written in the
KST formulation of General Relativity. For the system evolved we choose 2
types of coordinates: Kerr-Schild coordinates and harmonic coordinates. The
results are presented computing the violation of the hamiltonian and momen-
tum constraint.
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Capitulo 1

Introduccion

La Relatividad General formulada por Albert Einstein en 1915 [1] es la teoria més exi-
tosa en describir la gravedad debido a su poder predictivo, como por ejemplo la precesion
del perihelio de Mercurio y la defleccion de la luz al pasar por objetos masivos. La comple-
jidad de las ecuaciones de Einstein hace que la mayoria de las predicciones que han sido
corroboradas de la teoria sean s6lo sobre lo que se conoce como el régimen de campo débil
de la gravedad. Las predicciones de la relatividad general en el régimen de campo fuerte
como la existencia de agujeros negros y la existencia de ondas gravitacionales no han sido
corroboradas de forma directa aun.

En la actualidad existen varios detectores de ondas gravitacionales (LIGO, VIRGO,
GEO600, TAMA 300) y se espera que durante los proximos afios sean capaces de detectar
sefales de ondas gravitacionales. Las sefiales de ondas gravitacionales deben de correspon-
der a fuentes bien identificadas de radiacién gravitacional las cuales deben ser producidas
por objetos Compactos*.

Debido a la complejidad de las ecuaciones de Einstein, son pocas las soluciones exactas
que se conocen [2] y so6lo en casos donde hay alto grado de simetria ya sea en tiempo o
espacio. Si uno esta interesado en estudiar sistemas con relevancia astrofisica que involu-
cren campos gravitacionales fuertes con alguna o ninguna simetria es imposible resolver
las ecuaciones de Einstein de forma exacta. La relatividad numérica nace de la necesidad
de estudiar este tipo de sistemas, en la cual uno trata de resolver las ecuaciones de Einstein
usando métodos numéricos a través de codigos computacionales.

La implementacion de métodos espectrales y pseudoespectrales en la solucion de las
ecuaciones de Einstein no es nueva [3, 4, 5] y han mostrado ser eficientes tanto en la pre-
cision de la solucién asi como en el costo de tiempo computacional. Actualmente existen
catdlogos de sefales de ondas gravitacionales las cuales son generadas por simulaciones
numéricas. Uno de los cddigos con los que se obtienen muestras de sefales de ondas gra-
vitacionales es el SpEC [6] el cual hace uso de los métodos pseudoespectrales, especifica-

* . L . . .
Un objeto compacto es un cuerpo astrofisico muy denso. Un ejemplo son los agujeros negros.
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14 Capitulo 1. Introduccion

mente usa el método de colocacion de Chebyshev [7].

En esta tesis se presenta la evolucion de agujeros negros esféricamente simétricos usan-
do métodos pseudoespectrales. Las simulaciones de dichas evoluciones se hicieron con un
codigo propio el cual fue escrito desde cero en FORTRAN 90. Una de las ventajas de desa-
rrollar un cédigo propio es que nos permite tener un completo control sobre lo que esta
sucediendo lo cual no seria posible si se usasen c6digos ajenos que son cajas negras € invo-
lucran muchos procesos adicionales a los métodos numéricos. Otra de las ventajas de usar
un codigo propio es que es posible medir el tiempo de computo de las simulaciones.

Esta tesis estd organizada como sigue. En el capitulo 2 se presentan de forma general
las ecuaciones de Einstein tanto en su forma tensorial como en la formulacién KST. En
el capitulo 3 se describen los métodos espectrales, en particular el método de colocacion
de Chebyshev y el método de interpolacion de Lagrange. En el capitulo 4 se presentan
las ecuaciones de evolucion en la formulaciéon KST para espacios-tiempos esféricamente
simétricos asi como los datos iniciales para un agujero negro de Schwarzschild y los resul-
tados de las simulaciones. En el capitulo 5 se presentan conclusiones de las simulaciones y
algunas discusiones. En el apéndice A se han incluido algunas propiedades de los polino-
mios de Chebysheyv, ttiles para la solucion de ecuaciones diferenciales. En el apéndice B
se enlistan definiciones importantes en el contexto de la geometria diferencial y en donde
se describe brevemente el espacio de Minkowski. Por tltmo, en el apéndice C se dan los
criterios para clasificar la hiperbolicidad de ecuaciones diferenciales parciales.



Capitulo 2

Relatividad general

La teoria general de la relatividad (RG) fue postulada por Albert Einstein en 1915 y
es la teorfa que describe una de las 4 fuerzas fundamentales de la naturaleza®, la grave-
dad. Aunque la teoria de gravitacion formulada por Newton representd un gran avance en
su época, tenia deficiencias, por ejemplo, la interaccién gravitatoria era transmitida entre
diferentes objetos a una velocidad infinita lo que constituye una contradicciéon con uno de
los postulados fundamentales de la relatividad especial: ninguna interaccion fisica puede
viajar més rapido que la velocidad de la luz. Las ideas principales que guiaron a Einstein a
formular la teoria general de la relatividad fueron el "principio de covarianza”, el cual dice
que las leyes de la fisica deben de tener la misma forma para todos los observadores, el
“principio de equivalencia”, que dice que todos los objetos caen exactamente de la misma
forma en un campo gravitacional sin importar sus masas, y el ’principio de Mach”, que di-
ce que la inercia local de un objeto debe ser producida por la distribucion total de la materia
en el Universo. El principio de convarianza llevo a Einstein a formular su teoria de forma
tensorial, el principio de equivalencia condujo a Einstein a pensar que la gravedad no era
un fuerza como tal si no una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo, y el prin-
cipio de Mach lo llevé a concluir que dicha curvatura en la geometria del espacio-tiempo
era provocada por la distribucion de materia y energia. Esto nos conduce a la célebre frase
de John A. Wheeler, "la materia le dice al espacio como curvarse, y el espacio le dice a la
materia como moverse”([8]). Las unidades convencionales en el sistema internacional se
dejan por un lado y se usan las llamadas “unidades geométricas”, en las que la velocidad
de la luz c y la constante de la gravitacion universal G son ambas iguales a la unidad. En
este sistema de unidades, la distancia, el tiempo, la masa y la energia tienen las mismas
unidades (de longitud).

Las matemadticas con la que se trabaja en RG son parte de un drea conocida como geo-
metria diferencial. En el Apéndice B se da una breve introduccion a los conceptos usados
en RG. Para més detalles ver por ejemplo [9, 10]. La convencion usada en esta tesis es la

“Las otras 3 fuerzas fundamentales son: la electromagnética, la fuerza débil y la fuerza fuerte.
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16 Capitulo 2. Relatividad general

misma que en [11]. Esto es, los indices Griegos corren de 0 a 3, donde O corresponde a
la coordenada temporal, mientras que los indices Latinos corren de 1 a 3. La signatura de
la métrica que usaremos es (-,+,+,+) (ver Apéndice B). También se usa la convencién de
sumatoria de Einstein, es decir, indices repetidos se suman sobre todos sus posibles valores.

2.1. Ecuaciones de campo de Einstein

Las ecuaciones de Einstein son

Gy = 8nTy,,

2.1)

donde G, es el tensor de Einstein y T}, es el tensor de energia-momento. Los indices u y v
corren de 0 a 3 por lo que resultan en 16 ecuaciones, pero como los tensores de Einstein y de
energia-momento son simetricos el nimero de ecuaciones independientes se reducen a 10.
Analicemos cada termino en la Ec.(2.1) por separado. El tensor de Einstein estd definido

como {
Guw =Ry, — ngR, (2.2)

donde R es el escalar de curvatura, R, es el tensor de Ricci y g, es el tensor métrico.

Por otra parte, T, es el tensor de energia-momento el cual describe la densidad de
energia, la densidad de momento y el flujo de momentos de un campo de materia a través
del espacio:

7% = densidad de energia, (2.3)
7% = T = densidad de momento, 2.4)
T” = flujo del momento i a través de la superficie j. (2.5)

Estamos interesados en estudiar un agujero negro en el vacio por lo que el tensor de
energia-momento es cero, T, = 0. Sabemos que el campo gravitacional producido por
un objeto se extiende mas alld de la region que contiene a dicho cuerpo, por tanto las
ecuaciones de Einstein en el vacio describen la forma en la que el campo gravitacional se
propaga a traves del espacio en ausencia de materia.

La Ec.(2.1) representa un sistema de 10 ecuaciones diferenciales parciales. Estas ecua-
ciones tienen que ser resueltas para las 10 componentes de la métrica g,, cuando la fuente
de materia es dada asi como para T,,. Las ecuaciones son altamente no lineales, pero estdn
bien planteadas, es decir, las ecuaciones de Einstein determinan los valores futuros de g,
a partir de un conjunto de datos iniciales. Dado que g,, son las componentes del tensor
métrico g en algin sistema coordenado, un cambio en las coordenadas inducen un cambio
en las componentes. En particular hay 4 coordenadas, por tanto hay 4 grados de libertad
arbitrarios entre las 10 componentes de la métrica. Esto hace imposible determinar las 10
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componentes g, a partir de los datos iniciales ya que las coordenadas para el futuro de los
datos iniciales pueden ser cambiadas arbitrariamente. De hecho, las ecuaciones de Einstein
tienen exactamente esta propiedad la cual es consecuancia de las identidades de Bianchi

G", =0, (2.6)

esto significa que hay 4 identidades (una por cada valor de u) entre las 10 componentes
G, Entonces, estas 10 componentes no son independientes y las 10 ecuaciones de Einstein
son s6lamente 6 ecuaciones diferenciales independientes para las 6 funciones entre las 10
componentes g, que caracterizan la geometria independientemente de las coordenadas.
El tensor de Einstein es la tnica combinacién que puede obtenerse a partir del tensor
de Ricci que tiene esta propiedad. Utilizando las ecuaciones de Einstein vemos que la
propiedad anterior implica que
T, =0. 2.7

La Ec.(2.7) es de vital importancia pues representan las leyes locales de conservacion de
energia y momento tal y como lo demanda el principio de equivalencia.

2.1.1. La solucion de Schwarzschild

La solucion de Schwarzschild fue la primera solucién no trivial de las ecuaciones de
Einstein la cual describe el espacio-tiempo al exterior de un objeto esféricamente simétrico
y estdtico. Un espacio-tiempo se dice estdtico si cumple las siguientes propiedades: (i)
todas las componentes de la métrica son independientes del tiempo; y (ii) la geometria es
invariante bajo reflexiones temporales, t — —t.

El hecho de pedir que el espacio-tiempo sea esféricamente simétrico implica que cada
punto en el espacio-tiempo estéd sobre una 2-esfera (S?), es decir, su elemento de linea es

dP? = f(r', 1)(dé* + sin® 9 d¢?), (2.8)

donde f(7’,t) es una funcién desconocida de las otras dos coordenadas del espacio-tiempo
r’ y t. El —area de cada esfera es 4x f (', t). Definimos la coordenada r de nuestra geometria
tal que f(r',1) := r*. Esto representa una transformacién de coordenadas de (v, 1) — (r, 1).
No hay una relacion entre r y la distancia propia desde el centro de la esfera a la superficie
misma. Como el centro’de la esfera (r = 0 en un espacio plano) no es un punto sobre
la esfera misma, el hecho de pedir que un espacio-tiempo sea esféricamente simétrico no
requiere que dichos puntos (r = 0) existan en la variedad. Por tanto, la métrica de un
espacio-tiempo esféricamente simétrico es

ds? = goo df* + 2go, drdt + g, dr* + r*(d6* + sin® 6 d¢?). (2.9)

La propiedad (ii) bajo la transformacion de coordenadas (¢,7,6,¢) — (—t,r, 6, ¢) implica
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que

oo = (Agf)zgoo = 800>
8o = A?)/A:'gOr = —80r>
8rr = (A:')zgrr = 8rrs
donde A} = %. Dado que la geometria no cambia bajo reflexiones en la coordenada

temporal tenemos g,.» = g, y gor = 0. Por tanto, la métrica de un espacio-tiempo estdtico
esféricamente simétrico es

ds® = =" dr* + ¥V dr* + (d6” + sin’(0) dg”), (2.10)

donde se han introducido €** y ") en lugar de las dos incgnitas goo(r) y g.-(r). Esto es

aceptable pues siempre se cumple goo <0y g, > 0.

Las componentes no cero del tensor de Einstein dada una métrica de la forma de la
Ec.(2.10) son

1 d
Gy = —&"—(@r(1-e ), (2.11)
r dr
1 2
Gy = —5eP(1-e?)+ =, (2.12)
r r
Gy = re? (a" + (@) + - a'p - 'B—) , (2.13)
r r
Gy = sin*(6)Gep, (2.14)
donde las variables primadas indican derivadas respecto a r.
Definimos |
m(r) = Er(l —e P, (2.15)
esto implica que
2m(r)\”!
& = e = (1 - ) . (2.16)
r

Como estamos interesados en una solucidn en el vacio, las ecuaciones de Einstein to-
man la forma G,, = 0. Usando las Ecs.(2.11), (2.12) junto con la definicién de m(r) nos
conduce a

dm(n) - _ ), 2.17)
dr

da m(r)
dar r(r —2m(r))’ (2.15)
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cuyas soluciones son:

m(r) = M = constante. (2.19)
2M
e = 1-"—, (2.20)
r
y se ha utilizado la condicion
lima = 0. (2.21)

r—00

Finalmente, la solucién de Schwarzschild queda de la siguiente forma:

r

oM oM\
ds® = - (1 - —) dr* + (1 - —) dr? + r*(d6* + sin’(9) d¢?). (2.22)
r

Antes de seguir es conveniente mencionar algunas cosas. Primero, para largos valores
de r, la métrica es asintéticamente plana, es decir, tiende a la métrica de Minkowski. Se-
gundo, la métrica parece ser singularenr = 0y r = 2M. En r = 0, se tiene una singularidad
fisica donde los tensores de curvatura divergen; en r = 2M los tensores de curvatura estan
bien definidos y estdn acotados, pero el espacio-tiempo tiene un horizonte justo en r = 2M
en estas coordenadas. El horizonte es una frontera que delimita dos regiones en el espacio-
tiempo de tal forma que si un cuerpo estd dentro del horizonte no podra tener acceso a
ninguna region fuera de esta.

Consideremos por un instante al planeta Tierra como un objeto esféricamente simétrico
y estdtico. Entonces la métrica de Schwarzschild nos dice como es la geometria del espacio-
tiempo fuera de la Tierra. En unidades geométricas M representa la masa de la Tierra, pero
en general M := Gmy/c?, donde my es la masa de la Tierra, G es la constante gravitacional
y c es la velocidad de la luz. El punto r = 0 esta fuera de discusién ya que se encuentra al
interior de la Tierra y por tanto la descripcion de la geometria dada por la Ec.(2.22) no es
vélida. Por otra parte, el punto » = 2M ~ 9,107>m, por tanto también es un punto interno
de la Tierra y la Ec.(2.22) no es vdlida.

La solucién de Schwarzschild presenta un comportamiento cuando se analizan los pun-
tos r < 2M. Resulta que las coordenadas ¢ y r intercambian de roles, es decir, r se vuelve
una coordenada tipo tiempo (g, < 0) y  se convierte en tipo espacio (ggo > 0). Como
toda particula debe de seguir por trayectorias tipo tiempo (o nulas en caso de ondas elec-
tromagnéticas) dicha particula no puede dirigirse hacia otra direccion salvo hacia r = 0.
Por tanto, el radio de Schwarzschild representa una superficie de no retorno, esto hace que
la region del espacio-tiempo contenido dentro del radio de Schwarzschild esté causalmente
desconectada del resto. A esta region se le da el nombre de agujero negro.
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2.2. Descomposicion 3+1

Para estudiar la evolucion de cualquier sistema fisico es necesario formular el problema
como un problema de valores iniciales o problema de Cauchy. Las ecuaciones de Einstein
estdn escritas de tal forma que el espacio y el tiempo juegan papeles equivalentes. Esta
covariancia de las ecuaciones es importante desde el punto de vista tedrico, pero no permi-
ten pensar claramente en la evolucién en el tiempo del campo gravitacional. Consideremos
una variedad Lorentziana ( M, g), es decir, donde la métrica g tiene por signatura (-,+,+,+).
Si dicho espacio-tiempo puede ser foliado de tal forma que cada foliacion (hipersuperfi-
cie) X sea tipo espacialoide, entonces se dice que dicho espacio-tiempo es globalmente
hiperbélico™. Un espacio-tiempo hiperbélico no posee curvas cerradas tipo tiempo. No to-
dos los espacio-tiempo tienen dicha propiedad pero en el formalismo 3+1 se asume que los
espacio-tiempo fisicamente aceptables son de este tipo. Una vez que hemos decidido tra-
bajar con un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico, por definicion, podemos foliarlo en
una serie de hipersuperficies tipo espacio. Esta foliacion en general no es tnica. Definimos
el pardmetro ¢ como aquel que identifica a las distintas hojas de la foliacion (ver Fig. 2.1); ¢
puede considerarse entonces como un “tiempo universal”’pero no necesariamente ¢ debe de
coincidir con el tiempo propio de nadie.

e du coo-deradas
trayectonid orzgonal  espacizles constanles

Figura 2.1: Dos hipersuperficies tipo espacio infinitesimalmente cercanas.

Sea r* un vector ortonormal a la hipersuperficie ;. Como es ortonormal a una hipersu-
perficie tipo espacio, n* es un vector tipo tiempo. Definimos un observador de Euler como
a quellos que se mueven siguiendo lineas normales a las hipersuperficies que forman la
foliacion, de esta forma, el vector n* puede ser visto como la cuatro-velocidad de dicho
observador.

“Formalmente, un espacio-tiempo globalmente hiperbélico es aquel que admite superficies de Cauchy.
Una superficie de Cauchy es una hipersuperficie X tipo espacio en M tal para toda curva causal (tipo tiempo
o nula) intersecta s6lo en un punto a la hipersuperficie X.
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Ahora consideremos 2 hipersuperficies adyacentes X; y X, 4. La geometria de la re-
gion del espacio-tiempo contenida entre estas 2 hipersuperficies estd determinada por los
siguientes 3 ingredientes:

» La métrica tridimensional y;; (i,j = 1,2,3) que mide las distancias dentro de la
hipersuperficie misma: .
di* = y;(t, x') dx* d'. (2.23)

= El lapso del tiempo propio drt entre las hipersuperficies medido por los observadores
de Euler: ‘
dr = a(t, x") dt, (2.24)

donde « es la llamada funcién de lapso.

= La velocidad relativa 8’ entre los observadores de Euler y las lineas con coordenadas
espaciales constantes:
Xipq =X — Bt x))dt, (2.25)

para observadores de Euler. Al vector 8 se le conoce como el vector de corrimiento
o shift.

La manera en que se hace la foliacion no es tinica, como tampoco la manera en la que se
propaga el sistema de coordenadas espaciales de una hipersuperficie a otra. Esto significa
que tanto la funcién de lapso @ como el shift 8 son funciones que pueden especificarse
libremente. Estas funciones determinan nuestro sistema de coordenadas y son conocidas
como funciones de norma.

En términos de las funciones {a, £, y;;}, la métrica del espacio-tiempo toma la siguiente
forma:

ds? = (—a® + B,) d* + 2B, dt dx’ + y;; dx’ dx/, (2.26)

donde hemos definido §; := y;;8". De esta forma la métrica g del espacio-tiempo en término
de las funciones {a, ', y;;} es

—a2 k .
G = ( a;jﬁ B f J) 2.27)
-1 2 i /2
o = (ﬁj//jz y B [é‘;}] o ) (2.28)
(2.29)

De la misma forma, el vector unitario n* normal a las hipersuperficies en términos de la
funciones de lapso y shift es

nt = (l _—'Bl) , n,=(-a,0), n'n,=-1 (2.30)

b
a o
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En el contexto de hipersuperficies es conveniente diferenciar entre la curvatura intrinse-
ca (ver Apéndice B.5) y la curvatura extrinseca de dicha hipersuperficie. La curvatura
intrinseca esta dada por el tensor de Ricci tridimensional definido en términos de la métrica
espacial y;;. Por otro lado, la curvatura extrinseca K,z se define en términos de lo que le
ocurre al vector normal n® al ser transportado paralelamente de un sitio a otro sobre la hi-
persuperficie. Antes de definir el tensor de curvatura extrinseca es necesario primero definir
el operador de proyeccion Py a las hipersuperficies espaciales

Pg = 6; +n%ng, (2.31)

donde 67 es la delta de Kronecker. Una consecuencia de esto es que para cualquier vector
v(}f

(P3)n, =0, (2.32)
es decir, todo vector proyectado a la hipersuperficie es ortogonal a n*. Podemos generalizar

el operador proyeccion para tensores con varios indices contrayendo los indices libres con
el operador proyeccion definido anteriormente

PTyyqy = PO - PO T (2.33)
Usando el operador proyeccion, el tensor de curvatuta extrinseca se define como
Kop := —PV,ng. (2.34)

De la definicion anterior es posible mostrar que el tensor de curvatura es simétrico (K,z =
Ks,) y solo tiene componentes espaciales pues n“K,z = 0. Debido a esto, s6lo considerare-
mos las componentes espaciales Kj;, i, j = 1,2, 3.

Sustituyendo la forma explicita del vector normal (Ec.(2.30)) en la definicién de curva-
tura extrinseca (Ec.(2.34)) nos queda

1
Kij = oy (at%'j + DB+ Djﬁi) , (2.35)

donde D; es la derivada covariante con respecto a la métrica espacial y;;. La ecuacion
anterior puede reescribirse como

a,yij = —ZQ’KI']‘ + Diﬂj + Djﬁi- (2.36)

La Ec.(2.36) nos da informacion sobre la cinemaética del sistema pues ain no hemos
considerado las ecuaciones de Einstein y hemos trabajado s6lo con conceptos geométricos.
Utilizando el operador proyeccion podemos separar las ecuaciones de Einstein en 3 grupos

= Proyeccién normal:
N1 (Gop — 87T op) = 0. (2.37)
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= Proyeccion a la hipersuperficie:

P(Gop — 87T,p) = 0. (2.38)

= Proyeccién mixta:
Pn"(P(Gop — 81T 4p)) = 0. (2.39)

Nos limitaremos a dar los resultados de las proyecciones, los detalles en las cuentas se
pueden consultar [11, 12]. De la proyeccién normal obtenemos la siguiente ecuacién

R+ (rK)* — K;;K" = 167p, (2.40)

donde R es el escalar de curvatura de la métrica espacial, rK := y"K;; = Kj es la traza
de la curvatura extrinseca y p := n,ngT es la densidad de energia de la materia medida
por los observadores de Euler. La Ec.(2.40) no involucra derivadas temporales. Debido a
esto no es una ecuacion de evolucién si no una constriccion o ligadura del sistema. Como
involucra a la densidad de energia p, a esta constriccidn se le conoce como constriccion
hamiltoniana. De la proyeccion mixta de las ecuaciones de Einstein obtenemos

DK"Y —y'Kl) = 8n}, (2.41)
donde j' es el flujo de momento medido por los observadores de Euler
= Py(n,T™). (2.42)

La Ec.(2.41) tampoco tiene derivadas temporales por lo que es otra constricciéon y se le
conoce como constricciones de momento.

Para conocer informacién sobre la dindmica del sistema es necesario obtener una ecua-
cion de evolucion para Kj; la cual proviene de proyectar las ecuaciones de Einstein a la
hipersuperficie y dichas ecuaciones vienen dadas por

0.Kij = B'D.Kij+ KiD;B + K;uD" — D;Djcx
+ a(Ry—2K,KS + K,jtrK) + 4 (yi (S - p) - 25 ). (2.43)
donde S es el tensor de esfuerzos de la materia definido por
Sij = PTy;. (2.44)

Las Ecs.(2.36) y (2.43) forman un sistema cerrado de ecuaciones de evolucion. A estas
ecuaciones se les conoce como las ecuaciones de Arnowitt-Deser-Misner, o simplemente
las ecuaciones ADM [13, 14]. Las constricciones de momento y la constriccion hamiltonia-
na deben de satisfacerse durante toda la evolucion, es decir, una solucién de las Ecs.(2.36)
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y (2.43) es solucion de las ecuaciones de Einstein si y solo si se satisfacen las constric-
ciones durante toda la evolucion. Debido a esto no es posible elegir de manera arbitraria
las 12 cantidades dindmicas {y;;, K;;} como condiciones iniciales. Los datos iniciales deben
elegirse de tal modo que las constricciones se satisfagan desde el tiempo inicial. Las iden-
tidades de Bianchi garantizan que si las constricciones se satisfacen para el tiempo inicial
entonces lo haran durante toda la evolucién [12].

2.3. Formulacion KST

La formulacién KST [7, 15] nace de la necesidad de encontrar un sistema de ecuacio-
nes fuertemente hiperbdlico (ver Apéndice C) de las ecuaciones de Einstein en su forma
3+1. La formulacion ADM como fue presentada en la seccion 2.2 representa un sistema
débilmente hiperbodlico [12].

Empezamos escribiendo la métrica en la forma usual 3+1
ds? = —=N*df* + y;;(dx' + ' dn)(dx/ + g/ de), (2.45)

donde ;; es la métrica tridimensional, B! es el vector de corrimiento, y N es la funcién de
lapso. En la formulaciéon KST la funcién de lapso N no es libre; en vez de dejar libre la
funcion de lapso se define una densidad de la funcion de lapso (o simplmente densidad de
lapso) a

o= — (2.46)

donde y es el determinante de v;;. El uso de una densidad de lapso no limita de ninguna
manera la libertad de eleccion de norma: en principio uno puede obtener cualquier funcién
de lapso N a traves de una apropiada elecciéon de ™.

Para escribir las ecuaciones de evolucion en la formulacién KST, primero definimos las
nuevas variables

. I I
Jiij = Tape + vy " Cujm + Yy Luiims (2.47)
donde F"l.j es la conexion afin asociada con y;;, y I'ijx := yul’ i‘k; los parentesis y brackets

simbolizan simetrizacion y antisimetrizacion respectivamente. Las variables f;;; junto con
vij ¥ la curvatura extrinseca K;; son las variables fundamentales en esta formulacion.

sfesksk

‘No hay que confundir la densidad de lapso definida en esta seccién con la funcion de lapso « definida en
la formulacién ADM. En este caso N toma el rol de la @ como funcién de lapso.
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De acuerdo con [15], las ecuaciones de evolucion para este conjunto de variables son

doy; = -2NK;, (2.48)

50Kij + NYM 0, fui) N (KuKij = 2KiKi) + YY" 4 fomi fimj + SFemt fij = FoomFitn)

+ 8 fupkSimm + A fkmi S pin — 8 fxiiSmnj + 20 fraci fymn — 13 fixa fjmn

— 9;0;Ina - (8;Ina)(d;In@) + 2y, Y'Y (fim 0110 @ = fi 8, In )
+ YN — fup)dilna +4fiy; 0y Ina —3(fy0;Ina + f 0;Ina)]
- 8nS ij 47'()/,']'T}, (249)

50fkij +NOKij = N{Y"[4Kiifimn — 4L Kk + Kij(2 fonk = 3 fromn)]

2Y" P Konp(Yiii S pan = 2fan¥ i) + YiiKom(8 fupg = 6.fpqn)
Konn(4pq¥ jie = S¥rifjpg)] = Kij O Ina

27" (KoY jyk On In @ — Ky i 0y In@) + 161y, j) ) (2.50)

+ 4+ 4+

En este caso, el simbolo d, es el operador derivada temporal normal a la hipersuperficie,
definido por

A

o := 8, — L, 2.51)

donde L es la derivada de Lie.

Una solucién de las Ecs.(2.48), (2.49) y (2.50) no es solucion de las ecuaciones de Eins-
tein a menos que las 22 constricciones se satisfagan. Dichas constricciones son la constric-
cién hamiltoniana

C := YWN20ufij— 0ifu) + KuKji — KijKu
+ Y fikm (S fitn = 61jn) + 13 fixa fjmn
+ ﬁjk(gfmln - 2Of}mn)]} + 167[,0 = 0’ (252)

las 3 constricciones de momento

Ci = ykl{ymn[Kik(3ﬁmn - 2fmnl) - Kkmﬁln]
+ 6,-Kk1 - 8kKi,} +8nJ; =0, (253)

y las 18 constricciones adicionales
Ciij = Okyij = 2fuij + 4V ¥ e = Ve ym) = 0, (2.54)

que relacionan a las nuevas variables f;; con las derivadas espaciales de la métrica v;;.
Las Ecs.(2.48)-(2.50) forman un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales fuerte-
mente hiperbdlico [15]. Para resolver estas ecuaciones se hace uso de los métodos pseudo-
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espectrales descritos en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Meétodos numéricos

Como se dijo antes, las ecuaciones de Einstein representan un conjunto de 10 ecuacio-
nes diferenciales parciales no lineales de segundo orden las cuales estamos interesados en
resolver de forma numérica. Existen una gran variedad de métodos numéricos de los cuales
hemos enfocado nuestra atencién en los llamados métodos pseudoespectrales. Se le lla-
ma método pseudoespectral a aquel método que involucre una mezcla entre algin método
numérico y algun método espectral. Uno de los motivos de escribir las ecuaciones de Eins-
tein en la formulacion KST es que podemos resolverlas numéricamente usando el método
de lineas (ver Seccién 3.1) en el cual se calculan las derivadas espaciales con alguno de los
métodos espectrales descritos en la secciones 3.3.1 y 3.3.2; y se evoluciona en el tiempo
con un integrador Runge-Kutta ([16]) de 4to orden (ver Seccion 3.2).

3.1. Meétodo de lineas

La idea bésica detrds del método de lineas consiste en tomar una ecuacién diferencial
parcial dependiente del tiempo y dejarla expresada de tal forma que s6lo involucre deriva-
das temporales de primer orden

o,U =G, x',...,x" U, 04U,..., 0uU, 0,uU, -, 0g.. aU). (3.1)

donde U es un vector de variables, x' son las coordenadas del dominio donde se trabaja y
0,...;U son las derivadas espaciales de U respectivamente. La parte derecha de la Ec.(3.1)
s6lo depende del tiempo ¢, de las coordenadas espaciales x', de las variables U’ y de las
derivadas espaciales de U. Por tanto es posible plantear el problema como un problema de
datos iniciales o de Cauchy.

Para poder plantear el problema como un problema de Cauchy es necesario conocer el
valor de G para el tiempo inicial. Dado que s6lo se conocen los valores iniciales para U, y
que G depende también de las derivadas espaciales de U, es necesario conocer el valor de

27
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estas derivadas al tiempo inicial. Una vez hecho esto, es posible mediante algun integrador
numérico conocer el valor U en 1| = 1y + At.

3.2. Integrador Runge-Kutta de 4to orden

En general los métodos Runge-Kutta (RK) son un conjunto de métodos numéricos di-
sefiados para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, concretamente,
el problema de Cauchy. Supongamos que queremos resolver la siguiente ecuacion diferen-
cial ordinaria

[ =G [, (3.2)

provista de los datos iniciales f(#y) = fo y G(t, fo) = Go. Entonces podemos aproximar la
solucion en f(#y + At) como

A
Flto+AD) = fo + é(l{l + 2K, + 2K; + K4), 3.3)

donde los K;, i = 1,2,3,4 son

K, = Gy, (3.4)
Ky = G (to + A?t,fo + Kl%) , (3.5)
K; = G(to + A?t,fo + KZ%) , (3.6)
Ky = G(ty+ A, Uy + KiAr). (3.7

Dado un problema en la forma de la Ec.(3.1)
o,U =G, x',....x" U, 04U,..., 0uU, 0,uU, -, 0g..aU),

donde U es un vector de variables. Podemos evolucionar el sistema en el tiempo siempre
y cuando conozcamos los valores de {t, x XU, 00U, ..., 00U, 0yuU, -+, 0. mU)
al tiempo inicial. De esta forma podemos ver el sistema como un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias acopladas para las variables de U y podemos usar el integrador
Runge-Kutta para conocer el estado del sistema al tiempo ¢ = ¢y, + Az. Hay que resaltar que
solo hemos evolucionado las variables U por lo que si quisieramos conocer el estado del
sistema al tiempo ¢ = f#, + 2At necesitariamos tambien conocer los valores de las demas
variables asociadas a G las cuales involucran derivadas espaciales de U. En la siguiente
seccion se describen métodos numéricos que justamente resuelven este problema, es decir,
nos dan una forma de calcular las derivadas espaciales de U en cada paso de tiempo.

El método descrito anteriormente tiene un error asociado de O(Ar*) por lo que es co-
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nocido en la literatura como integrador Runge-Kutta de 4to orden explicito o simplemente
RK4.

3.3. Métodos espectrales

Los métodos espectrales son una clase de métodos numéricos los cuales son utilizados
para resolver ecuaciones diferenciales. Supongamos que queremos calcular lo siguiente:

Oou(x)
o f(x) (3.8)
X
Existe una gran variedad de métodos espectrales (ME) pero todos se basan en la misma
idea, la cual consiste en aproximar la funcién u(x) como una expansion truncada en cierta
base de funciones ¢(x)

N

u(x) ~ un(x) = > ann(x) (3.9)

n=0
sustituyendo la Ec.(3.9) en la Ec.(3.8):

mmzmm:iaww

Ox Ox a(x) = f. (3.10)

n=0

La base de funciones ¢(x) es conocida, por lo que el trabajo principal es conocer los
coeficientes a,, que dependiendo del ME a elegir se calculan de diferentes formas. Por
supuesto el problema planteado por la Ec.(3.8) no esta bien definido en el sentido que no
especifica una condicidn inicial para u(x). Si se pide que u(xy) = uy, xo € [—1, 1]; entonces
esto nos da un sistema de N + 1 ecuaciones para los coeficientes a,,.

Una pregunta inmediata es ;cudl base de funciones se debe de elegir? No hay respuesta
absoluta ya que la base de funciones a elegir dependerd del problema en especifico que se
quiera tratar. Sin embargo existen ciertos ¢riterios” que nos dicen o sugieren cudl base es
mejor para la solucion del problema.

= Cuando haya duda, usar polinomios de Chebyshev a menos que la solucion sea es-
pacialmente periodica, en ese caso una serie ordinaria de Fourier es mejor.

= A menos que estés seguro que otro conjunto de funciones base es mejor, usar los
polinomios de Chebyshev.

Existen excepciones: sobre la superficie de una esfera es mejor usar los arménicos
esféricos que los polinomios de Chebyshev aunque estos funcionan también.
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3.3.1. Método de colocacion de Chebyshev

Considere una funcién suave u(x) en el dominio x € [—1, 1]y sea T,,(x) = cos (ncos™! (x))
el polinomio de Chebyshev de orden n. Entonces podemos aproximar la funcién como

N
u(x) = un(x) = Z a,T,(x) (3.11)

n=0
Los puntos de colocacion Chebyshev-Gauss-Lobatto (CGL )son

X; = COS il i=0,..N, (3.12)
N

y corresponden a los extremos de los polinomios de Chebysheyv, es decir, donde alcanzan
su maximo o minimo. Para calcular los coeficientes a, también llamados coeficientes es-
pectrales se hace uso de la relacion de ortogonalidad de los polinomios de Chebyshev (ver
Ec.(A.12)) en los puntos de colocacién

N

2 1
6 2 =TT (3.13)

ij= o
Ncy ey

donde
2, k=06k=N,
Ck:{ (3.14)

I, 1<k<N-1.

Usando la relacion de ortogonalidad (Eq.(3.13)), los coeficientes espectrales estdn dados

por
2 41
—un(x,)Ti(x,). (3.15)

Ncy ey

an

Una vez calculados los coeficientes la derivada de la funcion u(x) es simplemente

du(x) _ duy(x) _ ZN:a 0T, (x) (3.16)

0x 0x ox

n=0
Hay que notar que la solucion no estd dada solamente en los puntos de colocacion si no en
todo el dominio x € [—1, 1] a diferencia de otros métodos numéricos como en el caso de
diferencias finitas donde sélo se conoce la solucién para los puntos de la malla.

También es posible escribir la derivada de u(x) como otra expansion sobre los polino-
mios de Chebyshev
un(x) &
— = a1, (3.17)

n=0
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usando la relacidn de recursion

Cnl), =y +2(n + Day., (3.18)
donde
2, k=0,
Cp = (3.19)
1, k>1.

3.3.2. Meétodo de interpolacion de Lagrange

El método pseudoespectral de Chebyshev nos da una manera de aproximar la funcion

u(x)

N

un(x) = D a,Ty(x), (3.20)

n=0
donde los coeficientes a,, n = 0, ..., N son determinados pidiendo que u(x) = uy(x) en los
puntos de colocacién x; = cos (inr/N),i = 0, ..., N. Por tanto, el polinomio de grado N de la
Ec.(3.20) no es otra cosa mas que el polinomio de interpolacion de Lagrange basado sobre
los puntos de colocacodn. Entonces, podemos escribirlo de la siguiente forma

N

un(x) = (L), (3.21)

=0
con uy(x;) = u(x;), y donde L;(x) es el polinomio de grado N definido por

(=D (1 = x*) Ty(x)

c;N* (x—x))

Li(x) = , (3.22)
donde T, es la derivada de T respecto a x.

La expresion para L; es facilmente construida demandando que los puntos de coloca-
cion x; sean los ceros del polinomio (1 - x?) T},(x) (ver Apéndice A.) y observando que

lim (1 = x)T}(x)

=y (X —x;p)

= (-1)*'¢;N?, j=0,..,N. (3.23)

Una consecuencia inmediata es que L;(x;) = ¢;;. Entonces,

N N
MN(X,') = Z M(X])LJ(X,) = Z I/ljdﬂ = U, (324)
70 =0

por lo tanto la representacion (3.20) es equivalente a (3.21) y es ttil en muchas circunstan-
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cias pues no involucra a los coeficientes espectrales.

Para calcular la derivada de u(x), lo ideal es calcular la derivada sobre los puntos de co-
locacién x;, k = 0,..., N y después ver a esta nueva funcién como una interpolacién de
Lagrange para tener la solucién en todo el dominio. Empecemos por calcular la derivada
en los puntos de colocacién

N

W) = Uy (v) = D L), (3.25)

/=0

u; es conocida por lo que el problema se reduce en encontrar L(x;).

Definimos la matriz de derivada de Chebyshev D, como la derivada analitica de L;(x)
evaluada en los puntos de colocacién xi, es decir, las componentes de (Dy)i; = di; =
L;.(xk), J,k =0,..,N. Entonces, las entradas de la matriz son

-1 Jj+k
dy = DT (3.26)
Cj (xx — xj)
d L% kzonN (3.27)
kk — TR T 5» s LV, .
2(1 - xi)
2N? +1
doy = —dyn = 6 (3.28)
y la derivada de u(x;) es
N
w, =Y wdy, k=0,..,N. (3.29)
=0

Hasta ahora, tanto el método pseudoespectral de Chebyshev como el método de interpola-
cién de Lagrange (también llamado método pseudoespectral) han mostrado cémo calcular
la derivada de una funcién u(x), en el dominio x € [—1, 1]. Sin embargo, en general estamos
interesados en resolver problemas fisicos donde el dominio no es generalmente el de los
polinomios de Chebyshev. Lo que se hace es dar un mapeo del dominio fisico al dominio
de los polinomios de Chebyshev, X : [X,in, Xmax] — [—1,1]. Si el mapeo es lineal (por
simplicidad)

X(x) = #(x — Xpax) + 1, (3.30)

(xmax - xmin)

sustituyendo el mapeo en el operador diferencial

Ou(x)  ou(X)oX(x) 2 ou(X)
Ox  0X  0x  (Xpax — Xmin) OX

(3.31)

Por tanto la Ec.(3.31) nos da una manera de calcular la derivada de una funcién definida en
cualquier dominio cerrado.
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3.3.3. Convergencia

Aunque los teoremas de convergencia en métodos espectrales han sido estudiados pro-
fundamente y se pueden encontrar en muchos textos a lo largo de la literartura [17, 18, 19],
nosotros nos limitaremos a enunciar algunos teoremas y apectos importantes que sustentan
el uso de los métodos espectrales.

Sea u(x) € C* definida en x € [—1, 1]. Podemos escribir entonces la funcion en su
representaciéon como serie

o0

u(x) = Z a,T(x), (3.32)

n=0
como estamos interesados en una implementacion numérica es imposible alcanzar el limite

cuando n — oo asi que tenemos que estudiar que tan bien converge la serie truncada a la
funcion deseada. La Ec.(3.32) la podemos escribir de la siguiente forma

N ) 0

u() = > a0+ D a0 =uy()+ D a0, (3.33)

n=0 n=N+1 n=N+1

esto nos lleva a la siguiente desigualdad

(&9

> @)

n=N+1

|u(x) — un(x)| =

< D @< ) lal, (3.34)

n=N+1 n=N+1

nétese que para llegar a la desigualdad en la Ec.(3.34) hemos usado la desigualdad del
tridngulo y el hecho que |T,,(x)] < 1, VYn € N en el dominio x € [-1, 1]. En general, la
velocidad de convergencia de los coeficientes |a,| dependenden de la suavidad de la funcion
que se quiera aproximar. Antes de proseguir con los teoremas de convergencia de la serie
de Chebyshev es conveniente definir a que nos referimos cuando hablamos de ordenes de
convergencia.

Definicion 3.1 El indice algebraico de convergencia k es el niimero mds grande para el
cual
1im |a,| n* < 00, n>1 (3.35)

donde a, son los coeficientes de la serie. En pocas palabras, si los coeficientes de una serie
son a, y si
a, ~O[1/n"], n>1 (3.36)

entonces k es la indice algebraico de convergencia.

Definicion 3.2 Si el indice algebraico de convergencia k no estd acotado -es decir, si los
coeficientes a, decrecen mds rdpido que 1/n* para cualquier potencia finita de k- entonces
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se dice que la serie tiene la propiedad de convergencia **PONENCIAL”, o “PECTRAL"”.
En otras palabras, si
a, ~ Olexp(—gn")], n>1 (3.37)

donde q es una constante para alguna r > 0, entonces la serie se dice que tiene convergen-

cia exponencial. Al término r se le conoce como el indice exponencial de convergencia.

Hay que mencionar que las definiciones anteriores son asintéticas, es decir, estdn basadas
en el comportamiento de las series para grandes valores de n.

Teorema 3.3.1 Sea u(x) € C™! en el dominio x € [-1, 1], donde m € N, entonces |u(x) —
uy(x)l = O(N™) como N — coV¥x € [—1,1].

Teorema 3.3.2 Sea u(x) € C* en el dominio x € [—1, 1], entonces |u(x) — uy(x)| = O(#)
como N — ooV¥x e [-1,1].

Teorema 3.3.3 Sea z = x + iy. Introducimos las coordenadas elipticas (u, n) definidas por
las siguientes ecuaciones

x = cosh(u)cos(n), u e l0,o0] (3.38)
= —sinh(w)sin(n), n € [0,2n], (3.39)
las superficies de u constante son elipses en el plano complejo con focos en z = —1y

z = 1. Para grandes valores de u, las coordenadas elipticas tienden a las coordenadas
polares con u proporcional alog(r) y n — —6. Supongamos que u(z) tiene polos, puntos de
ramificacion u otro tipo de puntos singulares (en coordendas elipticas) (uj,n;),j = 1,2, ...
en el plano complejo. Definimos

Entonces la serie de Chebyshev
u@) = ) a,T,() (3.41)
n=0

converge dentro la region delimitada por la elipse u = u,

K< pos V17, (3.42)

y diverge para toda (x,y) fuera de esta elipse.
Los coeficientes estan relacionados con u, la coordenada cuasi-radial de la elipse, por
la ecuacion

lim sup log( n ) = Uo. (3.43)

n—oo n+1
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Observacion: la .“ipse”u = 0 es el intervalo real [-1,1]. Si los coeficientes a, decresen
algebraicamente con n o si la convergencia es exponencial pero subgeométrica, entonces
la serie de Chebyshev converge solamente para u = 0, es decir, solamente sobre el intervalo
real z € [-1, 1].

3.4. La ecuacion de onda como ejemplo

Considere la ecuacion de onda en una dimension espacial , en el dominio x € [-10, 10]

0%u(x, ) ’ 0%u(x, 1)
=V s

¥ Fp (3.44)

donde la velocidad de propagacion de la onda v, se asume igual a 1. Esto es algo que
siempre se puede hacer simplemente reescalando el intervalo temporal ¢t — vf. Sujeta a las
condiciones de Cauchy

u(x,0) = f(x), (3.45)
ou(x, 1) 3
pranl g(x). (3.46)

Para resolver la Ec.(3.44) es conveniente reescribirla en una forma donde sélo inter-
vengan derivadas temporales de primer orden, para poder de esa forma usar el método de
lineas. Como veremos mas adeltante no s6lo basta con reescribir la ecuacién como primer
orden en el tiempo si no que es necesario dejarla en términos de los campos caracteristicos
(ver Apéndice C) que salen de analizar una ecuacion tipo hiperbdlica y poder imponer de
forma adecuada condiciones de frontera en el dominio numérico.

Regresando con nuestro problema, empezamos definiendo dos nuevas variables {¢, ¢/} de la
siguiente forma

ou

¢ = o (3.47)
ou

v o= P (3.48)

Sea U = [, ¢]7, usando la Ec.(3.44) tenemos

oy | o | |01
o] [ 20120 1o a0
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Con esto hemos logrado escribir la Ec.(3.44) en la forma de la Ec.(C.2) donde

« |01
At = [ 1 0 ] (3.50)
cuyos eigenvalores son 4; = 1y 4, = —1 con las eigenvectores normalizados respectivos
1 |1
1 1 ]
u = —— , (3.52)
-

finalmente los campos caracteristicos resultantes son

_ L

w, = \/§[¢]’ (3.53)
I O

wy, = \/5[_(]5]. (3.54)

Por tanto en vez de solucionar la Ec.(3.44) vamos a resolver las Ecs.(3.47) y (3.49) con los
siguientes datos iniciales:

u(x,0) = A,
Y(x,0) = —2(x;_2x0)u(x,0),
#(x,0) = 0.

(3.55)

Las Ecs.(3.47) y (3.49) junto con los datos iniciales provistos por (3.55) admiten solucién
analitica por lo que podremos compararla con nuestra aproximacién numérica. La evolu-
cion de la ecuacion de onda se hizo mediante el método de lineas (Seccion 3.1) en el cual
usamos un integrador Runge-Kutta de 4to orden en el tiempo (Seccion 3.2) y calulamos
las derivadas espaciales usando los métodos espectrales (Seccién 3.3). Los campos carac-
teristicos wy, w, se usaron para imponer condiciones de frontera apropiadas en el dominio
numérico. Lo que se hace es congelar la evolucion temporal de los campos caracteristicos
en las fronteras donde el campo sea entrante d,w, = 0. En donde son salientes no se les
hace nada. Para nuestro ejemplo, w; es el campo caracteristico con velocidad 4; = 1, es
decir, se mueve de izquiera a derecha por lo que es un campo saliente en la frontera derecha
y un campo entrante en la izquierda. Por otro lado el campo w, se mueve con velocidad
A, = —1, por lo que es un campo entrante en la frontera derecha y un campo saliente en la
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izquierda

owi(=1,1) =0, (3.56)
owy(1,1) = 0. (3.57)

Como se menciond antes, la Ec.(3.44) junto con los datos iniciales (3.55), (3.55) y
(3.55) admite solucion analitica y esta es de la forma

£ = Laer e Ly e (3.58)
2 2
Una buena forma de medir la convergencia de nuestro cdigo es calcular la 2-norma del
error en u(x,t), es decir, calulamos la diferencia entre la solucién analitica y la numérica
para diferentes valores de N. Se espera que el error tienda a cero mientras se incrementa el
numero de puntos de colocacion.

10

-10

1/2
6ull> = [1£(x, 1) = un(x, D2 = (f 1£Cx, 1) = un(x, 1) dX) : (3.59)

La 2-norma del error ||6u|,, se calculé no sélo sobre los puntos de colocacion si no
para una malla uniforme y suficientemente fina donde se evalué tanto la solucién analitica
como la aproximacion numérica. En la Fig.3.1 se muestra la 2-norma de la desviacion de u
respecto a la solucién analitica en funcion del tiempo para distintos valores de N. En todas
las simulaciones se usaron los mismos parametros los cuales son: A = 1; xp = 0; o = 1.

107! . T - T

N=40
el AVAYA S — ]
N=50
103\ \V V™ ]
10 N=60 |
10°F N=70 1
Ef 10 1
- N=80
107 g
1084 i
AAAAAAANVV, N=90
10°F g
10—10 L
N=100
101! NWW ! I L .
0 10 20 30 40 50

Figura 3.1: 2-norma del error en u(x, t) como funcién del tiempo pata ¢ € [0, 50]. Es claro
que al aumentar N el error disminuye.
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En la Fig.3.2 se muestran las grificas de la solucion analitica {(x, f) v.s. x superpuesta
con los valores de uy(x, ¢) en los puntos de colocacion x;, i = 0, ..., N para distintos valores
de tiempo. El niimero de puntos de colocacién es N = 50.

1 A o 1 o 1 o
08 / \\ 08 08
06 ‘? #\‘ 06 06
o 04 /’ \ o 04 /‘ﬂlﬂg\e/{h\\ o 04 /n{ \ /m\u\
S 02 /1’ \ﬂ{ S 02 # “?\ 5 02 / é\ f \L
p - A X, o A .,
02 02 02
04 04 04
10 5 [3 5 10 10 5 [3 5 10 10 5 [3 5 10
x
t=4 t=8 t=10
' o : o ' o
08 o 08
06 0 06
_ 04 A A _ A\ 2 _ o4tk b
;i [\ [\ g/ PN /
02 s ﬂ\ # W\N B \R / \ % 02 b\; d
oot e M W N AN ot
02 o2 02
04 o 04

Figura 3.2: Solucién exacta y numérica. La solucién exacta se muestra por la linea con-
tinua mientras que la numérica solo sobre los puntos de colocacién para distintos valores
de tiempo. Se puede observar que para N = 50, uy(x;) se encuentra sobre la linea de la
solucion exacta £(x).

Una de las razones por las que se escogié evolucionar la ecuacién de onda es porque
la mayoria de las ecuaciones fundamentales en las teorias de campo modernas (incluyendo
las de Einstein) se pueden ver como generalizaciones de diversos tipo de la ecuacion de
onda. Mds aun, las ecuaciones de Einstein en su formulacion KST tienen las mismas pro-
piedades de hiperbolicidad que la ecuacién de onda presentada aqui, por lo que este modelo
de juguete sirve como guia de lo hecho con las ecuaciones de Einstein presentadas en el
siguiente capitulo.



Capitulo 4

Evolucion

Los métodos pseudoespectrales han sido aplicados exitosamente en la solucion de pro-
blemas en diversos campos, incluyendo dindmica de fluidos, meteorologia, y astrofisica
relativista ([17, 18, 20, 21]). Por ejemplo, los método pseudoespectrales han sido aplica-
dos con éxito en el modelado de colapsos de nucleos estelares [22]. En este capitulo se
evolucionan agujeros negros en simetria esférica usando los métodos pseudoespectrales en
la formulacién hiperbdlica de las ecuaciones de Einstein, la formulaciéon KST. Una for-
mulacién hiperbdlica proporciona una prescripcion bien planteada para la imposicion de
las condiciones de frontera. Hemos encontrado que nuestro c6digo es capaz de evolucio-
nar agujeros negros en simetria esférica indefinidamente. Mds atin, la solucién obtenida
converge exponencialmente a la solucidn exacta al ir aumentando el nimero de puntos de
colocacion.

4.1. Ecuaciones de evolucion en simetria esférica

Como se menciond antes, la forma més general de la métrica en simetria esférica puede
ser escrita como

ds* = =N?df* + v,.(dr + B'dt)* + yrr*(d6* + sin® 6d¢?), 4.1)
donde yr es la componente métrica transversal definida como

Yoo Yoo
=== . 4.2
0 r* 2sin’@ 4.2)

Las 2 componentes independientes no cero de la curvatura extrinseca son K,, y K7, donde

Ko Koy
Ky = — = . 4.3
TR T 2sine (*3)

39
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Las componentes no cero de fi;; son f,,., la componente transversal

_ Jree _ Jeor _ Sreo _ Joor

- . - . ?
rr 2r2 p2sin’0  2r2sin’ @

frT :
y las componentes adicionales

fro = Yrrcotd,

fooo = 2r°yrcotb,
Joss = r*yr sin 6 cos 6,
fos = ryrsinfcosé.

4.4)

4.5)
(4.6)
4.7)
(4.8)

Las ecuaciones de evolucion para las componentes adicionales, Ecs.(4.5) - (4.8), se
cumplen automaticamente si las ecuaciones de evolucion para la métrica se satisfacen. Por
tanto no tratamos estas cantidades como variables independientes, y donde quiera que apa-
rezcan en las ecuaciones las reemplazamos con las componentes de la métrica apropiada.

Tomamos como variables fundamentales las 6 cantidades y,,, yr, K,», K1, frrr, ¥ fr7-
Usando las Ecs.(2.48), (2.49) y (2.50), obtenemos las siguientes ecuaciones de evolucion

para estas variables

Oy = ﬁrar)/rr - 2akK,, + 27rrarﬁra 4.9)
_ g £
dyr = BOyr—2aKr + 277% (4.10)
e (Jerr 1 A4S 6 K K.,
atKrr = ﬁrarKrr - ﬁarﬁ’rr + a’[2f (f_ + - - ﬁ) ) + Krr (2_T - )
rr Yrr \Yrr r Yr r Yr Yrr
2
r 4 rrr ~
_ 6(ﬁ) ~ a0, Ina)’+ (— _ )ar In a/] 12K, 0,8, @.11)
Yr r Yrr

K, 1 2fz f
0,Kr = B'0,Kr— 10}’](;’7' + CY(KT + - — _ fTar lnd’) +
rr Yrr r YrYT Yrr
K r rrr 2 ~
0ifrr = B O0.frrr — a0, K,, + a[4yrr—T(3& _ +——=0,In a/)
yr Yr Yrr r
r rrr 2 ~
- K,,(loﬁ L SN a/) L 3£ 0B + YR,
Yr Yrr r
r rrr ~ 2 "
0 fr = Bofar—adKy+ a[KT(zﬁ I g n a) ; (8,,Br e
Yr Yrr r

25 Kr, (4.12)

r

(4.13)

)f,T, (4.14)
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donde
N

Yr \Y Yrr ‘

Las 6 variables fundamentales deben de satisfacer 4 constricciones que se obtienen a partir
de las Ecs.(2.52), (2.53) y (2.52) en simetria esférica

C = arﬁ’T _ 1 i frT (2 + 7frT _frrr)_&(Krr +ﬁ):0’ (416)

(4.15)

@:=ar’sing =

Yo¥r  2r%r  Yeyr \r  2vr  Ye) yr \¥e 2¥r
0,Kr 2Ky  fr (K, K
c, = OKr, T_ﬁ( +_T):o, 4.17)
Yr ryr Yr \Yr YT
8 rrJr
Cor = ar7rr+ Y fT_Zﬁ"rr:O’ (4.13)
Yr
2
Cor = dyr+ 2L —2fs=0. (4.19)
r

Se evolucionan las Ecs.(4.9)-(4.14) y se monitorean las variables fundamentales {y,,, yr,
K-, K7, frrrs f,r} junto con las constricciones (4.16)-(4.19) durante toda la simulacién.

4.2. Condiciones de frontera

Un problema con el que se debe de lidear al momento de querer resolver las ecuaciones
de Einstein en la computadora es que se deben de imponer condiciones de frontera debido
a que nuestro dominio computacional es finito. Una de las razones de usar la formulacion
KST es que representan un sistema de ecuaciones fuertemente hiperbdlico del cual es po-
sible obtener un conjunto completo de eigenvectores y de esta forma obtener los campos
caracteristicos del sistema. Hemos optado por imponer condiciones de frontera a través
de estos campos caracteristicos. Estos se optienen haciendo el andlisis caracteristico (ver
Apéndice C) del sistema dado por las Ecs.(4.9)-(4.13).

Para las ecuaciones de evolucion (4.9)-(4.13), los campos caracteristicos en direccion
radial son

U=y,  (ve=-p), (4.20)

Uli=yr  (ve=-p), 4.21)

U* =K, + Jrmr (v, = —B + dyr), (4.22)
'}/rr

U: = Ky + f’yT (ve = =B + @yr). (4.23)

Las velocidades caracteristicas de las variables de la métrica corresponden a la propaga-
cién a lo largo de la direccién normal (tipo tiempo) de las foliaciones y las velocidades
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caracteristicas de las otras cantidades corresponden a la propagacion a lo largo del cono
de luz. Por tanto, si la frontera interna de nuestro dominio se mueve a lo largo de una
trayectoria tipo espacio, todas las velocidades caracteristicas son negativas (respecto a r)
ahi, entonces no es necesario imponer condiciones de frontera en el dominio interno. En
la frontera exterior, las condiciones de frontera son impuestas s6lo sobre los campos que
tienen velocidades caracteristicas negativas, que para nuestro caso son y,,, yr, U,y Uz.

La condicion de frontera que usamos fue la misma que para la ecuacién de onda (ver
seccion 3.4) la cual congela la evolucion temporal de los campos caracteristicos que se
propagan hacia adentro del dominio

Ol =0, (4.24)
ol = O, (4.25)
ouil, = o (4.26)
oUrl,., =0 4.27)

A esta condicion de frontera se le conoce como FC por sus siglas en inglés (freezing con-
dition).

Tambén experimentamos con condiciones de frontera que preserven las constricciones
(CPBC) ya que la condicién FC no es suficiente para evolucionar sistemas mas complejos,
incluso con una eleccion de norma diferente o elecciones de coordenadas distintas la evo-
lucién puede llegar a presentar violaciones considerables en la constriccon que finalmente
hagan que se detenga la simulacidn.

Para imponer la condicién CPBC se hace lo siguiente [23]:

= Se calculan las derivadas temporales de las constricciones (4.16)-(4.19).

= Se reemplazan las derivadas temporales de las variables fundamentales que aparecen
en las constricciones con sus respectivas ecuaciones de evolucion (4.9)-(4.14).

= Se expresan las variables fundamentales en terminos de las constricciones y sus de-
rivadas espaciales.

Para nuestro problema

N
8,C = B 9,C—-—+lo., (4.28)
8,C, = -N3,C+p°C,+lo. (4.29)
8,.C.y = B 0.Cpr+ Lo, (4.30)
8.Cr = B 9,Cr+lo., 4.31)

donde /.0. son términos que no involucran a las constricciones ni a sus derivadas espaciales.
El siguiente paso es hacer la descomposicion caracteristica de este sistema de ecuaciones
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(4.28)-(4.28), obteniendo los siguientes campos caracteristicos de las constricciones

C, = C+ jjj_rr’ (ve = =" + ayr), (4.32)
C, N

G, = C- Nz (ve = =B = ayr), (4.33)

C3 = Cpy (Vc = _ﬁr)’ (434)

Cy = Cr (ve=-p). (4.35)

Como se ha discutido anteriormente, uno sélo debe de imponer condiciones de frontera
sobre los campos caracteristicos entrantes. A dentro del horizonte, todos los campos tienen
velocidades negativas por lo que son salientes y no se les hace nada. Para la frontera ex-
terna, los campos con velocidades negativas son C,, C3 y C4. Debido que el sistema esta
constrefiido, tenemos que especificar las variables fundamentales en la frontera externa de
tal forma que satisfagan C, = C3 = C4 = 0. Una forma de hacerlo es sustiuir en las ecua-
ciones de evolucion (4.9)-(4.14) las derivadas espaciales de las variables fundamentales en
funcion de las demads variables que salen de imponer que los campos caracteristicos de las
constricciones se anulen.

Veamos caso por caso. Para C4 = 0 esto implica que
CrT = 0’

lo cual no es otra cosa que la constriccién (4.19). Basta con despejar d,yr de (4.19) y
sustituirla en la ecuacion de evolucion (4.10)

dyr = 28" fir — 2NKr. (4.36)

El caso C53 = 0 implica
C‘rrr = 0’

por lo que es solamente la constriccion (4.18). De esta forma, basta con despejar 9,y,, de
(4.18) y sustituirla en la Ec.(4.9)

7rrﬁT
Yr

at’yrr = 2'yrr 8rﬁr —2NK,, -8 ﬂr + 2ﬁ’rrﬁr- (4.37)

Finalmente, C, = 0 implica que
C,
Yrr
La Ec.(4.38) involucra tanto a la constriccion hamiltoniana (4.16) como a la constriccion de
momento (4.17). Estas constricciones involucran las derivadas espaciales de dos variables
fundamentales, 9, f,r y 0,Kr. En este caso hemos optado por despejar d,K7 de la Ec.(4.38)

C= (4.38)
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dando como resultado

arr rr 2r 7r rrr
Jrr 7+ fT+fT_f_

0.Kr = -
g Yrr 27'2 Yrr 27T Yrr
K r KT rr KT)
— K Kr K,y (4.39)
7 ! ( Yrr 27T r f ! Yer Yr

La Ec.(4.39) se sustituye en las ecuaciones de evolucion (4.12) y (4.14) pues sélo esas
involucran términos de d,Kr, por tanto

ar r rr 2 r 7 T rrr
0,Kr :Br( fT_\/72+ fT+fT_f_
VYrr 2r 'N\NYrr 27/T Yrr
K r KT Krr KT)) (01
— 4/ rrK -~ — 2_ r - - _ar r
’ ! ( Yrr 27T r f ! Yrr Yr rr fT
Krr 1 2 2 r "
+ a(KT +—2——’T—fTar1 ) ’BKT, (4.40)
7rr r 7rr7T )/rr
0rf;’T NYrr zf;‘T 7frT frrr
Ofir = B0 fir — - + + -
th IB fT a( \/ﬁ 21’2 '\NYrr 27/T Yrr
K r KT rr KT))
- \ rrK FYV 2_ r
7 ! ( Yrr 27T r f ' Yrr Yr
; a/[KT(ZfrT _ e —H,In&)] ; (6,,8’ P )f,T (4.41)
Yr Yrr

4.3. Implementacion

Igual que en el ejemplo de la ecuacion de onda hemos optado por evolucionar las
Ecs.(4.9)-(4.13) usando el método de lineas en donde hemos calculado las derivadas es-
paciales con los métodos descritos en las secciones 3.3.1 y 3.3.2; y un integrador RK4 para
evolucionar en el tiempo.

Debido a que los puntos de colocacion CGL (Ec.(3.12)) no estdn uniformemente dis-
tribuidos, hemos elegido el paso de tiempo Ar de tal forma que garantice estabilidad en
el tiempo de integracion, limitados a los dos puntos de colocacién més cercanos y cuya
separacion es ~ > /N?. Por tanto hemos fijado el paso de tiempo en At = 1/N2.

Como se describe en la Secc.4.2, 1a solucion de un sistema hiperbolico puede ser escrito
en términos de los campos caracteristicos que se propagan con sus correspondientes veloci-
dades caracteristicas. Fisicamente, sabemos que las condiciones de frontera se aplican sélo
en los campos caracteristicos que se propagan hacia el interior del dominio.

Por tanto, para imponer la condicion de frontera FC en alguna frontera del dominio
r = rp, primero calculamos las derivadas temporales de los campos caracteristicos U.(r() en
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la frontera. Después, se aplican las condiciones de frontera a los campos caracteristicos que
se propagan hacia adentro del dominio; a los campos salientes del dominio no se les hace
nada. Finalmente, se reconstruyen las derivadas temporales de las variables fundamentales
en r, y usamos los valores para el paso de tiempo siguiente.

Para imponer las condiciones de frontera CPBC, basta con sustituir las Ecs.(4.36)-
(4.41) en vez de las ecuaciones de evolucion (4.9), (4.9), (4.12) y (4.14) en r,.y.

Para algoritmos de integracion en el tiempo que ocupan pasos intermedios, como es el
caso del RK4, las condiciones de frontera deben de imponerse en cada paso intermedio.
Condiciones de frontera mal implementadas sobre los campos entrantes o condiciones de
frontera impuestas sobre campos salientes llevan a evoluciones inestables.

4.4. Datos iniciales

Elegimos como dato inicial una rebanada independiente del tiempo de un agujero negro
de Schwarzschild. Como nuestra frontera interna r,,;, esta a dentro del horizonte, es nece-
sario usar unas coordenadas que permitan penetrar el horizonte ya que las coordenadas de
Schwarzschild tienen una singularidad en r = 2M (Ec.(2.22)). Hemos elegido evolucio-
nar nuestro agujero negro de Schwarzschild usando 2 distintos tipos de coordenadas. La
primera conocida como coordenadas de Kerr-Schild para un agujero negro sin espin:

2M
Yir = 1+_,
r
Yr = 1,
. ( 21\/1)‘1
a = (I1+—] ,
p
oo2M (. 2m\!
g = —|(1+—] ,
r r
oM M oM\
Ko = <2 () 20
r r r
ZM( 21\/1)‘”2
KT = —2 1+— 5
I r
1 M
frrr = _(4+_)a
r r
1
fir = P (4.42)

donde M es la masa del agujero negro y el horizonte estd localizado en r = 2M. Estas
expresiones satisfacen idénticamente las 4 constricciones (4.16)-(4.17) al tiempo inicial.
Las otras coordenadas son las llamadas coordenadas arménicas [24, 25], en las cuales
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el tiempo coordenado satisface Or = gV, V.t = 0

2M 4M?
(1 +—)(1 +— )
r r

Yrr =
yr = 1,
3 oM\ am\!
a = 1+ — 1+—2 N
r r
i 4aM?
e
r
M?* 3IM  4AM?  4MP
K, = ——Va|[2+—+—+—]|,
r3 r r? r3
AM? —
KT = 3 a,
I
£ = 4_'_7M_|_12M2+20M3
2 r3 o
1
fro= - (4.43)

donde el horizonte también estd localizado en r = 2M y también se satisfacen las constric-
ciones (4.16)-(4.19) al tiempo inicial.

4.5. Resultados numéricos

Para todas las evoluciones presentadas se eligieron condiciones de norma de tal forma
que @ y " permanezcan igual a sus valores iniciales durante toda la evolucién. Hemos fijado
la excision cerca pero adentro del horizonte en r,,;, = 1,9M [26]. Se optd también por evo-
lucionar los datos iniciales (4.42) en dos dominios espaciales: uno pequefio r € [1,9,11,9]
y uno grande r € [1,9, 101,9]; mientras que los datos iniciales (4.43) se evolucionaron en
un sélo dominio espacial r € [1,9, 11,9].

Para medir la eficiencia del c6digo optamos por calcular la violacién en la constriccion
hamiltoniana Ec.(4.16) usando la 2-norma

rmax ]/2
IHl, = (f IC(nP° drz) : (4.44)

Debido a que la solucién no estd dada s6lamente en los puntos de colocacién si no en
todo el dominio la 2-norma se calcul6 sobre una malla uniforme con suficiente resolucion.
Empecemos por analizar la evolucion en coordenadas de Kerr-Schild. La Fig.4.1 mues-
tra la 2-norma de la constriccion hamiltoniana en funcidn del tiempo para varios valores de
N en el dominio pequeno. Las oscilaciones cerca de t = 10M corresponden a pequefios pul-
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Figura 4.1: Estabilidad de la evolucion de un agujero negro en coordenadas de Kerr-Schild.
Se grafica la 2-norma de la constriccién hamiltoniana (4.44) en unidades de M~ como
funcion del tiempo para diferentes resoluciones.

sos de error que comienzan en frontera exterior r = 11,9 desde el tiempo inicial ¢ = 0, crece
como r~2 mientras se propaga hacia a dentro del dominio y eventualmente cae dentro del
agujero negro. Eventualmente la evolucion se estabiliza y es claro que la solucién converge
a la solucién analitica al ir aumentando el nimero de puntos de colocacién. Terminamos
la evolucién en t = 1000M aunque es claro que se pudo haber dejado la evolucién encen-
dida indefinidamente. La rapidez de convergencia es exponencial hasta que los errores de
redondeo de la maquina dominan y deja de converger.

De forma andloga la Fig.4.2 muestra la evolucion en coordenadas de Kerr-Schild pero
en el dominio grande r € [1,9, 101,9]. Vemos que en ¢ = 100M aparece también pulsos de
errores que contaminan la evolucién pero a diferencia del dominio pequefio no es claro en
que tiempo se estabiliza la evolucion. Debido a esto, escogimos la resoluciéon con N = 70
puntos de colocacion y lo evolucionamos hasta ¢ = 100000M.

La Fig. 4.3 muestra la 2-norma de la constricciéon hamiltoniana ||H||, junto con la 2-
norma de la constriccion de momento ||M||,

Fmax 1/2
M, = ( f C.0P er) . (4.45)

min

Es evidente que para dominios grandes, le cuesta mucho trabajo al método pseudoespectral
estabilizar la solucion.

Ahora analicemos el caso de un agujero negro en coordenadas harmonicas. En la Fig.
4.4 se muestra la 2-norma de la constriccion hamiltoniana para dos tipos de condiciones
de frontera: FC y CPBC respectivamente. Para el caso donde se usa la condicion FC, la 2-
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Figura 4.2: 2-norma de la constriccion hamiltoniana en funcién del tiempo para agujeros
negros en coordenadas de Kerr-Schild. Aunque hay un pulso grande en t = 100M la solu-
cién converge a la analitica al aumentar N pero no esta claro en qué momento se estabiliza

la solucidn.

N=70

107 .

[IH:
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M

Figura 4.3: Se muestra las 2-norma de las constricciones del hamiltoniano ||H||, y de mo-
mento [|M]|, como funcién del tiempo para un agujero negro en coordenadas de Kerr-
Schild. Es claro que la solucién se estabiliza hasta t = 1000M para el caso del momento y
en t = 10000M para el hamiltoniano.
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norma de la constriccion hamiltoniana va creciendo exponencialmente con el tiempo hasta
que eventualmente el codigo colapsa y la simulacién se detiene. Esto es causado por la
combinacion de inestabilidades numéricas de alta frecuencia, crecimiento en los modos de
norma y un rapido crecimiento en las violaciones de las constricciones. Para el caso donde
se usan condiciones de frontera tipo CPBC, la 2-norma de la constriccién hamiltoniana
también crece pero a un ritmo logaritmico haciendo que la evolucion pueda concluir.

FC CPBC

10°

10 10
™M ™M

Figura 4.4: A la izquierda se muestra la 2-norma de la constriccién hamiltoniana como
funcidn del tiempo usando condiciones de frontera FC. A la derecha, también se muestra la
2-norma de la constriccion hamiltoniana como funcion del tiempo pero para cuando se usan
condiciones de frontera CPBC. Claramente, el usar condiciones de frontera que preserven
las constricciones ayuda a que el agujero negro pueda evolucionar por més tiempo.






Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se presentd el uso de los métodos pseudoespectrales para la solucion de
las ecuaciones de Einstein en el caso de un agujero negro esféricamente simétrico. La
libertad de eleccion de coordenadas que uno tiene en la RG juega un papel de doble filo
ya que por un lado el método ha resultado ser sumamente eficaz cuando uno trabaja en
coordenadas de Kerr-Schild e imponiendo condiciones de frontera FC, mientras que en
coordenadas harmoénicas la violacion en la constriccion crece de forma exponencial y fue
necesario imponer condiciones de frontera que preservaran las constricciones para de esta
forma lograr que el agujero negro evolucionara por mas tiempo.

En dominios pequefios el método resulta ser muy poderoso pues se logré evolucionar el
agujero negro en coordenadas de Kerr-Schild con tan sélo 10 puntos de colocacién lo cual
representa una verdadera ventaja en costo computacional. La precision del método pseudo-
espectral se vuelve un problema al momento de trabajar con dominios grandes aunque para
estas coordenadas la evolucon puede dejarse indefinidamente. El uso de condiciones fron-
tera CPBC lleva a resultados similares y no se resuelve el problema de trabajar en dominios
grandes.

Caso contrario, al usar coordenadas harmoénicas con condiciones de frontera tipo FC
la evolucidn se detiene incluso para dominios pequeiios debido al crecimiento exponencial
en las violaciones de la constricciones. Esto se arreglé usando condiciones de frontera que
preservaran las constricciones.

Otro problema con el que lidiamos fue que el c6digo falla si uno no elige adecuadamen-
te las funciones de norma y no basta con cambiar a condiciones de frontera que preserven
las constricciones ya que también se deben de solucionar 2 ecuaciones elipticas, una para
el vector de corrimiento y otra para la densidad de lapso [7].

Este trabajo coincide con los resultados publicados en [7] pero ellos no mencionan
el problema al momento de trabajar en dominios grandes, aunque utilizan una técnica de
dominios multiple y un filtro para eliminar errores producidos por modos de alta frecuen-
cia indistinguibles a modos de baja frecuencia pero no es claro cudl técnica soluciona el
problema de trabajar en dominios grandes.
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Apéndice A
Polinomios de Chebyshev

El polinomio de Chebyshev de primer tipo 7,(x) es el polinomio de grado n definido
para x € [—1, 1] por
T,(x) = cos(ncos™ x), n € N, (A.1)

donde N :={0, 1,2, ...,n,...}. Por tanto |T,| < 1, Vn € N. Sea x = cos z, entonces
T, = cosng, (A.2)

de esta forma es facil de deducir las expresiones de recurrencia para los polinomios de
Chebyshev de primer tipo

Ty, = 1,
T, = cosz=ux,
T, = cos2z=2cos’z—1=2x*—-1,

Los polinomios de Chebyshev siguen la relacién de recurrencia
Thy1=2xT, - T, 1,n 21, (A.3)

que nos permite, en particular, deducir expresiones para los polinomios 7,, n > 2, a partir
de Ty y T,. La gréfica de los primeros 6 polinomios se muestra en la Fig. A.1.

A continuacion enlistamos algunas propiedades ttiles de los polinomios de Chebyshev
en la solucion de de ecuaciones diferenciales. Los valores de 7, y su derivada 7, en x + 1
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Figura A.1: Grafica de los polinomios de Chebyshev de primer tipo, 7,(x), para
n =0,1,2,3,4,5.

Son
T.(x1) = (£1)", Ti(x1) = (£1)"*'n’. (A.4)

Conocer estos valores es de gran ayuda al momento de implementar condiciones de fron-
tera. También hay que notar que 7,(x) = (—1)"T,(x), por lo que la paridad del polinomio
es la misma que la de su grado n. El polinomio 7, se hace cero en los puntos de Gauss x;
definidos como .
x,-:cos(i+—)f, i=0,1,.,n—1, (A.5)
2/ n
y alcanza sus valores extremos 1 en los puntos Chebyshev-Gauss-Lobatto x; definidos
como _
i

x;i=cos—,i=0,...,n, (A.6)
n
. los cuales son ceros del polinomio (1 — xz)T,’,(x).

Una relacién derecurrencia se puede obtener facilmente para sus derivadas. Primero, la

de T, es

d d i
T’ = (cosnz)s= = n 22 (A7)
dz dx sin z

donde se ha usado la representacion (A.2). Haciendo uso de férmulas trigonométricas se
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obtiene la relacion
Ton I'/l——‘—:zT,z, (A.8)
n+1 n-1
valida paran > 1.
Una caracteristica importante de los polinomios de Chebyshev de primer tipo es que

son ortogonales en [-1,1], con el peso w = (1 — x*)!/2, es decir
! s
(Tma Tn)w = f Tan(,() dx = Eamémn’ (A9)
-1

donde 6,,, es la delta de Kronecker y ¢,, esta definido como

(2 sim=0,
m=11 sim> 1.

La aproximacion de Chebyshev hace uso de las formulas de cuadraturas de Gauss. Para los
puntos de Chebyshev-Gauss-Lobatto x; = cosni/N, i = 0,.., N, generalmente usados en
los métodos de colocacion, la férmula de cuadratura aplicada a cualquier funcién p(x) es

N

f pwdx = £

{2 sii=06i=N,
Ci =

(A.10)

donde

I sil<i<N-1

La relacion (A.10) es exacta si p(x) es un polinomio de grado 2N — 1 a lo més (ver [19]
para la prueba y demds formulas asociadas con otro conjunto de puntos). De la Ec.(A.10)
podemos derivar la relacién de ortogonalidad discreta basa en los puntos de colocacion de
Chebyshev-Gauss-Lobatto x;, i = 0,...,N. Param # N on # N, el uso de (A.10) d la
aproximacion exacta de la integral (A.9) dado que 7,7, es un polinomio de grado a lo més

2N - 1:
1
7—Tc'm6mn = f T, T,wdx =
2 -1

cl To(x)Ta(x). (A11)

=[x
NMZ

Para m=n=N, esta formula permanece exacta provista de que ¢,, al lado izquierdo es reem-
plazada por cy(= 2). Por tanto, la relacién de ortogonalidad discreta es

N

D = LT = L No, (A12)

i=0 !

vdlida para 0 < m,n < N.






Apéndice B

Geometria diferencial

B.1. Variedades diferenciales

Definicion B.1 Una variedad topologica M es un espacio topologico de Hausdorf tal que
Vp € M, existe una vecindad abierta U € M, p € U, un conjunto abierto V € R" (n € N)
y un homeomorfismo ¢ : U C M — V C R" (¢, ¢! son continuas).

Definicion B.2 Sea M una variedad topologica. Una carta sobre M es una pareja (U, ¢)
tal que ¢ : U — ¢o(U) C R™.

Definicion B.3 Sea M una variedad topologica. Un atlas es una familia de cartas (U;, ¢;);;
tal que M C ;¢ U..

Definicion B.4 Sea M una variedad topoldgica. Una estructura diferencial para M estd
dado por un atlas diferenciable A = {(U;, ¢j)}ics tal que ¥i, j € I, U; N\ U; # 0 tenemos que
giop ! 1 (UiNU;) CR* — ¢ (U;NU;) C R" es diferenciable. Para que sea una estructura
diferenciable se pide también que el atlas A ademads de ser diferenciable sea maximal, es
decir, si B = {(V;,y;)} es otro atlas diferencialble se tiene que {(V;, ¥;)} C {(U;, p;)}.

Definicion B.5 Una variedad diferenciable (M, A) es una variedad topolégica M dotada
de una estructura diferenciable A.

Definicion B.6 Sea M una variedad diferenciable. Decimos que F : M — R es {—veces
diferenciable en p, si F o ¢;' : ¢(U) C R" — R es {—veces diferenciable para una carta
(Uj, i) con p € U;. Decimos que F es de clase C’ si F es {—veces diferenciable Vp € M.

Definicion B.7 Sean M y N variedades diferenciables de dimension m y n respectivamen-
te. Un mapeo continuo F : M — N se llama deferenciable en un punto p € M si dado
una carta local (U;, ;) con p € U; y una carta local (V;, ;) con F(p) € V;, el mapeo
YjoFo cpl.‘l : tp,-(F‘l(Vj) N U;) Cc R™ — R" es diferenciable en el punto ¢;(p).
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Definicion B.8 Sea F : M — N una funcion biyectiva de clase C* con la propiedad que
F~': N — M tambies es de clase C*. Entonces F es un difeomorfismo.

A partir de ahora nos referiremos a las variedades diferenciables solamente como va-
riedades. Sea (U;, ¢;) una carta. Decimos que (xy,...,x,) = ¢i(p),p € U; son las coor-
denadas locales de p en (U;, ¢;). Abusando de la notacidn escribimos F(xy,...,x,) :=
Foo'(x,....,x) )V F: M > R.

B.2. Campos vectoriales y tensoriales

Definicion B.9 Sea M una variedad diferencial. Sean €., €, > 0. Sean c : (—€.,€.) = My
v : (=€,,€) = M curvas diferenciables tal que c(0) = y(0) := p € M. Decimos que ¢ ~y
si y solo si existe una carta (U;, ¢;), p € U; tal que (¢; o ¢)'(0) = (¢; o y)'(0).

Definicién B.10 7,M := {[c]|c . (—€.,€) — M,curvas diferenciables,c(0) = p} es el
espacio tangente en el punto p, donde [c] denota la clase de equivalencia de c.

Por la definicién (B.10), T, M todavia no es un espacio vectorial asi que debemos dotarlo
de alguna forma para manejarlo como uno. Para esto hacemos uso del siguiente teorema.

Teorema B.1 Sea M una variedad diferencial. Sea (U, ) una carta del atlas, p € M tal
que p € U. Entonces T,M = R" = T,,)R" con la biyeccion dada por 6 : T,M — R,
Olc] = (¢ 0 c)'(0) € R" y suinverso 7' : R" > T,M, 67'(v) := [~ (@(p) + V)] := [c,].
Definicion B.11 La base canénica de T, M en coordenadas dadas por una carta (U, @),
op)=&L,...,x"), peUes

0
o [ce] = 67 (&) = [¢7 (@(p) + te))],
X

donde e; = (0,...,0,1,0,...,0) en la i—ésima coordenada.

Un caso interesante es cuando trabajamos en superficies diferenciables. Una superficie
diferenciables S C R™* de dimensién n es una n-variedad diferenciable encajada en el
espacio R™* Dado p € S, T,S = {c'(0) € R”+k|c c(—€,6) = S, c0)=p}.Siy:u—
Y(u) C S es una parametrizacion entonces

0 o
—_— = Rn+k,
oxt  Oxt €

bajo el isomorfismo

is : T,S - R"™
[c] = ¢'(0)
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& K
= {77,-*, 7} esunabase de 7),S.

Por otro lado si u C S esta dado por u = {z € B(p)|F(z) = 0 entonces T,S = Ker(DF,).
Sean (U, ¢) y (V,¢) dos cartas locales que contienen al punto p € M.Seaqe UNV
yol@ =x= (.., 1), ¥(@ =y =0"...."). Sea X, € T,M. Podemos escribir los

elementos de T, M como X, = XL% b= Y ;aiyi|p cuyas componentes y bases se relacionan
de la siguiente forma
Y! = @ X/, (cambio de componentes)
p axj » p’
0 oy
—| = —| —|, (reglade lacadena).
ox/|, ox/|,0y'|, (reg )

Definicion B.12 Seam M y N variedades diferenciales y sea F : M — N diferenciable.
El diferencial de F es una aplicacion lineal tal que

dF TPM - TF([,)N
dF([c]) == [F oc].

En coordenadas locales ¢(p) = (x!, ..., x"), p € M, V, e T, M, ¥(q) = OLeny), ge N

tenemos P H(F(x) 8
j YelL (X
dF(V,) = dF(Vi—) = Vi———>—.
Vy) ( p@x’) Poxk Oy,
Definicion B.13 Un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M es una funcion
X que asocia a cada punto p € M un vector X, € T, M.

Definicion B.14 El espacio cotangente 7, M, es el dual del espacio tangente T, M, es
deci, TyM ={f : T, M — R| fes lineal}.

A los elementos de T\, M se le llaman formas o covectores y tienen la forma w;dx/,
donde {dx/, j = 1,..,n} es la base de T, M. Sean X ¢ TMy w € T;M entonces
w(X) = w dx'(X' %) = w X! dX'(55) = w,-Xj(S; = wX'.

Definicion B.15 Un campo covector sobre una variedad M es una funcion w tal que
asocia a cada p € M un covector w, € T, M.

Definicion B.16 Un tensor T de tipo (r,s) es un mapeo multilineal definido por T
(TH M) X (T, M)’ > R.

En geneal, un tensor de tipo (7, s) vive en un espacio vectorial (7, M)/, de dimension=
n"™*, donde n es la dimensién de la variedad M. Dado p € M y una carta local (U, ¢)
podemos representar el tensor como

0 0
ol RIS ar ...
T - T BisesfB .raxal ® ® axa/r

® daf' .- diP.
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Definicion B.17 Un campo tensorial de tipo (r, s) es una funcion T que asigna a cada
p € Mun tensor T, € (T, M).. El conjunto de campos tensoriales lo denotamos por

QM.

B.3. Meétrica y geodésicas

Definicion B.18 Decimos que en M estd definida una métrica g si existe g : T, M ®
T, M — Rtal que

1. gX,Y)=g(Y,X) VX,Y € T, M (simétrico).

2. 8X+Y.Z+W)=gX,Z+W)+g(Y,Z+ W) =g(X,Z)+ g X, W) + g(Y,Z) + g(Y, W)
(bilineal).

3. 85igX,Y)=0e RVYeT,M= X=0¢€T,M(nodegenerado).

A las variedades diferenciales M asociadas con cierta métrica g se les denota usual-
mente por (M, g). Hay una definicién de tensor métrico la cual hace distincién entre las
llamadas métricas Riemannianas (con signatura positiva) y pseudo-Riemannianas (con sig-
natura mixta).

Consideremos un espacio-tiempo de 4 dimennsiones como una 4-variedad ( M,g). Sean
x* las coordenadas de un evento en ese espacio-tiempo, donde el indice y toma valores
{0,1,2,3}: 1a coordenada x° indica en qué momento del tiempo ocurre el evento mientras que
las coordenadas restantes (x!, x?, x*) indican el lugar en que sucede dicho evento. Dados dos
eventos infinitamente cercanos con coordenadas x* y x* + dx* es posible medir la distancia
invariante a través del tensor métrico:

g = ds* = g, d¥' ® dx’ = g, d¥* dx”, (B.1)

donde g,, son las componentes del tensor métrico o simplemente métrica, y donde por
convencion se omite el producto tensorial ®. La distancia invariante es, como su nombre
lo indica, una cantidd absoluta que no depende del sistema de coordenadas elegido (no
importa la eleccién de carta). En cada punto del espacio-tiempo, el tensor métrico es una
matriz simétrica de 4 x 4 elementos, con eigenvalores de signatura (-,+,+,+). La métrica
del espacio-tiempo de Minkowski, llamada simplemente métrica de Minkowski es

ds* = —df* + dx* + dy* + dz* := 1, dx dx’. (B.2)

Las transformaciones de Lorentz garantizan que el intervalo ds® tiene el mismo valor
para cualquier observador, lo cual es consecuencia del hecho que la velocidad de la luz es
invariante. Al tener la métrica un eigenvalor negativo hace que no sea una métrica definida
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positiva (Riemanniana) por lo que es posible distinguir eventos relacionados entre si de 3
formas distintas:

ds* > 0 tipo espacio o espacialoide, (B.3)
ds’> < 0 tipo tiempo o temporaloide, (B.4)
ds* = 0 nulo. (B.5)

La interpretacion de esto es lo siguiente. Dado un observador en la coordenada x* =
(0,0,0,0) (tenemos la libertad de escoger unas coordenadas en la que el observador esté
situado en el origen) sélo le es posible alcanzar eventos de tipo tiempo, es decir, si hay un
evento P con coordenadas x” con respecto al observador, entonces

a 40 a 0
l l = @ _— = @ _—
g~ ) Blx ox®’ " OxP )=x Xﬂg(ax‘l’ oxP

= "2+ D)+ D+ () <o. (B.6)

) = x“ng(,,g = x“xﬁnaﬁ

Que g(P, P) < 0 implica que la componente temporal es mayor que la espacial, es decir, es
un evento al cual podemos acceder a una velocidad menor a la de la luz. Si el evento fuera
tipo nulo implica que slo es posible acceder a este viajando a la velocidad de la luz. Si el
evento es tipo espacio, implica que deberiamos movernos mas rdpido que la luz para poder
acceder a dicho evento lo cual es imposible. Existen particulas hipotéticas que viajan mas
rapido que la luz pero su estudio se deja fuera de este trabajo. Dado un observador O en
el espacio-tiempo de Minkowski definimos el cono de luz como una hipersuperficie la cual
tiene por fronteras los rayos de luz emitidos desde O. Los eventos dentro del cono (véase
Fig. (B.1)) son llamados eventos causales, ya sea fututo causal (x° > 0) o pasado causal
(x° <0).

La trayectoria que sigue un objeto en el espacio-tiempo se le llama linea de mundo y es
tipo tiempo. En el espacio de Minkowski y en ausencia de fuerzas externas, las lineas de
mundo de los objetos siguen trayectorias rectas.® mejor dicho de logitud extrema de acuer-
do a la métrica de Minkowski. Einstein postulé que en presencia de campo gravitacional
los objetos se mueven sobre las trayectoras mas rectas”’posibles pero ahora en espacios-
tiempo mas generales (curvos). A esta trayectora extrema se le conoce como “geodésica”.
Dado un espcio-tiempo curvo, las particulas prueba simplemente se mueven siguiendo una
geodésica.

Definimos d7? := — ds* como el "tiempo propio”, el cual corresponde al tiempo medido
por el obervador mismo, es decir, el tiempo que mide un reloj ideal atado al observador. El
tiempo propio dr no tiene porqué ser igual a d¢, pues ¢ es s6lo una coordenada, en otras
palabras, una etiqueta arbitraria que se asignan a los eventos. La ecuacion de las geodésicas

estd dado por
d?x® dx? dxY
+ I_‘a/ = 0, B7
dr? By dr dr (B.7
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o
o
=
o
P~ =

CON pE Luz FUTURS

CONO pE Lyz PASADO

Figura B.1: El cono de luz de un observador o evento caracteriza el espacio-tiempo en tres
regiones: pasado causal, futuro causal y resto.

donde I'; son los simbolos de Christoffel definidos por

ﬁ O8pu + O8yu _ 0gpy

|
Py 2 | oxr  OxP o+ |’

(B.8)

donde g* son los coeficientes de la matriz inversa de g,s, es decir, g*gg, = 0.

B.4. Derivadas y conexiones

Sea ¥ (M) la clase de funciones que van de M — R y son C™-diferenciables. Sea
X (M) la clase de campos vectoriales C*-diferenciables sobre M.

Sean f,h € F(M) y sean X,Y € X(M). Entonces X(f) := Xi% es la derivada
de f con respecto al campo vectorial X. Esto nos permite visualizar a los campos vecto-
riales como objetos que diferencian funciones con respecto a una direccion dada por el
campo vectorial X(p). Entonces podemos interpretar un campo vectorial como un mapeo

X : F(M) - F (M) y satisface lo siguiente:
= X(f +h)=X(f)+ X(h) (linealidad),
= X(f-h)=X(f)) h+ f-(X(h) (regla de Leibnitz).
Definicion B.19 Sean X,Y € X(M). El conmutador de X,Y es [X, Y] := X(Y) — Y(X).

Ademas el conmutador definido como [X,Y] : F(M) - F (M), [X,Y]f := XY (f)) —
Y(X(f)) es un campo vectorial que satisface lo siguiente
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[X + Y, Z] = [X, Z] + [Y, Z] (linealidad)

[X, Y] = —[Y, X] (antisimetria)

f-X.Y]=f-[X.Y]-Y(f)-X

[X,[Y.Z]] + [Y,[Z, X]] + [Z,[X, Y]] = O (identidad de Jacobi)

Definicion B.20 Una conexion afin es un mapeo V : X(M)Xx X(M) - X(M), (X,Y) —
VxY y satisface las siguientes propiedades

L Vx(Y + Z) = ny + sz,
L Vf-X+h-YZ = f -VxZ +h-VyZ,
n Vx(f-Y)=f-VxY +(Xf)-Y,
para todos f,g € F(M)ytodos X,Y,X € X(M).

Sea (U, ¢) una carta con coordenadas locales x® correspondientes, y sean X, Y € X( M).

Entonces en U podemos expandir X = X*-Z- =g Y=Y ﬁﬁv Sea V una conexién afin, enton-

ces
VxY = VX Y ﬁi = X'V e Y 6?&
8Y Y0 0
N
=X Ox+ Ox” X#Y‘TZV@
= X"[g; + le",(fyl 0()9&’
donde hemos definido los simbolos de Christoffel Ff.‘j :U —- RporV 23 7 = Ff‘j P

Definicion B.21 Sea V una conexion afin sobre M, y sea Y € X(M). Definimos la de-
rivada covariante de Y como el campo tensorial VY € Q}( M) dado por VY(w, X) =
w(VxY), we X*(M),X € X(M).

Con respecto a unas coordenadas locales x!, ..., x" expandimos X = =%, Y = Y/ W’ w =

wi dx*. Entonces la derivada covariante de Y en terminos de sus componentes es

k

Y .
(V) = d' (VoY) = —— + Y.
axt axl J

Hay diferentes convenciones en cuanto a la notacion de la derivada covariante. Las mas
usadas en la literartura son: (VY)f, V;Y*, Y*..
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Definicion B.22 Sea M una variedad diferenciable con una conexion afi V. La torision
deV es un mapeo T : X(M)x X(M) - X(M) dada por

T(X,Y):=VxY -VyX—[X,Y]
Se dice que una conexion V es simétrica o libre de torisién si 7 = 0.

Teorema B.2 Sea (M,g) una variedad (pseudo-) Riemanniana. Entonces existe una vini-
caconexion afin V tal que

= Vg:(),
s 7 =0,

a esta conexion se le conoce como conexion de Levi-Civita.

B.5. Curvatura

Definicion B.23 Sea ( M, g) una variedad con conexion afin V. La curvatura asociada a
aV es un mapeo R : X(M) x X(M) x X(M) - X(M) dado por

R(X, Y)Z = Vx(VYZ) - Vy(VXZ) - V[X,Y]Z

Definicion B.24 Sean X, Y,Z € X(M)y w € X % (M). Definimos el tensor de Riemann
como R := w(R(X, Y)Z).

El tensor de Riemann en terminos de sus componentes en algunas coordenadas locales
X' es
ar', ar’

Jk ropl ik ro
T Ul 5 Tl

.
Rkij_

Definicion B.25 Definimos el tensor de Ricci como la contraccion del tensor de Riemann
de la primera y tercera componente, es decir

. pi
Ri; = R’y

Definicion B.26 El escalar de curvatura R, estd definido como R := gVR;; = g"'R' i



Apéndice C
Descomposicion caracteristica

Considere una ecuacion diferencial parcial de segundo orden de dos variables en su
forma general
AUy, +2BU,,+CU,,+ DU, + EU,+ F =0. (C.1)

La Ec.(C.1) se dice que es hiperbdlica si B> — AC > 0. Un ejemplo es la ecuacién de onda.
La clasificaciéon también se puede extender a sistemas de primer orden, donde la variable
U es ahora un vector de variables. La ecuacion diferencial parcial toma la forma

O,U + A'9.U = R, (C.2)

donde U es el vector de variables, R es un vector y A’ es una matriz. El primer paso consiste
en encontrar los eigenvalores A, y los eigenvectores u; de la matriz A’ tal que

Ail/tj = /ljl/tj. (C3)

Sila matriz A’ es Hermitiana se dice que el sistema es hiperbolicamente simétrico. Es estric-
tamente hiperbdlica si los eingenvalores son reales y distintos; si ademds existe un sistema
completo de eigenvectores es llamada fuertemente hiperbdlica; y finalmente es llamada
débilmente hiperbdlica si los eigenvalores son reales. Definimos los campos cararcteristi-

COS W; cOmo
w;=u;U. (C4)

La hiperbolicidad es de fundamental importancia en el estudio de las ecuaciones de
evolucion asociadas con un problema de Cauchy. En un sentido fisico , la hiperbolicidad
implica que el sistema de ecuaciones es causal y local, es decir, la solucion en un punto
dado del espacio-tiempo depende sélo de la informacién contenida en un aregién compacta
al pasado en ese punto, el llamado cono caracteristico (o cono de luz en el caso de la
relatividad). Mateméaticamente, se puede mostrar que un sistema fuertemente hiperbdlico
esta bien planteado, es decir, sus soluciones existen y son Unicas (al menos localmente), y
ademas las soluciones son estables en el sentido que pequeiias perturbaciones en los datos
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iniciales corresponden a pequefios cambios en la solucion.
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