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Resumen

Esta tesis se enfoca en la implementacion de un progranaddas el méto-
do de diferencias finitas para solucionar numéricametedaaciones de la
Relatividad General. Se estudia especificamente la e@olue un agujero
negro esfericamente simeétrico en el vacio. Se utilizarehalismo 31 de la
Relatividad General y se implementan los sistemas cornelpotes a las for-
mulaciones ADM y KST. Finalmente se analiza la validez deréssiltados
obtenidos sometiéndolos a las pruebas de convergencespondientes.

Palabras Clave — Relatividad General, Agujero negro, Métodos Numéridaige-
rencias Finitas, Relatividad Numérica.






Abstract

This thesis focuses on the implementation of a code baseteRihite
Differences method in order to solve numerically the Einstelid BEquations.
We study specifically the evolution of a spherically symneeiack hole in
vacuum. The 31 formalism of the General Relativity is used and the ADM
and KST formulations are implemented. Finally, the vajiaif the obtained
results is analysed through the corresponding convergeste






Capitulo 1

Introducci on

El éxito de la Relatividad General se basa en su alto poastigiivo, que proviene
de modificar radicalmente la concepcion de la gravedad.din teoria se abandona el
concepto de un espacio absoluto y de un tiempo absoluto yreelilce el concepto de
espacio-tiempo, un objeto 4-dimensional que no solo esgardonde ocurren procesos de
un sistema fisico dado, sino que debe ser pensado como yoainamico que participa
en la evolucion del propio sistema fisico [1]. En este ertt, la gravedad no es mas que
una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempoddediuna distribucion dada de
materia. En consecuencia, el estado dinamico de un sigstaid determinado a partir de
una distribucion de materia y ésta determinara el espiainpo.

La Relatividad General es un ingrediente necesario pa@idegendomenos astrofisi-
cos que involucran objetos compactos [2], por ejemplo, @néhancas, estrellas de neu-
trones o agujeros negros. Por tanto, se vuelve indispenpalkr resolver las ecuaciones
de Einstein que involucren la presencia de materia.

Las ecuaciones de Einstein son complicadas, por lo que sailtdfiel tratamiento
analitico de una solucion general para cierta distritnucie materia. El problema se sim-
plifica un poco si se buscan soluciones especiales, por Eempellas que representan
algln espacio-tiempo que posee simetrias: solucionesiotetria esférica o axial, solu-
ciones estaticas o estacionarias, soluciones homog@nisatropicas, etc. Lo que se co-
noce comdRelatividad Numéricaurge de la necesidad de resolver sistemas mas realistas
donde se tiene muy poca simetria; ésta intenta soluclasacuaciones de Einstein utili-
zando aproximaciones numeéricas y codigos computa@enaldemas, el desarrollo de la
Relatividad Numeérica ha estado mayormente motivado patefao las fuentes de ondas
gravitacionales. Se han desarrollado técnicas nungrglaustas que permiten proporcio-
nar a detectores como LIGO o VIRGO los tipos de sefales gasmaran provenientes de
las fuentes mas comunes[3]. La razbn por la que se nebesiés un tratamiento numeérico
es que éstas generalmente no poseen simetrias; por ejeloplagujeros negros orbitando
con espin no paralelo.

Como primer paso hacia el estudio de sistemas sin simegriasste trabajo se pre-

11



12 Capitulo 1. Introduccibn

senta la evolucion de un agujero negro usando las fornmriasiADM y KST (por sus
autores Arnowitt-Desser-Misner y Kidder-Scheel-Teukglsespectivamente) de la Rela-
tividad General y considerando que el sistema presentdrsinesférica.

Esta tesis tiene los siguientes objetivos fundamentales:

= [lustrar el procedimiento a seguir para obtener solucioneséricas de las ecuacio-
nes de Einstein para el sistema en cuestion.

= Implementar el Método de Lineas, con el fin de que funcimmeabase para cons-
truir soluciones a otros problemas.

La estructura de este trabajo inicia dando las nocionespnalres de Relatividad Ge-
neral. En el capitulo 2 se expone el formalismel 3le la Relatividad General, asi como
las formulaciones ADM y KST con sus respectivas reducciariasimetria esférica. En el
capitulo 3 se explican los métodos numéricos necesaai@sresolver el sistema de interés.
Finalmente se presentan resultados y comentarios finales.

Es importante tener bien claro las convenciones y la naragpiie se utilizara a lo largo
de esta tesis. Con este objetivo en mente, asi como el depine corto pero bien definido
marco teodrico, se muestran a continuacion conceptospnalres de Relatividad General.

1.1. Nociones preliminares

Variedades y tensores

Un espacio-tiempo puede ser formalmente representadmpaiyjeto matematico con-
tinuo y uniforme llamadovariedad diferenciableM, que a grandes rasgos modela al
espacio-tiempo como un objeto que localmente tiene aspiedkd, aunque globalmen-
te es mas complicado qi. Una definicion mas rigurosa puede verse en el Apéndice A.
En cada punt@ € M se puede definir dkspacio Tangente en, (M), y ese espacio es
isomorfo aR*. Ahora, decir queM es localmente comB* se puede entender como que
en una region pequefia alrededormlesl espaciol ,(M) es una buena aproximacion a la
variedad [4]. No debe perderse de vista que los espaciosritegyson distintos en distintos
puntos deM debido a que ésta no es globalmente plana.

Las curvas definidas en esa variedad pueden ser represepéadmétricamente como:

X*=x%1), 1eR

dondex® son las coordenadas de un elementiVd®&lotese que un cambio de coordenadas
alterara la forma funcional anterior pero no la curva em.gego, las componentes de los
vectores tangentes a la curvé(1) estan dadas por

v =dx*/da
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y estan definidos en un punf € M; estos elementos forman el espa€ig{M). Todo
vector enT (M) se escibe como una combinacion lineal de una pageomo:

V' = Vg,

Considérense ahora funcionales de vectores en el espagertte. Un funcional lineal
de un vector que va a los reales se conoce cérafmrma Dichos funcionales también
forman un espacio vectorial que se conoce cdmpacio Cotangentd ;(M) y éste es el
dual deT,(M).

La base del espacio cotangente se compone de aquellasdsfqua cumplan

W (&) = 0

dondedy es la delta de Kronecker; de esta manera es posible eseshipmponentes de
la 1-formadg’como

~

4=0q,Ww*

y se tiene por consiguiente:

4(Y) = 9. W(v’8) = q,v*84(&) = q.v*”

donde se usa la notacion de Einstein para evitar escriplfoiamente las sumatorias. Es
posible invertir la definicibn y ver a un vectdrcomo la funcion, que dada la 1-fornga ~
regresa el numero reg(V). Generalizando esta idea, las aplicaciones multilirseddam
1-formas yn vectores

T To(M)xT5(M) — R (1.1)
—_— —

nveces m veces

definen unlTensorde tipo(’;"). Las componentes de dicho tensor son justamente los valores
deT aplicado a los elementos de la base de vectores y 1-formasjdpaplo, un tensor de
tipo (3) tiene componentes

T“BW = T(W*, W’ 8,8).
Los tensores estan definidos, al igual que los vectores) panto. Es posible construir

campos tensoriales con una regtpue asigne a cada punpos M un tensot, € Tp(M)5 .

A este campo tensorial se le denomina de @tsobreM.

"SeaTp(M)L el conjunto de los tensores de ti@c)) definidos sobré ,(M).
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Tensor metrico

Teniendo en mente los conceptos fundamentales reciéritdssconsidérese un espacio-
tiempo con tres dimensiones de espacio y una de tiempo, cgodge matematico, una
variedadM 4-dimensional. Sear® las coordenadas de un elemento llam&dentoen
este espacio-tiempox +dx* un evento infinitesimalmente cercano. Se defirdidtancia
invarianteentre ambos eventodg’, de la siguiente forma:

ds’ = g(,lgd x*dx?

dondeg,; son las componentes densor Métricog, un tensor simétrico y no degenerado
de tipo(g) que proporciona una nocion de distancia dentro de unadaati€Este objetds?

es una cantidad absoluta que no depende del sistema de madadecon que se describe
al espacio-tiempo. En cada punto del espacio-tiempo, lagonentes del tensor métri-

co forman una matriz simétrica no singular de 4 elementos, con signatura++,+),

es decir un eigenvalor negativo asociado al tiempo y tregiypms asociados al espacio.

Notese que debido a la presencia de un eigenvalor negktidistancia invariante no es

positiva definida. De hecho, a partir del tensor métricosedp distinguir entre eventos

relacionados entre si de 3 formas distintas:

ds > 0 intervalo tipo espacio
ds < 0 intervalo tipo tiempo
ds = 0 intervalo nulo.

Todo objeto material se mueve siguiendo trayectorias ddigmpo, es decir, un evento
de la trayectoria esta relacionado con el siguiente meglianintervalo tipo tiempo. La luz,
por otra parte, se mueve siguiendo trayectorias nulasg dsffinen lo que se conoce como
Cono de LuzSe dice que dos eventos estan causalmente conectada®ksicéenan por
medio de un intervalo de tipo tiempo; de manera que estosa/emdran influencia fisica
entre si.

También se usa el tensor métrico para definir un produciasentre dos vectores en
cuatro dimensiones (4-vectores), por ejenmipiov; su producto escalar se define como:

U . \7 = gaﬁu aV'B,
donde se ha utilizado nuevamente la convencion de la sumpagicular, la magnitud
cuadrada de un 4-vector se define como:
U? = - U= g,uu.

Con lo anterior se puede clasificar a los vectores de la misam&ra que al intervalo en
tipo espacio, tipo tiempo y nulos. Claramente el intervales otra cosa que la magnitud
del vector (infinitesimal) de desplazamiento.
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El tensor métrico puede ser usado para definir un mapeea-unoentre vectores 'y 1-
formas [5]. Por ejemplo, si@se le fija un vector arbitrarig, se tiene un objetg(d, ) que
recibira como argumento otro vectgres decirg(l, ) es una 1-forma que se denotara por
0. Sus componentes se obtienen de la definicion estandar

U, := U(&,) = g(U. &) = guvu#(éa) Y= guvuﬂdzvz = gaﬁuﬁ' (1.2)

Ademas, ya que por definicimes no-degenerado, la expresion anterior se puede in-
vertir para encontrar

u® = gaﬁulg, (13)

dondeg“ son las componentes de la matriz inverspa: g*gs, = d3. Las operaciones
dadas por (1.2) y (1.3) se conocen copagar y subir el indice, respectivamente.

Geodeésicas

La idea de Einstein con respecto al movimiento de los obje®pensar que, en pre-
sencia de un campo gravitacional (o sin ella), los objetasisgven siguiendo trayectorias
lo mas rectas posibles (como en el caso de la Relatividaeldzdron la métrica de Min-
kowski), las cuales corresponden a trayectorias de lothgittrema pero ahora en espacio-
tiempos arbitrarios. A estas trayectorias extremas séalemGeodésicasAsi la gravedad
no se ve como una fuerza externa, sino como una distorsitang®metria [6].

Se acostumbra parametrizar la trayectoria de un objetzarido el llamaddiempo
propio dr? := —d<, que corresponde al tiempo medido por el objeto mismo. Lacon
de una geodésica esta dada en general por

d?x* _ dxfdx”

dr? Tl dr dr
donde las cantidadéy se conocen com8imbolos de Chrisffel y estan dados en termi-
nos de derivadas de la métrica como

0

re = ga# agﬁu agw agﬁy
By T "o + a :
2 |OxY  OxXB  OxH
La ecuacion de las geodésicas puede también escribbingzrainos de la 4-velocidad
u® := dx®/dr, que es la generalizacion relativista del concepto or@tirde velocidad.

Noétese que

P dr dr  dr?

es decir, la 4-velocidad es un vector tipo tiempo.

wW=4d-d=g -1,
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En conclusion, dado un campo gravitacional, o en otraspadadada la métrica del
espacio-tiempo, la ecuacion de las geodésicas propartiotrayectoria de los objetos: el
espacio-tiempo determina el movimiento de las particidagrueba.

Derivada Covariante

Al considerar el cambio de un campo tensorial al moverse escio-tiempo, debe
tenerse en cuenta que no sodlo cambian las componentesasibiEn la base en que di-
chas componentes se miden cambia de un punto a otro [6]. Weacbanin en la que se
especifican dichas componentes es la "base coordenada’gae ke toman como elemen-
tos de la base a aquellos vectores que tienen una compogaatail a lo largo de una
coordenada dada y componentes iguales a 0 en otras direscia tiene entonces que el
producto escalar entre los vectores de esta base es:

éa . @% = g(t,B'
lo que muestra que las componentes del tensor métrico goodicto escalar de los vec-
tores base.
Considérese ahora la derivada de un vegtoon respecto a las coordenadas que eti-
guetan los puntos de la variedad

N _ 9 (vFe;) = alﬂéﬁ+vﬁaéﬁ.

oxe  ox@ oxa oxa
donde el segundo término aparece porque en un sistema ddenadas arbitrario, los
vectores de la base varian con la posicion en la variedadetivada en el Gltimo término
es también un vector y se puede expresar como combinacéai te los vectores base. Se
escribe dicha combinacion lineal de la siguiente manera:

08,
o~ Lo

de manera que se puede expresar al cambitrégpecto & como
ov o

— =— +VT? |&,.

ox? (c’)xa ““) %

Esta ecuacion nos da directamente las componentes det v@tix”.

Se define la componengade laDerivada Covariantelel vectorv con componentes®
como:

a
(02

7
+V ﬂ#-

o ov
Vig = Vv i= o

La derivada covariante nos dice como cambian las compesel® un vector al mo-
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vernos en un espacio general, e incluye el cambio de los atemde la base. Para una
1-formav'con componentesg,, la componentg de su derivada covariante es:

ov, "
Va/ B = M —V#Fﬂa.
Se extiende este concepto para tensores de mayor rangglad@seagregar un simbolo
de Christdtel por cada indice libre y el signo adecuado. Por ejemplo:

H _ M L _ 1P H
T = 0, T4 + T T6 — 5 T2,

Partiendo de este hecho es posile demostrar que la derioedidante del tensor métri-
CO es siempre cero:

guv;a = O’ g;gv = O,

lo que implica que la operacion de subir y bajar indicesmaata con las derivadas cova-
riantes:

V;Itlt = (g ﬂvvv);a = gw(vv;a)-

Curvatura

Aunque el tensor métrico proporciona bastante infororacespecto a la geometria, no
puede ser usado para deducir si un espacio-tiempo es plamem De hecho, un espacio-
tiempo simple tendra una métrica mas compleja si la dadees cubierta con coordenadas
complicadas [1]. Una definicion precisa proviene de carsidel transporte paralelo de
un vectorv con componenteg* alrededor de un circuito. Dicho circuito consiste en un
paralelogramo infinitesimal cuyos lados son los vectdpesy dx” (desplazamientos in-
finitesimales en las direcciones y Xx”, respectivamente). Especificamente, se calcula el
conmutador de las derivadas covarianés V,] = V,V, — V,V, actuando sobrg*, es
decir, se calcula la diferencia entre trasladar el veetgorimero a lo largo delx* y lue-
go a lo largo dedx” y trasladarlo primeralx” y luegodx*. Para el primer termino del
conmutador se tiene

V.Vt = 8,08 + 8,05 vF + T, V7
o WA AVALESS Wil BRAVASES WHR/RVZEES BN AV (1.4)

de modo que el conmutador completo viene dado por [4]

[V, V, vl = R} v’ (1.5)

uvp
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donde

R, =0, -0, + Iy - I . (1.6)
este tensor es dlensor de Curvatura de Riemannes una medida de la curvatura del
espacio-tiempo. En un espacio plano, el vector no cambigliabale transporte paralelo,
mientras que en un espacio curvo generalmente si lo hatesé&lgue el conmutador de
dos derivadas covariantes no es cero, como sucede coniledasrparciales. Ademas, se
ha hecho uso de la propiedBg = I7,.

Las simetrias del tensor de Riemann implican que al finahsehte 20 de las 256 com-
ponentes son independientes. Al bajar el indice contieav@ry calcular la traza mediante
contracciones sobre el primer y Gltimo pares de indiestg és cero. En cambio, la traza
sobre el primer y tercer indices no es cero y es usada pararddfllamadoTensor de
Ricci

R;w = gaBRauﬁv = Rﬂﬂﬁv - aflrﬁv - avrﬁfl + (rﬁ"rﬁﬁ h rﬁﬂl—‘fﬁ)'

Es importante decir que el hecho de que el tensor de Riccieseano implica que la
variedad sea plana, ya que las 10 componentes restantessi@ tie Riemann pueden ser
distintas de cero.

Por otra parte, la traza del tensor de Ricci se conoce désoalar de Ricci o de Cur-
vaturay se obtiene contrayendo indices como sigue:

R:=9g"R.

ésta es una cantidad escalar definida en cada punto deddagri

Identidades de Bianchi y tensor de Einstein

Volviendo al tensor de curvatura de Riemann, se pruebasiaeobedece a varias pro-
piedades de simetria, entre las cuales se tienelddatidades de Bianchi

Raﬁpv,/l + Raﬁ/l,u,v + Ra/ﬁV/l,}l = O.
Si en la expresion anterior se conttaeony, resulta

Roua + R%ay + R0 = 0.

Ahora, si se aplica la propied&, , = R,,,; al segundo termino, se llega a

Rouia = Roau + R%0 = 0.
Como paso siguiente, se sube el ingigese contrae con, obteniendo
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B ap —
R’ -R,+R%, =0 (1.7)

Luego, usgndo las propiedad®s, , = -R;,,, ¥ R,5, = —R,s,,, €l tercer término se
puede reescribir:

= R

upia

R

B
de manera que el primer y Gltimo términos en (1.7) sontidéay se obtiene:

_pe _ pB
_Ru;a_Ru;ﬁ’

B
2R wp

Finalmente, subiendo el indigese obtiene el resultado que buscamos:

~R, = V4(2R?, - /R) = 0.

1
Vﬁ (Rﬁﬂ - Eg'BﬂR) - O
El termino entre paréntesis es llamamsor de Einsteifv]:

G =R - %g“ﬁR. (1.8)

Este tensor describe la curvatura del espacio-tiempo esclasciones de campo de la
Relatividad General.

Ecuaciones de campo de Einstein

Se cuenta ahora con los ingredientes necesarios para scdisg las ecuaciones de
Einstein.

En la teoria de Newton, la ecuacion que relaciona el pakgravitacionalp con la
densidad de magaque representa la fuente del campo es la ecuacion de Poisson

V2 = 4rnGp.

En el contexto de la relatividad general, dado que el camaatgcional es una enti-
dad geomeétrica, las componentegygdedeben ser consideradas como las nuevas variables
dinamicas del campo gravitacional. Por analogia con le@0on anterior, se espera que
las nuevas ecuaciones para el campo gravitacional, es @ecgcuaciones de Einstein,
contengan derivadas del tensor métrico de segundo ordemayior. Mas aln, las nuevas
ecuaciones deben conservar la misma forma sin importasteinsa de coordenadas em-
pleado, por lo que deben involucrar tensores. El tensor gnergliza la densidad de masa
en el lado derecho de la expresion anterior @eakor de Energia-Momen{®*”, que des-
cribe la densidad de energia, densidad de momento y flujoctieemto de un campo de
materia. Estos argumentos sugieren la siguiente formdgsmecuaciones de Einstein:
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G, =«Ty,,

dondex es una constante de proporcionalidad entre el tensor déekinsel tensor que
representa la materia. Por su parte, el te@gpideberia tener la siguiente dependencia

G,uv = Gpv(g, 89, 529),

en analogia con su correspondiente expresion NewtofldnAdemas, las componentes
del tensofM*” describen las siguientes cantidades fisicas:

T% = densidad de energia
T% = densidad de momento
T" = flujo de momento a través de la superficie

Las ecuaciones de Einstein son postuladas de tal manera quenpla que la fuente
del campo satisfaga leyes de conservacion del %pp” = 0, lo mismo se espera que
V,G* = 0 ya que estan relacionados por (1.9). Como ya se menaotensor de Einstein
tiene esta propiedad, pues su construccion lo dota de (gll@@ando fue obtenido en un
contexto puramente geomeétrico.

Reuniendo todos los términos, las ecuaciones de Eingainsiben como

1 8nG

Gur = R = 5RGw = "

donde se han escrito explicitamente los fact@gsc, que el factor 8 son necesarios para
el limite de campo débil de la gravedad Newtoniana [8].
Tomando la traza de las ecuaciones de Einstein, se tiene que

T

R=-8xT,

por lo que las ecuaciones de Einstein pueden tomar la siguiema:
1
Rﬂv = 8r T/tv - ETgﬂV ,
lo cual ayuda a poner en relieve la estrecha relacion (decHaequivalencia estricta) entre
la geometria del espacio-tiempo con su contenido de meesgia [1]. Este es uno de los
aspectos fundamentales de la relatividad general.

1.2. Solucén de Schwarzschild

En 1916 Karl Schwarzschild encontro la primera solucikacea para las ecuaciones
de EinsteinEsta es la solucion para un espacio-tiempo esféricansantgrico, estatico y
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sin materia. La métricg,, que calculo define el campo gravitacional en el espacioge
vacio que rodea algn objeto esférico, por ejemplo, straka.

1.2.1. Soluodn de las ecuaciones de campo en el vac

El primer paso es construir la forma mas general de la o@épara un espacio-tiempo
estatico y esféricamente simétrico. Analizar un espdeimpo estatico implica que las
componentes de la métrigg, son independientes d€ (la coordenada temporal) y, en
segundo lugar, que el elemento de limesA sea invariante bajo la transformaci&h —
—x0. En consecuencia, no puede haber téerminos cruzados dej;tight dX, ya que esto
romperia la invarianza de la transformacion. Luego feesiia esférica implica Gnicamente
dependencia radial en las funciones que intervienen eemleglto de linea.

Entonces, se plantea que la forma mas general de la mésiatica y esféricamente
simétrica es:

d€ = —A(r)dE + B(r)dr? + r2(dé? + sirPods?). (1.9)

Las funcionesA(r) y B(r) son determinadas al resolver las ecuaciones de campo de
Einstein en el espacio vacio, es decir, cuando el tensaretgi@a momento es cerd,, = 0.
Lo anterior implica que debe cumplir&g, = 0, lo cual simplemente requiere que el tensor
de Ricci cumpla la siguiente relacion:

R, =0 (1.10)

lo cual es unaimplicacion directa de la ecuacion (1.9) pAigs, los elementos de la métrica
no triviales son:

Qoo = A(r) 9(1)(1) = 1/A(r)

= —B(r =-1/B(r
=20 g, (1.12)
Os3 = —I%sirfd ¢ = —1/r?sirtg

Ademas se tiene que solo 9 simbolos de Chifiskgon distintos de cero:
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rg,=0

oo = —Egipapgoo = Il = %(r) d'g'(rr)
rg = %gop(aigpo + 0o — 0,Ti0) = %gooaigoo g Tl(r) dgﬁr)
m=0

Il = %gip(aigpi + 801G, — 0,0i) = %giiaig” = Tl - %(r)ds(rr)
3= _:—ZLgllalgss = Il = _rSBi(r;z)G
% = %92251922 > T2 = =

5= _392262933 = I?%,=-singcosd
I3 = }93351933 > T8 = %

I3, = 593352933 = 1% = Zi.;nsg

Al sustituir estos resultados en la expresion para el teshsd®icci (1.10), se obtienen
las siguientes componentes no cero del tensor de Ricci:

A N (N B\ A
Roo = _E+4_|3(K+§)_@
R- MoK (ELE)E
2A  4A\ A B rB
1 r (A B
Rz = E‘“Z—B(K‘E)
Rss = Rupsito (1.13)

donde Unicamente las tres primeras expresiones sos fitikes la cuarta no aporta infor-
macion que no esté contenida en la tercera. Las ecuadenssmpo del espacio vacio se
obtienen igualando las expresiones anteriores a cero.

Para el sistema (1.13), suman8A veces la primera ecuacion a la segunda, se tiene:

AB+AB =0
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lo que implica queAB = « constante. Sustituyend® = /A en la ecuacion parBy, se
obtieneA + rA’ = a, que puede ser escrita como:

d(rA)
ar ¢

Integrando se obtien& = «(r + k), conk otra constante de integracion. Por tanto, las
funcionesA(r) y B(r) estan dadas por:
k
a (1 + —) ,
r

)

Aunque sb6lo se ha utilizado la suma de las primeras dos iecgscen (1.13) para
encontrar la forma d&(r) y B(r), se puede comprobar que esta forma satisface todas las
ecuaciones por separado.

La constante de integraci&puede representar la masa que produce el campo gravita-
torio. Es posible identificar R (y a«) considerando el limite del campo débil, en el que se
requiere que

Ar)

B(r)

A(r) 20

donde® es el potencial gravitacional Newtoniano. Este resultadoipne de considerar
un campo gravitacional débil que se puede escribir en emadhs tales que, = 7, +h,,
(con|lh, |l < 1) y en el que la componenterdg, de la métrica estatica se escribe como
Qoo = 1+ ";—3’. Por otra parte, en el limite del campo déabjpuede identificarse como la
distancia radial medida desde el origen de coordenadas.uharmasa esféricamente
simétrica se debe tener qde= —~GM/r; de esta manera se concluye due —2GM)/c?

y @ = ¢2. Por tanto la métrica de Schwarzschild para el espacim\afaera de un cuerpo
esférico de mashl es

1
42 = _2 (1 _ Zl\ng) d? + (1 - Zl\ng) dr? + r2d¢? + r2sinfedg?, (1.14)

la cual escrita en unidades geométricas en dé@hdel yc = 1 es:

-1
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Notese que conforme se acerca al valorM, el coeficiente delt?> se acerca a cero,
mientras que el coeficiente de? diverge. Inicialmente no se tuvo la certeza de que la di-
vergencia en el punto= 2M conocido como eRadio de Schwarzschild,, correspondiera
a una singularidad fisica real o simplemente una singiddren la coordenada. Al calcular
el escalar de cuvatura (que es una cantidad invarigRtg)}R**”, se encontro que este no
diverge er = rq. Por tanto, la curvatura en= rg es bien comportada y se concluye que es-
ta superficie es solamente una singularidad de la coordebadaestion es encontrar una
transformacion de coordenadas apropiada paralgueo sea singular en esa superficie.

Lineas de mundo para laluz en el pland—r

Haciendads® = 0 en la métrica de Schwarzschild, es posible estudiar eboct@mien-
to de un rayo de luz cerca de la regids 2M tal y como seria visto por un observador en
reposo viendo lo que sucede desde el “infinito”. Para siroplifel analisis, se considera
gue el rayo viaja a lo largo de una geodésica nula radialla@onal las coordenaddsy ¢
del rayo de luz no cambiaran, es dedis,= dd = 0. La expresion resultante es:

-1
0= —(1— ZTM)dtZ + (1— ZTM) dr?. (1.16)

Para definir la estructura de los conos de luz, se tiene gadysamoviéndose radial-
mente se cumple:

(1.17)

donde el signo positivo corresponde a luz saliedtgdt > 0 en la regiorr > 2M) y el
signo negativo a luz entrante (para la cdeldt < O en la regiorr > 2M). Integrando se
obtiene:

r .
t = r+in ’W - 1’ + C luz saliente, (1.18)

r
t = —r—-In|— - 1|+ C luz entrante. 1.19
‘ZM ‘ ( )

La grafica con estas curvas se muestra en la Fig 1.1. Comagrhdia sera el mismo
para cualquier valor dé y ¢, debe pensarse en cada puntd)(en el diagrama como
representando una 2-esfera de are fi7].
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Figura 1.1: Conos de luz para luz entrante y saliente en tdaa&e Schwarzschild considerando sélamente
movimiento radial [7].

1.2.2. Coordenadas de Eddington-Finkelstein

La Figl.1 muestra que a un rayo de luz moviéndose radiagrietbmaria un tiempo
infinito cruzar el radio de Schwarzschild, pero se debe dlproa de las coordenadas. Una
técnica para eludir este problema es analizar al esp@ciged por medio de geodésicas,
gue son independientes del sistema coordenado. En estsecasiizaran las geodésicas
nulas de rayos de luz moviéndose radialmente.

Un sistema coordenado basado en luz con movimiento Unidemadial se detemina
utilizando la constante de integracion de la ecuaciat®)lcomo la nueva coordenada

p=t+r+2Min ﬁ—l’ (1.20)

donde al sustituir su diferencial pdt en (1.15) se obtiene el siguiente elemento de linea

ds? = - (1 - @) dp? + 2d pdr + r3(d6? + sir? 6d¢?). (1.21)

Notese que (1.21) es ahora regularrea 2M. En cierto sentido, la transformacion
(1.20) ha extendido el rango de la solucion. Se podrianaegiar que esta transformacion
no se puede usar en= 2M porque es singular en esa region. Esto debe ocurrir si se
quiere eliminar la singularidad alli. Esta forma del elatoede linea es regular en el rango
0 < r < oo, mientras que la forma estandar lo es solo Bh2r < co. A pesar de ello, en
la intersecciobn 1 < r < oo, ambas soluciones estan relacionadas por (1.20) y par tant
deben representar la misma solucion en esta region.

Resulta mas familiar trabajar con una coordenada tempoeal lugar de geodésicas
nulas; por ello se definetacomo:
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t=p-r=t+2Min —1'. (1.22)

’ r
2M
El nuevo elemento de linea toma la forma
2M 4M 2M )
ds? = — (1 - T) dt? + Tdt’dr + (1 + T) dr? + r3(de? + sirfAdge?), (1.23)

gue también es regular end0r < oo. Las coordenada$ (r, 6, ¢) son llamadafoordena-
das de Eddington-Finkelstein.

Lineas de mundo para luz en el pland—r

La ecuacion (1.23) conduce a las siguientes expresiomadamlineas de mundo de
rayos de luz entrantes y salientes:

t = -r+C (1.24)

f+4MIn|— — 1} +C (1.25)

tl
2M

La primera ecuacion, para luz entrante, corresponde dneiecta y es valida end
Ir < oo. Por tanto, las geodésicas nulas son rectas continuaga tter = 2M de pendiente
—1. Lo anterior se ve claramente en la Fig 1.2 que muestra@laiiea del espacio-tiempo
de la geometria de Schwarzschild en coordenadas de Eddifdgtkelstein.

Informacion adicional que brinda la Fig 1.2 sefala queleladio de Schwarzschild
cambia la estructura de los conos de luz, dirigiendo el éuhacia la singularidad una vez
gue se cruza la frontera= 2M. Ademas, nbtese que un rayo de luz en la regien2M
no puede escapar al exterior. En conclusion, el radio dea&sehildr = 2M define un
Horizonte de Eventgsina frontera de no retorno. Una region del espacio-tieguedtiene
un horizonte de eventos es llamatigujero Negrd7].
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Singularidad —

Trayectorias
entrantes

r=0 r=2M

Figura 1.2: Estructura de los conos de luz en coordenadaddiedgton-Finkelstein [7].






Capitulo 2

Formalismo 3+1 de la Relatividad
Numerica

2.1. Introduccion

Un objetivo central de este proyecto es describir la evbludinamica de un sistema
fisico gobernado por las ecuaciones de Einstein. Debideeaqlo para los sistemas mas
simples se tiene una solucion analitica, la tarea devestzs ecuaciones debe realizarse
numeéricamente en una computadora. Para construir atgmgitjue realicen este proceso,
se deben tomar las ecuaciones de campo 4-dimensionalgaydkea una forma adecuada
para su integracibn numeérica.

Las ecuaciones de Einstein estan escritas en una fornienéoii covariante, donde
no hay distincion entre espacio y tiempo. Existen divefsasalismos para separar estas
ecuaciones y llevarlas a una forma en la que sea posible eoleoevolucion del campo
gravitacional a partir de ciertas condiciones inicialedaga Cada formalismo se distingue
por la manera en que realiza esta separacion.

A continuacion se hace una descripcion del formalismb, 3jue es el que se usara en
este proyecto.

2.2. Separacbn 3+1 del espacio-tiempo

2.2.1. Formulacbn ADM

La forma covariante de las ecuaciones de campo de Einsteinaeformulacion bas-
tante elegante e importante desde un punto de vista tg@ermimpide ver al campo gra-
vitacional como algo que evoluciona en el tiempo. Entonelestimer paso para plantear
las ecuaciones como un problema de evolucion, es separamente al espacio del tiem-
po. La formulacion de la relatividad general que resultdl@lear a cabo este proceso es

29



30 Captulo 2. Formalismo 3+1 de la Relatividad Numérica

Tiempo Hipersuperficies espaciales
A
ts
3

\_/—\ 6

51

Figura 2.1: Foliacion del espacio-tiempo en hipersupesfiespaciales 3-dimensionales.

conocida como drormalismo 3-1.

En Relatividad General se debe tener cuidado con las raekeitausales, de modo que
sea posible tener una manera consistente de referirseaglp$uturo. Este es el requisito
minimo que se puede pedir a un espacio-tiempo si se quibtartide estructura causal
entre eventos. Si el espacio-tiempo no es orientable eemp, o en otras palabras, no se
tiene una nocion de “flecha temporal” que indique la dir@e@n la que el tiempo avanza,
no es posible en general, dada la trayectoria de un obsepeditimar si esta retrocediendo
0 avanzando en el tiempo.

Adicionalmente, un espacio-tiempo que sea orientable eierepo puede ser folia-
do a través de una familia de hipersuperfidgsle tipo espacio definidas como aquellas
cuyo vector normal es de tipo tiempo. En otras palabras,peloés-tiempoM* estara re-
presentado por la evolucion de tales hipersuperfidi€s= | J,.» X, dondet es el tiempo
coordenado (Fig. 2.1).

Si se consideran dos hipersuperficies adyacehtes,,q de una foliacion especifica
del espacio-tiempo, un punto &p estara identificado con otro punto Eng. La corres-
pondencia entre estos se hace a través de un vector quechios guntos. Entonces, para
determinar la geometria de la region de espacio-tiempteoada entre las hipersuperficies
se introducen los siguientes 3 elementos:

» La 3-métricay;; (métrica inducida del espacio 4-dimensional) que permitelir la
distancia entre puntos en la hipersuperfiie

"Se refiere a la separacion en cortes tridimensionales gaciestiempo en la que cada hoja es una
hipersuperficie espacial. Si se consideran las coorderfgatgs entonces el conjunto de las superfidies
constantalefinen una foliacion del espacio-tiempo.
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Figura 2.2: Esquema de la funcion lapsy el vector de corrimientg' entre dos hipersuperficies adyacentes.

d|2=7ijd)édxj, (2.1)
donde los indices j = 1, 2, 3 etiquetan coordenadas espaciales.

= Ellapso del tiempo propidr entre las dos hipersuperficies, medida por un observa-
dor que se mueve en direccion normal a las hipersuperfoibse(vador Euleriano):

dr = a(t, X)dt. (2.2)
Aqui a es conocida comfuncion lapso

» El 3-vector de corrimientg' que representa la velocidad relativa entre el observador
Euleriano y las lineas de coordenas espaciales cong@ntes

X,q = X — B'(t,x))dt, (para observadores Eulerianos) (2.3)

Notese que tanto la manera en que el espacio-tiempo eddptiamo la forma en que
el sistema de coordenadas espaciales se propaga de usaipgrécie a otra no son Unicas.
La funcion lapsar y el vector desplazamiento son funciones libremente efsgedalies que
poseen informacion sobre el sistema de coordenadas y sogidas comd-unciones de
norma

En términos de las funciongs, 5, y;;}, la métrica 3-1 del espacio-tiempo se escribe
de la siguiente forma:

de = (—a? + B;8)d* + 26;dtdX + y;;dXdx, (2.4)
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donde se defing = y;;8'. En forma matricial, el tensor métrico de la descomposi@1
es:

_( —a? + BB B )
Gor = Bi Yii )

y su inversa

N e Ly

“\ Blle? Y -ppa? )

Considérese ahora un vector unitasonormal a las hipersuperficies espaciales cuyas
componentes en el sistema de coordenadas que se acabard®rdsst

v = (1/a" _ﬁi/a)’ n;l = guvnv = (—CY, O) (25)

Utilizando el vectom¥, se puede definir formalmente el tenggr como la métrica
inducida en cada hipersuperfide

Yuv = Qv + NNy, (26)

dondeg,, es el tensor métrico del espacio-tiempo completo. De hesdlamente la parte
espacialy;; contiene informacion intrinsecaXay que es independiente del vecibr

Curvatura extr inseca

La curvatura extrinsecae define para los objetos incrustados en otro espacio de mayo
dimension y debe distinguirse dedarvatura intrinsecaue solo depende de la geometria
interna de las hipersuperficies dada por un tensor de RieBwdimensional en terminos
de la 3-métricay;;.

La curvatura extrinseca esta definida en téerminos debade! vectori normal aX; al
transportarlo de un punto a otro de la hipersuperficie. Estadad es medida por el tensor
Kij, cuyas componentes son:

Kij = —P}‘anj = —(Vinj + ninkanj). (27)

donde se ha introducido @perador Proyeccion sobre las hipersuperficies espasjale
Pij = 6‘j + n'n;, que corresponde a la métrica espacial indudijas vi;.

Este tensor tiene las propiedades de ser puramente espaoiadtrico. Sustituyendo
la forma del vector normal (2.5) en (2.7) se obtiene que eldeg; esta dado en términos
dey;;

1
Kij = Z[—ﬁt%j +ViBj + ViBi] (2.8)
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dondeV; representa la derivada covariante 3-dimensional asoeiaga es decir,V; =
PkVi. La ecuacion anterior muestra que la curvatura extrssta relacionada con el
cambio temporal de la métrica de las hipersuperficies &lpac

ij = —ZCL’Kij + Viﬁj + Vj,Bi, (29)

la cual es una ecuacion de evolucion para las componeatgs. €Con este resultado, la
tarea ahora es encontrar la ecuacion de evolucion de laparentes del tensdf;; para
escribir la relatividad general como un problema de evélude hipersuperficies. Para ello
ya no se usan conceptos puramente geométricos y se redagesauaciones de campo
de Einstein. En otras palabras, la evolucion de la 3-g®@ffj es puramente cinematica,
mientras que la dinamica del sistema esta contenida ezclesciones de evolucion para
Kij .

Constricciones

El primer paso es escribir al tensor de Riemann 4-dimenbi§gﬂg en términos del
tensor de Riemann intrinseco 3-dimensid|3\)ﬂﬂ’w de las hipersuperficies y el tensor de

curvatura extrinsecK,,. Esta proyeccion esta determinada por las ecuacionesidssG
Codazzi
P PLPIPT =@ Ko Kgy — KayK
a gty R{SK/IU' - Raﬂ,uv + ap ™N\By av™NBu-
Por otra parte, la proyeccion sobre las hipersuperficieedsor de Riemann contraido
una vez con el vector normal resulta en las ecuaciones dez@adainardi
nggpian&(/lv = VBK“IJ - VCYK,BIJ’

donde nuevamentg, = P{V,. Notese que las ecuaciones de Gauss-Codazziy la doble pro-
yeccion del tensor de Riemann sobre las hipersuperficeegdes se relacionan teniendo
en mente el siguiente resultado:

P*UPPR s = (@ + n°1¥)(@” + rn")Rys.y
=R+ 2R,
=20'n'G,,,

conG,, el tensor de Einstein. Por otro lado, las ecuaciones de Gzadazzi implican que

PHPPRg =@ R+ K2 — K, K", (2.10)

sustituyendo en la ecuacion anterior, se tiene

220G, =@ R+ K% — K, K. (2.11)
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Utilizando las ecuaciones de Einstein (1.9), el calculeaor conduce a la siguiente
forma

R+ K? - K, K" = 16mpapwms (2.12)

donde se ha definidoapy = “n'T,, y corresponde a la densidad local de energia me-
dida por un observador Euleriano. Notese que ésta no esawaaion de evolucion, pero

si una constriccion que debe satisfacerse a todo tiengia.deuacion es conocida como
ConstriccibnHamiltonianao de Energia

Considérese ahora la contraccion mixta del tensor dddiimen la que se efectlia una
proyeccion de un indice a lo largo de la direccion normal:

PHN'G,, = P“N'R,,. (2.13)
Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi implican:
Y*N'G,, = V'K — V, K™, (2.14)
luego, las ecuaciones de campo de Einstein se convierten en

V(K™ — yK) = 87, (2.15)
H

dondeJ* := -P*n'T,, es la densidad de momento medida por un observador Euleriano
Las ecuaciones (2.15) se conocen cabmmstricciones de Momento

Finalmente, en un sistema coordenado adaptado a la talideis ecuaciones (2.12) y
(2.15) toman la forma:

R+ K? - K;;K'l = 167papw,
V(K" - 1K) = 8rJ", (2.16)

Es importante notar que las expresiones (2.16) no sblomeagaciones de evolucion, sino
que ademas son independientes de las funciones de nergia (as constricciones son
relaciones que se establecen en una hipersuperficieégdddaanterior restringe la manera
en que se especifican las condiciones inicigesKi;} ya que éstas deben satisfacer al
sistema (2.16) en toda hipersuperficie.

Ecuaciones ADM

Con el fin de encontrar las ecuaciones de evolucion paratapanentes de la curva-
tura extrinsec&,,, se comienza por considerar la proyeccion del tensor ded&tia sobre
las hipersuperficies contraido dos veces con el vectoralpresultando:
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1
PLPIN N s = £4Kyy + KuK(! + =V, 9,00 (2.17)

donde se ha introducido la derivada de Lie (ver ApéndicedBadurvatura extrinseca a lo
largo de la direccion normal, la cual corresponde a la efutemporal.
Luego, de las ecuaciones de Gauss-Codazzi (2.2.1) se tiene

Pipﬁ(n/lna-Rﬁ/lka' + R(YK) = R/JV + KKyv - K;MK,/,I, (218)

gue junto con (2.17) implica

£,y — £Ky = =V, Y, + a(-PiPsR; +& Ry, + KKy, — 2K ,1K). (2.19)

Usando las ecuaciones de campo (1.9) escritas en termghosngor de RiccR,, se
sigue que

£,y — £5Ky = =V, Y, + a[OR,, + KK, — 2K K]
+ 471'6![’)/#1,(8 - pADl\/I) - ZS/JV]? (220)

donde se defing,, := PffP‘jTaﬁ es la proyeccion completa sobre las hipersuperficies del
tensorT,; que corresponde al tensor de energia-momento medido puivardador Eule-
riano y S := §/,. Finalmente, escribiendg & 4, £ = Bo,K,, + Kyd,8 + Ky d, Bty
considerando las componentes espaciales, la relaci2o) @ueda:

atKij = BkakKij + Kkiajﬁk + Kkjaiﬁk - ViVjCZ
+ o[ IR + KKjj — 2Ky K!] + 4ralyij (S — paom) — 2Si]. (2.21)

Por tanto, la evolucion temporal de las variables dinasyg y K;; queda determinada por
las ecuaciones ADM:

Oyij = —2aKij + Vg + Vi,
aKij = — ViVia+a(R; +KKjj - 2KK})
+ Ana [(S — prom)Yij — ZSij]
+ BVIKj + Ky VB + Ky Vg, (2.22)

dondeV; representa la derivada covariante con respecto a la icand®; es el tensor de
Ricci de las hipersuperficies espacialels ¥ y'Kj; es la traza de la curvatura extrinseca.
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Las expresiones anteriores, junto con (2.16) son las emexide campo de Einstein (1.9)
representadas como un problema de Cauchy de valores esicih total son un conjun-
to de 20 ecuaciones: 6 de ellas para las componentes de &rigary;;, 6 mas para las
componentes de la curvatura extrins&ga 4 ecuaciones de constriccion y las 4 corres-
pondientes a la eleccion de las coordenadas, es decircuaaieén para la funcion lapso y
3 para el vector de desplazamiento.

son las ecuaciones de campo de Einstein (1.9) represemtadasun problema de Cauchy
de valores iniciales. En total son un conjunto de 20 ecuasio® de ellas para las com-
ponentes de la 3-métricg;, 6 mas para las componentes de la curvatura extrirsgca
4 ecuaciones de constriccion y las 4 correspondientesladei@n de las coordenadas, es
decir, una ecuacion para la funcion lapso y 3 para el velgatesplazamiento.

Caso patrticular: Simetria estrica

La reduccion al caso de un espacio-tiempo esféricaménttrico que es descrito en
coordenadas esfericasr( 0, ¢), conduce a la siguiente forma para el elemento de linea:

ds = —(a? — v (8")?)dt? + 2y, B dtdr + v, dr? + yy(d6? + sir? 6d¢?), (2.23)

dondet representa la coordenada temporal,y,(¢) son las coordenadas espaciales. Nue-
vamente se asumen unidades geométricas dGnéec = 1. Cabe mencionar que, de-
bido a la simetria del problema, el vector de desplazamitehe una sola componente
B = (8',0,0). Por tanto, se tiene la siguiente dependencia para lésbies involucra-
das:8" = B'(t,r), @ = a(t,r) y lo mismo para las funciones métricgs = 7y (t,r) y
Yoo = Yeo(t, 7).

Respecto a la curvatura extrinseca, a partir de la expré¢2i4) se obtienen las compo-
nenteK;; mediante la expresion (2.8)

1
Kij = —[-0uij + 0B + 9,8 — 2T%Bd]. (2.24)
2a

dondel‘"ii son los simbolos de Chridfel definidos en términos de la métrica inducida
como sigue:

1
' = 57’"((517" +0iyij — Oryij)s (2.25)

En este caso, para calcular las componentes de la curvatiinaseca se requieren los
siguientes simbolos de conexion:
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1

Iy = E?’rrar?’rr
1

T = —57"50’99
1

Tos = ‘§7rr5r7¢¢

r, = Il,=T} =0
(2.26)

De lo anterior, se obtiene finalmente que las componentea derVatura extrinseca
dadas por (2.24) son:

1.1

Ky = a[zlgrar')’rr +7rrar,8r]
1 rorr 1

Ko = _[')’rr,B Y 8r7’99] = —fB Oy
2a 2a

1 1 )
Kog = Z[yrrﬁr'yrrar%ﬁqﬁ] = Zﬁrar')/qﬁqb = sin’ 6Ky
Krg = Kr¢ = K9¢ = O

En resumen, la 3-métrica, la curvatura extrinseca y dbvetesplazamiento tienen la

siguiente forma

Yo O 0

Yi=| 0O v 0 )
0 0 Yoo S|n2 0
Kie O 0

Kij = O Kgg O 5
0 0 Koo Sln2 0
B =(5.0,0).

Las ecuaciones ADM (2.22) para la métrica inducida y cumeaéxtrinseca en el caso

esféricamente simétrico utilizando el elemento dedi(®23) y el vector desplazamiento
B = (B",0,0) quedan dadas por las siguientes expresiones:
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at?’rr = —2aKy +,8rar7rr + 2’}’rrar,8r,
Orvee = —2aKgy + B 0ryes
2
oK, = -0 a+ (arYrr)(ara) " g(aryee)
2y 2\ Yoo
_ aarryee + a(arYrr)(arVHH) 420 Kir Kgg
Yoo 2Y1tYeo Yoo
K2
- (l’i +Brar Krr + 2Krrarﬁr
Yrr

+ 4ra[(S - paom)Vir — 2S5k ],
_ (0ryeo)(0r) _ aarr%m

oK =
e 2y 2yt
K K
" a(aryrr)(fr')’ee) cal1e 2 99] +,BrarK99
dyi Yrr

+  4na[(S — papm)ye — 2Se). (2.27)

Estas son las ecuaciones de evolucion de la geometriat&trabajo no se considera
materia, por lo que las cantidad®sS,;, Sy, papm SON todas cero.

Las constricciones (2.16) correspondientes al casoiesfiéente simétrico en ausencia
de materia se describen a continuacion:

= Constriccion HamiltonianaLa expresion (2.12) se reduce®R + K? — K;;Kl =
16rpapm, donde cada término se escribe explicitamente como:

PR = :_L(ar%)z)z _ 26?790 N ar?’rzraryee + 3’
2 YrrYoo YrrYoo YirYoo Yoo
N K K
K = yIK; =2 +2-2
Yrr Yoo
) K. \2 K. \2
KiK' = (i) +2(ﬁ) . (2.28)
Yrr Yoo

= Constriccion de MomentcSolo hay una ecuacion no trivial para (2.15) correspon-
diente al flujo radial, que en vacio se lee com&" — V'K = 8zJ", donde
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ViKY = 9K" + 2" K" + T K® + T K™ +T7 ), K + 17, K"
_ 0 Ky _ Kir Oryie _ KooOr Yoo + Krr Orvan
Yh Yo YaYe VYoo
. K K
VK = y'ViK=y"V,K=y"9,K =y", (i - 2ﬂ)
Yrr Yoo
_ 0Ky _ Krraryrr + zarKHH _ 2K998r799
7r2r 7?r YrrYeo Yrr 759

En conclusion, al reducir el sistema (2.22) y las ecuac@Bel6) al caso particular de
simetria esférica, se tiene un sistema con 4 ecuaciomasgpavolucion de la geometriay
2 expresiones para las constricciones. Este es el sisteensegevoluciona en el presente
trabajo en lo que respecta al formalismo ADM.

2.2.2. Formulacbn KST

La formulacion KST adopta la representacion “Einstehri§tofel” hiperbolica. En
ella se escriben las ecuaciones de evolucibn como un sishgperbolico simétrico de
primer orden, a diferencia de las ecuaciones ADM en donddserea que el miembro
derecho dé;K,, presenta derivadas de segundo orden y téerminos no lindedgsAdicio-
nalmente, en el sistema KST todas las curvas caractedsgtan dirigidas a lo largo de los
conos de luz o en la direccion normal a la foliacion espaBidemas, se encuentra que las
velocidades caractristicas que son fisicas; lo que hasefacil implementar condiciones
de frontera [9].

El sistema KST toma como variables fundamentales las coemes de la 3-métrica 'y
de la curvatura extrinseca, mas 18 variables adicion@aésonexion” (en tres dimensiones
espaciales) y no requiere derivadas del tensor de ena@izento [10].

Se representa ahora el elemento de linea de la descon@po3i€il con la siguiente
notacion

dg = —N?dt? + g;;(dX + g'dt)(dx + g'dt), (2.29)

dondeg;; son las componentes de la 3-métrigael vector de desplazamientdyes la fun-
cion lapso. La formulacion KST no toma a la funcion lapsmo una funcion libremente
especificable, sino a una funcion lapso densitizada arlate, definida por

_ N
=5 (2.30)

dondeg es el determinante de la 3-métrica. El uso de la fungido condiciona la libertad
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de elegir la norma temporal ya qidepuede ser elegida libremente.
Para escribir las ecuaciones de Einstein se definen lasswanables

fii := Ty + O™ Tijpm + G 0™ Tiigms (2.31)
dondely = gnl“'jk es el simbolo de Chrisfiel asociado &;j, y los paréntesis y corchetes
denotan simetrizacion y antisimetrizacion, respeatieate.

El sistema de ecuaciones de evolucion de la formulacioh pigede ser escrito en la
forma

dotij = —2NK;j, (2.32)

GoKij + Ngai fia; = N{g“(KuKij — 2KiiKij) + g9™ (@ ficmi Tt + 4 it fiij — Fikm Fiin)
+ 8Tk fiinm + A fin Fjyin — 8T fnnj + 20fi Fjymn — 13fikt Fjmn)
- aiaj Ina - (8| In a)(aj In CY) + Zgijgklgmn(fkmrﬂ| Ina — fkmlan In CY)
+ g"'[(2 f(ij)k - fkij)a| Ina + 4fk|(iaj) Ina - 3(fiklaj Ina + fjk|6i In a)]

— 87TSij + 47TgijT}, (233)
Ao fiij + NOWKi; = N{G™ 4Ky Fiymn — 4 Fnrg Kk + Kij (2 Frnnk = 3 Fimn)]

+ 299" K p(9ki Fyan — 2fanijk) + ki Kjym(8Fnpg = 6 fpan)

+  Knn(4pgi ik — 59 fiypa)] — KijokIna

+ 29”‘”(Km(igj)k8n Ina - Kmngk(ic’)j) In CZ) + 167Tgk(iJj)}. (234)

donded, es el operador de derivada temporal normal a la foliaciéfindio por

Jo = 0y — £5. (2.35)
Los téerminos de materja, T, J; y S;; se definen de la misma manera que en la formu-
lacion ADM.

Una solucion valida del sistema (2.34) debe satisfacepajunto de 22 constricciones,
a saber, la constriccion Hamiltoniana

C = g'gM20kfiy - difi) + KKy — KijKg
+ 9™ fikm(5Fjn — 6fijn) + 13k fjmn
+  fig(8fmin — 20fimn)]} + 16mp = O, (2.36)



2.2. Separadbn 3+1 del espacio-tiempo 41

las 3 constricciones de momento

Ci = gUg™Kik(3fimn — 2fmm) — Kimfin]
+ 8i Kk| — akK”} + 87TJi =0, (237)

y las 18 constricciones correspondientes a la definicidagleariables extra que hacen al
sistema de primer orden [11]
Cijk := 0kgij — 2fiij + 49™(fimg K — G fjym) = 0 (2.38)

las cuales relacionafy;; con las derivadas espaciales de la 3-métrica. Si las aurietres
son satisfechas por los datos iniciales, éstas son pestepor las ecuaciones de evolucion
por todo el tiempo.

Caso particular: Simetria eskrica

En esta formulacion, la forma mas general del elementméa kesfericamente simétri-
co puede ser escrito de la forma

ds? = —N2dt? + g, (dr + B'dt)? + grr2(d6? + sir? 6dg¢?), (2.39)
donde la componente angular de la métrica se define como
gr = 2 - Yoo
T2 T r2gig

Las dos componentes no triviales de la curvatura extrinseoK,, y la componente
angular

K Kyg
TS T oo
r’  r2sirfg
Por su parte, las componentes no trivialedigleson f,;,, la componente angular
_ fro0 _ foor _ fr¢¢ _ f¢¢r

fri=—==—== =
T r2 T 22 r2giPg 2r2sir?e
y las componentes adicionales

frr9 = O COtQ,
fie = 2r’gr coto,
fosss = r2gr singcosd,

fses = r2gr singcos. (2.40)
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La evolucion para las componentes (2.40) esta complet@naeterminada por la evo-
lucion de las componentes de la 3-métrica. Por tanto, ritase el tratamiento de estas
cantidades como variables independientes y son reemplapad las respectivas compo-
nentes métricas cuando aparecen en las ecuaciones deiewolu

En resumen, las variables fundamentales son las 6 cargigadgr, K, K, fir v fir;
para las cuales el sistema (2.34) toma la forma

atgrr = ﬁrargrr - 2N Krr + Zgrrarﬁr,
r
G = Bagr-2NKr + g

N frr (frr 1 4f 6 Kr K
oKy = BoKy — —d,f +N[2ﬂ(ﬂ+———fT)——+K(2—T—i)
thhrr ﬁ reNrr grr rtrrr grr grr r gT r2 rr gT grr

2
- e(g—T) ~ RN - @, IN&@)? + (? - %)5, In &] 4+ 2Ky 8,8 + 4eN(T G — 2S),
T

rr

N K, 1 2f2 f 28"
oKy = B9 Ky - —a,f +N(Ki+———”—ia|n&)+—K,
K = POk =g o O 17 00T O ro
at frrr = ﬁrar frrr - Nar Krr + N|:4grrﬁ(3fr_-r - h + g - ar In &) - Krr(lofr_T + h
gT gT grr gT grr

2
- F + ar In &):l + 3frrrarﬁr + grrarzﬁr + 1&1’N\Jrgrr,

r
ot = Borfr —NOKy + N[KT(Zfr—T I pin &)] ; (6,,8r ; ﬁ)fm (2.41)
Or Orr r
donde
@ = ar?sinf =
gr VOr

y donde se han escrito explicitamente los terminos gudunvan la derivada de Lie.

Las seis variables fundamentales obedecen a un sistematie canstricciones que
se obtienen de las ecuaciones (2.36), (2.37) y (2.38):
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C = arfrT_ g— n frT (g+7frT—h)—ﬁ(&+ﬁ)+4ﬂp:0
OnOr 2r Or OnOr \T 2gT Orr Or \ O 2gT
K
C = O +2ﬁ—fr—T(&+—T)+4ﬂJr =0
Or gr  Or \Or Or
8y f
Crir = argrr + G It _2frrr =0
Or
2
Ct = 8rgT + % - 2fr‘|’ =0 (242)

Estas constricciones se calculan durante toda la evolyde verifica que se satisfagan
numeéricamente.






Capitulo 3

M etodos nunericos

En este capitulo se describen los métodos numéricosegamplean en el desarrollo
del presente proyecto. Se presenta una exposicion brevepecreta del método de dife-
rencias finitas como la herramienta para aproximar derszddauna funcion; asi como el
Método de Lineas como mecanismo de evolucion en proldelmaalores iniciales.

3.1. Diferencias Finitas

El método de diferencias finitas permite la resoluciorogipnada de ecuaciones di-
ferenciales parciales y su aplicacion consiste en elalmmaina version discreta de los
elementos de la EDP, a saber, se discretiza el dominio denldiessa la solucion, las fun-
ciones involucradas y los operadores diferenciales.

El proceso de discretizacion del dominio consiste en toamgr el dominio de interés
originalmente continuo, por ejemplo el interval@,f,, Xmax, €n una malla donde Unicamen-
te se considera un nimero determin&tjale puntos. Esta particion del dominio puede ser
0 no uniforme, y la eleccion de los puntos dependera délgnea en cuestion. Notese que
a medida que el nUmero de puntos considerados crece, ehidodiscretizado se parece
cada vez mas al continuo. En este trabajo se considera aniaspento uniforme de los
puntos del dominiax, dado por:

Xmax — Xmin
N,
de modo que cada punto de la particidbn puede ser etiquedddcsijuiente manera:

AX =

Xi = Xmin + 1AX, 1 =0,..., Ny.

Por otra parte, discretizar las funciones involucradasfsig que para una funciar(x)
definida en el intervaloXy,in, Xmax, S€ tomaran en cuenta solamente los valores stebre
los puntosx; del dominio discreto. Se utilizara la notacigrpara hacer referencia al valor

45
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u(z) A
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Figura 3.1: Discretizacion del dominio. En este caso enxgue Xmin Y XN = Xmax La separaciomx
es la misma entre cualesquiera dos puntos de la malla. Sesegpa también la discretizacion al) que
esta restringida a los valorgs dondei = 0, ..., N.

deu(x). El proceso de discretizacibn se muestra esquematitarea la Fig 3.1.

Finalmente, es necesario adoptar un caso discreto de lacdfiestandar de la deri-
vada en calculo elemental

W(x) = A'E(TO u(x + AAX))( —u(x) (3.1)

con el fin de permitir a una computadora manejar el concepdtraatoAx — 0. Las
aproximaciones de la derivada se exponen a continuacion.

3.1.1. Aproximacibn de la derivada

La deduccion de una expresion para la derivada en el casceth puede obtenerse
partiendo de la definiciobn de derivada en el continuo, malwesimplemente
Ui+1 — U
U = —— + O(AX 3.2
conocida comdAproximacion progresivadondeAx es pequefia pero no necesariamente
infinitesimal. Otras dos aproximaciones igualmente \ealision:
Aproximacion regresiva
U — U1

U = X + O(AX) (3.3)

Aproximacion centrada
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Aproximacién regresiva

Aproximacién centrada

_\ ” .
Aproximacion progresiva

Az Az

Figura 3.2: Descripcion grafica para aproximaciones ¢itaera derivada.

’_ U1 — Ui 2
U = oA + O(AX%) (3.4)

Un ejemplo esquematico de estas aproximaciones se paesetd Fig 3.2.

Las definiciones anteriores son equivalentes en el confeuo llevan a diferentes
aproximaciones en el caso discreto. La cuestion es detarroual es el mejor y la forma
de cuantificar el error de la aproximacion reside en eligisale la serie de Taylor de la
funcion.

Seau una funcion definida era(b) suficientemente diferenciable, entonces la expan-
sion def (X) usando serie de Taylor alrededor del puxta (a, b) es:

—x)2 —x\n
0 = u6) + - 00+ E w4 B o 1R, @)
donde el residuo
= Xm ) n+1 d n+1
Ross L L U(%)(d9

n+1 veces

Sila (n+1)-ésimaderivada de la funcibn tiene minimany maximoM en el intervalo
[, X], entonces se tiene que:

[ [es s e [ [ mag
Xi Xi Xi Xi
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X — X; n+1 X — X; n+1
=)™ g XX
(n+ 1)! (n+1)!
lo que muestra que el residuo esta acotado por los valoresddgivada y la distancia del
puntox al punto de expansiox elevado a la potencian@ 1). Mas aun, si se asume que

u™d es continua, entonces debe tomar todos los valoresmntie, esto es:

( )n+1

Rue1 = UM D(¢) 71— GES

para algurf en el intervalo k;, X] [12].

Como se menciono previamente, la serie de Taylor es usada&gtadiar el comporta-
miento de las aproximaciones numéricas. Por ejemplojdersnos la expansion en serie
de Taylor para la funcién en el puntax;,; alrededor del puntg;:

ou AX? 3%u AX® %u
Ui+1:Ui+AX&K+7WW+?%n+ (36)
la cual se puede reescribir como sigue:
YU Ol Axdu + Ao + o (3.7)
AX oxly — 21oxe| 3l ox3|

Error de truncamiento

donde se observa que la expresion (3.7) corresponde ahtrieto de la serie de Taylor
después del segundo término. EI miembro izquierdo de €7l error cometido en la
terminacion de la serie y se conoce coBwor de Truncamiento (ET)Este error puede
ser definido como la diferencia entre la derivada y su reptas®n en diferencias finitas.
El primer término de la serie es usado para caracterizadehade magnitud del error. En
el caso de la expresion (3.7), el primer término en el eteotruncamiento es el producto
de la segunda derivada evaluadaxey el espaciamiento de la mallex, este Gltimo es
un parametro numeérico sobre el cual se tiene control. rifes pareg% la aproximacion
numeérica depende linealmente del paramatoEs de esperarse que, para valoreAge
suficientemente pequenos, el error presente un decretonieeal. Utilizando la notaciéon
“O grande” para caracterizar el error de truncamiento, se tigeET ~ O(AX). Asi que
la ecuacion (3.7) se puede escibir:

ou U|+l

a_x Ax '+ O(AX) (3.8)

Un analisis similar aplicado para la expansion en seritagéor para la funciom en el
puntox;_; alrededor del punts;, se llega al siguiente resultado para la ecuacion (3.3):
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ou U — U_1
—| = + O(AX 3.9
X Ax (AX) (3.9)
Hasta el momento, so6lo se ha usado la informacion prop@tdos puntos. Aproxima-
ciones de orden de precision superior pueden ser obtesod#sinando las series de Taylor.

Por ejemplo, usando las expansiones péxa+ AX) se llega a la siguiente expresion:

Uig — U1 @
2AX OX

_ AP

=== 2 3.10
. 3l X3 (3.10)

Xi
lo que indica que la aproximacion centrada tiene un errad@tico a medida quex — O:

ou Uir1 — Ui—1 2
— = — A A1

esto implica que si el espaciamiento en la malla, digaixs se reduce a la mitad, es
decir se define una nueva malla con separatin= %Axl; el ET decrece en unarazobn de

2 , , . .,
(2—2) = 4. Notese que aunque nuevamente se uso la informaciGianente dos puntos,

la aproximacion centrada ofrece mayor precision quetias @os aproximaciones.

3.1.2. Aproximaciones de orden de precién superior

La expansion en serie de Taylor es una herramienta Ut placalculo de aproxima-
ciones de derivadas de cualquier orden a cualquier ordenmedésion. EI método para
construir aproximaciones en diferencias finitas de opeesddiferenciales es el siguiente:

= Hacer la expansion en serie de Taylor en puntos cercanosed donde se quiera
evaluar la derivada de la funcian

= Encontrar una combinacion lineal de tales expansionesgugla con la condicion
de que los coeficientes de las derivadas de orden superitar®ira la derivada del
orden deseado sean cero.

El nimero de puntos en los que se expanda la serie de Tayli¢x)ddrededor dex; y el
orden de truncamiento de ésta, determinaran el orderegésfim de la aproximacion. Por
ejemplo, supbngase que se desea encontrar la primeradkedeu a presicion de cuarto
orden, entonces, basta con encontrar la combinacionctamel tipoAu(x— 2AX) + Bu(x—
AX) +Cu(X) + Du(x+ AX) + Eu(x+ 2AX) tal que los coeficientes dgx) y de las derivadas de
segundo orden y superiores sean cero[13]. En el caso ceitdragdpresion es la siguiente:

8(Uiva — Uia) — (U2 —Uip) _ QU
12AX o0x

+ O(AXY), (3.12)
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Cabe mencionar que también se pueden calcular aproximescimon una selecciobn
de puntos cercanos no simétrica. Al conjunto de puntosausada aproximacion de la
derivada se le llamBsténcil El uso de esténciles desbalanceados (con puntos Umtame
la derecha, a laizquierda o una combinacion de ambos itespelqunto de interés) es (til,
por ejemplo, para calcular derivadas cerca de las frontlerage puede no haber suficientes
puntos para usar aproximaciones centradas. Para enclastepresiones de estos casos
se procede de la misma manera. Los resultados de variapealesde puntos vecinos para
encontrar derivadas con precisi®fAx?) se resumen en las siguientes relaciones:

O = C[3Ui_g — 16Ui_3 + 36U;_p — 48U,_1 + 25u;] + O(AX?)

AU = C[-Ui_3+ 6u_p— 18ui_1 + 10u; + 3u;,1] + O(AXY)

Oxu; = ClU_2 — 8Ui_1 + 8Ui,1 — Uiy2] + O(AXY)

o = C[-3u_1 — 10u; + 18U;,1 — 6U;,» + Ui,3] + O(AXY)

axui = C[—25Ui + 48Ui+1 - 36Ui+2 + 16Ui+3 - 3Ui+4] + O(AX4) (313)
dondeC = %,

12Ax

3.1.3. Derivadas de segundo orden

En este caso, la combinacion de las expansiones en seriayttg deu en puntos
vecinos ax; que se requiere es tal que los coeficientes de las derivadaiele cero,
uno, tres y superiores sean cero. Asi, por ejemplo, laadaide segundo orden con error
~ O(AX?) es

(U1 — 2ui + Uisy) 6% >
= — + O(AX?), 3.14
En resumen, se conoce ya la manera de calcular las aprogrimeacpara derivadas
de cualquier orden y con la precisibn que se requiera. Ssept@n a continuacion las
expresiones que aproximan la derivada de segundo orderfiudeianu con ET deO(AX?)
y O(Ax*) usando esténciles centrados y desbalanceados:

OxxUi = ClUi-g — 2U; + Uiy1] + O(AXY)
Aoli = C[-Ui_z + 4Ui_p — 5Ui_1 + 2u] + O(AX?)
Oxxti = C[2Uj — BUisq + 4Uis2 — Uiya] + O(AX) (3.15)



3.1. Diferencias Finitas 51

Oyl = C[-10Uis + 61U 4 — 156U 5 + 214 5 — 154U 1 + 450 + O(AX)

Ol = ClUi_g — BUi_3 + 14Ui_, — 4Ui_y — 15U; + 10u;,1] + O(AXY)

Ol = C[-Ui_p + 16Ui_1 — 30U; + 16Ui.1 — Uiso] + O(AXY)

Oxxti = C[10Ui_3 — 15U — 4Ui,1 + 14Ui,p — BU;,3 + Ujyg] + O(AXY)

Ol = C[ABU — 154U, + 214U,5 — 15605 + 61U.4 — 10U,5] + O(AX?) (3.16)
1

dondeC = ﬁ para el sistema (3.15)@ = 1 en las expresiones (3.16).

3.1.4. Convergencia

Debido a que se esta tomando una version discreta de opesatiferenciales, no debe
perderse de vista que la solucion numérica es Unicanu@ateproximacion de la solucion
en el continuo. Es necesario entonces establecer unajeeivalide que la discretizacion
esta acercandose efectivamente a la solucion en elncansi se calcula parAx cada
vez mas pequefios. En la medida en que la malla construrdaepdominio de la EDP
tenga mayor resolucion, menor sera el error con que aa agrroximando los operadores
diferenciales a sus equivalentes en el continuo, y por fardaproximacion en diferencias
finitas de una ecuacion diferencial es mas precisa.

Supobngase que el error obtenido al aproximar las derivadasus expresiones en
Diferencias Finitas e&rror ~ O(Ax?) para cierto valor de&\x. Si se define una nueva
malla con espaciamientvx, = ATX conk > 1, entonces el error correspondiente a esta

nueva resolucion sefarror, ~ O Ak—éz), es decir, disminuira cuadraticamente respecto a la
primer resolucion. Si se usan aproximaciones mas pegsaejemplo, con ET O(Ax%),

el error para la malla més fina se vera disminuido por urmfzct&(K—ﬁ). Enresumen, larazon
entre los errores de dos diferentes resoluciadneg Ax, con ET~ O(AX") es

Error ( Ax) _ .
Error, LAX '

Respecto a la solucion numérica de EDPs definidas en umilmespacio-temporal,
como los sistemas ADM y KST que se resuelven en este tralaajiisdretizacion no solo
se aplica al dominio espacial, sino también al temporahhase muestra en la Fig 3.3.
Considérese una funcidnque es solucion numérica de la EDP a un tiempo dado con una
precision de segundo orden. Si se conociera la soluciaotak, de una ecuacion dada,
el resultado numérico para una aproximacion con efr@(Ax?) puede escribirse en la
forma:

f = fo + EAX? + O(AX),
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donde se ha asumido que el error dominante €$Ax?) y E es una constante; asfror ~
EAX?. Dado que se conoce la solucion exacta, es posible conlaeoecon que se calcula
la soluciébn numérica usando distintos valoreadeSeanf; y f, dos soluciones numéricas
calculadas usando las resolucionesy %X respectivamente (0 sea= 2). La razbn entre
los errores es la siguiente:

fl - fo _ AX? + O(AX3)
f2 — fo B %AX2 + O(AX3)

= 4+ O(AX). (3.17)

En este caso se ha supuesto que la fun€idapende solamente de la variaklgorque
se calcula el error para un valor tiijo. El nUmero cuatro en (3.17) se llankactor de
Convergencia (FCy debe ser evaluado en cada punto de la malla donde se haadalcul
la funcion f[13]. Por tanto, en el caso de un calculo numérico llevadal® con aproxi-
macion de segundo orden, debe obtenerse un factor de gencé de 4= 22 para poder
concluir que la solucion converge a segundo orden, es,dpmrcumple con lo predicho
por la teoria en (3.17). De manera analoga, es posibleranagte si la aproximacion es de
cuarto orden, el factor sera 624,

Evidentemente no siempre se conoce la solucion exactasdedRs, aln asi es posi-
ble analizar la convergencia de los resultados numériaoighdo uso de tres resoluciones
distintas (no dos como en el caso anterior). Este anabsimmadoEstudio de Autocon-
vergencia Si ademas dd; y f, definidas antes se calcula la solucifande la EDP con
resolucionAx/22, es decir, considerando nuevamente 2; se puede calcular la razén
siguiente:

fi—f,  AXR—2AX + O(AX%)
fo—fs  1Ax2 - LAX2 + O(AX3)
AX? + O(AX3)

=7 =4+ O(AX)
2A%2 + O(AX3)

(3.18)

donde se observa el mismo comportamiento de la ecuacibn)(Este analisis es el que
se aplica a los resultados de este trabajo para probar qeertoes obtenidos se deben
unicamente al método numérico y a ningln otro factondCetamente se estudia la con-
vergencia de las ecuaciones de constriccibn para moaitoree las violaciones a éstas
decrecen a medida que la malla se hace mas fina. Al utilitanekes de cuarto orden de
precision, y un refinamiento correspondiente a un valor €2, se espera que el FC sea
de 16 para en cada punto de la malla y en cada nivel de tiempo.

Es importante no perder de vista que hemos considerado tadmée Diferencias
Finitas Gnicamente como una herramienta para aproximasad@s de una funcion. Esto
sera util al momento de plantear las derivadas espagalesun sistema de ecuaciones
gue evoluciona en el tiempo, justamente como el sistema)(.22.41). En este punto
se cuenta con lo necesario para escribir numéricamentaiabros derechos de dichos
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sistemas. La tarea ahora es definir un algoritmo que cal@@ediucion de las variables en
el tiempo.

3.2. Algoritmo de Evolucion

La evolucion de datos consiste en determinar el valor defumezion en el puntaf
a partir de los datos en niveles de tiempo previos. La etgdettiempo discreto es el
superindice erfi, de manera que al hacer referencitl aignifica la evaluacion déen eli-
esimo punto del dominio espacial yreesimo punto del temporal (para tode 1, ..., Ny y
n=1,..N;).Como se ha visto, el formalisma-2 proporciona un sistema de ecuaciones
de la forma:

ot =rhg(f) (3.19)

dondef es la variable a evolucionarms(f) (right hand side de fps una funcion que
depende tanto de variables independientes como depegsli&stpreciso entonces adoptar
un método de evolucion, es decir, un algoritmo que perputeocerf™! a partir de sus
valores en tiempos previos. Se eligdvitodo de Lineas (Molpara tal fin.

La idea basica del MoL es reemplazar las derivadas espa@aluna EDP con aproxi-
maciones algebraicas de modo que se tiene una versiodiserata del sistema a resolver[16],
esto es:

o f = [rhe(f) (3.20)

Esta es laversiobn Semidiscretpues Unicamente la parte derecha aparece en forma
discreta, denotada usualmente carng(f) (right hand side de ). La expresion (3.20) re-
presenta una una ecuacion ordinariat graraf para cada valor de es decir, se tienen
Ny ecuaciones diferenciales ordinariasteate f. La solucion de cada EDO se calcula in-
tegrando en el tiempo, inicialmente de= 0 — n = 1 para toda. Una vez determinados
los valores def!, se puede construir la solucion correspondiente=a2 y con estos Ulti-
mos la solucion em = 3, etc. En este sentido, se puede ver a la integracion defcada
el tiempo como una linea en el dominio espacio-temporal yoe®sto que el método se
denomina “de Lineas”. La tarea ahora es aplicar un algordmintegracion para EDOs
conociendo las condiciones iniciales del sistema. En pabras, dado el dominio de in-
terés Kmin, Xmax] Y l0S valores de‘io, se requiere calcular los valores fleconi = 1,..., N,y
n=1,...,N;. Cabe mencionar que para los casos en gu# ei = N, es necesario imponer
condiciones de frontera que dependeran del problema eti@ueUna descripcion grafica
de lo anterior se muestra en la Fig 3.3. Se usa en este trdbagti@do de Runge-Kutta
como integrador en el tiempo, el cual se describe a contibmac



54 Capitulo 3. Métodos nunericos

Fronteras

Punto de/

dominio
discreto

Datos iniciales t=0

Dominio espacial

Figura 3.3: Se muestran los elementos del dominio espanipdral discretizado para la solucion de una
EDP que involucra una coordenada espacial y una temporal.

3.2.1. Metodo de Runge Kutta

Este método aproxima la solucion de una EDO con valoregies. Entonces, dados
los valores iniciales para la ecuacigft) = f(t, y(t)), el método de Runge Kutta (de orden
s) tiene la siguiente expresion para la funcioa tiempot + h:

S
Yni1 = Yo+ h > bk, (3.21)
i=1

dondeh es el incrementat entre los sucesivos puntasy t,,;. Los coeficientes; son
terminos de aproximacion intermedios, evaluado$ de manera local.

S
k=flt+hg.ya+h > ajk| i=1..s (3.22)
=1

cong;j, by, ¢ coeficientes propios del esquema numérico elegido, dégreedle la regla

de cuadratura utilizada. Los esquemas Runge-Kutta puedaxglicitos o implicitos de-
pendiendo de las constantgsdel esquema. Si esta matriz es triangular inferior con todos
los elementos de la diagonal principal iguales a cero; e, @gc= 0 paraj =i, ..., S, los
esquemas son explicitos.

En este trabajo, se utiliza el método de Runge-Kutta denodd@grK4) explicito, que
esta dado por las siguientes expresiones:
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Kk =
ke =
ks =
k, =

Ynelr =

hf(Xn, Yn)
hf( +5h +5k)
Xn 2 ,Yn 2 1

1 1
hﬂm+§hw+§b)
hf(X, + h, Yo+ ks)

1 1 1
—k1+ —k2+ —=

htgatziets

ks + ék;; + O(h°).

Finalmente, el Método de Lineas se puede ver como unanhiemta que permite re-
solver una EDPs compuesta de dos partes: por un lado, el leesmbe los operadores
de derivacion por sus expresiones en diferencias finitasrytro lado, un algoritmo para
integrar en el tiempo como el RK4 descrito anteriormentée Esquema numeérico es el
gue se implementa para resolver los sistemas (2.27) y (R ld%)resultados se muestran a

continuacion.






Capitulo 4

Evolucion

4.1. Consideraciones preliminares

En este punto ya se ha definido el sistema de ecuaciones geregaske ha elegido un
método numérico adecuado a las condiciones del probldeta] manera que el problema
de resolver las ecuaciones de Einstein para un agujero eegsimetria esférica en el
vacio puede ser atacado. Sin embargo, se deben teneigainasiconsideraciones extra, a
saber, las concernientes a las singularidades asociagesbé##ma. Dichas singuaridades
bien pueden ser fisicas o bien un problema de coordenadagjdmplo, si se utilizan
coordenadas de Schwarzschild, se tendra una singuladiel@adordenadas en = 2M,
misma que se puede evitar utilizando otras coordenadas eugapezcan regulares en
este punto (como las de Eddington-Finkelstein). Un ejentipico de una singularidad
fisica aparece en este mismo problema en0 pues su naturaleza misma implica que los
invariantes de curvatura sean singulares en este punt@ng¥o¢uidado al respecto podria
conducir a céalculos errados.

En lo que respecta a la singularidad fisica en el origendaara de evitar la evolucion
en esta region consiste en remover un trozo del dominicenigmen el que esté conteni-
da; esto en cada hipersuperficie espacial. Ademas, lagmoremovida debe encontrarse
dentro del horizonte de eventos. Es importante mencioreesio solamente es posible en
sistemas de coordenadas que penetren el horizonte y erassteecusan las coordenadas
de Eddington-Finkelstein; asi, lo que ocurra en la frantendera a desplazarse hacia la
singularidad [17]. Las coordenadas de Schwarzschild ndistas puesto que presentan
una singularidad en= 2M y los conos de luz tienden a cerrarse a medida que se aproxi-
man a esta region. Al método descrito se le conoce ddieétodo de excisiarLa frontera
del trozo removido se conoce como frontera de excision yegetdr.,.. Como ya se dijo,
la fontera debe cumplire,. < 2M y en el caso especial de hoyos negros esféricamente
simétricos escritos en coordenadas esféricas, dichtefides una esfera de radie: reyc
Entonces, dada la estructura de los conos de luz dentro debhte de eventos, en la

57
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frontera de excisiobn no es necesario aplicar condicioadsotitera, lo que se hace es sim-
plemente extrapolar los valores de las variables que se@wakn, usando valores en los
puntos vecinos [18].

4.2. Formulacibn ADM

4.2.1. Evolucon de un agujero negro en el valo en coordenadas EF

Las coordenadas de Eddington-Finkelstein (EF) tienenddidad de que penetran el
horizonte de eventos con conos de luz abiertos, a diferelgclas coordenadas de Sch-
warzschild. Lo anterior implica que en coordenadas de EddinFinkelstein no se pre-
sentan singularidades asociadas al sistema de cooordeEhééemento de linea es:

ds = - (1 - 2TM)dt2 + @dtdﬁ (1 " ZTM)drz + r’(de” + sirf 6d¢?), (4.)

a partir del cual se tiene informacion exacta sobre coodes iniciales y de norma.
Omitiendo los téerminos que involucran materia, el sist¢27) es:

Oy = —2aKy +,8rar7rr + 2’}’rrar,8r,
Ovee = —2aKgg + B 0ryee,
2
8tKr,— — _arra + (ar’)/rr)(ara) + g (aryﬁﬁ)
2yre 2\ v
_ aarryee + a(arYrr)(arVHH) 420 Kir Kgg
Yoo Y1 Yoo Yoo
K2
- ay_" +:8rarKrr + 2Krrar,8r,
rr
at K99 — _ (ar’ygg)(ar a) _ a,arr')/%
27’rr 27’rr
0 0 K K
a( r'}’rr)(2 r799) n a/[l n rr 99] +,Brar K
47rr Yrr

4.2)

Para la solucion del sistema, se imponen condicionesleily de frontera que seran
descritas en los siguientes apartados.
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Condiciones iniciales

Comparando las ecuaciones (2.23) y (4.1), las funcione®deany las componentes
de la 3-métrica toman la siguiente forma [10]:

2M
Y =1+ o Yoo = ré,
1 2M
¥=—-, p=—, (4.3)
1+ 2M I’(l+ @)

conM la masa del agujero negro.
Respecto a la curvatura extrinseca, la ecuacion (2.8)umena las siguientes expresio-
nes para las componentes no triviales:

2M 1+ 7
Krr = _r_z—ZM’
1+T
2M
K = ———. (4.4)

Estas expresiones correspondientes a la solucion de Sdohdd en las coordenadas
de Eddington-Finkelstein se toman como las condicionesaleis de las variables,, v,

Krr, Koo, @ yﬁr-

Configuracion numérica

El dominio espacial §yin, Xmax] S€ definidé para los valores dee [1M,201M]. En
adelante se usarapara hacer referencia a la coordenada espacial (pues aa¢rama
coordenada radial), es decir, el dominio espacial serdéiexMalo | min, Fmad- Se eligieron las
siguientes resolucioneAr; = 0.1M, Ar, = Ary/2,Arz = Arp/2,Arq = Arg/2,Ars = Ary/2
y s = Ars/2. Una vez que se establece la resolucion espacial, lai@8oltemporal queda
definida por eFactor de CouraniAt/AX, que en este trabajo toma un valiyAx = 0.25.

En el sistema (4.2) se tiene especial cuidado al implemgaerminos de adveccion
de tipoB'a, f pues estos podrian afectar la causalidad del algoritmeaeaa@dn. Con el
fin de evitar desconexiones causales, se utilizan estsradéisbalanceados con puntos a la
derecha s8" > 0y a la izquierda en caso contrario.

Las funciones de normay 3 se actualizan usando las condiciongs/y,, + 8 = 1
y —2aKg + BO,y06 = 0, esto garantiza que+ r es una coordenada entrante nula y que
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Condiciones iniciales
3 T T T

Figura 4.1: Valores iniciales para las funciones métnycds curvatura,, Ky y Kgg; asi como las condicio-
nes de norma, 8. No se presenta la componentg = r2.

dryee = 0 respectivamente. Este es un sistema algebraico de dasi@oes para y 3 que
se resuelve en cada paso de tiempo [18] [8].

La evolucion en el tiempo se lleva a cabo con el integradoig@tKutta de cuarto orden
descrito por la expresion (3.23) duramnte [0M, 100M].

Condiciones de frontera

Se utiliza la técnica de excision para el radio internodtahinio y el valor de las
variables de evolucion an,, es calculado mediante la interpolacion de Lagrange déauar
orden. Cabe mencionar que se tOm@ = lexc

En la frontera externa se imponen condiciones de fronteliatreas con la finalidad de
gue las posibles fluctuaciones en la geometria salgan fgopesto evitando que entre in-
formacion que contamine los resultados. Aqui se asumiaguariables;; y Ki; obedecen
la siguiente ecuacion en el radio externo:

O+ f+(f-T)/r=0 (4.5)

dondef, es el valor asintotico de la funcion correspondiente. Gaaso particular, para
la componente métricg, se hace una extrapolacion de cuarto orden debido a queoel val
asintotico diverge pueg, ~ r.

Debido a que la formulacion ADM no tiene los modos perfeeata caracterizados,
se resuelve el problema manteniendo la frontgga causalmente desconectada pues se
analizan los resultados Unicamente en el dominio espacia[1M, 101IM]. De manera
gue las fluctuaciones que pudieran estar entrando por leefeoexterior no afectan los
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resultados en el dominio de interés.

Resultados

Se logro implementar el codigo que soluciona el sisten®).(&na prueba de que el
codigo funciona es que, debido a que el problema fisicolirtva un sistema estatico y
gue ademas se usa la solucibn exacta como condicionéaésipara las ecuaciones de
campo en el vacio, los perfiles de las funciones métricasgudvatura extrinseca tiendan
a mantenerse constantes a lo largo de la evolucion, expeptel error que introduce el
hecho de aproximar numéricamente las soluciones, misedejoe decrecer a medida que
la resolucion de la malla es m’as fina. Sin embargo, tendrodiperfiles constantes para
virr Yoo, Kir Y Kgg NO €s suficiente para determinar si los resultados nuns&s@mocorrectos.
Las variables que describen el campo gravitacional guaedaciones que deben cumplir-
se para todas las hipersuperficies; estas relaciones secifespmente las constricciones
(2.28) y (2.29). En otras palabras, las constriccionegsgmtan el error en los calculos, es-
te error debe converger a cero con resoluciones mas finamntedor se verifica mediante
las pruebas de convergencia descritas en el capitulo 3eSerman graficas de la evolucion
de las constriccion Hamiltoniana para diferentes valdesisen la Fig. 4.2, en la cual se
muestra la convergencia para dos resoluciones difereatiesndalla.

Otra manera en la que se prueba la convergencia de las coistes es calculando la
norma-2. Dada una funcidéhdefinida en el dominio, la norma-2 se define por

(4.6)

dondeN es el nUmero de puntos en la malla. Esto se realiza para esdade tiempo
durante toda la evolucion. Los resultados se muestran Eigla.3 para las resoluciones
Arq, ..., Ars.

4.2.2. Evolucon de la solucon exacta con una norma no trivial

Hasta el momento las condiciones iniciales y las funcioeesadma han sido seleccio-
nadas de tal manera que las componentes de la métricadadude la curvatura extrinseca
permanecen constantes a lo largo de la evolucion. Poradim ke ha visto que las cons-
tricciones no dependen de las funciomeg B; por lo que un cambio en estas funciones
debe igualmente satisfacer las constricciones indepetetieente de que el perfil las coor-
denadas no permanezca constante.

Se estudia ahora el caso en el que la funcion lapso se matifieesigiuente manera:

a = Qg + a (47)
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Figura 4.2: Evolucion de la constriccibn Hamiltoniana ks resolucionesArs y Ary parat =

0,20,40,60,80,100. La linea verde representa la violacion de la cortstmicdebida a la resoluciofry,

la linea morada corresponde a la violacion debida a ldueiém Arz. Se multiplica la resolucionr, por

el factor de convergencia y se grafica con circulos azulégede¢ que estos puntos quedan justamente so-
bre la linea morada, lo cual indica que los resultados sosis@ntes pues la violacion de la constriccion
Hamiltoniana decrece en el orden esperado con mallas na&s fin
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o
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Figura 4.3: Se muestra la norrha de las constricciones Hamiltoniana y de Momento usand®aiesolu-
ciones distintasAry, ..., Ars. Se observa que conforme se aumenta la resolugdigriM convergen a cero a
cuarto orden.

dondeagr es el valor exacto del lapso de la solucion de Schwarzchildomrdenadas
Eddington-Finkelstein y = Ae (~"9/** una perturbacion gaussiana; explicitamente:

1
@=— — + Ag (-ro?/o? (4.8)
1+

Se evoluciona el sistema manteniendo el factor de Couraas yelsoluciones de la
malla iguales a las usadas en la seccion anterior. Se sans&rmbién las componentes
virs Yoo, Kiry Kgg ¥ 12 funciong correspondientes a la solucion exacta de Schwarzschild en
coordenadas de Eddington-Finkelstein. En resumen, lafi@ones iniciales son:

Yo = 1+ZTM’ Yoo = 1%,
koo 2M LET K, - _2M
o1+ M 1+24
@= 1 A p-_2M (4.9)
1+ 24 r(1+2)

En este caso se toma un dominio espacial[1M, 51M] y el pulso gaussiano recibe
los parametrosA = 1 x 1073, rg = 26M y o = 3. El tiempo de evolucion considerado es
t € [OM, 50M].
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Yrr

05 |

™

Figura 4.4: Evolucion de la componente de la 3-métrica utilizando una norma distinta a la exactalen
vacio.

Resultados

Como se anticip0, usar una funcién lapso distinta a latexamvocara dinamica en
las variables de evolucion g, ye K., Kg). Este efecto puede apreciarse en la Fig 4.4.
La validacion de los resultados obtenidos se efectlaangglias pruebas de convergencia
mencionadas en el Capitulo 3. La Fig 4.5 muestra la 2-nomniagi constricciones Ha-
miltoniana y de Momento, en ella se observa que con la rei$olua,, la violacion de la
constriccibn no converge a cero con el orden deseado. Erast se dice que la solucion
numeérica se encuentra fuera del regimen de convergencia.

4.3. Formulacibn KST

4.3.1. Evolucdn de un agujero negro en el vailo en coordenadas EF

El sistema de evolucion correspondiente a la formulakiSi que se resolvera en esta
seccion es el sistema (2.41) pero omitiendo los terminesmyolucran materia, resultando
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M M

Figura 4.5: Se muestra la norrha de las constricciones Hamiltoniana y de momento usandocctego-
luciones distintasAry, ..., Ary. Se observa que conforme se aumenta la resolu¢ipiv convergen a cero a
cuarto orden; sin embargo, la resolucitmn esta fuera del regimen de convergencia.

atgrr = ,Brargrr - 2N Krr + Zgrrarﬁr,
r
&gt = B'0:gr — 2NKr + Z'BTQT,

N f f 1 4f K K
O = B 0K = =0 fur + N[22 (— +2 - —T) L (2—T - i)

rr Orr \ Orr r Or I’2 T Orr
frT 2 2 ~ ~\2 4 frrr ~ r
- 6 - - ar |nCY - (ar |n a) +|-—— ar |n al|+ 2Krrarﬁ )
gT r grr

N K 1 2f2  f r
Ki = B9Kr——8,fr+N[Ki—Z+ = - =T _ THna|+ZK
Ole = Bok - ot + ( "o T T gegr g o)

Kr(,f f 2 f f
at frrr = ﬁrar frrr - Nar Krr + N|:4grr_T(3£ - ﬂ + - - ar |n &) - Krr (101 + ﬂ

Or Or Orr Or Orr
- % +4,1n a)] 4308 + Gud?B,
r
Ofr = Bofir - NOKy + N[KT(zg—T - % — 4, In a)] ; (8r,8r ; T)frT, (4.10)
T rr

Este sistema esta ligado a un conjunto de cuatro ecuadenamstriccion que corres-
ponden a las tipicas Hamiltoniana y de Momento, mas lastdooiones para las variables
auxiliares usadas en esta formulacion
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C — arfrT_ g— + frT (g+7frT_h)_ﬁ(&+ﬁ):O
grrgT 2r gT grrgT r 2gT grr gT grr 2gT

C = 8rKT+%—fr—T(§+ﬁ):O
rr

Or rgr  Or Or
89, f
Crir = argrr + G It - 2frrr =0
Or
2
Crr = 0,0+ % _2fr = 0, (4.11)

Detalles sobre la solucion del sistema, condicionesdtesiy de frontera seran descri-
tos a continuacion.

Condiciones iniciales

Con el fin de mantener a la geometria de Schwarzschild imdiggete de, se eligen
las funciones métricas en las coordenadas de EddingtielBtein entrantes como con-
diciones iniciales. En este sistema de coordenadas, laigolde Schwazschild toma la
forma:

2M
grr—1+T’ gr =1
oM -1 -1
(2 g2 (o)
r r r
1 1
2 2
o =2 M) 2 - 22
r r r r r
frrr = %(4"‘ y), frT = :FL. (4.12)

Estas condiciones iniciales satisfacen al sistema deromishes (4.11). Se presenta
una grafica con los valores de estas condiciones inicialésleig 4.6.



4.3. Formulacion KST 67

™M

Figura 4.6: Valores iniciales para las funciones métricds curvaturay,, K, Kr, de las condiciones de

1

normae, 5 y de la variable adiciondl,, . No se presenta la componente= 1 ni la funcionf,r = =.
r

Configuracion numérica

Se defini6 el dominio espaciak [1M, 101IM] y se eligieron las resolucion@ss, ..., Arg
fijadas en la seccion anterior. Se mantiene el mismo Faet@Qudirant-C = 0.25.

El tratamiento de términos de adveccion en el sistemd®)44 el mismo que se se
utiliza en el sistema (4.2), es decir, se utilizan estesalesbalanceados con puntos a la
derecha s8' > 0y a la izquierda en caso contrario.

La evolucion en el tiempo se realiza también usando ebdwetle Lineas con el inte-
grador RK4 duranté e [0M, 500M].

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera se imponen en el sistema (4sH))do la descomposi-
cion caracteristica que permite la formulacion KST. 8estderan Gnicamente los campos
caracteristicos que se propagan hacia adentro del doeoniputacional. En la frontera
internar,, N0 es necesario implementar ninguna condicion puestoagles ios campos
caracteristicos salen del dominio hacia la singulari@atb significa que los conos de luz
apuntan hacia la singularidad eg: 0.

En la frontera exteriorm,ay, por otro lado, los campos tienen modos tangenciales y
radiales entrantes y salientes. En este caso hay cuatrmsgmgpagandose hacia adentro
del dominio a través dg,ax que eventualmente pueden contaminar la solucidon nueéric
Estos campos y sus respectivas velocidades son
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Uro = O, Ve = _,Br,
U? - gT’ VC = _ﬁr’
. f
Ur =Ky £ \/r%, Ve = = £ agr
frT
Ur =Ky + , Ve= -6 +a
T T @ c ﬁ Or

Se imponen condiciones de frontera denominadas “freezinditons”, que consisten
en aplicar a los campos entrantes la condicion

(9tU = O

Estas condiciones de frontera por tanto congelan los modoaes y ello permite la
evolucion del espacio-tiempo por tiempos prolongados.

Resultados

La implementacion del codigo que soluciona el sistemB){entrd en el regimen de
convergencia a partir de la malla con resolucksp, como se observa en la Fig 4.7. Nue-
vamente se han elegido condiciones iniciales que mant@ihegeometria independiente
del tiempo, de modo que los perfiles de las variables de adolse mantienen constan-
tes como en el caso de la formulacibn ADM. De igual manerap@eitorea la violacion
de las constricciones como un indicador de que el error aldatecrece cuando la malla
es mas fina y se someten los resultados numeéricos a lasagrdelconvergencia que se
han aplicado anteriormente. Se evoluciona el sistema hasf#0M para comprobar que
la evolucibn se mantiene convergente para valoresgtandes. El error de redondeo es
alcanzado er 107! Se presenta la 2-norma de las constriccid®g<C, en la Fig 4.7.

4.3.2. Evolucon de la solucon exacta con una norma no trivial

En esta formulacion también se modifica la funcion lasoel fin de generar dinamica
en las variables de evolucion. Al igual que en la formwacRDM, las constricciones
deben satisfacerse puesto que son independientes dedasiesde norma.

La modificacion de la funcioa se lleva a cabo sumando un terminodrrespondiente
a un pulso gaussiano

a = Q/KST+& (413)

dondeayst es el valor exacto del lapso usado en esta formulacionidbgrhente:
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Figura 4.7: Grafica de la norma de las constricciones Hamiltoniana y de Momer@oy(C;, respectiva-
mente), correspondiente a las resoluciofes..., Ar7. Se observa que la 2-norma se estabiliza en un periodo
corto de tiempo y se mantiene asi a lo largo de la evoluddtese que en la norma de la resolucion se

ha alcanzado el error de redondeo de la computadora y paseefp@rciben ligeras variaciones en la region
donde los otros resultados se mantienen uniformes.

-1
a= (1 + @) + Ag (rro/o”, (4.14)

La Fig 4.8 muestra la diferenciay axst. Se evoluciona el sistema manteniendo el
mismo factor de Courant y las mismas resoluciones de laeaaierior. Las condiciones
iniciales en este caso son también las expresiones (€4&pto por la nueva funcian
recién definida.

En este caso se toma un dominio espacial[1M, 51M] y el pulso gaussiano recibe
los parametrosA = 0.1,ro = 5M y o = 0.05. El tiempo de evolucion considerado es
t € [OM, 500M].

Una diferencia importante es que ahora se implementan wmascones de fronte-
ra enrmax que preservan las constricciones “Constraint-Prese®mgdary Conditions”
[11]. Estas condiciones de frontera son elegidas pues lediaones iniciales no son las
exactas, por lo que es necesario saber como se propagam$dsgaciones a lo largo de la
evolucion de las variables principales; esto se logranbbelo la derivada temporal de los
miembros derechos de las constricciones (4.11) y reempulazas derivadas temporales
por los rhs de las ecuaciones de evolucion (4.2); finalmsmnteescriben las variables prin-
cipales en téerminos de las constricciones y sus derivegfsciles. La informacion que
brinda la estructura caracteristica del sistema de enolwte las constricciones es usada
para establecer condiciones de frontera que presenasaohstricciones en las fronteras.

Se encuentra que las condiciones de frontera para las cemi@smmeétricas son
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0.3 I I I I

Figura 4.8: Se muestra la nueva funcion lapso. La lineéirnoa corresponde @ = axst + @ Yy 10s puntos
representan a la solucion exaatas 1.

f
0t 291 0i8 — 2aK; — 89réTrT,8 + 2frrrﬁ,

6th = —ZCYKT+2,8frT. (415)

Las condiciones de frontera de las variables restantessanismas que en la solucion
exacta.

Resultados

Como era de esperarse, definir una funcion lapso distit@xecta ocasiond dinamica
en las variables de evoluciogi(, gr, Kir, K1, fir Y fi1) pues todo el sistema (4.10) depende
dea através de la funcibN. Se muestra este efecto paraen la Fig 4.9. Las pruebas de
convergencia para las constricciori@y C, para este caso con dinamica se presentan en
las Fig 4.10.
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Figura 4.9: Evolucién de la componemgie de la 3-métrica empleando una funcién lapso que geneaagin
ca. Se muestran los perfiles en distintos valores de t, a,$abr5, 10, 15, 20, 25, 30.
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Figura 4.10: Se muestra la convergencia de la ndrgnde las constriccioneS y C, usando cuatro resolu-
ciones distintasArs, ..., Arg. En este caso con dinamica se observa también que el erestabiliza en los
primeros valores dejusto como en el caso de la norma exacta.
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Conclusiones y comentarios finales

El trabajo que se acaba de presentar se ha enfocado en ekt@dialucion de un agu-
jero negro esféricamente simétrico y en el vacio a pdetatos formulaciones distintas de la
Relatividad General. Para conseguirlo ha sido necesaxéo ten entendimiento claro de las
ideas centrales de la misma Relatividad General para pmstente comprender las pro-
piedades del espacio-tiempo que permiten desarrollarsd@imulaciones ADM y KST.
Ademas, ha sido indispensable hacer un analisis de lasdo&€numéricos adecuados para
problemas de valores iniciales. Al combinar el formalisme Bcon la parte de métodos
numericos, se estuvo en condiciones de obtener la evold@l sistema de interés.

La implementacion de los sistemas de evolucion se imigdporcionando condiciones
iniciales muy particulares que mantenian estatica adangéria del espacio-tiempo. Esto
se pudo hacer debido a que un agujero negro esféericamemdgrisp tiene una solucion
exacta en ausencia de materia. Dicho esto, cabe mencioaaambién se ha presentado
el procedimiento para encontrar la solucion exacta. Masse han incluido ejemplos para
ambas formulaciones en los que la geometria evoluciomrs, guila practica lo mas comin
es resolver sistemas en los cuales la geometria del egpemioo presenta dinamica.

Es importante decir que todos los resultados arrojadosgsoaljoritmos numéricos
fueron sujetos a las pruebas de validacion corresporedienbteniendo en todos los casos
resultados que reproducen lo predicho por la teoria de &sdns numeéricos.

El agujero negro tratado en este trabajo, alin siendo ungonabmas bien de caracter
formativo, puede complementarse de diversas manerasjgmople: agregar una nube de
gas ideal y estudiar la acrecion, considerar un agujermmetante con carga eléctrica, etc.
El problema resuelto aqui es ciertamente el primer pasa kasolucion de problemas im-
portantes, entre los que se encuentra la evolucion demsistinarios de hoyos negros con
estrellas de neutrones, cuyo proposito es modelar laggfsiemas importantes de radiacion
gravitacional. Otros problemas que se pueden modelar séundates de rayos gamma, jets
relativistas de los discos de acrecion, rotacion de ggdartc.

Personalmente, desarrollar esta tesis me ha proporcidresks solidas para poder
resolver problemas mas complejos. He aprendido a servaukery critico y de los re-
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sultados que se obtienen al aplicar métodos a sistemessfimdemas del conocimiento
teorico.



Apeéendice A

Variedades Diferenciables

Definicion Sean € N. Unavariedad (C*-)diferenciable de dimensiom es un con-
junto M con una familia de mapeos biyectivos: U, c M — V, c R" tal que

() | Ju. =M,

(i) paratodosy, S tales qudd,s := U, N Uy # @, los conjuntosp,(U,g) Y ¢5(Uss) SON
abiertos eR" y los mapeos

¢aﬁ = ¢[)’ ° ¢;1 : ¢a(Ua,8) - ¢B(Ua,8)
sonC®>-diferenciables.

(i) La familia {(U,, ¢,)} es maxima con respecto a las condiciones (i) y (ii), es dsicir
{(V,,¥,)} es otra familia que satisface (i) y (ii), entondé€s,, v,)} C {(U,, ¢o)}.

Cada parl,, ¢,) se llama unaarta local o unsistema local de coordenadadJna
familia de cartas locale§U,, ¢,)} que satisface los puntos (i) y (ii) se llama atlas
diferenciable de M. Un atlas diferenciable que es maximo en el sentido de pliijtee
llama unaestructura diferenciable sobreM[19].

En el problema tratado en este trabdybrepresenta al espacio-tiempo. Por suerte, en
el caso esféricamente simétrico, el espacio-tiempogged cubierto con Gnicamente un
mapeayp,,, que resulta ser el mapeo identidad. Es decir, usar coatdsike Schwarzschild
o de Eddington-Finkelstein resultd suficiente para dbsdotalmente el problema.
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Apéndice B

Derivada de Lie

La derivada de Lie provee una manera de comparar campogsitdes@n diferentes
puntos de la variedad, ya que éstos viven en diferentesiesp&n otras palabras, da una
nocion de derivada de un tensor. Esta derivada que no demnth existencia de una
métrica se describe a continuacion.

Considérese una familia de curv@g asociada a un campo vectorial A esta familia
de curvas se le denomir2ongruenciade V. Esta congruencia de curvas tien¥ @omo
vector tangente, es decir

_de
Coda

dondeA es un parametro que varia a lo largo de la curva. La congiai€le curvas provee
un mapeap, de la variedad en si misma. De hecho, en un punto gede la variedad
s6lo hay una curva de la congruencia que pasa a través Berétonsiguientep puede
ser mapeado al puntp“arrastrando”p a lo largo de la curva de la congruencia a la que
pertenece, es decir,

AV

q=¢.p),

dondep = C(1p), g = C(1p + 1), C es la curva de la congruencia a travéspdgeq. Este
mapeo se puede usar para arrastrar tensores del pahpintoq.

La derivada de Lie de un campo vectotiakesta definida de la siguiente manera:

¢~3(Uls,m) = Ulp
; )

£vU = le) (B.1)

dondeg~} arrastra al puntq de regreso @. Para encontrar las componentes de la derivada
de Lie, seau el parametro de la congruendiyy asociada cotJ. Si una curva d€y es

arrastrada una distancia infinitesimaa lo largo del campo vectorigl se encuentra que
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Sa(X) =X+ VR

:>¢/1Ua/ :Ua+/l(dv )

du
= U® + (UPG,VO).

Esto implica que

U« — AUPy,(n05V?) — U
g0 = fim| Y = A e dsV") |p]
A1—=0 A
du~
- — UPgV°
da g

= VBGBU“ - Uﬁaﬁv(’.
Para una uno-forma se tiene

Eyw, = VﬁaﬁV\ﬂ + WﬁGQV'B

y aplicado a tensores toma la siguiente forma

EVTS = Vi, T3 = THO,V + TaasVP.

La derivada de Lie es una manera de escribir las derivadesesrindependientemen-

te de las coordenadas.
El concepto de derivada de Lie resulta Gtil para entongracuacion de evolucion de
las componentes de la curvatura extrinseca en las doslEmimies que se manejan aqui.
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