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Resumen

Esta tesis se enfoca en la implementación de un programa basado en el méto-
do de diferencias finitas para solucionar numéricamente las ecuaciones de la
Relatividad General. Se estudia especı́ficamente la evolución de un agujero
negro esféricamente simétrico en el vacı́o. Se utiliza elformalismo 3+1 de la
Relatividad General y se implementan los sistemas correspondientes a las for-
mulaciones ADM y KST. Finalmente se analiza la validez de losresultados
obtenidos sometiéndolos a las pruebas de convergencia correspondientes.

Palabras Clave — Relatividad General, Agujero negro, Métodos Numéricos,Dife-
rencias Finitas, Relatividad Numérica.
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Abstract

This thesis focuses on the implementation of a code based on the Finite
Differences method in order to solve numerically the Einstein field Equations.
We study specifically the evolution of a spherically symmetric black hole in
vacuum. The 3+1 formalism of the General Relativity is used and the ADM
and KST formulations are implemented. Finally, the validity of the obtained
results is analysed through the corresponding convergencetests.
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

El éxito de la Relatividad General se basa en su alto poder predictivo, que proviene
de modificar radicalmente la concepción de la gravedad. En esta teorı́a se abandona el
concepto de un espacio absoluto y de un tiempo absoluto y se introduce el concepto de
espacio-tiempo, un objeto 4-dimensional que no sólo es un lugar donde ocurren procesos de
un sistema fı́sico dado, sino que debe ser pensado como un campo dinámico que participa
en la evolución del propio sistema fı́sico [1]. En este contexto, la gravedad no es más que
una manifestación de la curvatura del espacio-tiempo debida a una distribución dada de
materia. En consecuencia, el estado dinámico de un sistemaestará determinado a partir de
una distribución de materia y ésta determinará el espacio-tiempo.

La Relatividad General es un ingrediente necesario para describir fenómenos astrofı́si-
cos que involucran objetos compactos [2], por ejemplo, enanas blancas, estrellas de neu-
trones o agujeros negros. Por tanto, se vuelve indispensable poder resolver las ecuaciones
de Einstein que involucren la presencia de materia.

Las ecuaciones de Einstein son complicadas, por lo que se dificulta el tratamiento
analı́tico de una solución general para cierta distribución de materia. El problema se sim-
plifica un poco si se buscan soluciones especiales, por ejemplo aquellas que representan
algún espacio-tiempo que posee simetrı́as: soluciones con simetrı́a esférica o axial, solu-
ciones estáticas o estacionarias, soluciones homogéneas e isotrópicas, etc. Lo que se co-
noce comoRelatividad Numéricasurge de la necesidad de resolver sistemas más realistas
donde se tiene muy poca simetrı́a; ésta intenta solucionarlas ecuaciones de Einstein utili-
zando aproximaciones numéricas y códigos computacionales. Además, el desarrollo de la
Relatividad Numérica ha estado mayormente motivado por modelar las fuentes de ondas
gravitacionales. Se han desarrollado técnicas numéricas robustas que permiten proporcio-
nar a detectores como LIGO o VIRGO los tipos de señales que seesperan provenientes de
las fuentes más comunes[3]. La razón por la que se necesitahacer un tratamiento numérico
es que éstas generalmente no poseen simetrı́as; por ejemplo, dos agujeros negros orbitando
con espı́n no paralelo.

Como primer paso hacia el estudio de sistemas sin simetrı́as, en este trabajo se pre-
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12 Caṕıtulo 1. Introducci ón

senta la evolución de un agujero negro usando las formulaciones ADM y KST (por sus
autores Arnowitt-Desser-Misner y Kidder-Scheel-Teukolsky, respectivamente) de la Rela-
tividad General y considerando que el sistema presenta simetrı́a esférica.

Esta tesis tiene los siguientes objetivos fundamentales:

Ilustrar el procedimiento a seguir para obtener solucionesnuméricas de las ecuacio-
nes de Einstein para el sistema en cuestión.

Implementar el Método de Lı́neas, con el fin de que funcione como base para cons-
truir soluciones a otros problemas.

La estructura de este trabajo inicia dando las nociones preliminares de Relatividad Ge-
neral. En el capı́tulo 2 se expone el formalismo 3+1 de la Relatividad General, ası́ como
las formulaciones ADM y KST con sus respectivas reduccionesa la simetrı́a esférica. En el
capı́tulo 3 se explican los métodos numéricos necesariospara resolver el sistema de interés.
Finalmente se presentan resultados y comentarios finales.

Es importante tener bien claro las convenciones y la notaci´on que se utilizará a lo largo
de esta tesis. Con este objetivo en mente, ası́ como el de ofrecer un corto pero bien definido
marco teórico, se muestran a continuación conceptos preliminares de Relatividad General.

1.1. Nociones preliminares

Variedades y tensores

Un espacio-tiempo puede ser formalmente representado por un objeto matemático con-
tinuo y uniforme llamadovariedad diferenciable, M, que a grandes rasgos modela al
espacio-tiempo como un objeto que localmente tiene aspectodeR4, aunque globalmen-
te es más complicado queR4. Una definición más rigurosa puede verse en el Apéndice A.
En cada puntop ∈ M se puede definir elEspacio Tangente en p, Tp(M), y ese espacio es
isomorfo aR4. Ahora, decir queM es localmente comoR4 se puede entender como que
en una región pequeña alrededor dep, el espacioTp(M) es una buena aproximación a la
variedad [4]. No debe perderse de vista que los espacios tangentes son distintos en distintos
puntos deM debido a que ésta no es globalmente plana.

Las curvas definidas en esa variedad pueden ser representadas paramétricamente como:

x α = x α(λ), λ ∈ R
dondex α son las coordenadas de un elemento deM. Nótese que un cambio de coordenadas
alterará la forma funcional anterior pero no la curva en sı́. Luego, las componentes de los
vectores tangentes a la curvax α(λ) están dadas por

v α = dxα/dλ
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y están definidos en un puntop ∈ M; estos elementos forman el espacioTp(M). Todo
vector enTp(M) se escibe como una combinación lineal de una base{eα} como:

vα = vαeα.

Considérense ahora funcionales de vectores en el espacio tangente. Un funcional lineal
de un vector que va a los reales se conoce como1-forma. Dichos funcionales también
forman un espacio vectorial que se conoce comoEspacio Cotangente, T∗p(M) y éste es el
dual deTp(M).

La base del espacio cotangente se compone de aquellas 1-formas que cumplan

w̃ α(~eβ) = δ
α
β

dondeδαβ es la delta de Kronecker; de esta manera es posible escribir las componentes de
la 1-formaq̃ como

q̃ = qαw̃
α

y se tiene por consiguiente:

q̃(~v) = qαw̃
α(v β~eβ) = qαv

βq̃ α(~eβ) = qαv
α

donde se usa la notación de Einstein para evitar escribir explı́citamente las sumatorias. Es
posible invertir la definición y ver a un vector~v como la función, que dada la 1-forma ˜q,
regresa el número real ˜q(~v). Generalizando esta idea, las aplicaciones multilineales dem
1-formas yn vectores

T : Tp(M)
︸ ︷︷ ︸

n veces

×T∗p(M)
︸ ︷︷ ︸

m veces

−→ R (1.1)

definen unTensorde tipo
(
m
n

)

. Las componentes de dicho tensor son justamente los valores
deT aplicado a los elementos de la base de vectores y 1-formas. Por ejemplo, un tensor de
tipo

(
2
2

)

tiene componentes

Tαβ
µν := T(w̃ α, w̃ β;~eµ, ~eν).

Los tensores están definidos, al igual que los vectores, en un punto. Es posible construir
campos tensoriales con una reglat que asigne a cada puntop ∈ M un tensortp ∈ Tp(M)r

s
* .

A este campo tensorial se le denomina de tipo
(
r
s

)

sobreM.

* SeaTp(M)r
s el conjunto de los tensores de tipo

(
r
s

)

definidos sobreTp(M).
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Tensor métrico

Teniendo en mente los conceptos fundamentales recién descritos, considérese un espacio-
tiempo con tres dimensiones de espacio y una de tiempo, o en lenguaje matemático, una
variedadM 4-dimensional. Seanxα las coordenadas de un elemento llamadoEventoen
este espacio-tiempo yxα+dxα un evento infinitesimalmente cercano. Se define ladistancia
invarianteentre ambos eventos,ds2, de la siguiente forma:

ds2 ≡ gαβdxαdxβ

dondegαβ son las componentes delTensor Métrico, g, un tensor simétrico y no degenerado
de tipo

(
0
2

)

que proporciona una noción de distancia dentro de una variedad. Este objetods2

es una cantidad absoluta que no depende del sistema de coordenadas con que se describe
al espacio-tiempo. En cada punto del espacio-tiempo, las componentes del tensor métri-
co forman una matriz simétrica no singular de 4× 4 elementos, con signatura (-,+,+,+),
es decir un eigenvalor negativo asociado al tiempo y tres positivos asociados al espacio.
Nótese que debido a la presencia de un eigenvalor negativo,la distancia invariante no es
positiva definida. De hecho, a partir del tensor métrico se puede distinguir entre eventos
relacionados entre sı́ de 3 formas distintas:

ds2 > 0 intervalo tipo espacio
ds2 < 0 intervalo tipo tiempo
ds2 = 0 intervalo nulo.

Todo objeto material se mueve siguiendo trayectorias de tipo tiempo, es decir, un evento
de la trayectoria está relacionado con el siguiente mediante un intervalo tipo tiempo. La luz,
por otra parte, se mueve siguiendo trayectorias nulas y éstas definen lo que se conoce como
Cono de Luz. Se dice que dos eventos están causalmente conectados si serelacionan por
medio de un intervalo de tipo tiempo; de manera que estos eventos tendrán influencia fı́sica
entre sı́.

También se usa el tensor métrico para definir un producto escalar entre dos vectores en
cuatro dimensiones (4-vectores), por ejemplo~u y ~v; su producto escalar se define como:

~u · ~v := gαβu
αv β,

donde se ha utilizado nuevamente la convención de la suma. En particular, la magnitud
cuadrada de un 4-vector se define como:

u2 := ~u · ~u = gαβu
αu β.

Con lo anterior se puede clasificar a los vectores de la misma manera que al intervalo en
tipo espacio, tipo tiempo y nulos. Claramente el intervalo no es otra cosa que la magnitud
del vector (infinitesimal) de desplazamiento.
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El tensor métrico puede ser usado para definir un mapeouno-a-unoentre vectores y 1-
formas [5]. Por ejemplo, si ag se le fija un vector arbitrario~u, se tiene un objetog(~u, ) que
recibirá como argumento otro vector~v, es decir,g(~u, ) es una 1-forma que se denotará por
ũ. Sus componentes se obtienen de la definición estándar

uα := ũ(~eα) = g(~u, ~eα) = gµνu
µ(~eα)

ν = gµνu
µδνα = gαβu

β. (1.2)

Además, ya que por definicióng es no-degenerado, la expresión anterior se puede in-
vertir para encontrar

u α = g αβuβ, (1.3)

dondeg αβ son las componentes de la matriz inversa agαβ : gαµgβµ = δαβ . Las operaciones
dadas por (1.2) y (1.3) se conocen comobajar y subir el ı́ndice, respectivamente.

Geod́esicas

La idea de Einstein con respecto al movimiento de los objetosfue pensar que, en pre-
sencia de un campo gravitacional (o sin ella), los objetos semueven siguiendo trayectorias
lo más rectas posibles (como en el caso de la Relatividad Especial con la métrica de Min-
kowski), las cuales corresponden a trayectorias de longitud extrema pero ahora en espacio-
tiempos arbitrarios. A estas trayectorias extremas se les llamaGeodésicas. Ası́ la gravedad
no se ve como una fuerza externa, sino como una distorsión dela geometrı́a [6].

Se acostumbra parametrizar la trayectoria de un objeto utilizando el llamadotiempo
propio dτ2 := −ds2, que corresponde al tiempo medido por el objeto mismo. La ecuación
de una geodésica está dada en general por

d 2x α

dτ 2
+ Γαβγ

dxβ

dτ
dxγ

dτ
= 0

donde las cantidadesΓαβγ se conocen comoSı́mbolos de Christoffel y están dados en térmi-
nos de derivadas de la métrica como

Γαβγ :=
g αµ

2

[
∂gβµ
∂x γ
+
∂gγµ
∂x β
−
∂gβγ
∂x µ

]

.

La ecuación de las geodésicas puede también escribirse en términos de la 4-velocidad
u α := dxα/dτ, que es la generalización relativista del concepto ordinario de velocidad.
Nótese que

u2 = ~u · ~u = gαβ
dxα

dτ
dxβ

dτ
=

ds2

dτ2
= −1,

es decir, la 4-velocidad es un vector tipo tiempo.
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En conclusión, dado un campo gravitacional, o en otras palabras, dada la métrica del
espacio-tiempo, la ecuación de las geodésicas proporciona la trayectoria de los objetos: el
espacio-tiempo determina el movimiento de las partı́culasde prueba.

Derivada Covariante

Al considerar el cambio de un campo tensorial al moverse en elespacio-tiempo, debe
tenerse en cuenta que no sólo cambian las componentes, sinotambién la base en que di-
chas componentes se miden cambia de un punto a otro [6]. Una base común en la que se
especifican dichas componentes es la ”base coordenada”, en la que se toman como elemen-
tos de la base a aquellos vectores que tienen una componente igual a 1 a lo largo de una
coordenada dada y componentes iguales a 0 en otras direcciones. Se tiene entonces que el
producto escalar entre los vectores de esta base es:

~eα · ~eβ = gαβ.

lo que muestra que las componentes del tensor métrico son elproducto escalar de los vec-
tores base.

Considérese ahora la derivada de un vector~v con respecto a las coordenadas que eti-
quetan los puntos de la variedad

∂~v
∂x α

=
∂

∂x α
(v β~eβ) =

∂v β

∂x α
~eβ + v β

∂~eβ
∂x α

.

donde el segundo término aparece porque en un sistema de coordenadas arbitrario, los
vectores de la base varı́an con la posición en la variedad. La derivada en el último término
es también un vector y se puede expresar como combinación lineal de los vectores base. Se
escribe dicha combinación lineal de la siguiente manera:

∂~eβ
∂xα
= Γ

µ
αβ~eµ,

de manera que se puede expresar al cambio de~v respecto ax α como

∂~v
∂xα
=

(

∂vβ

∂xα
+ vµΓβαµ

)

~eβ.

Esta ecuación nos da directamente las componentes del vector ∂~v/∂xα.
Se define la componenteβ de laDerivada Covariantedel vector~v con componentesv α

como:

vα;β ≡ ∇βv α :=
∂v α

∂x β
+ v µΓαβµ.

La derivada covariante nos dice cómo cambian las componentes de un vector al mo-
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vernos en un espacio general, e incluye el cambio de los elementos de la base. Para una
1-formaṽ con componentesvα, la componenteβ de su derivada covariante es:

vα ;β =
∂vα
∂x β
− vµΓ

µ
βα.

Se extiende este concepto para tensores de mayor rango, la regla es agregar un sı́mbolo
de Christoffel por cada ı́ndice libre y el signo adecuado. Por ejemplo:

Tµ
ν;α = ∂αT

µ
ν + Γ

µ

αβT
β
ν − ΓβανT

µ

β .

Partiendo de este hecho es posile demostrar que la derivada covariante del tensor métri-
co es siempre cero:

gµν;α = 0, g µν
;α = 0,

lo que implica que la operación de subir y bajar ı́ndices conmuta con las derivadas cova-
riantes:

v µ
;α = (g µνvν);α = g µν(vν;α).

Curvatura

Aunque el tensor métrico proporciona bastante informaci´on respecto a la geometrı́a, no
puede ser usado para deducir si un espacio-tiempo es plano o curvo. De hecho, un espacio-
tiempo simple tendrá una métrica más compleja si la variedad es cubierta con coordenadas
complicadas [1]. Una definición precisa proviene de considerar el transporte paralelo de
un vector~v con componentesv λ alrededor de un circuito. Dicho circuito consiste en un
paralelogramo infinitesimal cuyos lados son los vectoresdxµ y dxν (desplazamientos in-
finitesimales en las direccionesx µ y x ν, respectivamente). Especı́ficamente, se calcula el
conmutador de las derivadas covariantes [∇µ,∇ν] = ∇µ∇ν − ∇ν∇µ actuando sobrev λ, es
decir, se calcula la diferencia entre trasladar el vectorv λ primero a lo largo dedxµ y lue-
go a lo largo dedxν y trasladarlo primerodxν y luegodxµ. Para el primer término del
conmutador se tiene

∇µ∇νv λ = ∂µ∂νv
λ + ∂µΓ

λ
νρv

ρ + Γ λνρ∂µv
ρ

−Γ ρµν∂ρv λ − Γ ρµνΓ λρσvσ + Γ λµρ∂νv
ρ + Γ λµρΓ

ρ
νσvσ, (1.4)

de modo que el conmutador completo viene dado por [4]

[∇µ,∇ν]v λ = Rλ
µνρv

ρ, (1.5)
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donde

Rλ
µνρ = ∂µΓ

λ
νρ − ∂νΓλµρ + ΓλµσΓσνρ − ΓλνσΓσµρ. (1.6)

este tensor es elTensor de Curvatura de Riemanny es una medida de la curvatura del
espacio-tiempo. En un espacio plano, el vector no cambia al aplicarle transporte paralelo,
mientras que en un espacio curvo generalmente sı́ lo hace. N´otese que el conmutador de
dos derivadas covariantes no es cero, como sucede con las derivadas parciales. Además, se
ha hecho uso de la propiedadΓρµν = Γ

ρ
νµ.

Las simetrı́as del tensor de Riemann implican que al final solamente 20 de las 256 com-
ponentes son independientes. Al bajar el ı́ndice contravariante y calcular la traza mediante
contracciones sobre el primer y último pares de ı́ndices, ´esta es cero. En cambio, la traza
sobre el primer y tercer ı́ndices no es cero y es usada para definir el llamadoTensor de
Ricci:

Rµν := gαβRαµβν = Rβ
µβν = ∂λΓ

λ
µν − ∂νΓλµλ + (ΓλµνΓ

β
λβ − Γ

λ
µβΓ

β
νλ).

Es importante decir que el hecho de que el tensor de Ricci sea cero no implica que la
variedad sea plana, ya que las 10 componentes restantes del tensor de Riemann pueden ser
distintas de cero.

Por otra parte, la traza del tensor de Ricci se conoce comoEscalar de Ricci o de Cur-
vaturay se obtiene contrayendo ı́ndices como sigue:

R := g µνR µν.

ésta es una cantidad escalar definida en cada punto de la variedad.

Identidades de Bianchi y tensor de Einstein

Volviendo al tensor de curvatura de Riemann, se prueba que éste obedece a varias pro-
piedades de simetrı́a, entre las cuales se tiene a lasIdentidades de Bianchi:

Rα
βµν;λ + Rα

βλµ;ν + Rα
βνλ;µ = 0.

Si en la expresión anterior se contraeα conν, resulta

Rβµ;λ + Rα
βαλ;µ + Rα

βλµ;α = 0.

Ahora, si se aplica la propiedadRαβµν = Rµναβ al segundo término, se llega a

Rβµ;λ − Rβλ;µ + Rα
βλµ;α = 0.

Como paso siguiente, se sube el ı́ndiceβ y se contrae conλ, obteniendo
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Rβ
µ;β − R;µ + Rαβ

βµ;α = 0 (1.7)

Luego, usando las propiedadesRαβµν = −Rβαµν y Rαβµν = −Rαβνµ, el tercer término se
puede reescribir:

Rαβ
βµ;α = Rβα

µβ;α = Rα
µ;α = Rβ

µ;β,

de manera que el primer y último términos en (1.7) son idénticos y se obtiene:

2Rβ
µ;β − R;µ = ∇β(2Rβ

µ − δ βµ R) = 0.

Finalmente, subiendo el ı́ndiceµ se obtiene el resultado que buscamos:

∇β
(

Rβµ − 1
2

g βµR

)

= 0.

El término entre paréntesis es llamadoTensor de Einstein[7]:

G αβ = Rαβ − 1
2

g αβR. (1.8)

Este tensor describe la curvatura del espacio-tiempo en lasecuaciones de campo de la
Relatividad General.

Ecuaciones de campo de Einstein

Se cuenta ahora con los ingredientes necesarios para tratarsobre las ecuaciones de
Einstein.

En la teorı́a de Newton, la ecuación que relaciona el potencial gravitacionalφ con la
densidad de masaρ que representa la fuente del campo es la ecuación de Poisson

∇2φ = 4πGρ.

En el contexto de la relatividad general, dado que el campo gravitacional es una enti-
dad geométrica, las componentes degµν deben ser consideradas como las nuevas variables
dinámicas del campo gravitacional. Por analogı́a con la ecuación anterior, se espera que
las nuevas ecuaciones para el campo gravitacional, es decir, las ecuaciones de Einstein,
contengan derivadas del tensor métrico de segundo orden y no mayor. Más aún, las nuevas
ecuaciones deben conservar la misma forma sin importar el sistema de coordenadas em-
pleado, por lo que deben involucrar tensores. El tensor que generaliza la densidad de masa
en el lado derecho de la expresión anterior es elTensor de Energı́a-Momento, Tµν, que des-
cribe la densidad de energı́a, densidad de momento y flujo de momento de un campo de
materia. Estos argumentos sugieren la siguiente forma paralas ecuaciones de Einstein:



20 Caṕıtulo 1. Introducci ón

Gµν = κTµν

dondeκ es una constante de proporcionalidad entre el tensor de Einstein y el tensor que
representa la materia. Por su parte, el tensorGµν deberı́a tener la siguiente dependencia

Gµν = Gµν(g, ∂g, ∂2g),

en analogı́a con su correspondiente expresión Newtoniana[1]. Además, las componentes
del tensorTµν describen las siguientes cantidades fı́sicas:

T00 = densidad de energı́a
T0i = densidad de momento
T i j = flujo de momentoi a través de la superficiej.

Las ecuaciones de Einstein son postuladas de tal manera que se cumpla que la fuente
del campo satisfaga leyes de conservación del tipo∇µTµν = 0, lo mismo se espera que
∇µGµν = 0 ya que están relacionados por (1.9). Como ya se mencionó,el tensor de Einstein
tiene esta propiedad, pues su construcción lo dota de ella aún cuando fue obtenido en un
contexto puramente geométrico.

Reuniendo todos los términos, las ecuaciones de Einstein se escriben como

Gµν = Rµν −
1
2

Rgµν =
8πG
c4

Tµν.

donde se han escrito explı́citamente los factoresG y c, que el factor 8π son necesarios para
el lı́mite de campo débil de la gravedad Newtoniana [8].

Tomando la traza de las ecuaciones de Einstein, se tiene que

R= −8πT,

por lo que las ecuaciones de Einstein pueden tomar la siguiente forma:

Rµν = 8π

(

Tµν −
1
2

Tgµν

)

,

lo cual ayuda a poner en relieve la estrecha relación (de hecho la equivalencia estricta) entre
la geometrı́a del espacio-tiempo con su contenido de masa-energı́a [1]. Este es uno de los
aspectos fundamentales de la relatividad general.

1.2. Solucíon de Schwarzschild

En 1916 Karl Schwarzschild encontró la primera solución exacta para las ecuaciones
de Einstein.́Esta es la solución para un espacio-tiempo esféricamentesimétrico, estático y
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sin materia. La métricagµν que calculó define el campo gravitacional en el espacio-tiempo
vacı́o que rodea algún objeto esférico, por ejemplo, una estrella.

1.2.1. Solucíon de las ecuaciones de campo en el vacı́o

El primer paso es construir la forma más general de la métrica para un espacio-tiempo
estático y esféricamente simétrico. Analizar un espacio-tiempo estático implica que las
componentes de la métricagµν son independientes dex0 (la coordenada temporal) y, en
segundo lugar, que el elemento de lı́neads2 sea invariante bajo la transformaciónx0 7→
−x0. En consecuencia, no puede haber términos cruzados del tipo gti dt dxi, ya que esto
romperı́a la invarianza de la transformación. Luego, la simetrı́a esférica implica únicamente
dependencia radial en las funciones que intervienen en el elemento de lı́nea.

Entonces, se plantea que la forma más general de la métricaestática y esféricamente
simétrica es:

ds2 = −A(r)dt2 + B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2). (1.9)

Las funcionesA(r) y B(r) son determinadas al resolver las ecuaciones de campo de
Einstein en el espacio vacı́o, es decir, cuando el tensor de energı́a momento es cero,Tµν = 0.
Lo anterior implica que debe cumplirseGµν = 0, lo cual simplemente requiere que el tensor
de Ricci cumpla la siguiente relación:

Rµν = 0 (1.10)

lo cual es una implicación directa de la ecuación (1.9). Ası́ pues, los elementos de la métrica
no triviales son:

g00 = A(r) g00 = 1/A(r)
g11 = −B(r) g11 = −1/B(r)
g22 = −r2 g22 = −1/r2

g33 = −r2sin2θ g33 = −1/r2sin2θ

(1.11)

Además se tiene que sólo 9 sı́mbolos de Christoffel son distintos de cero:
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Γ0
00 = 0

Γi
00 = −

1
2

giρ∂ρg00 ⇒ Γ1
00 =

1
2B(r)

dA(r)
dr

Γ0
0i =

1
2

g0ρ(∂igρ0 + ∂0gρi − ∂ρgi0) =
1
2

g00∂ig00 ⇒ Γ0
01 =

1
2A(r)

dA(r)
dr

Γ0
i j = 0

Γi
ii =

1
2

giρ(∂igρi + ∂igρi − ∂ρgii ) =
1
2

gii∂igii ⇒ Γ1
11 =

1
2B(r)

dB(r)
dr

Γ1
22 =

1
2

g11(∂2g12+ ∂2g12 − ∂1g22) ⇒ Γ1
22 = −

r
B(r)

Γ1
33 = −

1
2

g11∂1g33 ⇒ Γ1
33 = −

rsin2θ

B(r)

Γ2
21 =

1
2

g22∂1g22 ⇒ Γ2
21 =

1
r

Γ2
33 = −

1
2

g22∂2g33 ⇒ Γ2
33 = − sinθ cosθ

Γ3
31 =

1
2

g33∂1g33 ⇒ Γ3
31 =

1
r

Γ3
32 =

1
2

g33∂2g33 ⇒ Γ3
32 =

cosθ
sinθ

(1.12)

Al sustituir estos resultados en la expresión para el tensor de Ricci (1.10), se obtienen
las siguientes componentes no cero del tensor de Ricci:

R00 = −
A′′

2B
+

A′

4B

(

A′

A
+

B′

B

)

− A′

rB

R11 =
A′′

2A
− A′

4A

(

A′

A
+

B′

B

)

− B′

rB

R22 =
1
B
− 1+

r
2B

(

A′

A
− B′

B

)

R33 = R22 sin2 θ (1.13)

donde únicamente las tres primeras expresiones son útiles pues la cuarta no aporta infor-
mación que no esté contenida en la tercera. Las ecuacionesde campo del espacio vacı́o se
obtienen igualando las expresiones anteriores a cero.

Para el sistema (1.13), sumandoB/A veces la primera ecuación a la segunda, se tiene:

A′B+ AB′ = 0
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lo que implica queAB = α constante. SustituyendoB = α/A en la ecuación paraR00, se
obtieneA+ rA′ = α, que puede ser escrita como:

d(rA)
dr
= α

Integrando se obtienerA = α(r + k), conk otra constante de integración. Por tanto, las
funcionesA(r) y B(r) están dadas por:

A(r) = α

(

1+
k
r

)

,

B(r) =

(

1+
k
r

)−1

.

Aunque sólo se ha utilizado la suma de las primeras dos ecuaciones en (1.13) para
encontrar la forma deA(r) y B(r), se puede comprobar que esta forma satisface todas las
ecuaciones por separado.

La constante de integraciónk puede representar la masa que produce el campo gravita-
torio. Es posible identificar ak (y aα) considerando el lı́mite del campo débil, en el que se
requiere que

A(r)
c2
→ 1+

2Φ
c2

dondeΦ es el potencial gravitacional Newtoniano. Este resultado proviene de considerar
un campo gravitacional débil que se puede escribir en coordenadas tales quegµν = ηµν+hµν
(con ||hµν|| ≪ 1) y en el que la componententeg00 de la métrica estática se escribe como
g00 = 1 + 2Φ

c2 . Por otra parte, en el lı́mite del campo débilr puede identificarse como la
distancia radial medida desde el origen de coordenadas. Para una masaM esféricamente
simétrica se debe tener queΦ = −GM/r; de esta manera se concluye quek = −2GM/c2

y α = c2. Por tanto la métrica de Schwarzschild para el espacio vac´ıo afuera de un cuerpo
esférico de masaM es

ds2 = −c2

(

1− 2MG
c2r

)

dt2 +

(

1− 2MG
c2r

)−1

dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2, (1.14)

la cual escrita en unidades geométricas en dondeG = 1 y c = 1 es:

ds2 = −
(

1− 2M
r

)

dt2 +

(

1− 2M
r

)−1

dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2, (1.15)
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Nótese que conformer se acerca al valor 2M, el coeficiente dedt2 se acerca a cero,
mientras que el coeficiente dedr2 diverge. Inicialmente no se tuvo la certeza de que la di-
vergencia en el puntor = 2M conocido como elRadio de Schwarzschild, rs, correspondiera
a una singularidad fı́sica real o simplemente una singularidad en la coordenada. Al calcular
el escalar de cuvatura (que es una cantidad invariante),RµνρσRµνρσ, se encontró que éste no
diverge enr = rs. Por tanto, la curvatura enr = rs es bien comportada y se concluye que es-
ta superficie es solamente una singularidad de la coordenada. La cuestión es encontrar una
transformación de coordenadas apropiada para queds2 no sea singular en esa superficie.

L ı́neas de mundo para la luz en el planot − r

Haciendods2 = 0 en la métrica de Schwarzschild, es posible estudiar el comportamien-
to de un rayo de luz cerca de la regiónr = 2M tal y como serı́a visto por un observador en
reposo viendo lo que sucede desde el “infinito”. Para simplificar el análisis, se considera
que el rayo viaja a lo largo de una geodésica nula radial, conlo cual las coordenadasθ y φ
del rayo de luz no cambiarán, es decir,dφ = dθ = 0. La expresión resultante es:

0 = −
(

1− 2M
r

)

dt2 +

(

1− 2M
r

)−1

dr2. (1.16)

Para definir la estructura de los conos de luz, se tiene que para luz moviéndose radial-
mente se cumple:

dt
dr
= ±

(

1− 2M
r

)−1

(1.17)

donde el signo positivo corresponde a luz saliente (dr/dt > 0 en la regiónr > 2M) y el
signo negativo a luz entrante (para la cualdr/dt < 0 en la regiónr > 2M). Integrando se
obtiene:

t = r + ln
∣
∣
∣
∣
∣

r
2M
− 1

∣
∣
∣
∣
∣
+C luz saliente, (1.18)

t = −r − ln
∣
∣
∣
∣
∣

r
2M
− 1

∣
∣
∣
∣
∣
+C luz entrante. (1.19)

La gráfica con estas curvas se muestra en la Fig 1.1. Como el diagrama será el mismo
para cualquier valor deθ y φ, debe pensarse en cada punto (r, t) en el diagrama como
representando una 2-esfera de área 4πr2 [7].
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Singularidad

Trayectorias

entrantes

r=0 r=2M

t

Trayectorias 

salientes

Figura 1.1: Conos de luz para luz entrante y saliente en la métrica de Schwarzschild considerando sólamente
movimiento radial [7].

1.2.2. Coordenadas de Eddington-Finkelstein

La Fig1.1 muestra que a un rayo de luz moviéndose radialmente le tomarı́a un tiempo
infinito cruzar el radio de Schwarzschild, pero se debe al problema de las coordenadas. Una
técnica para eludir este problema es analizar al espacio-tiempo por medio de geodésicas,
que son independientes del sistema coordenado. En este casose utilizarán las geodésicas
nulas de rayos de luz moviéndose radialmente.

Un sistema coordenado basado en luz con movimiento únicamente radial se detemina
utilizando la constante de integración de la ecuación (1.19) como la nueva coordenada

p = t + r + 2M ln
∣
∣
∣
∣
∣

r
2M
− 1

∣
∣
∣
∣
∣

(1.20)

donde al sustituir su diferencial pordt en (1.15) se obtiene el siguiente elemento de lı́nea

ds2 = −
(

1− 2M
r

)

dp2 + 2dpdr+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (1.21)

Nótese que (1.21) es ahora regular enr = 2M. En cierto sentido, la transformación
(1.20) ha extendido el rango de la solución. Se podrı́a argumentar que esta transformación
no se puede usar enr = 2M porque es singular en esa región. Esto debe ocurrir si se
quiere eliminar la singularidad allı́. Esta forma del elemento de lı́nea es regular en el rango
0 < r < ∞, mientras que la forma estándar lo es sólo en 2M < r < ∞. A pesar de ello, en
la intersección 2M < r < ∞, ambas soluciones están relacionadas por (1.20) y por tanto
deben representar la misma solución en esta región.

Resulta más familiar trabajar con una coordenada temporalt′ en lugar de geodésicas
nulas; por ello se define at′ como:
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t′ = p− r = t + 2M ln
∣
∣
∣
∣
∣

r
2M
− 1

∣
∣
∣
∣
∣
. (1.22)

El nuevo elemento de lı́nea toma la forma

ds2 = −
(

1− 2M
r

)

dt′2 +
4M
r

dt′dr +

(

1+
2M
r

)

dr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2), (1.23)

que también es regular en 0< r < ∞. Las coordenadas (t′, r, θ, φ) son llamadasCoordena-
das de Eddington-Finkelstein.

L ı́neas de mundo para luz en el planot − r

La ecuación (1.23) conduce a las siguientes expresiones para las lı́neas de mundo de
rayos de luz entrantes y salientes:

t′ = −r +C (1.24)

t′ = r + 4M ln
∣
∣
∣
∣
∣

r
2M
− 1

∣
∣
∣
∣
∣
+C. (1.25)

La primera ecuación, para luz entrante, corresponde a una lı́nea recta y es válida en 0<
r < ∞. Por tanto, las geodésicas nulas son rectas continuas a través der = 2M de pendiente
−1. Lo anterior se ve claramente en la Fig 1.2 que muestra el diagrama del espacio-tiempo
de la geometrı́a de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Información adicional que brinda la Fig 1.2 señala que en el radio de Schwarzschild
cambia la estructura de los conos de luz, dirigiendo el futuro hacia la singularidad una vez
que se cruza la fronterar = 2M. Además, nótese que un rayo de luz en la regiónr < 2M
no puede escapar al exterior. En conclusión, el radio de Scwarzschildr = 2M define un
Horizonte de Eventos, una frontera de no retorno. Una región del espacio-tiempoque tiene
un horizonte de eventos es llamadoAgujero Negro[7].
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Figura 1.2: Estructura de los conos de luz en coordenadas de Eddington-Finkelstein [7].





Caṕıtulo 2

Formalismo 3+1 de la Relatividad
Numérica

2.1. Introducción

Un objetivo central de este proyecto es describir la evolución dinámica de un sistema
fı́sico gobernado por las ecuaciones de Einstein. Debido a que sólo para los sistemas más
simples se tiene una solución analı́tica, la tarea de resolver las ecuaciones debe realizarse
numéricamente en una computadora. Para construir algoritmos que realicen este proceso,
se deben tomar las ecuaciones de campo 4-dimensionales y llevarlas a una forma adecuada
para su integración numérica.

Las ecuaciones de Einstein están escritas en una forma totalmente covariante, donde
no hay distinción entre espacio y tiempo. Existen diversosformalismos para separar estas
ecuaciones y llevarlas a una forma en la que sea posible conocer la evolución del campo
gravitacional a partir de ciertas condiciones iniciales dadas. Cada formalismo se distingue
por la manera en que realiza esta separación.

A continuación se hace una descripción del formalismo 3+1, que es el que se usará en
este proyecto.

2.2. Separacíon 3+1 del espacio-tiempo

2.2.1. Formulacíon ADM

La forma covariante de las ecuaciones de campo de Einstein esuna formulación bas-
tante elegante e importante desde un punto de vista teóricopero impide ver al campo gra-
vitacional como algo que evoluciona en el tiempo. Entonces,el primer paso para plantear
las ecuaciones como un problema de evolución, es separar claramente al espacio del tiem-
po. La formulación de la relatividad general que resulta dellevar a cabo este proceso es

29
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Figura 2.1: Foliación del espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales 3-dimensionales.

conocida como elFormalismo 3+1.
En Relatividad General se debe tener cuidado con las relaciones causales, de modo que

sea posible tener una manera consistente de referirse al pasado y futuro. Este es el requisito
mı́nimo que se puede pedir a un espacio-tiempo si se quiere hablar de estructura causal
entre eventos. Si el espacio-tiempo no es orientable en el tiempo, o en otras palabras, no se
tiene una noción de “flecha temporal” que indique la dirección en la que el tiempo avanza;
no es posible en general, dada la trayectoria de un observador, afirmar si está retrocediendo
o avanzando en el tiempo.

Adicionalmente, un espacio-tiempo que sea orientable en eltiempo puede ser folia-
do a través de una familia de hipersuperficiesΣt de tipo espacio definidas como aquellas
cuyo vector normal es de tipo tiempo. En otras palabras, el espacio-tiempoM4 estará re-
presentado por la evolución de tales hipersuperficies:M4 =

⋃

t∈R Σt, dondet es el tiempo
coordenado (Fig. 2.1).

Si se consideran dos hipersuperficies adyacentesΣt y Σt+dt de una foliación* especı́fica
del espacio-tiempo, un punto enΣt estará identificado con otro punto enΣt+dt. La corres-
pondencia entre estos se hace a través de un vector que une dichos puntos. Entonces, para
determinar la geometrı́a de la región de espacio-tiempo contenida entre las hipersuperficies
se introducen los siguientes 3 elementos:

La 3-métricaγi j (métrica inducida del espacio 4-dimensional) que permitemedir la
distancia entre puntos en la hipersuperficieΣt:

* Se refiere a la separación en cortes tridimensionales del espacio-tiempo en la que cada hoja es una
hipersuperficie espacial. Si se consideran las coordenadas(t, xi), entonces el conjunto de las superficiest =
constantedefinen una foliación del espacio-tiempo.
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Figura 2.2: Esquema de la función lapsoα y el vector de corrimientoβi entre dos hipersuperficies adyacentes.

dl2 = γi jdxidxj , (2.1)

donde los ı́ndicesi, j = 1, 2, 3 etiquetan coordenadas espaciales.

El lapso del tiempo propiodτ entre las dos hipersuperficies, medida por un observa-
dor que se mueve en dirección normal a las hipersuperficies (observador Euleriano):

dτ = α(t, xi)dt. (2.2)

Aquı́ α es conocida comofunción lapso.

El 3-vector de corrimientoβi que representa la velocidad relativa entre el observador
Euleriano y las lı́neas de coordenas espaciales constantes[3].

xi
t+dt = xi

t − βi(t, xj)dt, (para observadores Eulerianos). (2.3)

Nótese que tanto la manera en que el espacio-tiempo es foliado, como la forma en que
el sistema de coordenadas espaciales se propaga de una hipersuperficie a otra no son únicas.
La función lapsoα y el vector desplazamiento son funciones libremente especificables que
poseen información sobre el sistema de coordenadas y son conocidas comoFunciones de
norma.

En términos de las funciones{α, βi, γi j }, la métrica 3+1 del espacio-tiempo se escribe
de la siguiente forma:

ds2 = (−α2 + βiβ
i)dt2 + 2βidtdxi + γi j dxidxj , (2.4)
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donde se defineβi = γi jβ
j. En forma matricial, el tensor métrico de la descomposici´on 3+1

es:

gµν =

(

−α2 + βkβ
k βi

β j γi j

)

,

y su inversa

gµν =

(

−1/α2 βi/α2

β j/α2 γi j − βiβ j/α2

)

.

Considérese ahora un vector unitarionµ normal a las hipersuperficies espaciales cuyas
componentes en el sistema de coordenadas que se acaba de describir son

nµ = (1/α,−βi/α), nµ = gµνnν = (−α, 0)
.

(2.5)

Utilizando el vectornµ, se puede definir formalmente el tensorγi j como la métrica
inducida en cada hipersuperficieΣt:

γµν = gµν + nµnν, (2.6)

dondegµν es el tensor métrico del espacio-tiempo completo. De hecho, solamente la parte
espacialγi j contiene información intrı́nseca aΣt y que es independiente del vector~n.

Curvatura extr ı́nseca

La curvatura extrı́nsecase define para los objetos incrustados en otro espacio de mayor
dimensión y debe distinguirse de lacurvatura intrı́nsecaque sólo depende de la geometrı́a
interna de las hipersuperficies dada por un tensor de Riemann3-dimensional en términos
de la 3-métricaγi j .

La curvatura extrı́nseca está definida en términos del cambio del vector~n normal aΣt al
transportarlo de un punto a otro de la hipersuperficie. Esta cantidad es medida por el tensor
Ki j , cuyas componentes son:

Ki j := −Pk
i ∇kn j = −(∇in j + nin

k∇kn j). (2.7)

donde se ha introducido elOperador Proyección sobre las hipersuperficies espaciales,
Pi

j := δi
j + nin j, que corresponde a la métrica espacial inducida,Pi j = γi j .

Este tensor tiene las propiedades de ser puramente espacialy simétrico. Sustituyendo
la forma del vector normal (2.5) en (2.7) se obtiene que el tensorKi j está dado en términos
deγi j

Ki j =
1

2α
[−∂tγi j + ∇iβ j + ∇ jβi] (2.8)
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donde∇i representa la derivada covariante 3-dimensional asociadaa γi j , es decir,∇i =

Pk
i ∇k. La ecuación anterior muestra que la curvatura extrı́nseca está relacionada con el

cambio temporal de la métrica de las hipersuperficies espaciales

∂tγi j = −2αKi j + ∇iβ j + ∇ jβi, (2.9)

la cual es una ecuación de evolución para las componentes de γi j . Con este resultado, la
tarea ahora es encontrar la ecuación de evolución de las componentes del tensorKi j para
escribir la relatividad general como un problema de evolución de hipersuperficies. Para ello
ya no se usan conceptos puramente geométricos y se recurre alas ecuaciones de campo
de Einstein. En otras palabras, la evolución de la 3-métricaγi j es puramente cinemática,
mientras que la dinámica del sistema está contenida en lasecuaciones de evolución para
Ki j .

Constricciones

El primer paso es escribir al tensor de Riemann 4-dimensional Rα
βµν en términos del

tensor de Riemann intrı́nseco 3-dimensional(3)Rα
βµν de las hipersuperficies y el tensor de

curvatura extrı́nsecaKµν. Esta proyección está determinada por las ecuaciones de Gauss-
Codazzi

Pδ
αPκ

βP
λ
µP

σ
ν Rδκλσ =

(3) Rαβµν + KαµKβν − KανKβµ.

Por otra parte, la proyección sobre las hipersuperficies del tensor de Riemann contraı́do
una vez con el vector normal resulta en las ecuaciones de Codazzi-Mainardi

Pδ
αPκ

βP
λ
µn

νRδκλν = ∇βKαµ − ∇αKβµ,

donde nuevamente∇µ = Pα
µ∇α. Nótese que las ecuaciones de Gauss-Codazzi y la doble pro-

yección del tensor de Riemann sobre las hipersuperficies espaciales se relacionan teniendo
en mente el siguiente resultado:

PαµPβνRαβµν = (gαµ + nαnµ)(gβν + nβnν)Rαβµν

= R+ 2nµnνRµν

= 2nµnνGµν,

conGµν el tensor de Einstein. Por otro lado, las ecuaciones de Gauss-Codazzi implican que

PαµPβνRαβµν =
(3) R+ K2 − KµνK

µν, (2.10)

sustituyendo en la ecuación anterior, se tiene

2nµnνGµν =
(3) R+ K2 − KµνK

µν. (2.11)
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Utilizando las ecuaciones de Einstein (1.9), el cálculo anterior conduce a la siguiente
forma

R+ K2 − KµνK
µν = 16πρADM, (2.12)

donde se ha definidoρADM = nµnνTµν y corresponde a la densidad local de energı́a me-
dida por un observador Euleriano. Nótese que ésta no es unaecuación de evolución, pero
sı́ una constricción que debe satisfacerse a todo tiempo. Esta ecuación es conocida como
ConstricciónHamiltonianao deEnergı́a.

Considérese ahora la contracción mixta del tensor de Einstein en la que se efectúa una
proyección de un ı́ndice a lo largo de la dirección normal:

PαµnνGµν = PαµnνRµν. (2.13)

Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi implican:

γαµnνGµν = ∇αK − ∇µKαµ, (2.14)

luego, las ecuaciones de campo de Einstein se convierten en

∇µ(Kαµ − γαµK) = 8πJα, (2.15)

dondeJα := −PαµnνTµν es la densidad de momento medida por un observador Euleriano.
Las ecuaciones (2.15) se conocen comoConstricciones de Momento

Finalmente, en un sistema coordenado adaptado a la foliaci´on, las ecuaciones (2.12) y
(2.15) toman la forma:

R+ K2 − Ki j K
i j = 16πρADM,

∇ j(K
i j − γi j K) = 8πJi. (2.16)

Es importante notar que las expresiones (2.16) no sólo no son ecuaciones de evolución, sino
que además son independientes de las funciones de norma (α, βi). Las constricciones son
relaciones que se establecen en una hipersuperficie dadaΣt. Lo anterior restringe la manera
en que se especifican las condiciones iniciales{γi j ,Ki j } ya que éstas deben satisfacer al
sistema (2.16) en toda hipersuperficie.

Ecuaciones ADM

Con el fin de encontrar las ecuaciones de evolución para las componentes de la curva-
tura extrı́nsecaKµν, se comienza por considerar la proyección del tensor de Riemann sobre
las hipersuperficies contraı́do dos veces con el vector normal, resultando:
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Pδ
µP

κ
νn

λnσRδλκσ = £~nKµν + KµλK
λ
ν +

1
α
∇µ∇να. (2.17)

donde se ha introducido la derivada de Lie (ver Apéndice B) de la curvatura extrı́nseca a lo
largo de la dirección normal, la cual corresponde a la evolución temporal.

Luego, de las ecuaciones de Gauss-Codazzi (2.2.1) se tiene

Pδ
µP

κ
ν(n

λnσRδλκσ + Rδκ) = Rµν + KKµν − KµλK
λ
ν , (2.18)

que junto con (2.17) implica

£~tKµν − £~βKµν = −∇µ∇να + α(−Pδ
µP

κ
νRδκ +

(3) Rµν + KKµν − 2KµλK
λ
ν ). (2.19)

Usando las ecuaciones de campo (1.9) escritas en términos del tensor de RicciRµν se
sigue que

£~tKµν − £~βKµν = −∇µ∇να + α[(3)Rµν + KKµν − 2KµλK
λ
ν ]

+ 4πα[γµν(S − ρADM) − 2Sµν], (2.20)

donde se defineSµν := Pα
µPβ

νTαβ es la proyección completa sobre las hipersuperficies del
tensorTαβ que corresponde al tensor de energı́a-momento medido por unobervador Eule-
riano y S := Sµ

µ. Finalmente, escribiendo £~t = ∂t, £~β = βλ∂λKµν + Kλµ∂νβ
λ + Kλν∂µβ

λ y
considerando las componentes espaciales, la relación (2.20) queda:

∂tKi j = β
k∂kKi j + Kki∂ jβ

k + Kk j∂iβ
k − ∇i∇ jα

+ α[(3)Ri j + KKi j − 2KikKk
j ] + 4πα[γi j (S − ρADM) − 2Si j ]. (2.21)

Por tanto, la evolución temporal de las variables dinámicasγi j y Ki j queda determinada por
las ecuaciones ADM:

∂tγi j = −2αKi j + ∇iβ j + ∇ jβi,

∂tKi j = − ∇i∇ jα + α
(

Ri j + KKi j − 2Kil K
l
j

)

+ 4πα
[

(S − ρADM)γi j − 2Si j

]

+ βl∇lKi j + Kil∇ jβ
l + K jl∇iβ

l, (2.22)

donde∇i representa la derivada covariante con respecto a la 3- métrica,Ri j es el tensor de
Ricci de las hipersuperficies espaciales yK = γi j Ki j es la traza de la curvatura extrı́nseca.
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Las expresiones anteriores, junto con (2.16) son las ecuaciones de campo de Einstein (1.9)
representadas como un problema de Cauchy de valores iniciales. En total son un conjun-
to de 20 ecuaciones: 6 de ellas para las componentes de la 3-m´etricaγi j , 6 más para las
componentes de la curvatura extrı́nsecaKi j , 4 ecuaciones de constricción y las 4 corres-
pondientes a la elección de las coordenadas, es decir, una ecuación para la función lapso y
3 para el vector de desplazamiento.

son las ecuaciones de campo de Einstein (1.9) representadascomo un problema de Cauchy
de valores iniciales. En total son un conjunto de 20 ecuaciones: 6 de ellas para las com-
ponentes de la 3-métricaγi j , 6 más para las componentes de la curvatura extrı́nsecaKi j ,
4 ecuaciones de constricción y las 4 correspondientes a la elección de las coordenadas, es
decir, una ecuación para la función lapso y 3 para el vectorde desplazamiento.

Caso particular: Simetrı́a esf́erica

La reducción al caso de un espacio-tiempo esféricamente simétrico que es descrito en
coordenadas esféricas (t, r, θ, φ), conduce a la siguiente forma para el elemento de lı́nea:

ds2 = −(α2 − γrr (β
r)2)dt2 + 2γrrβ

rdtdr+ γrr dr2 + γθθ(dθ
2 + sin2 θdφ2), (2.23)

dondet representa la coordenada temporal y (r, θ, φ) son las coordenadas espaciales. Nue-
vamente se asumen unidades geométricas dondeG = c = 1. Cabe mencionar que, de-
bido a la simetrı́a del problema, el vector de desplazamiento tiene una sola componente
βi = (βr , 0, 0). Por tanto, se tiene la siguiente dependencia para las variables involucra-
das:βr = βr(t, r), α = α(t, r) y lo mismo para las funciones métricasγrr = γrr (t, r) y
γθθ = γθθ(t, r).

Respecto a la curvatura extrı́nseca, a partir de la expresi´on (2.4) se obtienen las compo-
nentesKi j mediante la expresión (2.8)

Ki j =
1

2α
[−∂tγi j + ∂iβ j + ∂ jβi − 2Γk

i jβk]. (2.24)

dondeΓk
i j son los sı́mbolos de Christoffel definidos en términos de la métrica inducida

como sigue:

Γk
i j =

1
2
γlk(∂ jγli + ∂iγl j − ∂lγi j ), (2.25)

En este caso, para calcular las componentes de la curvatura extrı́nseca se requieren los
siguientes sı́mbolos de conexión:
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Γr
rr =

1
2
γrr∂rγrr

Γr
θθ = −

1
2
γrr∂rγθθ

Γr
φφ = −

1
2
γrr∂rγφφ

Γr
rθ = Γ

r
rφ = Γ

r
θφ = 0

(2.26)

De lo anterior, se obtiene finalmente que las componentes de la curvatura extrı́nseca
dadas por (2.24) son:

Krr =
1
α

[
1
2
βr∂rγrr + γrr∂rβ

r ]

Kθθ =
1

2α
[γrrβ

rγrr∂rγθθ] =
1

2α
βr∂rγθθ

Kφφ =
1

2α
[γrrβ

rγrr∂rγφφ] =
1

2α
βr∂rγφφ = sin2 θKθθ

Krθ = Krφ = Kθφ = 0.

En resumen, la 3-métrica, la curvatura extrı́nseca y el vector desplazamiento tienen la
siguiente forma

γi j =





γrr 0 0
0 γθθ 0
0 0 γθθ sin2 θ




,

Ki j =





Krr 0 0
0 Kθθ 0
0 0 Kθθ sin2 θ




,

βi = (βr , 0, 0) .

Las ecuaciones ADM (2.22) para la métrica inducida y curvatura extrı́nseca en el caso
esféricamente simétrico utilizando el elemento de lı́nea (2.23) y el vector desplazamiento
βi = (βr , 0, 0) quedan dadas por las siguientes expresiones:
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∂tγrr = −2αKrr + β
r∂rγrr + 2γrr∂rβ

r ,

∂tγθθ = −2αKθθ + β
r∂rγθθ,

∂tKrr = −∂rrα +
(∂rγrr )(∂rα)

2γrr
+
α

2

(

∂rγθθ

γθθ

)2

− α
∂rrγθθ

γθθ
+ α

(∂rγrr )(∂rγθθ)
2γrrγθθ

+ 2α
Krr Kθθ

γθθ

− α
K2

rr

γrr
+ βr∂rKrr + 2Krr∂rβ

r

+ 4πα[(S − ρADM)γrr − 2Srr ],

∂tKθθ = −
(∂rγθθ)(∂rα)

2γrr
− α∂rrγθθ

2γrr

+ α
(∂rγrr )(∂rγθθ)

4γ2
rr

+ α

[

1+
Krr Kθθ

γrr

]

+ βr∂r Kθθ

+ 4πα[(S − ρADM)γθθ − 2Sθθ]. (2.27)

Estas son las ecuaciones de evolución de la geometrı́a. En este trabajo no se considera
materia, por lo que las cantidadesS,Srr ,Sθθ, ρADM son todas cero.

Las constricciones (2.16) correspondientes al caso esféricamente simétrico en ausencia
de materia se describen a continuación:

Constricción Hamiltoniana.La expresión (2.12) se reduce a(3)R+ K2 − Ki j K i j =

16πρADM, donde cada término se escribe explı́citamente como:

(3)R =
1
2

(∂rγθθ)2

γrrγ
2
θθ

− 2
∂2

rγθθ

γrrγθθ
+
∂rγrr∂rγθθ

γ2
rrγθθ

+
2
γθθ

,

K = γi j Ki j =
Krr

γrr
+ 2

Kθθ

γθθ
,

Ki j K
i j =

(

Krr

γrr

)2

+ 2

(

Kθθ

γθθ

)2

. (2.28)

Constricción de Momento.Sólo hay una ecuación no trivial para (2.15) correspon-
diente al flujo radial, que en vacı́o se lee como∇ jKr j − ∇r K = 8πJr , donde
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∇ jK
r j = ∂rK

rr + 2Γr
rr K

rr + Γr
θθK

θθ + Γθθr K
rr + Γr

φφK
φφ + ΓφφrK

rr

=
∂rKrr

γ2
rr

− Krr∂rγrr

γ3
rr

− Kθθ∂rγθθ

γrrγ
2
θθ

+
Krr∂rγθθ

γ2
rrγθθ

∇r K = γri∇iK = γ
rr∇r K = γ

rr∂r K = γ
rr∂r

(

Krr

γrr
+ 2

Kθθ

γθθ

)

=
∂rKrr

γ2
rr

− Krr∂rγrr

γ3
rr

+ 2
∂r Kθθ

γrrγθθ
− 2

Kθθ∂rγθθ

γrrγ
2
θθ

En conclusión, al reducir el sistema (2.22) y las ecuaciones (2.16) al caso particular de
simetrı́a esférica, se tiene un sistema con 4 ecuaciones para la evolución de la geometrı́a y
2 expresiones para las constricciones. Este es el sistema que se evoluciona en el presente
trabajo en lo que respecta al formalismo ADM.

2.2.2. Formulacíon KST

La formulación KST adopta la representación “Einstein-Christoffel” hiperbólica. En
ella se escriben las ecuaciones de evolución como un sistema hiperbólico simétrico de
primer orden, a diferencia de las ecuaciones ADM en donde se observa que el miembro
derecho de∂tKrr presenta derivadas de segundo orden y términos no linealesde∂r . Adicio-
nalmente, en el sistema KST todas las curvas caracterı́sticas están dirigidas a lo largo de los
conos de luz o en la dirección normal a la foliación espacial. Además, se encuentra que las
velocidades caractrı́sticas que son fı́sicas; lo que hace más fácil implementar condiciones
de frontera [9].

El sistema KST toma como variables fundamentales las componentes de la 3-métrica y
de la curvatura extrı́nseca, más 18 variables adicionalesde “conexión” (en tres dimensiones
espaciales) y no requiere derivadas del tensor de energı́a-momento [10].

Se representa ahora el elemento de lı́nea de la descomposición 3+ 1 con la siguiente
notación

ds2 = −N2dt2 + gi j (dxi + βidt)(dxj + β jdt), (2.29)

dondegi j son las componentes de la 3-métrica,βi el vector de desplazamiento yN es la fun-
ción lapso. La formulación KST no toma a la función lapso como una función libremente
especificable, sino a una función lapso densitizada arbitrariaα, definida por

α :=
N
√

g
(2.30)

dondeg es el determinante de la 3-métrica. El uso de la funciónα no condiciona la libertad
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de elegir la norma temporal ya queN puede ser elegida libremente.

Para escribir las ecuaciones de Einstein se definen las nuevas variables

fi jk := Γ(i j )k + gkig
lmΓ[l j ]m + gk jg

lmΓ[li ]m, (2.31)

dondeΓi jk = gilΓ
l
jk es el sı́mbolo de Christoffel asociado agi j , y los paréntesis y corchetes

denotan simetrización y antisimetrización, respectivamente.

El sistema de ecuaciones de evolución de la formulación KST puede ser escrito en la
forma

∂̂0gi j = −2NKi j , (2.32)

∂̂0Ki j + Ngkl∂l fki j = N{gkl(KklKi j − 2KkiKl j ) + gklgmn(4 fkmi f[ln] j + 4 fkm[n fl]i j − fikm f jln)

+ 8 f(i j )k f[ln]m + 4 fkm(i f j)ln − 8 fkli fmn j + 20fkl(i f j)mn− 13fikl f jmn)

− ∂i∂ j lnα − (∂i lnα)(∂ j lnα) + 2gi j g
klgmn( fkmn∂l lnα − fkml∂n lnα)

+ gkl[(2 f(i j )k − fki j)∂l lnα + 4 fkl(i∂ j) lnα − 3( fikl∂ j lnα + f jkl∂i lnα)]

− 8πSi j + 4πgi j T}, (2.33)

∂̂0 fki j + N∂kKi j = N{gmn[4Kk(i f j)mn− 4 fmn(iK j)k + Ki j (2 fmnk− 3 fkmn)]

+ 2gmngpq[Kmp(gk(i f j)qn − 2 fqn(ig j)k) + gk(iK j)m(8 fnpq− 6 fpqn)

+ Kmn(4pq(ig j)k − 5gk(i f j)pq)] − Ki j∂k lnα

+ 2gmn(Km(ig j)k∂n lnα − Kmngk(i∂ j) lnα) + 16πgk(i Jj)}. (2.34)

donde∂̂0 es el operador de derivada temporal normal a la foliación, definido por

∂̂0 := ∂t − £β. (2.35)

Los términos de materiaρ, T, Ji y Si j se definen de la misma manera que en la formu-
lación ADM.

Una solución válida del sistema (2.34) debe satisfacer unconjunto de 22 constricciones,
a saber, la constricción Hamiltoniana

C := gi j gkl{2(∂k fi jl − ∂i f jkl) + KikK jl − Ki j Kkl

+ gmn[ fikm(5 f jln − 6 fl jn) + 13fikl f jmn

+ fi jk(8 fmln − 20flmn)]} + 16πρ = 0, (2.36)
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las 3 constricciones de momento

Ci := gkl{gmn[Kik(3 flmn − 2 fmnl) − Kkm filn ]

+ ∂iKkl − ∂kKil } + 8πJi = 0, (2.37)

y las 18 constricciones correspondientes a la definición delas variables extra que hacen al
sistema de primer orden [11]

Ci jk := ∂kgi j − 2 fki j + 4glm( flm(ig j)k− gk(i f j)lm) = 0 (2.38)

las cuales relacionanfki j con las derivadas espaciales de la 3-métrica. Si las constricciones
son satisfechas por los datos iniciales, éstas son preservadas por las ecuaciones de evolución
por todo el tiempo.

Caso particular: Simetrı́a esf́erica

En esta formulación, la forma más general del elemento de lı́nea esféricamente simétri-
co puede ser escrito de la forma

ds2 = −N2dt2 + grr (dr + βrdt)2 + gTr2(dθ2 + sin2 θdφ2), (2.39)

donde la componente angular de la métrica se define como

gT :=
gθθ
r2
=

gφφ

r2 sin2 θ
.

Las dos componentes no triviales de la curvatura extrı́nseca sonKrr y la componente
angular

KT :=
Kθθ

r2
=

Kφφ

r2 sin2 θ
.

Por su parte, las componentes no triviales defi jk son frrr , la componente angular

frT :=
frθθ
r2
=

fθθr
2r2
=

frφφ

r2 sin2 θ
=

fφφr

2r2 sin2 θ

y las componentes adicionales

frr θ = grr cotθ,

fθθθ = 2r2gT cotθ,

fθφφ = r2gT sinθ cosθ,

fφθφ = r2gT sinθ cosθ. (2.40)
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La evolución para las componentes (2.40) está completamente determinada por la evo-
lución de las componentes de la 3-métrica. Por tanto, no sehace el tratamiento de estas
cantidades como variables independientes y son reemplazadas por las respectivas compo-
nentes métricas cuando aparecen en las ecuaciones de evolución.

En resumen, las variables fundamentales son las 6 cantidadesgrr , gT , Krr , KT , frrr y frT ;
para las cuales el sistema (2.34) toma la forma

∂tgrr = βr∂rgrr − 2NKrr + 2grr∂rβ
r ,

∂tgT = βr∂rgT − 2NKT + 2
βr

r
gT ,

∂tKrr = βr∂r Krr −
N
grr
∂r frrr + N

[

2
frrr
grr

(

frrr
grr
+

1
r
− 4 frT

gT

)

− 6
r2
+ Krr

(

2
KT

gT
− Krr

grr

)

− 6

(

frT
gT

)2

− ∂2
r ln α̃ − (∂r ln α̃)2 +

(

4
r
− frrr

grr

)

∂r ln α̃
]

+ 2Krr∂rβ
r + 4πN(Tgrr − 2Srr ),

∂tKT = βr∂r KT −
N
grr
∂r frT + N

(

KT
Krr

grr
+

1
r2
−

2 f 2
rT

grr gT
− frT

grr
∂r ln α̃

)

+
2βr

r
KT ,

∂t frrr = βr∂r frrr − N∂r Krr + N
[

4grr
KT

gT

(

3
frT
gT
− frrr

grr
+

2
r
− ∂r ln α̃

)

− Krr

(

10
frT
gT
+

frrr
grr

− 2
r
+ ∂r ln α̃

)]

+ 3 frrr ∂rβ
r + grr∂

2
rβ

r + 16πNJrgrr ,

∂t frT = βr∂r frT − N∂r KT + N
[

KT

(

2
frT
gT
− frrr

grr
− ∂r ln α̃

)]

+

(

∂rβ
r +

2βr

r

)

frT , (2.41)

donde

α̃ := αr2 sinθ =
N

gT
√

grr

y donde se han escrito explı́citamente los términos que involucran la derivada de Lie.

Las seis variables fundamentales obedecen a un sistema de cuatro constricciones que
se obtienen de las ecuaciones (2.36), (2.37) y (2.38):
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C :=
∂r frT
grr gT

− 1
2r2gT

+
frT

grr gT

(

2
r
+

7 frT
2gT
− frrr

grr

)

− KT

gT

(

Krr

grr
+

KT

2gT

)

+ 4πρ = 0

Cr :=
∂r KT

gT
+

2KT

rgT
− frT

gT

(

Krr

grr
+

KT

gT

)

+ 4πJr = 0

Crrr := ∂rgrr +
8grr frT

gT
− 2 frrr = 0

CrT := ∂rgT +
2gT

r
− 2 frT = 0 (2.42)

Estas constricciones se calculan durante toda la evolución y se verifica que se satisfagan
numéricamente.





Caṕıtulo 3

Métodos nuḿericos

En este capı́tulo se describen los métodos numéricos que se emplean en el desarrollo
del presente proyecto. Se presenta una exposición breve pero concreta del método de dife-
rencias finitas como la herramienta para aproximar derivadas de una función; ası́ como el
Método de Lı́neas como mecanismo de evolución en problemas de valores iniciales.

3.1. Diferencias Finitas

El método de diferencias finitas permite la resolución aproximada de ecuaciones di-
ferenciales parciales y su aplicación consiste en elaborar de una versión discreta de los
elementos de la EDP, a saber, se discretiza el dominio donde se busca la solución, las fun-
ciones involucradas y los operadores diferenciales.

El proceso de discretización del dominio consiste en transformar el dominio de interés
originalmente continuo, por ejemplo el intervalo [xmin, xmax], en una malla donde únicamen-
te se considera un número determinadoNx de puntos. Esta partición del dominio puede ser
o no uniforme, y la elección de los puntos dependerá del problema en cuestión. Nótese que
a medida que el número de puntos considerados crece, el dominio discretizado se parece
cada vez más al continuo. En este trabajo se considera un espaciamiento uniforme de los
puntos del dominio∆x, dado por:

∆x =
xmax− xmin

Nx
,

de modo que cada punto de la partición puede ser etiquedado de la siguiente manera:

xi = xmin + i∆x, i = 0, ...,Nx.

Por otra parte, discretizar las funciones involucradas significa que para una funciónu(x)
definida en el intervalo [xmin, xmax], se tomarán en cuenta solamente los valores deu sobre
los puntosxi del dominio discreto. Se utilizará la notaciónui para hacer referencia al valor

45
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Figura 3.1: Discretización del dominio. En este caso en quex0 = xmin y xN = xmax. La separación∆x
es la misma entre cualesquiera dos puntos de la malla. Se representa también la discretización deu(x) que
está restringida a los valoresxi , dondei = 0, ...,N.

deu(xi). El proceso de discretización se muestra esquemáticamente en la Fig 3.1.
Finalmente, es necesario adoptar un caso discreto de la definición estándar de la deri-

vada en cálculo elemental

u′(x) = lı́m
∆x→0

u(x+ ∆x) − u(x)
∆x

(3.1)

con el fin de permitir a una computadora manejar el concepto abstracto∆x → 0. Las
aproximaciones de la derivada se exponen a continuación.

3.1.1. Aproximacíon de la derivada

La deducción de una expresión para la derivada en el caso discreto puede obtenerse
partiendo de la definición de derivada en el continuo, haciendo simplemente

u′i =
ui+1 − ui

∆x
+O(∆x) (3.2)

conocida comoAproximación progresiva, donde∆x es pequeña pero no necesariamente
infinitesimal. Otras dos aproximaciones igualmente válidas son:

Aproximación regresiva

u′i =
ui − ui−1

∆x
+O(∆x) (3.3)

Aproximación centrada
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Aproximación progresiva

Aproximación regresiva

Aproximación centrada

Figura 3.2: Descripción gráfica para aproximaciones de laprimera derivada.

u′i =
ui+1 − ui−1

2∆x
+O(∆x2) (3.4)

Un ejemplo esquemático de estas aproximaciones se presenta en la Fig 3.2.

Las definiciones anteriores son equivalentes en el continuopero llevan a diferentes
aproximaciones en el caso discreto. La cuestión es determinar cuál es el mejor y la forma
de cuantificar el error de la aproximación reside en el análisis de la serie de Taylor de la
función.

Seau una función definida en (a, b) suficientemente diferenciable, entonces la expan-
sión def (x) usando serie de Taylor alrededor del puntoxi ∈ (a, b) es:

u(x) = u(xi) + (x− xi)u
′(xi) +

(x− xi)2

2!
u′′(xi) + ... +

(x− xi)n

n!
u(n)(xi) + Rn+1 (3.5)

donde el residuo

Rn+1 =

∫ x

xi

...

∫ x

xi
︸      ︷︷      ︸

n+1 veces

un+1(x)(ds)n+1

Si la (n+1)−ésimaderivada de la funciónu tiene mı́nimomy máximoM en el intervalo
[xi , x], entonces se tiene que:

∫ x

xi

...

∫ x

xi

m(ds)n+1 ≤ Rn+1 ≤
∫ x

xi

...

∫ x

xi

M(ds)n+1
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m
(x− xi)n+1

(n+ 1)!
≤ Rn+1 ≤ m

(x− xi)n+1

(n+ 1)!
,

lo que muestra que el residuo está acotado por los valores dela derivada y la distancia del
puntox al punto de expansiónxi elevado a la potencia (n + 1). Más aún, si se asume que
u(n+1) es continua, entonces debe tomar todos los valores entremy M, esto es:

Rn+1 = u(n+1)(ξ)
(x− xi)n+1

(n+ 1)!

para algúnξ en el intervalo [xi , x] [12].

Como se mencionó previamente, la serie de Taylor es usada para estudiar el comporta-
miento de las aproximaciones numéricas. Por ejemplo, consideremos la expansión en serie
de Taylor para la funciónu en el puntoxi+1 alrededor del puntoxi:

ui+1 = ui + ∆x
∂u
∂x

∣
∣
∣
∣
∣
xi

+
∆x2

2!
∂2u
∂x2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
xi

+
∆x3

3!
∂3u
∂x3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
xi

+ ... (3.6)

la cual se puede reescribir como sigue:

ui+1 − ui

∆x
− ∂u
∂x

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
∆x
2!
∂2u
∂x2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
xi

+
∆x2

3!
∂3u
∂x3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
xi

+ ...

︸                             ︷︷                             ︸

Error de truncamiento

, (3.7)

donde se observa que la expresion (3.7) corresponde al truncamiento de la serie de Taylor
después del segundo término. El miembro izquierdo de (3.7) es el error cometido en la
terminación de la serie y se conoce comoError de Truncamiento (ET). Este error puede
ser definido como la diferencia entre la derivada y su representación en diferencias finitas.
El primer término de la serie es usado para caracterizar el orden de magnitud del error. En
el caso de la expresión (3.7), el primer término en el errorde truncamiento es el producto
de la segunda derivada evaluada enxi y el espaciamiento de la malla∆x, este último es
un parámetro numérico sobre el cual se tiene control. Entonces, para∂

2u
∂x2 la aproximación

numérica depende linealmente del parámetro∆x. Es de esperarse que, para valores de∆xi

suficientemente pequeños, el error presente un decrecimiento lineal. Utilizando la notación
“O grande” para caracterizar el error de truncamiento, se tiene queET ∼ O(∆x). Ası́ que
la ecuación (3.7) se puede escibir:

∂u
∂x

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
ui+1 − ui

∆x
+O(∆x) (3.8)

Un análisis similar aplicado para la expansión en serie deTaylor para la funciónu en el
puntoxi−1 alrededor del puntoxi, se llega al siguiente resultado para la ecuación (3.3):
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∂u
∂x

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
ui − ui−1

∆x
+O(∆x) (3.9)

Hasta el momento, sólo se ha usado la información provistapor dos puntos. Aproxima-
ciones de orden de precisión superior pueden ser obtenidascombinando las series de Taylor.
Por ejemplo, usando las expansiones parau(xi ± ∆x) se llega a la siguiente expresión:

ui+1 − ui−1

2∆x
− ∂u
∂x

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
∆x2

3!
∂3u
∂x3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
xi

+ ... (3.10)

lo que indica que la aproximación centrada tiene un error cuadrático a medida que∆x→ 0:

∂u
∂x

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
ui+1 − ui−1

2∆x
+O(∆x2), (3.11)

esto implica que si el espaciamiento en la malla, digamos∆x1, se reduce a la mitad, es
decir se define una nueva malla con separación∆x2 =

1
2∆x1; el ET decrece en una razón de

(
∆x1
∆x2

)2
= 4. Nótese que aunque nuevamente se usó la información en solamente dos puntos,

la aproximación centrada ofrece mayor precisión que las otras dos aproximaciones.

3.1.2. Aproximaciones de orden de precisión superior

La expansión en serie de Taylor es una herramienta útil para el cálculo de aproxima-
ciones de derivadas de cualquier orden a cualquier orden de precisión. El método para
construir aproximaciones en diferencias finitas de operadores diferenciales es el siguiente:

Hacer la expansión en serie de Taylor en puntos cercanos a aquel donde se quiera
evaluar la derivada de la funciónu.

Encontrar una combinación lineal de tales expansiones quecumpla con la condición
de que los coeficientes de las derivadas de orden superior e inferior a la derivada del
orden deseado sean cero.

El número de puntos en los que se expanda la serie de Taylor deu(x) alrededor dexi y el
orden de truncamiento de ésta, determinarán el orden de precisión de la aproximación. Por
ejemplo, supóngase que se desea encontrar la primera derivada deu a presición de cuarto
orden, entonces, basta con encontrar la combinación correcta del tipoAu(x−2∆x)+Bu(x−
∆x)+Cu(x)+Du(x+∆x)+Eu(x+2∆x) tal que los coeficientes deu(x) y de las derivadas de
segundo orden y superiores sean cero[13]. En el caso centrado la expresión es la siguiente:

8(ui+1 − ui−1) − (ui+2 − ui−2)
12∆x

=
∂u
∂x
+O(∆x4), (3.12)
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Cabe mencionar que también se pueden calcular aproximaciones con una seleccioón
de puntos cercanos no simétrica. Al conjunto de puntos usado en la aproximación de la
derivada se le llamaEsténcil. El uso de esténciles desbalanceados (con puntos únicamente a
la derecha, a la izquierda o una combinación de ambos respecto del punto de interés) es útil,
por ejemplo, para calcular derivadas cerca de las fronterasdonde puede no haber suficientes
puntos para usar aproximaciones centradas. Para encontrarlas expresiones de estos casos
se procede de la misma manera. Los resultados de varias elecciones de puntos vecinos para
encontrar derivadas con precisiónO(∆x4) se resumen en las siguientes relaciones:

∂xui = C[3ui−4 − 16ui−3 + 36ui−2 − 48ui−1 + 25ui] + O(∆x4)

∂xui = C[−ui−3 + 6ui−2 − 18ui−1 + 10ui + 3ui+1] + O(∆x4)

∂xui = C[ui−2 − 8ui−1 + 8ui+1 − ui+2] + O(∆x4)

∂xui = C[−3ui−1 − 10ui + 18ui+1 − 6ui+2 + ui+3] + O(∆x4)

∂xui = C[−25ui + 48ui+1 − 36ui+2 + 16ui+3 − 3ui+4] + O(∆x4) (3.13)

dondeC = 1
12∆x.

3.1.3. Derivadas de segundo orden

En este caso, la combinación de las expansiones en serie de Taylor deu en puntos
vecinos axi que se requiere es tal que los coeficientes de las derivadas deorden cero,
uno, tres y superiores sean cero. Ası́, por ejemplo, la derivada de segundo orden con error
∼ O(∆x2) es

(ui+1 − 2ui + ui−1)
∆x2

=
∂2u
∂x2
+O(∆x2), (3.14)

En resumen, se conoce ya la manera de calcular las aproximaciones para derivadas
de cualquier orden y con la precisión que se requiera. Se presentan a continuación las
expresiones que aproximan la derivada de segundo orden de lafunciónu con ET deO(∆x2)
y O(∆x4) usando esténciles centrados y desbalanceados:

∂xxui = C[ui−1 − 2ui + ui+1] + O(∆x2)

∂xxui = C[−ui−3 + 4ui−2 − 5ui−1 + 2ui] + O(∆x2)

∂xxui = C[2ui − 5ui+1 + 4ui+2 − ui+3] + O(∆x2) (3.15)
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∂xxui = C[−10ui−5 + 61ui−4 − 156ui−3 + 214ui−2 − 154ui−1 + 45ui] + O(∆x4)

∂xxui = C[ui−4 − 6ui−3 + 14ui−2 − 4ui−1 − 15ui + 10ui+1] + O(∆x4)

∂xxui = C[−ui−2 + 16ui−1 − 30ui + 16ui+1 − ui+2] + O(∆x4)

∂xxui = C[10ui−1 − 15ui − 4ui+1 + 14ui+2 − 6ui+3 + ui+4] + O(∆x4)

∂xxui = C[45ui − 154ui+1 + 214ui+2 − 156ui+3 + 61ui+4 − 10ui+5] + O(∆x4) (3.16)

dondeC = 1
∆x2 para el sistema (3.15) yC = 1

12∆x2 en las expresiones (3.16).

3.1.4. Convergencia

Debido a que se está tomando una versión discreta de operadores diferenciales, no debe
perderse de vista que la solución numérica es únicamenteuna aproximación de la solución
en el continuo. Es necesario entonces establecer un criterio que valide que la discretización
está acercándose efectivamente a la solución en el continuo si se calcula para∆x cada
vez más pequeños. En la medida en que la malla construida para el dominio de la EDP
tenga mayor resolución, menor será el error con que se est´an aproximando los operadores
diferenciales a sus equivalentes en el continuo, y por tantola aproximación en diferencias
finitas de una ecuación diferencial es más precisa.

Supóngase que el error obtenido al aproximar las derivadaspor sus expresiones en
Diferencias Finitas esError ∼ O(∆x2) para cierto valor de∆x. Si se define una nueva
malla con espaciamiento∆xκ = ∆x

κ
con κ > 1, entonces el error correspondiente a esta

nueva resolución seráErrorκ ∼ O(∆x2

κ2 ), es decir, disminuirá cuadráticamente respecto a la
primer resolución. Si se usan aproximaciones más precisas, por ejemplo, con ET∼ O(∆x4),
el error para la malla más fina se verá disminuido por un factor de

(
1
κ4

)

. En resumen, la razón
entre los errores de dos diferentes resoluciones∆x y ∆xκ con ET∼ O(∆xn) es

Error
Errorκ

=





∆x
1
κ
∆x





n

= κn.

Respecto a la solución numérica de EDPs definidas en un dominio espacio-temporal,
como los sistemas ADM y KST que se resuelven en este trabajo; la discretización no sólo
se aplica al dominio espacial, sino también al temporal, como se muestra en la Fig 3.3.
Considérese una funciónf que es solución numérica de la EDP a un tiempo dado con una
precisión de segundo orden. Si se conociera la solución exacta f0 de una ecuación dada,
el resultado numérico para una aproximación con error∼ O(∆x2) puede escribirse en la
forma:

f = f0 + E∆x2 +O(∆x3),
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donde se ha asumido que el error dominante es∼ O(∆x2) y E es una constante; ası́Error ∼
E∆x2. Dado que se conoce la solución exacta, es posible conocer el error con que se calcula
la solución numérica usando distintos valores de∆x. Seanf1 y f2 dos soluciones numéricas
calculadas usando las resoluciones∆x y ∆x

2 respectivamente (o seaκ = 2). La razón entre
los errores es la siguiente:

f1 − f0
f2 − f0

=
∆x2 +O(∆x3)
1
4∆x2 +O(∆x3)

= 4+O(∆x). (3.17)

En este caso se ha supuesto que la funciónf depende solamente de la variablex porque
se calcula el error para un valor det fijo. El número cuatro en (3.17) se llamaFactor de
Convergencia (FC)y debe ser evaluado en cada punto de la malla donde se ha calculado
la función f [13]. Por tanto, en el caso de un cálculo numérico llevado acabo con aproxi-
mación de segundo orden, debe obtenerse un factor de convergencia de 4= 22 para poder
concluir que la solución converge a segundo orden, es decir, que cumple con lo predicho
por la teorı́a en (3.17). De manera análoga, es posible mostrar que si la aproximación es de
cuarto orden, el factor será 16= 24.

Evidentemente no siempre se conoce la solución exacta de las EDPs, aún ası́ es posi-
ble analizar la convergencia de los resultados numéricos haciendo uso de tres resoluciones
distintas (no dos como en el caso anterior). Este análisis es llamadoEstudio de Autocon-
vergencia. Si además def1 y f2 definidas antes se calcula la soluciónf3 de la EDP con
resolución∆x/22, es decir, considerando nuevamenteκ = 2; se puede calcular la razón
siguiente:

f1 − f2
f2 − f3

=
∆x2 − 1

4∆x2 +O(∆x3)
1
4∆x2 − 1

16∆x2 +O(∆x3)

=
∆x2 +O(∆x3)
1
4∆x2 +O(∆x3)

= 4+O(∆x)

(3.18)

donde se observa el mismo comportamiento de la ecuación (3.17). Este análisis es el que
se aplica a los resultados de este trabajo para probar que loserrores obtenidos se deben
únicamente al método numérico y a ningún otro factor. Concretamente se estudia la con-
vergencia de las ecuaciones de constricción para monitorear que las violaciones a éstas
decrecen a medida que la malla se hace más fina. Al utilizar esténciles de cuarto orden de
precisión, y un refinamiento correspondiente a un valor deκ = 2, se espera que el FC sea
de 16 para en cada punto de la malla y en cada nivel de tiempo.

Es importante no perder de vista que hemos considerado al método de Diferencias
Finitas únicamente como una herramienta para aproximar derivadas de una función. Esto
será útil al momento de plantear las derivadas espacialespara un sistema de ecuaciones
que evoluciona en el tiempo, justamente como el sistema (2.27) y (2.41). En este punto
se cuenta con lo necesario para escribir numéricamente losmiembros derechos de dichos
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sistemas. La tarea ahora es definir un algoritmo que calcule la evolución de las variables en
el tiempo.

3.2. Algoritmo de Evolución

La evolución de datos consiste en determinar el valor de unafunción en el puntof n
i

a partir de los datos en niveles de tiempo previos. La etiqueta de tiempo discreto es el
superı́ndice enf , de manera que al hacer referencia af n

i significa la evaluación def en eli-
ésimo punto del dominio espacial y eln-ésimo punto del temporal (para todoi = 1, ...,Nx y
n = 1, ...,Nt) . Como se ha visto, el formalismo 3+1 proporciona un sistema de ecuaciones
de la forma:

∂t f = rhs( f ) (3.19)

donde f es la variable a evolucionar yrhs( f ) (right hand side de f )es una función que
depende tanto de variables independientes como dependientes. Es preciso entonces adoptar
un método de evolución, es decir, un algoritmo que permitaconocer f n+1 a partir de sus
valores en tiempos previos. Se elige elMétodo de Lı́neas (MoL)para tal fin.

La idea básica del MoL es reemplazar las derivadas espaciales en una EDP con aproxi-
maciones algebráicas de modo que se tiene una versión semidiscreta del sistema a resolver[16],
esto es:

∂t f = [rhs]n
i ( f ) (3.20)

Esta es laVersión Semidiscretapues únicamente la parte derecha aparece en forma
discreta, denotada usualmente comorhs( f ) (right hand side de f). La expresión (3.20) re-
presenta una una ecuación ordinaria ent para f para cada valor dei, es decir, se tienen
Nx ecuaciones diferenciales ordinarias ent de f . La solución de cada EDO se calcula in-
tegrando en el tiempo, inicialmente den = 0→ n = 1 para todoi. Una vez determinados
los valores def 1

i , se puede construir la solución correspondiente an = 2 y con estos últi-
mos la solución enn = 3, etc. En este sentido, se puede ver a la integración de cadafi en
el tiempo como una lı́nea en el dominio espacio-temporal y espor esto que el método se
denomina “de Lı́neas”. La tarea ahora es aplicar un algoritmo de integración para EDOs
conociendo las condiciones iniciales del sistema. En otraspalabras, dado el dominio de in-
terés [xmin, xmax] y los valores def 0

i , se requiere calcular los valores def n
i coni = 1, ...,Nx y

n = 1, ...,Nt. Cabe mencionar que para los casos en quei = 1 ei = Nx es necesario imponer
condiciones de frontera que dependerán del problema en cuestión. Una descripción gráfica
de lo anterior se muestra en la Fig 3.3. Se usa en este trabajo el método de Runge-Kutta
como integrador en el tiempo, el cual se describe a continuación.
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Datos iniciales

Fronteras

X

t

Punto del 

dominio

discreto

Dominio espacial

t = 0

Figura 3.3: Se muestran los elementos del dominio espacio-temporal discretizado para la solución de una
EDP que involucra una coordenada espacial y una temporal.

3.2.1. Método de Runge Kutta

Este método aproxima la solución de una EDO con valores iniciales. Entonces, dados
los valores iniciales para la ecuacióny′(t) = f (t, y(t)), el método de Runge Kutta (de orden
s) tiene la siguiente expresión para la funcióny al tiempot + h:

yn+1 = yn + h
s∑

i=1

biki, (3.21)

dondeh es el incremento∆t entre los sucesivos puntostn y tn+1. Los coeficienteski son
términos de aproximación intermedios, evaluados enf de manera local.

ki = f




tn + h ci , yn + h

s∑

j=1

ai j kj




i = 1, ..., s. (3.22)

conai j , bi, ci coeficientes propios del esquema numérico elegido, dependiente de la regla
de cuadratura utilizada. Los esquemas Runge-Kutta pueden ser explı́citos o implı́citos de-
pendiendo de las constantesai j del esquema. Si esta matriz es triangular inferior con todos
los elementos de la diagonal principal iguales a cero; es decir, a j j = 0 para j = i, ..., s, los
esquemas son explı́citos.

En este trabajo, se utiliza el método de Runge-Kutta de orden 4 (RK4) explı́cito, que
está dado por las siguientes expresiones:
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k1 = h f(xn, yn)

k2 = h f(xn +
1
2

h, yn +
1
2

k1)

k3 = h f(xn +
1
2

h, yn +
1
2

k2)

k4 = h f(xn + h, yn + k3)

yn+1 = yn +
1
6

k1 +
1
3

k2 +
1
3

k3 +
1
6

k4 +O(h5).

Finalmente, el Método de Lı́neas se puede ver como una herramienta que permite re-
solver una EDPs compuesta de dos partes: por un lado, el reemplazo de los operadores
de derivación por sus expresiones en diferencias finitas y,por otro lado, un algoritmo para
integrar en el tiempo como el RK4 descrito anteriormente. Este esquema numérico es el
que se implementa para resolver los sistemas (2.27) y (2.41)y los resultados se muestran a
continuación.





Caṕıtulo 4

Evolución

4.1. Consideraciones preliminares

En este punto ya se ha definido el sistema de ecuaciones a resolver y se ha elegido un
método numérico adecuado a las condiciones del problema,de tal manera que el problema
de resolver las ecuaciones de Einstein para un agujero negroen simetrı́a esférica en el
vacı́o puede ser atacado. Sin embargo, se deben tener aún algunas consideraciones extra, a
saber, las concernientes a las singularidades asociadas alproblema. Dichas singuaridades
bien pueden ser fı́sicas o bien un problema de coordenadas. Por ejemplo, si se utilizan
coordenadas de Schwarzschild, se tendrá una singularidadde coordenadas enr = 2M,
misma que se puede evitar utilizando otras coordenadas que permanezcan regulares en
este punto (como las de Eddington-Finkelstein). Un ejemplotı́pico de una singularidad
fı́sica aparece en este mismo problema enr = 0 pues su naturaleza misma implica que los
invariantes de curvatura sean singulares en este punto. No tener cuidado al respecto podrı́a
conducir a cálculos errados.

En lo que respecta a la singularidad fı́sica en el origen, la manera de evitar la evolución
en esta región consiste en remover un trozo del dominio num´erico en el que esté conteni-
da; esto en cada hipersuperficie espacial. Además, la porción removida debe encontrarse
dentro del horizonte de eventos. Es importante mencionar que esto solamente es posible en
sistemas de coordenadas que penetren el horizonte y en este caso se usan las coordenadas
de Eddington-Finkelstein; ası́, lo que ocurra en la frontera tenderá a desplazarse hacia la
singularidad [17]. Las coordenadas de Schwarzschild no sonútiles puesto que presentan
una singularidad enr = 2M y los conos de luz tienden a cerrarse a medida que se aproxi-
man a esta región. Al método descrito se le conoce comoMétodo de excisión. La frontera
del trozo removido se conoce como frontera de excisión y se denotarexc. Como ya se dijo,
la fontera debe cumplirrexc < 2M y en el caso especial de hoyos negros esféricamente
simétricos escritos en coordenadas esféricas, dicha frontera es una esfera de radior = rexc.
Entonces, dada la estructura de los conos de luz dentro del horizonte de eventos, en la

57
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frontera de excisión no es necesario aplicar condiciones de frontera, lo que se hace es sim-
plemente extrapolar los valores de las variables que se evolucionan, usando valores en los
puntos vecinos [18].

4.2. Formulación ADM

4.2.1. Evolucíon de un agujero negro en el vaćıo en coordenadas EF

Las coordenadas de Eddington-Finkelstein (EF) tienen la cualidad de que penetran el
horizonte de eventos con conos de luz abiertos, a diferenciade las coordenadas de Sch-
warzschild. Lo anterior implica que en coordenadas de Eddington-Finkelstein no se pre-
sentan singularidades asociadas al sistema de cooordenadas. El elemento de lı́nea es:

ds2 = −
(

1− 2M
r

)

dt2 +
4M
r

dtdr+

(

1+
2M
r

)

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (4.1)

a partir del cual se tiene información exacta sobre condiciones iniciales y de norma.

Omitiendo los términos que involucran materia, el sistema(2.27) es:

∂tγrr = −2αKrr + β
r∂rγrr + 2γrr∂rβ

r ,

∂tγθθ = −2αKθθ + β
r∂rγθθ,

∂tKrr = −∂rrα +
(∂rγrr )(∂rα)

2γrr
+
α

2

(

∂rγθθ

γθθ

)2

− α
∂rrγθθ

γθθ
+ α

(∂rγrr )(∂rγθθ)
2γrrγθθ

+ 2α
Krr Kθθ

γθθ

− α
K2

rr

γrr
+ βr∂rKrr + 2Krr∂rβ

r ,

∂tKθθ = −
(∂rγθθ)(∂rα)

2γrr
− α∂rrγθθ

2γrr

+ α
(∂rγrr )(∂rγθθ)

4γ2
rr

+ α

[

1+
Krr Kθθ

γrr

]

+ βr∂r Kθθ

. (4.2)

Para la solución del sistema, se imponen condiciones iniciales y de frontera que serán
descritas en los siguientes apartados.
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Condiciones iniciales

Comparando las ecuaciones (2.23) y (4.1), las funciones de norma y las componentes
de la 3-métrica toman la siguiente forma [10]:

γrr = 1+
2M
r
, γθθ = r2,

α =
1

√

1+ 2M
r

, βr =
2M

r
(

1+ 2M
r

) , (4.3)

conM la masa del agujero negro.
Respecto a la curvatura extrı́nseca, la ecuación (2.8) conduce a las siguientes expresio-

nes para las componentes no triviales:

Krr = −
2M
r2

1+ M
r

√

1+ 2M
r

,

Kθθ =
2M

√

1+ 2M
r

. (4.4)

Estas expresiones correspondientes a la solución de Schwarzschild en las coordenadas
de Eddington-Finkelstein se toman como las condiciones iniciales de las variablesγrr , γθθ,
Krr , Kθθ, α y βr .

Configuración numérica

El dominio espacial [xmin, xmax] se definió para los valores der ∈ [1M, 201M]. En
adelante se usarár para hacer referencia a la coordenada espacial (pues se trata de una
coordenada radial), es decir, el dominio espacial será el intervalo [rmin, rmax]. Se eligieron las
siguientes resoluciones:∆r1 = 0.1M,∆r2 = ∆r1/2,∆r3 = ∆r2/2,∆r4 = ∆r3/2,∆r5 = ∆r4/2
y r6 = ∆r5/2. Una vez que se establece la resolución espacial, la resolución temporal queda
definida por elFactor de Courant∆t/∆x, que en este trabajo toma un valor∆t/∆x = 0.25.

En el sistema (4.2) se tiene especial cuidado al implementarlos términos de advección
de tipoβr∂r f pues estos podrı́an afectar la causalidad del algoritmo de evolución. Con el
fin de evitar desconexiones causales, se utilizan esténciles desbalanceados con puntos a la
derecha siβr ≥ 0 y a la izquierda en caso contrario.

Las funciones de normaα y β se actualizan usando las condicionesα/
√
γrr + β = 1

y −2αKθθ + β∂rγθθ = 0, esto garantiza quet + r es una coordenada entrante nula y que
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Figura 4.1: Valores iniciales para las funciones métricasy de curvaturaγrr , Krr y Kθθ; ası́ como las condicio-
nes de normaα, β. No se presenta la componenteγθθ = r2.

∂tγθθ = 0 respectivamente. Este es un sistema algebráico de dos ecuaciones paraα y β que
se resuelve en cada paso de tiempo [18] [8].

La evolución en el tiempo se lleva a cabo con el integrador Runge-Kutta de cuarto orden
descrito por la expresión (3.23) durantet ∈ [0M, 100M].

Condiciones de frontera

Se utiliza la técnica de excisión para el radio interno deldominio y el valor de las
variables de evolución enrmin es calculado mediante la interpolación de Lagrange de cuarto
orden. Cabe mencionar que se tomórmin = rexc

En la frontera externa se imponen condiciones de frontera radiativas con la finalidad de
que las posibles fluctuaciones en la geometrı́a salgan por este punto evitando que entre in-
formación que contamine los resultados. Aquı́ se asume quelas variablesγi j y Ki j obedecen
la siguiente ecuación en el radio externo:

∂t f + ∂r f + ( f − f0)/r = 0 (4.5)

donde f0 es el valor asintótico de la función correspondiente. Como caso particular, para
la componente métricaγθθ se hace una extrapolación de cuarto orden debido a que el valor
asintótico diverge puesγθθ ∼ r2.

Debido a que la formulación ADM no tiene los modos perfectamente caracterizados,
se resuelve el problema manteniendo la fronterarmax causalmente desconectada pues se
analizan los resultados únicamente en el dominio espacialr ∈ [1M, 101M]. De manera
que las fluctuaciones que pudieran estar entrando por la frontera exterior no afectan los
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resultados en el dominio de interés.

Resultados

Se logró implementar el código que soluciona el sistema (4.2). Una prueba de que el
código funciona es que, debido a que el problema fı́sico involucra un sistema estático y
que además se usa la solución exacta como condiciones iniciales para las ecuaciones de
campo en el vacı́o, los perfiles de las funciones métricas y de curvatura extrı́nseca tiendan
a mantenerse constantes a lo largo de la evolución, exceptopor el error que introduce el
hecho de aproximar numéricamente las soluciones, mismo que debe decrecer a medida que
la resolución de la malla es m’as fina. Sin embargo, tener dichos perfiles constantes para
γrr , γθθ, Krr y Kθθ no es suficiente para determinar si los resultados numéricos son correctos.
Las variables que describen el campo gravitacional guardanrelaciones que deben cumplir-
se para todas las hipersuperficies; estas relaciones son especı́ficamente las constricciones
(2.28) y (2.29). En otras palabras, las constricciones representan el error en los cálculos, es-
te error debe converger a cero con resoluciones más finas. Loanterior se verifica mediante
las pruebas de convergencia descritas en el capı́tulo 3. Se presentan gráficas de la evolución
de las constricción Hamiltoniana para diferentes valoresde t en la Fig. 4.2, en la cual se
muestra la convergencia para dos resoluciones diferentes de la malla.

Otra manera en la que se prueba la convergencia de las constricciones es calculando la
norma-2. Dada una funciónf definida en el dominio, la norma-2 se define por

L2( f ) = 2

√√
N∑

i=1

f 2
i ∆r (4.6)

dondeN es el número de puntos en la malla. Esto se realiza para cada paso de tiempo
durante toda la evolución. Los resultados se muestran en laFig. 4.3 para las resoluciones
∆r1, ...,∆r5.

4.2.2. Evolucíon de la solucíon exacta con una norma no trivial

Hasta el momento las condiciones iniciales y las funciones de norma han sido seleccio-
nadas de tal manera que las componentes de la métrica inducida y de la curvatura extrı́nseca
permanecen constantes a lo largo de la evolución. Por otro lado, se ha visto que las cons-
tricciones no dependen de las funcionesα y β; por lo que un cambio en estas funciones
debe igualmente satisfacer las constricciones independientemente de que el perfil las coor-
denadas no permanezca constante.

Se estudia ahora el caso en el que la función lapso se modificade la sigiuente manera:

α = αEF + α̃ (4.7)
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Figura 4.2: Evolución de la constricción Hamiltoniana enlas resoluciones∆r3 y ∆r4 para t =
0, 20, 40, 60, 80, 100. La lı́nea verde representa la violación de la constricción debida a la resolución∆r4,
la lı́nea morada corresponde a la violación debida a la resolución ∆r3. Se multiplica la resolución∆r4 por
el factor de convergencia y se grafica con cı́rculos azules. Nótese que estos puntos quedan justamente so-
bre la lı́nea morada, lo cual indica que los resultados son consistentes pues la violación de la constricción
Hamiltoniana decrece en el orden esperado con mallas más finas.
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Figura 4.3: Se muestra la normaL2 de las constricciones Hamiltoniana y de Momento usando cinco resolu-
ciones distintas:∆r1, ...,∆r5. Se observa que conforme se aumenta la resoluciónH y M convergen a cero a
cuarto orden.

dondeαEF es el valor exacto del lapso de la solución de Schwarzchild en coordenadas
Eddington-Finkelstein y ˜α = Ae−(r−r0)2/σ2

una perturbación gaussiana; explı́citamente:

α =
1

√

1+ 2M
r

+ Ae−(r−r0)2/σ2
. (4.8)

Se evoluciona el sistema manteniendo el factor de Courant y las resoluciones de la
malla iguales a las usadas en la sección anterior. Se conservan también las componentes
γrr , γθθ, Krr , Kθθ y la funciónβ correspondientes a la solución exacta de Schwarzschild en
coordenadas de Eddington-Finkelstein. En resumen, las condiciones iniciales son:

γrr = 1+
2M
r
, γθθ = r2,

Krr = −
2M
r2

1+ M
r

√

1+ 2M
r

, Kθθ =
2M

√

1+ 2M
r

,

α =
1

√

1+ 2M
r

+ Ae−(r−r0)2/σ2
, βr =

2M

r
(

1+ 2M
r

) . (4.9)

En este caso se toma un dominio espacialr ∈ [1M, 51M] y el pulso gaussiano recibe
los parámetros:A = 1 × 10−3, r0 = 26M y σ = 3. El tiempo de evolución considerado es
t ∈ [0M, 50M].
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Figura 4.4: Evolución de la componenteγrr de la 3-métrica utilizando una norma distinta a la exacta enel
vacı́o.

Resultados

Como se anticipó, usar una función lapso distinta a la exacta provocará dinámica en
las variables de evolución (γrr , γθθ Krr , Kθθ). Este efecto puede apreciarse en la Fig 4.4.
La validación de los resultados obtenidos se efectúa mediante las pruebas de convergencia
mencionadas en el Capı́tulo 3. La Fig 4.5 muestra la 2-norma de las constricciones Ha-
miltoniana y de Momento, en ella se observa que con la resolución ∆r1, la violación de la
constricción no converge a cero con el orden deseado. En este caso se dice que la solución
numérica se encuentra fuera del régimen de convergencia.

4.3. Formulación KST

4.3.1. Evolucíon de un agujero negro en el vaćıo en coordenadas EF

El sistema de evolución correspondiente a la formulaciónKST que se resolverá en esta
sección es el sistema (2.41) pero omitiendo los términos que involucran materia, resultando
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Figura 4.5: Se muestra la normaL2 de las constricciones Hamiltoniana y de momento usando cuatro reso-
luciones distintas:∆r1, ...,∆r4. Se observa que conforme se aumenta la resoluciónH y M convergen a cero a
cuarto orden; sin embargo, la resolución∆r1 está fuera del régimen de convergencia.

∂tgrr = βr∂rgrr − 2NKrr + 2grr∂rβ
r ,

∂tgT = βr∂rgT − 2NKT + 2
βr

r
gT ,

∂tKrr = βr∂rKrr −
N
grr
∂r frrr + N

[

2
frrr
grr

(

frrr
grr
+

1
r
− 4 frT

gT

)

− 6
r2
+ Krr

(

2
KT

gT
− Krr

grr

)

− 6

(

frT
gT

)2

− ∂2
r ln α̃ − (∂r ln α̃)2 +

(

4
r
− frrr

grr

)

∂r ln α̃
]

+ 2Krr∂rβ
r ,

∂tKT = βr∂rKT −
N
grr
∂r frT + N

(

KT
Krr

grr
+

1
r2
−

2 f 2
rT

grr gT
− frT

grr
∂r ln α̃

)

+
2βr

r
KT ,

∂t frrr = βr∂r frrr − N∂r Krr + N
[

4grr
KT

gT

(

3
frT
gT
− frrr

grr
+

2
r
− ∂r ln α̃

)

− Krr

(

10
frT
gT
+

frrr
grr

− 2
r
+ ∂r ln α̃

)]

+ 3 frrr ∂rβ
r + grr∂

2
rβ

r ,

∂t frT = βr∂r frT − N∂r KT + N
[

KT

(

2
frT
gT
− frrr

grr
− ∂r ln α̃

)]

+

(

∂rβ
r +

2βr

r

)

frT , (4.10)

Este sistema está ligado a un conjunto de cuatro ecuacionesde constricción que corres-
ponden a las tı́picas Hamiltoniana y de Momento, más las constricciones para las variables
auxiliares usadas en esta formulación
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C :=
∂r frT
grr gT

− 1
2r2gT

+
frT

grr gT

(

2
r
+

7 frT
2gT
− frrr

grr

)

− KT

gT

(

Krr

grr
+

KT

2gT

)

= 0

Cr :=
∂rKT

gT
+

2KT

rgT
− frT

gT

(

Krr

grr
+

KT

gT

)

= 0

Crrr := ∂rgrr +
8grr frT

gT
− 2 frrr = 0

CrT := ∂rgT +
2gT

r
− 2 frT = 0. (4.11)

Detalles sobre la solución del sistema, condiciones iniciales y de frontera serán descri-
tos a continuación.

Condiciones iniciales

Con el fin de mantener a la geometrı́a de Schwarzschild independiente det, se eligen
las funciones métricas en las coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes como con-
diciones iniciales. En este sistema de coordenadas, la solución de Schwazschild toma la
forma:

grr = 1+
2M
r
, gT = 1,

α̃ =

(

1+
2M
r

)−1

, βr =
2M
r

(

1+
2M
r

)−1

,

Krr = −
2M
r

(

1+
M
r

) (

1+
2M
r

)− 1
2

, KT =
2M
r2

(

1+
2M
r

)− 1
2

,

frrr =
1
r

(

4+
7M
r

)

, frT =
1
r
. (4.12)

Estas condiciones iniciales satisfacen al sistema de constricciones (4.11). Se presenta
una gráfica con los valores de estas condiciones iniciales en la Fig 4.6.
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Figura 4.6: Valores iniciales para las funciones métricasy de curvaturaγrr , Krr , KT , de las condiciones de
normaα, βr y de la variable adicionalfrrr . No se presenta la componenteγT = 1 ni la función frT = 1

r .

Configuración numérica

Se definió el dominio espacialr ∈ [1M, 101M] y se eligieron las resoluciones∆r3, ...,∆r6

fijadas en la sección anterior. Se mantiene el mismo Factor de CourantFC = 0.25.
El tratamiento de términos de advección en el sistema (4.10) es el mismo que se se

utiliza en el sistema (4.2), es decir, se utilizan esténciles desbalanceados con puntos a la
derecha siβr ≥ 0 y a la izquierda en caso contrario.

La evolución en el tiempo se realiza también usando el método de Lı́neas con el inte-
grador RK4 durantet ∈ [0M, 500M].

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera se imponen en el sistema (4.10) usando la descomposi-
ción caracterı́stica que permite la formulación KST. Se consideran únicamente los campos
caracterı́sticos que se propagan hacia adentro del dominiocomputacional. En la frontera
internarmin no es necesario implementar ninguna condición puesto que todos los campos
caracterı́sticos salen del dominio hacia la singularidad.Esto significa que los conos de luz
apuntan hacia la singularidad enr = 0.

En la frontera exteriorrmax, por otro lado, los campos tienen modos tangenciales y
radiales entrantes y salientes. En este caso hay cuatro campos propagándose hacia adentro
del dominio a través dermax que eventualmente pueden contaminar la solución numérica.
Estos campos y sus respectivas velocidades son
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U0
r := grr , vc = −βr ,

U0
t := gT, vc = −βr ,

U±r := Krr ±
frrr√
grr
, vc = −βr ± α̃gT

U±T := KT ±
frT√
grr
, vc = −βr ± α̃gT .

Se imponen condiciones de frontera denominadas “freezing conditions”, que consisten
en aplicar a los campos entrantes la condición

∂tU = 0.

Estas condiciones de frontera por tanto congelan los modos entrantes y ello permite la
evolución del espacio-tiempo por tiempos prolongados.

Resultados

La implementación del código que soluciona el sistema (4.10) entró en el régimen de
convergencia a partir de la malla con resolución∆r4, como se observa en la Fig 4.7. Nue-
vamente se han elegido condiciones iniciales que mantienena la geometrı́a independiente
del tiempo, de modo que los perfiles de las variables de evolución se mantienen constan-
tes como en el caso de la formulación ADM. De igual manera, semonitorea la violación
de las constricciones como un indicador de que el error obtenido decrece cuando la malla
es más fina y se someten los resultados numéricos a las pruebas de convergencia que se
han aplicado anteriormente. Se evoluciona el sistema hastat = 500M para comprobar que
la evolución se mantiene convergente para valores det grandes. El error de redondeo es
alcanzado en∼ 10−11 Se presenta la 2-norma de las constriccionesC y Cr en la Fig 4.7.

4.3.2. Evolucíon de la solucíon exacta con una norma no trivial

En esta formulación también se modifica la función lapso con el fin de generar dinámica
en las variables de evolución. Al igual que en la formulaci´on ADM, las constricciones
deben satisfacerse puesto que son independientes de las funciones de norma.

La modificación de la funciónα se lleva a cabo sumando un término ˆα correspondiente
a un pulso gaussiano

α = αKS T+ α̂ (4.13)

dondeαKS T es el valor exacto del lapso usado en esta formulación. Explı́citamente:
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Figura 4.7: Gráfica de la normaL2 de las constricciones Hamiltoniana y de Momento (C y Cr , respectiva-
mente), correspondiente a las resoluciones∆r3, ...,∆r7. Se observa que la 2-norma se estabiliza en un perı́odo
corto de tiempo y se mantiene ası́ a lo largo de la evolución.Nótese que en la norma de la resolución∆r7 se
ha alcanzado el error de redondeo de la computadora y por ellose perciben ligeras variaciones en la región
donde los otros resultados se mantienen uniformes.

α =

(

1+
2M
r

)−1

+ Ae−(r−r0)2/σ2
. (4.14)

La Fig 4.8 muestra la diferenciaα y αKS T. Se evoluciona el sistema manteniendo el
mismo factor de Courant y las mismas resoluciones de la sección anterior. Las condiciones
iniciales en este caso son también las expresiones (4.12),excepto por la nueva funciónα
recién definida.

En este caso se toma un dominio espacialr ∈ [1M, 51M] y el pulso gaussiano recibe
los parámetros:A = 0.1, r0 = 5M y σ = 0.05. El tiempo de evolución considerado es
t ∈ [0M, 500M].

Una diferencia importante es que ahora se implementan unas condiciones de fronte-
ra enrmax que preservan las constricciones “Constraint-PreservingBoundary Conditions”
[11]. Estas condiciones de frontera son elegidas pues las condiciones iniciales no son las
exactas, por lo que es necesario saber cómo se propagan las constricciones a lo largo de la
evolución de las variables principales; esto se logra obteniendo la derivada temporal de los
miembros derechos de las constricciones (4.11) y reemplazando las derivadas temporales
por los rhs de las ecuaciones de evolución (4.2); finalmentese reescriben las variables prin-
cipales en términos de las constricciones y sus derivadas espaciales. La información que
brinda la estructura caracterı́stica del sistema de evolución de las constricciones es usada
para establecer condiciones de frontera que preservarán las constricciones en las fronteras.

Se encuentra que las condiciones de frontera para las componentes métricas son
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Figura 4.8: Se muestra la nueva función lapso. La lı́nea continua corresponde aα = αKS T + α̂ y los puntos
representan a la solución exactaαKS T.

∂tgrr = 2grr∂rβ − 2αKrr − 8
grr frT

gT
β + 2 frrrβ,

∂tgT = −2αKT + 2β frT . (4.15)

Las condiciones de frontera de las variables restantes son las mismas que en la solución
exacta.

Resultados

Como era de esperarse, definir una función lapso distinta a la exacta ocasionó dinámica
en las variables de evolución (grr , gT, Krr , KT , frrr y frT ) pues todo el sistema (4.10) depende
deα a través de la funciónN. Se muestra este efecto paragrr en la Fig 4.9. Las pruebas de
convergencia para las constriccionesC y Cr para este caso con dinámica se presentan en
las Fig 4.10.
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Figura 4.9: Evolución de la componentegrr de la 3-métrica empleando una función lapso que genera dinámi-
ca. Se muestran los perfiles en distintos valores de t, a saber, t = 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30.
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Figura 4.10: Se muestra la convergencia de la normaL2 de las constriccionesC y Cr usando cuatro resolu-
ciones distintas:∆r3, ...,∆r6. En este caso con dinámica se observa también que el error se estabiliza en los
primeros valores det justo como en el caso de la norma exacta.





Caṕıtulo 5

Conclusiones y comentarios finales

El trabajo que se acaba de presentar se ha enfocado en estudiar la evolución de un agu-
jero negro esféricamente simétrico y en el vacı́o a partirde dos formulaciones distintas de la
Relatividad General. Para conseguirlo ha sido necesario tener un entendimiento claro de las
ideas centrales de la misma Relatividad General para posteriormente comprender las pro-
piedades del espacio-tiempo que permiten desarrollar de las formulaciones ADM y KST.
Además, ha sido indispensable hacer un análisis de los métodos numéricos adecuados para
problemas de valores iniciales. Al combinar el formalismo 3+ 1 con la parte de métodos
numéricos, se estuvo en condiciones de obtener la evoluci´on del sistema de interés.

La implementación de los sistemas de evolución se inicióproporcionando condiciones
iniciales muy particulares que mantenı́an estática a la geometrı́a del espacio-tiempo. Esto
se pudo hacer debido a que un agujero negro esféricamente simétrico tiene una solución
exacta en ausencia de materia. Dicho esto, cabe mencionar que también se ha presentado
el procedimiento para encontrar la solución exacta. Más aún, se han incluı́do ejemplos para
ambas formulaciones en los que la geometrı́a evoluciona, pues en la práctica lo más común
es resolver sistemas en los cuales la geometrı́a del espacio-tiempo presenta dinámica.

Es importante decir que todos los resultados arrojados por los algoritmos numéricos
fueron sujetos a las pruebas de validación correspondientes, obteniendo en todos los casos
resultados que reproducen lo predicho por la teorı́a de los métodos numéricos.

El agujero negro tratado en este trabajo, aún siendo un problema más bien de carácter
formativo, puede complementarse de diversas maneras, por ejemplo: agregar una nube de
gas ideal y estudiar la acreción, considerar un agujero negro rotante con carga eléctrica, etc.
El problema resuelto aquı́ es ciertamente el primer paso hacia la solución de problemas im-
portantes, entre los que se encuentra la evolución de sistemas binarios de hoyos negros con
estrellas de neutrones, cuyo propósito es modelar las fuentes más importantes de radiación
gravitacional. Otros problemas que se pueden modelar son las fuentes de rayos gamma, jets
relativistas de los discos de acreción, rotación de galaxias, etc.

Personalmente, desarrollar esta tesis me ha proporcionadobases sólidas para poder
resolver problemas más complejos. He aprendido a ser observador y crı́tico y de los re-
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sultados que se obtienen al aplicar métodos a sistemas fı́sicos, además del conocimiento
teórico.



Apéndice A

Variedades Diferenciables

Definición Sean ∈ N. Unavariedad (C∞−)diferenciable de dimensiónn es un con-
junto M con una familia de mapeos biyectivosφα : Uα ⊂ M → Vα ⊂ Rn tal que

(i)
⋃

α

Uα = M,

(ii) para todosα, β tales queUαβ := Uα ∩ Uβ , ∅, los conjuntosφα(Uαβ) y φβ(Uαβ) son
abiertos enRn y los mapeos

φαβ := φβ ◦ φ−1
α : φα(Uαβ)→ φβ(Uαβ)

sonC∞-diferenciables.

(iii) La familia {(Uα, φα)} es máxima con respecto a las condiciones (i) y (ii), es decir, si
{(Vα, ψα)} es otra familia que satisface (i) y (ii), entonces{(Vα, ψα)} ⊂ {(Uα, φα)}.

Cada par (Uα, φα) se llama unacarta local o un sistema local de coordenadas. Una
familia de cartas locales{(Uα, φα)} que satisface los puntos (i) y (ii) se llama unatlas
diferenciable de M. Un atlas diferenciable que es máximo en el sentido de punto(iii) se
llama unaestructura diferenciable sobreM[19].

En el problema tratado en este trabajo,M representa al espacio-tiempo. Por suerte, en
el caso esféricamente simétrico, el espacio-tiempo puede ser cubierto con únicamente un
mapeoφα, que resulta ser el mapeo identidad. Es decir, usar coordenadas de Schwarzschild
o de Eddington-Finkelstein resultó suficiente para describir totalmente el problema.

75





Apéndice B

Derivada de Lie

La derivada de Lie provee una manera de comparar campos tensoriales en diferentes
puntos de la variedad, ya que éstos viven en diferentes espacios. En otras palabras, da una
noción de derivada de un tensor. Esta derivada que no depende de la existencia de una
métrica se describe a continuación.

Considérese una familia de curvasCV asociada a un campo vectorialV. A esta familia
de curvas se le denominaCongruenciadeV. Esta congruencia de curvas tiene aV como
vector tangente, es decir

Vµ =
dxµ

dλ

dondeλ es un parámetro que varı́a a lo largo de la curva. La congruencia de curvas provee
un mapeoφλ de la variedad en sı́ misma. De hecho, en un punto dadop de la variedad
sólo hay una curva de la congruencia que pasa a través de él. Por consiguiente,p puede
ser mapeado al puntoq “arrastrando”p a lo largo de la curva de la congruencia a la que
pertenece, es decir,

q = φλ(p),

dondep = C(λ0), q = C(λ0 + λ), C es la curva de la congruencia a través dep y q. Este
mapeo se puede usar para arrastrar tensores del puntop al puntoq.

La derivada de Lie de un campo vectorialU está definida de la siguiente manera:

£VU = lı́m
λ→0

[
φ−1
−λ(U |φλ(p)) − U |p

λ

]

. (B.1)

dondeφ−1
−λ arrastra al puntoq de regreso ap. Para encontrar las componentes de la derivada

de Lie, seaµ el parámetro de la congruenciaCU asociada conU. Si una curva deCU es
arrastrada una distancia infinitesimalλ a lo largo del campo vectorialV se encuentra que
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φλ(x
α) = xα + Vαλ

⇒ φλUα = Uα + λ

(

dVα

dµ

)

= Uα + (Uβ∂βV
α).

Esto implica que

£VUα = lı́m
λ→0

[
Uα|φλ(p) − λ(Uβ|φλ(p)∂βVα) − Uα|p

λ

]

=
dUα

dλ
− Uβ∂βV

α

= Vβ∂βU
α − Uβ∂βV

α.

Para una uno-forma se tiene

£Vwα = Vβ∂βw
α + wβ∂αV

β

y aplicado a tensores toma la siguiente forma

£VTα
β = Vµ∂µT

α
β − Tµ

β∂µV
α + Tα

µ ∂βV
µ.

La derivada de Lie es una manera de escribir las derivadas parciales independientemen-
te de las coordenadas.

El concepto de derivada de Lie resulta útil para entontrar la ecuación de evolución de
las componentes de la curvatura extrı́nseca en las dos formulaciones que se manejan aquı́.
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