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ABSTRACT

In this work we study the dynamics of polygonal billiards. This leads
to the study of geodesic flows in surfaces having planar structures (planar
surfaces, for short). We focus our study on a classical result of William A.
Veech, and present an alternative proof of it due to Ya. B. Vorobets [16].
Veech’s theorem describes, under certain conditions, the behaviour of the
geodesic flow associated to compact planar surfaces. Finally, we show some
examples of polygons for which the associated surface satifies the hypotheses
of Veech’s theorem.

Billiards - Planar structures - Veech’s dichotomy.



RESUMEN

En el presente trabajo, se estudia primeramente la dindmica de los billares
sobre poligonos. Se muestra que el estudio de ésta dinamica conduce al estu-
dio de los flujos geodésicos asociados a superficies con estructuras planas (o
estructuras planas, simplemente). Enfocamos nuestro estudio en un resulta-
do clasico de William A. Veech; presentamos una demostraciéon alternativa a
éste (esta demostracién fue dada por Ya. B. Vorobets en [16]). El teorema de
la dicotomia de Veech describe como se comporta, bajo ciertas condiciones,
el flujo geodésico asociado a una estructura plana compacta. Finalmente, son
dados algunos ejemplos de billares sobre poligonos cuya dinamica puede ser
descrita por el teorema de la dicotomia de Veech.

Billares - Estructuras planas - Dicotomia de Veech.
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INTRODUCCION.

El concepto de billar es simple e intuitivo, consta de 3 elementos: una
mesa (una regién del plano), una bola y una ley de reflexién (la cual nos
dice cémo es que la bola “rebota” en los lados de la mesa). Por si mismo,
el estudio de los billares es de gran interés. El concepto de billar aparece en
diversas areas y atin hay muchas preguntas sobre éste que no han sido com-
pletamente respondidas. Por ejemplo, el problema de las orbitas periodicas,
el cual plantea la siguiente pregunta:

“jcualquier tridangulo posee una trayectoria de billar cerrada?”

En fisica los billares aparecen en areas como 6ptica o mecanica. Como
ejemplo, consideremos un sistema fisico de dos particulas puntuales de ma-
sas mq, Mo cuyo movimiento estd restringido a un intervalo cerrado y tal que
cualquier colisién (entre ellas o con alguno de los extremos) es eldstica, i.e.
no hay disipacién de energia. Se puede mostrar que el espacio fase de este
sistema es un billar en un tridngulo rectangulo. Las trayectorias de billar
sobre éste describen como evoluciona el sistema fisico. Por ejemplo, orbitas
periddicas del billar corresponden a estados estacionarios del sistema.

Como se observa del ejemplo anterior, el aspecto quiza maés interesan-
te de un billar es su dindamica. Para el caso de billares en los que la mesa
es un poligono, la “construccion de Katok-Zemlyakov” nos permite asociar
una superficie (con estructura plana) a cada billar y asi, estudiar la dindmi-
ca del billar por medio del estudio de la dindmica sobre su superficie asociada.

Para el toro plano (el cual es la superficie compacta con estructura plana
mas simple), el flujo geodésico es bien conocido y es descrito por el teorema
de Weil 1. Este afirma que el flujo geodésico del toro plano T? := R?/Z? en

IEste teorema suele ser llamado el teorema de Weil por las ideas que aparecen en [17].
Sin embargo, Weil no llego a publicar un articulo donde se enuncie el teorema como tal.
Igor Nikolaev y Evgeny Zhuzhoma en su libro: Flows on 2 dimentional manifolds([4]),
explican que el teorema puede ser deducido de un teorema mas general de Kolmogorov
(Teorema 6.2.1 del mismo libro).
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una direccién dada es periddico si la direccion es multiplo racional de 7, 6 es
unicamente ergodico si la direccion es multiplo irracional de 7.

El teorema de la dicotomia de Veech [15] es un resultado de clasificacién
de flujos y es una generalizacion del teorema de Weil. Este da condiciones
suficientes para que una superficie compacta (con estructura plana) sea “ele-
mental”, esto es, que su flujo geodésico en cualquier direccién posee sélo
componentes periddicas ¢ es inicamente ergodico.

El objetivo principal de esta tesis es presentar una demostracion alter-
nativa del teorema de la dicotomia de Veech (1992) la cual fué dada por
Vorobets en [16] (1996). La idea de esta demostracién alterna es que el teo-
rema proviene de ideas geométricas “sencillas” y que por tanto puede ser
demostrado con herramientas simples.

Presentamos en detalle los resultados de [16] modificando las demostra-
ciones cuando nos parezca que ésto aclara la razon del resultado. Exponemos
también material preliminar que nos permita comprender mejor las ideas que
se usan en la demostracion del teorema de la dicotomia de Veech. Ademas
de hacer explicita la conexién entre el estudio de los billares sobre poligonos
y las superficies (con estructuras planas).

La estructura de la presente tesis es descrita a continuacion.

El primer capitulo es dedicado a describir formalmente lo que es un billar
y su dindmica. Asi como la relacién (topoldgica y dindmica) que un billar tie-
ne con su superficie asociada mediante la construccién de Katok-Zemlyakov.

En el segundo capitulo presentamos el concepto de transformaciones de
intercambio de intervalos. Este concepto es el que usaremos como herramienta
para el estudio y descripcion del comportamiento del flujo geodésico asociado
a una superficie con estructura plana.

Por 1ltimo, en el tercer capitulo tratamos cuestiones sobre la relacion
topoldgica de una superficie y su estructura plana. Se define el concepto
de equivalencia de estructuras planas y de grupo de Veech asociado a una.
El final de éste capitulo es reservado para presentar ejemplos de billares
poligonales cuya superficie asociada satisface el teorema de Veech.
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CAPITULO 1

BILLARES Y ESTRUCTURAS PLANAS.

En este primer capitulo presentamos los conceptos basicos asociados a
los billares sobre poligonos Euclidianos y la relacién que estos poseen con
las estructuras planas sobre superficies. En la primera seccién presentamos
el concepto de billar y el problema de las 6rbitas periddicas en triangulos, el
cual presenta una motivacion para el estudio de los billares. En la segunda
seccion presentamos la construccion de Katok-Zemlyakov la cual asocia una
estructura plana a cada billar (sobre un poligono) y sirve de puente entre
el estudio de los billares y la geometria diferencial. Por ultimo, las secciones
IIT y IV establecen relaciones geométricas y dinamicas entre el billar y su
estructura plana asociada mediante la construccion de Katok-Zemlyakov .

I. Billares en poligonos y el problema de las
orbitas cerradas.

Comencemos definiendo lo que entenderemos por un billar:

Definicién 1. Un billar en el plano (o simplemente un billar) es un par
(D, ¢), donde D C R? es una region del plano tal que OD es lisa por pedazos
y ¢ es una “ley de reflexion”, esto es, una funcion

¢:0D x R* - R?
que se anula sobre la parte no lisa de 0D y si p estd sobre la parte lisa de 0D
entonces cumple que (N, ¢(p,v))r2 > 0, con N, la normal interior a 0D en
p.

En nuestro caso trabajaremos con billares (D, ¢) donde D = P es un
poligono de lados Iy, (s, ..., 1, v
ri(v) st pel;Nijsélosii=j

(b(p’v):{ 0 s p€l; NI coni#j, (L.1)



con r; la parte lineal de la reflexién con respecto al lado [;.

Observacién 1. (a) En este caso r; es una isometria para cada i y ¢ puede

ser wvista como una aplicacion de 0D X (Sl U {6}) en st mismo.

(b) Estrictamente hablando, la ecuacion (1.1) no es una “ley de reflexion”,
sin embargo ésta define una. Ast, para fines practicos consideraremos (1.1)
como si lo fuera.

A cada billar se le puede asociar un sistema dinamico de la siguiente
manera:

Consideremos una particula puntual p en el interior de una “me-
sa” D y supongamos que la particula es impulsada inicialmente
con velocidad v, de modo que ésta comienza a moverse libremente
dentro de D y de forma que cada vez que p golpea la parte lisa de
la frontera de D con velocidad v’ la velocidad con la que rebota es
o(p,v') y continiia moviéndose dentro de D. Si dejamos mover a
la particula dentro de D con estas condiciones esto mnos produce
una “dinamica sobre un billar”.

Observemos que por definicion si la particula golpea una de las partes no
lisas de la frontera de la mesa, el movimiento se detiene.

Ejemplo 1. Si ¢(p,v) = 2Av con A = ((1) ,01) Y
D={(z,y) €R® | y>0}, ID={(z,y) €R® | y=0}

Entonces la dinamica sobre el billar es:

D ¥
\\

S oy
0t 0D
AN

=

¢ refleja con respecto al eje x y aumenta el doble de la velocidad de la particu-
la, pero preserva el dngulo de incidencia. De hecho es facil ver que la particula
golpea a lo mds una vez la frontera de D y no regresa.



Ejemplo 2. Si D es un poligono y ¢ como en (I.1) entonces en este caso la
magnitud del vector velocidad no es alterada, solo cambia su direccion y al
tgual que antes el dngulo de incidencia se conseruva.

El espacio fase del sistema dinamico asociado a un billar sobre un poligono
es descrito formalmente de la siguiente manera: sea (D, ¢) un billar con D
poligono de lados Iy, ..,l, y Vp:={pe€ D | pel;Nl;, i# j}. Definimos

D= (D\ Vp) x S/ ~g,
con ~, la relaciéon de equivalencia:
1) (p,s) ~4 (p,s) Vpe D, seS!
i) (p,s) ~g(q,8) si p=qe€dD\Vp y o(p,s)=5"

Llamaremos a D el espacio fase del billar y sus elementos los denotaremos
por [p, sl

Un concepto intimamente relacionado a la dindmica de un billar es el de
trayectoria de billar.

Definicién 2. Sea 4 : I C R — D, 4(t) = [y(t), s(t)], una curva continua,
diremos que v es una trayectoria de billar si la curva inducida

v:I'CcI—int D

t = (1)
es una curva lisa y se cumple que
L dy . ds
DDy =s, i) D=0 (12)

~—1

para todo t € ', con I' = I\ 4~ (7= (8D)) y 7 la proyeccién natural de D
sobre D.



Definiciéon 3. Decimos que una trayectoria de billar 7 es periddica si existen
tiempos t1,ty € I, t1 # ty tales que Y(t1) = F(t2).

Ejemplo 3. Consideremos D = {(x,y) € R* | 2* +y? < 1} y ¢ la reflexidn
con respecto a la linea tangente en cada punto. En este caso los diametros
forman orbitas periodicas.

Ejemplo 4. Si D es el cuadrado unitario en R* y ¢ como en (I.1). Entonces
la trayectoria formada por las diagonales de las intersecciones de sus lados
con los ejes forman una trayectoria periodica.

I.I. El Problema de las orbitas periddicas en triangulos

Consideremos ahora el billar (D, ¢), con D un tridngulo y ¢ como en (I.1).
Surge la pregunta al estudiar este tipo de billares:

“Dado un tridngulo de dngulos internos 6 y ¢ sexisten trayecto-
rias de billar periddicas en este tridngulo?”

Se conjetura que la respuesta es positiva. Presentamos algunos ejemplos
que sirven de evidencia para mostrar por que se establece la conjetura:

a) Si D es un tridngulo recto entonces una trayectoria que parte del lado
opuesto al angulo recto de manera perpendicular, define una trayectoria
de billar periédica.



Figura I.1: Orbitas periddicas en un triangulo rectangulo.

Demostracion. Lo tnico que tenemos que mostrar para ver que la tra-
yectoria descrita es realmente una trayectoria de billar es que tenemos
la igualdad de angulos o = 3, v = § (Figura 1.1) o se puede proponer
la trayectoria tal que @ = 3, v = § (ver Figura 1.2) y mostrar que
e = m/2, lo cual da una trayectoria de billar periddica.

En este caso optamos por la segunda opcién y consideramos la figura
de abajo

76, € 92‘

Figura [.2: Trayectoria de billar en un tridngulo rectangulo.

Tenemos las siguientes relaciones:

0, +a+e€=m,
a+ B =m/2,
B+ 0y = /2,

01+ 0y =m/2.

Mediante sustituciones se va obteniendo que
T
01 + (§—B> + € =,

y entonces

€:7T—(61+¢92):g

como queriamos. Asi la trayectoria de billar descrita es periddica.

b) Si D es un tridngulo agudo i.e. todos sus dngulos son menores a 7/2,
entonces D posee trayectorias periodicas.



En este caso la demostracién no es tan inmediata como antes pero se
sigue usando geometria Euclidiana basica y ésta se basa en propiedades
geométricas del tridangulo ortico.

Demostracion. Consideremos la trayectoria formada por el tridngulo
ortico, el cual sabemos permanece dentro de D cuando D es un tridangu-
lo acutangulo. Queremos mostrar que dicha trayectoria es una trayec-
toria de billar, para lo cual consideramos la Figura 1.3 (b).

Basta mostrar que « es igual a § pues los demdas casos son analo-
gos. Ahora, f = LAHR pues ambos angulos describen el mismo ar-
co sobre un circulo y por el mismo argumento a« = LCHT. Pero
LAHR = £CHT pues son opuestos por el vértice, asi « = [ y entonces
el tridngulo értico define una trayectoria de billar como afirmédbamos.

D B

Figura [.3: Propiedades geométricas del tridangulo 6rtico en un triangulo
acutangulo.

c) Para el caso en el que D es un tridngulo obtuso las ideas anteriores
fallan y de hecho ain no se posee una respuesta completa.

\
&

(a) (b)

Figura 1.4: (a) En un tridngulo obtuso, el tridngulo ortico escapa de D. (b)
Para 6 > /2 podemos tener que € # 7/2

Se han obtenido resultados parciales al respecto, entre los méas impor-
tantes Howard Masur demostré usando la teoria de superficies pla-
nas que: para poligonos (en particular tridngulos) con dngulos internos
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conmensurables con 7, el conjunto de direcciones que poseen érbitas
periddicas es denso en S'.

Teorema 1. [11] Para cualquier billar racional existe un conjunto den-
so de direcciones, cada uno de ellos con una orbita periodica.

Por otra parte, Richard Fvan Schwartz mostré recientemente que todos
los tridngulos obtusos con angulos menores a 100° poseen una trayec-
toria periodica:

Teorema 2 (100 Degree Theorem). [14] Sea T un triangulo cuyo dngu-
lo mayor es menor 6 igual a 100°. Entonces T' posee una trayectoria de
billar periodica.

La demostracién de éste teorema fue obtenida con ayuda del programa
computacional McBilliards creado por R. Schwatz y Pat Hooper.

En general si consideramos el “espacio de todos los tridngulos” (salvo
semejanza), el cual es una porcién del plano, como se muestra en la figura
de abajo:

a+f=m7

T = Triagngulos Rectangulos
B Triangulos Agudos

Triangulos Obtusos

m l /2 T

Figura .5: En este espacio, cada par («, ) representa los dngulos mayores
de un triangulo en el espacio de triangulos.

Podemos ver que la mitad del espacio la ocupan los triangulos obtusos, de
los cuales se conoce la respuesta de un conjunto denso pero de medida 0. Asi,
para la mitad de los tridngulos (desde el punto de vista analitico) no se posee
respuesta atn.

El problema anterior muestra una buena motivacion para el estudio de
lo billares y su dinamica. En la siguiente secciéon se muestra otro método del
estudio de los billares, el cual es el principal método de estudio actial de los
billares y serd el usado a lo largo de este trabajo.



II. Billares sobre poligonos y estructuras pla-
nas (construcciéon de Katok-Zemlyakov )

La construccién de Katok-Zemlyakov (la cual denotaremos por K-Z) con-
siste en asociar una superficie (con estructura plana) a un billar sobre un
poligono mediante el proceso de “desdoblamiento” del poligono en el plano
y relaciona las trayectorias de billar con el flujo geodésico sobre la superficie
asociada (ver Seccién IV). Esta idea fué inicialmente abordada por Ralph H.
Foz y Richard B. Kershner [3] en los anos 30. Mdas tarde fueron Katok y
Zemlyakov [8] quienes retomaron la idea que es a quienes habitualmente se
les atribuye.

Como ejemplo de la idea de la construccién K-Z consideremos un billar (D, ¢)
con D un cuadrado unitario encajado en R? de manera que podamos orientar
su frontera.

RQ

A

Ahora consideremos una trayectoria de billar en D. Cada vez que la trayec-
toria “choca” con uno de los lados, ésta se refleja con respecto a este lado
y continia. Supongamos entonces que en lugar de reflejar la trayectoria lo
que es reflejado es D con respecto a dicho lado. Como los angulos se preser-
van entonces la trayectoria sigue en esta nueva copia reflejada en linea recta
(Figura 1.6).

::,A" C D
D B D /< a
7 B4

A A

7

A

Figura 1.6: La trayectoria de billar es reflejada y contintia en linea recta.



Supongamos entonces que seguimos este proceso de manera indefinida
reflejando a D a lo largo de sus lados. En este caso no es dificil ver que
obtenemos una teselacién del plano por copias orientadas de D y que la
trayectoria de billar inicial se “desdobla” en una linea recta en este plano. Més
aun, hay una regién formada por 4 cuadrados que se repite por traslacion,
teselando el plano. Es entonces natural considerar el espacio cociente de R?
por esta regién, esto es, un toro teselado por 4 cuadrados unitarios

T3e1.c0) = R2/2(e1Z ® €97Z) .

€1,€2

H@_,

De esta forma, mediante la proyeccién canénica de R? en Tg(el ¢p) trayec-

torias de billar se transforman en geodésicas sobre Tg(el e) (con respecto a

2

2(e1,e2) se

la métrica que Tg(el e2) hereda del plano) y cada geodésica sobre T
“proyecta” en una trayectoria de billar en D.

a2k
e

D v

Esta idea de asociar una superficie a un billar y pasar el estudio de trayec-
torias de billar a flujos geodésicos sobre superficies (con estructuras planas)
es la idea principal del presente estudio de los billares.

Describimos ahora de manera formal el proceso anterior y la construccién
de la superficie.

Definicién 4. Sea P un poligono en R? de lados i, ..., 1, y consideremos

T1,..., Ty las reflexiones asociadas por las rectas li,...,l, generadas por los
lados de P. Definimos

Rp :=(r1,....;T)

el subgrupo de Isom(R?) como el grupo adjunto a P generado porry, ... 1,
donde r; es la parte lineal de la reflexion r;.



Consideremos entonces el espacio
Mp := P x Rp/ ~,
donde
1) (z,r)~(xz,r) Ve € P, reR,
2) (p,r)~(q,7") & p=qelinly y r " € (r,r;).
Observacion 2. La relacion ~ anterior es una relacion de equivalencia.

A los elementos de ]~\~4 p los denotaremos por [z, r]. Tenemos ademds una
proyeccion natural de Mp sobre P:

m:Mp— P (1.3)

[z, 7] — .

Tomemos ahora
Vepi={peP | pelinly, i#j}

el conjunto de vértices de P. Obtenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 1. El conjunto Mp := Mp \ 7=' (Vp) posee una estructura de
superficie diferenciable.

Demostracion. Para demostrar la proposicion demos un atlas diferenciable
para Mp. Tomamos a P con la topologfa de subespacio heredada de R? y R
con la topologia discreta. Observemos ademés que las clases de equivalencia
de Mp poseen a los mas dos elementos.

1) Para [p,r] € Mp tal que p € int P definamos la carta (U, ¢,), con

U, :={[x,r] € Mp | = € intgr2P},

©Or - U, — f(intRzP) C R?
[z, 7] — 7(z).

2) Tomemos ahora [p,r] € Mp tal que p € [;, a este elemento le definimos
la carta (U[pﬂ, go[pﬂ), donde

U[pﬂ"] = {[Z’, S] € MP | (‘T7 S) € QP X {T7 7“7}}},

10



con @p vecindad de pen P tal que QpNl; =3, Vji# iy

P P Upry = 7 (Qp UTi (Qp))

3>

(x) sis=r

P ([z,8]) = {

>

ri(x) sis=rr.

Es claro que las funciones .., ¢,,] son biyecciones y ¢y, esta bien definida
pues

Pipa) ([2,7]) = (@) = 773(x) = @ ([, 77])

siempre que x € [;. Ademads

(et 0 ity) W) =9, i Up 1 Uy #0,

(o wst) (W) =y, si Upy N U #0.

Por lo tanto el conjunto

A= {(Ur, 2) }rer Y { (Upir)s #po) }(p,T)E(ap\Vp)XR

forma un atlas diferenciable para Mp como queriamos probar g

Hay que observar que la estructura de variedad se hizo sobre Mp y no
sobre Mp, sin embargo esta estructura se puede extender a todos los pun-
tos de Mp que bajo 7 en (I,3) son proyectados a vértices de P con angulos
interiores de la forma 7 /n. El resto de los puntos de Mp \ Mp poseen vecin-
dades que definen cubrientes ciclicos de una vecindad del origen en el plano,
dicho cubriente es finito si el &ngulo interno al vértice es conmensurable con 7.

Observacién 3. En el caso en el que P es un cuadrado, Mp es T? menos
cuatro puntos correspondientes a los vértices de P. Sin embargo, en este caso
es posible extender la estructura de variedad a todo Mp = T?.

Las estructuras anteriormente descritas pertenecen a una familia de es-
tructuras mas amplia conocidas como estructuras planas y son definidas a
continuacion.

Definicién 5 (Estructuras planas). Sea M una variedad topoldgica y w una
coleccion de cartas para M. Decimos que w define una estructura plana sobre
M o que el par (M,w) es una estructura plana si

11



(1) El conjunto w define un atlas diferenciable sobre M menos un conjun-
to discreto de puntos, cuyos cambios de coordenadas son traslaciones.
Dicho conjunto discreto es llamado el conjunto de singularidades de w
y lo denotamos por Sing(w).

(17) Cada x € Sing(w) C M posee una vecindad U, y una funcién diferen-
ciable en U, \ {z} llamada la proyeccion de x

f:U, — Vo CR?

con Vy vecindad de 0 € R?. La funcidn f es tal que f(x) = 0 y cada
puntoy € Vi \ {0} posee exactamente m, preimdgenes en U, \ {x}. El
numero my, es llamado la multiplicidad de x.

Si m, = 1 para algin = € Sing(w) decimos que z es una singularidad
removible pues en este caso la estructura plana puede ser extendida a z. En
lo siguiente, cuando hablemos de estructuras planas supondremos que éstas
no poseen singularidades removibles a menos que se indique lo contrario.

Observacion 4. Lo que hemos obtenido es que a cada billar le podemos aso-
ciar una estructura plana mediante K-Z. Sin embargo, no es cierto que toda
estructura plana provenga de la construccion de un billar. Por ejemplo, no
es cierto que la estructura plana obtenida de hacer las identificaciones que se
muestra en la figura de abajo provenga de un billar.

C d

Figura [.7: Estructura plana con una singularidad de dngulo 67, homeomorfa
a un 2-toro.
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III. Relaciones geométrico - topoldgicas

En la seccion anterior describimos la construccion de K-Z, ahora nos
preguntamos acerca del papel que juegan las propiedades geométricas del
poligono P en la topologia de su espacio asociado Mp. Por ejemplo, el Lema
1 muestra que el grupo adjunto de un poligono P estd unicamente determi-
nado hasta isomorfismo por conjugacién y como consecuencia obtenemos la
topologia de su espacio asociado Mp no depende del encaje especifico de P
(como cabria esperar). Por otra parte, la Proposicién 3 caracteriza el espa-
cio Mp (hasta equivalencia topolégica) cuando el grupo adjunto a P es finito.

Definicién 6. Sea P C R? poligono de lados Iy, ..., 1, y a;; el dngulo que
forma la recta l; con respecto a l;. Llamamos a {Oéz‘j}?jzl el conjunto de
angulos relativos de P.

Tenemos la siguiente proposicion la cual demostraremos posteriormente:

Proposicién 2. El espacio topoldgico M dotado con la topologia cociente es
compacto si y solo si a;; € mQ, para todo i,j =1,...,n.

La proposicion anterior se reduce a la siguiente pregunta:

“Dadas Li,...,L, n rectas por el origen en R? v fi,..., fn las
reflexiones con respecto a éstas jcudndo es finito el subgrupo de
isometrias generado por fi,..., f,?”

Consideremos «; el angulo que forma la recta L; con el eje £ y supongamos
(sin perdida de generalidad) que L; coincide con dicho eje. Tenemos que

fi=Ra,AR;', A= (§ %), donde en general Ry = (<%0 ~senf) " g ¢ [0, 2n] .

senf cosl

o
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Lema 1. El subgrupo F es finito si y solo sia; € 7 Q, i =1,...,n. Ademds,
ST = %7? € Qm (pi,qi primos relativos), entonces F' = Dy,, con q =
mem (qu, .., @) Y Doy el grupo diédrico de orden 2q.

Demostracion. Primero hay que observar que tenemos las relaciones
_ -1 _ -1 __
Ji = Ra, AR, = AR,, = Ry, A.

Ahora, como supusimos que L; coincide con el eje & de modo que f; = A.
Entonces

F = (A, Ron, A, ..., Roa, A)
- <A, R2a27 ceey R2an>

ya que A% = I.Y por lo tanto
(=) Si suponemos que «;, ¢ m™Q para algin iy € {1,...,n}, entonces

‘<Ra¢0>‘ >m, YmeN

wy) < F.

y por lo tanto F' no puede ser finito pues (R

(<) Ahora, si a; = %ﬂ; pi, ¢ € N para cada ¢ = 1,...,n. Tomamos ¢ =

mem{q, ..., ¢, } y entonces
Vg dk; € N tal que q= k;q;.
Definimos a continuacién p = MCD (kypy, ..., knpn). Asi obtenemos que

F = (A, Ry,), con o = L.
q

Primero, es claro que Ry, € F'y por lo tanto (A, Rs,) < F' pues como
p= MCD (kip, ..., knpn) entonces existen si, ..., s, € Z tal que

b= Z Si(kipi>
i=1

tenemos que

b _ - Sikipi: - S Pi
q_Z q Zsl(q')'

i=1 i=1 v

14



Por otro lado, para ver que F' < (A, Rs,) basta ver que Ra,, € (A, Ra,)
para cada i y esto pasa ya que p | k;p; y entonces existe m; € Z tal que

mip = k;p;.

ASi
Di kzpz p
— = =m

- - (2

4i q q

Por lo tanto F' = (A, Ry,). Ademds tenemos las relaciones

A?=1, Rl =1, vy ARy, A™' = R;),

lo cual nos dice que F' es isomorfo al diédrico de orden 2¢q, Ds, i.e

F=Dy vy |F|=2¢<+400,

Observacion 5. Si el conjunto {L;} anterior fuera tal que Ly no coincidiera
con el eje & y su angulo con respecto a éste es [3, entonces podemos tomar
la rotacion de todas las rectas por un dngulo —(. De forma que obtengamos
{LL} otro conjunto de rectas con L) coincidiendo con el eje & y entonces

F = RgFR;".

. . _ . ,
Con F' el grupo generado por las reflexiones asociadas al conjunto {L}}. De
esta forma el enunciado del lema anterior se conserva para cualesquiera rec-
tas {L;}.

Demos ahora la demostracién de la Proposicion 2.

Demostracion. (Proposicién 2) Como el grupo adjunto a P, Rp, no cambia
(salvo isomorfismo por conjugacién) por una rotaciéon de P; podemos suponer
que uno de los lados de P estd sobre el eje z.

Para demostrar la proposicién, basta considerar las traslaciones al origen de
las rectas generadas por lados de P, llamémoslas L1, ..., L,. Después observar
que si aq, ..., a,, son los angulos que hacen estas rectas con el eje  entonces

{ai}il, €emQ & {aij}Zj:I enQ,

ya que cada a;; se puede escribir como combinacién lineal de los a; sobre Z
y viceversa. Debido a esto los grupos generados por los «;j, ¢, =1,...,ny
los a;, 1 =1,...,n coinciden, i.e.

({aij}i o) = Hantimy) = Rp,

15



y entonces la proposicion es inmediata a partir del Lema 1 y la Observacion
5

]

Observamos de la demostracion y el lema anteriores que como anuncia-
mos la topologia de Mp no depende del encaje especifico de P en el plano
y que su grupo adjunto Rp esta inicamente determinado hasta isomorfismo
por conjugacion.

La proposicion anterior ilustra la relacion que hay entre la geometria del
poligono y la topologia de su espacio asociado Mp mediante K-Z y muestra
cuan sensible puede ser ésta a la geometria del poligono (ver Ejemplo 5).

Ejemplo 5. Consideremos los octdigonos P,, Ps que se muestran abajo

L) )

y tomemos « y B tan cercanos como se quiera, pero de manera que o €
7Q y ¢ mQ. Entonces

M, = P, x Ry/ ~; M, es compacta,
Mps = P3 x Rg/ ~; Mg no es compacta.
Esto muestra que aun cuando los poligonos son muy “cercanos” podemos te-

ner que las topologias cambian de forma drdstica.

Hay cierto tipo de poligonos los cuales reciben un nombre especial.

Definicién 7. Decimos que un poligono P es racional si sus dngulos inte-
riores son multiplos racionales de .

16



Observacién 6. Si P poligono es simplemente conero entonces su grupo
adjunto Rp es finito si y solo si P es racional. En general Rp finito impli-
ca P racional pero la implicacion inversa no es cierta en general como se
tlustro en el ejemplo anterior.

La proposiciéon siguiente muestra que para el caso de poligonos racionales
P, sus angulos interiores determinan completamente la topologia de su espa-
clo asociado Mp.

Proposiciéon 3. Sea P un poligono con dangulos interiores o; = %w (pi, i
primos relativos), i = 1,...,n cuyo grupo adjunto Rp es finito. Entonces el
género de su espacio asociado Mp = P X Rp/ ~ estd dado por

_ g ~ 1
gMP-<1—q>+§(n—;5),

con ¢ =mem (quy vy Gn)-

Demostracién. Consideremos la triangulacién natural por poligonos sobre M
generada por P y recordemos que la caracteristica de Euler esta dada por

con C,V, A el nimero de caras, vértices y aristas de la triangulacién res-
pectivamente. Ahora, aunque x estd definida para una triangulacién, ésta se
conserva para la divisién de Mp en poligonos pues P posee una triangulacion
natural. Sabemos que

C=|R|=2q,
n|R|
A= -
5 g,
n n 1

(ver Lema 1 y Proposicién 2) y entonces

"1
XMP:q<2—n+Za>. (I.4)
i=1 1*
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Ademads )

9itp = 5 (2 - XMP) : (1.5)

Asi, sustituyendo (I.4) en (I.5) y reagrupando tenemos que

)

como desedbamos mostrar g

Para terminar esta seccion demos un par de ejemplos en los que utilizamos

la proposicion anterior para calcular el espacio Mp asociado a un poligono
P.

Ejemplo 6. (1) Supongamos P es un cuadrado entonces o; = 5, i =

1,2,3,4y
1
gMP=(1—2)+<4—§ 5) =1

i=1
1.e. Mp es homeomorfa a un toro, lo cual ya sabiamos antes.

(2) Ahora calculemos el género de Mp con P un tridngulo de dngulos
(E 3—”) Aqui

878 5

9irp :(1—8)—1-4(3—1) =2
el cual no es el mismo que para el triangulo de angulos (%, %’T) para el
cual g = 3, a pesar de que este ultimo se compone de dos copias del

primero pegadas por un arista (la diferencia radica en la orientacion,
ver Figura 6).

(a) (b)

Figura 1.8: (a) El tridngulo (%, %’T) compuesto de dos copias del triangulo
(g, %’r) (b) Orientacién de dos copias del tridngulo (%, %”) pegados por una
arista y del triangulo (%, %’T)
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(8) Por dltimo, si P es un cuadrado al cual se le ha extraido un cuadrado

de su interior, a; = 5, i =1,..,4 y a; =5, j=5,...,8 y entonces

gMP:(1—2)+<8—Z%> =3

i

el cual no es equivalente al del toro como cabria esperar pues la dinami-
ca dentro es muy distinta a la de éste.
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IV. Relaciones dinamicas: flujo geodésico y
trayectorias de billar.

En la Seccion I hablamos del sistema dinamico asociado a un billar. En
esta seccion nuestro objetivo principal serd profundizar en la relacion que
guarda el sistema dindmico de un billar y el flujo geodésico sobre su superfi-
cie asociada mediante K-Z.

Tomemos P un poligono y Mp su superficie asociada mediante la cons-
truccién K-Z. Como los cambios de coordenadas para una estructura plana
son traslaciones entonces su haz tangente es trivial. Asi

T'Mp :={veTMp | g(v,v) =1} = Mp x S,

con ¢ la métrica plana inducida por R? sobre Mp. Ahora, el grupo R asociado
a Mp define una accién sobre Mp por

Rx Mp — Mp
(r, [p,7']) = [p, 7]
y acttia también sobre S! por
RxS!'—§!
(r,s) = r(s).

Por lo que R puede ser visto como una accion sobre el haz tangente unitario
a Mp

RxT'Mp — T"Mp
(r,(m,s)) — (r-m,r(s)).

Definimos entonces .
Mp :=T"Mp/R

el espacio de érbitas de T*Mp bajo esta accién cuyos elementos denotaremos
por [m, s] 5. Tenemos ademés la proyeccion

p:TlMp%]/\]p

(m,s) = [m,s]p.

Ya que hemos definido los espacios adecuados para trabajar podemos
entonces establecer algunos resultados.
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Lema 2. FEziste una biyeccion entre el espacio fase del billar (P, ), ﬁp Y
Mp.
Demostracion. Definamos

¢ Dp— Mp, ¢ (Ip.sl,) = [Ip1], 51,

v: Mp — Dp, v (([p.1].5]5) = [p.r7'(5)],.-

Tenemos que ¢ = ¢~ '

Lema 3. La biyeccion Dp ~ Mp es un homeomorfismo.

Demostracion. Consideremos 1, ¢ como en el lema anterior y recordemos
que los espacios Dp y Mp poseen la topologia cociente.

1) 9 es continua. Tomemos U C Bp abierto, entonces el conjunto

U:={(pmeprxs| pn,eU} (L6)
es abierto. Por otra parte

o O) = {p.r] . vln € Mp | [p.r 7' @), € U}
es abierto si

Uy = {([p, ) e MxS' | [priw)], e U}

es abierto y éste es abierto si el conjunto

U, = {(p,r,u) € Px RpxS' | [p,r_l(l/)}(ZS € U}

es abierto. Pero Rp posee la topologia discreta y

= U ({ewrepxs | [prw)],ev}x{r})

reJCRp
para algin J C Rp. Por lo tanto por (I.6), U, y entonces 11 (U) son
abiertos pues la accién de un r € Rp sobre S'es continua. Por lo que

es continua.
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2) ¢ es continua. Tomemos ahora V' C Mp abierto, entonces

V= | ({pv)ePxs' | [pr].v]eV}x{r}) (L7

relCRp

es abierto. Ahora,
—1 o e
e (V)= {lp.vl, € Dp | [p.1) Ve V}

es abierto si

Vii={(pv) e PxS" | [[p,1],v]p €V}
es abierto. Pero V) puede ser visto como

vi= U (o) ePxs' | [prlzev)

relCRp

el cual es abierto por (1.7) y de nuevo por la continuidad de la accién
de cada r € Rp sobre S'. Por lo tanto ¢ es continua g

Ahora mostramos que las curvas geodésicas de Mp se proyectan en tra-
yectorias de billar sobre P.

Lema 4. Sea g: I CR — T'Mp una geodésica. Entonces la curva
Yopog:I— ﬁp

es una trayectoria de billar.

Demostracion. Sea g := p o g y tomemos
g:1 =T Mp=MpxS', g(t)=([p(t),r(t)],s(t)) = (m(t), s(t))

geodésica, entonces
para todo t € I.
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Observemos que si m(ty) = [p(to), r(to)] = [po, 0] entonces

dm d . .

o (to) =10 (d—f(to)) si po € int P,

dm dp

—(ty) = Ii —(t 1.9
o (o) ti%ro(dt()) (L9)

= lim ror; (@(t)) sipg € 1; COP.
t—sty dt

De esta forma g = [[p(t),r(t)],s(t)]z ¥
¥ (9) (1) = [p(t), 7~ (1) (s(1))],, -

Para ver que 9(g) es una trayectoria de billar solo hay que ver que la
curva p : I' C I — P cumple que para todo t € I’

1) E(t) =r71(t) (s(t)),
2) Lr=1(¢) (s(t)) = 0.

Pero esto es claro a partir de las ecuaciones (1.8) y (1.9). Por lo tanto ¥(g)
es una trayectoria de billar g

Por 1ltimo probemos que toda trayectoria de billar sobre P se puede “le-
vantar” a una geodésica sobre Mp.

Proposicién 4. Sea v : I C R — ﬁp una trayectoria de billar. Entonces
existe g : I — T'Mp geodésica tal que

¥ (9) =7,

con g =pog, como antes.

Demostracion. Sea 4(t) = [y(t), s(t)], una trayectoria de billar, queremos
ver que existe g geodésica de M tal que

() =pog,

con

v (1) (@) = [Iv(®), 1, s(t)] g - (1.10)



Una primera propuesta es la funciéon

9(t) = (), 1], 5(t)) = (m(t), s(¢))

ya que

dm dry ds
— () = —L(¢) = s(t), “@#)=0, Vtel
S0 =Tw=s0, T
por hipotesis. Sin embargo no podemos asegurar siquiera continuidad para ¢

en los puntos t € I\ I’ y por lo tanto ‘;—Z y % pueden no existir en dichos

puntos. Para construir la curva que necesitamos tomemos
Ap = {ti}ieJ =41 (/7?*1 (813)) , JCN,
tal que t; <tjsii < jytyo=0.Definimos entonces

g: I — T'Mp,
g(t) = ([ (8),r@)], (@) (s(t)) ) =: (m(t), 7(¢))

con r(t) = 1y 1y - - - 14, siempre que t € [ty tme1). Aqui r;y = 1y 7, corres-
ponde a la reflexién asociada al lado de P, I, , tal que y(t) € I;,.
Mostremos que g es una geodésica:

a) g es continua: como 7(t), s(t) son localmente constantes para todo
t € I tal que y(t) € int P, g es continua por hipotesis en estos puntos.
Asi que sélo basta mostrar continuidad en los puntos t € Aj. Sea
tr € A, y(tx) € l;,, tenemos que

h'ng g(t) = (V) rigTiy - - i) s TigTiy -+ - 1y (5(81)))
st}

con t) € (ty,t +¢), € > 0 adecuado;
HIH_ g(t) = ([V(tk)v TigTiy = 'rik—1:| yTigTiy = " Ty (S(té))) )

t—t;

con ty € (ty — &, tx) .

Pero como ~(tx) € l;, entonces r;, (s(t])) = s(t}) y entonces g(t) es

continua.

ik

b) g es diferenciable: al igual que antes, para todo ¢t € I tal que v(t) €
it P g es diferenciable y més ain, cumple con las condiciones de
geodésica. Sea tr, € Ay, 7(ty) € l;,, por hipdtesis y las ecuaciones
(1.9)

lfim — (t) = lim r(¢) (l(t)) = lim r(t) (s(t))

+
t—tf



+
>t dt t—tr

lim d—m(t) = lim r(t) (d7 (t)) = lim r(¢) (s(t)) = lim 7(¢).

dt t—ty t—t,

Asi por continuidad estos limites coinciden y m(t) es diferenciable. Por
ultimo, para ver que 7(t) es diferenciable basta notar que de hecho es
constante.

Los incisos a) y b) muestran no sélo que g es una curva lisa sino que es una
geodésica como se deseaba.
Falta mostrar que ¢ (9) = p o g, pero esto es claro a partir de la ecuacién
(1.10) y la definicién de g 4

Observemos que la geodésica de la proposicion anterior no es unica, sin
embargo la curva ¢ () sobre Mp si es tinica. Asi, podemos ver al espacio Mp
como el espacio que “empaqueta” todas estas curvas geodésicas en una sola.
En este sentido decimos que Mp y Dp son sistemas dinamicos equivalentes y
que el flujo geodésico sobre Mp contiene toda la informacion de la dindmica

sobre el billar (P, ¢).
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CAPITULO II

TRANSFORMACIONES DE INTERCAMBIO DE
INTERVALOS Y ESTRUCTURAS PLANAS.

En el presente capitulo abordamos el concepto de transformacion de in-
tercambio de intervalos el cual nos serda de suma utilidad para el estudio
del flujo geodésico sobre una superficie compacta con estructura plana (por
ejemplo, ver [7], sec. 14). En lo que sigue del texto, cuando hablemos de una
estructura plana asumiremos que ésta es compacta pues es en estas condi-
ciones que el teorema de la dicotomia de Veech es enunciado.

En la primera seccién presentamos el concepto de transformacion de inter-
cambio de intervalos y algunos resultados correspondientes al comportamien-
to de estas transformaciones. Después, en la segunda seccion nos enfocamos a
como dichas trasformaciones aparecen de manera natural al estudiar el flujo
geodésico asociado a una estructura plana.

I. Nociones basicas sobre transformaciones de
intercambio de intervalos.

Comencemos definiendo lo que entenderemos por una transformacion de
intercambio de intervalos, lo cual abreviaremos como TII.

Definicién 8. Una transformacion de intercambio de n-intervalos es una
tercia (I, E,T), donde I C R es un intervalo, E = {a;};_, C I es un subcon-
Junto finito tal que ag < a1 < ... < a, y

T:I\NE—1I
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es una funcion inyectiva tal que T restringida a (a;_1,a;) es una traslacion
para cada t=1,...,n.

Algunas veces cuando hablemos de una trasformacién de intercambio de
intervalos (I, E,T) nos referiremos a ella por 7" asumiendo que [ y F estan
implicitos en la definicion de T'. También asumimos que los puntos de E son
puntos de discontinuidad de T en el sentido de que 1" no puede ser extendida
a un punto de F sin perder continuidad, y decimos que 7" no esta definida
en estos puntos.

Lema 5. Si T es una TII entonces T* es una TII para todo k € Z.

Demostracién. Basta demostrar que 7% es una TII para todo k > 0 y para

k=-1

i) Para k > 0 actuamos por induccién: el caso k = 1 es por hipétesis,
asi que asumamos que 7% es una T1II y probemos que T%*! lo es. Pero
si (I, B, Tk) es una T1I basta definir

Ep1 = E U (INT*(I\ Ey)).

Entonces tenemos que (I, Ejy1, TF™) es una TII.

ii) Para el caso k = —1 tomamos F_; := [ \ T (I \ FE) de forma que
T:I\E — I\ E_; es una biyeccién, con lo cual T-! estd definida y
(I,E_;,T7') esuna TII ,

Observaciéon 7. Hay que notar que

(1) para cada k € Z,xv € I\ E existe ¢ > 0 tal que T* restringido a
(x —e,x +¢€) es una traslacion,

(2) T* estd definida para todo k € Z en todo I salvo en un conjunto a lo
mds numerable.

Como mencionamos antes, los puntos de E son puntos de discontinuidad
de T" y por lo tanto no son considerados dentro de su dominio. Sin embargo,

a cada a; € E se le pueden asociar el par de puntos o, a; definidos por
+. 1
a; = lim T(x).
T—a;

Podemos pensar a a; como teniendo dos “colas” y ;- la imagen de dichas
“colas”.
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Definicién 9. Decimos que una TII, (I, E,T), posee conexiones de silla si
para algin a; € E existen a; € E, y k > 0 tal que

TFaf = a; (0 T a; :aj)
pero T'a € I'\ E (correspondientemente T'o; € 1\ E) para todo 0 < | <
k. En tal caso decimos que el conjunto {a;, o, Tat, ..., T*af =a;} es un
segmento conectante de T'. Ast, el conjunto

C(T):={xel | 3n1 <0,ny>0, con T"x, Tz € E}

es la coleccion de todos los elementos de los segmentos conectantes de T'.

Lema 6. Sea (I, E,T) una TII, entonces el nimero de segmentos conectantes
de T es finito y menor o igual a 2(| E| —1).

Demostracion. La demostracion es inmediata a partir del hecho de que para
cada a; € E hay a lo mas dos segmentos conectantes que parten de él, excep-
to para ag y a, para los cuales hay a lo mas uno. Asi el nimero de segmentos
conectantes no es mayor a 2| E | — 2 como querfamos probar g

El lema anterior aunque simple es muy importante y nos servira para
estudiar el comportamiento dinamico de una TII.

Definiciéon 10. Sea T una TII, decimos que un subintervalo A C I es rigi-
do si T*x estd definido para todo v € A y toda k > 0. Decimos que un
intervalo rigido A es mazimal si cualquier otro intervalo rigido que lo in-
tersecta estd contenido en A. Llamamos a un punto x € I genérico si Tz
estd definido para todo k € Z.

Usando la terminologia definida podemos entonces reformular la observa-
cion 7 como:

Observacién 8. Todo punto salvo un conjunto a lo mds numerable de una
TII es genérico.

El siguiente lema muestra que todo intervalo rigido estda formado por
puntos periédicos.

Lema 7. SeaT : I\E — I una TII y A C I un subintervalo rigido. Entonces
para cada v € A eziste k, € 7 tal que TF*x = x. Si ademds A es mazimal
entonces existe k € 7 tal que T*x = x para todo x € A\ vy sus puntos extremos
pertenecen a C(T).

28



Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que A es maximal.
Como A es rigido entonces podemos considerar T*A, V k € N. Ahora, si

TFANA=0 VEk>0
entonces
T*ANT™A =0 Vk,m>0.

Pero esto no puede ser pues la medida de Lebesgue p de A es positiva y T%
es una isometria sobre A para cada k > 0. Entonces

MUZM(UT%>=§:MA)

lo cual no puede pasar ya que p (1) < co. Asi que para algin k& > 0
T"FA = A

y por lo tanto 7% = id en A pues T* es una traslacién. Ahora, sean a y b
los puntos extremos de A y supongamos que T'a estd definido para todo
0 < I < k, entonces (por observacién 7) existe e > 0 tal que T = id so-
bre (a —e,b) por continuidad. Esto contradice la maximalidad de A y por
lo tanto T%a no estd definido para algiin 0 < [ < k y lo mismo para b por
simetria.

Para ver que lo mismo pasa para algin —k < [ < 0 sélo hay que notar que
T™ estd bien definido sobre A para todo m < 0 por ser peridédica y utilizar

el argumento anterior. Por lo tanto A debe ser abierto y a,b € C(T) 4

Corolario 1. Si A C I es un intervalo rigido entonces Tz estd definido
para todo k € Z, x € A.

De la demostracion del lema anterior y el lema 6 podemos ver que el
ntimero de subintervalos rigidos para una TII no excede a 2 (| E| — 1).
Recordemos ahora el teorema de recurrencia de Poincaré ([7], pag. 143):

Teorema 3 (Recurrencia de Poincaré). Sea (X, p) un espacio de probabili-
dad, T : X — X una transformacion que preserva la medida pp y A C X un
congunto medible de medida positiva. Entonces para todo N € N

i ({x €A {Tkx}kZN C X\A}) =0.
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El teorema anterior nos dice que para una trasformacion que preserva i,
el conjunto de puntos x € A que regresa eventualmente a A tiene medida
total en A, 1.e.

p({x€A|Try € A paraalgtin k € N}) = p(A).

Con ayuda de este teorema podemos estudiar la funcién de primer retorno
de una TII. Esta nos ayudara en el estudio de la dindmica de una TII.

Definicién 11 (Funcién del Primer Retorno). Sea (I, E,T) una TITy A C I
un subintervalo. T induce la funcion

TAIDogA%A

con Dqy el dominio de Ta. Dicha funcion estd definida por Tax =y si existe
m >0 (6 m<0) tal que T™x € A y en tal caso tomamos y = Tax = T"x
con k el minimo (mdximo) con esta propiedad.

Por el teorema anterior Ty esté definida casi dondequiera y es llamada la
funcion del primer retorno. El siguiente lema muestra que la estructura de
TII es heredada por la funcién del primer retorno.

Lema 8. Sea T una TII y A C I un subintervalo. Entonces la funcion del
primer retorno Ta es una TII

Demostracion. Por el teorema de recurrencia de Poincaré Ta esta definida
sobre un conjunto de medida total en A y entonces denso. Tomemos = €
int A tal que Tax = y = T*x € int A (todo punto en el dominio de Ta
cumple esto salvo a lo mas 4 puntos). Tenemos que existe ¢ > 0 tal que

" ’ (—c.ate) O UNA traslacion. Elijamos
I
d= gmin {e,d(y, I\ A)}.
Entonces T* (r—s5.015) O UNA traslacion y T%(z — §, 2 +6) C A. Esto prueba

que Ta esta definido sobre un conjunto abierto y es localmente una traslacion
pues localmente coincide con 7" para algtin I. Con lo cual basta mostrar que
el conjunto de puntos de discontinuidad de T es finito.

Consideremos A subintervalo maximal tal que Th estd definida en él y es
continua, tomemos z su extremo izquierdo. Esto implica que Tah = T* en
(2,2 + o) para algtin ¢ > 0. Si Tz estuviera definida para todo 0 <[ < ky
T'z € A entonces existiria ¢ > 0 tal que Ta = T* sobre (2 — ¢, 2 + 0), lo cual

30



contradice la maximalidad de A. Por lo tanto Thz debe ser un punto de FE.

Ademss si x,y € A son puntos tales que Ta estéd definida y Tz, Ty € E'y
T'x = T7y entonces x = y. Asi a cada punto de A donde T no esté definido
le corresponde a lo mas un punto de discontinuidad de 7" o un extremo de
A. Por lo tanto el conjunto de puntos donde Tx no esta definido es finito y
Th esuna TII 4

Corolario 2. Todo punto genérico de una TII es recurrente i.e. es punto de
acumulacion de su orbita.

Demostracion. Sea x € I un punto genérico y ¢ > 0, tomamos § < &/2
tal que A := (z — 0,2+ 0) C I\ E y consideremos Ta. Por la prueba del
lema anterior Thx esta definido, por que de no estarlo seria un punto de
discontinuidad de 7" (lo cual no se puede ya que z es genérico) 6 Th x es un
punto extremo de A en cuyo caso d (z,Taz) < £/2 < e. Por lo tanto x es
recurrente g

El hecho de que la estructura de TII se herede a la funcién del primer
retorno trae importantes consecuencias, por ejemplo:

Lema 9. El complemento de la cerradura de la orbita de un punto genérico
no periodico es un numero finito de intervalos abiertos ajenos cuyos puntos
extremos pertenecen a segmentos conectantes.

Demostracion. Sea x € I punto génerico no peridédico y definamos

= [T

meZ

tenemos que

INT = | | A,
a€cA
con cada A, un subintervalo abierto. Deseamos mostrar que |A| < +o0.
Tomemos A, = (a,b) y consideremos Ta,. Sabemos que Ta, = T* sobre
(a,a+¢) C A, para algunos € > 0, k € N. Afirmamos que T'a no esté defi-
nida para algin 0 < [ < k. En efecto, si suponemos lo contrario tenemos dos
casos:

1) Si T%a = lim, .+ Ta,(z) € A, entonces Th, se puede extender a una
vecindad (a — d,a + d) de a tal que Ta,(a — d§,a + 0) C A,. Por otro
lado existe N € Z tal que TNz € (a — 6,a + 0) y de esta forma

Ta, (TVz) =T"Nz e A,
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lo cual es una contradiccion.

2) Si T*a = lim,_,q+ Ta,(z) € A, entonces TFx = a y Ta, = TF = id
en una vecindad de a, (a —d,a+9), 6 > 0, pero

{T™x},,cr N (a—0d,a+05) #0.

Esto contradice el hecho de que x no es periddica y tampoco lo puede
ser una de sus potencias.

Por lo tanto T%a no puede estar definida para todo 0 < [ < k y lo mismo
sucede con b por simetria. Para ver que T"a, T°b no estan definidos para
todo r, s < 0 basta considerar 7! en lugar de 7' y usar el mismo argumento
que antes. Asi tenemos que a,b € C(T') y entonces A debe de ser finito pues
los extremos de cada A, pertenecen a C(T') y C(T') es finito 4

Corolario 3. Todo punto genérico es periodico ¢ la cerradura de su orbita
es una union finita de intervalos cerrados ajenos.

Corolario 4. Si C(T) = () entonces T es la identidad J la drbita de todo
punto genérico es densa en I.

Hemos obtenido entonces que casi todo punto (i.e. todos salvo un con-
junto numerable) pertenece a un intervalo rigido de T 6 la cerradura de su
orbita es una unién finita de intervalos. Presentamos entonces el resultado
principal de esta secciéon el cual resume el comportamiento de una 711

Teorema 4. Sea (I, E,T) una TII. De los intervalos en los cuales I es par-
ticionado por C (T) podemos formar de manera unica conjuntos Ky, ..., K
T-invariantes, ajenos, tales que su union es I\ C(T) y

(i) cada K; consiste de una union finita de intervalos ajenos de la misma
longitud los cuales son permutados por T, ¢

(79) la orbita de casi todo punto de K; es densa en K.

Ademas s <2(|E|—1).

Al conjunto K; del primer tipo le llamamos una componente peridédica de
Ty alos conjuntos K; del segundo tipo les llamamos componentes minimales
de T (esto pues es lo mas parecido a minimalidad para una TII). Si T sélo
posee componentes periddicas decimos que T es periddica mientras que si T’
posee solo una componente minimal decimos que 7" es minimal.

Antes de presentar la prueba del teorema establezcamos el siguiente lema:
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Lema 10. Sea (I, E,T) una TII y x € I punto genérico no periddico, si z
es otro punto genérico tal que z € {me}meZ entonces

{me}meZ = {Tmz}mGZ‘

Demostracién. Mostremos primero que T%z € {T™x}, _, para cualquier
k € Z. Sea e > 0, k € Z ytomemos 0 < § < ¢ tal que T* es una
isometria sobre (z — 4,2+ 0). Como z € {I™x}, _, entonces existe N €
Z tal que TNz € (z— 0,2+ ) y por lo tanto TH™Nx € (T*z — ¢, T*z + ¢).
Asi Tz € {T™x}

meZ®

Mostremos ahora que x € {T™z}, _,. Sea ¢ > 0, entonces existe N € Z tal
que TNz € (z —¢/2,2 +¢/2). Tomemos 0 < § < /2 tal que TV (x — 6,z + ) C
(z —e/2,2+¢/2) y en donde T es una isometria e invertible. Elegimos z+0 €

TN (x — 6,7+ ) con | o | < £/2 de forma que
z+0=T(x+0') para algin |o'| < §
asi
T Neto=TNz+o)=a+0
y entonces
| T Nz—z|=|0d—0|<e
Por lo tanto & € {T™z},,,. Asi el lema queda probado pues
2 €{T"2} e = AT 0} ep ST 2} er ST 0}

y entonces
{me}meZ = {Tmz}mEZ
como querfamos g

Demostracion (Teorema 4). Consideremos [ y tomemos z € I un punto
genérico, entonces hay dos casos: x es periédico y pertenece a un intervalo
rigido maximal A, 6 no lo es y entonces la cerradura de su érbita I', es una
union finita de intervalos. En el primer caso tomamos A! la érbita bajo T’
de A, y en el segundo caso tomamos I') = int [',.

Enseguida consideramos I\ A/, (I'\I'9 respectivamente) y repetimos el proce-
so. Dicho proceso no puede seguir de manera indefinida ya que en cualquiera
de los dos casos la frontera de los conjuntos A, I'? estd formada por puntos
de C(T) el cual es finito. Asi, tenemos a lo mas 2 (| E'| — 1) conjuntos de este
tipo y el teorema queda demostrado
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II. Transformaciones de intercambio de in-
tervalos generadas por el flujo geodésico
asociado a una estructura plana.

En esta seccion usaremos las tranformaciones de intercambio de intervalos
para estudiar el comportamiento del flujo geodésico asociado a una estruc-
tura plana (M, w). Estrictamente hablando no hay un flujo geodésico bien
definido sobre M sino sobre M \ Sing(w), pero éste induce un flujo sobre M
(tal vez no tinico). Esto es a lo que nos referiremos cuando hablemos de flujo
o flujo geodésico, a menos que digamos lo contrario.

Primero recordemos algunas propiedades basicas: dada una estructura
plana (M,w), M := M \ Sing(w) hereda del plano tanto una métrica Rie-
manniana plana como una medida de Lebesgue (las cuales son compatibles).
Dicha métrica induce una distancia sobre M y entonces sobre M por comple-
tacion métrica, la cual en nuestro caso convierte a M en un espacio métrico
completo.

Recordemos también que el haz tangente unitario de M es trivial, 7.e. T'M =
M x S! y entonces cada vector v € S! C R? puede ser identificado con el

campo vectorial constante X, € I" (T M ) ,

X, (m) := (m,v), Yme M.

Definicién 12. Sea v : [a,b] — M wuna curva continua, diremos que es-
ta curva es un intervalo geodésico perpendicular a v € S' y escribiremos
I =~([a,b]) si~y restringida a Mes una geodésica por pedazos perpendicular
al campo X,,.

Tomemos v € S y I C M un intervalo geodésico perpendicular a v y
consideremos el flujo de I en la direccion de v. La funcion del primer retorno
del flujo, T', estd definida en x € I\ Sing(w) si la trayectoria emitida de x
en la direccién de v regresa a I \ Sing(w) después de un tiempo finito.

Proposicién 5. La funcion del primer retorno T : I \ E — I es una TII.
Ademds cada punto x € I regresa a I en un tiempo acotado por una constante
independiente de x 0 golpea un punto singular.

[16]. Primero consideremos 1, . . ., z,, los puntos de I\ Sing(w) cuya trayec-
toria golpea un punto singular, tenemos que m es menor o igual a la suma de
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las multiplicidades de los puntos singulares de w. Esto pues dada una singu-
laridad de multiplicidad k, hay a lo més k trayectorias geodésicas golpeando
la singularidad con direccién v. Tomemos entonces E formado por los puntos
Z1,...,Tm, los puntos singulares de w que permanecen dentro de I y a lo mas
dos puntos y;,ys que corresponden a los puntos cuyas trayectorias golpean
los extremos de I.

Tomemos ahora J C [\ E un subintervalo. El flujo geodésico esté bien
definido sobre J y la medida heredada por M garantiza que para € > 0 su-
ficientemente pequeno el area recorrida por J mediante el flujo durante un
tiempo € es €| J |. Ahora, el teorema de recurrencia de Poincaré asegura que
el conjunto de puntos de J que regresan a I es denso y por la continuidad
del flujo entonces es igual a J. Ademas el tiempo que tardan en regresar no
excede a Area(M)/|J|. Dado un punto x € J, las propiedades del flujo nos
permite asegurar que localmente 7' es una traslacion y entonces T es una T1I
como deseabamos probar g

Anélogamente a las transformaciones de intercambio de intervalos, en el
flujo geodésico se tiene el concepto de conexiones silla.

Definicién 13. Una conexion silla de una estructura plana es un intervalo
geodésico cuyos extremos son puntos singulares y sin otros puntos singulares
en su interior.

Observacion 9. Como consecuencia de la proposicion anterior podemos ver
que una estructura plana posee solo un numero finito de conexiones silla en
una direccion dada.

Como se puede observar, dado un intervalo geodésico I, el ntimero de
segmentos conectantes que posee la TII asociada coincide con el nimero de
conexiones silla perpendiculares a I que lo intersectan. Los puntos de inter-
seccion son precisamente los elementos del segmento conectante de la T1I.
De esta forma el papel que juegan las conexiones silla en el flujo geodésico es
el anédlogo al jugado por los segmentos conectantes en una T1[y la dindmica
geodésica sobre la estructura plana es descrita por medio de las TII’s aso-
ciadas.

Teorema 5. Sea (M,w) una estructura plana y v € S* una direccién. En-
tonces M se descompone como una union de conexiones silla paralelas a v y
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dominios ajenos D1, ..., D, tales que para cadat=1,...,n

a) D; es un “cilindro” de trayectorias periddicas ¢
b) D; es minimal

con respecto al flujo geodésico en la direccion v y por lo tanto invariantes ante
éste. Ademas el nimero de componentes D; estd acotado por una constante
que no depende de la direccion.

Demostracion. Sea Iy un intervalo geodésico de M perpendicular a v y con-
sideremos la TII, T asociada a [, mediante el flujo geodésico de M en la
direccién v, ¢,. Por el Teorema 4, Iy \ C(T) se descompone como una unién
de conjuntos K?,..., K tales que cada K es una unién de intervalos los
cuales son permutados por 7' 6 K es minimal con respecto a T

Tomemos entonces

D) :={g,(x) | z€ K}, teR}.

Si K? es una componente periédica de T entonces DY es un “cilindro” de
trayectorias periédicas ya que el flujo es continuo: si x € K? entonces existe
a € N tal que

ato

T(x) =z, ie gy°x)=u

para algin t, € R. Ahora, si K? es una componente minimal de 7" entonces

DY es minimal con respecto a g!. Para ver esto, tomemos x € D? y probemos

que {g.(z)},.p es denso en DY : sean U C D abierto y ¢1,t» € R tal que
o =gMe) e K] y U :=g2(U)NK] #0
de forma que U’ es un abierto en K?. Entonces existe 3 € Z tal que
T°(2") e U’

y por lo tanto
g, (TP (")) €U ie. g¢o(x)eU

para algin ty € R como queriamos.
El hecho de que cada DY es conexo por caminos es obvio de la parte

anterior y es abierto pues basta tomar para x € DY, 2/ := g'°(x) € K?, t; €
R y V' C K? vecindad de 2’ y entonces tomar

Vi={gh (V') | t€(to—cto+e)} C DY
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vecindad de x, con un ¢ > 0 apropiado. Esto muestra que D? es un dominio.

Hay que observar que cada K? estd acotado por segmentos conectantes y
entonces la frontera de cada D? estd formada por conexiones silla.

Si se tiene que DY, ..., DY cubren a M salvo conexiones silla entonces
terminamos. Si no, tomamos [; intervalo geodésico perpendicular a v que no
intersecte a la unién de los DY, i = 1,...,7 y repetimos el proceso para
obtener dominios D1, ... ,Dil como antes. Este proceso no puede continuar
indefinidamente ya que cada D¥ estd acotado por conexiones silla paralelas a
v, las cuales sabemos solo hay un ntmero finito. Por lo tanto siempre pode-
mos obtener un conjunto finito de dominios Dy, ..., D,, con las propiedades
deseadas y m no excediendo el nimero de conexiones de silla que posee M
en la direccién dada el cual esta acotado por la suma de las multiplicidades
de los puntos singulares de w

Al igual que en una TII a un dominio de tipo a) en el teorema anterior le
llamamos una componente peridédica del flujo de M en la direcciéon v, mien-
tras que a un dominio de tipo b) le llamamos una componente minimal. Si
el flujo geodésico en una direccion v posee una sola componente periddica,
decimos que el flujo es inicamente periddico en esta direccion; y si solo posee
una componente minimal entonces decimos que el flujo es minimal en dicha
direccion.

Como un corolario de la demostracién del teorema anterior tenemos la
siguiente afirmacién con la cual concluimos el capitulo.

Corolario 5. 5@ una estructura plana no posee conexiones silla paralelas a
cierta direccion entonces el flujo geodésico en dicha direccion es unicamente
periodico 6 minimal.

Demostracion. La demostracion es inmediata a partir del hecho de que dada
una direccion, las componentes del flujo estan acotadas por conexiones silla
paralelas a dicha direccién. Asi si hubiera mas de una componente, estas de-
berian de estar separadas por una conexion silla, lo cual por hipdtesis no es
posible y por lo tanto el flujo geodésico en esta direccién debe poseer una
sola componente g
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CAPITULO III

ESTRUCTURAS PLANAS Y LA DICOTOMIA DE
VEECH.

El objetivo principal de este capitulo final es presentar y dar ejemplos
del teorema de Veech. En la primera seccién estudiamos algunas propiedades
de las estructuras planas (por ejemplo, mostramos que el conjunto de singu-
laridades de una estructura plana la clasifica topolégicamente) y de ciertos
objetos matematicos asociados a estas. Es al final de esta seccion donde pre-
sentamos el concepto de grupo de Veech asociado a una estructura plana.
La segunda seccion es dedicada a presentar y demostrar el teorema de la
dicotomia de Veech. Por 1ltimo, en la tercera seccion damos ejemplos de
estructuras planas que satisfacen el teorema de Veech.

I. Estructuras planas y el grupo de Veech.

Las siguientes subsecciones tratan cuestiones generales concernientes a
estructuras planas. La primera subseccion es sobre algunos aspectos de éstas
y su flujo geodésico asociado. En la segunda subseccién es presentado el
concepto de “conjunto de vectores de holonomia” asociado a una estructu-
ra plana; este concepto nos sera de utilidad para estudiar propiedades de la
estructura plana y su grupo de Veech, el cual es tratado en la tercera sub-
seccion y sera fundamental para plantear el teorema de la dicotomia de Veech.

I.1. Algunas propiedades de estructuras planas.

Comencemos esta subseccion obteniendo el analogo de la Proposicion 3
para una estructura plana, esto es, un teorema de clasificaciéon topoldgica
para superficies compactas con estructuras planas.
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Lema 11 ([10]). Dada una estructura plana (M,w) y un conjunto de co-
nexiones silla ajenos por pares, podemos encontrar una triangulacion de M
cuyos vértices corresponden a los puntos singulares de w, las aristas son co-
nexiones silla conteniendo a nuestro conjunto y sus caras son triangulos no
contentendo puntos singulares en su interior.

El lema anterior es importante pues nos permite establecer una triangu-
lacién adecuada sobre nuestra superficie M. Dicha triangulacién es el equi-
valente a la triangulacién que utilizamos para la estructura plana asociada a
un poligono racional en el capitulo L.

Teorema 6. Sea (M,w) una estructura plana con my, ..., my las multiplici-
dades de los puntos singulares de w. Tenemos que la caracteristica de Euler

de M estd dada por
k
—Xum :Z (m2_1>
i=1

Demostracion ([16]): Consideremos una triangulacién de M como en el Lema
11 y denotemos por V, A, C' el niimero de vértices, aristas y caras de la trian-
gulacién, respectivamente. Primero, es claro que V' = k pues los vertices son
precisamente los puntos singulares de w. Despues, si hay n caras entonces
hay 3n/2 aristas en la triangulacién pues cada cara tiene 3 aristas y cada
arista pertenece a 2 caras. Asi, tenemos que

V =k, A:%”, C=n
y entonces
XM:V—A+C:k—g. (I11.1)

Ahora, cada cara es un triangulo por lo que la suma de los angulos interiores
de todas las caras es nmw. Por otro lado, debido a que los vertices de las caras
son los puntos singulares de w entonces dicha suma corresponde a la suma
de los dngulos totales de las singularidades, la cual sabemos es > 27wm,;. Por

lo tanto i
n=2 Z m;
i=1

y asi obtenemos que

k

XM:k_Zmi:Z(l_mi>-

i=1
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Observaciéon 10. Para cualquier estructura plana (M, w) tenemos que
Xy < 0.

De manera particular, el teorema anterior nos dice que no hay estructu-
ras planas sobre la esfera (xy = 2) y que cualquier estructura plana sobre el
toro (x = 0) posee sélo singularidades removibles y esta es la tinica superficie
topoldgica con dicha propiedad ya que cualquier estructura plana sobre una
superficie de género mayor a uno debe poseer al menos una singularidad no
removible.

La manera usual de poner una estructura plana sobre un toro es tomar
v1, v € R? vectores linealmente independientes y entonces considerar el toro

T2 ) = ]RQ/?)lZ D 'UQZ.

(v1,v2

%vm&)
te) y dado un [z] € T?yl’vz), 7 es un homeomorfismo local en una vecindad
de [z] mediante la eleccién de un representante de dicha clase. De esta for-
ma son tomadas la cartas. Como la diferencia de eleccién entre una carta y
otra es simplemente la diferencia de los representantes entonces los cambios
de coordenadas son traslaciones. Esta estructura es llamada un toro plano.
El siguiente teorema muestra que toda estructura plana sobre un toro es

“equivalente” a un toro plano.

La proyeccién canénica 7 : R? — T es continua (con la topologia cocien-

Definicién 14. Sean (M, w;) y (Ms,ws) dos estructuras planas. Un homeo-
morfismo f : My — My es llamado un isomorfismo de estructuras planas si
manda singularidades en singularidades y es una traslacion en coordenadas
locales.

Teorema 7. Toda estructura plana sobre un toro es isomorfa a un toro plano.

Demostracion. Sea (M,w) un toro con estructura plana. Por el Teorema 6
podemos suponer que w no posee singularidades. Tomemos v; € S'y I C M
intervalo geodésico perpendicular a v; y denotemos por vy la direccion de 1.
Elijamos después x € [ su extremo izquierdo. Por el teorema de recurrencia
de Poincaré, la trayectoria geodésica emitida de x en la direccion vy intersecta
a I en un punto z’. Tomemos [, [5 las distancias de z a 2’ en las direcciones
V1 ¥ v respectivamente. Después consideramos e; el vector unitario colineal a
l1v1—15vy (el signo depende de la eleccién de vg). Afirmamos que la trayectoria
emitida de x en la direccion e; es periddica. Esto, debido a que podemos
encajar isométricamente un rectangulo en M con x en esquinas opuestas.
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Basta considerar

DM = {givl (givz(x/)) eM | te <07 ll)? s € (0712)}7
D ={—to,—sw €R> | t(0,l1), s€(0,l)} (I11.2)

vy f: D = Dy, f(—tvy —sv2) = g, (gs_vz(x’)). Como M es localmente
isométrica al plano entonces f viene a ser una traslacion en coordenadas
locales, tomando en R? las coordenadas (v, vs). De ésta manera podemos
asegurar que la trayectoria geodésica en la direccion e; que parte de x es una
“diagonal” de Dj,; y entonces periddica. Por lo tanto, por la Proposicién 5
el flujo geodésico de M en la direccion ey es una tinica banda de trayectorias
periddicas de periodo hj;.

Tomemos después J un intervalo geodésico en la direccién uy € S' perpen-
dicular a e; y tal que su longitud, ws, es igual al ancho de la banda de
trayectorias periodicas en la direccién e;. Asi, si y y ¢’ son los extremos de
J entonces existe un tiempo w; tal que g¢'(y) = y'. Entonces la direccion
es € St colineal a wye; — wauy es una direccién de trayectorias periddicas, de
periodo hy (aqui de nuevo, el signo depende de la eleccién de ug). El argu-
mento para mostrar este hecho es el mismo que antes: el encaje isométrico
de un rectangulo con y en extremos opuestos. De esta forma el isomorfismo
de estructuras planas se establece tomando zy € M y R? con la base (e, €3).
Entonces definimos

F:R .\ — M

(e1,e2)

Aer + pes = goy (94, (%0))
que induce una funcién bien definida

F. T2 )= M,

(hie1,haea

la cual es un isomorfismo pues los abiertos son tomados como en (I11,2)
salvo una traslacién y por el mismo argumento que antes los cambios de
coordenadas son traslaciones g

La dindmica del flujo geodésico sobre un toro plano y por lo tanto (por
teorema anterior) sobre cualquier toro con estructura plana es bien conocida
por el teorema de Weyl.

Teorema 8 (Weyl). Sea T? = R?/Z & Z un toro plano y 6 € S' := R/27Z
una direccion. Entonces el flujo geodésico sobre T?

(i) es dnicamente periddico si y solo si 0 es un maltiplo racional de 7;
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(17) es tinicamente ergddico si y solo si 0 es maltiplo irracional de .

El comportamiento genérico del flujo asociado a una estructura plana es
descrito por Kerckhoff, Masur y Smillie en el siguiente teorema:

Teorema 9. [10] Sea (M,w) una estructura plana. Entonces para casi todo
0 € St el flujo geodésico en la direccion 6 es tinicamente ergddico.

Por lo tanto, del teorema anterior y el Teorema 5 podemos ver que el
comportamiento mas simple para un flujo geodésico sobre una superficie con
estructura plana es el del flujo en el toro.

Definicién 15. Decimos que una estructura plana w sobre una superficie M
es elemental si el flujo geodésico de M en una direccion arbitraria posee solo
componentes periodicas o es unicamente ergodico.

En la definicién anterior, distintos cilindros de trayectorias periddicas
pueden tener periédos inconmesurables. Consecuentemente el flujo en dicha
direccion no necesariamente es periddico aun cuando sélo posea componentes
periodicas.

Por 1ltimo, observemos que sobre una superficie M con una estructu-
ra plana elemental toda trayectoria geodésica golpea un punto singular, es
periddica 6 se distribuye de manera densa sobre M. En particular, si la estruc-
tura plana asociada a un poligono P es elemental entonces toda trayectoria
de billar es periddica, golpea un vertice 6 se distribuye densamente en P.

I1.2. El conjunto de vectores de holonomia.

Introducimos ahora un concepto que nos serda de gran ayuda para estu-
diar las propiedades de las estructuras planas y su dinamica asociada, el de
vectores de holonomia.

Sea (M,w) una estructura plana. A cada conexién silla L le asociamos el
par —uvy,, vy, de direcciones paralelas a L tales que ||vy, || = | L|. Los vectores
—vp, vy, son llamados los vectores de holonomia asociados a L. Como los
cambios de coordenadas de w son traslaciones, la asociacién estd bien definida
y denotamos por Hol(w) C R? el conjunto de vectores de holonomia asociados
a las conexiones silla de (M,w).
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Proposicién 6. Sea (M,w) una estructura plana y supongamos que Sing(w)
es no vacio. Entonces el conjunto de direcciones de vectores de holonomia es
denso en el circulo unitario y Hol(w) no posee puntos de acumulacion.

Demostracion. Primero mostramos que el conjunto de direcciones de vecto-
res de holonomia es denso en S' y después que Hol(w) no posee puntos de
acumulacion.

i) Sean v € S' y & > 0, deseamos probar que Hol(w) posee un vector
que forma un angulo menor a € con v. Supongamos por contradiccion
que no es asi. Tomemos =z € Sing(w) y I intervalo geodésico en la
direccién w € S! perpendicular a v tal que = es uno de sus extremos
y | 1| = s > 0 suficientemente pequeno. Consideramos el flujo de I en
la direccién v. Como supusimos que (M, w) no posee conexiones silla
en dicha direccion entonces la trayectoria emitida de x intersecta a [
un numero infinito de veces. Denotemos por z,, el punto de la n-ésima
interseccién y definamos [,,, s, las distancias de x a x,, a lo largo de las
direcciones v, w respectivamente. Tenemos que [,, — 400 cuando n —

+00 v 5, < s para todo n. Sea entonces N tal que o := tan~! <§—x> <

e. Queremos mostrar que podemos encontrar una conexién silla en la
direccién ag; para esto definimos

Ak = {ga ) (gi(x)) € M | s € (-1, 1), @ € [0,00]},
Afs = {stan(@)w B sv € R* | s € (l_1,l), @ € [0, )},

conk=1,...,N yly=0. Definimos entonces

N N
Ayn =[] A% ST M. M= M,
k=1 k=1

N
Ape = | Ak, CR2
k=1

Podemos encajar de manera isométrica a Ag2 en Ay~ con la funcién

f : AR2 QRQ%AMN,
f (stan(a) w + sv) = (m,...,x,gz}tan(a) (g5(2)), ..., 2),

donde la entrada distinta de x esté en el lugar k-ésimo si s € (Ix_1, k).
Localmente f se ve como la inclusién de un abierto de R? en RV,
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i)

Cualquier trayectoria sobre Ag: induce una trayectoria sobre Ay~ de
la misma longitud. La proyeccion

N
W:HM—)M

k=1

induce una funcién f:=mo f

fﬁAR2gR2—>M

que se extiende de manera continua a Ag2 y entonces la trayectoria que
sale del origen con angulo g va a dar bajo f en una conexion silla de
T en r como queriamos.

Para mostrar que Hol(w) no posee puntos de acumulaciéon tomemos
v € R?\ {0} y consideremos todos los intervalos geodésicos saliendo de
los puntos singulares w con direccién v y longitud ||v ||. Dicho nimero
de intervalos depende de v pero es finito. Como el conjunto Sing(w) es
finito entonces cada singularidad posee una vecindad que no contiene
a ningun otro punto singular y por lo tanto la longitud de cualquier
conexioén silla es al menos € > 0 para un ¢ suficientemente pequeno.
Ahora, podemos encontrar 6; > 0 tal que el flujo en las direcciones
—w,w € S' perpendiculares a v de los intervalos geodésicos descritos
no intersectan a Sing(w) en un tiempo ¢ tal que 0 < |t| < |4y | (aqui,
cuando hablamos del flujo geodésico de un intervalo geodésico I nos
referimos al flujo de I\ Sing(w) mas los puntos extremos).

Por otro lado, como se comenté antes, podemos encontrar d, > 0 tal
que By, (z) N (Sing(w) \ {z}) = 0 para cada = € Sing(w). Elegimos
entonces 6 = min {dy,d2} y definimos U el abierto unién de las bolas
de radio § con centro en los extremos de los intervalos geodésicos y del
flujo por un tiempo ¢ de dichos intervalos en las direcciones —w, w.
Formalmente U se ve como una union finita de paralelogramos encaja-
dos en M y unién finita de bolas menos un rayo (esto tltimo se hace
tomando una de las copias de la imagen inversa de la proyeccién de
cada punto singular).

De esta forma podemos asegurar que no existen conexiones silla dentro
de U en una direccién distinta a la de v. Como v es arbitrario entonces
Hol(w) no puede tener puntos de acumulacién g

Observaciéon 11. La demostracion de la proposicion anterior asequra la
existencia de una conexion silla de longitud minima. Esto pues Hol(w) es un
conjunto cerrado acotado inferiormente en longitud. Denotaremos por pu(w)
la longitud de dicha conexion silla.
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Ahora, si w = {(Ua; Pa)},ecq define una estructura plana sobre M y a
es un operador lineal invertible de R?, el conjunto aw = {(Ua, a0 ¥a)},ca
define también una estructura plana sobre M. Las estructuras aw y w poseen
los mismos puntos singulares con las mismas multiplicidades (para la proyec-
cién de zg € Sing(aw) = Sing(w) basta postcomponer con a a la proyeccion
de xy con respecto a w). Ademés, toda conexién silla de (M,w) lo es tam-
bién de (M, aw) aunque las direcciones son cambiadas por a; esto es claro si
consideramos la funcién identidad

id: (M,w) — (M, aw) .
En coordenadas locales, (a o ¢,) oido gp/gl =ao (gpa o gpgl) y entonces
d(id) : (TM,w) — (T'M, aw) (I11.3)
Vg > a(vy).

Asi, si vy, es un vector de holonomia con respecto a w, a(vy) es un vector de
holonomia con respecto a aw. Por lo tanto Hol(aw) = a (Hol(w)).

Proposicién 7. Dada una estructura plana (M,w), la funcion d : GLy (R) —
R, d(a) := plaw) es continua y su restriccion a SLs (R) es acotada.

Demostracion. La demostracion siguiente es verbatim de [16]. Probemos que

i) d es continua: sean a,b € GLj (R) y v vector de holonomia asociado
a la conexién silla mds corta de aw. Entonces (ba™')v € Hol(bw).
Tenemos que

p(bw) < || (ba™ ) v | < |ba™" |- v || = |ba™! | p(aw),

2
con | -| la norma sobre GLJ (R) definida por |a| = Z aZ,, con a =

57
1,j=1
{a;;} € GL3. De la misma manera obtenemos que

plaw) < | ab™ | pu(ow)

y entonces
| ba™! ‘71 p(bw) < plaw) < [ab™ | p(bw).

Por lo tanto, cuando @ — b, ab™* — 1 y entonces pu(aw) — u(bw).
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i) d |gp,r)_es acotada: como se puede ver de (111,3), para los elementos
a € SLs (R) las estructuras w y aw poseen el mismo elemento de érea.
Asi, si probamos que p(w’) < V25, con S el drea de M para cualquier
w' = cw, ¢ € SLy (R) habremos terminado.

Tomemos z € Sing(w'), v € S' y I intervalo geodésico paralelo a v
con extremo x y tal que |I| = +/S. Si I contiene otros puntos sin-
gulares ademas de x entonces terminamos pues hemos conseguido una
conexién silla de longitud menor a v/2S y entonces u(w') < v/2S. Si
no, consideremos el flujo de I en la direccién w perpendicular a v. El
teorema de recurrencia de Poincaré garantiza que dicho flujo intersecta
a I en un tiempo t; > 0 no mayor a S/ | I| = v/S. Entonces el flujo de
algin punto de I golpea una singularidad de w’ o la trayectoria emitida
de x intersecta a I en un tiempo menor 6 igual a ¢;.

Usamos el mismo argumento ahora en la direccion —w para obtener
una trayectoria emitida de I que golpee una singularidad de w’ a un
tiempo ¢, > 0 no mayor a v/S. De esta forma, al igual que antes po-
demos encajar isométricamente un paralelogramo cuya diagonal une
puntos singulares y su longitud es menor o igual a v/2S y por lo tanto
(W) < V25 como querfamos mostrar

1.3. El grupo de Veech.

En esta subseccién definiremos el grupo de Veech de una estructura pla-
na y mostraremos que éste es un subgrupo discreto nunca cocompacto de

SLa(R).

Definicién 16. Decimos que un homeomorfismo f : M — M es un au-
tomorfismo afin de la estructura plana (M,w), escrito f € AffT(w), si f
manda puntos singulares en puntos singulares y es una transformacion afin
en coordenadas locales que preserva la orientacion.

El concepto de automorfismo afin esta bien definido ya que los cambios
de coordenadas de una estructura plana son traslaciones. Por esta misma
razon, la matriz que representa la diferencial de un automorfismo afin f, [df]
es constante sobre la superficie, esto pues no depende de las cartas.

Definicién 17. Sea (M,w) estructura plana, definimos

V(w):={acGL R) | a=[df], fe Afff(w)}.
V(w) es llamado el grupo de Veech de w.
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Enseguida definimos el estabilizador de una estructura plana y después
mostramos que éste coincide con el grupo de Veech de la estructura plana.

Definicién 18. Tomemos (M,w) una estructura plana. El estabilizador de w,
denotado por T'(w), es definido como el conjunto de operadores a € GL3 (R)
tales que aw y w son isomorfas.

El término “estabilizador” para I'(w) es natural del siguiente hecho: con-
sideremos X el espacio de todas las estructuras planas sobre una superficie
M y ~ la relacion de equivalencia de isomorfismo entre estrucutras planas.
El grupo GL; (R) actia sobre X/ ~.

GLI(R) X X/ ~ — X/ ~ (111.4)

(a, [W]) = faw].

No es dificil ver que esta accion estd bien definida. En este contexto, dada
una estructura plana w sobre M, el estabilizador de [w] por la accién (111,4)
es ['(w), el cual en consecuencia es un subgrupo de GLj (R).

Mostremos ahora que el grupo de Veech de una estructura plana coincide
con el estabilizador de la misma.

Proposicién 8. Dada una estructura plana (M,w), tenemos que I'(w) =

V(w).
Demostracion. Probemos las dos contenciones como conjuntos.

(D) Seaa € V(w)y f € Aff(w) tal que [df] = a. Entonces a™! € T'(w) ya
que podemos tomar el homeomorfismo

fi(Mw) = (M,a"'w)
y obtenemos que

(ailw ofo 9071) () = at (w ofo 8071) (z)
=a t(ax+ ) =1+ ),

con A = a(A\) y (U,¢),(V,) cartas de w y a~'w respectivamente.
Asi a™! € T'(w) y por lo tanto a € T'(w).

(C) Tomemos ahora a € I'(w), entonces existe un homeomorfismo

F:(Mw)— (M, 'w)
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tal que si (U, ) y (V,4) son cartas de w entonces
a'(YoFop')(z)=(a"poFop ) (z)=a+A

y entonces

~

(Yo Fop™)(x) =alx)+ A,

con A = a(\). Esto implica que F € Aff(w) y por lo tanto a € V(w)
como querfamos probar g

De esta forma, el grupo de Veech de una estructura plana puede ser visto
como el grupo de automorfismos que dejan invariante dicha estructura pre-
servando orientacion.

Dado que estructuras planas isomorfas sobre una superficie compacta po-
seen la misma medida de area y como se puede ver de la demostraciéon de
la proposicién anterior: para estructuras isomorfas w, aw el cambio de coor-
denadas de dicho isomorfismo es a. Entonces |deta| = 1 y por lo tanto

[(w) C SL, (R) € GL{ (R).
Por ultimo mostremos que el grupo de Veech de una estructura plana es

un subgrupo discreto nunca cocompacto de SLy (R).

Proposicién 9. El grupo de Veech de una estructura plana (M,w) es un
subgrupo discreto, nunca cocompacto de SLy (R).

Demostracion. Demostremos por separado las propiedades.

a) I'(w) es discreto: mostremos primero que si a € I'(w) entonces Hol(aw) =
Hol(w). Para esto, basta mostrar que a (Hol(w)) = Hol(w). Sia € T'(w)
entonces existe f : (M,w) — (M,w) automorfismo afin tal que

df : (TM,w) — (TM,w)
Vg > a(vy).

Asi, si L es una conexién silla de (M,w) también lo es f (L) y si vy, es
vector de holonomia asociado a L entonces a(vy) es vector de holonomia
asociado a f (L) y entonces a (Hol(w)) = Hol(w) (pues a es invertible)
como queriamos.

Por otro lado, si I'(w) poseyera una sucesién de puntos distintos {a, } C
['(w) tal que a,, = ag € T'(w) cuando n — 400y v € Hol(w). Entonces
la sucesién {a,(v)} C Hol(w) cumple que a,(v) — ag(v) cuando n —
+00 lo cual contradice el hecho de que Hol(w) no posee puntos de
acumulacién y por lo tanto I'(w) es discreto.
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b) I'(w) < SLy (R) es nunca cocompacto, esto es, SLy (R) /I'(w) nunca es
compacto: sean v € Hol(w) y a € SLy (R) tal que a(v) = v. Tenemos
que p(a"w) — 0 cuando n — +o00. Como I'(w) es discreto entonces el
conjunto {a"I'(w)} € SLy (R) /T'(w) es una sucesién de puntos distin-
tos. Asi, si SLy (R) /T'(w) fuera compacto entonces {a"I'(w)} poseeria
un punto de acumulacion, esto es, una subsucesiéon {a™I'(w)} — bI'(w)
cuando k£ — +o00. Esto implica que existirfa {7;} C I'(w) sucesion tal
que {a" v} — b € SLy (R) y entonces por continuidad de la funcién d
(ver Proposicién 7) p((a™y)w) — u(bw). Pero esto no puede ser ya
que g ((a™yp) w) = p(a™ (ypw)) = p(a™w) y pl(a™w) = 0 # p(bw).
Por lo tanto SL; (R) /I'(w) no puede ser compacto 4
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II. La alternativa de Veech.

En esta seccion presentamos la prueba del teorema de la dicotomia de
Veech el cual es el resultado principal de esta tesis. Dicho teorema da condi-
ciones suficientes para que una estructura plana sea elemental. El teorema se
muestra como una consecuencia natural del teorema de comportamiento de
un flujo geodésico sobre una superficie con estructura plana y de los lemas
que son presentados a continuacion.

Comenzamos definiendo ergodicidad unica para después enunciar el Lema
de Masur.

Definicién 19 (Ergodicidad tnica). Sea (X, B, 1) un espacio de medida fi-
nita. Una transformacion T : X — X que preserva la medida p es ergodica
si los unicos conjuntos invariantes bajo T' son triviales. Esto es, si A € B es
tal que T™1(A) = A entonces u(A) =0 6 u(A) = 1.

Decimos que T' es inicamente ergédica si sélo hay una medida (salvo multi-
plicacion por escalares) sobre X tal que T es ergddica.

Lema 12 (Masur [11]). Sea (M,w) una estructura plana con puntos singu-
lares y supongamos que ji(g'w) - 0 cuando t — +o0o, donde

etz 0
9 = ( 0 6—t/2> € SLy(R), t > 0.

Entonces el flujo geodésico asociado a w en la direccion vertical es unicamente
ergodico.

Lema 13. Sea (M,w) una estructura plana y supongamos que pi(g'w) — 0
cuando t — +o00. Entonces el conjunto {g'T'(w)},5o € SL2(R) /T'(w) no
posee puntos de acumulacion.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que el conjunto {¢'I'(w)},~,
posee un punto de acumulacién. Entonces existe {t;} C R sucesién y h €
SLy(R) tales que ¢"T'(w) — hI'(w) cuando i — co. Entonces es posible en-
contrar {;} C I'(w) tal que g*7; — h cuando i — oco. Ahora, por continudad
tenemos que u (¢g'vw) — p(hw) vy p(gtivyw) = p(gtiw) — 0 cuando i — oo
por hipétesis, pero pu(hw) # 0. Por lo tanto, {¢'I'(w)},s, no puede poseer
puntos de acumulacién g -
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Es conocido que el grupo PSLy (R) = SLs (R) / {£1} actia sobre el plano
hiperbélico H? por isometrias mediante transformaciones de Mobius

a b az+0b
Kc d)] RN
De esta forma, el estabilizador de una estructura plana I'(w) € SLy(R),

el cual sabemos es discreto (ver Proposicién 9), es visto como un grupo
Fuchsiano.

Definicién 20. Sea I' < PSLs (R) subgrupo Fuchsiano. Decimos que T' es
una reticula st

Area (H?/T) < 4o0.

Aqui, el término anterior viene del hecho de que si I' < PSLy(R) es una
reticula entonces I' posee un dominio fundamental sobre H? el cual es un
poligono hiperbdlico con un nimero finito de lados (ver [6]). Presentemos el
siguiente lema el cual no probaremos aqui, para su demostracion se puede
consultar [16].

Lema 14. Si (M,w) es una estructura plana tal que su estabilizador, T'(w)
es una reticula y el conjunto {g’T(w)}tZO no posee puntos de acumulacion.
Entonces I'(w) posee un elemento a de la forma

0= (; (1)) ET(W), a0, (IIL5)

El siguiente lema muestra que en presencia de un elemento de la forma
(IT1.5) en el grupo de Veech de una estructura plana, su flujo geodésico en la
direccion vertical posee solo componentes periddicas. Aqui direccién vertical
es la dreccién del vector ey con (eq, ;) la base candnica de R2.

A cada componente periddica del flujo geodésico podemos asociarle una
cantidad que llamaremos el médulo de la componente.

Definicién 21. Sea C' una componente periddica del flujo geodésico asociado
a una estructura plana y denotemos por | y w la longitud y el ancho de C
respectivamente. Definimos m,. el modulo de C por

me = —.
w

Aqui, | es entendido como el tiempo minimo necesario para que un punto
en C regrese en si mediante el flujo y w la longitud de C' en la direccon
perpendicular a la direccion periodica.
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Lema 15. Sea (M,w) estructura plana y supongamos que I'(w) posee un
elemento de la forma (I11.5). Entonces el flujo geodésico asociado a w en la
direccion vertical posee solo componentes periddicas de maodulos conmensu-
rables.

Demostracion. Sea f € Aff(w) tal que [df] = a con a como en (II1,5)
y tomemos (e, es) la base canénica de R?. Como el flujo geodésico en la
direccion de e; es invariante bajo f entonces f actiia como una permuta-
cién sobre el conjunto {Ly,..., L} de trayectorias emitidas de los puntos
singulares de w en las direcciones —es, e5. Por lo tanto existe n € N tal que
fm(L;) = L;, i =1,..., k. Mas atn, por la unicidad del flujo geodésico y el
hecho de que df (e5) = ey tenemos que f™ actiia como la identidad sobre cada
L; vy por lo tanto sobre L;. Asi L; no puede poseer puntos interiores, de lo
contrario f" serfa la identidad sobre un abierto y entonces a = 1 € SLy(R).
Entonces por el Teorema 5 L; tiene que ser una conexion silla. Tomemos aho-
ra p ¢ UY_, L;, podemos encontrar U, vecindad de p tal que ésta no intersecta
a UL; y entonces el flujo en la direccién vertical esta bien definido en todo
tiempo para U, pues UL; es invariante bajo éste. Por lo tanto, por el Teorema
5, U, debe pertenecer a una componente periddica del flujo geodésico en la
direccion es.

Para ver que el médulo de cada cilindro es conmensurable con «, definamos
para una curva lisa v : I CR — (M,w)

con §(t) = (91(t),42(t)). Decimos que [;(7y) es la longitud de v en la direccién
e; sobre M. Tomemos entonces zo € L; y

v:(0,§] = M,

Y(t) = g, (20),

con ¢ € (0,w ] y w el ancho del cilindro que acota lateralmente L;. Tenemos
que para f" o7,

L(f"ey)(§)=¢
la (f" 07) (§) = ang.
Asi, cuando & = w entonces y(£) € L;. Ademds f" fija L; y entonces lo(f" o
v)(w) debe ser un miltiplo de [, la longitud del cilindro. Por lo tanto existe

m € N tal que
Iy (£ 07) (w) = anw = ml,
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L

) = na como querfamos mostrar g
w

es decir, m (

Observacién 12. Si en el lema anterior a = (§¢), a # 0. Entonces el
enunciado sique siendo cierto, solo que esta vez es la direccion horizontal la
direccion en la cual el flujo se descompone en cilindros de modulos conmen-
surables.

Presentamos ahora el teorema de la dicotomia de Veech.

Teorema 10 (La alternativa de Veech). Sea (M, w) una estructura plana tal
que su grupo de Veech es una reticula. Entonces el flujo geodésico asociado a
w en una direccion dada es unicamente ergodico 0 se descompone como union
de cilindros de modulos conmensurables; en particular, w es elemental.

Demostracion. Primero, por el Teorema 6, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que Sing(w) # (). Tomemos v € S! una direccién y a la rotacién
que manda v en la direccién vertical. Como I'(aw) = al'(w)a™' entonces
['(w) es una reticula si y sélo si I'(aw) lo es. Ahora, a € SO2(R) no modifica
distancias y el flujo geodésico asociado a w en la direccién v coincide con el
flujo geodésico asociado a aw en la direccién vertical. Ademdas Hol(aw) =
a Hol(w). Por lo tanto, podemos suponer que la direccién escogida es la
vertical.

(i) Si Hol(w) posee un vector vertical: en este caso p(g'w) — 0 cuando

t — +00. Esto ya que como mencionamos antes Hol (¢'w) = ¢'Hol(w),
por lo que si Hol(w) posee un vector vertical de longitud ¢ entonces
Hol(g'w) posee un vector vertical de longitud e~*2c. Entonces por el
Lema 13, {¢'I'(w)},», no posee puntos de acumulacién. Ademds por
el Lema 14, Lema 15 y la hipétesis, el flujo geodésico en la direccién
vertical se descompone en cilindros de modulos conmensurables y co-
nexiones silla. En particular, el flujo geodésico es peridédico en esta
direccién. Ademas, si el flujo geodésico en la direccién vertical posee
una componente periédica entonces Hol(w) posee un vector vertical
proveniente de la conexion silla que acota la componente periédica.

(i1) Si Hol(w) no posee vectores verticales: por el argumento anterior, esto
equivale a decir que el flujo geodésico en la direccién vertical no po-
see componentes periddicas. Entonces por el Lema 15, I'(w) no puede

poseer elementos de la forma ( L (1)) y como por hipdtesis I'(w) es una

reticula entonces por Lema 14 el conjunto {g'T'(w)},>, debe poseer al
menos un punto de acumulacién. Asi, por el Lema 13, u(g'w) no puede
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tender a 0 cuando t — +o00 y entonces por el Lema de Masur, el flujo
geodésico en la direccion vertical es inicamente ergddico.

Con lo cual el teorema queda demostrado g

Observacién 13. De la demostracion anterior podemos notar que como
[(rw) = rC(w)r~! para cualquier r € SO4(R), entonces el flujo de w se des-
compone en cilindros de médulos conmensurables si y sélo si existen v € St
yael'(w), a#1 tales que a(v) = v.

Por dltimo mostramos un lema el cual en cierta forma es el inverso del
Lema 15.

Definicién 22. Dados k nimeros positivos conmensurables rq, ...,y defi-
nimos su minimo comun multiplo como el minimo positivo que es multiplo
entero de cada ;.

Lema 16. Supongamos que el flujo geodésico asociado a una estructura pla-
na w en la direccion vertical posee solo componentes periodicas de modulos
conmensurables. Entonces I'(w) posee un elemento de la forma

10
a(a 1), a # 0,

con a el minimo comun maultiplo de los modulos.

Demostracion. La demostracion se hace de manera constructiva y la idea es
ir en direccion opuesta a la demostracion del Lema 15.

Supongamos que el flujo geodésico en la direccion vertical se descompone
en cilindros C,...,C}) y conexiones silla. Denotemos por mg, ..., m; sus
modulos, con m; = [;/w;. Para hacer mas clara la idea de la demostracién
actuamos de la siguiente manera: tomamos un Cj. Este es isométrico a C‘Z
con la métrica inducida de su estructura plana natural w;, donde

N

Consideremos la funcién

(@) = (6
O -G
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Es facil ver que f estd bien definida y que en coordenadas locales (U, ¢;),
(Uj, ¢;) se ve como

(piofop’) (wy) =4 @) +vij, vy € R (I1L.6)

Ademss, f puede ser extendida por continuidad a la frontera de C; y actia
como la identidad en ésta si « = km;, k € N. Por lo tanto, el hecho de tomar
a igual al minimo comun multiplo de los my, ..., m; nos permite extender
f a los demés Cy sin perder continuidad y como f sobre cada Cy posee
localmente la forma (/11,6) entonces

(; 2) €l(w) g

III. Ejemplos de estructuras planas de Veech.

A aquellos poligonos cuya estructura plana asociada poseen grupo de
Veech siendo una reticula los llamaremos poligonos de Veech. En esta seccion
final presentamos algunos ejemplos de poligonos de Veech. Dichos poligonos
son precisamente aquellos que satisfacen el teorema de la dicotomia de Veech.

Hemos basado gran parte de esta seccién en una recopilacién hecha por
S. Leliévre (ver [13]). Dado que la mayoria de los ejemplos que presentamos
involucran grupos triangulares, recodamos un poco sobre éstos. Para mas
detalles precisos se puede consultar el libro de Alan Beardon [1].

Definicién 23. Un subgrupo G de isometrias del plano hiperbdlico se dice
de tipo (o, B,7) si y sélo si G estd generado por las reflexiones de H? con
respecto a los lados de un tridngulo de la dngulos interiores o, 5 1y 7.

De la definicién es claro que necesariamente «, 5y v deben ser no nega-
tivos y 0 < a+ [+ < m. Ademads, sabemos que cualesquiera dos grupos del
mismo tipo son conjugados dentro del grupo de isometrias de H?. Todo grupo
G de tipo (a, 3,7) tiene un subgrupo distinguido Gy, que es el formado por
los elementos de G que son conformes. A Gq lo llamamos el grupo conforme

de tlpO (Oé,ﬁ,’}/).

Definicién 24. Sean p,q,7 € ZU {oc}. Un grupo G de isometrias de H? se
dice un grupo (p,q,r)-triangular si y sélo si G es un grupo conforme de tipo
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rqrr )"

Convenimos que = = 0. De manera abstracta, un grupo triangular tiene
tres generadores a,b y ¢, con las relaciones:

SR

a® =b* = = (ab)? = (bc)? = (ca)” = 1.

Ademas, es sabido que todo grupo triangular es Fuchsiano y que si un grupo
Fuchsiano H contiene un grupo triangular, entonces necesariamente H tam-
bién es triangular. Para mas detalles se puede consultar el libro [1].

Ahora estamos listos para presentar los ejemplos. En lo sucesivo, deno-
taremos por A(p,q,r) a la clase de conjugacién dentro de PSLy(R) de un

grupo (p, ¢, r)-triangular. Notemos que, por ejemplo, la clase del grupo mo-
dular PSLy(Z) es A(2,3,00).

El caso aritmético.

Decimos que un grupo Fuchsiano es aritmético si es conjugado a un sub-
grupo de indice finito de PSLs(Z). En este caso se sabe que la superficie de
translacion asociada al billar en un rectdngulo, en un triangulo recto isésceles,
en un triangulo equilatero o en el triangulo de angulos interiores (%, R %),
tiene como grupo de Veech a PSLy(Z). Por otro lado, tenemos que los grupos
aritméticos caracterizan la geometria de la superficie:

Teorema 11. [5] El grupo de Veech de una estructura plana (M,w), V(w)
es aritmético si y solo si M define un cubriente, ramificado en a lo mds en
un punto, de un toro plano.

Las superficies con estructura plana que define un cubriente ramificado
en a lo mas en un punto de un toro plano son llamadas Origamis.

Poligonos regulares.

Todas las estructuras planas asociadas a poligonos regulares tienen grupo
de Veech que es una reticula. Sin embargo, podemos ser mas precisos. Sea
n > 5 (el resto de los casos ya se traté en el caso anterior). Entonces el
grupo de Veech del n-dgono regular es un subgrupo de A(2,n,00). Ademas,
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el indice de éste fué calculado por Veech en [15] y estd dado de la manera

siguiente: sea e(n) = MCD(2,n), N = FORA o(n) = MCD(4,n). Definamos

Entonces el indice del grupo de Veech de la estructura plana asociada al n-

agono regular tiene indice wz"a(évj\?))e(n) en A(2,n,00).

Triangulos rectos.

En este caso se sabe con precision cuales poligonos dentro de esta familia
son de Veech:

Teorema 12. El grupo de Veech de un tridngulo rectdngulo es una reticula
si y solo si el dngulo menor de dicho tridngulo es de la forma ¥ para algin
n > 4. Sin > 5. El grupo de Veech correspondiente es A(2,n,00) sin es
impar y A(m,00,00) sin es par.

La prueba de la suficiencia de este enunciado y el calculo del grupo de Veech
se le debe a Vorobets. Posteriormente Kenyon y Smillie probaron que la con-
dici6én es necesaria como se puede ver en [9].

Triangulos agudos.

Comenzaremos con los tridangulos agudos isésceles. En este caso tenemos
el siguiente teorema:

Teorema 13. Un tridngulo agudo isosceles es de Veech si y solo si el dngulo
que es diferente de los otros dos es de la forma * para alginn > 3. Sin > 4
el grupo de Veech correspondiente es A(n, 00, 00).

Mostrar la suficiencia de la condicion se reduce al caso rectangulo dada la na-
turaleza de la construccion que asocia la superficie plana al tridngulo isésceles
(basta tirar una altura desde el dngulo de la forma 7/n). Por otro lado la
necesidad de la condicién fue probada también por Kenyon y Smillie [9]. Fi-
nalmente, el grupo de Veech fue calculado por Hubert y Schmidt en [12].

En el universo de los triangulos agudos escalenos casi no hay triangulos
de Veech, como lo muestra el siguiente resultado.
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Teorema 14. Un triangulo agudo escaleno es de Veech si y solo si sus angu-
los interiores son de la forma:

2r 7w 4w T m bmw T o T
9’379 )’ 473712 )" 53715 )"

en cuyo caso los grupos de Veech correspondientes son:
A(9,00,0), A(6,00,00), A(15,00,00).

Estos tridngulos aparecieron en los trabajos de Vorobets, Veech y Kenyon
& Smillie citados anteriormente. Los responsables de calcular los grupos de
Veech correspondientes fueron Hubert y Schmidt.

Triangulos obtusos.

Diremos que un tridngulo obtuso es puntiagudo si sus angulos interiores

son de la forma
T pTW QT
(o)
para p < q y 4p < m. Para éste tipo de triangulos tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 15. [18] Sea A un tridngulo puntiagudo con p o m impares. En-
tonces A es de Veech si y solo si p =1, en cuyo caso éste es isdsceles.

Para triangulos obtusos isdsceles el siguiente resultado es debido a Veech.

Teorema 16. Un tridngulo obtuso isdsceles tal que sus dos dngulos iquales
son de la forma = conn > 5 es de Veech. Su grupo de Veech es A(2,n,00)
sin es impar y A(m,00,00) si no lo es.

Finalmente tenemos el caso escaleno:

Teorema 17. Para toda n > 4 el tridngulo de dngulos interiores
T m (2n—3)7
2n’n’  2n
tiene un grupo de Veech que es una reticula. Ademds, éste es A(3,m,00).

Vorobets demostré que dichos tridngulos tienen grupo de Veech siendo una
reticula. Ward en [18] calcul6 su grupo de Veech.
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