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Abstract

In this work we study the dynamics of polygonal billiards. This leads
to the study of geodesic flows in surfaces having planar structures (planar
surfaces, for short). We focus our study on a classical result of William A.
Veech, and present an alternative proof of it due to Ya. B. Vorobets [16].
Veech’s theorem describes, under certain conditions, the behaviour of the
geodesic flow associated to compact planar surfaces. Finally, we show some
examples of polygons for which the associated surface satifies the hypotheses
of Veech’s theorem.

Billiards - Planar structures - Veech’s dichotomy.
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Resumen

En el presente trabajo, se estudia primeramente la dinámica de los billares
sobre poĺıgonos. Se muestra que el estudio de ésta dinámica conduce al estu-
dio de los flujos geodésicos asociados a superficies con estructuras planas (o
estructuras planas, simplemente). Enfocamos nuestro estudio en un resulta-
do clásico de William A. Veech; presentamos una demostración alternativa a
éste (esta demostración fue dada por Ya. B. Vorobets en [16]). El teorema de
la dicotomı́a de Veech describe como se comporta, bajo ciertas condiciones,
el flujo geodésico asociado a una estructura plana compacta. Finalmente, son
dados algunos ejemplos de billares sobre poĺıgonos cuya dinámica puede ser
descrita por el teorema de la dicotomı́a de Veech.

Billares - Estructuras planas - Dicotomı́a de Veech.
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Introducción.

El concepto de billar es simple e intuitivo, consta de 3 elementos: una
mesa (una región del plano), una bola y una ley de reflexión (la cual nos
dice cómo es que la bola “rebota” en los lados de la mesa). Por śı mismo,
el estudio de los billares es de gran interés. El concepto de billar aparece en
diversas áreas y aún hay muchas preguntas sobre éste que no han sido com-
pletamente respondidas. Por ejemplo, el problema de las órbitas periódicas,
el cual plantea la siguiente pregunta:

“¿cualquier triángulo posee una trayectoria de billar cerrada?”

En f́ısica los billares aparecen en áreas como óptica o mecánica. Como
ejemplo, consideremos un sistema f́ısico de dos part́ıculas puntuales de ma-
sas m1,m2 cuyo movimiento está restringido a un intervalo cerrado y tal que
cualquier colisión (entre ellas o con alguno de los extremos) es elástica, i.e.
no hay disipación de enerǵıa. Se puede mostrar que el espacio fase de este
sistema es un billar en un triángulo rectángulo. Las trayectorias de billar
sobre éste describen como evoluciona el sistema f́ısico. Por ejemplo, órbitas
periódicas del billar corresponden a estados estacionarios del sistema.

Como se observa del ejemplo anterior, el aspecto quizá más interesan-
te de un billar es su dinámica. Para el caso de billares en los que la mesa
es un poĺıgono, la “construcción de Katok-Zemlyakov” nos permite asociar
una superficie (con estructura plana) a cada billar y aśı, estudiar la dinámi-
ca del billar por medio del estudio de la dinámica sobre su superficie asociada.

Para el toro plano (el cual es la superficie compacta con estructura plana
más simple), el flujo geodésico es bien conocido y es descrito por el teorema
de Weil 1. Éste afirma que el flujo geodésico del toro plano T2 := R2/Z2 en

1Este teorema suele ser llamado el teorema de Weil por las ideas que aparecen en [17].
Sin embargo, Weil no llego a publicar un art́ıculo donde se enuncie el teorema como tal.
Igor Nikolaev y Evgeny Zhuzhoma en su libro: Flows on 2 dimentional manifolds([4]),
explican que el teorema puede ser deducido de un teorema más general de Kolmogorov
(Teorema 6.2.1 del mismo libro).
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una dirección dada es periódico si la dirección es multiplo racional de π, ó es
únicamente ergódico si la dirección es multiplo irracional de π.

El teorema de la dicotomı́a de Veech [15] es un resultado de clasificación
de flujos y es una generalización del teorema de Weil. Éste da condiciones
suficientes para que una superficie compacta (con estructura plana) sea “ele-
mental”, esto es, que su flujo geodésico en cualquier dirección posee sólo
componentes periódicas ó es únicamente ergódico.

El objetivo principal de esta tesis es presentar una demostración alter-
nativa del teorema de la dicotomı́a de Veech (1992) la cual fué dada por
Vorobets en [16] (1996). La idea de esta demostración alterna es que el teo-
rema proviene de ideas geométricas “sencillas” y que por tanto puede ser
demostrado con herramientas simples.

Presentamos en detalle los resultados de [16] modificando las demostra-
ciones cuando nos parezca que ésto aclara la razón del resultado. Exponemos
también material preliminar que nos permita comprender mejor las ideas que
se usan en la demostración del teorema de la dicotomı́a de Veech. Además
de hacer expĺıcita la conexión entre el estudio de los billares sobre poĺıgonos
y las superficies (con estructuras planas).

La estructura de la presente tesis es descrita a continuación.

El primer caṕıtulo es dedicado a describir formalmente lo que es un billar
y su dinámica. Aśı como la relación (topológica y dinámica) que un billar tie-
ne con su superficie asociada mediante la construcción de Katok-Zemlyakov.

En el segundo caṕıtulo presentamos el concepto de transformaciones de
intercambio de intervalos. Este concepto es el que usaremos como herramienta
para el estudio y descripción del comportamiento del flujo geodésico asociado
a una superficie con estructura plana.

Por último, en el tercer caṕıtulo tratamos cuestiones sobre la relación
topológica de una superficie y su estructura plana. Se define el concepto
de equivalencia de estructuras planas y de grupo de Veech asociado a una.
El final de éste caṕıtulo es reservado para presentar ejemplos de billares
poĺıgonales cuya superficie asociada satisface el teorema de Veech.
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CAPÍTULO I

Billares y estructuras planas.

En este primer caṕıtulo presentamos los conceptos básicos asociados a
los billares sobre poĺıgonos Euclidianos y la relación que estos poseen con
las estructuras planas sobre superficies. En la primera sección presentamos
el concepto de billar y el problema de las órbitas periódicas en triángulos, el
cual presenta una motivación para el estudio de los billares. En la segunda
sección presentamos la construcción de Katok-Zemlyakov la cual asocia una
estructura plana a cada billar (sobre un poĺıgono) y sirve de puente entre
el estudio de los billares y la geometŕıa diferencial. Por último, las secciones
III y IV establecen relaciones geométricas y dinámicas entre el billar y su
estructura plana asociada mediante la construcción de Katok-Zemlyakov .

I. Billares en poĺıgonos y el problema de las

órbitas cerradas.

Comencemos definiendo lo que entenderemos por un billar:

Definición 1. Un billar en el plano (o simplemente un billar) es un par
(D,φ), donde D ⊆ R2 es una región del plano tal que ∂D es lisa por pedazos
y φ es una “ley de reflexión”, esto es, una función

φ : ∂D × R2 → R2

que se anula sobre la parte no lisa de ∂D y si p está sobre la parte lisa de ∂D
entonces cumple que 〈Np, φ(p, v)〉R2 ≥ 0, con Np la normal interior a ∂D en
p.

En nuestro caso trabajaremos con billares (D,φ) donde D = P es un
poĺıgono de lados l1, l2, ..., ln y

φ(p, v) =

{
ri(v) si p ∈ li ∩ lj sólo si i = j
~0 si p ∈ li ∩ lj con i 6= j,

(I.1)
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con ri la parte lineal de la reflexión con respecto al lado li.

Observación 1. (a) En este caso ri es una isometŕıa para cada i y φ puede

ser vista como una aplicación de ∂D ×
(
S1 ∪

{
~0
})

en śı mismo.

(b) Estrictamente hablando, la ecuación (I.1) no es una “ley de reflexión”,
sin embargo ésta define una. Aśı, para fines prácticos consideraremos (I.1)
como si lo fuera.

A cada billar se le puede asociar un sistema dinámico de la siguiente
manera:

Consideremos una part́ıcula puntual p en el interior de una “me-
sa” D y supongamos que la part́ıcula es impulsada inicialmente
con velocidad v, de modo que ésta comienza a moverse libremente
dentro de D y de forma que cada vez que p golpea la parte lisa de
la frontera de D con velocidad v′ la velocidad con la que rebota es
φ(p, v′) y continúa moviéndose dentro de D. Si dejamos mover a
la part́ıcula dentro de D con estas condiciones esto nos produce
una “dinámica sobre un billar”.

Observemos que por definición si la part́ıcula golpea una de las partes no
lisas de la frontera de la mesa, el movimiento se detiene.

Ejemplo 1. Si φ(p, v) = 2Av con A =
(

1 0
0 −1

)
y

D =
{

(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0
}
, ∂D =

{
(x, y) ∈ R2 | y = 0

}
Entonces la dinámica sobre el billar es:

φ refleja con respecto al eje x y aumenta el doble de la velocidad de la part́ıcu-
la, pero preserva el ángulo de incidencia. De hecho es fácil ver que la part́ıcula
golpea a lo más una vez la frontera de D y no regresa.

2



Ejemplo 2. Si D es un poĺıgono y φ como en (I.1) entonces en este caso la
magnitud del vector velocidad no es alterada, sólo cambia su dirección y al
igual que antes el ángulo de incidencia se conserva.

El espacio fase del sistema dinámico asociado a un billar sobre un poĺıgono
es descrito formalmente de la siguiente manera: sea (D,φ) un billar con D
poĺıgono de lados l1, .., ln y VD := {p ∈ D | p ∈ li ∩ lj, i 6= j}. Definimos

D̂ := (D \ VD)× S1/ ∼φ,

con ∼φ la relación de equivalencia:

i) (p, s) ∼φ (p, s) ∀p ∈ D, s ∈ S1

ii) (p, s) ∼φ (q, s′) si p = q ∈ ∂D \ VD y φ(p, s) = s′.

Llamaremos a D̂ el espacio fase del billar y sus elementos los denotaremos
por [p, s]φ.

Un concepto ı́ntimamente relacionado a la dinámica de un billar es el de
trayectoria de billar.

Definición 2. Sea γ̂ : I ⊂ R → D̂, γ̂(t) = [γ(t), s(t)]φ una curva continua,
diremos que γ̂ es una trayectoria de billar si la curva inducida

γ : I ′ ⊂ I → int D

t 7→ γ(t)

es una curva lisa y se cumple que

i)
dγ

dt
(t) = s(t), ii)

ds

dt
(t) = 0, (I.2)

para todo t ∈ I ′, con I ′ = I \ γ̂−1 (π̂−1 (∂D)) y π̂ la proyección natural de D̂
sobre D.
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Definición 3. Decimos que una trayectoria de billar γ̂ es periódica si existen
tiempos t1, t2 ∈ I, t1 6= t2 tales que γ̂(t1) = γ̂(t2).

Ejemplo 3. Consideremos D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} y φ la reflexión
con respecto a la ĺınea tangente en cada punto. En este caso los diámetros
forman órbitas periódicas.

Ejemplo 4. Si D es el cuadrado unitario en R2 y φ como en (I.1). Entonces
la trayectoria formada por las diagonales de las intersecciones de sus lados
con los ejes forman una trayectoria periódica.

I.I. El Problema de las órbitas periódicas en triángulos

Consideremos ahora el billar (D,φ), con D un triángulo y φ como en (I.1).
Surge la pregunta al estudiar este tipo de billares:

“Dado un triángulo de ángulos internos θ y ϕ ¿existen trayecto-
rias de billar periódicas en este triángulo?”

Se conjetura que la respuesta es positiva. Presentamos algunos ejemplos
que sirven de evidencia para mostrar por que se establece la conjetura:

a) Si D es un triángulo recto entonces una trayectoria que parte del lado
opuesto al ángulo recto de manera perpendicular, define una trayectoria
de billar periódica.

4



Figura I.1: Órbitas periódicas en un triángulo rectángulo.

Demostración. Lo único que tenemos que mostrar para ver que la tra-
yectoria descrita es realmente una trayectoria de billar es que tenemos
la igualdad de ángulos α = β, γ = δ (Figura I.1) o se puede proponer
la trayectoria tal que α = β, γ = δ (ver Figura I.2) y mostrar que
ε = π/2, lo cual da una trayectoria de billar periódica.
En este caso optamos por la segunda opción y consideramos la figura
de abajo

Figura I.2: Trayectoria de billar en un triángulo rectángulo.

Tenemos las siguientes relaciones:

θ1 + α + ε =π,

α + β =π/2,

β + θ2 =π/2,

θ1 + θ2 =π/2.

Mediante sustituciones se va obteniendo que

θ1 +
(π

2
− β

)
+ ε =π,

θ1 +
π

2
−
(π

2
− θ2

)
+ ε =π

y entonces

ε = π − (θ1 + θ2) =
π

2

como queŕıamos. Aśı la trayectoria de billar descrita es periódica.

b) Si D es un triángulo agudo i.e. todos sus ángulos son menores a π/2,
entonces D posee trayectorias periódicas.
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En este caso la demostración no es tan inmediata como antes pero se
sigue usando geometŕıa Euclidiana básica y ésta se basa en propiedades
geométricas del triángulo órtico.

Demostración. Consideremos la trayectoria formada por el triángulo
órtico, el cual sabemos permanece dentro de D cuando D es un triángu-
lo acutángulo. Queremos mostrar que dicha trayectoria es una trayec-
toria de billar, para lo cual consideramos la Figura I.3 (b).

Basta mostrar que α es igual a β pues los demás casos son análo-
gos. Ahora, β = ]AHR pues ambos ángulos describen el mismo ar-
co sobre un ćırculo y por el mismo argumento α = ]CHT . Pero
]AHR = ]CHT pues son opuestos por el vértice, aśı α = β y entonces
el triángulo órtico define una trayectoria de billar como afirmábamos.

R

S

T
H

R

S

T

Figura I.3: Propiedades geométricas del triángulo órtico en un triángulo
acutángulo.

c) Para el caso en el que D es un triángulo obtuso las ideas anteriores
fallan y de hecho aún no se posee una respuesta completa.

Figura I.4: (a) En un triángulo obtuso, el triángulo órtico escapa de D. (b)
Para θ > π/2 podemos tener que ε 6= π/2

Se han obtenido resultados parciales al respecto, entre los más impor-
tantes Howard Masur demostró usando la teoŕıa de superficies pla-
nas que: para poĺıgonos (en particular triángulos) con ángulos internos
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conmensurables con π, el conjunto de direcciones que poseen órbitas
periódicas es denso en S1.

Teorema 1. [11] Para cualquier billar racional existe un conjunto den-
so de direcciones, cada uno de ellos con una órbita periódica.

Por otra parte, Richard Evan Schwartz mostró recientemente que todos
los triángulos obtusos con ángulos menores a 100◦ poseen una trayec-
toria periódica:

Teorema 2 (100 Degree Theorem). [14] Sea T un triángulo cuyo ángu-
lo mayor es menor ó igual a 100◦. Entonces T posee una trayectoria de
billar periódica.

La demostración de éste teorema fue obtenida con ayuda del programa
computacional McBilliards creado por R. Schwatz y Pat Hooper.

En general si consideramos el “espacio de todos los triángulos” (salvo
semejanza), el cual es una porción del plano, como se muestra en la figura
de abajo:

Figura I.5: En este espacio, cada par (α, β) representa los ángulos mayores
de un triángulo en el espacio de triángulos.

Podemos ver que la mitad del espacio la ocupan los triángulos obtusos, de
los cuales se conoce la respuesta de un conjunto denso pero de medida 0. Aśı,
para la mitad de los triángulos (desde el punto de vista anaĺıtico) no se posee
respuesta aún.

El problema anterior muestra una buena motivación para el estudio de
lo billares y su dinámica. En la siguiente sección se muestra otro método del
estudio de los billares, el cual es el principal método de estudio actúal de los
billares y será el usado a lo largo de este trabajo.
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II. Billares sobre poĺıgonos y estructuras pla-

nas (construcción de Katok-Zemlyakov )

La construcción de Katok-Zemlyakov (la cual denotaremos por K-Z) con-
siste en asociar una superficie (con estructura plana) a un billar sobre un
poĺıgono mediante el proceso de “desdoblamiento” del poĺıgono en el plano
y relaciona las trayectorias de billar con el flujo geodésico sobre la superficie
asociada (ver Sección IV). Esta idea fué inicialmente abordada por Ralph H.
Fox y Richard B. Kershner [3] en los años 30. Más tarde fueron Katok y
Zemlyakov [8] quienes retomaron la idea que es a quienes habitualmente se
les atribuye.

Como ejemplo de la idea de la construcción K-Z consideremos un billar (D,φ)
con D un cuadrado unitario encajado en R2 de manera que podamos orientar
su frontera.

Ahora consideremos una trayectoria de billar en D. Cada vez que la trayec-
toria “choca” con uno de los lados, ésta se refleja con respecto a este lado
y continúa. Supongamos entonces que en lugar de reflejar la trayectoria lo
que es reflejado es D con respecto a dicho lado. Como los ángulos se preser-
van entonces la trayectoria sigue en esta nueva copia reflejada en ĺınea recta
(Figura I.6).

Figura I.6: La trayectoria de billar es reflejada y continúa en ĺınea recta.
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Supongamos entonces que seguimos este proceso de manera indefinida
reflejando a D a lo largo de sus lados. En este caso no es dif́ıcil ver que
obtenemos una teselación del plano por copias orientadas de D y que la
trayectoria de billar inicial se “desdobla” en una ĺınea recta en este plano. Más
aún, hay una región formada por 4 cuadrados que se repite por traslación,
teselando el plano. Es entonces natural considerar el espacio cociente de R2

por esta región, esto es, un toro teselado por 4 cuadrados unitarios

T2
2(e1,e2) = R2/2 (e1Z⊕ e2Z) .

De esta forma, mediante la proyección canónica de R2 en T2
2(e1,e2) trayec-

torias de billar se transforman en geodésicas sobre T2
2(e1,e2) (con respecto a

la métrica que T2
2(e1,e2) hereda del plano) y cada geodésica sobre T2

2(e1,e2) se
“proyecta” en una trayectoria de billar en D.

Esta idea de asociar una superficie a un billar y pasar el estudio de trayec-
torias de billar a flujos geodésicos sobre superficies (con estructuras planas)
es la idea principal del presente estudio de los billares.

Describimos ahora de manera formal el proceso anterior y la construcción
de la superficie.

Definición 4. Sea P un poĺıgono en R2 de lados l1, ..., ln y consideremos
r̂1, ..., r̂n las reflexiones asociadas por las rectas l̂1, ..., l̂n generadas por los
lados de P . Definimos

RP := 〈r1, ..., rn〉

el subgrupo de Isom(R2) como el grupo adjunto a P generado por r1, . . . , rn,
donde ri es la parte lineal de la reflexión r̂i.

9



Consideremos entonces el espacio

M̃P := P ×RP/ ∼,

donde

1) (x, r) ∼ (x, r) ∀ x ∈ P, r ∈ R,

2) (p, r) ∼ (q, r′) ⇔ p = q ∈ li ∩ lj y r−1r′ ∈ 〈ri, rj〉.

Observación 2. La relación ∼ anterior es una relación de equivalencia.

A los elementos de M̃P los denotaremos por [x, r]. Tenemos además una
proyección natural de M̃P sobre P :

π : M̃P → P (I.3)

[x, r] 7→ x.

Tomemos ahora
VP := {p ∈ P | p ∈ li ∩ lj, i 6= j}

el conjunto de vértices de P . Obtenemos la siguiente proposición:

Proposición 1. El conjunto MP := M̃P \ π−1 (VP ) posee una estructura de
superficie diferenciable.

Demostración. Para demostrar la proposición demos un atlas diferenciable
para MP . Tomamos a P con la topoloǵıa de subespacio heredada de R2 y R
con la topoloǵıa discreta. Observemos además que las clases de equivalencia
de MP poseen a los más dos elementos.

1) Para [p, r] ∈MP tal que p ∈ int P definamos la carta (Ur, ϕr), con

Ur := {[x, r] ∈MP | x ∈ intR2P} ,

ϕr : Ur → r̂ (intR2P ) ⊂ R2

[x, r] 7→ r̂(x).

2) Tomemos ahora [p, r] ∈MP tal que p ∈ li, a este elemento le definimos
la carta

(
U[p,r], ϕ[p,r]

)
, donde

U[p,r] := {[x, s] ∈MP | (x, s) ∈ QP × {r, rri}} ,
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con QP vecindad de p en P tal que QP ∩ lj = ∅, ∀ j 6= i; y

ϕ[p,r] : U[p,r] → r̂ (QP ∪ r̂i (QP ))

ϕ[p,r] ([x, s]) =

{
r̂(x) si s = r

r̂r̂i(x) si s = rri.

Es claro que las funciones ϕr, ϕ[p,r] son biyecciones y ϕ[p,r] está bien definida
pues

ϕ[p,r] ([x, r]) = r̂(x) = r̂r̂i(x) = ϕ[p,r] ([x, rri])

siempre que x ∈ li. Además(
ϕ[p,r] ◦ ϕ−1

[q,r]

)
(y) = y, si U[p,r] ∩ U[q,r] 6= ∅,

y (
ϕ[p,r] ◦ ϕ−1

r′

)
(y) = y, si U[p,r] ∩ Ur′ 6= ∅.

Por lo tanto el conjunto

A = {(Ur, ϕr)}r∈R ∪
{(
U[p,r], ϕ[p,r]

)}
(p,r)∈(∂P\VP )×R

forma un atlas diferenciable para MP como queŕıamos probar
�

Hay que observar que la estructura de variedad se hizo sobre MP y no
sobre M̃P , sin embargo esta estructura se puede extender a todos los pun-
tos de M̃P que bajo π en (I,3) son proyectados a vértices de P con ángulos
interiores de la forma π/n. El resto de los puntos de M̃P \MP poseen vecin-
dades que definen cubrientes ćıclicos de una vecindad del origen en el plano,
dicho cubriente es finito si el ángulo interno al vértice es conmensurable con π.

Observación 3. En el caso en el que P es un cuadrado, MP es T2 menos
cuatro puntos correspondientes a los vértices de P . Sin embargo, en este caso
es posible extender la estructura de variedad a todo M̃P = T2.

Las estructuras anteriormente descritas pertenecen a una familia de es-
tructuras más amplia conocidas como estructuras planas y son definidas a
continuación.

Definición 5 (Estructuras planas). Sea M una variedad topológica y ω una
colección de cartas para M . Decimos que ω define una estructura plana sobre
M o que el par (M,ω) es una estructura plana si
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(i) El conjunto ω define un atlas diferenciable sobre M menos un conjun-
to discreto de puntos, cuyos cambios de coordenadas son traslaciones.
Dicho conjunto discreto es llamado el conjunto de singularidades de ω
y lo denotamos por Sing(ω).

(ii) Cada x ∈ Sing(ω) ⊆M posee una vecindad Ux y una función diferen-
ciable en Ux \ {x} llamada la proyección de x

f : Ux → V0 ⊆ R2,

con V0 vecindad de 0̂ ∈ R2. La función f es tal que f(x) = 0̂ y cada
punto y ∈ V0 \

{
0̂
}

posee exactamente mx preimágenes en Ux \ {x}. El
número mx es llamado la multiplicidad de x.

Si mx = 1 para algún x ∈ Sing(ω) decimos que x es una singularidad
removible pues en este caso la estructura plana puede ser extendida a x. En
lo siguiente, cuando hablemos de estructuras planas supondremos que éstas
no poseen singularidades removibles a menos que se indique lo contrario.

Observación 4. Lo que hemos obtenido es que a cada billar le podemos aso-
ciar una estructura plana mediante K-Z. Sin embargo, no es cierto que toda
estructura plana provenga de la construcción de un billar. Por ejemplo, no
es cierto que la estructura plana obtenida de hacer las identificaciones que se
muestra en la figura de abajo provenga de un billar.

a a

b

c d

d

c

b

Figura I.7: Estructura plana con una singularidad de ángulo 6π, homeomorfa
a un 2-toro.

.
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III. Relaciones geométrico - topológicas

En la sección anterior describimos la construcción de K-Z, ahora nos
preguntamos acerca del papel que juegan las propiedades geométricas del
poĺıgono P en la topoloǵıa de su espacio asociado M̃P . Por ejemplo, el Lema
1 muestra que el grupo adjunto de un poĺıgono P está únicamente determi-
nado hasta isomorfismo por conjugación y como consecuencia obtenemos la
topoloǵıa de su espacio asociado M̃P no depende del encaje espećıfico de P
(como cabŕıa esperar). Por otra parte, la Proposición 3 caracteriza el espa-
cio M̃P (hasta equivalencia topológica) cuando el grupo adjunto a P es finito.

Definición 6. Sea P ⊆ R2 poĺıgono de lados l1, . . . , ln y αij el ángulo que

forma la recta l̂i con respecto a l̂j. Llamamos a {αij}ni,j=1 el conjunto de
ángulos relativos de P .

Tenemos la siguiente proposición la cual demostraremos posteriormente:

Proposición 2. El espacio topológico M̃ dotado con la topoloǵıa cociente es
compacto si y sólo si αij ∈ πQ, para todo i, j = 1, . . . , n.

La proposición anterior se reduce a la siguiente pregunta:

“Dadas L1, ..., Ln n rectas por el origen en R2 y f1, ..., fn las
reflexiones con respecto a éstas ¿cuándo es finito el subgrupo de
isometŕıas generado por f1, . . . , fn?”

Consideremos αi el ángulo que forma la recta Li con el eje x̂ y supongamos
(sin perdida de generalidad) que L1 coincide con dicho eje. Tenemos que

fi = RαiAR
−1
αi
, A =

(
1 0
0 −1

)
, donde en generalRθ =

(
cosθ −senθ
senθ cosθ

)
, θ ∈ [0, 2π] .
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Lema 1. El subgrupo F es finito si y sólo si αi ∈ πQ, i = 1, . . . , n. Además,
si αi = pi

qi
π ∈ Q π (pi, qi primos relativos), entonces F ∼= D2q, con q =

mcm (q1, ..., qn) y D2q el grupo diédrico de orden 2q.

Demostración. Primero hay que observar que tenemos las relaciones

fi = RαiAR
−1
αi

= AR−1
2αi

= R2αiA.

Ahora, como supusimos que L1 coincide con el eje x̂ de modo que f1 = A.
Entonces

F = 〈A,R2α2A, ..., R2αnA〉
= 〈A,R2α2 , ..., R2αn〉

ya que A2 = I. Y por lo tanto

(⇒) Si suponemos que αi0 /∈ πQ para algún i0 ∈ {1, ..., n}, entonces∣∣ 〈Rαi0
〉
∣∣ > m, ∀m ∈ N

y por lo tanto F no puede ser finito pues 〈Rαi0
〉 ≤ F.

(⇐) Ahora, si αi = pi
qi
π; pi, qi ∈ N para cada i = 1, ..., n. Tomamos q =

mcm {q1, ..., qn} y entonces

∀ qi ∃ ki ∈ N tal que q = kiqi.

Definimos a continuación p = MCD (k1p1, ..., knpn). Aśı obtenemos que

F = 〈A,R2α〉, con α =
p

q
π.

Primero, es claro que R2α ∈ F y por lo tanto 〈A,R2α〉 ≤ F pues como
p = MCD (k1p1, ..., knpn) entonces existen s1, ..., sn ∈ Z tal que

p =
n∑
i=1

si(kipi)

tenemos que
p

q
=

n∑
i=1

sikipi
q

=
n∑
i=1

si

(
pi
qi

)
.
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Por otro lado, para ver que F ≤ 〈A,R2α〉 basta ver que R2αi ∈ 〈A,R2α〉
para cada i y esto pasa ya que p | kipi y entonces existe mi ∈ Z tal que
mip = kipi.

Aśı
pi
qi

=
kipi
q

= mi
p

q
.

Por lo tanto F = 〈A,R2α〉. Además tenemos las relaciones

A2 = 1, R q
2α = 1, y AR2αA

−1 = R−1
2α ,

lo cual nos dice que F es isomorfo al diédrico de orden 2q, D2q i.e

F ∼= D2q y |F | = 2q < +∞
�

Observación 5. Si el conjunto {Li} anterior fuera tal que L1 no coincidiera
con el eje x̂ y su ángulo con respecto a éste es β, entonces podemos tomar
la rotación de todas las rectas por un ángulo −β. De forma que obtengamos
{L′i} otro conjunto de rectas con L′1 coincidiendo con el eje x̂ y entonces

F = RβF̃R
−1
β .

Con F̃ el grupo generado por las reflexiones asociadas al conjunto {L′i}. De
esta forma el enunciado del lema anterior se conserva para cualesquiera rec-
tas {Li}.

Demos ahora la demostración de la Proposición 2.

Demostración. (Proposición 2) Como el grupo adjunto a P, RP , no cambia
(salvo isomorfismo por conjugación) por una rotación de P ; podemos suponer
que uno de los lados de P está sobre el eje x̂.
Para demostrar la proposición, basta considerar las traslaciones al origen de
las rectas generadas por lados de P , llamémoslas L1, ..., Ln. Después observar
que si α1, ..., αn son los ángulos que hacen estas rectas con el eje x̂ entonces

{αi}ni=1 ∈ πQ ⇔ {αij}ni,j=1 ∈ πQ,

ya que cada αij se puede escribir como combinación lineal de los αi sobre Z
y viceversa. Debido a esto los grupos generados por los αij, i, j = 1, . . . , n y
los αi, i = 1, . . . , n coinciden, i.e.

〈{αij}ni,j=1〉 = 〈{αk}nk=1〉 = RP ,
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y entonces la proposición es inmediata a partir del Lema 1 y la Observación
5

�

Observamos de la demostración y el lema anteriores que como anuncia-
mos la topoloǵıa de M̃P no depende del encaje espećıfico de P en el plano
y que su grupo adjunto RP está únicamente determinado hasta isomorfismo
por conjugación.

La proposición anterior ilustra la relación que hay entre la geometŕıa del
poĺıgono y la topoloǵıa de su espacio asociado M̃P mediante K-Z y muestra
cuán sensible puede ser ésta a la geometŕıa del poĺıgono (ver Ejemplo 5).

Ejemplo 5. Consideremos los octágonos Pα, Pβ que se muestran abajo

y tomemos α y β tan cercanos como se quiera, pero de manera que α ∈
πQ y β /∈ πQ. Entonces

M̃α = Pα ×Rα/ ∼; M̃α es compacta,

M̃β = Pβ ×Rβ/ ∼; M̃β no es compacta.

Esto muestra que aún cuando los poĺıgonos son muy “cercanos” podemos te-
ner que las topoloǵıas cambian de forma drástica.

Hay cierto tipo de poĺıgonos los cuales reciben un nombre especial.

Definición 7. Decimos que un poĺıgono P es racional si sus ángulos inte-
riores son multiplos racionales de π.
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Observación 6. Si P poĺıgono es simplemente conexo entonces su grupo
adjunto RP es finito si y sólo si P es racional. En general RP finito impli-
ca P racional pero la implicación inversa no es cierta en general como se
ilustró en el ejemplo anterior.

La proposición siguiente muestra que para el caso de poĺıgonos racionales
P , sus ángulos interiores determinan completamente la topoloǵıa de su espa-
cio asociado M̃P .

Proposición 3. Sea P un poĺıgono con ángulos interiores αi = pi
qi
π (pi, qi

primos relativos), i = 1, . . . , n cuyo grupo adjunto RP es finito. Entonces el
género de su espacio asociado M̃P = P ×RP/ ∼ está dado por

gM̃P
= (1− q) +

q

2

(
n−

n∑
k=1

1

qi

)
,

con q = mcm (q1, ..., qn).

Demostración. Consideremos la triangulación natural por poĺıgonos sobre M̃
generada por P y recordemos que la caracteŕıstica de Euler está dada por

χ
M̃P

= C − A+ V,

con C, V,A el número de caras, vértices y aristas de la triangulación res-
pectivamente. Ahora, aunque χ está definida para una triangulación, ésta se
conserva para la división de M̃P en poĺıgonos pues P posee una triangulación
natural. Sabemos que

C = |R | = 2q,

A =
n |R |

2
= nq,

V =
n∑
i=1

q

qi
= q

n∑
i=1

1

qi

(ver Lema 1 y Proposición 2) y entonces

χ
M̃P

= q

(
2− n+

n∑
i=1

1

qi

)
. (I.4)
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Además

gM̃P
=

1

2

(
2− χ

M̃P

)
. (I.5)

Aśı, sustituyendo (I.4) en (I.5) y reagrupando tenemos que

gM̃P
= (1− q) +

q

2

(
n−

n∑
i=1

1

qi

)
,

como deseábamos mostrar
�

Para terminar esta sección demos un par de ejemplos en los que utilizamos
la proposición anterior para calcular el espacio M̃P asociado a un poĺıgono
P .

Ejemplo 6. (1) Supongamos P es un cuadrado entonces αi = π
2
, i =

1, 2, 3, 4 y

gM̃P
= (1− 2) +

(
4−

4∑
i=1

1

2

)
= 1

i.e. M̃P es homeomorfa a un toro, lo cual ya sab́ıamos antes.

(2) Ahora calculemos el género de M̃P con P un triángulo de ángulos(
π
8
, 3π

8

)
. Aqúı

gM̃P
= (1− 8) + 4

(
3− 3

4

)
= 2

el cual no es el mismo que para el triángulo de ángulos
(
π
4
, 3π

8

)
para el

cual g = 3, a pesar de que este último se compone de dos copias del
primero pegadas por un arista (la diferencia radica en la orientación,
ver Figura 6).

Figura I.8: (a) El triángulo
(
π
4
, 3π

8

)
compuesto de dos copias del triángulo(

π
8
, 3π

8

)
. (b) Orientación de dos copias del triángulo

(
π
8
, 3π

8

)
pegados por una

arista y del triángulo
(
π
4
, 3π

8

)
.

18



(3) Por último, si P es un cuadrado al cual se le ha extráıdo un cuadrado
de su interior, αi = π

2
, i = 1, ..., 4 y αj = 3π

2
, j = 5, ..., 8 y entonces

gM̃P
= (1− 2) +

(
8−

8∑
i=1

1

2

)
= 3

el cual no es equivalente al del toro como cabŕıa esperar pues la dinámi-
ca dentro es muy distinta a la de éste.
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IV. Relaciones dinámicas: flujo geodésico y

trayectorias de billar.

En la Sección I hablamos del sistema dinámico asociado a un billar. En
esta sección nuestro objetivo principal será profundizar en la relación que
guarda el sistema dinámico de un billar y el flujo geodésico sobre su superfi-
cie asociada mediante K-Z.

Tomemos P un poĺıgono y MP su superficie asociada mediante la cons-
trucción K-Z. Como los cambios de coordenadas para una estructura plana
son traslaciones entonces su haz tangente es trivial. Aśı

T 1MP := {v ∈ TMP | g(v, v) = 1} ∼= MP × S1,

con g la métrica plana inducida por R2 sobre MP . Ahora, el grupo R asociado
a MP define una acción sobre MP por

R×MP →MP

(r, [p, r′]) 7→ [p, rr′]

y actúa también sobre S1 por

R× S1 → S1

(r, s) 7→ r(s).

Por lo que R puede ser visto como una acción sobre el haz tangente unitario
a MP

R× T 1MP → T 1MP

(r, (m, s)) 7→ (r ·m, r(s)) .

Definimos entonces
M̂P := T 1MP/R

el espacio de órbitas de T 1MP bajo esta acción cuyos elementos denotaremos
por [m, s]R. Tenemos además la proyección

p : T 1MP → M̂P

(m, s) 7→ [m, s]R .

Ya que hemos definido los espacios adecuados para trabajar podemos
entonces establecer algunos resultados.
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Lema 2. Existe una biyección entre el espacio fase del billar (P, φ), D̂P y

M̂P .

Demostración. Definamos

ϕ : D̂P → M̂P , ϕ
(

[p, s]φ

)
= [[p, 1] , s]R

y
ψ : M̂P → D̂P , ψ ([[p, r] , s]R) =

[
p, r−1(s)

]
φ
.

Tenemos que ψ = ϕ−1
�

Lema 3. La biyección D̂P ' M̂P es un homeomorfismo.

Demostración. Consideremos ψ, ϕ como en el lema anterior y recordemos
que los espacios D̂P y M̂P poseen la topoloǵıa cociente.

1) ψ es continua. Tomemos U ⊆ D̂P abierto, entonces el conjunto

Ũ :=
{

(p, η) ∈ P × S1 | [p, η]φ ∈ U
}

(I.6)

es abierto. Por otra parte

ψ−1 (U) =
{

[[p, r] , ν]R ∈ M̂P |
[
p, r−1(ν)

]
φ
∈ U

}
es abierto si

U1 :=
{

([p, r] , ν) ∈M × S1 |
[
p, r−1(ν)

]
φ
∈ U

}
es abierto y éste es abierto si el conjunto

U2 :=
{

(p, r, ν) ∈ P ×RP × S1 |
[
p, r−1(ν)

]
φ
∈ U

}
es abierto. Pero RP posee la topoloǵıa discreta y

U2 =
⋃

r∈J⊆RP

({
(p, ν) ∈ P × S1 |

[
p, r−1(ν)

]
φ
∈ U

}
× {r}

)

para algún J ⊆ RP . Por lo tanto por (I.6), U2 y entonces ψ−1(U) son
abiertos pues la acción de un r ∈ RP sobre S1es continua. Por lo que ψ
es continua.
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2) ϕ es continua. Tomemos ahora V ⊆ M̂P abierto, entonces

Ṽ :=
⋃

r∈I⊆RP

({
(p, ν) ∈ P × S1 | [[p, r] , ν]R ∈ V

}
× {r}

)
(I.7)

es abierto. Ahora,

ϕ−1(V ) =
{

[p, ν]φ ∈ D̂P | [[p, 1] , ν]R ∈ V
}

es abierto si

V1 :=
{

(p, ν) ∈ P × S1 | [[p, 1] , ν]R ∈ V
}

es abierto. Pero V1 puede ser visto como

V1 =
⋃

r∈I⊆RP

{
(p, r−1(ν)) ∈ P × S1 | [[p, r] , ν]R ∈ V

}
el cual es abierto por (I.7) y de nuevo por la continuidad de la acción
de cada r ∈ RP sobre S1. Por lo tanto ϕ es continua

�

Ahora mostramos que las curvas geodésicas de MP se proyectan en tra-
yectorias de billar sobre P .

Lema 4. Sea g : I ⊆ R→ T 1MP una geodésica. Entonces la curva

ψ ◦ p ◦ g : I → D̂P

es una trayectoria de billar.

Demostración. Sea ĝ := p ◦ g y tomemos

g : I → T 1MP
∼= MP × S1, g(t) = ([p(t), r(t)] , s(t)) = (m(t), s(t))

geodésica, entonces

dm

dt
(t) = s(t),

ds

dt
(t) = 0 (I.8)

para todo t ∈ I.
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Observemos que si m(t0) = [p(t0), r(t0)] = [p0, r0] entonces

dm

dt
(t0) = r0

(
dp

dt
(t0)

)
si p0 ∈ int P,

dm

dt
(t0) = ĺım

t→t+0
r0

(
dp

dt
(t)

)
(I.9)

= ĺım
t→t−0

r0ri

(
dp

dt
(t)

)
si p0 ∈ li ⊆ ∂P.

De esta forma ĝ = [ [p(t), r(t)] , s(t)]R y

ψ (ĝ) (t) =
[
p(t), r−1(t) (s(t))

]
φ
.

Para ver que ψ(ĝ) es una trayectoria de billar solo hay que ver que la
curva p : I ′ ⊆ I → P cumple que para todo t ∈ I ′

1) dp
dt

(t) = r−1(t) (s(t)) ,

2) d
dt
r−1(t) (s(t)) = 0.

Pero esto es claro a partir de las ecuaciones (I.8) y (I.9). Por lo tanto ψ(ĝ)
es una trayectoria de billar

�

Por último probemos que toda trayectoria de billar sobre P se puede “le-
vantar” a una geodésica sobre MP .

Proposición 4. Sea γ̂ : I ⊆ R → D̂P una trayectoria de billar. Entonces
existe g : I → T 1MP geodésica tal que

ψ (ĝ) = γ̂,

con ĝ = p ◦ g, como antes.

Demostración. Sea γ̂(t) = [γ(t), s(t)]φ una trayectoria de billar, queremos
ver que existe g geodésica de M tal que

ϕ (γ̂) = p ◦ g,

con

ϕ (γ̂) (t) = [ [γ(t), 1] , s(t)]R . (I.10)

23



Una primera propuesta es la función

g̃(t) = ([γ(t), 1] , s(t)) = (m(t), s(t))

ya que
dm

dt
(t) =

dγ

dt
(t) = s(t),

ds

dt
(t) = 0, ∀ t ∈ I ′

por hipótesis. Sin embargo no podemos asegurar siquiera continuidad para g̃
en los puntos t ∈ I \ I ′ y por lo tanto dγ

dt
y ds

dt
pueden no existir en dichos

puntos. Para construir la curva que necesitamos tomemos

∆I := {ti}i∈J = γ̂−1
(
π̂−1 (∂P )

)
, J ⊆ N,

tal que ti < tj si i < j y t0 = 0. Definimos entonces

g : I → T 1MP ,

g(t) = ( [γ(t), r(t)] , r(t) (s(t)) ) =: (m(t), τ(t)) ,

con r(t) = ri0ri1 · · · rim siempre que t ∈ [tm, tm+1). Aqúı ri0 = 1 y rik corres-
ponde a la reflexión asociada al lado de P, lik , tal que γ(tk) ∈ lik .
Mostremos que g es una geodésica:

a) g es continua: como r(t), s(t) son localmente constantes para todo
t ∈ I tal que γ(t) ∈ int P, g es continua por hipotesis en estos puntos.
Aśı que sólo basta mostrar continuidad en los puntos t ∈ ∆I . Sea
tk ∈ ∆I , γ(tk) ∈ lik , tenemos que

ĺım
t→t+k

g(t) = ([γ(tk), ri0ri1 · · · rik ] , ri0ri1 · · · rik (s(t′1))) ,

con t′1 ∈ (tk, tk + ε) , ε > 0 adecuado;

ĺım
t→t−k

g(t) =
([
γ(tk), ri0ri1 · · · rik−1

]
, ri0ri1 · · · rik−1

(s(t′2))
)
,

con t′2 ∈ (tk − ε, tk) .

Pero como γ(tk) ∈ lik entonces rik (s (t′1)) = s (t′2) y entonces g(t) es
continua.

b) g es diferenciable: al igual que antes, para todo t ∈ I tal que γ(t) ∈
int P g es diferenciable y más aún, cumple con las condiciones de
geodésica. Sea tk ∈ ∆I , γ(tk) ∈ lik , por hipótesis y las ecuaciones
(I.9)

ĺım
t→t+k

dm

dt
(t) = ĺım

t→t+k
r(t)

(
dγ

dt
(t)

)
= ĺım

t→t+k
r(t) (s(t))
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y

ĺım
t→t+k

dm

dt
(t) = ĺım

t→t−k
r(t)

(
dγ

dt
(t)

)
= ĺım

t→t−k
r(t) (s(t)) = ĺım

t→t−k
τ(t).

Aśı por continuidad estos ĺımites coinciden y m(t) es diferenciable. Por
último, para ver que τ(t) es diferenciable basta notar que de hecho es
constante.

Los incisos a) y b) muestran no sólo que g es una curva lisa sino que es una
geodésica como se deseába.
Falta mostrar que ϕ (γ̂) = p ◦ g, pero esto es claro a partir de la ecuación
(I.10) y la definición de g

�

Observemos que la geodésica de la proposición anterior no es única, sin
embargo la curva ϕ (γ̂) sobre M̂P si es única. Aśı, podemos ver al espacio M̂P

como el espacio que “empaqueta” todas estas curvas geodésicas en una sola.
En este sentido decimos que M̂P y D̂P son sistemas dinámicos equivalentes y
que el flujo geodésico sobre MP contiene toda la información de la dinámica
sobre el billar (P, φ).
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CAPÍTULO II

Transformaciones de intercambio de

intervalos y estructuras planas.

En el presente caṕıtulo abordamos el concepto de transformación de in-
tercambio de intervalos el cual nos será de suma utilidad para el estudio
del flujo geodésico sobre una superficie compacta con estructura plana (por
ejemplo, ver [7], sec. 14). En lo que sigue del texto, cuando hablemos de una
estructura plana asumiremos que ésta es compacta pues es en estas condi-
ciones que el teorema de la dicotomı́a de Veech es enunciado.

En la primera sección presentamos el concepto de transformacion de inter-
cambio de intervalos y algunos resultados correspondientes al comportamien-
to de estas transformaciones. Después, en la segunda sección nos enfocamos a
cómo dichas trasformaciones aparecen de manera natural al estudiar el flujo
geodésico asociado a una estructura plana.

I. Nociones básicas sobre transformaciones de

intercambio de intervalos.

Comencemos definiendo lo que entenderemos por una transformación de
intercambio de intervalos, lo cual abreviaremos como TII.

Definición 8. Una transformación de intercambio de n-intervalos es una
tercia (I, E, T ), donde I ⊆ R es un intervalo, E = {ai}ni=0 ⊆ I es un subcon-
junto finito tal que a0 < a1 < . . . < an y

T : I \ E → I
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es una función inyectiva tal que T restringida a (ai−1, ai) es una traslación
para cada i = 1, . . . , n.

Algunas veces cuando hablemos de una trasformación de intercambio de
intervalos (I, E, T ) nos referiremos a ella por T asumiendo que I y E están
impĺıcitos en la definición de T . También asumimos que los puntos de E son
puntos de discontinuidad de T en el sentido de que T no puede ser extendida
a un punto de E sin perder continuidad, y decimos que T no está definida
en estos puntos.

Lema 5. Si T es una TII entonces T k es una TII para todo k ∈ Z.

Demostración. Basta demostrar que T k es una TII para todo k > 0 y para
k = −1.

i) Para k > 0 actuamos por inducción: el caso k = 1 es por hipótesis,
aśı que asumamos que T k es una TII y probemos que T k+1 lo es. Pero
si
(
I, Ek, T

k
)

es una TII basta definir

Ek+1 := Ek ∪
(
I \ T k (I \ Ek)

)
.

Entonces tenemos que
(
I, Ek+1, T

k+1
)

es una TII.

ii) Para el caso k = −1 tomamos E−1 := I \ T (I \ E) de forma que
T : I \ E → I \ E−1 es una biyección, con lo cual T−1 está definida y
(I, E−1, T

−1) es una TII
�

Observación 7. Hay que notar que

(1) para cada k ∈ Z, x ∈ I \ E existe ε > 0 tal que T k restringido a
(x− ε, x+ ε) es una traslación,

(2) T k está definida para todo k ∈ Z en todo I salvo en un conjunto a lo
más numerable.

Como mencionamos antes, los puntos de E son puntos de discontinuidad
de T y por lo tanto no son considerados dentro de su dominio. Sin embargo,
a cada ai ∈ E se le pueden asociar el par de puntos α+

i , α
−
i definidos por

α±i := ĺım
x→a±i

T (x).

Podemos pensar a ai como teniendo dos “colas” y α±i la imagen de dichas
“colas”.
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Definición 9. Decimos que una TII, (I, E, T ), posee conexiones de silla si
para algún ai ∈ E existen aj ∈ E, y k > 0 tal que

T kα+
i = aj

(
o T kα−i = aj

)
pero T lα+

i ∈ I \ E (correspondientemente T lα−i ∈ I \ E) para todo 0 < l <
k. En tal caso decimos que el conjunto

{
ai, α

+
i , Tα

+
i , . . . , T

kα+
i = aj

}
es un

segmento conectante de T . Aśı, el conjunto

C(T ) := {x ∈ I | ∃n1 < 0, n2 > 0, con T n1x, T n2x ∈ E}

es la colección de todos los elementos de los segmentos conectantes de T .

Lema 6. Sea (I, E, T ) una TII, entonces el número de segmentos conectantes
de T es finito y menor o igual a 2 (|E | − 1).

Demostración. La demostración es inmediata a partir del hecho de que para
cada aj ∈ E hay a lo más dos segmentos conectantes que parten de él, excep-
to para a0 y an para los cuales hay a lo más uno. Aśı el número de segmentos
conectantes no es mayor a 2 |E | − 2 como queŕıamos probar

�

El lema anterior aunque simple es muy importante y nos servirá para
estudiar el comportamiento dinámico de una TII.

Definición 10. Sea T una TII, decimos que un subintervalo ∆ ⊆ I es ŕıgi-
do si T kx está definido para todo x ∈ ∆ y toda k > 0. Decimos que un
intervalo ŕıgido ∆ es maximal si cualquier otro intervalo ŕıgido que lo in-
tersecta está contenido en ∆. Llamamos a un punto x ∈ I genérico si T kx
está definido para todo k ∈ Z.

Usando la terminoloǵıa definida podemos entonces reformular la observa-
ción 7 como:

Observación 8. Todo punto salvo un conjunto a lo más numerable de una
TII es genérico.

El siguiente lema muestra que todo intervalo riǵıdo está formado por
puntos periódicos.

Lema 7. Sea T : I\E → I una TII y ∆ ⊆ I un subintervalo riǵıdo. Entonces
para cada x ∈ ∆ existe kx ∈ Z tal que T kxx = x. Si además ∆ es maximal
entonces existe k ∈ Z tal que T kx = x para todo x ∈ ∆ y sus puntos extremos
pertenecen a C(T ).
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Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que ∆ es maximal.
Como ∆ es ŕıgido entonces podemos considerar T k∆, ∀ k ∈ N. Ahora, si

T k∆ ∩∆ = ∅ ∀ k ≥ 0

entonces
T k∆ ∩ Tm∆ = ∅ ∀ k,m ≥ 0.

Pero esto no puede ser pues la medida de Lebesgue µ de ∆ es positiva y T k

es una isometŕıa sobre ∆ para cada k ≥ 0. Entonces

µ (I) ≥ µ

(
∞⋃
k=1

T k∆

)
=
∞∑
k=1

µ (∆)

lo cual no puede pasar ya que µ (I) <∞. Aśı que para algún k > 0

T k∆ = ∆

y por lo tanto T k = id en ∆ pues T k es una traslación. Ahora, sean a y b
los puntos extremos de ∆ y supongamos que T la está definido para todo
0 < l ≤ k, entonces (por observación 7) existe ε > 0 tal que T k = id so-
bre (a− ε, b) por continuidad. Esto contradice la maximalidad de ∆ y por
lo tanto T la no está definido para algún 0 < l ≤ k y lo mismo para b por
simetŕıa.

Para ver que lo mismo pasa para algún −k ≤ l < 0 sólo hay que notar que
Tm está bien definido sobre ∆ para todo m < 0 por ser periódica y utilizar
el argumento anterior. Por lo tanto ∆ debe ser abierto y a, b ∈ C(T )

�

Corolario 1. Si ∆ ⊆ I es un intervalo ŕıgido entonces T kx está definido
para todo k ∈ Z, x ∈ ∆.

De la demostración del lema anterior y el lema 6 podemos ver que el
número de subintervalos ŕıgidos para una TII no excede a 2 (|E | − 1).

Recordemos ahora el teorema de recurrencia de Poincaré ([7], pag. 143):

Teorema 3 (Recurrencia de Poincaré). Sea (X,µ) un espacio de probabili-
dad, T : X → X una transformación que preserva la medida µ y A ⊆ X un
conjunto medible de medida positiva. Entonces para todo N ∈ N

µ
({
x ∈ A |

{
T kx

}
k≥N ⊆ X \ A

})
= 0.

29



El teorema anterior nos dice que para una trasformación que preserva µ,
el conjunto de puntos x ∈ A que regresa eventualmente a A tiene medida
total en A, i.e.

µ
({
x ∈ A | T kx ∈ A para algún k ∈ N

})
= µ (A) .

Con ayuda de este teorema podemos estudiar la función de primer retorno
de una TII. Ésta nos ayudará en el estudio de la dinámica de una TII.

Definición 11 (Función del Primer Retorno). Sea (I, E, T ) una TII y ∆ ⊆ I
un subintervalo. T induce la función

T∆ : D0 ⊆ ∆→ ∆

con D0 el dominio de T∆. Dicha función está definida por T∆x = y si existe
m > 0 (ó m < 0) tal que Tmx ∈ ∆ y en tal caso tomamos y = T∆x = T kx
con k el mı́nimo (máximo) con esta propiedad.

Por el teorema anterior T∆ está definida casi dondequiera y es llamada la
función del primer retorno. El siguiente lema muestra que la estructura de
TII es heredada por la función del primer retorno.

Lema 8. Sea T una TII y ∆ ⊆ I un subintervalo. Entonces la función del
primer retorno T∆ es una TII.

Demostración. Por el teorema de recurrencia de Poincaré T∆ está definida
sobre un conjunto de medida total en ∆ y entonces denso. Tomemos x ∈
int ∆ tal que T∆x = y = T kx ∈ int ∆ (todo punto en el dominio de T∆

cumple esto salvo a lo más 4 puntos). Tenemos que existe ε > 0 tal que
T k
∣∣
(x−ε,x+ε)

es una traslación. Elijamos

δ =
1

2
min {ε, d (y, I \∆)} .

Entonces T k
∣∣
(x−δ,x+δ)

es una traslación y T k(x− δ, x+ δ) ⊆ ∆. Esto prueba

que T∆ está definido sobre un conjunto abierto y es localmente una traslación
pues localmente coincide con T l para algún l. Con lo cual basta mostrar que
el conjunto de puntos de discontinuidad de T∆ es finito.

Consideremos Λ subintervalo maximal tal que T∆ está definida en él y es
continua, tomemos z su extremo izquierdo. Esto implica que T∆ = T k en
(z, z + σ) para algún σ > 0. Si T lz estuviera definida para todo 0 ≤ l ≤ k y
T lz ∈ Λ entonces existiŕıa ε > 0 tal que T∆ = T k sobre (z − ε, z + σ), lo cual
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contradice la maximalidad de Λ. Por lo tanto T∆z debe ser un punto de E.

Además si x, y ∈ ∆ son puntos tales que T∆ está definida y T ix, T jy ∈ E y
T ix = T jy entonces x = y. Aśı a cada punto de ∆ donde T∆ no está definido
le corresponde a lo más un punto de discontinuidad de T o un extremo de
∆. Por lo tanto el conjunto de puntos donde T∆ no está definido es finito y
T∆ es una TII

�

Corolario 2. Todo punto genérico de una TII es recurrente i.e. es punto de
acumulación de su órbita.

Demostración. Sea x ∈ I un punto genérico y ε > 0, tomamos δ ≤ ε/2
tal que ∆ := (x− δ, x+ δ) ⊆ I \ E y consideremos T∆. Por la prueba del
lema anterior T∆x está definido, por que de no estarlo seŕıa un punto de
discontinuidad de T (lo cual no se puede ya que x es genérico) ó T∆ x es un
punto extremo de ∆ en cuyo caso d (x, T∆x) ≤ ε/2 < ε. Por lo tanto x es
recurrente

�

El hecho de que la estructura de TII se herede a la función del primer
retorno trae importantes consecuencias, por ejemplo:

Lema 9. El complemento de la cerradura de la órbita de un punto genérico
no periódico es un número finito de intervalos abiertos ajenos cuyos puntos
extremos pertenecen a segmentos conectantes.

Demostración. Sea x ∈ I punto génerico no periódico y definamos

Γ = {Tmx}m∈Z

tenemos que

I \ Γ =
⊔
α∈A

∆α,

con cada ∆α un subintervalo abierto. Deseamos mostrar que |A | < +∞.
Tomemos ∆α = (a, b) y consideremos T∆α . Sabemos que T∆α = T k sobre
(a, a+ ε) ⊆ ∆α para algunos ε > 0, k ∈ N. Afirmamos que T la no está defi-
nida para algún 0 < l ≤ k. En efecto, si suponemos lo contrario tenemos dos
casos:

1) Si T ka = ĺımx→a+ T∆α(x) ∈ ∆α entonces T∆α se puede extender a una
vecindad (a− δ, a+ δ) de a tal que T∆α(a − δ, a + δ) ⊆ ∆α. Por otro
lado existe N ∈ Z tal que TNx ∈ (a− δ, a+ δ) y de esta forma

T∆α

(
TNx

)
= T k+Nx ∈ ∆α
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lo cual es una contradicción.

2) Si T ka = ĺımx→a+ T∆α(x) ∈ ∂∆α entonces T kx = a y T∆α = T k = id
en una vecindad de a, (a− δ, a+ δ) , δ > 0, pero

{Tmx}m∈Z ∩ (a− δ, a+ δ) 6= ∅.

Esto contradice el hecho de que x no es periódica y tampoco lo puede
ser una de sus potencias.

Por lo tanto T la no puede estar definida para todo 0 < l ≤ k y lo mismo
sucede con b por simetŕıa. Para ver que T ra, T sb no están definidos para
todo r, s < 0 basta considerar T−1 en lugar de T y usar el mismo argumento
que antes. Aśı tenemos que a, b ∈ C(T ) y entonces A debe de ser finito pues
los extremos de cada ∆α pertenecen a C(T ) y C(T ) es finito

�

Corolario 3. Todo punto genérico es periódico ó la cerradura de su órbita
es una unión finita de intervalos cerrados ajenos.

Corolario 4. Si C (T ) = ∅ entonces T es la identidad ó la órbita de todo
punto genérico es densa en I.

Hemos obtenido entonces que casi todo punto (i.e. todos salvo un con-
junto numerable) pertenece a un intervalo ŕıgido de T ó la cerradura de su
órbita es una unión finita de intervalos. Presentamos entonces el resultado
principal de esta sección el cual resume el comportamiento de una TII.

Teorema 4. Sea (I, E, T ) una TII. De los intervalos en los cuales I es par-
ticionado por C (T ) podemos formar de manera única conjuntos K1, . . . , Ks

T -invariantes, ajenos, tales que su unión es I \ C(T ) y

(i) cada Ki consiste de una unión finita de intervalos ajenos de la misma
longitud los cuales son permutados por T , ó

(ii) la órbita de casi todo punto de Ki es densa en Ki.

Además s ≤ 2 (|E | − 1).

Al conjunto Ki del primer tipo le llamamos una componente periódica de
T y a los conjuntos Kj del segundo tipo les llamamos componentes minimales
de T (esto pues es lo más parecido a minimalidad para una TII ). Si T sólo
posee componentes periódicas decimos que T es periódica mientras que si T
posee sólo una componente minimal decimos que T es minimal.

Antes de presentar la prueba del teorema establezcamos el siguiente lema:
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Lema 10. Sea (I, E, T ) una TII y x ∈ I punto genérico no periódico, si z
es otro punto genérico tal que z ∈ {Tmx}m∈Z entonces

{Tmx}m∈Z = {Tmz}m∈Z.

Demostración. Mostremos primero que T kz ∈ {Tmx}m∈Z para cualquier
k ∈ Z. Sea ε > 0, k ∈ Z y tomemos 0 < δ < ε tal que T k es una
isometŕıa sobre (z − δ, z + δ). Como z ∈ {Tmx}m∈Z entonces existe N ∈
Z tal que TNx ∈ (z − δ, z + δ) y por lo tanto T k+Nx ∈

(
T kz − ε, T kz + ε

)
.

Aśı T kz ∈ {Tmx}m∈Z.

Mostremos ahora que x ∈ {Tmz}m∈Z. Sea ε > 0, entonces existe N ∈ Z tal
que TNx ∈ (z − ε/2, z + ε/2). Tomemos 0 < δ < ε/2 tal que TN (x− δ, x+ δ) ⊆
(z − ε/2, z + ε/2) y en donde T es una isometŕıa e invertible. Elegimos z+σ ∈
TN (x− δ, x+ δ) con |σ | < ε/2 de forma que

z + σ = TN(x+ σ′) para algún |σ′ | < δ

aśı
T−Nz + σ = T−N(z + σ) = x+ σ′

y entonces ∣∣T−Nz − x ∣∣ = |σ′ − σ | < ε.

Por lo tanto x ∈ {Tmz}m∈Z. Aśı el lema queda probado pues

x ∈ {Tmz}m∈Z ⇒ {T
mx}m∈Z ⊆ {Tmz}m∈Z ⊆ {Tmx}m∈Z

y entonces
{Tmx}m∈Z = {Tmz}m∈Z

como queŕıamos
�

Demostración (Teorema 4). Consideremos I y tomemos x ∈ I un punto
genérico, entonces hay dos casos: x es periódico y pertenece a un intervalo
ŕıgido maximal ∆x ó no lo es y entonces la cerradura de su órbita Γx es una
unión finita de intervalos. En el primer caso tomamos ∆′x la órbita bajo T
de ∆x y en el segundo caso tomamos Γox = intΓx.

Enseguida consideramos I \∆′x (I \Γox respectivamente) y repetimos el proce-
so. Dicho proceso no puede seguir de manera indefinida ya que en cualquiera
de los dos casos la frontera de los conjuntos ∆′x, Γox está formada por puntos
de C(T ) el cual es finito. Aśı, tenemos a lo más 2 (|E | − 1) conjuntos de este
tipo y el teorema queda demostrado

�
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II. Transformaciones de intercambio de in-

tervalos generadas por el flujo geodésico

asociado a una estructura plana.

En esta sección usaremos las tranformaciones de intercambio de intervalos
para estudiar el comportamiento del flujo geodésico asociado a una estruc-
tura plana (M,ω). Estrictamente hablando no hay un flujo geodésico bien
definido sobre M sino sobre M \ Sing(ω), pero éste induce un flujo sobre M
(tal vez no único). Esto es a lo que nos referiremos cuando hablemos de flujo
o flujo geodésico, a menos que digamos lo contrario.

Primero recordemos algunas propiedades básicas: dada una estructura
plana (M,ω), M̊ := M \ Sing(ω) hereda del plano tanto una métrica Rie-
manniana plana como una medida de Lebesgue (las cuales son compatibles).
Dicha métrica induce una distancia sobre M̊ y entonces sobre M por comple-
tación métrica, la cual en nuestro caso convierte a M en un espacio métrico
completo.
Recordemos también que el haz tangente unitario de M̊ es trivial, i.e. T 1M̊ ∼=
M̊ × S1 y entonces cada vector ν ∈ S1 ⊆ R2 puede ser identificado con el

campo vectorial constante Xν ∈ Γ
(
TM̊

)
,

Xν(m) := (m, ν), ∀m ∈ M̊.

Definición 12. Sea γ : [a, b] → M una curva continua, diremos que es-
ta curva es un intervalo geodésico perpendicular a ν ∈ S1 y escribiremos
I = γ ([a, b]) si γ restringida a M̊es una geodésica por pedazos perpendicular
al campo Xν.

Tomemos ν ∈ S1 y I ⊆ M un intervalo geodésico perpendicular a ν y
consideremos el flujo de I en la dirección de ν. La función del primer retorno
del flujo, T , está definida en x ∈ I \ Sing(ω) si la trayectoria emitida de x
en la dirección de ν regresa a I \ Sing(ω) después de un tiempo finito.

Proposición 5. La función del primer retorno T : I \ E → I es una TII.
Además cada punto x ∈ I regresa a I en un tiempo acotado por una constante
independiente de x ó golpea un punto singular.

[16]. Primero consideremos x1, . . . , xm los puntos de I \Sing(ω) cuya trayec-
toria golpea un punto singular, tenemos que m es menor o igual a la suma de
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las multiplicidades de los puntos singulares de ω. Esto pues dada una singu-
laridad de multiplicidad k, hay a lo más k trayectorias geodésicas golpeando
la singularidad con dirección ν. Tomemos entonces E formado por los puntos
x1, . . . , xm, los puntos singulares de ω que permanecen dentro de I y a lo más
dos puntos y1, y2 que corresponden a los puntos cuyas trayectorias golpean
los extremos de I.

Tomemos ahora J ⊆ I \ E un subintervalo. El flujo geodésico está bien
definido sobre J y la medida heredada por M̊ garantiza que para ε > 0 su-
ficientemente pequeño el área recorrida por J mediante el flujo durante un
tiempo ε es ε | J |. Ahora, el teorema de recurrencia de Poincaré asegura que
el conjunto de puntos de J que regresan a I es denso y por la continuidad
del flujo entonces es igual a J . Además el tiempo que tardan en regresar no
excede a Area(M)/ | J |. Dado un punto x ∈ J , las propiedades del flujo nos
permite asegurar que localmente T es una traslación y entonces T es una TII
como deseabamos probar

�

Análogamente a las transformaciones de intercambio de intervalos, en el
flujo geodésico se tiene el concepto de conexiones silla.

Definición 13. Una conexión silla de una estructura plana es un intervalo
geodésico cuyos extremos son puntos singulares y sin otros puntos singulares
en su interior.

Observación 9. Como consecuencia de la proposición anterior podemos ver
que una estructura plana posee solo un número finito de conexiones silla en
una dirección dada.

Como se puede observar, dado un intervalo geodésico I, el número de
segmentos conectantes que posee la TII asociada coincide con el número de
conexiones silla perpendiculares a I que lo intersectan. Los puntos de inter-
sección son precisamente los elementos del segmento conectante de la TII.
De esta forma el papel que juegan las conexiones silla en el flujo geodésico es
el análogo al jugado por los segmentos conectantes en una TII y la dinámica
geodésica sobre la estructura plana es descrita por medio de las TII ’s aso-
ciadas.

Teorema 5. Sea (M,ω) una estructura plana y ν ∈ S1 una dirección. En-
tonces M se descompone como una unión de conexiones silla paralelas a ν y
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dominios ajenos D1, . . . , Dn tales que para cada i = 1, . . . , n

a) Di es un “cilindro” de trayectorias periódicas ó

b) Di es minimal

con respecto al flujo geodésico en la dirección ν y por lo tanto invariantes ante
éste. Además el número de componentes Di está acotado por una constante
que no depende de la dirección.

Demostración. Sea I0 un intervalo geodésico de M perpendicular a ν y con-
sideremos la TII, T asociada a I0 mediante el flujo geodésico de M en la
dirección ν, gtν . Por el Teorema 4, I0 \C(T ) se descompone como una unión
de conjuntos K0

1 , . . . , K
0
r0

tales que cada K0
i es una unión de intervalos los

cuales son permutados por T ó K0
i es minimal con respecto a T .

Tomemos entonces

D0
i :=

{
gtν(x) | x ∈ K0

i , t ∈ R
}
.

Si K0
i es una componente periódica de T entonces D0

i es un “cilindro” de
trayectorias periódicas ya que el flujo es continuo: si x ∈ K0

i entonces existe
α ∈ N tal que

Tα(x) = x, i.e. gαt0v (x) = x

para algún t0 ∈ R. Ahora, si K0
i es una componente minimal de T entonces

D0
i es minimal con respecto a gtν . Para ver esto, tomemos x ∈ D0

i y probemos
que {gtν(x)}t∈R es denso en D0

i : sean U ⊆ D0
i abierto y t1, t2 ∈ R tal que

x′ = gt1ν (x) ∈ K0
i y U ′ := gt2ν (U) ∩K0

i 6= ∅

de forma que U ′ es un abierto en K0
i . Entonces existe β ∈ Z tal que

T β(x′) ∈ U ′

y por lo tanto
g−t2ν (T β(x′)) ∈ U i.e. gβt0ν (x) ∈ U

para algún t0 ∈ R como queŕıamos.

El hecho de que cada D0
i es conexo por caminos es obvio de la parte

anterior y es abierto pues basta tomar para x ∈ D0
i , x

′ := gt0ν (x) ∈ K0
i , t0 ∈

R y V ′ ⊆ K0
i vecindad de x′ y entonces tomar

V :=
{
gtν (V ′) | t ∈ (t0 − ε, t0 + ε)

}
⊆ D0

i
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vecindad de x, con un ε > 0 apropiado. Esto muestra que D0
i es un dominio.

Hay que observar que cada K0
i está acotado por segmentos conectantes y

entonces la frontera de cada D0
i está formada por conexiones silla.

Si se tiene que D0
1, . . . , D

0
r0

cubren a M salvo conexiones silla entonces
terminamos. Si no, tomamos I1 intervalo geodésico perpendicular a ν que no
intersecte a la unión de los D0

i , i = 1, . . . , r0 y repetimos el proceso para
obtener dominios D1

1, . . . , D
1
r1

como antes. Este proceso no puede continuar
indefinidamente ya que cada Dk

i está acotado por conexiones silla paralelas a
ν, las cuales sabemos solo hay un número finito. Por lo tanto siempre pode-
mos obtener un conjunto finito de dominios D1, . . . , Dm con las propiedades
deseadas y m no excediendo el número de conexiones de silla que posee M
en la dirección dada el cual está acotado por la suma de las multiplicidades
de los puntos singulares de ω

�

Al igual que en una TII a un dominio de tipo a) en el teorema anterior le
llamamos una componente periódica del flujo de M en la dirección ν, mien-
tras que a un dominio de tipo b) le llamamos una componente minimal. Si
el flujo geodésico en una dirección ν posee una sola componente periódica,
decimos que el flujo es únicamente periódico en esta dirección; y si sólo posee
una componente minimal entonces decimos que el flujo es minimal en dicha
dirección.

Como un corolario de la demostración del teorema anterior tenemos la
siguiente afirmación con la cual concluimos el caṕıtulo.

Corolario 5. Si una estructura plana no posee conexiones silla paralelas a
cierta dirección entonces el flujo geodésico en dicha dirección es únicamente
periódico ó minimal.

Demostración. La demostración es inmediata a partir del hecho de que dada
una dirección, las componentes del flujo están acotadas por conexiones silla
paralelas a dicha dirección. Aśı si hubiera mas de una componente, estas de-
beŕıan de estar separadas por una conexión silla, lo cual por hipótesis no es
posible y por lo tanto el flujo geodésico en esta dirección debe poseer una
sola componente

�
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CAPÍTULO III

Estructuras planas y la dicotoḿıa de

Veech.

El objetivo principal de este caṕıtulo final es presentar y dar ejemplos
del teorema de Veech. En la primera sección estudiamos algunas propiedades
de las estructuras planas (por ejemplo, mostramos que el conjunto de singu-
laridades de una estructura plana la clasifica topológicamente) y de ciertos
objetos matemáticos asociados a estas. Es al final de esta sección donde pre-
sentamos el concepto de grupo de Veech asociado a una estructura plana.
La segunda sección es dedicada a presentar y demostrar el teorema de la
dicotomı́a de Veech. Por último, en la tercera sección damos ejemplos de
estructuras planas que satisfacen el teorema de Veech.

I. Estructuras planas y el grupo de Veech.

Las siguientes subsecciones tratan cuestiones generales concernientes a
estructuras planas. La primera subsección es sobre algunos aspectos de éstas
y su flujo geodésico asociado. En la segunda subsección es presentado el
concepto de “conjunto de vectores de holonomı́a” asociado a una estructu-
ra plana; este concepto nos será de utilidad para estudiar propiedades de la
estructura plana y su grupo de Veech, el cual es tratado en la tercera sub-
sección y será fundamental para plantear el teorema de la dicotomı́a de Veech.

I.1. Algunas propiedades de estructuras planas.

Comencemos esta subsección obteniendo el análogo de la Proposición 3
para una estructura plana, esto es, un teorema de clasificación topológica
para superficies compactas con estructuras planas.
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Lema 11 ([10]). Dada una estructura plana (M,ω) y un conjunto de co-
nexiones silla ajenos por pares, podemos encontrar una triangulación de M
cuyos vértices corresponden a los puntos singulares de ω, las aristas son co-
nexiones silla conteniendo a nuestro conjunto y sus caras son triángulos no
conteniendo puntos singulares en su interior.

El lema anterior es importante pues nos permite establecer una triangu-
lación adecuada sobre nuestra superficie M . Dicha triangulación es el equi-
valente a la triangulación que utilizamos para la estructura plana asociada a
un poĺıgono racional en el caṕıtulo I.

Teorema 6. Sea (M,ω) una estructura plana con m1, . . . ,mk las multiplici-
dades de los puntos singulares de ω. Tenemos que la caracteŕıstica de Euler
de M está dada por

−χ
M

=
k∑
i=1

(mi − 1) .

Demostración ([16]): Consideremos una triangulación de M como en el Lema
11 y denotemos por V,A,C el número de vértices, aristas y caras de la trian-
gulación, respectivamente. Primero, es claro que V = k pues los vertices son
precisamente los puntos singulares de ω. Despues, si hay n caras entonces
hay 3n/2 aristas en la triangulación pues cada cara tiene 3 aristas y cada
arista pertenece a 2 caras. Aśı, tenemos que

V = k, A =
3n

2
, C = n

y entonces

χ
M

= V − A+ C = k − n

2
. (III.1)

Ahora, cada cara es un triángulo por lo que la suma de los ángulos interiores
de todas las caras es nπ. Por otro lado, debido a que los vertices de las caras
son los puntos singulares de ω entonces dicha suma corresponde a la suma
de los ángulos totales de las singularidades, la cual sabemos es

∑
2πmi. Por

lo tanto

n = 2
k∑
i=1

mi

y aśı obtenemos que

χ
M

= k −
k∑
i=1

mi =
k∑
i=1

(1−mi) �
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Observación 10. Para cualquier estructura plana (M,ω) tenemos que
χ
M
≤ 0.

De manera particular, el teorema anterior nos dice que no hay estructu-
ras planas sobre la esfera (χ = 2) y que cualquier estructura plana sobre el
toro (χ = 0) posee sólo singularidades removibles y esta es la única superficie
topológica con dicha propiedad ya que cualquier estructura plana sobre una
superficie de género mayor a uno debe poseer al menos una singularidad no
removible.

La manera usual de poner una estructura plana sobre un toro es tomar
v1, v2 ∈ R2 vectores linealmente independientes y entonces considerar el toro

T2
(v1,v2) := R2/v1Z⊕ v2Z.

La proyección canónica π : R2 → T2
(v1,v2) es continua (con la topoloǵıa cocien-

te) y dado un [x] ∈ T2
(v1,v2), π es un homeomorfismo local en una vecindad

de [x] mediante la elección de un representante de dicha clase. De esta for-
ma son tomadas la cartas. Como la diferencia de elección entre una carta y
otra es simplemente la diferencia de los representantes entonces los cambios
de coordenadas son traslaciones. Esta estructura es llamada un toro plano.
El siguiente teorema muestra que toda estructura plana sobre un toro es
“equivalente” a un toro plano.

Definición 14. Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) dos estructuras planas. Un homeo-
morfismo f : M1 → M2 es llamado un isomorfismo de estructuras planas si
manda singularidades en singularidades y es una traslación en coordenadas
locales.

Teorema 7. Toda estructura plana sobre un toro es isomorfa a un toro plano.

Demostración. Sea (M,ω) un toro con estructura plana. Por el Teorema 6
podemos suponer que ω no posee singularidades. Tomemos v1 ∈ S1 y I ⊆M
intervalo geodésico perpendicular a v1; y denotemos por v2 la dirección de I.
Elijamos después x ∈ I su extremo izquierdo. Por el teorema de recurrencia
de Poincaré, la trayectoria geodésica emitida de x en la dirección v1 intersecta
a I en un punto x′. Tomemos l1, l2 las distancias de x a x′ en las direcciones
v1 y v2 respectivamente. Después consideramos e1 el vector unitario colineal a
l1v1−l2v2 (el signo depende de la elección de v2). Afirmamos que la trayectoria
emitida de x en la dirección e1 es periódica. Ésto, debido a que podemos
encajar isométricamente un rectángulo en M con x en esquinas opuestas.
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Basta considerar

D
M

:=
{
gt−v1

(
gs−v2(x

′)
)
∈M | t ∈ (0, l1) , s ∈ (0, l2)

}
,

D :=
{
−tv1 − sv2 ∈ R2 | t ∈ (0, l1) , s ∈ (0, l2)

}
(III.2)

y f : D → DM , f (−tv1 − sv2) = gt−v1
(
gs−v2(x

′)
)
. Como M es localmente

isométrica al plano entonces f viene a ser una traslación en coordenadas
locales, tomando en R2 las coordenadas (v1, v2). De ésta manera podemos
asegurar que la trayectoria geodésica en la dirección e1 que parte de x es una
“diagonal” de DM y entonces periódica. Por lo tanto, por la Proposición 5
el flujo geodésico de M en la dirección e1 es una única banda de trayectorias
periódicas de peŕıodo h1.
Tomemos después J un intervalo geodésico en la dirección u2 ∈ S1 perpen-
dicular a e1 y tal que su longitud, w2, es igual al ancho de la banda de
trayectorias periódicas en la dirección e1. Aśı, si y y y′ son los extremos de
J entonces existe un tiempo w1 tal que gw1

e1
(y) = y′. Entonces la dirección

e2 ∈ S1 colineal a w1e1−w2u2 es una dirección de trayectorias periódicas, de
peŕıodo h2 (aqúı de nuevo, el signo depende de la elección de u2). El argu-
mento para mostrar este hecho es el mismo que antes: el encaje isométrico
de un rectangulo con y en extremos opuestos. De esta forma el isomorfismo
de estructuras planas se establece tomando x0 ∈M y R2 con la base (e1, e2).
Entonces definimos

F : R2
(e1,e2) →M

λe1 + µe2 7→ gλe1
(
gµe2(x0)

)
,

que induce una función bien definida

F̂ : T2
(h1e1,h2e2) →M,

la cual es un isomorfismo pues los abiertos son tomados como en (III,2)
salvo una traslación y por el mismo argumento que antes los cambios de
coordenadas son traslaciones

�

La dinámica del flujo geodésico sobre un toro plano y por lo tanto (por
teorema anterior) sobre cualquier toro con estructura plana es bien conocida
por el teorema de Weyl.

Teorema 8 (Weyl). Sea T2 = R2/Z ⊕ Z un toro plano y θ ∈ S1 := R/2πZ
una dirección. Entonces el flujo geodésico sobre T2

(i) es únicamente periódico si y solo si θ es un múltiplo racional de π;
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(ii) es únicamente ergódico si y solo si θ es múltiplo irracional de π.

El comportamiento genérico del flujo asociado a una estructura plana es
descrito por Kerckhoff, Masur y Smillie en el siguiente teorema:

Teorema 9. [10] Sea (M,ω) una estructura plana. Entonces para casi todo
θ ∈ S1 el flujo geodésico en la dirección θ es únicamente ergódico.

Por lo tanto, del teorema anterior y el Teorema 5 podemos ver que el
comportamiento más simple para un flujo geodésico sobre una superficie con
estructura plana es el del flujo en el toro.

Definición 15. Decimos que una estructura plana ω sobre una superficie M
es elemental si el flujo geodésico de M en una dirección arbitraria posee sólo
componentes periódicas ó es únicamente ergódico.

En la definición anterior, distintos cilindros de trayectorias periódicas
pueden tener periódos inconmesurables. Consecuentemente el flujo en dicha
dirección no necesariamente es periódico aún cuando sólo posea componentes
periódicas.

Por último, observemos que sobre una superficie M con una estructu-
ra plana elemental toda trayectoria geodésica golpea un punto singular, es
periódica ó se distribuye de manera densa sobre M . En particular, si la estruc-
tura plana asociada a un poĺıgono P es elemental entonces toda trayectoria
de billar es periódica, golpea un vertice ó se distribuye densamente en P .

I.2. El conjunto de vectores de holonomı́a.

Introducimos ahora un concepto que nos será de gran ayuda para estu-
diar las propiedades de las estructuras planas y su dinámica asociada, el de
vectores de holonomı́a.

Sea (M,ω) una estructura plana. A cada conexión silla L le asociamos el
par −vL, vL de direcciones paralelas a L tales que ‖vL ‖ = |L |. Los vectores
−vL, vL son llamados los vectores de holonomı́a asociados a L. Como los
cambios de coordenadas de ω son traslaciones, la asociación está bien definida
y denotamos porHol(ω) ⊆ R2 el conjunto de vectores de holonomı́a asociados
a las conexiones silla de (M,ω).
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Proposición 6. Sea (M,ω) una estructura plana y supongamos que Sing(ω)
es no vaćıo. Entonces el conjunto de direcciones de vectores de holonomı́a es
denso en el ćırculo unitario y Hol(ω) no posee puntos de acumulación.

Demostración. Primero mostramos que el conjunto de direcciones de vecto-
res de holonomı́a es denso en S1 y después que Hol(ω) no posee puntos de
acumulación.

i) Sean v ∈ S1 y ε > 0, deseamos probar que Hol(ω) posee un vector
que forma un ángulo menor a ε con v. Supongamos por contradicción
que no es aśı. Tomemos x ∈ Sing(ω) y I intervalo geodésico en la
dirección w ∈ S1 perpendicular a v tal que x es uno de sus extremos
y | I | = s > 0 suficientemente pequeño. Consideramos el flujo de I en
la dirección v. Como supusimos que (M,ω) no posee conexiones silla
en dicha dirección entonces la trayectoria emitida de x intersecta a I
un número infinito de veces. Denotemos por xn el punto de la n-ésima
intersección y definamos ln, sn las distancias de x a xn a lo largo de las
direcciones v, w respectivamente. Tenemos que ln → +∞ cuando n→
+∞ y sn ≤ s para todo n. Sea entonces N tal que α0 := tan−1

(
sN
lN

)
<

ε. Queremos mostrar que podemos encontrar una conexión silla en la
dirección α0; para esto definimos

∆k
M :=

{
gs tan(α)
w (gsv(x)) ∈M | s ∈ (lk−1, lk), α ∈ [0, α0]

}
,

∆k
R2 :=

{
s tan(α)w ⊕ s v ∈ R2 | s ∈ (lk−1, lk), α ∈ [0, α0]

}
,

con k = 1, . . . , N y l0 = 0. Definimos entonces

∆MN :=
N∏
k=1

∆k
M ⊆

N∏
k=1

Mk, Mk = M,

∆R2 :=
N⋃
k=1

∆k
R2 ⊆ R2.

Podemos encajar de manera isométrica a ∆R2 en ∆MN con la función

f : ∆R2 ⊆ R2 → ∆MN ,

f (s tan(α)w + s v) =
(
x, . . . , x, gs tan(α)

w (gsv(x)) , x, . . . , x
)
,

donde la entrada distinta de x está en el lugar k-ésimo si s ∈ (lk−1, lk).
Localmente f se ve como la inclusión de un abierto de R2 en R2N .
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Cualquier trayectoria sobre ∆R2 induce una trayectoria sobre ∆MN de
la misma longitud. La proyección

π :
N∏
k=1

M →M

induce una función f̂ := π ◦ f

f̂ : ∆R2 ⊆ R2 →M

que se extiende de manera continua a ∆R2 y entonces la trayectoria que
sale del origen con ángulo α0 va a dar bajo f̂ en una conexión silla de
x en x como queŕıamos.

ii) Para mostrar que Hol(ω) no posee puntos de acumulación tomemos
v ∈ R2 \

{
0̂
}

y consideremos todos los intervalos geodésicos saliendo de
los puntos singulares ω con dirección v y longitud ‖v ‖. Dicho número
de intervalos depende de v pero es finito. Como el conjunto Sing(ω) es
finito entonces cada singularidad posee una vecindad que no contiene
a ningun otro punto singular y por lo tanto la longitud de cualquier
conexión silla es al menos ε > 0 para un ε suficientemente pequeño.
Ahora, podemos encontrar δ1 > 0 tal que el flujo en las direcciones
−w,w ∈ S1 perpendiculares a v de los intervalos geodésicos descritos
no intersectan a Sing(ω) en un tiempo t tal que 0 < | t | ≤ | δ1 | (aqúı,
cuando hablamos del flujo geodésico de un intervalo geodésico I nos
referimos al flujo de I \ Sing(ω) más los puntos extremos).
Por otro lado, como se comentó antes, podemos encontrar δ2 > 0 tal
que Bδ2(x) ∩ (Sing(ω) \ {x}) = ∅ para cada x ∈ Sing(ω). Elegimos
entonces δ = min {δ1, δ2} y definimos U el abierto unión de las bolas
de radio δ con centro en los extremos de los intervalos geodésicos y del
flujo por un tiempo δ de dichos intervalos en las direcciones −w,w.
Formalmente U se ve como una unión finita de paralelogramos encaja-
dos en M y unión finita de bolas menos un rayo (esto último se hace
tomando una de las copias de la imagen inversa de la proyección de
cada punto singular).
De esta forma podemos asegurar que no existen conexiones silla dentro
de U en una dirección distinta a la de v. Como v es arbitrario entonces
Hol(ω) no puede tener puntos de acumulación

�

Observación 11. La demostración de la proposición anterior asegura la
existencia de una conexión silla de longitud mı́nima. Esto pues Hol(ω) es un
conjunto cerrado acotado inferiormente en longitud. Denotaremos por µ(ω)
la longitud de dicha conexión silla.
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Ahora, si ω = {(Uα, ϕα)}α∈A define una estructura plana sobre M y a
es un operador lineal invertible de R2, el conjunto aω = {(Uα, a ◦ ϕα)}α∈A
define también una estructura plana sobre M . Las estructuras aω y ω poseen
los mismos puntos singulares con las mismas multiplicidades (para la proyec-
ción de x0 ∈ Sing(aω) = Sing(ω) basta postcomponer con a a la proyección
de x0 con respecto a ω). Además, toda conexión silla de (M,ω) lo es tam-
bién de (M,aω) aunque las direcciones son cambiadas por a; esto es claro si
consideramos la función identidad

id : (M,ω)→ (M,aω) .

En coordenadas locales, (a ◦ ϕα) ◦ id ◦ ϕ−1
β = a ◦

(
ϕα ◦ ϕ−1

β

)
y entonces

d (id) : (TM,ω)→ (TM, aω) (III.3)

vx 7→ a(vx).

Aśı, si vL es un vector de holonomı́a con respecto a ω, a(vL) es un vector de
holonomı́a con respecto a aω. Por lo tanto Hol(aω) = a (Hol(ω)).

Proposición 7. Dada una estructura plana (M,ω), la función d : GL+
2 (R)→

R, d(a) := µ(aω) es continua y su restricción a SL2 (R) es acotada.

Demostración. La demostración siguiente es verbatim de [16]. Probemos que

i) d es continua: sean a, b ∈ GL+
2 (R) y v vector de holonomı́a asociado

a la conexión silla más corta de aω. Entonces (ba−1) v ∈ Hol(bω).
Tenemos que

µ(bω) ≤
∥∥(ba−1

)
v
∥∥ ≤ ∣∣ ba−1

∣∣ · ‖v ‖ =
∣∣ ba−1

∣∣µ(aω),

con | · | la norma sobre GL+
2 (R) definida por | a | =

2∑
i,j=1

a2
ij, con a =

{aij} ∈ GL+
2 . De la misma manera obtenemos que

µ(aω) ≤
∣∣ ab−1

∣∣µ(bω)

y entonces ∣∣ ba−1
∣∣−1

µ(bω) ≤ µ(aω) ≤
∣∣ ab−1

∣∣µ(bω).

Por lo tanto, cuando a→ b, ab−1 → 1 y entonces µ(aω)→ µ(bω).
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ii) d |SL2(R) es acotada: como se puede ver de (III,3), para los elementos
a ∈ SL2 (R) las estructuras ω y aω poseen el mismo elemento de área.
Aśı, si probamos que µ(ω′) ≤

√
2S, con S el área de M para cualquier

ω′ = cω, c ∈ SL2 (R) habremos terminado.

Tomemos x ∈ Sing(ω′), v ∈ S1 y I intervalo geodésico paralelo a v
con extremo x y tal que | I | =

√
S. Si I contiene otros puntos sin-

gulares además de x entonces terminamos pues hemos conseguido una
conexión silla de longitud menor a

√
2S y entonces µ(ω′) ≤

√
2S. Si

no, consideremos el flujo de I en la dirección w perpendicular a v. El
teorema de recurrencia de Poincaré garantiza que dicho flujo intersecta
a I en un tiempo t1 > 0 no mayor a S/ | I | =

√
S. Entonces el flujo de

algún punto de I golpea una singularidad de ω′ o la trayectoria emitida
de x intersecta a I en un tiempo menor ó igual a t1.
Usamos el mismo argumento ahora en la dirección −w para obtener
una trayectoria emitida de I que golpee una singularidad de ω′ a un
tiempo t2 > 0 no mayor a

√
S. De esta forma, al igual que antes po-

demos encajar isométricamente un paralelogramo cuya diagonal une
puntos singulares y su longitud es menor o igual a

√
2S y por lo tanto

µ(ω′) ≤
√

2S como queŕıamos mostrar
�

I.3. El grupo de Veech.

En esta subsección definiremos el grupo de Veech de una estructura pla-
na y mostraremos que éste es un subgrupo discreto nunca cocompacto de
SL2(R).

Definición 16. Decimos que un homeomorfismo f : M → M es un au-
tomorfismo af́ın de la estructura plana (M,ω), escrito f ∈ Aff+(ω), si f
manda puntos singulares en puntos singulares y es una transformación af́ın
en coordenadas locales que preserva la orientación.

El concepto de automorfismo af́ın está bien definido ya que los cambios
de coordenadas de una estructura plana son traslaciones. Por esta misma
razón, la matriz que representa la diferencial de un automorfismo af́ın f, [df ]
es constante sobre la superficie, esto pues no depende de las cartas.

Definición 17. Sea (M,ω) estructura plana, definimos

V (ω) :=
{
a ∈ GL+

2 (R) | a = [df ] , f ∈ Aff+(ω)
}
.

V (ω) es llamado el grupo de Veech de ω.
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Enseguida definimos el estabilizador de una estructura plana y después
mostramos que éste coincide con el grupo de Veech de la estructura plana.

Definición 18. Tomemos (M,ω) una estructura plana. El estabilizador de ω,
denotado por Γ(ω), es definido como el conjunto de operadores a ∈ GL+

2 (R)
tales que aω y ω son isomorfas.

El término “estabilizador” para Γ(ω) es natural del siguiente hecho: con-
sideremos X el espacio de todas las estructuras planas sobre una superficie
M y ∼ la relación de equivalencia de isomorfismo entre estrucutras planas.
El grupo GL+

2 (R) actúa sobre X/ ∼.

GL+
2 (R)× X/ ∼ → X/ ∼ (III.4)

(a, [ω]) 7→ [aω] .

No es dif́ıcil ver que esta acción está bien definida. En este contexto, dada
una estructura plana ω sobre M , el estabilizador de [ω] por la acción (III,4)
es Γ(ω), el cual en consecuencia es un subgrupo de GL+

2 (R).

Mostremos ahora que el grupo de Veech de una estructura plana coincide
con el estabilizador de la misma.

Proposición 8. Dada una estructura plana (M,ω), tenemos que Γ(ω) =
V (ω).

Demostración. Probemos las dos contenciones como conjuntos.

(⊃) Sea a ∈ V (ω) y f ∈ Aff(ω) tal que [df ] = a. Entonces a−1 ∈ Γ(ω) ya
que podemos tomar el homeomorfismo

f : (M,ω)→
(
M,a−1ω

)
y obtenemos que(

a−1ψ ◦ f ◦ ϕ−1
)

(x) = a−1
(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
(x)

= a−1(ax+ λ) = x+ λ̄,

con λ̄ = a(λ) y (U,ϕ),(V, ψ) cartas de ω y a−1ω respectivamente.
Aśı a−1 ∈ Γ(ω) y por lo tanto a ∈ Γ(ω).

(⊂) Tomemos ahora a ∈ Γ(ω), entonces existe un homeomorfismo

F : (M,ω)→
(
M,a−1ω

)
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tal que si (U,ϕ) y (V, ψ) son cartas de ω entonces

a−1
(
ψ ◦ F ◦ ϕ−1

)
(x) =

(
a−1ψ ◦ F ◦ ϕ−1

)
(x) = x+ λ

y entonces (
ψ ◦ F ◦ ϕ−1

)
(x) = a(x) + λ̂,

con λ̂ = a(λ). Ésto implica que F ∈ Aff(ω) y por lo tanto a ∈ V (ω)
como queŕıamos probar

�

De esta forma, el grupo de Veech de una estructura plana puede ser visto
como el grupo de automorfismos que dejan invariante dicha estructura pre-
servando orientación.

Dado que estructuras planas isomorfas sobre una superficie compacta po-
seen la misma medida de área y como se puede ver de la demostración de
la proposición anterior: para estructuras isomorfas ω, aω el cambio de coor-
denadas de dicho isomorfismo es a. Entonces | det a | = 1 y por lo tanto
Γ(ω) ⊆ SL2 (R) ( GL+

2 (R).

Por último mostremos que el grupo de Veech de una estructura plana es
un subgrupo discreto nunca cocompacto de SL2 (R).

Proposición 9. El grupo de Veech de una estructura plana (M,ω) es un
subgrupo discreto, nunca cocompacto de SL2 (R).

Demostración. Demostremos por separado las propiedades.

a) Γ(ω) es discreto: mostremos primero que si a ∈ Γ(ω) entoncesHol(aω) =
Hol(ω). Para esto, basta mostrar que a (Hol(ω)) = Hol(ω). Si a ∈ Γ(ω)
entonces existe f : (M,ω)→ (M,ω) automorfismo af́ın tal que

df : (TM,ω)→ (TM,ω)

vx 7→ a(vx).

Aśı, si L es una conexión silla de (M,ω) también lo es f (L) y si vL es
vector de holonomı́a asociado a L entonces a(vL) es vector de holonomı́a
asociado a f (L) y entonces a (Hol(ω)) = Hol(ω) (pues a es invertible)
como queŕıamos.
Por otro lado, si Γ(ω) poseyera una sucesión de puntos distintos {an} ⊆
Γ(ω) tal que an → a0 ∈ Γ(ω) cuando n→ +∞ y v ∈ Hol(ω). Entonces
la sucesión {an(v)} ⊆ Hol(ω) cumple que an(v) → a0(v) cuando n →
+∞ lo cual contradice el hecho de que Hol(ω) no posee puntos de
acumulación y por lo tanto Γ(ω) es discreto.

48



b) Γ(ω) ≤ SL2 (R) es nunca cocompacto, esto es, SL2 (R) /Γ(ω) nunca es

compacto: sean v ∈ Hol(ω) y a ∈ SL2 (R) tal que a(v) = 1
2
v. Tenemos

que µ(anω) → 0 cuando n → +∞. Como Γ(ω) es discreto entonces el
conjunto {anΓ(ω)} ⊆ SL2 (R) /Γ(ω) es una sucesión de puntos distin-
tos. Aśı, si SL2 (R) /Γ(ω) fuera compacto entonces {anΓ(ω)} poseeŕıa
un punto de acumulación, esto es, una subsucesión {ankΓ(ω)} → bΓ(ω)
cuando k → +∞. Esto implica que existiŕıa {γk} ⊆ Γ(ω) sucesión tal
que {ankγk} → b ∈ SL2 (R) y entonces por continuidad de la función d
(ver Proposición 7) µ ((ankγk)ω) → µ (bω). Pero esto no puede ser ya
que µ ((ankγk)ω) = µ (ank (γkω)) = µ (ankω) y µ (ankω) → 0 6= µ (bω).
Por lo tanto SL2 (R) /Γ(ω) no puede ser compacto

�
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II. La alternativa de Veech.

En esta sección presentamos la prueba del teorema de la dicotomı́a de
Veech el cual es el resultado principal de esta tesis. Dicho teorema da condi-
ciones suficientes para que una estructura plana sea elemental. El teorema se
muestra como una consecuencia natural del teorema de comportamiento de
un flujo geodésico sobre una superficie con estructura plana y de los lemas
que son presentados a continuación.

Comenzamos definiendo ergodicidad única para después enunciar el Lema
de Masur.

Definición 19 (Ergodicidad única). Sea (X,B, µ) un espacio de medida fi-
nita. Una transformación T : X → X que preserva la medida µ es ergódica
si los únicos conjuntos invariantes bajo T son triviales. Esto es, si A ∈ B es
tal que T−1(A) = A entonces µ(A) = 0 ó µ(A) = 1.
Decimos que T es únicamente ergódica si sólo hay una medida (salvo multi-
plicación por escalares) sobre X tal que T es ergódica.

Lema 12 (Masur [11]). Sea (M,ω) una estructura plana con puntos singu-
lares y supongamos que µ(gtω) 9 0 cuando t→ +∞, donde

gt =

(
et/2 0
0 e−t/2

)
∈ SL2 (R) , t ≥ 0.

Entonces el flujo geodésico asociado a ω en la dirección vertical es únicamente
ergódico.

Lema 13. Sea (M,ω) una estructura plana y supongamos que µ (gtω) → 0
cuando t → +∞. Entonces el conjunto {gtΓ(ω)}t≥0 ⊆ SL2 (R) /Γ(ω) no
posee puntos de acumulación.

Demostración. Supongamos por contradicción que el conjunto {gtΓ(ω)}t≥0

posee un punto de acumulación. Entonces existe {ti} ⊆ R sucesión y h ∈
SL2(R) tales que gtiΓ(ω) → hΓ(ω) cuando i → ∞. Entonces es posible en-
contrar {γi} ⊆ Γ(ω) tal que gtiγi → h cuando i→∞. Ahora, por continudad
tenemos que µ (gtiγiω) → µ(hω) y µ (gtiγiω) = µ (gtiω) → 0 cuando i → ∞
por hipótesis, pero µ(hω) 6= 0. Por lo tanto, {gtΓ(ω)}t≥0 no puede poseer
puntos de acumulación

�

50



Es conocido que el grupo PSL2 (R) = SL2 (R) / {±1} actúa sobre el plano
hiperbólico H2 por isometŕıas mediante transformaciones de Möbius[(

a b
c d

)]
7→ f(z) =

az + b

cz + d
.

De esta forma, el estabilizador de una estructura plana Γ(ω) ⊆ SL2 (R),
el cual sabemos es discreto (ver Proposición 9), es visto como un grupo
Fuchsiano.

Definición 20. Sea Γ ≤ PSL2 (R) subgrupo Fuchsiano. Decimos que Γ es
una ret́ıcula si

Area
(
H2/Γ

)
< +∞.

Aqúı, el término anterior viene del hecho de que si Γ ≤ PSL2(R) es una
ret́ıcula entonces Γ posee un dominio fundamental sobre H2 el cual es un
poĺıgono hiperbólico con un número finito de lados (ver [6]). Presentemos el
siguiente lema el cual no probaremos aqúı, para su demostración se puede
consultar [16].

Lema 14. Si (M,ω) es una estructura plana tal que su estabilizador, Γ(ω)
es una ret́ıcula y el conjunto {gtΓ(ω)}t≥0 no posee puntos de acumulación.
Entonces Γ(ω) posee un elemento a de la forma

a =

(
1 0
α 1

)
∈ Γ(ω), α 6= 0. (III.5)

El siguiente lema muestra que en presencia de un elemento de la forma
(III.5) en el grupo de Veech de una estructura plana, su flujo geodésico en la
dirección vertical posee solo componentes periódicas. Aqúı dirección vertical
es la drección del vector e2 con (e1, e2) la base canónica de R2.

A cada componente periódica del flujo geodésico podemos asociarle una
cantidad que llamaremos el módulo de la componente.

Definición 21. Sea C una componente periódica del flujo geodésico asociado
a una estructura plana y denotemos por l y w la longitud y el ancho de C
respectivamente. Definimos mc el módulo de C por

mc =
l

w
.

Aqúı, l es entendido como el tiempo mı́nimo necesario para que un punto
en C regrese en śı mediante el flujo y w la longitud de C en la direccón
perpendicular a la dirección periódica.
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Lema 15. Sea (M,ω) estructura plana y supongamos que Γ(ω) posee un
elemento de la forma (III.5). Entonces el flujo geodésico asociado a ω en la
dirección vertical posee solo componentes periódicas de módulos conmensu-
rables.

Demostración. Sea f ∈ Aff+(ω) tal que [df ] = a con a como en (III,5)
y tomemos (e1, e2) la base canónica de R2. Como el flujo geodésico en la
dirección de e2 es invariante bajo f entonces f actúa como una permuta-
ción sobre el conjunto {L1, . . . , Lk} de trayectorias emitidas de los puntos
singulares de ω en las direcciones −e2, e2. Por lo tanto existe n ∈ N tal que
fn (Li) = Li, i = 1, . . . , k. Mas aún, por la unicidad del flujo geodésico y el
hecho de que df(e2) = e2 tenemos que fn actúa como la identidad sobre cada
Li y por lo tanto sobre Li. Aśı Li no puede poseer puntos interiores, de lo
contrario fn seŕıa la identidad sobre un abierto y entonces a = 1 ∈ SL2(R).
Entonces por el Teorema 5 Li tiene que ser una conexión silla. Tomemos aho-
ra p /∈ ∪ki=1Li, podemos encontrar Up vecindad de p tal que ésta no intersecta
a ∪Li y entonces el flujo en la dirección vertical está bien definido en todo
tiempo para Up pues ∪Li es invariante bajo éste. Por lo tanto, por el Teorema
5, Up debe pertenecer a una componente periódica del flujo geodésico en la
dirección e2.

Para ver que el módulo de cada cilindro es conmensurable con α, definamos
para una curva lisa γ : I ⊆ R→ (M,ω)

li(γ) =

∫
I

γ̇i(t)dt,

con γ̇(t) = (γ̇1(t), γ̇2(t)). Decimos que li(γ) es la longitud de γ en la dirección
ei sobre M . Tomemos entonces x0 ∈ Li y

γ : (0, ξ ]→M,

γ(t) = gte2(x0),

con ξ ∈ (0, w ] y w el ancho del cilindro que acota lateralmente Li. Tenemos
que para fn ◦ γ,

l1 (fn ◦ γ) (ξ) = ξ,

l2 (fn ◦ γ) (ξ) = αnξ.

Aśı, cuando ξ = w entonces γ(ξ) ∈ Lj. Además fn fija Lj y entonces l2(fn ◦
γ)(w) debe ser un múltiplo de l, la longitud del cilindro. Por lo tanto existe
m ∈ N tal que

l2 (fn ◦ γ) (w) = αnw = ml,
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es decir, m
(
l
w

)
= nα como queŕıamos mostrar

�

Observación 12. Si en el lema anterior a =
(

1 α
0 1

)
, α 6= 0. Entonces el

enunciado sigue siendo cierto, solo que esta vez es la dirección horizontal la
dirección en la cual el flujo se descompone en cilindros de módulos conmen-
surables.

Presentamos ahora el teorema de la dicotomı́a de Veech.

Teorema 10 (La alternativa de Veech). Sea (M,ω) una estructura plana tal
que su grupo de Veech es una ret́ıcula. Entonces el flujo geodésico asociado a
ω en una dirección dada es únicamente ergódico ó se descompone como unión
de cilindros de módulos conmensurables; en particular, ω es elemental.

Demostración. Primero, por el Teorema 6, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que Sing(ω) 6= ∅. Tomemos v ∈ S1 una dirección y a la rotación
que manda v en la dirección vertical. Como Γ(aω) = aΓ(ω)a−1 entonces
Γ(ω) es una ret́ıcula si y sólo si Γ(aω) lo es. Ahora, a ∈ SO2(R) no modifica
distancias y el flujo geodésico asociado a ω en la dirección v coincide con el
flujo geodésico asociado a aω en la dirección vertical. Además Hol(aω) =
aHol(ω). Por lo tanto, podemos suponer que la dirección escogida es la
vertical.

(i) Si Hol(ω) posee un vector vertical: en este caso µ(gtω) → 0 cuando

t→ +∞. Ésto ya que como mencionamos antes Hol(gtω) = gtHol(ω),
por lo que si Hol(ω) posee un vector vertical de longitud c entonces
Hol(gtω) posee un vector vertical de longitud e−t/2c. Entonces por el
Lema 13, {gtΓ(ω)}t≥0 no posee puntos de acumulación. Además por
el Lema 14, Lema 15 y la hipótesis, el flujo geodésico en la dirección
vertical se descompone en cilindros de módulos conmensurables y co-
nexiones silla. En particular, el flujo geodésico es periódico en esta
dirección. Además, si el flujo geodésico en la dirección vertical posee
una componente periódica entonces Hol(ω) posee un vector vertical
proveniente de la conexión silla que acota la componente periódica.

(ii) Si Hol(ω) no posee vectores verticales: por el argumento anterior, esto
equivale a decir que el flujo geodésico en la dirección vertical no po-
see componentes periódicas. Entonces por el Lema 15, Γ(ω) no puede
poseer elementos de la forma

(
1 0
α 1

)
y como por hipótesis Γ(ω) es una

ret́ıcula entonces por Lema 14 el conjunto {gtΓ(ω)}t≥0 debe poseer al
menos un punto de acumulación. Aśı, por el Lema 13, µ(gtω) no puede
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tender a 0 cuando t → +∞ y entonces por el Lema de Masur, el flujo
geodésico en la dirección vertical es únicamente ergódico.

Con lo cual el teorema queda demostrado
�

Observación 13. De la demostración anterior podemos notar que como
Γ(rω) = rΓ(ω)r−1 para cualquier r ∈ SO2(R), entonces el flujo de ω se des-
compone en cilindros de módulos conmensurables si y sólo si existen v ∈ S1

y a ∈ Γ(ω), a 6= 1 tales que a(v) = v.

Por último mostramos un lema el cual en cierta forma es el inverso del
Lema 15.

Definición 22. Dados k números positivos conmensurables r1, . . . , rk defi-
nimos su mı́nimo común múltiplo como el mı́nimo positivo que es múltiplo
entero de cada ri.

Lema 16. Supongamos que el flujo geodésico asociado a una estructura pla-
na ω en la dirección vertical posee solo componentes periódicas de módulos
conmensurables. Entonces Γ(ω) posee un elemento de la forma

a =

(
1 0
α 1

)
, α 6= 0,

con α el mı́nimo común múltiplo de los módulos.

Demostración. La demostración se hace de manera constructiva y la idea es
ir en dirección opuesta a la demostración del Lema 15.
Supongamos que el flujo geodésico en la dirección vertical se descompone
en cilindros C1, . . . , Ck y conexiones silla. Denotemos por m1, . . . ,mk sus
módulos, con mi = li/wi. Para hacer mas clara la idea de la demostración
actuamos de la siguiente manera: tomamos un Ci. Éste es isométrico a Ĉi
con la métrica inducida de su estructura plana natural ωi, donde

Ĉi := (0, wi)× R/liZ.

Consideremos la función

f :
(
Ĉi, ωi

)
→
(
Ĉi, ωi

)
,

f ([x, y]) =

[
A

(
x
y

)]
, A =

(
1 0
α 1

)
.
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Es fácil ver que f está bien definida y que en coordenadas locales (Ui, ϕi),
(Uj, ϕj) se ve como

(
ϕi ◦ f ◦ ϕ−1

j

)
(x, y) = A

(
x
y

)
+ vij, vij ∈ R2. (III.6)

Además, f puede ser extendida por continuidad a la frontera de Ĉi y actúa
como la identidad en ésta si α = kmi, k ∈ N. Por lo tanto, el hecho de tomar
α igual al mı́nimo común múltiplo de los m1, . . . ,mk nos permite extender
f a los demás Ĉk sin perder continuidad y como f sobre cada Ĉk posee
localmente la forma (III,6) entonces(

1 0
α 1

)
∈ Γ(ω)

�

III. Ejemplos de estructuras planas de Veech.

A aquellos poĺıgonos cuya estructura plana asociada poseen grupo de
Veech siendo una ret́ıcula los llamaremos poĺıgonos de Veech. En esta sección
final presentamos algunos ejemplos de poĺıgonos de Veech. Dichos poĺıgonos
son precisamente aquellos que satisfacen el teorema de la dicotomı́a de Veech.

Hemos basado gran parte de esta sección en una recopilación hecha por
S. Lelièvre (ver [13]). Dado que la mayoŕıa de los ejemplos que presentamos
involucran grupos triangulares, recodamos un poco sobre éstos. Para más
detalles precisos se puede consultar el libro de Alan Beardon [1].

Definición 23. Un subgrupo G de isometŕıas del plano hiperbólico se dice
de tipo (α, β, γ) si y sólo si G está generado por las reflexiones de H2 con
respecto a los lados de un triángulo de la ángulos interiores α, β y γ.

De la definición es claro que necesariamente α, β y γ deben ser no nega-
tivos y 0 ≤ α+β+γ < π. Además, sabemos que cualesquiera dos grupos del
mismo tipo son conjugados dentro del grupo de isometŕıas de H2. Todo grupo
G de tipo (α, β, γ) tiene un subgrupo distinguido G0, que es el formado por
los elementos de G que son conformes. A G0 lo llamamos el grupo conforme
de tipo (α, β, γ).

Definición 24. Sean p, q, r ∈ Z ∪ {∞}. Un grupo G de isometŕıas de H2 se
dice un grupo (p, q, r)-triangular si y sólo si G es un grupo conforme de tipo
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(
π
p
, π
q
, π
r

)
.

Convenimos que π
∞ = 0. De manera abstracta, un grupo triangular tiene

tres generadores a, b y c, con las relaciones:

a2 = b2 = c2 = (ab)p = (bc)q = (ca)r = 1.

Además, es sabido que todo grupo triangular es Fuchsiano y que si un grupo
Fuchsiano H contiene un grupo triangular, entonces necesariamente H tam-
bién es triangular. Para mas detalles se puede consultar el libro [1].

Ahora estamos listos para presentar los ejemplos. En lo sucesivo, deno-
taremos por ∆(p, q, r) a la clase de conjugación dentro de PSL2(R) de un
grupo (p, q, r)-triangular. Notemos que, por ejemplo, la clase del grupo mo-
dular PSL2(Z) es ∆(2, 3,∞).

El caso aritmético.

Decimos que un grupo Fuchsiano es aritmético si es conjugado a un sub-
grupo de ı́ndice finito de PSL2(Z). En este caso se sabe que la superficie de
translación asociada al billar en un rectángulo, en un triángulo recto isósceles,
en un triángulo equilátero o en el triángulo de ángulos interiores

(
π
6
, π

3
, π

2

)
,

tiene como grupo de Veech a PSL2(Z). Por otro lado, tenemos que los grupos
aritméticos caracterizan la geometŕıa de la superficie:

Teorema 11. [5] El grupo de Veech de una estructura plana (M,ω), V (ω)
es aritmético si y sólo si M define un cubriente, ramificado en a lo más en
un punto, de un toro plano.

Las superficies con estructura plana que define un cubriente ramificado
en a lo más en un punto de un toro plano son llamadas Origamis.

Poĺıgonos regulares.

Todas las estructuras planas asociadas a poĺıgonos regulares tienen grupo
de Veech que es una ret́ıcula. Sin embargo, podemos ser más precisos. Sea
n ≥ 5 (el resto de los casos ya se trató en el caso anterior). Entonces el
grupo de Veech del n-ágono regular es un subgrupo de ∆(2, n,∞). Además,
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el ı́ndice de éste fué calculado por Veech en [15] y está dado de la manera
siguiente: sea ε(n) = MCD(2, n), N = n

ε(n)
y σ(n) = MCD(4, n). Definamos

ω(n) = n
∏

p|n, primo

(
1 +

1

p

)
.

Entonces el ı́ndice del grupo de Veech de la estructura plana asociada al n-
ágono regular tiene ı́ndice ω(N)

ω(σ(N))
ε(n) en ∆(2, n,∞).

Triángulos rectos.

En este caso se sabe con precisión cuáles poĺıgonos dentro de esta familia
son de Veech:

Teorema 12. El grupo de Veech de un triángulo rectángulo es una ret́ıcula
si y sólo si el ángulo menor de dicho triángulo es de la forma π

n
para algún

n ≥ 4. Si n ≥ 5. El grupo de Veech correspondiente es ∆(2, n,∞) si n es
impar y ∆(m,∞,∞) si n es par.

La prueba de la suficiencia de este enunciado y el cálculo del grupo de Veech
se le debe a Vorobets. Posteriormente Kenyon y Smillie probaron que la con-
dición es necesaria como se puede ver en [9].

Triángulos agudos.

Comenzaremos con los triángulos agudos isósceles. En este caso tenemos
el siguiente teorema:

Teorema 13. Un triángulo agudo isósceles es de Veech si y sólo si el ángulo
que es diferente de los otros dos es de la forma π

n
para algún n ≥ 3. Si n ≥ 4

el grupo de Veech correspondiente es ∆(n,∞,∞).

Mostrar la suficiencia de la condición se reduce al caso rectángulo dada la na-
turaleza de la construcción que asocia la superficie plana al triángulo isósceles
(basta tirar una altura desde el ángulo de la forma π/n). Por otro lado la
necesidad de la condición fue probada también por Kenyon y Smillie [9]. Fi-
nalmente, el grupo de Veech fue calculado por Hubert y Schmidt en [12].

En el universo de los triángulos agudos escalenos casi no hay triángulos
de Veech, como lo muestra el siguiente resultado.
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Teorema 14. Un triángulo agudo escaleno es de Veech si y sólo si sus ángu-
los interiores son de la forma:(

2π

9
,
π

3
,
4π

9

)
,

(
π

4
,
π

3
,
5π

12

)
,

(
π

5
,
π

3
,
7π

15

)
,

en cuyo caso los grupos de Veech correspondientes son:

∆(9,∞,∞), ∆(6,∞,∞), ∆(15,∞,∞).

Estos triángulos aparecieron en los trabajos de Vorobets, Veech y Kenyon
& Smillie citados anteriormente. Los responsables de calcular los grupos de
Veech correspondientes fueron Hubert y Schmidt.

Triángulos obtusos.

Diremos que un triángulo obtuso es puntiagudo si sus ángulos interiores
son de la forma ( π

m
,
p π

m
,
q π

m

)
para p < q y 4p ≤ m. Para éste tipo de triángulos tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 15. [18] Sea ∆ un triángulo puntiagudo con p o m impares. En-
tonces ∆ es de Veech si y sólo si p = 1, en cuyo caso éste es isósceles.

Para triángulos obtusos isósceles el siguiente resultado es debido a Veech.

Teorema 16. Un triángulo obtuso isósceles tal que sus dos ángulos iguales
son de la forma π

n
con n ≥ 5 es de Veech. Su grupo de Veech es ∆(2, n,∞)

si n es impar y ∆(m,∞,∞) si no lo es.

Finalmente tenemos el caso escaleno:

Teorema 17. Para toda n ≥ 4 el triángulo de ángulos interiores(
π

2n
,
π

n
,
(2n− 3)π

2n

)
tiene un grupo de Veech que es una ret́ıcula. Además, éste es ∆(3, n,∞).

Vorobets demostró que dichos triángulos tienen grupo de Veech siendo una
ret́ıcula. Ward en [18] calculó su grupo de Veech.
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