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Resumen

Utilizando el operador de Dirichlet Neumann, se encuentran las soluciones
exactas para el sistema de una sierra subacudtica de pequeia altura, se encuen-
tra que existe un eigenvalor discreto que depende del tamaiio de la perturbacion
en el fondo.

Palabras Clave— Mecanica de Fluidos, Teoria lineal de ondas de Agua,
Operadores de Dirichlet-Neumann, Condiciones de frontera libre, Modos atra-
pados.






Abstract

Using the Dirichlet-Neumann Operator, we found exact solutions for the problem of a
subacuatic perturbation of small amplitude, it is found that it exist a discrete eigenvalue that
depends on the size of the perturbation at the bottom.

Key words — Fluid Mechanics, Small amplitude wave theory,
Dirichlet-Neumann Operators, Free boundary conditions, Trapped modes.






Introduccion



Los problemas con frontera libre surgen en una gran cantidad de aplicaciones en el do-
minio de las ciencias fisicas e ingenierias. Desde el electromagnetismo y la actstica hasta
la mecanica de fluidos y s6lidos, modelados con valores en la frontera y con la frontera li-
bre son una fuente indispensable de informacién cuantitativa de fendmenos que realmente
acontecen en el mundo. Siendo herramientas importantes para cientificos e ingenieros, el
andlisis (tanto tedrico como numérico) de estos problemas es claramente crucial en el en-
tendimiento de procesos fisicos bdsicos.

Encontrar soluciones a estos problemas ha sido uno de los principales motores para
impulsar el desarrollo de las ecuaciones diferenciales, y es gracias a esto que existen mu-
chos métodos para hacerlo. Cada método tiene su propia particularidad y funcionalidad en
la forma de ser aplicado, por ejemplo, analizando el problema de encontrar la solucion al
problema de una cuerda con los extremos fijos

Py _19y
ox2 2 or

Basta con suponer la solucién como un mdltiplo de dos funciones que solo dependen
de uno de los dos argumentos, sustituyendo y resolviendo las ecuaciones resultantes es
bastante sencillo obtener la forma explicita, y ademds exacta, de esta solucion. Evidente-
mente para problemas mas complicados, anélisis como los anteriores son insuficientes y no
ayudan en nada a abordar el problema.

6]

Considérese el siguiente problema:

¥y (x,y) = ¢(x) y=0

WX, y) + Por(x,y) — *P(x,y) =0 —h(x) <y <0 @)
oY

a_n = 0 y = _h('x)

conk € R.

La solucidn al problema anterior satisface una ecuacion diferencial sencilla en el inte-
rior del dominio del problema y, en este caso, el valor de la funcién en las dos fronteras
y la forma de la frontera son datos suficientes para dar con la solucién; de estos valores
es posible obtener el valor de la solucion en cualquier punto del dominio utilizando una
formula integral adecuada.

No obstante, el valor de las derivadas de la solucién en la frontera puede ser interesante
y/o necesario para poder establecer correctamente el problema fisico. Es asi que surge
la complicacion al producir las derivadas normales a la frontera ya que estas involucran,
fundamentalmente, la solucion a la ecuacion diferencial dentro del dominio del problema.
En esta tesis se abordard, de hecho, este tipo de problemas:
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¥, (x,y) = A¥(x, ) y=0

W (,9) + War(,3) — ¥, ) = 0 —h(x) <y <0 3)
oY

— =0 y = —h(x)

on

que representa el problema de ondas de agua encima de un fondo perturbado.

Es debido a estas complicaciones que se presenta la aplicacion de un operador espe-
cial que trabaja especificamente con las condiciones de frontera. Esta clase de operadores
reciben la clasificacion de operadores en la frontera, en este caso serd el Operador de
Dirichlet-Neumann (DNO), también conocido como el operador de Steklov-Poincaré, que
recibe este nombre debido a que produce una primera derivada normal (Datos de un prob-
lema con condiciones de Neumann) a partir de valores medidos en la frontera (condiciones
de Dirichlet).

Grosso modo la forma de encontrar la solucién es primero encontrar la solucién del
problema auxiliar (2) considerando la misma frontera que en (3) que tendra la forma L¢
donde L es un operador integral, posteriormente se sustituye en la condicion frontera de (3)
y asi se obtiene el operador de Dirichlet-Neumann R:

Rig0)] = L] _ ¢(x0) “)

Es asi que la solucién se obtiene al encontrar las eigenfunciones y los eigenvalores de
dicho operador. No obstante abordar un problema de funciones propias cuando se trabaja
con este tipo de operadores requiere de técnicas especiales; se propone primero analizar el
siguiente problema.

Considérese la ecuacion de Schrodinger estacionaria en una dimension:

Ay (x)] = Eg(x) ®)

donde H = —% + U(x) y U(x) representa la funcion de potencial.

Se sabe que las soluciones de esta ecuacién no se expresan siquiera en términos de
funciones especiales salvo casos excepcionales; por ejemplo, para el oscilador armonico
(U(x) = kx?), 1as soluciones se obtienen en términos de los polinomios de Hermite.

Debido a la frecuencia con la que la ecuacién (5) aparece en aplicaciones con U(x) arbi-
trarias, surge el problema de construir soluciones aproximadas para potenciales generales.
Por fortuna, solo es necesario focalizar la atencidn en el caso en que el potencial depende
de un pardmetro pequefio € de la siguiente manera: U(x) = €V(x). Donde € — 0, x € R,
y suponiendo que V(x) es una funcidén que estd en el espacio de Schwartz S (R) que tiene
soporte compacto.

—Y" + eV = EY (6)
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La ecuacion (6) no perturbada (e = 0) tiene por soluciones ondas planas:

w — eiikx, KkeER (7)

para E = k2, es decir, el espectro continuo es el rayo positivo E > 0.
En la situacién mas sencilla, cuando V(x) describe un pozo rectangular,

-1, |x <1
V(x) =
0, |x>1

aparece un punto del espectro discreto a la izquierda del extremo izquierdo del espectro
continuo, es decir, para toda € > 0 suficientemente pequeia, la perturbacién da a luz a un
eigenvalor.

Es de esperar que para V(x) general, el comportamiento del problema sera parecido al
anterior (como lo demostraron Landau y Lifshitz [2]). asi se intentard construir un ansatz
para la solucion.

Se supone que el nivel de energia es negativo y pequefio, E = —52, 8 > 0, 8 — 0 cuando
€ — 0. Fuera del soporte de V, la solucién de (6) tiene la forma

¥ = Ctee PH (8)

es decir, ¢ se aproxima a una constante cuando € — 0. Por lo tanto, su transformada de
Fourier,

Y(p) = F o pp(x) = f e P Y(x)dx (€))

se aproxima a una funcién tipo 8. Aplicando la transformada de Fourier a (6) resulta

0+ B =~ f V(o - ig)dg (10)

como Y(p) ~ Cted(p), la parte derecha en (10) es aproximadamente igual a CteV(p) y por
consiguiente para i se tiene

L))
1/ Ctep2 s

La estructura de (11) es el cociente de una funcién buena V(p) y la expresién p? + 2.
Por lo tanto, es 16gico buscar la solucién en la forma

A(p, €)
p*+p

Y

7= (12)

donde
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B(e) = €Bo+ B +..., A(p,€)=Ao(p)+€A(p)+...
Sustituyendo (12) en (10) produce

€ f V(p — 9A(g, €) d (13)

Ap. = -5 o

La integral en el lado derecho de (13) depende de S en una manera singular cuando
B — 0; sin embargo, se puede obtener el desarrollo de esta integral en potencias de 3. El
término principal se obtiene poniendo g = 0 en el numerador,

- dg
dg = V(p)A(O, ol
q @)(@f¢+ﬁ+<> "

- %V(p)A((), ) +0(1)

f V(p - 9A(g, €)
q’ + B

Multiplicando (13) por 8y sustituyendo p = 0 se tiene, después de dividir entre A(0, €),
que

€~ €
B = _EV(O) =3 fV(x)dx (15)

es decir, 8 es proporcional al drea encima de la grafica de V(x). Asi se ha encontrado de
manera aproximada el valor de los eigenvalores y la manera de encontrar la forma explicita
de A(p, €) se muestra claramente en [1].

Este procedimiento para encontrar las eigenfunciones al operador H sirve de una guia
para el operador DNO del problema, y mas atn, si se supone que la forma de la frontera
del fondo est4 dado por

h(x) = hg + €V(x)

se obtiene, en concordancia, que el eigenvalor discreto generado a partir de la pertur-
bacién también dependera del tamafio de esta.
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En este texto a la transformada de Fourier de una funcién f(x) se le denota como

f(p) = FIf(x)] := f f(x)e P dx

y a la transformada inversa como

- 1 S .
ﬁﬂmm:gffwww

Se define la convolucion de dos funciones fi(x) y f>(x) como

ﬁm*mw:j‘mmwm@@

entonces
| - ~
FL/H(0) X fo(x)] = ﬂ(fl(p) * f(p))
| B ~
=5 f Silp — ) 2(g)dg
T —00
Finalmente, si f(x) es de soporte compacto, entonces

FLf (0] = ipf(p)






Capitulo 1

Formulacion del problema






Resumen

A continuacion se hablara acerca de clasificacion bajo la cual se contemplaran las ondas
de agua, es decir, la teoria que se utiliza para delimitar qué tipo de ondas se analizard en
esta tesis. Seguido de esto se presenta un breve resumen de como es que se obtienen las
ecuaciones que las modelan y finalmente se presenta el modelado con el cudl se trabajo.
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1.1. Teoria de Ondas de Amplitud pequeia

Existen varias clasificaciones de ondas de agua, asi como acercamientos al estudio
de estas. Desde el punto de vista fisico hay una gran variedad segtn el fendmeno que
las produce: movimientos hidraulicos, tsunamis, tormentas, etc. Desde el punto de vista
matematico se pueden clasificar segin las soluciones a sus ecuaciones, pues no existe una
solucion general; de hecho, el tipo de ecuaciones que se presentan basta para abarcar la
mayoria de los elementos que nos ofrece la fisica matemaética.

Debe tenerse en cuenta que cualquier intento de clasificacion de las ondas de agua
tiene algo de engafioso, la naturaleza de éstas es tan variada que seguro se encontrard un
espécimen que quede fuera de alguna categoria. Cualquier definicién corresponde a una
situacion idealizada que casi nunca sucede rigurosamente, pero aproximadamente si, y la
manera de sortear este obstaculo es delimitando la validez de la teoria.

En este escrito se usara la teoria de ondas de amplitud pequefia. Se suponen movimien-
tos de velocidades muy pequeiias, los términos no lineales no juegan un papel importante ya
que tienden a anularse debido a esta restriccion de la velocidad. Las ecuaciones resultantes
y sus soluciones son exactas.

1.2. Ecuaciones Fundamentales

El movimiento del agua estara definido respecto a un sistema de coordenadas carte-
sianas Xx, y, z; donde se tomara a y como la coordenada vertical, es decir, la profundidad. Se
asumird que la superficie es libre, asi que la tinica cota que existe la delimita el fondo. Sea
h(x, z) la funcién que describe la superficie del fondo, se tiene que:

-0 <X <00

~h(xy) <y < o0

Sea V la velocidad del fluido. Debido a que las velocidades son muy pequeas, los
efectos producidos por viscosidades y rotaciones son despreciables, ademds se considerard
al fluido incompresible. Dado que el fluido es irrotacional, se tiene que V x vV = 0; donde
V = (0x, dy, 0z). Es posible asegurar la existencia de un potencial de velocidades ¢, tal que
V(¢) = V. El problema consiste en encontrar esta funcion ¢.

1.2.1. Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad establece que la cantidad total de agua no cambia debido
al movimiento; se expresa como V - (¥) = 0; en términos de ¢, adquiere la forma de la
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ecuacion de Laplace: V2¢. Esto es, en coordenadas cartesianas:

2 2 2
¢ 0 0P _
ox2  9y* 072

1.2.2. Ecuacion de Momentum

Sea p la densidad del agua; se tiene que un elemento de volumen unitario tiene una
masa de m = p X vol = p. La fuerza que experimenta este elemento es
> dv AV
“a TP
Por otra parte, las fuerzas externas que actian sobre el agua son las producidas por la
presion Py la gravedad g, consideradas ambas constantes. Por lo tanto

F = -V(P + mgy) = —=V(P + pgy)

Se debe cumplir que las fuerzas externas sean iguales que las fuerzas internas, asi que
se obtienen las ecuaciones de momentum

d—)
pd—‘; - _V(P*) donde P" = (P + pgy)

Sean u, v, w las componentes de V' en x, y, z respectivamente, entonces

du 3 oP* . dv oP* ' dw oP*

Pac™ ox PaT ey Par T e

1.2.3. Condicion de Cauchy-Poisson en la superficie libre

Tomando la ecuacién de momentum en la coordenada x y desarrollando % se tiene que

Oou Oudx Oudy au% _oP

Aot axar Yoyar T aca) T o

; —__9¢ ,__0 . _ _9¢ ;
Sustituyendo u = V= T W= g se tiene que

d] o ap>  0p*  0p°
— p_¢ + 8(_¢ + _¢ + _¢
ox| ot 2 0x Oy 0z

Lo mismo aplica para y y z, por lo tanto surge la ecuacion de Bernoulli para fluidos sin
rotacion:

)y—P*|=0
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dp 1[d¢* 99> 09| P
— 4= +—= +—= |-——gy=f(
a2 [ax ay T |Tp =IO
Al considerar velocidades pequeiias, el término cuadrético es despreciable. Se obtiene

la ecuacion

op P 3
—54‘;"‘8)’—]{(1)

A la superficie en contacto con el aire se le denomina superficie libre; a esta superficie
se le asociard la ecuacion

y=nx,z,1)
luego, la Ecuacion de Bernoulli en la superficie libre tiene la forma
0 10
"D =00 op=-Z
ot y=n g oty
esto es asumiendo que la funcién f(¢) y cualquier constante aditiva pueden incluirse al valor
de %.
El error al suponer que en y = 0 esta relacion se mantiene es también del orden de
2 2 2
%[% g—i + 3—‘? ]. Consecuentemente puede establecerse
10¢
n=-—-
8 8t y=0

Ademas la componente normal a la superficie libre de la velocidad es igual a la veloci-
dad normal de la superficie. Esto da con buena aproximacion

on _ _9¢
ot Oy

y=0

por lo tanto
0p N 10%¢
dy g or

Que se conoce como la condicion de Cauchy-Poisson en la superficie libre.

y=0

1.2.4. Condicion de impermeabilidad del Fondo

Una de las condiciones que se le impondran al problema es que el fondo no sea poroso,
asi que la componente normal al fondo de la velocidad del agua tiene que anularse. Es decir
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L =V¢ Vh(x,2)=0; y=—h(x,2)
la ecuacién anterior adquiere, usando la notacién g—({ = f., la siguiente forma
Gy + Gxhy + ¢:h. = 0,y = —h(x,2)
El problema matematico es entonces
Gu+ 8y =0 y=0
Pt Py +d, =0 —-h<y<O0 (1.1)

¢y+¢xhx+¢1hz:0 y:_h

1.3. Sierra subacuatica de pequena altura

A continuacion se supondrd que el fondo es homogéneo respecto al eje z; es decir
h(x, z) = h(x). La forma del fondo estara descrita como

h(x) = hy + €V (x)

donde € es un pardmetro pequefio y V es una funcién de soporte compacto, suave; es
decir V(x) € S(R), donde S(R) es el espacio de Schwartz de funciones. Se tendrd que
| fR V(x)dx| > 0. El caso cuando fR V(x)dx = 0 escapa los objetivos de esta tesis.

Debe existir una dependencia armoénica en el tiempo y en la coordenada z, la solucion
en consecuencia tiene forma ¢ = expli(wt — kz)]¥(x, y), con k € R. Sustituyendo en (1.1),
se obtiene para ¥

P, =AY y=0
‘Pxx+‘Pyy—K2 =0 -h<y<0 (1.2)
Y, +h¥,=0 y=-h
donde A = w_2
8

Es importante notar que la condicion de frontera de la superficie libre ya tiene una
forma bastante similar a la ecuacién de Schrédinger estacionaria.
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£Z
.r"

-hix

Figura 1.1: Representacion grafica del problema



Capitulo 2

Asintética de las ondas atrapadas en el
sistema






Resumen

Se presenta el estudio de la asintética al problema, Se pone especial énfasis en el método
para encontrar el operador de Dirichlet-Neumann y sus correspondientes eigenvalores y
eigenfunciones, finalmente se vislumbra la existencia de un modo atrapado de oscilacion y
se encuentra que posee una dependencia de la perturbacion en el fondo.
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El estudio de las asintéticas a un problema permite entender de manera cualitativa el
comportamiento, tanto desde un punto de vista matemético como fisico. De hecho, para
aplicaciones, conocer el valor exacto de una solucidén es a veces tan innecesario como
impréctico. Es a causa de esto que, proponiendo una forma de la solucién en la cual hay
términos dominantes, se puede observar y obtener la informacion relevante para el estudio
del modelo que se esté utilizando.

Del problema (1.2) explicitamente se obtiene

'//y:/hp y:O
Ay -2y =0 -h<y<0 (2.1)

Yy + eV (X)W, =0 y=-h

cond = %;A:%+%.

Se denomina asintética a la funcidn que representa los términos principales del desar-
rollo de Ay ¥ en su serie de Taylor con respecto al parametro e.

El estudio de las asintéticas a este tipo de problemas ya se ha realizado anteriormente
y en esta tésis se encontrardn utilizando fuertemente como guia el proceso utilizado en [1].
De esta forma se buscaré primero la forma del operador de Dirichlet-Neumann asociado, y
posteriormente se encuentran tanto sus eigenfunciones y sus eigenvalores, poniendo mayor
interés en el eigenvalor propio generado a partir de la perturbacién en el fondo.

Considérese el siguiente problema auxiliar:

Yy =¢ y=0
Ay -2y =0 -h<y<0 (2.2)
Yy + eV, =0 y=-h

donde ¢ es una funcién tal que existen todas sus derivadas y es acotada.
Bajo esta condicién se tendra que la solucion aproximada a (2.2) es de la forma

W(x,y) = Roplp(0)](x, ) (2.3)

Donde IAiap es un operador integral lineal asociado.
Sustituyendo (2.3) en (2.1) y comparando la condicién de frontera superior con la del
problema (2.2) resulta en el operador de Dirichlet-Neumann

- 1
Riple0)]|,_, = 7¢() (2.4)

Esta restriccion anterior define el problema de eigenvalores especifico.
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2.1. Encontrando el DNO

Se busca la solucion aproximada de (2.2) en la forma de una serie de Taylor en epsilon.

Y(x,y) = Yo(x,y) + e (x,y) + O(€?) (2.5)

La razén de asumir la solucion de esta forma es debido a que se espera una dependencia
fuerte de la solucién con el tamafio de la perturbacion en el fondo, que depende de €. De
hecho el primer termino de la serie, al no depender de € debe coincidir con la solucién en
el caso en el cual el fondo es plano, es decir, ondas planas.

Sustituyendo (2.5) en (2.2); desarrollando la condicion de fondo en una serie de taylor
respecto a €V y considerando solamente términos del orden €, se obtiene para ¢ y ¥1:

l//Oy = (,D(X) y= 0
lpOyy + W(Jxx - KZwO =0 _hO <y< 0 (26)
lr//Oy =0 y= —hy

Yy = 0 y=0

wlyy + lrlllxx - KZ'»”O =0 _hO <y< 0 (27)

Uiy = V(o + V(W0 =0 y=—hy

Aplicando la transformada de Fourier a (2.6) con respecto a la variable x, se obtiene

l//Oy = Qb(p) y= 0
&Oyy - TZ(P)‘ZO =0 -h< y< 0 (28)
‘ZOy =0 y=-—h

con T3(p) = k* + p°.

Al solucionar (2.8) se obtiene

(2.9)

cosht(p)(y + hg)
= @(p)

Yo(p,y) = 7(p) sinh 7(p)hy
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Aplicando la transformada de Fourier a (2.7) resulta

Y1, =0 y=0
Gy =T (P11 =0 —hg <y <0 (2.10)
Uiy = 61(P) Y =-hg
donde ) . &+ pa
=7~ f (@) sinh (@) V(p - 9)¢(g)dq

La solucién de (2.10) nos da

_ cosht(p)y -
7(p) sinh 7(p)hy :

Ui(p,y) = 2.11)

Se ha encontrado, de esta manera, el operador I?ap de la ecuacién (2.3)

R [QO(X)] _ ﬁ—l COShT(p)(y + hO) ~
ap =

7(p) sinh 7(p)hy
€  cosh7(p)y K> + pq . 3
2w 7(p)sinh(p)hy f Q) sinh t(qiy L P T PP @da| - (2.12)

2.2. Resolviendo el problema de eigenvalores

Sustituyendo (2.12) en (2.4), tomando la transformada de Fourier de la ecuacion resul-
tante y agrupando términos proporcionales a €, se tiene que

L(p)@(p) = eM[(q)] (2.13)

donde |
M{@(@1(p) = > f M(p, 9)@(¢q)dgq

&+ ppVip-q)
M(p. ) = = (e

1 1
r(p)tanht(p)hy A

Cuando la perturbacién se anula (e = 0), la superficie del fondo es plana y las ondas de

7(p) sinh 7(p)hy

L(p) =
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agua deben ser ondas planas. al no tener perturbacién en el fondo se tiene que

L(p)e(p) =0 (2.14)

(2.14) tiene soluciones de la forma @(p) = o(p — [) con A para [ € R. Estas soluciones
son transformadas de Fourier de ondas planas ¢ = exp(ilx) , como era de esperarse, y por
lo tanto el espectro continuo coincide con el rayo 4 > k tanh(khy).

La perturbacién dard origen a un eigenvalor a la derecha del espectro continuo por lo
tanto se busca A en la forma

A = ktanh(kho) — B

con 52 > 0 lo suficientemente pequefio. Desarrollando L(p) en su serie de Taylor con
respecto a p, se sigue que

L(p) = a’p* + b*B* + O(p*) + OB (2.15)
donde
5 1 ho 1
a =—-——
2k% "sinh®kh, K tanhkhy
2 _ _ 1
k2 tanh khy

tomando > = (a/b)? resulta el siguiente lema:

Lema 2.2.1 cuando  — 0 la funcion L(p) tiene dos ceros: p. = i Xm(b) ; con m() > 0,
B > 0 tales que p. — 0 cuando 8 — 0. m es de la forma

B

m(B) = 77 0B

Demostracion: Considérese La funcion
1 1
Vi@ + Ztanh Vi@ + 2 Ktanhkhg

cuando z — 0 se tiene por (2.15) que

f@)=

recordando que z = P se encuentra el resultado.

Definicion 2.2.1 sea Q = {z € C; |Im(z)| < a} con a suficientemente pequenia. Se define
H, como el espacio de funciones acotadas y analiticas en la banda Q, usando la norma
del supremo.
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Se busca la solucién de (2.13) en la forma

" A(p)
= 2.16
PP = (2.16)
donde A(p) € H,. Sustituyendo (2.16) en (2.13)
M(p.q)
A(p) = ———A(g)d 2.17
(p) efR L) (9)dg (2.17)

La funcién L(p) posee dos ceros simples en p = p.. Gracias a que sinh 7(p)hg no tiene
ceros en una vecindad del eje real, es analitica en dicha vecindad, es as que M también lo
es ahi. Por otra parte 7(p) se anula solo cuando p = i+/k as que se debe tomar a a de la
definicién 2.2.1 como a < VI«|.

Es de esta manera que las posibles singularidades que tiene M quedan fuera de Q y por
lo tanto es analitica en este dominio.

Para calcular (2.17) cambiamos el contorno de integracion a uno en el plano complejo,
de manera que las singularidades estén circunscritas por este. El contorno es:

F={zeC, Im(z):O/\lz|>g}U{z€C; Im(z)>0/\|z|:§}

Notamos que resolver la integral de (2.17) es lo mismo que resolver la integral misma sobre
el contorno I' sumado al valor de la integral en la semicircunferencia

y={z€C; Im(z)>0/\|z|:§}u{z€C; Im(z):O/\lzlsg

orientado en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

7N\

-a/2 0{‘2

Figura 2.1: Representacion grafica del contorno I'

-a/? a/2

Figura 2.2: Representacion gréfica del contorno y
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Se tiene entonces la siguiente ecuacion

M(p,q)
A(p) = A(g)d
(p) =€ fR T (9)dgq

M(z, Q)
= A(O)d
Guwﬂm

+ f MG, éV)A(g)dg) (2.18)
Y

L(Z)

Aplicando el teorema del residuo de Cauchy se calcula la integral del lado derecho de la
ecuacion (2.18) y se obtiene

M(z, Q) €
A7) = A + —— 2.19
(aimﬁmww@ 2.19)
Donde
_ (K2 + ZP+)‘7(Z — P+)
F@ = AP ) e ke
72(p,) sinh 7(p,)hy

T(p+)ho + sinh 7(p,)hy cosh 7(p,)hg

Sea V(¢) 1a continuacién analiftica de V(p) al plano complejo. Como las funciones propias
se pueden normalizar, podemos asumir A(p,) = 1.

Definicion 2.2.2 definamos el operador Ty : H, — H, como

N M(z, Q)
T =
[ ﬁSO(f)](Z) \fr LQ)

(z)d¢

Hay que verificar que estd bien definido el operador Tﬁ, es decir, falta demostrar que
efectivamente ¢ € H, = Tﬁ(go) € H,:
= el operador estd acotado, i.e. |Tﬁ((p)(Z)| < ctelo(z)]
Demostracion:

Primero, se debe observar que

1 1 1 1
Lp)=——--2

1
L(p)

A causa de que lim,_,, tanh p = 1, se tiene que < Cte|p|
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Segundo, se tiene que para p y g grandes

& +|pgl < Igl(1 + |p))
7(q) < Cte X |q|

sinh 7(g)hy < Cte x €l

se sigue que

M(p.q)| & +1pglV(p — q)|
L(g) | Ir(g)sinh 7(q)hoT(p) sinh (p)h|
lgl(1 + IphIV(p — @llgl
Igle'dio] plelpiho
<Ctex|V(p -9

< Cte X

entonces

[0l o= [ |22

s&iﬁW@—@WWMq

(@) dq

< Ctelp(2)| f V(p — 9)ldg
I

como V(p) € S(R), entonces la integral de la desigualdad anterior est4 acotada, por
lo tanto

750 )| < Ctele()

= Si la funcion ¢(z) es analitica en €2, entonces [Tﬁ(gp)](z).
Demostracion

Es claro que M es analitica en €, pues se ha escogido este dominio precisamente
para que esto suceda. Por otro lado, % es analitica en I, pues dicho contorno rodea a
sus singularidades, asi la integral es analitica y por lo tanto [Tﬂ(cp(g ))1(z) también lo
es.

Reescribiendo la ecuacion (2.19) en términos del operador Tﬂ resulta:

[ - ey i = - o @ (2.20)

donde 1 es el operador identidad.
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Se sigue que A(z) estd dado por

AQz) = mi(ﬁ)[l — Tl f(2) 2.21)

siendo Tﬁ acotado, podemos utilizar la serie de Neumann para escribir (2.21) como

[>9)

AQ) = mi@ DG ) [ (2.22)
n=0

Como A(p,) = 1, evaluando (2.22) en z = p,, multiplicando por m(5) se obtiene la
ecuacion secular para

(o8]

mB) =€ > Ty () (ps) (2.23)

n=0

tomando términos del orden de € tenemos que

m(B) = ef(p+) + O(€) (2.24)
Se construye a continuacion la funcion
FB.o =5+ ey (2.25)

Econtrar S como funcién de € es equivalente a resolver F(B, €) = 0. Usando la expansion
en serie de Taylor alrededor de (0, 0) se consigue que si F (8, €) = 0, entonces

_F(0,0)  Fu(0,0)
F4(0.0)  Fy(0,0)

B= e+0((B.eP) (2.26)

se tiene que

V(0)
khq + sinh khg cosh khyg

1
F(0,0) =0; Fﬁ(0,0)=7; F(0,0) =

por lo tanto, tenemos que

ex*V(0)l

_ 2 2.27
cosh khg sinh «hg + «hg +0E€) ( )

ﬁ:

Se ha obtenido, de esta manera, para ordenes de € como depende el eigenvalor del modo
atrapado del valor del drea de la perturbacion.
Usando (2.12), (2.16) y (2.22) se obtiene las soluciones aproximadas al problema (2.3).






Capitulo 3

Soluciones exactas de las ondas
atrapadas en el sistema






Resumen

Para construir las soluciones exactas intercambia el dominio del problema a una franja
a través de una transformacion que nos asegura la existencia de la transformada de Fourier
respecto a uno de sus nuevos argumentos, una vez hecho esto se construye el nuevo DNO
sin la necesidad de suponerlo de alguna manera en especifico. Se demuestra que coincide
con el operador construido en el capitulo anterior y, de esta manera, que el modo atrapado
de oscilacion depende del area de la perturbacion en el fondo.
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En el capitulo anterior se encontré una buena aproximacion a las soluciones del proble-
ma (1.2). Esto fue posible gracias a que las ecuaciones dependen fuertemente del parametro
€ y del area de la perturbacion en el fondo. Ya se han encontrado soluciones exactas a este
problema en [1], estas soluciones son independientes al tamafio de la perturbacion; es de-
bido a esta generalidad que el tratamiento matematico es muy laborioso. Por el contrario,
al considerar el tamafio de esta, el proceso de encontrarla se puede hacer mas facilmente.

3.1. Cambio de variables

Al analizar el dominio en el cual se busca las soluciones del problema, vemos que
es imposible aplicar la transformada de Fourier respecto a x debido a que no se tiene bien
definida la funcidn en ciertas regiones, para sortear este problema buscamos pasar la depen-
dencia de la perturbacion que tiene la frontera en el fondo a las ecuaciones. Al hacer esto
obtendremos un problema equivalente en una franja, y en este dominio es posible aplicar
la transformada de Fourier. Mds aun, las ecuaciones mantienen, en general, su forma.

Es para este fin que se utilizard el cambio de variables

X =X
1 (3.1)

n :%y

* 2 . . . ., 1
Observacion: El determinante del jacobiano de esta transformacién es m que no posee
X

ninguna singularidad y ademads es suave (existen todas las derivadas de V(x)), asi que
no habra problemas al trasladar las ecuaciones a las nuevas coordenadas.

Definicion 3.1.1 Definase U(x,n) tal que U(x(x,y),n(x,y)) = ¥(x,y)

Haciendo las sustituciones necesarias en el problema 1.2 , se obtiene el siguiente prob-
lema de Neumann

|
g ) = 7=
1
Uy + Uy = U = eF (0 U) =1 <7 <0 (3:2)
0
U, = eGx,U) n=-1

donde
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F(x,n, U) := filx, (U = CU) + folx, DU + (U,

2V(x) L V)P

- ho + E(V(x) 27]2 - h—g)

hxm = 1+ e2V(x)n?
V(x) + G—V(x;LV(x)’
— 0

P = 2 A Ay Gy

hoV(x)" + e(V(x)V(x)" = 2V(x)?)
Sl =

h(1 + e2V(x)*n?)
Gx,U) :=g1(x)Ux,-1)

_hoV(x)’ +eV(x)V(x)
1-€eV(x)*n

g1(x) =

3.2. Encontrando el DNO

Considerese el problema auxiliar

I
)

1
(L(,, (m) = Y(x) n

1
Uy + U =i CU = Flxn) 1 <7 <0 (3.3)

0

U, = eG(x) n=-1

De la misma manera que en el capitulo 2, resolver este problema dara una solucion de
la forma

U(x,n) = RIY(x)] (3.4

donde R es un operador lineal integral. sustituyendo (3.4) en (3.2) resultara en la ecuacion

de eigenvalores para el operador de Dirichlet-Neumann IA{'n:o

n=0

o 1
Ry _, = A%, (3.5)
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Aplicando la transformada de Fourier a (3.3) se obtiene

U, = hoy(p) + e(V(p) = d(p)) n=0

%ﬂnn —1(p)*U = €F -1<n<0 (3.6)
0

([In = eG n=-1

donde 7(p)* := k* + p*

Para resolver el problema (3.6), este se fracciona en dos problemas més sencillos:

Uy, = hob(p) + e(V(p) = J(p)) =0
1 - e
ﬁﬂ”” -1(p)U=0 -1<n<0 3.7)
0
Un = G(p) n=-1
su solucioén es
- B cosht(p)hon  ~
U(p,n) = o (0o sinb 7(p)l G(p)
cosht(p)ho(1 +1n) /. - ~ ~
hesinh 2oy 109(P) + €(V(p) = d(p)) (3.8)
El segundo problema es
U,=0 n=0
1 - e .
ﬁ(urm —1(p)U=€F -1<n1n<0 (3.9)
0
Un=0 n=-1
que tiene por solucion
~ 0 ~
U= [ G.enFp.exe (3.10)
-1

donde G(p,é&,n) es la funcion de Green asociada al problema (3.9), estd calculada en el
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apéndice A y tiene la siguiente forma:

ho cosh T(p)ho(1 + &) cosh t(p)hon

7(p) sinh 7(p)hy gen<?
Q(Pagaﬂ):_ (311)
ho cosh T(p)ho(1 + &) cosh 7(p)hon l<n<é
7(p) sinh 7(p)hy !

La solucion a (3.6) es evidentemente la suma de (3.8) y (3.10):

cosh t(p)hon

0
Up,n) = €|- G(p) + f 1 G(p. ¢, n)F(p,f)df]

cosh(p)ho(1 + 1)
Thg sinh 7(p)hyg

Thy sinh T(p)hyg

(ho(p) + €V(p) + I(p)) (3.12)
Las transformadas de Fourier de las funciones F'y G tienen la siguiente forma

F(p,n) = filp.n) = (x(o)Up, m)) + fop.m) = (ipThy(p, )
+ f(pm) * Uy(p. 1)

G(p) = &1(p) * (ipU(p, -1))

Observacién : Es importante notar que tanto ' como G son reales, esto es gracias a que las
transformadas de Fourier de V2, V', y V” son reales. Ademds F'y G se aproximan
de la siguiente manera

3 1 2 (. 3
F(p,n) = o {—h—o f V(p — @)t(q)*U(q, n)dgq

1 - -
e (* - &) V(p - @U.talq, m)dq + 0<e)} (3.13)
~ 1 -~ ~
G(p) = o {ho f (p—q9)qV(p - 9U(q, —l)dq} +O(e) (3.14)

Para poder encontrar la solucion a la ecuacin (3.12), es necesario que sta se escriba de
otra manera. Se muestra a continuacin el proceso.

Definicion 3.2.1 Sea H'(Q) el espacio de funciones sobre la franja

Q={p,n;peR,-1<n<0}
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Con la norma

lep, I = f f (1 + 1) e(p. ) + 0y(p.m)?) dpdn

Observacion : La norma anterior es la misma que en el espacio de Sobolev restringido a
la franja Q, esto es gracias a la identidad de Parseval que se encuentra en el apéndice
B:
leGe I, = [f (e(e.n)? + @u(x.m)? + @y (x, n)*) dPdy
1 . »
= o= [1((1+ ) 80,17 + @y(p.0)”) P

A partir de este momento, cuando se hable de la norma de una funcion, estard implicito
que se habla de la norma en H', es decir

llpCe, I 2= lleCx, M,

3.2.1. Operador T

La forma de la ecuacién (3.12) muestra que U tiene la siguiente forma:

Up,n) = €T TUPp, M1 + Liy(p)]

donde L y T son operadores integrales. Puesto que se desea hacer algebra con ellos es
necesario definir propiamente a 7, para esto se introduce el siguiente lema:

Lema 3.2.1 Sea f € L*(R) y sea g tal que g = fK(x, ) f()dy.
Si flK(x, y)ldx < k, flK(x, y)|dy < k; entonces g € L*(R); i.e.

fg(X)zdx <KIf Iz

Demostracin: Se puede asumir que K(x,y) > 0. Por un lado se tiene, por desigualdad
de Cauchy Schwarz, que

\ f VK(x.y) x/K(x,y)f(y)dy‘ < \/ f K(x,y) - \/ f K(x,y)f(y)2dy

por otro lado, se tiene que

g(x)* = f K(x,y)f(y)dy - f K(x,y)f(y)dy

Luego
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lgl? = [g*dx < [[ K(x,y)dy- K(x,y)f(y)*dydx
= k([ KCx,y)dx) [ f(y)dy
<k [ fy)dy

< RIfIR,
Definicion 3.2.2 Sea T' un operador lineal tal que:
T:HY(Q) —» H'(Q)
T(e(p,m) = (Ki + Ky = K3)[@(p, )]

donde K, K, K, operadores lineales tales que

Kite(p.m) = [ G(p. £ |fip.&) * T(pPe(p.£)|

. 1 o o

Ralepm) = o [ [, 6p.6m [iafop = 4. + filp = 4.€)]
Xpy(q,£§)dédg

__ cosh T7(p)hon
" 1(p)hy sinh 7(p)hy

(&1 * ipp(p,—1))

Ks(e(p,m))

Hay que demostrar que el operador 7 de la definicién 3.2.2 est4 bien definido, es decir,
que efectivamente T'[¢] € H'(Q).
Sea ¢ € H'(Q); por demostrar:

L. Ki(e(p.m) € H'(Q)
Demostracion:

1K (e(p.mIP = [[(1+ pP)(Ka(ep(p, np)z

d A
+ (8—K2(§0(P, n))) dpdn
n

Definase /;; como la primera integral y a /1, como la segunda, se analizara que estn
acotadas ambas integrales. Tomando la primera aproximacion de fi(f), es decir, sin
tomar en cuenta los terminos de orden de €, se tiene que

0 2
I, < Cte f (1+p) f ( f G(p.em) f V(p—q)r(q)2¢(q,§)dqd§) dndp
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usando el lema 3.2.1 se tiene que

0 2 0
I < f 1+ p?) [ f Gip.e. n)df] f | (V(p) * T(p)zso(p,f))z dédp

1
nétese que | f G(p,&,n)dé|| < Cte ) entonces
wp

1 2 o
e [ I8 [ (V) petp. o) dedp
7(p) -1

como 1 + p? < Cte(x* + p?) = Cte X 7(p)?, cambiando el orden de integracion y
desarrollando la convolucién surge que

2
I, <Ce [ [ ( Il —V(p q)T(q)st(q,f)dq) dpdé

2
Cee [ [ (f ﬂvw (1 + lgDe(, f)dq) dpdé

Usando nuevamente el lema 3.2.1

0 2
I;; < Cte I [ f 1::q||V( —q)dq] f [T(q)zso(q,f)]qudf

1

utilizando la desigualdad de Peetre y que V estd en el espacio de Schwarz, resulta

que
le'q'l —q)<f<1+|p g dgdé

y la integral de la derecha es integrable. Por lo tanto

In <Cee [ [1(q)P¢(g, ) dédg

< Cte [ [(1 +1qD*¢(q. £)°dédg
< CtellglP

Por otra parte

d . o (° N
S-Kile(p,m) = o f G(p, & mV(p) = T(p)p(p, £)dé
n on J_,
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se tiene que al aplicar la derivada al lado derecho

0 - 0 -
SRt = f Gup £ V()T el

usando lema 3.2.1

I, <Cte f( [ G, p.e n)d§)2 [ (V) * (petp. o)) dédp

1 0/~ 2
< [ o7 L5 (V) 2 702t 00) dedp
La ultima integral ya se ha demostrado es menor que Cte||¢||* Asi, se tiene que

1K1 (e(p, I < Crellgl?

2. Ralp(p.m) € H'(Q) )
Demostracion: Tomando el segundo término de la aproximacion de f, es claro que

2 2
Jfa+p f_"lg(p,g,n)fphoq x

2
XV(p - ey, Xdqdz]| andp

IR, mIP - <

+lf

2 _
5 2
V(p — 9)ée,(q, f)dqdf] dndp‘

Denominese a la primera integral 15, y a la segunda /I5,. por lema 3.2.1

1
T(p)*

I <Cte [ ——(1+p) [ ([1p* - 21V(p — ey, £)dq) dédp

1
< Cte ff[ e (Ip - 4 +2lqllp - q])
xV(p - @)ée,(q.O)dg| dédp

< Cte [[[[(1+1p— g’ V(p - 9ey(q. £)dq| dpag
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usando lema 3.2.1 se tiene que

2
b, < Cte f [ f (L+1lp—gql)’ V(p- q)dq] f @(q, &) dgdé

Como V est en el espacio de Schwarz y utilizando la desigualdad de Peetre[C], la
primera integral es acotada; y como f f ©n(q, £)*dédq es una parte de la norma de ¢,
entonces

L < Ctellgll*

Para verificar que la integral 15, es acotada, el proceso es andlogo. Entonces

1K (e(p, MII* < Ctellgl®

. K3(p(p,m)) € H'(Q)

Demostracion: Tomando la primera aproximacion de g, se tiene que

N ) ) coshin
IK3(@(p. P < Cee [[(1+p )(T(p) Rp——.

0/ 2
x [ V(p - 9alp - 9)e(g. ~1)dg) dndp

sinh 7( p)hon
ff ( sinh 7( p)ho

2
x [ V(p - 9)a(p - 9)¢(g. —1)dq) dndp

Se analizard sélo la primera integral, a la cual se le llamard I5;, pues el proceso es
andlogo para demostrar que la segunda es acotada.

Se tiene que

0
1
f (cosh T(p)/’lo?])2d77 < Cte—
-1 7(p)
. 1+ p2
Luego, considerando que | ) | < Cte(1 + |pl), resulta que
T

Iy <Cte [ +1p) (f(1 +1p - gD V(p - @e(g.~1)dq) dp

< Cte [ ([ V(p— )1 +1p— g™ (1 + |phie(q. ~1)dg) dp
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Por lema 3.2.1

2
L < Cte( f Vip-q¢( +Ip- ql)‘ldq) f (1 +1pDe(g, —1)*dg

La primera integral se acota similarmente como con los operadores anteriores. Adems
se tiene que la segunda integral también estd acotada, como se demuestra en el
apéndice B, asi

I3 < Ctellgll*

Por lo tanto

IKs(e(p, M)IP < Ceellgl

Observacion: Por conveniencia se escribird al operador 7 como

. 1 .
Tle(p,m)] = o fR Tle(p, m1(p, q,mdg

Donde

cosh (p)hon

Tile(p, MI(p.qsm) = ~0p)sinh T(p)hoél(p - q)ige(q, —1)

+ [L6.6m [fitp - 97(@(q.€)
(iafa(p = 4.8 + fip — 0.6))¢y(q, &)} dé

3.2.2. Serie de Neumann

Gracias a la definicion 3.2.2 es posible reescribir a (3.13) como

_ cosh(p)ho(1 + 1)

U(p,n) = (7 sinh 7(p)/ (ho + €V(p))W(p) + €T [U(p.n)] (3.15)

Como T[¢] € H'(Q), entonces T estd acotado y podemos reescribir a ¥ de la siguiente
manera

7 _ N nrpn COSh T(p)h()(l + 77)
Up.m =T [ 7(p) sinh t(p)ho

n=0

(ho + 6‘7(17)*)@5(19)] (3.16)

Es claro que el operador R de la ecuacién (3.4) tiene la forma

A O s | cOsShT(p)Ro(1 + 1)
Rly(01(x,n) = F {Z €T [ 7(p) sinh 7(p)hg

n=0

(ho + EV(p)*)Jf(p)]} (3.17)

Observacion: De la ecuacion (3.17) es evidente que la solucion al problema (3.3) tiene la
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forma

[

Ux,m) = ) € Lo, m) [p(x)]

n=0

con L, < Cte", lo cual justifica la forma que se supuso la solucién en (2.5)

3.3. Resolviendo el problema de eigenvalores
Sustituyendo la ecuacion (3.17) en (3.5), sacando al resultado la transformada de Fouri-
er y agrupando terminos proporcionales a €, se tiene que

[

L(p)i(p) = > €M) (3.18)

i=1 n=0
Donde

1 1

Lpy = 7(p) tanh 7(p) 2

MAd(p)p.m) o= [T | [ M1 [8(p))dg| (p. g.1m)dg

MFPp.n) = [ Mold(p))(p.q.mdg

N h ho(1 . -
Moli(p)(p g = ST+ Mg 5o
7(p) sinh T(ﬁ)h(o ol )
“ cosht(p)hop(1 + 1) -

La ecuacion (3.18) tiene la misma forma que la ecuacion (2.13), y de hecho L(p) es
exactamente el mismo en ambas ecuaciones. De tal suerte que se cumple lo siguiente:

= Cuando la perturbacién se anula € = 0, se tienen soluciones (p) = &(p — [) con
A = VP +k*tanh V> + k*hy y | € R. Estas soluciones son transformaciones de
Fourier de ondas planas y/(x) = exp ilx y por tanto, el espectro continuo coincide con
el rayo A > « tanh khy.

= La perturbacién dard origen a un eigenvalor a la izquierda; por lo tanto, se busca el
eigenvalor discreto como A = Ay — 8%, con Ay = ktanh khg y 8% > 0 pequefio.

= [(p) tiene aproximadamente dos ceros, p, y p_, tales que

ps = im(B) + OB%)
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ﬁ P 1 ho 1
con m(f3) = l =5 | coshc ho tanh Kkhyg
Se busca la solucién a (3.18) como
A(p)
= (3.19
U(p) = ) )

A(p) es una funcion suave y con soporte compacto. Sustituyendo (3.19) en (3.18) se sigue

que
c A
OEDNY [LEP;]

i=1

(3.20)

A continuacién se encontrardn los eigenvalores y las eigenfunciones para el operador R

Definicion 3.3.1 Sea H,(Qc) el espacio de funciones analiticas y acotadas en la banda:
Qc ={z€C;|Im(z)| < a}

cona<k

~ [A(p
Se desea calcular el valor de la integral de fR M, [(—)] (p, q,n)dgq, ya que a partir del valor

L(p)

obtenido, es posible calcular el resto de las integrales de (3.20).
Tomando

F={ZGC, Im(Z)=0/\IZI>§}U{z€C; Im(z)>0/\|z|:g}

y:{zeC; Im(z)>0/\|z|:g}u{z€C; Im(z)=0/\|zlsg}

~ [A) f [ (z)] f [ (z)]
d d d 3.21
fRMI[L()]“ mic= | Mzo |4t J M 1o | % 62D

Se han escogido tanto y como I' de manera que circunscriban al polo p,. Esto es por
que ahora, utilizando el teorema de residuo de Cauchy, es posible calcular de la ecuacion
(3.21) el valor de la integral sobre el contorno y, ademds de que M, es analitica también en
I'. As se obtiene que

(2) f [A(z)] 1
, d +—=81(z, 3.22
fR [L()]m WAz = | M| Z e e (3.22)

se obtiene

con
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_ Jeosht@ho(l +m) o
Silzm) o= { 7(2) sinh 7(2)hy Vi=ps)
£ [ho cosh 7(p.)ho(1 + 1)
1

7(ps) sinhv(p,)hg

donde

T(p+)3 sinh 7(p, )ho }

A(p,) = :
(P {hof(m) + cosh t(py o sinh 7(p o

puesto que cualquier eigenfuncion se puede normalizar, considérese

A(po) =1

29147 en la ecuacion (3.20) resulta

Al sustituir el valor de fR M, [ %)

A@) = X2 €MIARI]

1 oo
= m_(ﬂ) Zi:l ESi(Z9 77)|,]=0

donde
Mle@lm = [, T1[M,_\[¢@]] ¢ md

»(2)

M l¢@)zm = [ .M [L()

] (z,¢,mdd
Sizm = [ T[Sl Lmdd
Definicion 3.3.2 Sean ﬂ un operador lineal y S (z,1) una funcion tales que
M@z n) =32 €M, ()

1 .
S(z,n) = m—(ﬂ) Yie 1 €8i(z,m)

Usando la definicion anterior es posible reescribir a (3.23) como

AG) = MLAG) + %S@, n)

(2, P+s n)} A(p)A(p,)

(3.23)

(3.24)
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esto a su turno da lugar a lo siguiente

. 1
(I -MI[AR)] = m_(ﬁ)S(Z’ ) (3.25)

donde 1 representa al operador identidad.

M esté acotado, la demostracién de esto es en esencia la misma que para probar que 7'
lo estaba, pues en realidad M esta compuesto de aplicaciones iterativas de 7. Ademas M
depende de €, por lo tanto podemos utilizar su serie de Neumann para despejar A(z):

=0 (3.26)

n

40 = — 5 [i ef'ﬂ,] {i &5 n)]
i=0 \j=1

k=1

I <« A,
AQ = o ) M S Gl
i=0

es decir

(3.27)

n=0

Por conveniencia definiremos los siguientes coeficientes C,(z)

n—1
Co@) 1= S,z 0) + D M, (Cr) (2)

i=1

Ci(2) :=81(z,0)

n=0

Cabe mencionar que todos los coeficientes C,, también dependen de 3, esto es a causa
de la dependecia que tiene S| con este parametro. As, se escribird a cada coeficiente C,
como C, = C,(z,p). Utilizandolos se reescribe la ecuacion (3.27) como

1 &,
Az) = el Z €Ci(z,p) (3.28)
=1

que nos define como construir las eigenfunciones.

Evaluando la ecuacién (3.28) en z = p,, recordando que A(p,) = 1 y multiplicando
toda la ecuacion por S, se obtiene que

B=1) €C(p.(B).B) (3.29)
i=1
Definicion 3.3.3 Definase la funcion F(B, €) como

F(B.e)=B~1) €Cip.(p).B)
i=1
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Encontrar 8 = B(€) es equivalente a encontrar los valores (B, €) tales que F(8, €) = 0.
La primera aproximacion de la funcién es:

(K + p.(B))
7(p+(B)) sinh 7(p,(B))ho
Obviamente el Jacobiano no se anula cuando (8, €) = (0, 0), as, por teorema de la fun-

cion implicita, se puede despejar a 5. No es extrano encontrar que la primera aproximacion
de S corresponde con la ya calculada en el capitulo 2:

V(0) x A(p+(B) + OB, e)1") (3.30)

FB,e)=B—¢€

X/ 3
B=—c VO + 0 (3.31)

cosh khg sinh khg + «hg

Finalmente quiero resaltar que la solucion exacta estara dada por las ecuaciénes (3.4),
(3.17), (3.19) y (3.28).



Apéndice A
Funcion de Green

Un aspecto importante de la fisica matemadtica es la solucion de ecuaciones diferenciales
lieales no-homogéneas. En el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, se puede expresar
este problema como

Llu()] = f(x) (A.1)

donde L es un operador diferencial ordinario que involucra a la variable independiente x de
manera que f(x) es una funcion conocida y u(x) es la solucion deseada. Uno de los métodos
utilizados para encontrar la solucién consiste en encontrar la solucién a la ecuacién

LIG(0)] = 6(x - &) (A.2)

donde ¢ es un punto arbitrario. La solucion de (A.1)serd entonces simplemente la integral

u(x) = f G(x.&)f(€)de (A3)

La funcién G que satisface (A.2) se le llama funcion de Green.

encontrar la funcién de Green correspondiente a cada operador L es un proceso par-
ticular, y para este escrito se centraran los esfuerzos en encontrar la funcion de Green
correspondiente a

" d d
Llu(x)] = P [P(x)d—z + s(x)u(x) (A4)

que es la representacion de cualquier ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden con
las siguientes condiciones de frontera

au(a) + axu'(a) =0; Bud) + Lu’'(b) =0

donde al menos uno de «;, a, es diferente de cero, lo mismo para §;, 5, (con esto se
expresan las condiciones de frontera de Dirichlet, Neumann o Robin).

45
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Para dicho operador L, se tiene la siguiente ecuacién para G

dg(x,§)
dx

es decir, para encontrar G se deben tener las siguientes consideracidnes:

d
I [P(X) +5(0G(x, &) = 6(x - &) (A.5)

= G(x, &) satisfacerd la ecuacion homogénea f(x) = 0 excepto en x = &.
= G(x, &) satisface condiciones de homogéneas de frontera.

s G(x,&) escontinuaen x = &

El primer y segundo punto son claros pues practicamente, el proceso para encontrar G
es subdividir el problema en dos homogéneos con fronteras [a, £] y [£, b] respectivamente
y el ultimo punto describe como debe hacerse el pegado. No obstante, es necesario conocer
el valor de G'(x, &).

Debido a que G es una funcién continua en x, debe existir una discontinuidad en
G'(x, €). esto se demuestra a continuacion:

Integrando la ecuacion (A.5) desde & — € hasta & + € resulta

P(x) =

dg(x, &)
dx

E+e E+e
+ f s(x)G(x,&)dx =1 (A.6)
&

133 —€
A causa de que G(x, &) y s(x) son ambas continuas en x = £ se tiene que el segundo

término de la ecuacién (A.6) se anula. Sacando el limite cuando € — 0 de la ecuacién (A.6)
resulta que

(A.7)

P() [dg(f 8 dg(f_,f)] _

dx dx

Se tiene entonces una cuarta consideracion:

d 1
. 46 debe tener un brinco de magnitud —— en x = ¢
dx p&)

La ecuacion 310 induce el siguiente problema para encontrar la funcién de Green:

G,=0 n=0

1

ﬁgnn—#g:é(f—n) -1 <n<0 (A.8)
0

G,=0 n=-1

Tomando las consideraciones anteriores, resulta que la funcién de Green es



47

ho cosh tho(1 + &) cosh Thyn
7 sinh Thg

&E<n<0

G(x,8) =-
ho cosh tho(1 + i) cosh thoé

7 sinh Thg

-l<np<é

(A.9)






Apéndice B
Espacios de Sobolev

A continuacin se presentan algunas propiedades que poseen los espacios de Sobolev
que fueron utilizadas fuertemente en el capitulo 3. Primero se establece la definicién de un
espacio de Sobolev.

Definicion B.0.1 Sea QO C R, sea k un entero no negativo y sea p tal que —1 < p < co. Se
define entonces el espacio de sobolev W*P(Q) como el conjunto de todas las distribuciones
u € LP(Q) tales que D*u € LP(Q) para la| < k.

En WP se define la siguiente norma

llf, = > ID“ull? p<eo

a<k

lltllk.co := max ||D“ul|o
lal<k

Para p = 2, es posible definir un produccto interno como

< U,V >p= Z f D u(x)Dv(x)dx
Q

lal<k

en este caso, se utiliza la notacién W*2(Q) := H*(Q)
Teorema 1 El espacio W*P(Q) es un espacio de Banach. Si p < oo, entonces es separable

Demostracion: Para u € W*P(Q), sea u, = D%. Entonces el mapeo u — (Ua)jaj<k €S UNa
isometria de W*?(Q) a un subespacio M del producto directo [ i<k LP(Q). M es cerrado,
pues si u, € W& y D, — v* en LP, entonces v* = D¢, pero esto es claro, pues la
convergencia en L” implica convergencia en el sentido de distribuciones, asi W*? también
es completo.

Es evidente que H*(Q) es un espacio de Hilbert.
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Teorema 2 (identidad de Parseval) Sea f(x) tal que exite su transformada de Fourier

1 ~
f f(x)ydx = — f f(k)*dk
2
Demostracion:

f(k), entonces
Sea f(x) tal que existe su transformada de Fourier y denotemos por f* al complejo
conjugado de f, entonces

f S dx = f JOf (x)dx

Luego, como f(x) = ;—ﬂ f f(k)e**dk, se tiene que

f f(x)*dx = # f f F(k)e™ dk f Fr(x)e *drdx

Reordenando la integracion, se sigue que

f f(x)*dx = L f f(k) f f*(r)i f e Ddxdrdk
2 2r

Como 6(k — 7) = 5~ f e"*~xdx, entonces

f f(x)*dx = %T f f(k) f F(0)6(k — t)drdk

1 (. .

= f Jk) f*(k)dk
T

_ L (e

_2ﬂff(k) dk

Teorema 3 La transformada de Fourier es un homeomorfismo de H*(R™) al espacio Li(R’"),
donde w(¢) = 1 + ¢

Sélo se presentard la demostracion para el caso cuando k=1=m, generalizar a los demas
casos es sencillo.

Demostracion:

Se tiene que

eI, = f ()2 + (2P

Usando la identidad de parseval, resulta que

1
el = o f (1+ pH)@(p)*dp
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Teorema 4 Sea s > 1/2, entonces existe un mapeo lineal T : H*(R™) — H*"V2(R"")
llamado traza, con la propiedad de que para cualquier funcion prueba ¢ se tiene que

T@) (X1, ey Xuet) = P(X15 ey X1, 0)

Demostracion:

Sea ¢ una funcién de prueba y sea g(x’) = ¢(x’,0). Sea ¢ la transformada de Fourier de
¢ respecto a la m-ésima variable.

P, En) = \/%7 f P, xy)e End,,

Sean ¢, g las transformadas de Fourier de ¢ y de g en R” y R”! respectivamente. Se
tiene que

1 -
) = ,’0 = ,a m m
g(x") = ¢(x',0) mL¢(X Em)dE

aplicando la transformada de Fourier se encuentra

8&) = P(E)dE,,

51
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luego

Ig(f’)lz(l + Iflz)s—” *d¢’

L f ¢(§)d§m

f (1+|§|)S_”2f|¢(§) (1 +1€) dé,,
R™ R

”g”s 122 = Cte

%

(1 + |gP)*12de

x [+ ag,ce
R
Si s > 1/2 se observa que
[avierrag, = [avierg)ra,
R R
- a+EP [
R

Sustituyendo se tiene que
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gl < Cte f 1B&)*(1 + |€2)°dé,,
Rm—l

por lo tanto |T(¢)lls-1/2 < Ctel|@|[s.

y en particular [|[¢(x", 0)||12 < Ctel|lg(x)||1.

El resultado nos afirma que la traza esté bien definida para &,, = 0; la demostracion para
&n € R es practicamente la misma.



Apéndice C
Desigualdad de Peetre

A continuacion se presenta una demostracion de la desigualdad de Peetre

Teorema S sean p,q € Ry sea s € Z entonces se cumple lo siguiente:

(1+|pl
1 +1q]

) <(1+p—-q)"”
Demostracion
Supodngase que |p| < |g|, supongase que s > 0 es obvio entonces que

1 +]p|
I+ 1ql

<1l+|p—ql

al elevar la desigualdad anterior a la s se obtiene el resultado.
Para el caso cuando s < 0 se observa que

(1+|p|)‘1 _ 1+

1+ gl 1 +|pl
:HIqI—IpI
1 +|pl
<1l+|p—ql

Al elevar la desigualdad anterior a la |s| se obtiene el resultado.
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