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2. Asintótica de las ondas atrapadas en el sistema 15
2.1. Encontrando el DNO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2. Resolviendo el problema de eigenvalores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3. Soluciones exactas de las ondas atrapadas en el sistema 27
3.1. Cambio de variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.2. Encontrando el DNO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2.1. Operador T̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2.2. Serie de Neumann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3. Resolviendo el problema de eigenvalores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

A. Función de Green 45

B. Espacios de Sobolev 49

C. Desigualdad de Peetre 53

Referencias 54





Resumen

Utilizando el operador de Dirichlet Neumann, se encuentran las soluciones
exactas para el sistema de una sierra subacuática de pequeña altura, se encuen-
tra que existe un eigenvalor discreto que depende del tamaño de la perturbación
en el fondo.

Palabras Clave— Mecánica de Fluidos, Teorı́a lineal de ondas de Agua,
Operadores de Dirichlet-Neumann, Condiciones de frontera libre, Modos atra-
pados.





Abstract 

 

 

Using the Dirichlet-Neumann Operator, we found exact solutions for the problem of a 

subacuatic perturbation of small amplitude, it is found that it exist a discrete eigenvalue that 

depends on the size of the perturbation at the bottom. 

 

 

Key words — Fluid Mechanics, Small amplitude wave theory, 

Dirichlet-Neumann Operators, Free boundary conditions, Trapped modes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 



Introducción



Los problemas con frontera libre surgen en una gran cantidad de aplicaciones en el do-
minio de las ciencias fı́sicas e ingenierı́as. Desde el electromagnetismo y la acústica hasta
la mecánica de fluidos y sólidos, modelados con valores en la frontera y con la frontera li-
bre son una fuente indispensable de información cuantitativa de fenómenos que realmente
acontecen en el mundo. Siendo herramientas importantes para cientı́ficos e ingenieros, el
análisis (tanto teórico como numérico) de estos problemas es claramente crucial en el en-
tendimiento de procesos fı́sicos básicos.

Encontrar soluciones a estos problemas ha sido uno de los principales motores para
impulsar el desarrollo de las ecuaciones diferenciales, y es gracias a esto que existen mu-
chos métodos para hacerlo. Cada método tiene su propia particularidad y funcionalidad en
la forma de ser aplicado, por ejemplo, analizando el problema de encontrar la solución al
problema de una cuerda con los extremos fijos

∂2y
∂x2 =

1
c2

∂2y
∂t2 (1)

Basta con suponer la solución como un múltiplo de dos funciones que solo dependen
de uno de los dos argumentos, sustituyendo y resolviendo las ecuaciones resultantes es
bastante sencillo obtener la forma explı́cita, y además exacta, de esta solución. Evidente-
mente para problemas mas complicados, análisis como los anteriores son insuficientes y no
ayudan en nada a abordar el problema.

Considérese el siguiente problema:



Ψy(x, y) = φ(x) y = 0

Ψyy(x, y) + Ψxx(x, y) − κ2Ψ(x, y) = 0 −h(x) < y < 0

∂Ψ

∂n
= 0 y = −h(x)

(2)

con κ ∈ R.

La solución al problema anterior satisface una ecuación diferencial sencilla en el inte-
rior del dominio del problema y, en este caso, el valor de la función en las dos fronteras
y la forma de la frontera son datos suficientes para dar con la solución; de estos valores
es posible obtener el valor de la solución en cualquier punto del dominio utilizando una
formula integral adecuada.

No obstante, el valor de las derivadas de la solución en la frontera puede ser interesante
y/o necesario para poder establecer correctamente el problema fı́sico. Es ası́ que surge
la complicación al producir las derivadas normales a la frontera ya que estas involucran,
fundamentalmente, la solución a la ecuación diferencial dentro del dominio del problema.
En esta tesis se abordará, de hecho, este tipo de problemas:



2 Introducción



Ψy(x, y) = λΨ(x, y) y = 0

Ψyy(x, y) + Ψxx(x, y) − κ2Ψ(x, y) = 0 −h(x) < y < 0

∂Ψ

∂n
= 0 y = −h(x)

(3)

que representa el problema de ondas de agua encima de un fondo perturbado.
Es debido a estas complicaciones que se presenta la aplicación de un operador espe-

cial que trabaja especı́ficamente con las condiciones de frontera. Esta clase de operadores
reciben la clasificación de operadores en la frontera, en este caso será el Operador de
Dirichlet-Neumann (DNO), también conocido como el operador de Steklov-Poincaré, que
recibe este nombre debido a que produce una primera derivada normal (Datos de un prob-
lema con condiciones de Neumann) a partir de valores medidos en la frontera (condiciones
de Dirichlet).

Grosso modo la forma de encontrar la solución es primero encontrar la solución del
problema auxiliar (2) considerando la misma frontera que en (3) que tendrá la forma L̂φ
donde L es un operador integral, posteriormente se sustituye en la condición frontera de (3)
y ası́ se obtiene el operador de Dirichlet-Neumann R̂:

R̂[φ(x)] = L̂
∣∣∣
y=0

φ(x) (4)

Es ası́ que la solución se obtiene al encontrar las eigenfunciones y los eigenvalores de
dicho operador. No obstante abordar un problema de funciones propias cuando se trabaja
con este tipo de operadores requiere de técnicas especiales; se propone primero analizar el
siguiente problema.

Considérese la ecuación de Schrödinger estacionaria en una dimensión:

Ĥ[ψ(x)] = Eψ(x) (5)

donde Ĥ = − ∂2

∂x2 + U(x) y U(x) representa la función de potencial.
Se sabe que las soluciones de esta ecuación no se expresan siquiera en términos de

funciones especiales salvo casos excepcionales; por ejemplo, para el oscilador armónico
(U(x) = kx2), las soluciones se obtienen en términos de los polinomios de Hermite.

Debido a la frecuencia con la que la ecuación (5) aparece en aplicaciones con U(x) arbi-
trarias, surge el problema de construir soluciones aproximadas para potenciales generales.
Por fortuna, solo es necesario focalizar la atención en el caso en que el potencial depende
de un parámetro pequeño ε de la siguiente manera: U(x) = εV(x). Donde ε → 0, x ∈ R,
y suponiendo que V(x) es una función que está en el espacio de Schwartz S (R) que tiene
soporte compacto.

−ψ′′ + εV(x)ψ = Eψ (6)
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La ecuación (6) no perturbada (ε = 0) tiene por soluciones ondas planas:

ψ = e±iκx, κ ∈ R (7)

para E = κ2, es decir, el espectro continuo es el rayo positivo E > 0.
En la situación mas sencilla, cuando V(x) describe un pozo rectangular,

V(x) =


−1, |x| ≤ 1

0, |x| > 1

aparece un punto del espectro discreto a la izquierda del extremo izquierdo del espectro
continuo, es decir, para toda ε > 0 suficientemente pequeña, la perturbación da a luz a un
eigenvalor.

Es de esperar que para V(x) general, el comportamiento del problema será parecido al
anterior (como lo demostraron Landau y Lifshitz [2]). ası́ se intentará construir un ansatz
para la solución.

Se supone que el nivel de energı́a es negativo y pequeño, E = −β2, β > 0, β→ 0 cuando
ε → 0. Fuera del soporte de V , la solución de (6) tiene la forma

ψ = Ctee−β|x| (8)

es decir, ψ se aproxima a una constante cuando ε → 0. Por lo tanto, su transformada de
Fourier,

ψ̃(p) ≡ Fx→pψ(x) =

∫
e−ipxψ(x)dx (9)

se aproxima a una función tipo δ. Aplicando la transformada de Fourier a (6) resulta

(p2 + β2)ψ̃ = −
ε

2π

∫
Ṽ(p − q)ψ̃(q)dq (10)

como ψ̃(p) ≈ Cteδ(p), la parte derecha en (10) es aproximadamente igual a CteṼ(p) y por
consiguiente para ψ se tiene

ψ̃ ≈ Cte
Ṽ(p)

p2 + β2 (11)

La estructura de (11) es el cociente de una función buena Ṽ(p) y la expresión p2 + β2.
Por lo tanto, es lógico buscar la solución en la forma

ψ̃ =
A(p, ε)
p2 + β2 (12)

donde
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β(ε) = εβ0 + ε2β1 + . . . , A(p, ε) = A0(p) + εA1(p) + . . .

Sustituyendo (12) en (10) produce

A(p, ε) = −
ε

2π

∫
Ṽ(p − q)A(q, ε)

q2 + β2 dq (13)

La integral en el lado derecho de (13) depende de β en una manera singular cuando
β → 0; sin embargo, se puede obtener el desarrollo de esta integral en potencias de β. El
término principal se obtiene poniendo q = 0 en el numerador,

∫
Ṽ(p − q)A(q, ε)

q2 + β2 dq = Ṽ(p)A(0, ε)
∫

dq
q2 + β2 + O(1)

=
π

β
Ṽ(p)A(0, ε) + O(1)

(14)

Multiplicando (13) por β y sustituyendo p = 0 se tiene, después de dividir entre A(0, ε),
que

β ' −
ε

2
Ṽ(0) = −

ε

2

∫
V(x)dx (15)

es decir, β es proporcional al área encima de la gráfica de V(x). Ası́ se ha encontrado de
manera aproximada el valor de los eigenvalores y la manera de encontrar la forma explicita
de A(p, ε) se muestra claramente en [1].

Este procedimiento para encontrar las eigenfunciones al operador Ĥ sirve de una guı́a
para el operador DNO del problema, y mas aún, si se supone que la forma de la frontera
del fondo está dado por

h(x) = h0 + εV(x)

se obtiene, en concordancia, que el eigenvalor discreto generado a partir de la pertur-
bación también dependerá del tamaño de esta.
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En este texto a la transformada de Fourier de una función f (x) se le denota como

f̃ (p) = F [ f (x)] :=
∫ ∞

−∞

f (x)e−ipxdx

y a la transformada inversa como

F −1[ f̃ (p)] :=
1

2π

∫ ∞

−∞

f̃ (p)eipxdp

Se define la convolución de dos funciones f1(x) y f2(x) como

f1(x) ∗ f2(x) :=
∫ ∞

−∞

f1(x − y) f2(y)dy

entonces

F [ f1(x) × f2(x)] =
1

2π
( f̃1(p) ∗ f̃2(p))

=
1

2π

∫ ∞

−∞

f̃1(p − q) f̃2(q)dq

Finalmente, si f (x) es de soporte compacto, entonces

F [ f ′(x)] = ip f̃ (p)





Capı́tulo 1

Formulación del problema





Resumen

A continuación se hablará acerca de clasificación bajo la cual se contemplarán las ondas
de agua, es decir, la teorı́a que se utiliza para delimitar qué tipo de ondas se analizará en
esta tesis. Seguido de esto se presenta un breve resumen de cómo es que se obtienen las
ecuaciones que las modelan y finalmente se presenta el modelado con el cuál se trabajó.
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1.1. Teorı́a de Ondas de Amplitud pequeña
Existen varias clasificaciones de ondas de agua, ası́ como acercamientos al estudio

de estas. Desde el punto de vista fı́sico hay una gran variedad según el fenómeno que
las produce: movimientos hidráulicos, tsunamis, tormentas, etc. Desde el punto de vista
matemático se pueden clasificar según las soluciones a sus ecuaciones, pues no existe una
solución general; de hecho, el tipo de ecuaciones que se presentan basta para abarcar la
mayorı́a de los elementos que nos ofrece la fı́sica matemática.

Debe tenerse en cuenta que cualquier intento de clasificación de las ondas de agua
tiene algo de engañoso, la naturaleza de éstas es tan variada que seguro se encontrará un
espécimen que quede fuera de alguna categorı́a. Cualquier definición corresponde a una
situación idealizada que casi nunca sucede rigurosamente, pero aproximadamente sı́, y la
manera de sortear este obstáculo es delimitando la validez de la teorı́a.

En este escrito se usará la teorı́a de ondas de amplitud pequeña. Se suponen movimien-
tos de velocidades muy pequeñas, los términos no lineales no juegan un papel importante ya
que tienden a anularse debido a esta restricción de la velocidad. Las ecuaciones resultantes
y sus soluciones son exactas.

1.2. Ecuaciones Fundamentales
El movimiento del agua estará definido respecto a un sistema de coordenadas carte-

sianas x, y, z; donde se tomará a y como la coordenada vertical, es decir, la profundidad. Se
asumirá que la superficie es libre, ası́ que la única cota que existe la delimita el fondo. Sea
h(x, z) la función que describe la superficie del fondo, se tiene que:

−∞ < x < ∞
−h(xy) ≤ y < ∞
−∞ < z < ∞

Sea ~v la velocidad del fluido. Debido a que las velocidades son muy pequeñas, los
efectos producidos por viscosidades y rotaciones son despreciables, además se considerará
al fluido incompresible. Dado que el fluido es irrotacional, se tiene que ∇ × ~v = 0; donde
∇ = (∂x, ∂y, ∂z). Es posible asegurar la existencia de un potencial de velocidades φ, tal que
∇(φ) = ~v. El problema consiste en encontrar esta función φ.

1.2.1. Ecuación de continuidad

La ecuación de continuidad establece que la cantidad total de agua no cambia debido
al movimiento; se expresa como ∇ · (~v) = 0; en términos de φ, adquiere la forma de la
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ecuación de Laplace: ∇2φ. Esto es, en coordenadas cartesianas:

∂2φ

∂x2 +
∂2φ

∂y2 +
∂2φ

∂z2 = 0

1.2.2. Ecuación de Momentum
Sea ρ la densidad del agua; se tiene que un elemento de volumen unitario tiene una

masa de m = ρ × vol = ρ. La fuerza que experimenta este elemento es

~F = m
d~v
dt

= ρ
d~v
dt

Por otra parte, las fuerzas externas que actúan sobre el agua son las producidas por la
presión P y la gravedad g, consideradas ambas constantes. Por lo tanto

F = −∇(P + mgy) = −∇(P + ρgy)

Se debe cumplir que las fuerzas externas sean iguales que las fuerzas internas, ası́ que
se obtienen las ecuaciones de momentum

ρ
d~v
dt

= −∇(P∗) donde P∗ = (P + ρgy)

Sean u, v, w las componentes de ~v en x, y, z respectivamente, entonces

ρ
du
dt

= −
∂P∗

∂x
; ρ

dv
dt

= −
∂P∗

∂y
; ρ

dw
dt

= −
∂P∗

∂z

1.2.3. Condición de Cauchy-Poisson en la superficie libre
Tomando la ecuación de momentum en la coordenada x y desarrollando du

dt se tiene que

ρ(
∂u
∂t

+
∂u
∂x
∂x
∂t

+
∂u
∂y
∂y
∂t

+
∂u
∂z
∂z
∂t

) = −
∂P∗

∂x

⇒ ρ(
∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ w
∂u
∂z

) = −
∂P∗

∂x

Sustituyendo u = −
∂φ

∂x , v = −
∂φ

∂y , w = −
∂φ

∂z se tiene que

∂

∂x

[
ρ
∂φ

∂t
+
ρ

2
(
∂φ

∂x

2

+
∂φ

∂y

2

+
∂φ

∂z

2

) − P∗
]

= 0

Lo mismo aplica para y y z, por lo tanto surge la ecuación de Bernoulli para fluidos sin
rotación:
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∂φ

∂t
+

1
2

[
∂φ

∂x

2

+
∂φ

∂y

2

+
∂φ

∂z

2]
−

P
ρ
− gy = f (t)

Al considerar velocidades pequeñas, el término cuadrático es despreciable. Se obtiene
la ecuación

−
∂φ

∂t
+

P
ρ

+ gy = f (t)

A la superficie en contacto con el aire se le denomina superficie libre; a esta superficie
se le asociará la ecuación

y = η(x, z, t)

luego, la Ecuación de Bernoulli en la superficie libre tiene la forma

−
∂φ

∂t
+ gη

∣∣∣∣∣
y=η

= 0; ⇒ η =
1
g
∂φ

∂t

∣∣∣∣∣
y=η

esto es asumiendo que la función f (t) y cualquier constante aditiva pueden incluirse al valor
de ∂φ

∂t .
El error al suponer que en y = 0 esta relación se mantiene es también del orden de

1
2 [∂φ

∂x

2
+

∂φ

∂y

2
+

∂φ

∂z

2
]. Consecuentemente puede establecerse

η =
1
g
∂φ

∂t

∣∣∣∣∣
y=0

Además la componente normal a la superficie libre de la velocidad es igual a la veloci-
dad normal de la superficie. Esto da con buena aproximación

∂η

∂t
= −

∂φ

∂y

∣∣∣∣∣
y=0

por lo tanto

∂φ

∂y
+

1
g
∂2φ

∂t2

∣∣∣∣∣
y=0

= 0

Que se conoce como la condición de Cauchy-Poisson en la superficie libre.

1.2.4. Condición de impermeabilidad del Fondo

Una de las condiciones que se le impondrán al problema es que el fondo no sea poroso,
ası́ que la componente normal al fondo de la velocidad del agua tiene que anularse. Es decir
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∂φ

∂η
= ∇φ · ∇h(x, z) = 0; y = −h(x, z)

la ecuación anterior adquiere, usando la notación ∂ f
∂α

= fα, la siguiente forma

φy + φxhx + φzhz = 0; y = −h(x, z)

El problema matemático es entonces


φtt + gφy = 0 y = 0

φxx + φyy + φzz = 0 −h < y < 0

φy + φxhx + φzhz = 0 y = −h

(1.1)

1.3. Sierra subacuática de pequeña altura

A continuación se supondrá que el fondo es homogéneo respecto al eje z; es decir
h(x, z) = h(x). La forma del fondo estará descrita como

h(x) = h0 + εV(x)

donde ε es un parámetro pequeño y V es una función de soporte compacto, suave; es
decir V(x) ∈ S (R), donde S (R) es el espacio de Schwartz de funciones. Se tendrá que
|
∫
R

V(x)dx| > 0. El caso cuando
∫
R

V(x)dx = 0 escapa los objetivos de esta tesis.

Debe existir una dependencia armónica en el tiempo y en la coordenada z, la solución
en consecuencia tiene forma φ = exp[i(ωt − κz)]Ψ(x, y), con κ ∈ R. Sustituyendo en (1.1),
se obtiene para Ψ


Ψy = λΨ y = 0

Ψxx + Ψyy − κ
2 = 0 −h < y < 0

Ψy + h′Ψx = 0 y = −h

(1.2)

donde λ =
ω2

g
.

Es importante notar que la condición de frontera de la superficie libre ya tiene una
forma bastante similar a la ecuación de Schrödinger estacionaria.
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Figura 1.1: Representación grafica del problema



Capı́tulo 2

Asintótica de las ondas atrapadas en el
sistema





Resumen

Se presenta el estudio de la asintótica al problema, Se pone especial énfasis en el método
para encontrar el operador de Dirichlet-Neumann y sus correspondientes eigenvalores y
eigenfunciones, finalmente se vislumbra la existencia de un modo atrapado de oscilación y
se encuentra que posee una dependencia de la perturbación en el fondo.
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El estudio de las asintóticas a un problema permite entender de manera cualitativa el
comportamiento, tanto desde un punto de vista matemático como fı́sico. De hecho, para
aplicaciones, conocer el valor exacto de una solución es a veces tan innecesario como
impráctico. Es a causa de esto que, proponiendo una forma de la solución en la cual hay
términos dominantes, se puede observar y obtener la información relevante para el estudio
del modelo que se está utilizando.

Del problema (1.2) explı́citamente se obtiene
ψy = λψ y = 0

∆ψ − κ2ψ = 0 −h < y < 0

ψy + εV ′(x)ψx = 0 y = −h

(2.1)

con λ = ω2

g ; ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 .
Se denomina asintótica a la función que representa los términos principales del desar-

rollo de λ y ψ en su serie de Taylor con respecto al parámetro ε.
El estudio de las asintóticas a este tipo de problemas ya se ha realizado anteriormente

y en esta tésis se encontrarán utilizando fuertemente como guı́a el proceso utilizado en [1].
De esta forma se buscará primero la forma del operador de Dirichlet-Neumann asociado, y
posteriormente se encuentran tanto sus eigenfunciones y sus eigenvalores, poniendo mayor
interés en el eigenvalor propio generado a partir de la perturbación en el fondo.

Considérese el siguiente problema auxiliar:
ψy = ϕ y = 0

∆ψ − κ2ψ = 0 −h < y < 0

ψy + εV ′(x)ψx = 0 y = −h

(2.2)

donde ϕ es una función tal que existen todas sus derivadas y es acotada.
Bajo esta condición se tendrá que la solución aproximada a (2.2) es de la forma

ψ(x, y) = R̂ap[ϕ(x)](x, y) (2.3)

Donde R̂ap es un operador integral lineal asociado.
Sustituyendo (2.3) en (2.1) y comparando la condición de frontera superior con la del

problema (2.2) resulta en el operador de Dirichlet-Neumann

R̂ap[ϕ(x)]
∣∣∣
y=0

=
1
λ
ϕ(x) (2.4)

Esta restricción anterior define el problema de eigenvalores especı́fico.
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2.1. Encontrando el DNO

Se busca la solución aproximada de (2.2) en la forma de una serie de Taylor en epsilon.

ψ(x, y) = ψ0(x, y) + εψ1(x, y) + O(ε2) (2.5)

La razón de asumir la solución de esta forma es debido a que se espera una dependencia
fuerte de la solución con el tamaño de la perturbación en el fondo, que depende de ε. De
hecho el primer termino de la serie, al no depender de ε debe coincidir con la solución en
el caso en el cual el fondo es plano, es decir, ondas planas.

Sustituyendo (2.5) en (2.2); desarrollando la condición de fondo en una serie de taylor
respecto a εV y considerando solamente términos del orden ε, se obtiene para ψ0 y ψ1:

ψ0y = ϕ(x) y = 0

ψ0yy + ψ0xx − κ
2ψ0 = 0 −h0 < y < 0

ψ0y = 0 y = −h0

(2.6)


ψ1y = 0 y = 0

ψ1yy + ψ1xx − κ
2ψ0 = 0 −h0 < y < 0

ψ1y − V(x)ψ0yy + V ′(x)ψ0x = 0 y = −h0

(2.7)

Aplicando la transformada de Fourier a (2.6) con respecto a la variable x, se obtiene
ψ̃0y = ϕ̃(p) y = 0

ψ̃0yy − τ
2(p)ψ̃0 = 0 −h < y < 0

ψ̃0y = 0 y = −h

(2.8)

con τ2(p) = κ2 + p2.

Al solucionar (2.8) se obtiene

ψ̃0(p, y) =
cosh τ(p)(y + h0)
τ(p) sinh τ(p)h0

ϕ̃(p) (2.9)
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Aplicando la transformada de Fourier a (2.7) resulta
ψ̃1y = 0 y = 0

ψ̃1yy − τ
2(p)ψ̃1 = 0 −h0 < y < 0

ψ̃1y = θ̃1(P) Y = −h0

(2.10)

donde

θ̃1 =
1

2π

∫
κ2 + pq

τ(q) sinh τ(q)h0
V(p − q)ϕ̃(q)dq

La solución de (2.10) nos da

ψ̃1(p, y) = −
cosh τ(p)y

τ(p) sinh τ(p)h0
θ̃1 (2.11)

Se ha encontrado, de esta manera, el operador R̂ap de la ecuación (2.3)

R̂ap[ϕ(x)] = F −1
[
cosh τ(p)(y + h0)
τ(p) sinh τ(p)h0

ϕ̃

−
ε

2π
cosh τ(p)y

τ(p) sinh τ(p)h0

∫
κ2 + pq

τ(q) sinh τ(q)h0
Ṽ(p − q)ϕ̃(q)dq

]
(2.12)

2.2. Resolviendo el problema de eigenvalores

Sustituyendo (2.12) en (2.4), tomando la transformada de Fourier de la ecuación resul-
tante y agrupando términos proporcionales a ε, se tiene que

L(p)ϕ̃(p) = εM̂[ϕ̃(q)] (2.13)

donde
M̂[ϕ̃(q)](p) =

1
2π

∫
M(p, q)ϕ̃(q)dq

M(p, q) =
(κ2 + pq)Ṽ(p − q)
τ(q) sinh τ(q)h0

τ(p) sinh τ(p)h0

L(p) =
1

τ(p) tanh τ(p)h0
−

1
λ

Cuando la perturbación se anula (ε = 0), la superficie del fondo es plana y las ondas de
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agua deben ser ondas planas. al no tener perturbación en el fondo se tiene que

L(p)ϕ̃(p) = 0 (2.14)

(2.14) tiene soluciones de la forma ϕ̃(p) = δ(p − l) con λ para l ∈ R. Estas soluciones
son transformadas de Fourier de ondas planas φ = exp(ilx) , como era de esperarse, y por
lo tanto el espectro continuo coincide con el rayo λ ≥ κ tanh(κh0).

La perturbación dará origen a un eigenvalor a la derecha del espectro continuo por lo
tanto se busca λ en la forma

λ = κ tanh(κh0) − β2

con β2 > 0 lo suficientemente pequeño. Desarrollando L(p) en su serie de Taylor con
respecto a p, se sigue que

L(p) = a2 p2 + b2β2 + O(p4) + O(β4) (2.15)

donde
a2 = −

1
2κ2 (

h0

sinh2 κh0
+

1
κ tanh κh0

)

b2 = −
1

κ2 tanh κh0

tomando l2 = (a/b)2 resulta el siguiente lema:

Lema 2.2.1 cuando β→ 0 la función L(p) tiene dos ceros: p± = ±i×m(b) ; con m(β) > 0,
β > 0 tales que p± → 0 cuando β→ 0 . m es de la forma

m(β) =
β

l
+ O(β2)

Demostracion: Considérese La función

f (z) =
1

√
κ2 + z2 tanh

√
κ2 + z2

−
1

κ tanh κh0

cuando z→ 0 se tiene por (2.15) que

z2 = (
β2

l2 ) + O(β4)

recordando que z = P se encuentra el resultado.

Definición 2.2.1 sea Ω = {z ∈ C; | Im(z)| < a} con a suficientemente pequeña. Se define
Ha como el espacio de funciones acotadas y analı́ticas en la banda Ω, usando la norma
del supremo.
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Se busca la solución de (2.13) en la forma

ϕ̃(p) =
A(p)
L(p)

(2.16)

donde A(p) ∈ Ha. Sustituyendo (2.16) en (2.13)

A(p) = ε

∫
R

M(p, q)
L(q)

A(q)dq (2.17)

La función L(p) posee dos ceros simples en p = p±. Gracias a que sinh τ(p)h0 no tiene
ceros en una vecindad del eje real, es analı́tica en dicha vecindad, es as que M también lo
es ahı́. Por otra parte τ(p) se anula solo cuando p = i

√
κ as que se debe tomar a a de la

definición 2.2.1 como a <
√
|κ|.

Es de esta manera que las posibles singularidades que tiene M quedan fuera de Ω y por
lo tanto es analı́tica en este dominio.

Para calcular (2.17) cambiamos el contorno de integración a uno en el plano complejo,
de manera que las singularidades estén circunscritas por este. El contorno es:

Γ = {z ∈ C, Im(z) = 0 ∧ |z| >
a
2
} ∪ {z ∈ C; Im(z) > 0 ∧ |z| =

a
2
}

Notamos que resolver la integral de (2.17) es lo mismo que resolver la integral misma sobre
el contorno Γ sumado al valor de la integral en la semicircunferencia

γ = {z ∈ C; Im(z) > 0 ∧ |z| =
a
2
} ∪ {z ∈ C; Im(z) = 0 ∧ |z| ≤

a
2

orientado en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

Figura 2.1: Representación gráfica del contorno Γ

Figura 2.2: Representación gráfica del contorno γ
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Se tiene entonces la siguiente ecuación

A(p) = ε

∫
R

M(p, q)
L(q)

A(q)dq

= ε

(∫
Γ

M(z, ζ)
L(ζ)

A(ζ)dζ

+

∫
γ

M(z, ζ)
L(ζ)

A(ζ)dζ
)

(2.18)

Aplicando el teorema del residuo de Cauchy se calcula la integral del lado derecho de la
ecuación (2.18) y se obtiene

A(z) = ε

∫
Γ

M(z, ζ)
L(ζ)

A(ζ)dζ +
ε

m(β)
f (z) (2.19)

Donde

f (z) = A(p+)
(κ2 + zp+)Ṽ(z − p+)
τ(z) sinh τ(z)h0

×
τ2(p+) sinh τ(p+)h0

τ(p+)h0 + sinh τ(p+)h0 cosh τ(p+)h0

Sea Ṽ(ζ) la continuación analiı́tica de Ṽ(p) al plano complejo. Como las funciones propias
se pueden normalizar, podemos asumir A(p+) = 1.

Definición 2.2.2 definamos el operador T̂β : Ha −→ Ha como

[T̂βϕ(ζ)](z) =

∫
Γ

M(z, ζ)
L(ζ)

ϕ(z)dζ

Hay que verificar que está bien definido el operador T̂β, es decir, falta demostrar que
efectivamente ϕ ∈ Ha ⇒ T̂β(ϕ) ∈ Ha:

el operador está acotado, i.e. |T̂β(ϕ)(z)| ≤ cte|ϕ(z)|

Demostración:

Primero, se debe observar que

L(p) =
1√

κ2 + p2
−

1
λ
≥

1
p tanh p

−
1
λ

A causa de que lı́mp→∞ tanh p = 1, se tiene que 1
L(p) < Cte|p|
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Segundo, se tiene que para p y q grandes

κ2 + |pq| ≤ |q|(1 + |p|)
τ(q) ≤ Cte × |q|

sinh τ(q)h0 ≤ Cte × e|q|h0

se sigue que ∣∣∣∣∣M(p, q)
L(q)

∣∣∣∣∣ =
κ2 + |pq|Ṽ(p − q)|

|τ(q) sinh τ(q)h0τ(p) sinh τ(p)h0|

≤ Cte ×
|q|(1 + |p|)|Ṽ(p − q)||q|
|q|e|q|h0 |p|e|p|h0

≤ Cte × |Ṽ(p − q)|

entonces ∣∣∣∣[T̂β(ϕ)
]

(z)
∣∣∣∣ =

∫
Γ

∣∣∣∣∣M(p, q)
L(q

ϕ(q)
∣∣∣∣∣ dq

≤ Cte
∫

Γ

|Ṽ(p − q)||ϕ(q)|dq

≤ Cte|ϕ(z)|
∫

Γ

|Ṽ(p − q)|dq

como Ṽ(p) ∈ S (R), entonces la integral de la desigualdad anterior está acotada, por
lo tanto ∣∣∣∣[T̂β(ϕ)

]
(z)

∣∣∣∣ ≤ Cte|ϕ(z)|

Si la función ϕ(z) es analı́tica en Ω, entonces [T̂β(ϕ)](z).

Demostración

Es claro que M es analı́tica en Ω, pues se ha escogido este dominio precisamente
para que esto suceda. Por otro lado, 1

L es analı́tica en Γ, pues dicho contorno rodea a
sus singularidades, ası́ la integral es analı́tica y por lo tanto [T̂β(ϕ(ζ))](z) también lo
es.

Reescribiendo la ecuación (2.19) en términos del operador T̂β resulta:[
1 − εT̂β

]
[A(ζ)](z) =

ε

m(β)
f (z) (2.20)

donde 1 es el operador identidad.
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Se sigue que A(z) está dado por

A(z) =
ε

m(β)
[1 − εT̂β]−1 f (z) (2.21)

siendo T̂β acotado, podemos utilizar la serie de Neumann para escribir (2.21) como

A(z) =
ε

m(β)

∞∑
n=0

εn[T̂ n
β f (ζ)](z) (2.22)

Como A(p+) = 1, evaluando (2.22) en z = p+, multiplicando por m(β) se obtiene la
ecuación secular para β

m(β) = ε

∞∑
n=0

εnT̂β ( f (ζ)) (p+) (2.23)

tomando términos del orden de ε tenemos que

m(β) = ε f (p+) + O(ε2) (2.24)

Se construye a continuación la función

F(β, ε) =
β

l
+ ε f (p+(β)) (2.25)

Econtrar β como función de ε es equivalente a resolver F(β, ε) = 0. Usando la expansión
en serie de Taylor alrededor de (0, 0) se consigue que si F(β, ε) = 0, entonces

β = −
F(0, 0)
Fβ(0, 0)

−
Fε(0, 0)
Fβ(0, 0)

ε + O
(
|(β, ε)|2

)
(2.26)

se tiene que

F(0, 0) = 0; Fβ(0, 0) =
1
l
; Fε(0, 0) =

κ3Ṽ(0)
κh0 + sinh κh0 cosh κh0

por lo tanto, tenemos que

β = −
εκ3Ṽ(0)l

cosh κh0 sinh κh0 + κh0
+ O(ε2) (2.27)

Se ha obtenido, de esta manera, para ordenes de ε cómo depende el eigenvalor del modo
atrapado del valor del área de la perturbación.

Usando (2.12), (2.16) y (2.22) se obtiene las soluciones aproximadas al problema (2.3).





Capı́tulo 3

Soluciones exactas de las ondas
atrapadas en el sistema





Resumen

Para construir las soluciones exactas intercambia el dominio del problema a una franja
a través de una transformación que nos asegura la existencia de la transformada de Fourier
respecto a uno de sus nuevos argumentos, una vez hecho esto se construye el nuevo DNO
sin la necesidad de suponerlo de alguna manera en especı́fico. Se demuestra que coincide
con el operador construido en el capı́tulo anterior y, de esta manera, que el modo atrapado
de oscilación depende del área de la perturbación en el fondo.
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En el capı́tulo anterior se encontró una buena aproximación a las soluciones del proble-
ma (1.2). Esto fue posible gracias a que las ecuaciones dependen fuertemente del parametro
ε y del área de la perturbación en el fondo. Ya se han encontrado soluciones exactas a este
problema en [1], estas soluciones son independientes al tamaño de la perturbación; es de-
bido a esta generalidad que el tratamiento matemático es muy laborioso. Por el contrario,
al considerar el tamaño de esta, el proceso de encontrarla se puede hacer mas facilmente.

3.1. Cambio de variables

Al analizar el dominio en el cual se busca las soluciones del problema, vemos que
es imposible aplicar la transformada de Fourier respecto a x debido a que no se tiene bien
definida la función en ciertas regiones, para sortear este problema buscamos pasar la depen-
dencia de la perturbación que tiene la frontera en el fondo a las ecuaciones. Al hacer esto
obtendremos un problema equivalente en una franja, y en este dominio es posible aplicar
la transformada de Fourier. Más aún, las ecuaciones mantienen, en general, su forma.

Es para este fin que se utilizará el cambio de variables

x = x

η =
1

h(x)
y (3.1)

Observación: El determinante del jacobiano de esta transformación es
1

h(x)
que no posee

ninguna singularidad y además es suave (existen todas las derivadas de V(x)), ası́ que
no habrá problemas al trasladar las ecuaciones a las nuevas coordenadas.

Definición 3.1.1 DefinaseU(x, η) tal queU(x(x, y), η(x, y)) = ψ(x, y)

Haciendo las sustituciones necesarias en el problema 1.2 , se obtiene el siguiente prob-
lema de Neumann 

Uη

(
1

h(x)

)
= λU η = 0

1
h2

0

Uηη +Uxx − κ
2U = εF(x, η,U) −1 < η < 0

Uη = εG(x,U) η = −1

(3.2)

donde
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F(x, η,U) := f1(x, η)(Uxx − κ
2U) + f2(x, η)Uxη + f3(x, η)Uη

f1(x, η) :=

−
2V(x)

h0
+ ε

(
V(x)′2η2 −

V(x)2

h2
0

)
1 + ε2V(x)′2η2

f2(x, η) := 2η


V(x)′ + ε

V(x)V(x)′

h0

h0(1 + ε2V(x)′2η2)


f3(x, η) :=

h0V(x)′′ + ε(V(x)V(x)′′ − 2V(x)′2)
h2

0(1 + ε2V(x)′2η2)

G(x,U) := g1(x)U(x,−1)

g1(x) := −
h0V(x)′ + εV(x)V(x)′

1 − εV(x)′2η

3.2. Encontrando el DNO

Considerese el problema auxiliar

Uη

(
1

h(x)

)
= ψ(x) η = 0

1
h2

0

Uηη +Uxx − κ
2U = εF(x, η) −1 < η < 0

Uη = εG(x) η = −1

(3.3)

De la misma manera que en el capı́tulo 2, resolver este problema dará una solución de
la forma

U(x, η) = R̂[ψ(x)] (3.4)

donde R̂ es un operador lineal integral. sustituyendo (3.4) en (3.2) resultará en la ecuación
de eigenvalores para el operador de Dirichlet-Neumann R̂

∣∣∣
η=0

R̂[ψ(x)]
∣∣∣
η=0

=
1
λ
ψ(x) (3.5)
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Aplicando la transformada de Fourier a (3.3) se obtiene



Ũη = h0ψ̃(p) + ε(Ṽ(p) ∗ ψ̃(p)) η = 0

1
h2

0

Ũηη − τ(p)2Ũ = εF̃ −1 < η < 0

Ũη = εG̃ η = −1

(3.6)

donde τ(p)2 := κ2 + p2

Para resolver el problema (3.6), este se fracciona en dos problemas más sencillos:



Ũη = h0ψ̃(p) + ε(Ṽ(p) ∗ ψ̃(p)) η = 0

1
h2

0

Ũηη − τ(p)2Ũ = 0 −1 < η < 0

Ũη = εG̃(p) η = −1

(3.7)

su solución es

Ũ(p, η) = −ε
cosh τ(p)h0η

τ(p)h0 sinh τ(p)h0
G̃(p)

+
cosh τ(p)h0(1 + η)
τh0 sinh τ(p)h0

(
h0ψ̃(p) + ε(Ṽ(p) ∗ ψ̃(p))

)
(3.8)

El segundo problema es



Ũη = 0 η = 0

1
h2

0

Ũηη − τ(p)2Ũ = εF̃ −1 < η < 0

Ũη = 0 η = −1

(3.9)

que tiene por solución

Ũ(p, η) = ε

∫ 0

−1
G(p, ξ, η)F̃(p, ξ)dξ (3.10)

donde G(p, ξ, η) es la función de Green asociada al problema (3.9), está calculada en el
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apéndice A y tiene la siguiente forma:

G(p, ξ, η) = −


h0 cosh τ(p)h0(1 + ξ) cosh τ(p)h0η

τ(p) sinh τ(p)h0
ξ < η < 0

h0 cosh τ(p)h0(1 + ξ) cosh τ(p)h0η

τ(p) sinh τ(p)h0
−1 < η < ξ

(3.11)

La solución a (3.6) es evidentemente la suma de (3.8) y (3.10):

Ũ(p, η) = ε

[
−

cosh τ(p)h0η

τh0 sinh τ(p)h0
G̃(p) +

∫ 0

−1
G(p, ξ, η)F̃(p, ξ)dξ

]
+

cosh τ(p)h0(1 + η)
τh0 sinh τ(p)h0

(
h0ψ̃(p) + εṼ(p) ∗ ψ̃(p)

)
(3.12)

Las transformadas de Fourier de las funciones F y G tienen la siguiente forma

F̃(p, η) = f̃1(p, η) ∗
(
τ(p)2Ũ(p, η)

)
+ f̃2(p, η) ∗

(
ipŨη(p, η)

)
+ f̃3(pη) ∗ Ũη(p, η)

G̃(p) = g̃1(p) ∗
(
ipŨ(p,−1)

)
Observación : Es importante notar que tanto F̃ como G̃ son reales, esto es gracias a que las

transformadas de Fourier de V2, V ′2, y V ′′ son reales. Además F̃ y G̃ se aproximan
de la siguiente manera

F̃(p, η) =
1

2π

{
−

2
h0

∫
Ṽ(p − q)τ(q)2Ũ(q, η)dq

−
1
h0

∫ (
p2 − q2

)
Ṽ(p − q)ηŨeta(q, η)dq + O(ε)

}
(3.13)

G̃(p) =
1

2π

{
h0

∫
(p − q)qṼ(p − q)Ũ(q,−1)dq

}
+ O(ε) (3.14)

Para poder encontrar la solución a la ecuacin (3.12), es necesario que sta se escriba de
otra manera. Se muestra a continuacin el proceso.

Definición 3.2.1 Sea H1(Ω) el espacio de funciones sobre la franja

Ω = {(p, η); p ∈ R,−1 ≤ η ≤ 0}
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Con la norma
||ϕ(p, η)||2 =

" ((
1 + p2

)
ϕ(p, η)2 + ϕη(p, η)2

)
dpdη

Observación : La norma anterior es la misma que en el espacio de Sobolev restringido a
la franja Ω, esto es gracias a la identidad de Parseval que se encuentra en el apéndice
B:

||ϕ(x, η)||2H1 =
! (

ϕ(x, η)2 + ϕx(x, η)2 + ϕη(x, η)2
)

dPdη

=
1

2π

! ((
1 + p2

)
ϕ̃(p, η)2 + ϕ̃η(p, η)2

)
Pdη

A partir de este momento, cuando se hable de la norma de una función, estará implı́cito
que se habla de la norma en Ĥ1, es decir

||ϕ(x, η)||2 := ||ϕ(x, η)||2H1

3.2.1. Operador T̂

La forma de la ecuación (3.12) muestra que U tiene la siguiente forma:

Ũ(p, η) = εT̂ [Ũ(p, η)] + L̂[ψ(p)]

donde L̂ y T̂ son operadores integrales. Puesto que se desea hacer algebra con ellos es
necesario definir propiamente a T̂ , para esto se introduce el siguiente lema:

Lema 3.2.1 Sea f ∈ L2(R) y sea g tal que g =
∫

K(x, y) f (y)dy.
Si

∫
|K(x, y)|dx < k,

∫
|K(x, y)|dy < k; entonces g ∈ L2(R); i.e.∫

g(x)2dx < k2|| f (x)||2L2

Demostracin: Se puede asumir que K(x, y) ≥ 0. Por un lado se tiene, por desigualdad
de Cauchy Schwarz, que

∣∣∣∣∣∫ √
K(x, y)

√
K(x, y) f (y)dy

∣∣∣∣∣ ≤
√∫

K(x, y) ·

√∫
K(x, y) f (y)2dy

por otro lado, se tiene que

g(x)2 =

∫
K(x, y) f (y)dy ·

∫
K(x, y) f (y)dy

Luego
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||g||2 =
∫

g2dx ≤
!

K(x, y)dy · K(x, y) f (y)2dydx

= k
(∫

K(x, y)dx
) ∫

f (y)2dy

≤ k2
∫

f (y)2dy

≤ k2|| f ||2L2

Definición 3.2.2 Sea T̂ un operador lineal tal que:

T̂ : H1(Ω)→ H1(Ω)

T̂ (ϕ(p, η)) := (K̂1 + K̂2 − K̂3)[ϕ(p, η)]

donde K̂1, K̂1, K̂1 operadores lineales tales que

K̂1(ϕ(p, η)) :=
∫ 0

−1
G(p, ξ, η)

[
f̃1(p, ξ) ∗ τ(p)2ϕ(p, ξ)

]
K̂2(ϕ(p, η)) :=

1
2π

∫ ∫ 0

−1
G(p, ξ, η)

[
iq f̃2(p − q, ξ) + f̃3(p − q, ξ)

]
×ϕη(q, ξ)dξdq

K̂3(ϕ(p, η)) :=
cosh τ(p)h0η

τ(p)h0 sinh τ(p)h0
(g̃1 ∗ ipϕ(p,−1))

Hay que demostrar que el operador T̂ de la definición 3.2.2 está bien definido, es decir,
que efectivamente T̂ [ϕ] ∈ H1(Ω).

Sea ϕ ∈ H1(Ω); por demostrar:

1. K̂1(ϕ(p, η)) ∈ H1(Ω)
Demostracion:

||K̂1(ϕ(p, η))||2 =
!

(1 + p2)(K̂2(ϕ(p, η)))2

+

(
∂

∂η
K̂2(ϕ(p, η))

)2

dpdη

Definase I11 como la primera integral y a I12 como la segunda, se analizara que estn
acotadas ambas integrales. Tomando la primera aproximación de f̂1(t), es decir, sin
tomar en cuenta los terminos de orden de ε, se tiene que

I11 ≤ Cte
∫

(1 + p2)
∫ (∫ 0

−1
G(p, ξ, η)

∫
Ṽ(p − q)τ(q)2ϕ(q, ξ)dqdξ

)2

dηdp
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usando el lema 3.2.1 se tiene que

I11 ≤

∫
(1 + p2)

[∫ 0

−1
G(p, ξ, η)dξ

]2 ∫ 0

−1

(
Ṽ(p) ∗ τ(p)2ϕ(p, ξ)

)2
dξdp

nótese que |
∫
G(p, ξ, η)dξ‖ ≤ Cte

1
τ(p)2 entonces

I11 ≤ Cte
∫

1 + p2

τ(p)4

∫ 0

−1

(
Ṽ(p) ∗ τ(p)2ϕ(p, ξ)

)2
dξdp

como 1 + p2 ≤ Cte(κ2 + p2) = Cte × τ(p)2, cambiando el orden de integración y
desarrollando la convolución surge que

I11 ≤ Cte
∫ 0

−1

∫ (∫ 1
τ(p)

Ṽ(p − q)τ(q)2ϕ(q, ξ)dq
)2

dpdξ

≤ Cte
∫ 0

−1

∫ (∫ 1 + |q|
1 + |p|

Ṽ(p − q)(1 + |q|)ϕ(q, ξ)dq
)2

dpdξ

Usando nuevamente el lema 3.2.1

I11 ≤ Cte
∫ 0

−1

[∫
1 + |q|
1 + |p|

Ṽ(p − q)dq
]2 ∫ [

τ(q)2ϕ(q, ξ)
]2

dqdξ

utilizando la desigualdad de Peetre y que Ṽ está en el espacio de Schwarz, resulta
que ∫

1 + |q|
1 + |p|

Ṽ(p − q) ≤
∫

(1 + |p − q|)−2 dqdξ

y la integral de la derecha es integrable. Por lo tanto

I11 ≤ Cte
∫ 0

−1

∫
τ(q)2ϕ(q, ξ)2dξdq

≤ Cte
∫ 0

−1

∫
(1 + |q|)2ϕ(q, ξ)2dξdq

≤ Cte||ϕ||2

Por otra parte

∂

∂η
K̂1(ϕ(p, η)) =

∂

∂η

∫ 0

−1
G(p, ξ, η)Ṽ(p) ∗ τ(p)2ϕ(p, ξ)dξ
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se tiene que al aplicar la derivada al lado derecho

∂

∂η
K̂1(ϕ(p, η)) =

∫ 0

−1
Gη(p, ξ, η)Ṽ(p) ∗ τ(p)2ϕ(p, ξ)dξ

usando lema 3.2.1

I12 ≤ Cte
∫ (∫ 0

−1
Gη(p, ξ, η)dξ

)2 ∫ 0

−1

(
Ṽ(p) ∗ τ(p)2ϕ(p, ξ)

)2
dξdp

≤
∫ 1
τ(p)2

∫ 0

−1

(
Ṽ(p) ∗ τ(p)2ϕ(p, ξ)

)2
dξdp

La ultima integral ya se ha demostrado es menor que Cte||ϕ||2 Ası́, se tiene que

||K̂1(ϕ(p, ξ))||2 ≤ Cte||ϕ||2

2. K̂2(ϕ(p, η)) ∈ H1(Ω)
Demostración: Tomando el segundo término de la aproximación de f̃ , es claro que

||K̂2(ϕ(p, η))||2 ≤

∣∣∣∣∣∣! (1 + p2)
[∫ 0

−1
G(p, ξ, η)

∫ p2 − q2

h0
×

×Ṽ(p − q)ξϕη(q, ξ)dqdξ
]2

dηdp

+
! [∫ 0

−1
G(p, ξ, η)

∫ (
p2 − q

h0

)
×

Ṽ(p − q)ξϕη(q, ξ)dqdξ
]2

dηdp
∣∣∣∣∣

Denomı́nese a la primera integral I21 y a la segunda I22. por lema 3.2.1

I21 ≤ Cte
∫ 1
τ(p)4 (1 + p2)

∫ (∫
|p2 − q2|Ṽ(p − q)ξϕη(q, ξ)dq

)2
dξdp

≤ Cte
! [∫ 1

τ(p)

(
|p − q|2 + 2|q||p − q|

)
×Ṽ(p − q)ξϕη(q, ξ)dq

]2
dξdp

≤ Cte
! [∫

(1 + |p − q|)2 Ṽ(p − q)ϕη(q, ξ)dq
]2

dpdξ



38 Capı́tulo 3. Soluciones exactas de las ondas atrapadas en el sistema

usando lema 3.2.1 se tiene que

I21 ≤ Cte
∫ [∫

(1 + |p − q|)2 Ṽ(p − q)dq
]2 ∫

ϕη(q, ξ)2dqdξ

Como Ṽ est en el espacio de Schwarz y utilizando la desigualdad de Peetre[C], la
primera integral es acotada; y como

!
ϕη(q, ξ)2dξdq es una parte de la norma de ϕ,

entonces
I21 ≤ Cte||ϕ||2

Para verificar que la integral I22 es acotada, el proceso es análogo. Entonces

||K̂2(ϕ(p, η))||2 ≤ Cte||ϕ||2

3. K̂3(ϕ(p, η)) ∈ H1(Ω)
Demostración: Tomando la primera aproximación de g, se tiene que

||K̂3(ϕ(p, η))||2 ≤ Cte
!

(1 + p2)
(

coshiη
τ(p) sinh τ(p)h0

×

×
∫

Ṽ(p − q)q(p − q)ϕ(q,−1)dq
)2

dηdp

+
! (

sinh τ(p)h0η

sinh τ(p)h0
×

×
∫

Ṽ(p − q)q(p − q)ϕ(q,−1)dq
)2

dηdp

Se analizará sólo la primera integral, a la cual se le llamará I31, pues el proceso es
análogo para demostrar que la segunda es acotada.

Se tiene que ∫ 0

−1
(cosh τ(p)h0η)2dη ≤ Cte

1
τ(p)

Luego, considerando que |
1 + p2

τ(p)
| ≤ Cte(1 + |p|), resulta que

I31 ≤ Cte
∫

(1 + |p|)
(∫

(1 + |p − q|)−1Ṽ(p − q)ϕ(q,−1)dq
)2

dp

≤ Cte
∫ (∫

Ṽ(p − q)(1 + |p − q|)−1(1 + |p|)
1
2ϕ(q,−1)dq

)2
dp
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Por lema 3.2.1

I31 ≤ Cte
(∫

Ṽ(p − q)(1 + |p − q|)−1dq
)2 ∫

(1 + |p|)ϕ(q,−1)2dq

La primera integral se acota similarmente como con los operadores anteriores. Adems
se tiene que la segunda integral también está acotada, como se demuestra en el
apéndice B, ası́

I31 ≤ Cte||ϕ||2

Por lo tanto
||K̂3(ϕ(p, η))||2 ≤ Cte||ϕ||2

Observación: Por conveniencia se escribirá al operador T̂ como

T̂ [ϕ(p, η)] =
1

2π

∫
R

T̂1[ϕ(p, η)](p, q, η)dq

Donde

T̂1[ϕ(p, η)](p, q, η) = −
cosh τ(p)h0η

τ(p) sinh τ(p)h0
g̃1(p − q)iqϕ(q,−1)

+
∫ 0

−1
G(p, ξ, η)

{
f̃1(p − q)τ(q)2ϕ(q, ξ)

(iq f̃2(p − q, ξ) + f̃3(p − q, ξ))ϕη(q, ξ)
}

dξ

3.2.2. Serie de Neumann
Gracias a la definición 3.2.2 es posible reescribir a (3.13) como

Ũ(p, η) =
cosh τ(p)h0(1 + η)
τ(p) sinh τ(p)h0

(h0 + εṼ(p)∗)ψ̃(p) + εT̂ [Ũ(p.η)] (3.15)

Como T̂ [ϕ] ∈ H1(Ω), entonces T̂ está acotado y podemos reescribir a Ũ de la siguiente
manera

Ũ(p, η) =

∞∑
n=0

εnT̂ n

[
cosh τ(p)h0(1 + η)
τ(p) sinh τ(p)h0

(h0 + εṼ(p)∗)ψ̃(p)
]

(3.16)

Es claro que el operador R̂ de la ecuación (3.4) tiene la forma

R̂[ψ(x)](x, η) = F −1

 ∞∑
n=0

εnT̂ n

[
cosh τ(p)h0(1 + η)
τ(p) sinh τ(p)h0

(h0 + εṼ(p)∗)ψ̃(p)
] (3.17)

Observación: De la ecuación (3.17) es evidente que la solución al problema (3.3) tiene la
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forma

U(x, η) =

∞∑
n=0

εnL̂n(x, η)
[
ψ(x)

]
con L̂n ≤ Cten, lo cual justifica la forma que se supuso la solución en (2.5)

3.3. Resolviendo el problema de eigenvalores
Sustituyendo la ecuación (3.17) en (3.5), sacando al resultado la transformada de Fouri-

er y agrupando terminos proporcionales a ε, se tiene que

L(p)ψ̃(p) =

∞∑
i=1

ε iM̂i[ψ̃(p)](q)

∣∣∣∣∣∣∣
η=0

(3.18)

Donde

L(p) :=
1

τ(p) tanh τ(p)
−

1
λ

M̂i[ψ̃(p)](p, η) :=
∫

T̂1

[∫
R

M̂i−1[ψ̃(p)]dq
]

(p, q, η)dq

M̂1[ψ̃(p)](p, η) :=
∫

M̂0[ψ̃(p)](p, q, η)dq

M̂0[ψ̃(p)](p, q, η) :=
cosh τ(p)h0(1 + η)
τ(p) sinh τ(p)h0

Ṽ(p − q)ψ̃(q)

+T̂1

[
h0

cosh τ(p)h0 p(1 + η)
τ(p) sinh τ(p)h0 p

ψ̃(p)
]

(p, q, η)

La ecuación (3.18) tiene la misma forma que la ecuacion (2.13), y de hecho L(p) es
exactamente el mismo en ambas ecuaciones. De tal suerte que se cumple lo siguiente:

Cuando la perturbación se anula ε = 0, se tienen soluciones ψ̃(p) = δ(p − l) con
λ =

√
l2 + κ2 tanh

√
l2 + κ2h0 y l ∈ R. Estas soluciones son transformaciones de

Fourier de ondas planas ψ(x) = exp ilx y por tanto, el espectro continuo coincide con
el rayo λ ≥ κ tanh κh0.

La perturbación dará origen a un eigenvalor a la izquierda; por lo tanto, se busca el
eigenvalor discreto como λ = λ0 − β

2, con λ0 = κ tanh κh0 y β2 > 0 pequeño.

L(p) tiene aproximadamente dos ceros, p+ y p−, tales que

p± = ±im(β) + O(β2)
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con m(β) =
β

l
y l2 =

1
2

(
h0

cosh κh0
+

1
κ

tanh κh0

)
Se busca la solución a (3.18) como

ψ̃(p) =
A(p)
L(p)

(3.19)

A(p) es una función suave y con soporte compacto. Sustituyendo (3.19) en (3.18) se sigue
que

A(p) =

∞∑
i=1

ε iM̂i

[
A(p)
L(p)

]∣∣∣∣∣∣∣
η=0

(3.20)

A continuación se encontrarán los eigenvalores y las eigenfunciones para el operador R̂

Definición 3.3.1 Sea Ha(ΩC) el espacio de funciones analı́ticas y acotadas en la banda:

ΩC = {z ∈ C; | Im(z)| < a}

con a < κ

Se desea calcular el valor de la integral de
∫
R

M̂0

[
A(p)
L(p)

]
(p, q, η)dq, ya que a partir del valor

obtenido, es posible calcular el resto de las integrales de (3.20).
Tomando

Γ =

{
z ∈ C, Im(z) = 0 ∧ |z| >

a
2

}
∪

{
z ∈ C; Im(z) > 0 ∧ |z| =

a
2

}
γ =

{
z ∈ C; Im(z) > 0 ∧ |z| =

a
2

}
∪

{
z ∈ C; Im(z) = 0 ∧ |z| ≤

a
2

}
se obtiene ∫

R

M̂1

[
A(z)
L(z)

]
(z, ζ, η)dζ =

∫
γ

M̂1

[
A(z)
L(z)

]
dζ +

∫
Γ

M̂1

[
A(z)
L(z)

]
dζ (3.21)

Se han escogido tanto γ como Γ de manera que circunscriban al polo p+. Esto es por
que ahora, utilizando el teorema de residuo de Cauchy, es posible calcular de la ecuación
(3.21) el valor de la integral sobre el contorno γ, además de que M̂1 es analı́tica también en
Γ. As se obtiene que∫

R

M̂1

[
A(z)
L(z)

]
(z, ζ, η)dζ =

∫
Γ

M̂1

[
A(z)
L(z)

]
dζ +

1
m(b)

S 1(z, η) (3.22)

con
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S 1((z, η) :=
{

cosh τ(z)h0(1 + η)
τ(z) sinh τ(z)h0

Ṽ(z − p+)

+ T̂1

[
h0 cosh τ(p+)h0(1 + η)
τ(p+) sinh τ(p+)h0

]
(z, p+, η)

}
Λ(p+)A(p+)

donde

Λ(p+) :=
{

τ(p+)3 sinh τ(p+)h0

h0τ(p+) + cosh τ(p+)h0 sinh τ(p+)h0

}
puesto que cualquier eigenfunción se puede normalizar, considérese

A(p+) = 1

Al sustituir el valor de
∫
R

M̂1[ A(z)
L(z) ]dζ en la ecuacion (3.20) resulta

A(z) =
∑∞

i=1 ε
iM̂i[A(z)]

∣∣∣
η=0

=
1

m(β)
∑∞

i=1 ε
iS i(z, η)

∣∣∣
η=0

(3.23)

donde

M̂i[ϕ(z)](z, η) :=
∫
R

T̂1

[
M̂i−1[ϕ(z)]

]
(z, ζ, η)dζ

M̂1[ϕ(z)](z, η) :=
∫

Γ
M̂0

[
ϕ(z)
L(z)

]
(z, ζ, η)dζ

S i(z, η) :=
∫
R

T̂1[S i−1(z, η)](z, ζ, η)dζ

Definición 3.3.2 Sean M̂ un operador lineal y S (z, η) una función tales que

M̂[ϕ(z)](z, η) :=
∑∞

i=1 ε
iM̂i (ϕ(z))

S (z, η) :=
1

m(β)
∑∞

i=−1 ε
iS i(z, η)

Usando la definición anterior es posible reescribir a (3.23) como

A(z) = M̂ (A(z)) +
1

m(β)
S (z, η) (3.24)
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esto a su turno da lugar a lo siguiente

(1 − M̂)[A(z)] =
1

m(β)
S (z, η) (3.25)

donde 1 representa al operador identidad.
M̂ está acotado, la demostración de esto es en esencia la misma que para probar que T̂

lo estaba, pues en realidad M̂ está compuesto de aplicaciones iterativas de T̂ . Además M̂
depende de ε, por lo tanto podemos utilizar su serie de Neumann para despejar A(z):

A(z) =
1

m(β)

∞∑
i=0

M̂i [S (z, η)
]∣∣∣∣∣∣∣
η

= 0 (3.26)

es decir

A(z) =
1

m(β)

∞∑
i=0

 ∞∑
j=1

ε jM̂ j


i  ∞∑

k=1

εkS k(z, η)


∣∣∣∣∣∣∣∣
η=0

(3.27)

Por conveniencia definiremos los siguientes coeficientes Cn(z)

Cn(z) := S n(z, 0) +

n−1∑
i=1

M̂i (Cn−i) (z)

∣∣∣∣∣∣∣
η=0

C1(z) := S 1(z, 0)

Cabe mencionar que todos los coeficientes Cn también dependen de β, esto es a causa
de la dependecia que tiene S 1 con este parámetro. As, se escribirá a cada coeficiente Cn

como Cn = Cn(z, β). Utilizandolos se reescribe la ecuacion (3.27) como

A(z) =
1

m(β)

∞∑
i=1

ε iCi(z, β) (3.28)

que nos define como construir las eigenfunciones.
Evaluando la ecuación (3.28) en z = p+, recordando que A(p+) = 1 y multiplicando

toda la ecuación por β, se obtiene que

β = l
∞∑

i=1

ε iCi(p+(β), β) (3.29)

Definición 3.3.3 Definase la función F(β, ε) como

F(β, ε) = β − l
∞∑

i=1

ε iCi(p+(β), β)
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Encontrar β = β(ε) es equivalente a encontrar los valores (β, ε) tales que F(β, ε) = 0.
La primera aproximación de la función es:

F(β, ε) = β − ε
l(κ2 + p+(β)2)

τ(p+(β)) sinh τ(p+(β))h0
Ṽ(0) × Λ(p+(β)) + O(|(β, ε)|2) (3.30)

Obviamente el Jacobiano no se anula cuando (β, ε) = (0, 0), as, por teorema de la fun-
ción implicita, se puede despejar a β. No es extraño encontrar que la primera aproximación
de β corresponde con la ya calculada en el capı́tulo 2:

β = −ε
Ṽ(0)κ3l

cosh κh0 sinh κh0 + κh0
+ O(ε2) (3.31)

Finalmente quiero resaltar que la solución exacta estará dada por las ecuaciónes (3.4),
(3.17), (3.19) y (3.28).



Apéndice A

Función de Green

Un aspecto importante de la fı́sica matemática es la solución de ecuaciones diferenciales
lieales no-homogéneas. En el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, se puede expresar
este problema como

L̂[u(x)] = f (x) (A.1)

donde L̂ es un operador diferencial ordinario que involucra a la variable independiente x de
manera que f (x) es una función conocida y u(x) es la solución deseada. Uno de los métodos
utilizados para encontrar la solución consiste en encontrar la solución a la ecuación

L̂[G(x)] = δ(x − ξ) (A.2)

donde ξ es un punto arbitrario. La solución de (A.1)será entonces simplemente la integral

u(x) =

∫
G(x, ξ) f (ξ)dξ (A.3)

La función G que satisface (A.2) se le llama función de Green.
encontrar la función de Green correspondiente a cada operador L̂ es un proceso par-

ticular, y para este escrito se centrarán los esfuerzos en encontrar la función de Green
correspondiente a

L̂[u(x)] =
d
dx

[
P(x)

du
dx

]
+ s(x)u(x) (A.4)

que es la representación de cualquier ecuación diferencial ordinaria de segundo orden con
las siguientes condiciones de frontera

α1u(a) + α2u′(a) = 0; β1u(b) + β2u′(b) = 0

donde al menos uno de α1, α2 es diferente de cero, lo mismo para β1, β2 (con esto se
expresan las condiciones de frontera de Dirichlet, Neumann o Robin).
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Para dicho operador L̂, se tiene la siguiente ecuación para G

d
dx

[
P(x)

dG(x, ξ)
dx

]
+ s(x)G(x, ξ) = δ(x − ξ) (A.5)

es decir, para encontrar G se deben tener las siguientes consideraciónes:

G(x, ξ) satisfacerá la ecuación homogénea f (x) = 0 excepto en x = ξ.

G(x, ξ) satisface condiciones de homogéneas de frontera.

G(x, ξ) es continua en x = ξ

El primer y segundo punto son claros pues practicamente, el proceso para encontrar G
es subdividir el problema en dos homogéneos con fronteras [a, ξ] y [ξ, b] respectivamente
y el ultimo punto describe cómo debe hacerse el pegado. No obstante, es necesario conocer
el valor de G′(x, ξ).

Debido a que G es una función continua en x, debe existir una discontinuidad en
G′(x, ξ). esto se demuestra a continuación:

Integrando la ecuación (A.5) desde ξ − ε hasta ξ + ε resulta

P(x) =
dG(x, ξ)

dx

∣∣∣∣∣ξ+ε
ξ−ε

+

∫ ξ+ε

ξ−ε

s(x)G(x, ξ)dx = 1 (A.6)

A causa de que G(x, ξ) y s(x) son ambas continuas en x = ξ se tiene que el segundo
término de la ecuación (A.6) se anula. Sacando el lı́mite cuando ε → 0 de la ecuación (A.6)
resulta que

P(ξ)
[
dG(ξ+, ξ)

dx
−

dG(ξ−, ξ)
dx

]
= 1 (A.7)

Se tiene entonces una cuarta consideración:

dG
dx

debe tener un brinco de magnitud
1

p(ξ)
en x = ξ

La ecuación 310 induce el siguiente problema para encontrar la función de Green:

Gη = 0 η = 0

1
h2

0

Gηη − τ
2G = δ(ξ − η) −1 < η < 0

Gη = 0 η = −1

(A.8)

Tomando las consideraciones anteriores, resulta que la función de Green es
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G(x, ξ) = −


h0 cosh τh0(1 + ξ) cosh τh0η

τ sinh τh0
ξ < η < 0

h0 cosh τh0(1 + η) cosh τh0ξ

τ sinh τh0
−1 < η < ξ

(A.9)





Apéndice B

Espacios de Sobolev

A continuacin se presentan algunas propiedades que poseen los espacios de Sobolev
que fueron utilizadas fuertemente en el capı́tulo 3. Primero se establece la definición de un
espacio de Sobolev.

Definición B.0.1 Sea Ω ⊂ R, sea k un entero no negativo y sea p tal que −1 ≤ p < ∞. Se
define entonces el espacio de sobolev Wk,p(Ω) como el conjunto de todas las distribuciones
u ∈ Lp(Ω) tales que Dau ∈ Lp(Ω) para |a| ≤ k.

En Wk,p se define la siguiente norma

||u||pk,p :=
∑
a≤k

||Dau||pp p < ∞

||u||k,∞ := máx
|a|<k
||Dau||∞

Para p = 2, es posible definir un produccto interno como

< u, v >k:=
∑
|a|≤k

∫
Ω

Dau(x)Dav(x)dx

en este caso, se utiliza la notación Wk,2(Ω) := Hk(Ω)

Teorema 1 El espacio Wk,p(Ω) es un espacio de Banach. Si p < ∞, entonces es separable

Demostración: Para u ∈ Wk,p(Ω), sea ua = Dau. Entonces el mapeo u → (ua)|a|≤k es una
isometrı́a de Wk,p(Ω) a un subespacio M del producto directo

∏
|a|≤k Lp

a(Ω). M es cerrado,
pues si un ∈ Wk,p y Daun → va en Lp, entonces va = Da, pero esto es claro, pues la
convergencia en Lp implica convergencia en el sentido de distribuciones, ası́ Wk,p también
es completo.

Es evidente que Hk(Ω) es un espacio de Hilbert.
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Teorema 2 (identidad de Parseval) Sea f (x) tal que exite su transformada de Fourier
f̃ (k), entonces ∫

f (x)2dx =
1

2π

∫
f̃ (k)2dk

Demostración:
Sea f (x) tal que existe su transformada de Fourier y denotemos por f ∗ al complejo

conjugado de f , entonces ∫
f (x)2dx =

∫
f (x) f ∗(x)dx

Luego, como f (x) = 1
2π

∫
f̃ (k)eikxdk, se tiene que∫

f (x)2dx =
1

4π2

"
f̃ (k)eikxdk

∫
f̃ ∗(x)e−ikτxdτdx

Reordenando la integración, se sigue que∫
f (x)2dx =

1
2π

∫
f̃ (k)

∫
f̃ ∗(τ)

1
2π

∫
ei(k−τ)dxdτdk

Como δ(k − τ) = 1
2π

∫
ei(k−τ)xdx, entonces∫

f (x)2dx =
1

2π

∫
f̃ (k)

∫
f̃ ∗(τ)δ(k − τ)dτdk

=
1

2π

∫
f̃ (k) f̃ ∗(k)dk

=
1

2π

∫
f̃ (k)2dk

Teorema 3 La transformada de Fourier es un homeomorfismo de Hk(Rm) al espacio L2
ω(Rm),

donde ω(ξ) = 1 + |ξ|2k

Sólo se presentará la demostración para el caso cuando k=1=m, generalizar a los demás
casos es sencillo.

Demostración:
Se tiene que

||ϕ(x)||2H1 =

∫
ϕ(x)2 + ϕx(x)2dx

Usando la identidad de parseval, resulta que

||ϕ(x)||2H1 =
1

2π

∫
(1 + p2)ϕ̃(p)2dp
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Teorema 4 Sea s > 1/2, entonces existe un mapeo lineal T̂ : H s(Rm) → H s−1/2(Rm−1)
llamado traza, con la propiedad de que para cualquier función prueba φ se tiene que

T̂ (φ)(x1, . . . , xm−1) = φ(x1, . . . , xm−1, 0)

Demostración:
Sea φ una función de prueba y sea g(x′) = φ(x′, 0). Sea φ̃ la transformada de Fourier de

φ respecto a la m-ésima variable.

φ̃(x′, ξm) =
1
√

2π

∫
φ(x′, xm)e−ixmξmdxm

Sean φ̂, ĝ las transformadas de Fourier de φ y de g en Rm y Rm−1 respectivamente. Se
tiene que

g(x′) = φ(x′, 0) =
1
√

2π

∫
R

φ̃(x′, ξm)dξm

aplicando la transformada de Fourier se encuentra

ĝ(ξ) =
1
√

2π

∫
R

φ̂(ξ)dξm

luego

||g||2s−1/2,2 ≤ Cte
∫
Rm−1
|ĝ(ξ′)|2(1 + |ξ|2)s−1/2dξ′

≤ Cte
∫
Rm−1

∣∣∣∣∣∫
R

φ̂(ξ)dξm

∣∣∣∣∣2 (1 + |ξ|2)s−1/2dξ′

≤ Cte
∫
Rm−1

(1 + |ξ|)s−1/2
∫
R

|φ̂(ξ)2(1 + |ξ|2)sdξm

×

∫
R

(1 + |ξ|2)−sdξmdξ′

Si s > 1/2 se observa que∫
R

(1 + |ξ|2)−sdξm =

∫
R

(1 + |ξ′|2 + ξ2
m)−sdξm

= (1 + |ξ′|2)−s+1/2
∫
R

(1 + y2)−sdy

Sustituyendo se tiene que
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||g||2 ≤ Cte
∫
Rm−1
|φ̂(ξ)2(1 + |ξ2)sdξm

por lo tanto ||T (φ)||s−1/2 ≤ Cte||φ||s.
y en particular ||φ(x′, 0)||H1/2 ≤ Cte||φ(x)||H1 .
El resultado nos afirma que la traza está bien definida para ξm = 0; la demostración para

ξm ∈ R es prácticamente la misma.



Apéndice C

Desigualdad de Peetre

A continuación se presenta una demostración de la desigualdad de Peetre

Teorema 5 sean p, q ∈ R y sea s ∈ Z entonces se cumple lo siguiente:(
1 + |p|
1 + |q|

)s

≤ (1 + |p − q|)|s|

Demostración
Supóngase que |p| ≤ |q|, supongase que s > 0 es obvio entonces que

1 + |p|
1 + |q|

≤ 1 + |p − q|

al elevar la desigualdad anterior a la s se obtiene el resultado.
Para el caso cuando s < 0 se observa que(

1 + |p|
1 + |q|

)−1

=
1 + |q|
1 + |p|

= 1 +
|q| − |p|
1 + |p|

≤ 1 + |p − q|

Al elevar la desigualdad anterior a la |s| se obtiene el resultado.
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