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Que nuestra voz no desmaye
Y que cante sin cesar
que el corazon nunca calle,

nunca deje de cantar.

Celso Chéavez Mendoza (fragmento).
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UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE HIDALGO

Resumen

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas
Torsiéon de Whitehead

por Ricardo Esteban Chéavez Caliz

La homotopia como una herramienta generadora de invariantes topolégicos empie-
za definiendo una relacién de equivalencia sobre funciones que se extiende a espacios.
Asi permite definir una relaciéon de equivalencia mas débil que la de homeomorfismo.
Sin embargo es dificil determinar cuando dos espacios topologicos tienen el mismo tipo
de homotopia. Un enfoque para resolver esto es el trabajar en términos discretos; defi-
niendo una nueva relaciéon de equivalencia sobre espacios (complejos CW) llamada tipo
de homotopia simple. A partir de esta se define una equivalencia de homotopia simple.
Para comparar la teoria clasica con la recién introducida se dara la construcciéon de un
funtor en términos geométricos, que asocia un grupo a cada espacio. Se enriquece con
la construccion algebraica y posteriormente se demuestra que ambas construcciones son
equivalentes. Sobre los grupos de Whitehead construiremos un invariante muy impor-
tante (torsion de Whitehead) el cual arroja informacién que en la teoria de homotopia

clasica no se tendria.

Palabras clave: Homotopia, Whitehead, Topologia, Algebra, torsion.
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Abstract

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas
Torsion de Whitehead

por Ricardo Esteban Chéavez Caliz

Homotopy as a tool which generates topological invariants, it begins defining an
equivalence relationship over functions which extends to spaces. So it allows us to define
an equivalence relationship weaker than homeomophism. But it’s very hard to determine
when two topological spaces have the same homotopy type. A new perspective to solve
this is to work in discrete terms; defining a new equivalence relationship called simple
homotopy type. Starting with this we define what is a simple homotopy equivalence.
To compare the classic theory with the one just presented, we give the construction of
a functor in geometric terms, which assigned a group to each space. Then it becomes
more rich with the algebraic construction, finally we prove that both are equivalent. We
construct a very important invariant over the Whitehead groups (Whitehead’s torsion)

which gives us information that in the classic homotopy we wouldn’t have.






Simbolos

K L Retracto por deformacion fuerte.

J" CI(0I™! - I™) (Caja sin tapa inferior).

L <K L esun subcomplejo de K.

KX L K colapsa elementalmente a L.

K7L K se expande elementalmente a L.

K N\ L Existe una sucesion finita de colapsos elementales de K a L.

K ~ L Existe una sucesion finita de expansiones elementales de K a L.

KA\L  Existe una sucesion finita de colapsos y expansiones elementales de K a L.
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Introduccion

En matematicas se tiene una definicién formal para lo que significa que dos objetos

”

sean equivalentes, escribimos A ~ B donde ” ~ 7 es una relacion de equivalencia. Esta
relacion genera una clasificacion, es decir un agrupamiento de objetos equivalentes. Es
claro lo que ganamos al clasificar un conjunto de objetos; la mayoria de las veces dado un
elemento del conjunto basta ver a qué clase de equivalencia pertenece para poder hacer

afirmaciones sobre dicho elemento.

Algunos ejemplos de este tipo de clasificaciones son:

= La clasificacion de tridngulos en el plano por congruencia. O bien por una relacién

de equivalencia mas débil como la de semejanza.
» Los nimeros enteros con la relacién de congruencia “modulo n".

» En topologia decimos que X y Y son equivalentes (homeomorfos) si existe una

funcién f: X - Y biyectiva, continua y con inversa continua.

El trabajo de la topologia es clasificar los espacios topologicos segiin homeomorfis-
mo. Resulta que es esto muy dificil de hacer; tiene que darse explicitamente el homemor-

fismo entre ellos, o bien demostrar que no existe alguno.

La teoria de homotopia permite definir una relacién de equivalencia mas débil que
la de homeomorfismo. Pensemos en el ejemplo de clasificaciones de triangulos segin
congruencia y semejanza. Note que basta verificar que dos tridngulos no son semejantes
para poder decir que no son congruentes. La homotopia nos dird que efectivamente dos
espacios no pueden ser homeomorfos, si estos no son homotépicos. Por lo tanto el tipo

de homotopia de un espacio es invariante en la misma clase de espacios homeomorfos.

La homotopia como una herramienta generadora de invariantes topolégicos empieza
definiendo una relacién de equivalencia sobre funciones que extendemos a espacios topo-

logicos. Otra manera que tiene de construir invariantes es construir grupos tomando las
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diferentes clases de mapeos de I™ a un espacio X con ciertas restricciones para la ima-
gen de la frontera, variando la n tomada tenemos una familia de estructuras algebraicas

invariantes bajo homeomorfismo: los grupos de homotopia.

El problema con estos invariantes es que por un lado los grupos de homotopia no
siempre clasifican bien los espacios. Los adentrados en el tema saben que existen ciertos
tipos de espacios topoldgicos, como los espacios lente, donde los grupos de homotopia

coinciden sin ser estos homeomorfos.

Tampoco es facil ver cuando dos espacios tienen el mismo tipo de homotopia. Con-

sidere los siguientes ejemplos

F1GURrA 1: Dos espacios con el mismo tipo de homotopia.

Un triangulo con su interior junto con una arista pegada en un vértice del tridngulo y
el espacio bidimensional H llamado la casa con dos cuartos. Este se construye empezando
con una pared S! x I anadiendo el techo y suelo (cada uno como un 2-disco al que fue
removido un 2-disco tangente), un piso intermedio (un 2-disco con dos 2-discos interiores
removidos) y finalmente pegando paredes cilindricas A y B. Como se indica con flechas,
se puede entrar al cuarto inferior entrando desde el techo y al cuarto superior entrando
desde abajo. Resulta que ambos espacios tienen el mismo tipo de homotopia, de hecho
ambos se pueden contraer al espacio de un sélo punto. Sin embargo, no parece facil
describir la contraccién en ambas situaciones. Mas aiin el segundo espacio no parece ser

contractil.

Para el primer espacio que es un complejo simplicial pensemos en la idea combina-
torica que establece una equivalencia de espacios por medio de movidas discretas. Si K

y L son complejos simpliciales finitos decimos que hay un colapso simplicial elemental
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de K a L, denotado KX L si L es un subsimplejo de K y K = LuT U donde o es una

cara libre de 7, es decir que ¢ no es cara de algin otro simplejo.

Decimos que K colapsa simplicialmente a L (o que L se ezpande simplicialemente
a K) si hay un sucesion finita de colapsos simpliciales elementales que empiezan en K y

terminan en L. En nuestro espacio ejemplo esto se veria asi:

Ao <N TN

FIGURA 2: Sucesion de colapsos simpliciales elementales.

Para el segundo espacio convendra pensar H como el subcomplejo de el cilindro
solido D? x I donde D? x I esta triangulado para que D? x I D? x 0 *. Ahora, si el
cilindro estuviera hecho de una masilla ideal suave, es claro que podriamos empujar la
masilla a traves del cilindro A entrar a la parte solida del cuarto inferior de D? x I y
empujando la masilla hacia las paredes, el techo y el suelo podriamos despejar el cuarto
inferior. Simétricamente podriamos despejar el cuarto superior empujando el cilindro
solido B hacia el interior del cuarto. Habiendo hecho esto sélo el cascaron H quedara.

Asi informalmente podriamos ver que * $7D? x I H.

Lo anterior nos sugiere que una buena idea para atacar el problema es descompo-
ner el espacio en pedazos discretos con los que podamos trabajar mejor. Con esta idea
presentaremos en el capitulo 2 la teoria de homotopia simple desarrollada por J. H. C.
Whitehead y presentada por Marshal M. Cohen en su libro A Course in Simple- Homotopy
Theory [1], en la que partiendo de una estructura combinatorica sobre espacios que a su
vez serd flexible (complejos CW), permitira dar una relacion de equivalencia sobre estos.
Obtendremos la definiciéon para una equivalencia de homotopia en este nuevo contexto
(equivalencia de homotopia simple). Resultara que si dos espacios tienen el mismo tipo
de homotopia simple, esto implica que ambos tienen el mismo tipo de homotopia. Para
veficar si el enunciado converso es valido daremos la construccién del grupo de Whitehead
de L, el cual estara en términos de las caracteristicas geométricas de L y la relacion de
equivalencia definida. El problema es que no tenemos mucha informacion de este gru-
po partiendo de esta definiciéon. En el capitulo 3 daremos una construccién algebraica
alternativa en la cual tenemos maés informacioén. En el capitulo 4 veremos que ambas

construcciones son equivalentes.

El elemento que permitira dar la equivalencia entre la construcciéon geométrica y la

algebraica es un elemento en el grupo llamado torsion de Whitehead. Lo podremos pensar
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como el analogo al residuo en el ejemplo de las clases de equivalencia de ntiimeros dados al
principio. Entenderemos por tanto primero lo que significa "el residuo de una matriz"(la
torsion de una matriz), para luego definir la torsion de un isomorfismo de modulos,
de un complejo de cadenas, de una pareja de complejos CW y de una equivalencia de
homotopia. Estudiaremos las propiedades de la torsiéon para cada uno de estos elementos

en su momento.

El resultado sera una teoria rica y poderosa que proveera de invariantes y alterna-

tivas para clasificar espacios, que en la homotopia clésica no hubiéramos tenido.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos un repaso sobre conceptos y resultados de topologia alge-
braica que usaremos para el desarrollo de la teoria de homotopia simple. Recordaremos
definiciones de la teoria de homotopia clésica, relativa y libre, incluyendo resultados so-
bre los grupos de homotopia. Daremos un repaso sobre espacios cubrientes y el grupo de
transformaciones de cubierta. Incluiremos la estructura discreta que usaremos para los
espacios llamados complejos CW. Incluimos un resumen sobre las teorias de homologia

desde el punto de vista topologico que nos serviran para nuestros propésitos.
Se asume familiaridad con nociones de topologia, dlgebra y teoria de categorias.
Por mapeos nos referiremos a funciones continuas entre espacios topologicos.
Denotaremos por I al intervalo [0,1] y a I"™ como el producto de n-copias de este.

Una pareja de espacios (X, A) consiste de un espacio X y de un subespacio A c X.
Un mapeo entre parejas de espacios f : (X, A) - (Y,B) es un mapeo f: X - Y de
manera que f(A) € B.

1.1. Teoria de Homotopia

Equivalencia de homotopia y retracciones por deformacién

Definicién 1.1.0.1. Sean f,g: X — Y mapeos, diremos que f es homotdpica a g (f ~g)

si existe un mapeo F : X x I =Y de manera que:
F(z,0) = f(2)
F(z,1) = g(=)

Esta relacion de equivalencia sobre mapeos permite definir una equivalencia entre

espacios topologicos.
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Definicién 1.1.0.2. f: X - Y es una equivalencia de homotopia de X a Y si existe
g:Y - X de manera que gf ~ Idx y fg~Idy. Escribimos X ~Y y diremos que X yY

son equivalentes por homotopia.
Un tipo de equivalencia para espacios muy particular que estaremos usando es el
retracto por deformacion fuerte.
Definicion 1.1.0.3. Si X c Y entonces D : Y - X es un retracto por deformacion
fuerte si existe un mapeo F:Y xI —-Y de manera que
1. F(x,0)=Idy
2. F(x,t)=x,V(z,t) e X xI
3. F(x,1)=D(y),VyeY
D es una equivalencia homotépica tomando 7 : X — Y la inclusién, como el mapeo

que hace satisfacer la definicion de equivalencia homotopica. Escribiremos Y w X si

existe un retracto por deformacion fuerte de Y a X.

El cilindro de un mapeo f es un ejemplo de un espacio que se retrae por deformacion

fuertemente a un subespacio. Sera de mucha importancia posteriormente.

Definicién 1.1.0.4. Si f : X — Y es un mapeo, el cilindro de mapeo My es la union
disjunta de X x I y'Y (denotado (X x I)®Y ) identificando (x, 1) con f(x). Asi

_(XxDeY)
T (1) = f(2)
£(X)
Y
X x{I}
X x {0}

Figura 1.1: Cilindro de mapeo.

El mapeo de identificacion (X xI)®Y — My lo denotaremos por g. Como q| X x[0, 1)
y qlY son encajes, escribiremos ¢(X x0) = X y ¢(Y) = Y cuando no haya confusion.

También escribiremos ¢(z) = [z] si ze (X xI) @Y.
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Proposiciéon 1.1.0.1. Si f : X - Y entonces el mapeo p : My — Y, dado por :
pla,t] =[x, 1] = [f(x)] <1

plyl = y] yeyY
Es un retracto por deformacion fuerte.

Demostracion. La idea de la prueba consiste en "deslizar a lo largo de los rayos de M ;"
Sea F': My x I - My definida por
F([z,t],s) =[x, t+(1-t)-s] t<1
Fly] = [v] yey

Donde
Fy = F([,t],0) = [z,t+ (1 -t) 0] = [2,t + 0][x,t] = Idp, cuando t <1
Fs(y)=F([ly,1],s)=[y] . VyeY yVsel
F([z,t],1) =[x, t+(1-t)-1] =[x, t+ (1 -t)] = [x,1] = p[z,t] cuando ¢t = 1

Que F' sea un mapeo se deduce de la definicién de topologia cociente.
O

Proposicién 1.1.0.2. Suponga que f: X —Y es un mapeo. Seai: X — My la inclusion.

FEntonces

(a) El siguiente es un diagrama conmutativo

X — My

14

Y
(b) i es una equivalencia homotdpica si y sélo si f es un equivalencia homotdpica.
Demostracion. Inciso a) es claro y b) se deduce de 1.1.0.1. O

Grupos de homotopia relativa

Queremos usar la relaciéon de equivalencia recién dada para definir estructuras alge-
braicas asociadas a un espacio. Tomaremos caminos sobre X que empiezan y terminan
en un mismo punto, digamos g, es decir, mapeos o : I — X tal que a(0) =zp=a(l) o
bien a: (I,0I) - (X, ).

Una propiedad fundamental de los lazos es que se pueden “componer” poniendo uno

a continuaciéon de otro. Més precisamente:
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Definicién 1.1.0.5. Dados dos lazos o, 5 con base en xq, se define su composicion como

fa20),t€00,1/2]
=), teqi/2.1].

Llamaremos grupo fundamental de X relativo al punto base zy y se denota con
m1(X,x0) al conjunto de clases de equivalencia de lazos con base en xg bajo la relacion

de homotopia, dotado con la operacién composicion.

Proposicion 1.1.0.3. El grupo fundamental 71(X,xo) es realmente un grupo.

Demostracion. La prueba consiste en demostrar que la operaciéon esta bien definida y
cumple las propiedades requeridas para considerar a (X, z9) como un grupo. Los de-

talles pueden ser encontrados en [2, Massey p. 58]. O

La importancia del grupo fundamental de un espacio reside en el hecho de que 7y
nos habla de la exitencia de agujeros 1-dimensionales en el espacio. Para tener infor-
macién acerca de los agujeros n-dimensionales deberemos definir un anélogo al grupo

fundamental para dimensién mayor.

Proposicion 1.1.0.4. Dado un espacio X y un punto base xog € X denotaremos a
(X, x0) de X como el conjunto de clases de homotopia de funciones
a:(I™",0I") - (X,z0); conn>1

Dotado con la operacion

a(2t1,t2, N ,tn),tl € [0, 1/2]

B(2t1 - 17t27"' 7tn)at1 € [1/271]

a*ﬁ(tl,tg,...,tn) =

FEntonces:

1. Entonces m,(X,xg) es un grupo con la operacion recién descrita

2. Un mapeo f : (X,z9) — (Y,y0), induce un homomorfismo f. : mp(X,xz9) —
(Y, 90) de grupos.

Demostracion. (1) Note que para dos elementos [«] y [S] en 7, (X, x9) la operacion
coincide con la definida para el grupo fundamental. La prueba de que la operaciéon esta
bien definida, es asociativa, el mapeo constante K,, : I" — X representa el elemento

neutro y que cada elemento [«] tiene un inverso representado por

oMty ty) =a(l—t,ta.. . t,)
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es exactamente la misma que para ;.

(2) Definiendo f. : m,(X,z0) = m (Y, y0) por f«([a]) = [f o a], la demostracion de

que f. es un homomorfismo de grupos es la misma que para 7.

A 7, (X, x0) lo llamaremos el enésimo grupo de homotopia de (X, xq).

Observe que la definicion de la operacion definida en 7, (X, z¢) la eleccion de t1 como
coordenada con un rol distinguido no parece afectar la definicion. Podriamos también

definir el producto como:

Ck(tl,. . .,2ti,. . .,tn),tl € [0,1/2]

B(tl);- -~2ti - 1,.. -;tn)ytl € [1/2,1]

B *; a(tl,tg,...,tn) =

La justificacion es que ambas operaciones inducen la misma operacién en las clases
de homotopia. La prueba de este hecho estd dado por la siguiente proposicién junto con

el llamado truco de Eckmann-Hilton.

Sea S un conjunto con dos operaciones o,e : S x S — S con una unidad en comun

e € S Suponga que o, e son distributivas una sobre la otra, en el sentido de que
(aob)e(cod)=(aeb)o(ced)

Entonces o y e definen una operacién conmutativa en S.

Demostracion. Tomando b = e = ¢ la ley distributiva implica que a o d = a * d mientras

que al tomar a = e = d tenemos que boc=ceb. O

Aplicando esta proposicion a las operaciones * y *; se muestra que definen la misma
operacion en 7, (X, z¢) para n > 2. La proposicion también muestra que m, (X, xg) es

abeliano para n > 2.

Por esta razon usaremos notacion aditiva para la estructura de grupo en 7, (X, x¢)
en n > 2 escribiendo
[B]+[a] = [Bxa]
0 = [Kg]
~[a] = [a7']
Sea A c X un subespacio de X que contiene al punto base xy. Tenemos una inclusion

de espacios punteados i : (A4, ) — (X, z¢) y nos referiremos a (X, A, xg) como una pareja
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punteada de espacios. La inclusién induce un mapeo a nivel de grupos de homotopia
Uy ﬂ-n(Aer) - 7T’rl()(a .Z'()), n>0

El cual en general no es inyectivo. Una clase de homotopia « € 7, (A, z() cae en el kernel
de i, si para cualquier mapeo f : (I",0I") - (A, xg) al componerlo con la inclusion
induce un mapeo io f : (I",0I") - (X,x0) es homotopico a una constante K,,. Tal

homotopia es un mapeo H : I" x I - X que satisface las siguientes igualdades:
H(-,0)=f, H(-1)=Ky, Hlomxr=Kg,
dicha homotopia es un mapeo para una tripleta de espacios (en el sentido obvio)
H: (1" o1t g™ - (X, A, xo)

donde J" es el espacio obtenido de 9I™*!

CI(OI™* — I™). Desde otra perspectiva J" es obtenido de I™ = I"™ x {1} al pegar una

removiendo la tapa inferior, es decir J" =

copia de I" en cada cara de 91" x {1}.

Entonces hay una nueva nocién de homotopia para mapeos de tripletas que intro-
duciremos con toda generalidad. Sean X5 ¢ X1 € Xg y Y2 € Y] € Y tripletas de espacios
y sean f,g: (Xo, X1, X2) = (Yo, Y1, Y2) mapeos de tripletas. Entonces una homotopia H
es un mapeo de tripletas H : (Xo, X1, X2) xI = (XoxI, X1 xI, Xox1T) — (Y, Y1,Y2) que
satisface H(-,0) = f y H(—,1) = g. Buscamos una homotopia H : X x I - Y que tenga
la propiedad de que cada mapeo H(—,t) respete inclusiones de subespacios, es decir que
H(-,t):(Xo,X1,X2) = (Yp,Y7,Y2) es un mapeo de tripletas. En el caso especial en que
Xo y Y5 sean sé6lo puntos base, esto da la nocién de homotopia de mapeos para espacios
punteados. No es dificl ver que esta relacion de homotopia es una relacién de equivalencia

que se comporta bien respecto a los mapeos de tripletas.

Definiciéon 1.1.0.6. Sea (X, A, xg) un pareja de espacios punteados. Definimos
(X, A,mg) = [(I",01",J" 1), (X, A, 20)]

como el n-ésimo grupo de homotopia relativa con la operacion dada por concatenacion.

Proposicion 1.1.0.5. Para m,(X, A, x0) de la definicion anterior tenemos:

1. (X, A, xg) es un grupo para n > 2.

2. (X, A, xg) es abeliano para n > 3.
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Demostracion. (1) La demostracion es analoga a las discusiones anteriores, hay que ve-
rificar que la concatenacién esta bien definida sobre clases de homotopia y define la
estructura de grupo en m,(X, A,xg) con el elemento neutro dado por la clase de homo-

topia del mapeo constante Ky,.

(2) Nuevamente se verifica usando el truco de Eckmann-Hilton y definiendo una con-
catenacion que da un rol distinguido a la iésima entrada. Se induce la misma estructura
de grupo, excepto que en este caso la coordenada enésima ahora juega un papel especial

y no esta disponible para la operacion. Asi 7, (X, A, zg) es abeliano para n > 3. O

Definiciéon 1.1.0.7. Llamamos enésimo grupo de homotopia relativa de (X, A,xq) al
grupo de la proposicion anterior. Al cual, cuando no haya riesgo de confusion, denota-

remos simplemente por m,(X, A).

La motivacion para las definiciones anteriores fue que la inclusion i : (A, xo) —
(X, x0) induce un morfismo en grupos de homotopia que no es necesariamente inyectivo.
Los grupos de homotopia relativa estdn disenados para medir que tanto falla en ser
inyectivo. De hecho, si j denota la inclusion j : (X, 29) - (X, A) entonces tenemos el

siguiente resultado.

Proposicion 1.1.0.6. Dada una pareja de espacios punteados, existen homomorfismos

de conezion 0 : mp(X,A) > mp-1(A,x0),n > 1, tal que la siguiente sucesion es exacta:
1o} ix Jx 1o} Ie] ix
o T (X, A) 5 (A o) = m (X, 20) — (X, A) = - = (A, o) — mo( X, x0)

Esta es la sucesion exacta larga de homotopia relativa para una tripleta de espacios

topoldgicos (X, A, xg).

Lema 1.1.0.1. EL mapeo i: J" ' - I" es la inclusion de un retracto por deformacion
fuerte. Es decir que existe un mapeo r: I"™ — J" ™V la cual satisface que roi = idjn-1 y

que ior~idm (rel JV).

Demostracion. Consideremos el espacio I™ € R"™ como el cubo unitario de dimensién uno,
y el punto s = (1/2,...,1/2,-2) ubicado por debajo del centro del cubo. Para cada punto
x € I" sea l(x) la tnica linea que pasa por x y por s. Esta linea [(z) intersecta en un
tinico punto a J" ! al cual tomaremos como r(x). Es facil creer que el mapeo resultante
r: 1" - J" ! es continuo y que tenemos que r o = id. La homotopia i o r ~ idn (rel

J"1) es obtenida al colapsar segmentos de linea entre z y 7(z)" a r(z).
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ITL

FIGURA 1.2: Construccion del retracto por deformacion fuerte de I™ a J" 1.

Demostracion. (de 1.1.0.6). Empecemos definiendo el homomorfismo de conexion. Dada
una clase w en m,(X, A) este puede ser representado por un mapeo de tripletas H :
(1™, 01", J" 1) - (X, A, x0). Este mapeo restringido a la tapa inferior 1”71 x {0} da un
mapeo h = H|pn1 0 (I"1,01I™) — (A, z0). Definimos

0 (X, A) = mno1 (A, o) : [H] > [h] = [H]pn1]

Para probar que esta secuencia es exacta hay que verificarla en 3 posiciones diferentes.
Para m,(A, x0) :

(1) im(0) € ker(i.): Esta inclusion es inmediata; dada la clase de homotopia de un

mapeo

H:(I",0I",J" ") > (X, A, x0)

tenemos que mostrar que el mapeo ioh : (I"1,0I" 1) - (X, z¢) es homotépico al mapeo

constante(relativo a la frontera). Pero esta homotopia esta dada por H misma.

(2) ker(ix) € im(0): Esto se sigue de la definicién de grupos de homotopia relativa

y de los morfismos de conexién.
En m,(X,A):

(3) im(j«) € ker(9): Dado un elemento arbitrario a € 7, (X, ) es facil ver que

0 o j« por definicion es representado por el mapeo constante Ky : I =l X,
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(4) ker(9) c im(j.): Consideremos el mapeo H : (I", 01", J" 1) — (X, A, z0) que

esta en el ker(9). Por definicion esto significa que la restriccion
h=H|: (1" {1},01"" x {1}) > (4, z0)

es homotopica al mapeo constante K, relativo a la frontera. Escogiendo una homotopia

arbitraria H' : h ~ K, (rel zp). Entonces obtenemos el mapeo
H":J"=I"x{1}udl"xI > X

que es H en I" x {1} y la homotopia H' en I"! x {0} x I. Este mapeo manda el valor
constante xg al resto de 9I™ x I. Aplicando el lema anterior esto nos da un mapeo
K : I - X el cual restringe a H" a lo largo de J" ¢ I"*!. Por construcciéon K es
una homotopia de tripletas de mapeos (I",0I", J" 1) » (X, A,x9) de H a K(-,1) :
(I™,0I") - (X, z0). Entonces tenemos que [H] = j.([K(—-,1)] como queriamos.

En 7, (X, x0) :

(5) im(i.) € ker(j.): Al tomar un elemento a : (I",0I"™) - (A, xz¢) y aplicar i, y
Jj« tendremos un mapeo jia : (I",0I") - (A, A) por tanto es claramente homotdpico

(relativo a la frontera) al mapeo constante.

(6) ker(j.) € im(ix): Es trivial.

Observacion: La construccion anterior es natural en el sentido que teniendo una
mapeo entre tripletas f : (X, A,z¢) = (Y, B,yo) entonces tenemos homomorfismos de
conexién para cada par punteado. La naturalidad significa que el siguiente diagrama
conmutas:

Tne1 (X, A) =2 7, (A, z0)

| |

7Tn+1(Ya B) ra Wn(BayO)
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Homotopia libre y la accién del grupo fundamental en los grupos de

homotopia de orden superior

Empecemos con algunos hechos de homotopia libre. Dado un espacio X y una

homotopia H: S™ x I - X obtenemos un camino en X tomando
u=H(zp,t): I > X

Donde * es el punto base de S™. Si H es una homotopia de f a g y u es el camino
del punto base, diremos f =~, g. Derivado del hecho de que la relaciéon de homotopia es
una relacién de equivalencia, tenemos la siguiente proposicién si llevamos registro en los

caminos del punto base.
Proposicion 1.1.0.7. 1. Para cada mapeo f:S™ - X tenemos f ~g, [

2. Si dados dos mapeos f,g: S™ - X hay una homotopia f ~, g, entonces hay una

homotopia g ~,-1 f.
3. Sean f,g,h:S™ - X donde f ~y g, g~ h entonces f ~yuy h.

Proposicion 1.1.0.8. Para cada mapeo f: S™ - X y cada camino u: I - X tal que

uw(0) = f(*), hay un mapeo g: S™ - X de manera que f ~, g.

Demostracion. Sea q:I™ — I"[OI™ =~ S™ el mapeo cociente. Los mapeos foq: I"x {1} —

X yuopr:0I"xI — I — X juntos definen un mapeo como sigue:

(foq,UOpr):J":I“x{l}u@["x[T;X

l _ - "3H

In+1 -7

"1 5 X como indica el

Sigue del 1.1.0.1 que podemos encontrar una extension H :
diagrama. Por construccion, H(—,t) : I - X toma el valor constante u(t) en la frontera
de OI™ y por tanto se ve como I[" x [ - S™ x [ - X. El mapeo inducido S" xI - X

define una homotopia f ~, g. O

Asi g es obtenida de f al pegar en una copia del camino en cada punto de la frontera
OI™ y luego escoger cierta reparametrizacion. En el caso especial de que n = 1 es facil ver
que en este sentido se obtiene g = u * f * u™'. El siguiente lema dira que la asignacion
([u],[f]) = [g] esta bien definida.

Lema 1.1.0.2. Sean f, fo, f1,9, 90,91 : 5™ = X mapeos y u,v:1 - X caminos en X.

1. Si f~, g yu=~v (rel 01) entonces también f ~, g.
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2. Asumamos que fo(*) = fi(*) =20 y go(*) = g1(*) =z1. Si fo = f1 (rel z0), go ~ ¢
(rel x1) y fo ~u go entonces también f1 ~y, g1.

Demostracion. (1) Sea H : I"xI — X una homotopia f ~, g y similarmente G : Ix] - X
una homotopia u ~ v (rel dI) que ambas existen por suposicion. De esto construimos un

n+1

nuevo mapeo K : J"™! » X como sigue. Note que J"*! c 9I"*2 puede ser escrito como

la unién de 3 subespacios (Regla de Leibniz)

J”+1:]”xjx{1}u8[”><[><[uln><8]><f

En el primer subespacio tomamos la homotopia H, y en el segundo subespacio
oIt x IxT 2 IxT A X, y en el restante las homotopias constantes de f y g, es decir
tomamos I" x OIx 2> I" x 9I = I" U I™ M X. Estos mapeos encajan juntos en el
sentido que definen un mapeo K : J™!' - X debido a las hipotesis de restriccion en
frontera. Ahora por una aplicaciéon del 1.1.0.1 mostraremos que K puede ser extendido
a un mapeo L = K o7 : "2 - J7*1 » X Por construccion se sigue que la restriccion

de L a I" x I x {1} nos da la homotopia deseada f ~, g. La segunda afirmacion ahora es

facil. Por suposicion tenemos la siguiente de cadena de homotopias

J1 2K,y fo = go 2K, > 91,

pero como Ky, * u* Ky, ~u (rel 9I) podemos concluir que fi ~, g1 por la primer parte
del lema. m

Corolario 1.1.0.1. Sea f : (S™,*) - (X,x0), sea u : I - X wun lazo con base en
xo y tome [ ~y g para alguna g : (S™,*) - (X,xz0). Entonces la clase de homotopia
[g9] € mn(X,x0) sdlo depende de las clases [ f] € m(X,x0) y [u] € 7(X, z0).

Demostracion. Asumamos que también tenemos que f ~g, f/,u~wv (rel 9I),ysi f' ~, ¢'.
Entonces para mostrar que g ~g,, g’ observemos que g ~,1 f ~ Kag f" ~, ¢’ pero dado
que v * Ky #u™t = K, (rel I) queda demostrado por 1.1.0.7 y 1.1.0.2. O

Corolario 1.1.0.2. Dado un espacio punteado (X, x¢) hay una accion por conjugacion
de m (X, 20) en m,(X,20).

Demostracion. Usando 1.1.0.8 hemos observado que la construccion (u, f) — u* f »u™*
esta bien definida. O
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Cubrientes, grupo fundamental y grupo de transformaciones de cubierta

Definicion 1.1.0.8. Un espacio cubriente de X es un par ()?,p) donde X es un espacio
topoldgico y p: X — X es un mapeo donde cada punto x € X tiene una vecindad abierta
arco-coneza U tal que p~*(U) = U, Uj donde los [7]- son disjuntos y para cada (7j la

aplicacion p|17j :Uj = U es un homeomorfismo.

Llamaremos vecindad elemental a cualquier vecindad U que satisfaga las condiciones

de la definicién anterior.

Definicién 1.1.0.9. Dado un punto x € X y (X,p) un cubriente de X, llamaremos la
fibra de z al conjunto p~'(z) c X.

Diremos que @ : I - X es un levantamiento de « si pa = a.

Para relacionar 71 (X, zg) con 71 (X,p(z9)) debemos hacer una relacion entre los
levantamientos de caminos en X y los caminos en X, para esto serd util la siguiente

proposicion:

Proposicion 1.1.0.9. Sea (X,p) un cubriente de X yxge X, a: I - X con a(0) = xo.
Entonces 3 : I — X tal que p@ = a. Si ademds existen @1,d, levantamientos de o tal

que @1(0) = @2(0) = To € X. Entonces @y (t) = da(t),Vt e I.

Demostracion. Recuerde que A > 0 es un nimero de Lebesgue de (X,U) donde X es un
espacio métrico y U es una cubierta abierta de X si para cada x € X,3U €U By(z) c U.
Recuerde que si X es un espacio métrico compacto entonces toda cubierta abierta de X

tiene un nimero de Lebesgue.

Supongamos que el camino « no esta contenido en una vecindad elemental U, de lo
contrario no habria nada que hacer. Sea {U;} una cubierta de X formada por vecindades
elementales; entonces {a~'(U;)} es una cubierta abierta del espacio métrico compacto
I. Escoja n € N' - {0} suficientemente grande de manera que 1/n es mis pequeno que
el ntimero de Lebesgue de esta cubierta. Divida el intervalo I en subintervalos cerrados
[0,1/n],[1/n],[1/n,2/n],...,[(n—1)/n-1,1]. Note que o mapea cada subintervalo en
una vecindad elemental de X. Definamos @ sucesivamente sobre estos subintervalos em-
pezando desde [0,1/n] y tomando en X la tnica vecindad que contiene a Ty. Claramente

tenemos unicidad por definicién de vecindad elemental.

Si queremos relacionar los homomorfismos entre los grupos fundamentales de espa-

cios con las funciones que van a los cubrientes debemos generalizar lo anterior a funciones
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que necesariamente sean caminos, para esto diremos que f : (Y,y) - (X,Zp) es un le-
vantamiento de f: (Y,y0) — (X, zo) sipf = f.

)

(Y7 yO) —f> (iL‘,J?())

El siguiente teorema da condiciones para que dicho levantamiento exista.

Teorema 1.1.1. Sea f: X =Y un mapeo y (X',p) un cubriente de X, entonces f: Y -
X con f(yo) =Fo y pf = f < Im(f.) c Im(p.) es decir (f.(m1(Y,50)) € p«(m(X, %))

donde X,Y y X son conezos por trayectorias y localmente conexo por trayectorias.

La idea de la demostracion consiste en construir ftomando a:I->Y,yeY, a0)=
Yo, (1) = y. Entonces fa es una trayectoria en X. Levantamos fa a fa que es un
trayectoria en X con inicio en #p y definimos f@j = %(y) Debemos probar que f
estd bien definida, es decir que no depende del camino y que ]Tes continua. Claramente

tendremos pf = f. Consultar [3, Massey, p 128] para la demostracion completa
Observacion. Si m1(Y,yp) = 1 toda funcion continua se levanta.

Con esta idea en mente definimos el grupo de transformaciones de cubierta
Cov(X) ={f:X - X|pf = p}. La demostracion de que Cov(X) es un grupo se deduce

de la proposicion anterior. Para un analisis completo, consulte |3, Massey, p 130].

Si escojemos puntos base # € K y ¥ € p~!(x) entonces hay una identficacion del

grupo de transformaciones de cubierta G con m K = m (K, x).

Para cada « : (I,01) - (K,x) sea & el levantamiento de a con @(0) = z. Sea
I[a] : K - K el tnico homomorfismo de cubierta tal que 9[a](T) = @(1). Afirmamos que

siye K ysiw: (1,0,1,) - (I?,?f,y) es cualquier camino, entonces

9a1(y) = axpw(l)

donde pw es la composicion de w y p, y * representa concatenacion de lazos. Para ver esto,
note que @ * pw(1) =pw(1) donde pw es el tnico levantamiento de pw con pw(0) = &(1).
Pero g[)(pw(0)) = g[o1(F) = @(1). Afirmamos que si y € Kysiw:(1,0,1) - (K,%,y)

es cualquier camino, entonces

a*pw(1) = g (PW(1)) = g1a1(v)
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La funcion 0 = 0(z,7) : m1(K) - G, dada por [a] - g[4] es un isomorfismo. Es
un homomorfismo porque, para arbitrarios [«], [5] € m1(K), obtenemos por el parrafo

anterior
91951 (@) = ga(B(1))
= ax*ppQ1)
axp(1)
= 9[a(8)(T)

Por lo tanto g,)© 9] = 9[a][5]; d2do que coinciden en un punto.

Suponga que p: K - K y p’ : L - L son cubrientes universales con p(Z) = z y
P (¥) =y, y que Gg y G, son los grupos de transformaciones de cubierta. Entonces
cualquier mapeo f : (K,z) - (L,y) induce un tnico mapeo fx : Gg - G, de manera

que el diagrama
Gk di Gp,
9(%'@*4 9(%@4

(K, 2) 2> 1y (L,y)

conmuta. ( Llamamos a ambos mapeos fx con el animo de hacer comprensible la nota-

cion). Este mapeo satisface la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.1.1. Si g € Gg y [ : (K,%) — (L,7) levantamiento de f entonces
fa(g)of=Foyg.

Demostracion. Como ambos mapeos cubren a f, es suficiente probar que coinciden en
un punto, digamos Z. Por lo tanto debemos mostrar que (fx(g))(¥) = fg(%). Tomando

a un lazo tal que [«] corresponde a g bajo 0(x,¥), tenemos

fo@) = Ja(n)
= (foa)(1), como fa(0) =7 = fa(0)
= (0, D (f£[e])(@) donde fyu : (K, x) > m1(L,y)
= (0, D) f40(x,7))(9) @)
= (f#(9)®)-
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1.2. Complejos CW

Definicion 1.2.0.1. Un complejo CW K es un espacio topoldgico con una familia de
bolas topoldgicas abiertas de varias dimensiones, llamadas celdas. De manera que deno-

tando K7 a U{ea|dim e < j}, se cumplen las siguientes condiciones.

1. K=Uqeq yeqaneg=a siempre que o % 3.

2. Para cada celda e, existe un mapeo @q : I" — K, diremos que la dimension de e,
esn, y se tiene que:

(a) volint(I™) es un homomorfismo suprayectivo para eq.

(b) pa(0I™) c K™ 1
3. Cada ey, estd contenido en la union de un numero finito de eq.

4. Un conjunto A c K es cerrado en K syss Ane, es cerrado en ey para toda eg,.

Note que cuando K tiene solo una cantidad finita de celdas, 3 y 4 se satisfacen

automaticamente.

Si @ :I" - K es un mapeo caracteristico para la celda e entonces ¢|0I" es llamada

funcién de pegado de e.

Un subcomplejo de un complejo CW K es un subconjunto L junto con una sub-
familia {eg} de celdas de K de tal suerte que L = Ueg y cada eg esta contenida en L.
Resulta de esto que L es un subconjunto cerrado de K y que con la topologia relativa
de subespacio resulta que vuelve a ser un complejo CW. Si L es un subcomplejo de K
escribimos que L < K y decimos que (K, L) es una pareja CW. Si tenemos una celda e

de K que no cae en L escribimos e € K — L.

Dos complejos CW K y L son isomorfos (denotado K = L) si existe un homeomor-
fismo h de K a L de tal suerte que la imagen de cada celda de K es una celda en L, en

estas circunstancias h es llamado isomorfismo CW.

Una importante propiedad que tienen los complejos CW es la propiedad de ex-

tension homotopica:

Teorema 1.2.1. Suponga L < K. Dado un mapeo f: K - X (X cualquier espacio) y
una homotopia f;: L - X tal que fo = f|L entonces existe una homotopia Fy : K — X de
manera que Fo=f y Fy|L = fy]L,0<t < 1.

Lema 1.2.1.1. En general una pareja (K, L) (no necesariamente complejos CW) cumple

la propiedad de extension homotdpica si y solamente si L x I u K x 0 es un retracto de
Kx1I.
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Demostracion. (del Lema)

= Suponga que 7 : K x I - L x I U K x0 es un retracto, f; una homotopia y un
mapeo F' como se ocupa. Combinados dan lugar a un mapeo k: Lx UK x0— X. Y la

homotopia deseada es Fy(x) = k(r(z,t)).

< Tomemos X = Lx TuK x0, fi(a) = (a,t), y go(z) = (x,0). Si (K,L) tiene
la propiedad de extensiéon homotopica la homotopia resultante g; : K — X puede ser

re-escrita como una retraccion K x I - X. O

Demostracion. (de 1.2.1) La prueba consiste en en usar el Lema anterior y bastara con
probar que L x I U K x 0 es un retracto de K x I, los detalles pueden ser encontrados en
[4, Schubert p. 197] O

Proposicion 1.2.1.1. Si L < K entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. K L.
2. El mapeo inclusion i : L c K es una equivalencia homotdpica.

3. (K, L) =0 para toda n < dim(K - L).

Demostracion. (1)= (2) y (2)= (3) son claros.

(3)= (1) se prueba inductivamente, usando (3) y la propiedad de extensién homo-
topica para construir primero una homotopia (rel L) de Idx a un mapeo fy: K - K
que manda K en L, entonces construimos una homotopia (rel L) de foa fi: K - K de

manera que fi(K') c L, y asi inductivamente.

Si Ko y K son complejos CW, un mapeo f: Ko — K es celular si f(K) c (KT)
para toda n. De manera més general, si (Ko, Lo) y (K1, L1) son parejas CW, un mapeo
f: (Ko, Lo) - (K1, Ly) es celular si f(K§uLg)c (K7 uLp) para toda n. Note que esto

no implica que f|Lg: Lo — Lj es celular. O
Definicion 1.2.1.1. Si f ~ g y g celular, g es llamada aproximacion celular de f.
Teorema 1.2.2. Cualquier mapeo f: (Ko, Lo) — (K1,L1) entre parejas CW es homo-

tdpico (rel Ly) a un mapeo celular.

Demostracion. Antes de probar la existencia de la aproximacién para una pareja probe-
mos que cualquier mapeo continuo f: X — Y entre complejos CW es homotdpico a un

mapeo celular.
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Procediendo por induccién sobre n, estableciendo que f es celular sobre el n-
esqueleto de X. Para el caso base n = 0, note que cada componente por caminos de
Y debe contener una 0-celda. La imagen bajo f de una O-celda de X puede entonces ser
conectada con una 0-ceda de Y por un camino, lo que da una homotopia de f al mapeo

el cual es celular en el 0-esqueleto de X.

Asuma inductivamente que f es celular en el (n — 1)-esqueleto de X, y sea €™ una
n-celda de X. La clausura de e es compacta en X, y su imagen bajo f es compacta en
Y. Tomemos e c Y una celda que intersecta a f(e"). Si k <n, el mapeo f ya es celular
en e”, entonces asumamos que k > n. Es un resultado técnico no trivial que la restriccion
de f a X" 'ue™ puede ser llevada por una homotopia relativa a X™ ! a un mapeo de tal
suerte que f(e”) pierda un punto p € e¥ (consulte [5, Hatcher p.358]). Entonces podemos
deformar f| X" ' ue™ rel X" ! de manera que f(e") pierda toda la celda ¥ al componer
por un retracto por deformacion de Y - {p} en Y*—¢eF. Usando que cualquier subespacio
compacto de un complejo CW coincide (es decir intersecta de manera no trivial), f(e™)
coincide en un numero finito de celdas en Y. Podemos repetir este proceso un nimero
finito de veces para hacer que f(e") pierda todas las celdas de dimensiéon mayor que
n. Haciendo esto para cada n-celda de X y fijando celdas del subcomplejo A en el cual
ya esta definido celular, obtenemos una homotopia de f|X™ rel X" ' U A™ a un mapeo
celular. El paso de induccién es completado usando 1.2.1 para extender esta homotopia

sobre todo X.

Finalmente para poder aplicarlo a parejas, restringimos f a Ly y usando la apro-
ximaciéon celular recién dada, por 1.2.1 extendemos el mapeo celular sobre todo Ky y
aplicamos nuevamente la aproximacion celular para obtener un mapeo celular en Ky, sin

violar la propiedad celular en Ly.
O

Definicion 1.2.2.1. Si A es un subconjunto cerrado de X y f: A - Y es un mapeo

entonces X ;J Y es el espacio identificacion X @ Y |x = f(x) si x € A.

Nota 1.2.3. Note que st Ko< K y f: Ko — L es un mapeo tal que, dada cualquier celda
ee K- Ky, f(enKy) c L™ donde dime = n. Entonces K U L es un complejo CW cuyas
celdas son aquellas de K — Ko y de L. Mds precisamente las celdas de K LJ'cJ L son de la
forma q(e), donde e es una celda arbitraria de K — Ko ode L yq: K& L - KUL es el

mapeo identificacion.

Nota 1.2.4. Si f: K — L es un mapeo celular entonces el cilindro de mapeo My es un
complejo CW. Sus celdas son las celdas de L y celas de la forma ex0 o ex(0,1), donde

e es una celda arbitraria de K.
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Combinando 1.1.0.2, 1.2.1.1 y 1.2.4 tenemos

Proposicion 1.2.4.1. Un mapeo celular f: K — L es una equivalencia homotopica si y

solamente st My w K.

Cubrientes para complejos CW

Proposicion 1.2.4.2. Si K es un complejo CW entonces K es localmente contraible.
Por lo tanto para cualquier subgrupo G de w1 (K) existe un espacio cubriente p: E — K

de manera que px(mE) = G. En particular K tiene un cubriente universal.

Podemos encontrar la demostracion en |6, J. Rotman p. 299].

Queremos que los espacios cubrientes que consideraremos los podamos suponer sin
pérdida de generalidad de manera que si E es un cubriente de K entonces la imagen de
cada celda de E es una celda de K. Mas precisamente tenemos la siguiente proposicién

cuya demostracion se encuentra en [4, Schubert p. 295].

Proposicion 1.2.4.3. Suponga que K es un complejo CW yp: E - K es un cubriente
de K. Entonces

{€aleqa € K, e, es un levantamiento de e, a E}

Es una estructura celular en E con respecto a la cual E se convierte en un complejo
CW. Si g : In - K es el mapeo caracteristico para la celda e,,. Si €, es un levantamiento
deeq Yy si Py : I™ — E es un levantamiento de ¢, tal que Po(x) € €5 para alguna x € (I™)°,

entonces Pg es un mapeo caracteristico de ég.

Corolario 1.2.4.1. Sip: E - K es un cubriente y f : K' > K es un mapeo celular que
se levanta a fN: K’ - E entonces ftambién es celular. Ademds si f es cubriente también
lo es f

Proposicion 1.2.4.4. Suponga que (K, L) es una pareja de complejos CW conexos y
que p: K — K es un cubriente universal. Sea L = pY(L). Si iy :mL > mK es un
isomorfismo entonces p|Z : L > L es la cubierta universal de L. Ademds si K w L

entonces K w L.

Demostracion. Por proposiciones anteriores es claro que L es un subcomplejo de K
y p|z es un cubriente de L. Falta mostrar que si iy es un isomorfismo, L es conexo y
simplemente conexo. Note que por la propiedad de homotopia de cubierta, py : m([? , f) =
7;(K, L) para toda i > 1. Para ver que L es conexo, note que 71 (K, L) = 0 por la exactitud

de la secuencia
m(L) = m(K) > m (K, L) - mo(L) = mo(K)
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Asi m (K, L) = 0. Por lo tanto por la conexidad de K y la exactitud de la secuencia

0=m(K,L) - m(L) » mo(K)

Se sigue que L es conexo.

L es 1-conexo debido a la conmutatividad del diagrama

7T1(Z) —sm (IN()

| I

m1 (L) ——mi(K)
Por lo tanto p: L — L es el cubriente universal.

Finalmente K L implica que 7;(K,L) = 0 y por lo tanto m (K, L) = 0 para toda
i>1. Asi K L. O

1.3. Homologia

Definicién 1.3.0.1. Un conjunto {C;, §;} consistente de mddulos C; y 6; homomorfismos

de mddulos, se llama complejo de cadenas (de mddulos) si la construccion

On+1 é
oo Ol =50 2 Creg — ...

satisface §y, 0 0p11 = 0. Esta dltima condicion implica Im(6,41) € Ker(0y,) para toda n

Decimos que un complejo de cadena es exacto o aciclico cuando ademés tenemos
Ker(on) € Im(6p+1).

Se dice que la homologia mide la falta de exactitud de un complejo de cadenas en

cada uno de sus eslabones.

Definicion 1.3.0.2. Se define el n-ésimo grupo de homologia asociado a un complejo de

cadenas como el grupo abeliano

ker (6, )
H(C,) = ——=.
(Cn) im(0ny1)

Se llama ciclos en C), a los elementos de Ker(d,) y se llama fronteras de C,, a los

elementos de Im(d,+1).
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Queremos usar la homologia para el estudio de espacios topologicos. Para esto, a
partir de un espacio construiremos un complejo de cadenas y analizaremos las propiedades

topologicas que trascienden a la teorfa de homologia.
Homologia singular

Definicién 1.3.0.3. Consideremos los simplejos estandar
A" = {(to,. cytn) € Rn+1| Ztl =1,t; 2 0}
%
Definicion 1.3.0.4. Un n-simplejo singular en X es una funcion continua o : A™ - X

Sea S, (X) el grupo abeliano libre generado por los n-simplejos singulares de X. Los
elementos de S, (X) son, por lo tanto, sumas finitas Xm0 con m, enteros y o : A™ - X

continuas.

Dado un n-simplejo singular ¢ : A™ - X, su iésima cara o AP 5 X es el
(n —1)-simplejo singular definido por o (to, ..., tn-1) = o(to,...,0,...,tn1), donde el

0 se encuentra en la iésima posicion.

Definicion 1.3.0.5. El complejo singular de X es el complejo de cadenas (S(X),d)
formado por los S, (X) grupos abelianos recién definidos y dy, : Sp(X) = Sp-1(X) el

morfismo lineal definido en los elementos de la base como

A(o) = 2(—1)1'0@

Para comprobar que S(X) es efectivamente un complejo, es decir d? = 0, consulte

en [5, A. Hatcher p. 106].

Definicién 1.3.0.6. Sea X un espacio topoldgico. Definimos la homologia singular de
X como la homologia de su complejo singular y denotamos H,(X) a su enésimo grupo

de homologia.

Si f: X =Y es una funcién continua y o es un n-simplejo singular de X, entonces
fo: A" - Y es un n-simplejo singular de Y. Por lo tanto, extendiendo linealmente, se
tiene un morfismo f, : Sp(X) = S,(Y) inducido por f,(c) = fo. Claramente la familia
de morfismos {f,} conmuta con los diferenciales, ya que (fo)® = fo(® y por lo tanto
la funcion f: X - Y induce un morfismo de complejos singulares f. : S(X) - S(Y') por
simple composicion y éste induce un morfismo a nivel homologias f, : H,(X) - H,(Y)

para todo n.
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Observacion. La asignacion f — f. es funtorial, es decir, Id, = Id 'y (fg)« = fegs«
por lo tanto un homeomorfismo de espacios topologicos induce un isomorfismo a nivel de

complejos singulares y por lo tanto también a nivel homologia.
Homologia relativa y Homologia reducida

Si A ¢ X es un subespacio, queremos relacionar los grupos de homologia de A y X.
Obsérvese que el morfismo i, : H,(A) - H,(X) inducido por la inclusion i : A - X en

general no es inyectiva.

La forma de relacionar los grupos de homologia de subespacios con los del espacio

total es mediante los grupos relativos de homologia.

Si A c X, el complejo singular de A puede verse como un subcomplejo del complejo
singular de X. De hecho, S(A) esta generado por los n-simplejos singulares de X cuyas
imégenes caen en A. Notar ademas que el morfismo de borde en el complejo de A es la

restriccion del morfismo de borde de X. Por lo tanto podemos considerar el complejo
cociente S(X)/S(A) y se obtiene

0 S(A) 5> S(X) L S(X)/S(A) -0

donde 7 es la inclusién y q es el morfismo cociente.

Definicion 1.3.0.7. Dado A c X, definimos los grupos relativos de homologia

Hn(X,A) = Hy(S(X)/S(A))

Estudiemos ahora coémo se relacionan los grupos Hy,(X), H,(A) v H, (X, A).

Proposicion 1.3.0.1. Una secuencia de complejos de cadenas 0 — A ER BLcCc-o

induce una sucesion exacta larga de las homologias
o Hoy(A) L HL(B) 25 Hy(C) S Hyoy(A) > ..

El morfismo 0 : Hy(C) - Hp-1(A) se llama morfismo de conexidn.

Demostracion. Para probar este resultado utilizamos el lema de la serpiente (ver |7, Serge
Lang|) aplicado al diagrama. Los nticleos de los morfismos verticales resultan los grupos
de homologia en grado n y los contcleos son los grupos de homologia de grado n — 1.

Luego solamente resta pegar todas las sucesiones resultantes para todos los n.
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En el caso particular de la secuencia 0 — S(A) 5 S(X) 4 S(X)/S(A) - 0 la

sucesion exacta larga de homologia relativa es:

= Hpy(A) » Hy(X) - Hy (X, A) - Hy 1(A) - ...

Homologia celular

Si (K, L) es una pareja CW, el complejo de cadenas celular C(K,L) es definido
tomando C,,(K,L) = H,(K"u L,K" ' U L) y tomando d,, : C,,(K,L) - Cp,_1(K,L) el
operador frontera en la sucesion exacta de homologia singular para la tripleta (K™ u
L K"'uL,K"2ulL).

Cn(K, L) es usualmente pensado como el modulo libre generado por las n-celdas de
K - L. Para hacer esto preciso, adoptemos ahora y para siempre, orientaciones estadndar
wy de I™ (n = 0,1,2...) al escoger un generador wy de Ho(I%) y estipulando que la

secuencia de isomorfismos

Hoo (1Y, 001y S g o, g & H, (01 < Hy (17, 01™)
manda wy,-1 a -w, (Aqui = et 0). Si @4 : I™ - K es un mapeo caracteris-
tico para e, € K — L denotamos < o >= (@a)«(wn), donde (¢q)« @ Hy(I™,0I™) —
H,(K"UL,K" 1 UL) es el mapeo inducido. Entonces la situacion es resume en la si-

guiente proposicion.
Proposicion 1.3.0.2. Suponga que o, €s un mapeo caracteristico para cada e, de K—1L.
denote K = K7 U L. Entonces

1. Hi(Kyp, K1) =0 si j #n.

2. Hy(Kp,Kp-1) es libre con base {< o > |el € K — L}.

3. Si ¢ es un n-ciclo singular de K mod L representado por vy € Hy (K, Kn-1) y si|c|

no incluye la n-celda ey, entonces ny, =0 en la expresion v =Y., Na < Pa > .

Vea [8, G.W. Whithead p. 58| y [4, Schubert p. 300] para la demostracion.

Un mapeo celular f : (K,L) - (K',L") claramente induce un mapeo de cadenas
f+:C(K,L) > C(K',L") y asi un homomorfismo, también llamado f, de H(C(K,L)) a
H(C(K',L")). La siguiente proposiciéon muestra que el complejo de cadenas celular juega
un rol en la categoria de complejos CW analogo al que juega el complejo de cadenas

simplicial en la categoria de simplejos.
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Proposicion 1.3.0.3. Hay una equivalencia natural T entre el funtor de "homologia
celular” y el funtor de "homologia singular”. En otra palabras, para cada pareja de com-
plejos CW (K, L) hay un isomorfismo Tk, : H(C(K,L)) - H(|K|,|L|), y para cada

mapeo celular f(K,L) — (K',L") el siguiente diagrama conmuta

H(C(K, L)) —“~ H(K|,|L])
f*l lf*
TK’ Yo
H(C(K', L)) < H (K|, L)

El isomorfismo Tk 1, toma clase de homologia de un ciclo ¥;n; < pqa, >¢ Cr(K, L) a
la clase de homologia del ciclo Y;n; < Pa, >€ Sp(K, L) donde @n, es una cadena singular

representando < pq,; > .

Vea [8, G.W. Whithead p. 65| y |4, Schubert p. 305|.

1.4. Teorema de Hurewicz

FEl teorema de Hurewicz da una conexioén entre los grupos de homotopia y los grupos
de homologia. Se muestra la existencia del homomorfismo de Hurewicz del enésimo grupo
de homotopia al enésimo grupo de homologia para cada n. Ademas nos da informacion
acerca de ese homomorfismo bajo ciertas condiciones del espacio y para valores especificos

de n.

Teorema 1.4.1. Para cualquier espacio X y k un entero positivo, existe un homomor-
fismo de grupos

hy: (X)) - Hi(X)

llamado el homomorfismo de Hurewicz que va del k-ésimo grupo de homotopia al k-ésimo
grupo de homologia (con coeficienes enteros). En k =1 y X conexo por trayectorias es

equivalente al mapeo de abelizacion
ha: m (X)) = i (X)/[m (X)), m (X)].

Ademds si X es (n—1)-conezo, el mapeo de Hurewicz es un isomorfismo para toda k <n

cuando n > 2.

La idea para construir el homomorfismo es escoger generadores canénicos u, €
H,(S™). Entonces las clase de homotpia de mapeo f € m,(X) son mandados a f.(u,) €

H,(X). Para detalles de la demostracion consulte [9, Spannier p. 387].
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Version relativa

Teorema 1.4.2. Para cualquier par de espacios(X,A) y un entero k > 1 existe un

homomorfismo

hem(X, A) > Hy(X, A)

de los grupos de homotopia relativa a los grupos de homologia relativa. Ademds si para
cada X, A que son conezos y el par (X, A) es (n—1)-conexo entonces H,, es obtenido de
(X, A) quitando la accion de w1 (A).

Vea |9, Spannier p. 393| para una demostraciéon completa.



Capitulo 2

Grupo de Whitehead geométrico

En este capitulo definimos una relacién de equivalencia de espacios topolégicos por
medio de movimientos discretos usando la estructura de espacios CW. Daremos la cons-
trucciéon geométrica del grupo de Whitehead de un complejo CW L al que denotaremos
Wh(L), para esto tomaremos clases de equivalencia de espacios que contienen a L y
se retraen por deformacion fuerte a L. Demostraremos que todo elemento en Wh(L)
tiene un representante en forma simplificada con la cual asociaremos una matriz a una
clase de parejas CW. Veremos que hay una correspondencia entre clases de parejas CW
equivalentes por movimientos discretos y clases de matrices equivalentes por medio de
operaciones elementales. La correspondencia con matrices nos permite dar informacién

sobre Wh(L).

Los espacios CW mencionados son finitos a menos que se especifique lo contrario.

2.1. Deformaciones formales

Definicién 2.1.0.1. Suponga que (K, L) es un una pareja CW finita. Entonces diremos

que KX L es decir K colapsa en L por un colapso elemental si:

1. K=Lue™tue® donde e™, e estin en K — L

2. Ezxiste un mapeo @ : I" - K de tal suerte que:
a) ¢ es el mapeo caracteristico de e”,
b) o[ I"! es un mapeo caracteristico para ™1,
c) p(J" ) c LY donde JV = CL(OI™ — I™™Y) puede ser pensada como una caja

n-dimensional sin una tapa.

29
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En este caso también decimos que L se expande elementalmente a K denotado
por LK. Una manera de entender geométricamente las expansiones elementales de L
es verlo como el pegado de una bola a L a lo largo de una cara de dicha bola. En la
notacién de antes, si denotamos ¢q = ¢|J"L, entonces @g : (J* 71, 9J7) » (L1 L772)
y (K,L) = (LglaJoIn’L)'

Analogamente, dado L, cualquier mapeo oo (J" 1, 8J" 1) — (L*!, L""?) determina

una expansion elemental. Para ver esto, denotamos K = L u I". Sea ¢ : L& I" - K el
©0

mapeo cociente y defina o((I"1)°) = ™1, o((1")°) = e™. Entonces K = Lue™ ! ue™ es
un complejo CW y L7K.

/ en+1

o &=

FIGURA 2.1: Expansion elemental de L a K.

Proposicion 2.1.0.1. Si KX L entonces:

1. Ezxiste un retracto celular fuerte por deformacion D : K — L.

2. Cualesquiera dos retractos por deformacion de K a L son homotdpicos relativos a
L.

Demostracion. Sea K = L ue™ ! ue™ Por hipotesis hay un mapeo ¢q : 1"t — L7
de manera que (K,L) ~ (L u I",L). Pero L u I" es solo el cilindro de mapeo de ¢y.
Entonces por 1.1.0.1 hay un retracto fuerte powr deformacion D : K — L de manera que
D(e™) = po(I"1) c L™, Claramente D es celular.

Si Dy y Ds: K — L son dos retractos fuertes por deformacién y i : L ¢ K entonces
1D ~ 1 ~iDy rel L. Entonces D1 = D1iD1 ~ D1iDy = Ds. O

Definicién 2.1.0.2. Escribimos que K ~ L (K colapsa en L) o bien que L » K (L se

expande a K ) si existe una sucesion finita (posiblemente vacia) de colapsos elementales

K=Ky$ K1 $ S K, =L
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Una sucesion finita de colapsos y expansiones elementales es llamada deformacion
formal. Si hay una deformacion formal de K a L escribimos K\ L y diremos que tiene el
mismo tipo de homotopia simple. Si K y L tienen un subcomplejo comiun Ky en el cual
ninguna celda fue removida durante la deformacion formal, entonces diremos que KA\ L
rel K.

Suponga que K = Ky - K; - --- - K, = L es una deformacion formal. Defina
fi + K; > K; ;1 tomando f; el mapeo inclusion si K;7K;.1 y por 2.1.0.1, tomando f; como
un retracto celular fuerte por deformacion de K; a K;,1 cuando K;X K;,1. Entonces f =
fq-1--f1 fo es llamada deformacion y es una equivalencia de homotopia celular inicamente
determinada, salvo homotopia, por una deformacion formal. Si K' < K'y f = fo-1--fo

K — L es una deformacion donde en cada f;|K' =1 entonces K\ L rel K.

Finalmente definimos una equivalencia de homotopia simple f : K - L como un
mapeo que es homoto6pico a una deformacién. f es una equivalencia de homotopia simple

rel K’ si es homotopica, rel K’ a una deformacién rel K'.

Es natural ahora preguntarse por la relacién entre la equivalencia homotépica clasica
y la recién definida. Si f : K - L es una equivalencia homotdpica, ;es entonces f: K - L

una equivalencia de homotopia simple?

2.2. Cilindros de mapeo y deformaciones

Con la motivacion de definir un grupo Wh(L) usando los complejos CW y las clases
de equivalencia dadas por homotopia simple presentaremos algunos lemas técnicos que

nos permitiran definir la estructura algebraica.

Proposicion 2.2.0.1 (Reordenamientos de colapsos elementales). Si K N L entonces
cualquier secuencia dada de colapsos elementales puede ser reordenada para dar lugar a
una nueva secuencia donde K = Ko X K1X ...X K, =L con K; = K;;yue™u el donde

ng2Mng2...20g-1.

Demostracion. Si K ~ L entonces K = Lue™ ue™ tu-..ue™ ue™! donde p,, es el

mapeo caracteristico de €™ y @, |I ni~1 g el mapeo caracteristico de e

Sea M = {ng,...,ng}. Tome my € M maximal, defina My = M - {mg}. Sea K; =

] 1
L u UnieMo enl U UniGMO enl

Construya inductivamente K1 = LUUpenr; € U Un e, e™ 1 donde M; = M;_q -

{m;} para m; € M; un elemento maximal.
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Por la construccion es claro que K;X K1, dado que o(J% 1) c K;ﬁ:{l

Ademas ng >n1 > ... 2 ng-1. O

Proposicion 2.2.0.2 (Homotopia simple en cilindros de mapeo). Si f : K - L es un

mapeo celular y Ko < K entonces My ~ My g, .

Demostracion. Sea K = KguejuU...ue, donde e; son las celdas de K — Ky ordenadas en
dimensién creciente. Entonces K; = KyueqU...Ue; es un subcomplejo de K. Consideremos
M; = Mf|K,-7 veamos que M; N\ M; 1 para toda i. Sea @; el mapeo caracteristico de e;
y sea q: (K; xI)® L - M; el mapeo cociente. Entonces M; = M;_ 1 Ue; U (e; x (0,1)) y
go(p;x1):1" x I — M; es un mapeo caracteristico para (e; x (0,1)) el cual restringe a
I x 0 al mapeo caracteristico de e;. Claramente el complemento de 1™ x 0 restringido

a (I x I) es mapeado a M. Entonces M;X M;_; y de ahi que My \ My g, . O
Corolario 2.2.0.1. Si f: K — L es celular entonces My ~ L.
Corolario 2.2.0.2. Si Kg< K entonces (K xI) N (KgxI)U(K xi),i=0o01i=1.

Proposicion 2.2.0.3 (Invariancia bajo CW-isomorfismos). (a) Si (K, K, K2) es una
tripleta que es CW-isomorfa a (J,J1,J2) con K\NKy rel Ka, entonces J\Jy rel Jo

(b) Si K1,Ks y L son complejos CW con L < K1 y L < Ky y tenemos h: K1 - Ko un
CW-isomorfismo de tal suerte que h|L =1 entonces K1 \Ka rel L.

Demostracion. (a) Es trivial. (b) Es suficiente considerar los casos especiales donde
(K1—-L)n(K2-L) = @. De lo contrario podemos (renombrando algunos puntos) construir
un par (K, L) e isomorfismos h; : K - K;, 1 = 1,2, de tal suerte (K -L)n(K;-L) =@
y de tal que h;|L = 1. Entonces tendremos el caso especial K1\ KA\Ka, rel L.

Considere el cilindro de mapeo Mj,. Por lema anterior tenemos
Mh N Mh|L = (LXI)%(K2 X 1),

y al ser b un CW-isomorfismo la misma prueba puede ser usada para colapsar del otro
extremo y obtener M, N (L xI)u (K7 x0). Ahora sea M), obtenido de M), al identificar
(x,t)=xsizel ,0<t<1, como (K;-L)n(Ke-L) =g, podemos (al tomar una copia
apropiada de M) asumir a K y K3 como a ellos mismos y no como meras copias de estos
contenidos en los extremos de Mj, . Entonces los colapsos de Mj, del (L x I) pueden ser
realizados en este nuevo contexto dado que M), — (L xI) es isomorfo a M), — L (argumento

que probaremos a continuacion), resultando asi que K; 7 My, ~ Ko rel L. O

Si tomamos a f: L x I — L como la proyecciéon natural, el argumento de la dltima

oracién es un caso especial del siguiente enunciado.
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Proposicion 2.2.0.4 (Principio de relatividad (simplicial)). Suponga que L1 < K y
f Ly — Lo es una mapeo celular. Si K\J rel Ly, entonces K L}J LQAJL}JLQ rel Lo.

Demostracion. Suponga que K = Ky - K; - -+ - K}, = J es una secuencia de deforma-
ciones elementales rel Ly . Sean ¢; : K; ® Lo - K; L; L5 los mapeos cocientes (0 < i < p).
Si Kjy1 # K; = Kjsiue™tuey p : I - K; el mapeo caracteristico para e" res-
tringido al mapeo caracteristico o|I""! para e" lentonces ¢;i¢ v ¢;(¢[I" 1) son mapeos
caracteristicos por ¢;(e") y ¢;(e" ), como ¢;|K; — L1 es un homomorfismo y f es celular.
Asi

(Kix1 y L2) 7 (K; F La) = (K1 y Ly)ugi(e"™") ugi(e)

El resultado se sigue por induccién sobre el niimero de deformaciones elementales. [

Corolario 2.2.0.3. Suponga que K U Lo y J U Lo son complejos CW con subcomplejos
K, Ly y J, Lo respectivamente, y suponga que K N Ly = Jn Ly = Ly Si KNJ rel Ly
entonces K U Lo\ J U Ly rel Ly.

Demostracion. Al formar K ;J Loy J L].PJ Lo usamos una copia de Ly disjunta de K y J,

por proposicién anterior no importa que copia, tomando f es el mapeo inclusion. O

Proposicion 2.2.0.5 (Extension cilindrica). Si f : K — L es un mapeo celular y K ~ Ky
entonces My ~ KU My g, .

Demostracion. Suponga que K = K,X K,_1 ~ X Ky. Para una i fija sea K;,1 =
Kiu (e 'ue) ysea ¢ : (I",I"') - (em,en~1) un mapeo caracteristico apropiado.
Entonces

KuMy,, =KuMgg, U [e" 1 x (0,1) ue™ x (0,1)]

Siendo ¢ el mapeo cociente, go (@x1): (I"xI,I" 1 xT) - K uMyg,,, esto dalugar a un
mapeo caracteristico para estas celdas y coincide con las especificaciones para un colapso

elemental. Entonces K U Mf|K;1 X KuM 7|k, €l resultado se sigue por induccion. O

Proposicion 2.2.0.6 (Equivalencia de cilindros por mapeos homotopicos). Si f,g: K —

L son mapeos celulares homotdpicos, entonces MyN\My rel K U L.

Demostracion. Sea F : K x I — L de tal suerte que Fy = f v que F} = g que por el
teorema de aproximaciéon celular podemos suponer que F es celular. Entonces por lema
anterior (2.2.0.5),

Mp, (K xI) » Mp ~x Mp, u (K x1I)

Como K xI ~ K xi,(i =0,1). Ahora sea 7 : K x I - K la proyeccion natural y sea

M = Mpu K. Por el principio de relatividad simplicial (2.2.0.4) la deformacion antes
K
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descrita da lugar a
My 2~ M~ Mgrel KulL
O

Proposicion 2.2.0.7 (Cilindros por mapeos de composicion). Sean f : K1 - Ky y
g: Ky - K3 mapeos celulares, entonces Mgs\Msu M, rel (K10 Ks) donde Myu M, es
la union disjunta de My y M, pegados por el mapeo identidad en K.

Demostracion. Sea F' = gp : My - K3 donde p : My — Ky es la retraccion natural.
Entonces F' es un mapeo celular, F|K; = gf y F|K3 = g. Como My ~ Ky por corolario
2.2.0.1 se sigue de 2.2.0.5 que M ~ MyUM,. Por otro lado como K < My 2.2.0.2 implica
que Mp ~ Mgy, Ast Mgy # Mp ~ My u My, donde todos los complejos involucrados

contienen a K U K3. O

Maés general atn tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.0.8 (Generalizacion de cilindros de mapeos). Si K LR Ky o, K,

es una sucesion de mapeos celulares y f = fg-1--f1 entonces My\My v Mg, U--u My, |
rel K1 U Ky, donde esta representa la union disjunta de los My, con el rango de uno

pegado trivialmente identificado con el dominio del siguiente.

Demostracion. Si ¢ = 2 esto es trivial. Procediendo inductivamente, definamos g =
fq-1+f3f2 y asumamos que My/\ My, U--uMy, , rel (K2UK,) entonces por lema anterior
y por (2.2.0.4)
My =M\ My oMy, rel KjuK,
N My u (Mg, u-uMyg ), rel My UK,

O

Proposiciéon 2.2.0.9. Dado un mapeo f: K — L las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. f es una equivalencia de homotopia simple.

2. Existe una aprozimacion celular de g a f de tal manera que My \K, rel K.

3. Para cualquier aprozimacion celular g a f, MgAK rel K.
Demostracion. 1) = 2) Por definicién de equivalencia de homotopia simple existe una
deformacion formal K = Ky - K; - - - K, = L tal que f es homotopica a cual-

quier deformacién asociada con esta deformacion formal. Sea g = g4—1---g1g0 una de estas

deformaciones, donde g; : K; — K;,1. Note que para toda i, My, N\ dom g; = K;
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Si K;K;.1, entonces
Mgy, = (K; xI)LéKHl N(KGx D) N (K x0) = K
Y si tenemos que K;X K1 aplicando (2.2.0.5)
My, S My, UK; = (i x I) U (Ki x0) \ K x 0= K;

Entonces
MgAMg, u---u Mg, rel Ky Usando (2.2.0.8)

N (Mggu-UMg ) NN Mgy N Ko = K

2) = 3) Suponga que g es una aproximacion celular para f de manera que M,/\ K rel
K donde ¢’ es cualquier aproximacion celular de f. Entonces por (2.2.0.6), My AMAK
rel K.

3) = 1) Sea g cualquier aproximacion celular de f. Por hipotesis MyA\K, rel K.
Asi el mapeo de inclusion ¢ : K ¢ M, es una deformacion. Ademés el colapso M,
L determina una deformacion P : M, - L. Dado que cualesquiera dos retractos por
deformacion fuerte son homotépicos, P es homotoépico a la proyeccion natural p : My — L.

Entonces f ~ g=pi~ Pi= def. Asi f es una equivalencia de homotopia simple. O

Proposicion 2.2.0.10 (Teorema de extension de homotopia simple). Suponga que X <
Ko < K es una tripleta de complejos CW y f: Ko - Lg es una equivalencia de homotopia

simple celular tal que f|X =1. Sea L = K ;J Lo. Entonces existe una equivalencia de

homotopia simple F : K - L de manera que F|Ko = f. Ademds KN\L rel X.

Demostracion. Sea F' : K — L la restriccion a K del mapeo cociente K & Lo — L.

Entonces My = (K xI)uM; donde q: Kox I — My es también la restriccion del mapeo
q

cociente. Pero K x I N (Ko xI)u (K x0), entonces por (2.2.0.4)

MF\MfU(KXO)EMfUK,

ANK rel K por (2.2.0.9) y (2.2.0.3)

Claramente F|Ky = f y por 2.2.0.9 de nuevo, F' es una equivalencia de homotopia

simple. La tltima afirmaciéon del teorema es cierta debido a que
KANMy N My, =(XxIuL) 7 LxINLx0=L

Todo esto rel X = X x 0. O
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Atdn no hemos podido resolver la pregunta hecha al incio sobre la relacion entre
una equivalencia de homotopia simple y una equivalencia de homotopia. La siguiente

proposicién nos permite reformular dicho cuestionamiento.
Proposicién 2.2.0.11. Las stguientes conjeturas son equivalentes:

(1) Si f: K - L es una equivalencia homotopica, entonces f: K - L una equiva-

lencia de homotopia simple

(2) Si (X,Y) es una pareja CW y X WY entonces X \Y rel Y

Demostracion. (1) = (2). Suponga que X u Y ie. i:Y c X es una equivalencia homo-
topica. Entonces por (1) i es una equivalencia de homotopia simple (celular) entonces

(2.2.0.9) implica que M;\Y rel Y. Entonces

X=Xx0XxI=M,NMAY relY

(2)=(1). Suponga que f : K - L es una equivalencia de homotopia celular por
(1.1.0.2) My « K Entonces (2) establece que MfA\K rel K; y por (2.2.0.9) f es una

equivalencia de homotopia simple. O

Por tanto deberemos prestar particular atenciéon a las clases de equivalencia de
espacios que X que se retraen por deformacion fuerte a Y para dar respuesta a la relacion

entre ambas teorias.

2.3. Grupo de Whitehead

Dado un complejo CW finito L, queremos poner algo de estructura en la clase de
parejas CW (K, L) de manera que K \ L.

Si (K,L)y (K',L) son parejas CW homotopicamente triviales , definimos (K, L) ~
(K',L) si y solo si K\K' rel L. Esto es claramente una relacion de equivalencia y
denotamos [ K, L] a la clase de equivalencia de (K, L). Una suma de clases de equivalencia

esta definida por
[K,L]+[K',L] = [KLLJK',L]

Donde K i) K’ es la union disjunta de K y K’ identificados por el mapeo identidad en
L (por 2.2.0.3 no importa cual union disjunta de K y K’ identificada tomemos. Ademas
por (2.2.0.3) las clases de equivalencia forman un conjunto, dado que es facil ver que

las clases de isomorfismo de complejos CW finitos tienen cardinalidad < 2¢). El grupo de
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Whitehead de L es definido como el conjunto de clases de equivalencia con la suma dada
y es denotado Wh(L).

Proposicion 2.3.0.1. Wh(L) es un grupo abeliano bien definido.

Demostracion. Un retracto fuerte por deformacion de K a Ly uno de K" a L combinados
dan lugar facilmente a uno de K J K" a L. Asi [K J K',L] es un elemento de Wh(L)
si [K,L] y [K',L] lo son. Mas atun, no depende del representante, si [K,L] = [J, L],
entonces K%K’AJ%K’ rel L por (2.2.0.3), entonces [JLEK’,L] = [JLLJJ’,L]. Por lo
tanto la suma esta bien definida. Que la suma sea asociativa y conmutativa se sigue del

hecho de que la unién de conjuntos lo es.
El elemento [L, L] es la identidad, denotado por 0.

Si [K,L]eWh(L), sea D: K - L un retracto fuerte por deformacion. Construya-
mos 2Mp al tomar dos copias del cilindro de mapeo Mp, identificadas por la identidad
en K. De manera precisa, sea 2Mp = K x[—1,1] con identificaciones (x,-1) = (D(z),-1)
y (x,1) = D(z) para toda x € K. Afirmamos que [2Mp, L] =-[K, L].

VL x (1)

K x0

]\/IDL[J/K:AL'D

K
)
F1GURA 2.2: Representacion de 2Mp LiJK.

Veamos: [2Mp, L]+ [K,L] = [2MD%K, L]
=[(Mpy K) v M, L]
=[M;puMjp,L]donde i: L c K

Pero iD =~ 1, entonces por (2.2.0.6), M;p/\K x I rel (K x0)u K. Por (2.2.0.3)

tenemos

[K xITuMj, L]

[LxTuMp,L] como K xI N (LxIuK x0)
[L

(L,

x[-1 ] L] como M} ~ Lx[-1,0]
L])= como L x[-1,1]~L=Lx1

En figuras, estas ecuaciones se representan como
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/\ N /A

F1GURA 2.3: Colapsos y expansiones en 2Mp Y K.

Si f: Ly - Lo es un mapeo celular, definimos f. : Wh(L1) - Wh(Lgy) por

[ K L] = [KLLJ Mjy.Ls] LK, L] = [KL} Ly, Lo]
1
=Dt :
(6]
L2 L2

FI1GUurA 2.4: Morfismo inducido.

Estas definiciones son equivalentes porque la proyeccion natural p : My — Lg es
un equivalencia de homotopia simple con p|Ls = 1 con la deformacion determinada por
(2.2.0.10).

(MfLLJlK)A(MfLLJlK);JLQ :KLfJLQ, rel Lo.

Se sigue directamente de la segunda definiciéon que f, es un homomorfismo de gru-

pos. De la primera definicion y por (2.2.0.7) se sigue que g. f. = (¢f)«. Veamos:

Proposicion 2.3.0.2 (Funtor geométrico de Whitehead). Eziste un funtor covariante de
la categoria de complejos CW finitos y mapeos celulares a la categoria de grupos abelianos

y homomorfismos de grupo dado por
(L)~ Wh(L)

(f:L1— La) = (fe : Wh(L1 > Wh(L2)).

Mads ain si f ~ g entonces f. = g
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Podemos ahora definir la torsion 7(f) de una equivalencia homotopica celular f :
L1 - Lo por
7(f) = ful My, La] = [My U My, La] € Wh(Lz)
1

Podremos sacar informacién formal muy importante acerca del grupo de Whitehead y

de la torsiéon considerando los siguientes hechos:

Proposicion 2.3.0.3. Si K, L y M son complejos CW, entonces

1. Si K,L y M son subcomplejos del complejo K UL con M = KnL ysi K v« M
entonces [K U L, L] = j.[K,M] donde j: M — L es la inclusion.

2. SiKwLxMei:M- L eslainclusion, entonces [K, M] = [L, M]+(i.) ' [K, L]

Sin embargo parece absurdo obtener mas informacion acerca de Wh(L) dado que
este parece ser siempre trivial, por lo tanto pospondremos las consecuencias de lo enun-
ciado anteriormente hasta més adelante, para antes mostrar que el funtor recién descrito

es naturalmente equivalente a uno altamente no trivial.

2.4. Simplificando un par CW homotépicamente trivial

En esta seccion tomaremos un par CW (K, L) de manera que K « L y lo sim-
plificaremos al hacer expansiones y colapsos rel L. Empezaremos con un lema el cual
relaciona el tipo de homotopia simple de un complejo con los mapeos de pegado con los
cuales fue construido, estableciendo que el pegado por frontera de n-celdas que no difiere

bajo homotopia genera el mismo par CW a ojos de homotopia simple.

Proposicion 2.4.0.1. Si Ky =Lueg y K1 = Luey son complejos CW donde e;(i =0,1)
son n-celdas con mapeos caracteristicos p; : I — K;, de manera que po|l0I"™ y 101"

son mapeos homotdpicos de OI™ en L entonces Ko/ \K; rel L.

Demostracion. Primero consideremos el caso en que egNe; = @ y, bajo esta suposicion,
damos al conjunto L Ueg U e la topologia y la estructura CW que hacen que Ky y K3

sean subcomplejos.

Sea F': 0I" x I - L con F; = ¢;|0I"(i = 0,1). Considere 9I"™ con la estructura CW
natural y 01" xI la estructura producto. Entonces por el teorema de aproximacion celular
(1.2.2) el mapeo F: (OI" x I,01" x0,1) - (L, L") es homotopico al mapeo G tal que
G|OI" x0,1=F|0I" x 0,1y G(OI" x I) ¢ L". Definimos ¢ : 9(I" x I) - (Lueguep)™ al
tomar

POI"xT=G; olI"xi=p; i=0,1
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Ahora pegamos una (n+1)-celda a L UuegUe; por ¢ para obtener el complejo CW
K = (Lueouel)g(I”xI)
Como ¢|I™ x i es un mapeo caracteristico para e;, tenemos
Ko=Luey”KX Luey =Kq,relL

Siepne; # @, construyamos un complejo CW K’ = Lue(, de manera que e{n(egUe;) = &
y de manera que e{, tenga el mismo mapeo de pegado que ep. Entonces, por el caso
especial de arriba KgAK \K1, rel L.

O

Serfa bueno tener para cada elemento en [(K,L)] € Wh(L) un representante sim-
plificado que permita maniobrar con Wh(L), con ese proposito ahora introduciremos un

nuevo concepto llamado intercambio de celdas.
Proposicion 2.4.0.2. Si (K, L) es una pareja conectada de complejos CW y r es un
entero de manera que

1. m(K,L)=0

2. K=Lu Uf:l ej U Ufgl ertlu.-u Ufjl ej’

Entonces KN\NM rel L donde M es un complejo CW de la forma

kr+1 1 kT+kr+2 9 kr+3 3 kn
M=roUJfimv U fu(UfMuvlUe)
i=1 i=1 i=1 i=1

Donde eg fzj denotan j—celdas.

Demostracion. Sea ¢} : I" — K un mapeo caracteristico para e} (i = 1,2, ..., k, ). Entonces
eroI"y c Kt = L™y of : (I",01") - (K,L). Como 7,(K,L) = 0 hay un mapeo
F;: I"*!' > K de manera que

Fi|I" x 0 = ¢

F|0I" xt = pi|0I", 0<t<1

F(I"x1)cL

Podremos asumir ademas:
Fi(aIHl) c K" y Fi(lr+l) c Kr+l

Esto porque si cada F; no tuviera estas propiedades, podriamos usar el teorema de

IT+1

aproximacion celular como sigue. Primero llevamos por una homotopia F;|0 relativa
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a (I"x0)u (01" xI) aun mapeo G; con G;(I" x1) c L". Por la propiedad de extension
homotopica G; se puede extender a un mapeo, que también llamaremos G, de I™*!
K. Entonces H; : I"*' - K" es homotopico a G; : I"*! - K, relativo a 9I"*! donde H;

tendréa las propiedades deseadas.

a

Sea P=K Y Im+2 Y I'?y... & I™? y sea ¢ : I"*? > P el mapeo de identificacion
1 P) ko

determinado por la condicion que ;1" x0 = F;. Recordando que J™ = CI(QI™ —I™),
establecemos que
E{+2 — 7/Ji(lr+2) y Ezq"+1 — @bi(JHl)’ 1<i< kr

Entonces, por definicion de la expansion,
K ~P=KulJE["?
Considere Py = LuUe] uU Ez“l.

r+1
Ei

~.

F1GURrA 2.5: Caso cuando hay una sola r-celda y r = 0.

Como ;(0J™*) = F;(0I"™!) ¢ K", Py es un subcomplejo de P bien definido. Ade-
mas I” es una cara de J"*! de tal suerte que ¥i|I" = ¢; un mapeo caracteristico para e} .

Entonces tenemos

PyNLP-Py=Uel™u(Ue?uUEM?)ulel™u-ule?.

(2

Sea g : Py — L una deformaciéon celular correspondiente a este colapso. Aplicando
2.2.0.10 y tomando G : P - P U L el mapeo inducido por g, tenemos
g
K »~ PNPUL,rel L
g

donde
PUL=LuUG(E) L [UGE ™) VU GE ) u-uUG()

La prueba es completada al tomar M = Pu L. O
g
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Proposicion 2.4.0.3. Suponga que (K, L) es una pareja de complejos CW conectados
de manera que K L. Sean = dim(K - L) y sea r >n—1 un entero. Sea ¢ una 0-celda
de L. Entonces KN\M, rel L, donde

a a
M=LuUe§uUe§+1
7 i

y donde € y eg” tienen mapeos caracteristicos V¥ : 1" — M y ¢; : I > M de manera

que ;(0I") = eV =i (J7).

Definicion 2.4.0.1. Si L es conexo, M ~ L, y (M,L) satisfacen la conclusion del

enunciado anterior con r > 2, diremos que (M, L) estd en forma simplificada.

Demostracion. Como K w L, mi(K,L) = 0 para toda i. Asi por (2.4.0.2) podremos
cambiar la 0-celdas relativas de K por 2-celdas, luego las 1-celdas del nuevo complejo
por 3-celdas, y asf sucesivamente hasta que lleguemos a un complejo K en el cual la celdas
de menor dimension de K — L sean de dimension 7. Como r > n — 1 no habréa ninguna

celda de dimension mayor que r + 1. Asi podremos escribir K = L U Ui €5 u Uy ?5?1.

A

Tomemos J

con mapeos caracteristicos ;.

Afirmemos que, para cada j, 17;]-|(9] " es homotopico al mapeo constante 91" — €.

Como, K \ L hay un retracto R : K — L, entonces R@Zj "> Ly R%-WIT = Jjw[’”.
Como %(8[ "y c K1 c L. Asi %]6[ " es homotopicamente nula en L, L siendo arco-

conexo, es homotdpico al mapeo constante en Y. Usando (2.4.0.1) tenemos,

LuUeALuUej, rel L

Donde las €} estan trivialmente pegadas en e%. Por (2.2.0.10):

LUU@?UUE?JrI/\/LUUe;UUf;JJ

Ahora tome las celdas f/*! con mapeos caracteristicos ;. Como J" es contraible a un

Ir+1 Ir+1

punto con una homotopia de 9 el mapeo de pegado ;|0 es homotodpico al mapeo

Ir+1

;0 —~ LuUe} de manera que ¢;(J") = . Entonces por (2.4.0.1) de nuevo

LUUe;UUfIH/\LUUe;UUe?l, rel L

donde e;”'l tienen mapeos caracteristicos ¢; tales que ¢;(J") = €. Llamemos a este

altimo complejo M.

Finalmente para ver que el ntimero de r-celdas de M — L es igual al niimero de

(r+1)-celdas de M — L. Note que por (1.3.0.2) estos niimeros son precisamente iguales a
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los rangos de los modulos libres de homologia H,(M"u L,L) y H,+1(M,M" u L). Pero
como M\ L, la sucesion exacta de la tripleta (M, M"u L, L) contiene

o Hyoy (M, L) > Hyyy (M,M" UL) % H,(M"UL,L) - Hy(M,L) >

Donde H,+1(M,L) = H,(M,L) = 0. Asi d es un isomorfismo y estos rangos son iguales.
O

2.5. Matrices y deformaciones formales

Dada una pareja CW homotépicamente trivial, hemos mostrado que puede ser trans-
formada en una pareja en forma simplificada. Entonces consideraremos al par (K, L)
como K = Lu Ue;"- u Ue’i”r1 donde las celdas e; estan trivialmente pegadas a ey. Si da-
do r y L queremos distinguir una pareja de otra, entonces claramente la informaciéon

r+1

crucial yace en la manera en como pegamos las celdas e;"", es decir en los mapeos

r+1
I

oI o1t - Lu Ue;, donde ¢; es el mapeo caracteristico correspondiente a e
Denotando K, = LulJ eg, estudiamos estos mapeos de pegado en términos del operador
frontera 0 : m41 (K, K;;e°) - 7,.(K,, L;e’) en la sucesién exacta larga de homotopia
relativa para la tripleta (K, K,,L). Como pegar por mapeos homotdpicos no altera el
tipo de homotopia simple, no queremos pegar dejando fijo un punto base. Para capturar
el grado extra de libertad, pensaremos en los grupos de homotopia no s6lo como grupos

abelianos, si no como moédulos sobre Z(m (L, e)). Esto de la siguiente manera:

Dado un par de complejos conectados (P, Py) y un punto x € Py, como sabemos
m = m(Py,z) actia en m,(P, Py;x) con la condicion de que [a] - [¢] = [¢'], donde
o'y ¢ representan los elementos [«] y [¢] de 71 y de 7, (P, Py;x) respectivamente y
o s (I I ) - (P, Py, x) es homotopico a ¢ por una homotopia que arrastra

0(J™1) alo largo de una vuelta de oL,
Esta accion tiene las propiedades:
(0) [#]-[¢] = [¢], donde [#] es la identidad en 1,
(1) [e]- ([er] + [2]) = [@] - [e1] + [@] - [e2],
(2) ([al[B]) - [¢] = [a] - ([B] - [¢])

(3) Esta conmuta con todos los homomorfismos en la sucesion exacta de homotopia
de la pareja (P, ),
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Se sigue ahora que 7, (P, Py;x) se convierte en un Zm-modulo si definimos la mul-

tiplicacién por

(2 nilaDlel = 2oni([og]- [e]). [ay] € i, [p] € mn (P, Pos )

y la sucesion exacta de homotopia de (P, Py : x) se convierte en un sucesion exacta de
Zmi-modulos. En caso de tomar una pareja en forma simplificada (K, L), el siguiente

lema no permite darle estructura a m,,1(K, K,;e%) y a 7,.(K,, L,e").

Proposicion 2.5.0.1 (Bases para los Zm; modulos). Suponga que (P, Py) es una pareja
CW con P = PyuUel, donde Py es conexo. Suponga que @; = (1", 1", J"1) — (P, Py; e)
son mapeos caracteristicos para las celdas €]’ y ya sea que (a) n >3, o bien (b)n=2y se

tiene que p(OI™) = €° para toda i. Entonces m,(P, Py;e®) es un Zmy-mddulo libre cuya

base es [p1], [w2], " [pal-

Demostracion. Afirmamos primero que el mapeo inclusion induce un isomorfismo i :
71(Py, e?) —» w1 (P, e?), Para toda n > 2, i es suprayectiva por el teorema de aproxima-
cion celular, cualquier mapeo de (I1,0I') en (P,e’) es homotopico rel ' a Py. Simi-
larmente para toda n > 3, iy : es inyectiva, porque cualquier homotopia F : (I?,01%) —
(P, Py) entre mapeos Fy y I} puede ser reemplazado por un mapeo G : I2 - Py de mane-
ra que G|0I% = F|0I%. Finalmente si n = 2, ¢;(0I%) = €°, por suposicion. Sea R: P — P,
el retracto tal que R(Ue?) = €. Entonces si dos mapeos f,g : (I,01) — (Py,e") son
homotépicos en P por una homotopia F3, estos son homotépicos en Py con la homotopia

Ro Fy. Por lo tanto ix es también inyectiva en este caso.

Sea p: P - P la cubierta universal de P y P = p~ ' Py. Entonces Py es la cubierta
universal de Py cuyo mapeo de cubierta es p|j56 por (1.2.4.4). Sea G el grupo de homo-
morfismos de cubierta de P. Escoja un punto base el e p1(e%) Para cadai(1<i<a), sea
@i (I", J" 1) - (P,e") el levantamiento de ;. Entonces (4.1.0.2) dice que H, (P, P,)
es un Zm-modulo libre con base {< @; >} donde < @; >= (@;)«(wyp), siendo w, un ge-
nerador de H,,(I", dI"). Podemos primero identificar G con (P, e”) (ver (1.1)), luego
usar el isomorfismo iy para identificar G con i (Py,e”) = m1. Si [a] € 71, tome g,
el correspondiente homomorfismo de cubierta. Entonces H, (P, Py) es un Zm-modulo
con base {< @; >}. Completamos la prueba demostrando que H, (P, Py) es isomorfo a
70 (P, Py; €°) como Zm-médulo, con un isomorfismo que manda < @; > en [;] para cada

i.
Para demostrar esto, considere el isomorfismo 7' de Z-mo6dulos dado por

~ — -1 ~ —
H, (P, By) 2 7, (B, Bo; ®) s 7, (P, Py )
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Con T = p, o h™!, donde h es el homomorfismo de Hurewicz el cual manda cada [¢] €
70 (P, Py, g)) en v, (wy). De hecho podemos aplicar el teorema de Hurewicz (ver (1.4)),
h es un isomorfismo porque Py y P son conexos y simplemente conexos, y por el teorema
de aproximacién celular, m; (?, ’]56) = 0 para i < n - 1. También py es un isomorfismo
para toda n > 1, por la propiedad de levantamiento homotépico. Asi T' es un isomorfismo
y, claramente T(< @; >) = px[@;] = [p@i] = [¢i]. Finalmente para ver que T es un
homomorfismo de (Zm)-modulos, basta con mostrar que T'(Xa; < @; >) = Xa;[;]| para
cada a; = ¥;nij[a;] € Z(m). Pero por definicion de multiplicacion escalar y de nuestra

identificacion de Zm; con Z(G),
> ai < @i >= 2 (2 niilog D) (@ie (wn)) = 20 ni ((91a;180)« (wn)

Pero gp,,;1%i es libremente homotopico al mapeo & - 9la,1Pi> €l cual es obtenido de arras-
trar la imagen de J"! (o bien g[a].](eo)) a lo largo del camino &;'. Asi, por la propiedad

de homotopia en homologia

> ai < i >= 3 15 ((&) - 9la;)Pi)+ (wn))

1,7

R - —
— 2,1 - 9la;1%7)+]
l?]

p ~ ~
5 Y [P0 (@5 9o, 7))
Z7‘7

= > nij([as]-[@5])
17]
=2 (X nijlegDlei]
i
= Zaz’[%‘]

Suponga ahora que (K, L) est4 en forma simplificada, donde

a a
_ r r+1
K=LuJeiulUel
7=1 i=1

Sean {p;} v {1} los mapeos caracteristicos para las respectivas e[*! y e’ respectiva-
mente. Entonces por el lema anterior {[¢;]} y {[%;]} son las bases de los Zm-modulos
71 (K, K;) y mp (K, L). Definimos la matriz asociada a(K, L) con respecto a los ma-
peos caracteristicos {¢;} y {v;} la Z(m) matriz cuadrada de tamano a, dada por

Ipi] = Y aij[v;] donde 0 : mp (K, K,) - m(K,,L) es el operador frontera usual.
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Note que esta matriz debe de ser no singular (i.e. debe tener inverso por los dos lados).
Para m,1(K,L) = m(K,L) = 0, como K w L; y por la exactitud de la sucesion de

homotopia, d es un isomorfismo.

Note que el caso mas simple ocurre al tomar una pareja simplificada en donde los
mapeos caracteristicos ¢;, 1; satisfacen que p;(J") = ey @;|I" = 1);. En este caso tenemos
que algebraicamente la matriz asociada a (K, L) es la matriz identidad y geométricamente
tenemos que K N\ L (claro pues K — L es una union de bolas por un punto). Més general

tenemos que cuando la matriz es adecuada podemos cancelar celdas como sigue:

Proposicion 2.5.0.2. Si (K,L) es una pareja en forma simplificada y si la matriz
asociada de (K,L) con respecto a alguna eleccion de mapeos caracteristicos {¢;}, {1}

resulta ser la identidad, entonces K\L, rel L.

Demostracion. Considere los mapeos caracteristicos o1 : (I"™1, 17, J") - (K, K,,e%) y
1 (I",01") - (K., e%). Por hipotesis [11] = 0[p1] = [¢1[I"] € 7, (K, L, ). Asi existe
una homotopia hy : (I", 11, J™ 1) - (K,, L,e") de manera que hg = ¢1|I" y hy = 1)1. Por
el teorema de extension homotopica (1.2.1) podemos extender h¢[0I" a una homotopia
gt : J* = L de manera que gg|J" = ¢1]|J". Combinando h; y g; tenemos una homotopia
Hy: (0I"1, 1",J") - (K,,K,,L) con Hy = p1|0I""' vy Hy|I" = 4. Por el teorema de
aproximacion celular Hj es homotopico rel a I, a 7, donde p1(J" ¢ L". Si pegamos
€§+1

una (r + 1)-celda a K, por 31 : "™ » K, entonces por (2.4.0.1) tenemos que

K:LUUe?UUefH/\,(LUUe;U Ue™h Ugl"ﬁ, rel L
J i J

i>1

T r+l1 _ /
\LUUerUe,L- =K
7>1 i>1

El altimo colapso tiene lugar porque @1|1" = 11

Finalmente, la matriz de (K’,L) con respecto a los mapeos caracteristicos res-
tantes es la matriz identidad con una dimensién menor. Para esto suponga que 9’ :
mea (K KL) > m (KL L), iK' Ky que gr = il = 0 i 0'[¢l] = Sayl!]
entonces [;] = 9[wi] =i, 0'[¢}] = i%y ¥ aj;[¥;] = ¥ aj;[4);]. Ast aij = 0;5. Asi procedemos

por induccién sobre el nimero de celdas de K — L. O

En el siguiente lema daremos una interpretacién geométrica al hacer manipulaciones

algebraicas en la matriz asociada a una pareja de complejos CW.

Proposicion 2.5.0.3. Considere la pareja (K, L) en forma simplificada con una matriz
(aij) con respecto a un conjunto de mapeos caracteristicos. Suponga ahora que la matriz

(aij) puede ser transformada a la matriz (by;) por alguna de las siguientes operaciones
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I. Ry > zaR; con (aem cZm)

(Multiplicar el iésimo renglon por la izquierda por un mds o menos elemento del

grupo)
II. Ry, » Ry + pR; con (p€Zm)

(Anadir un maltiplo izquierdo del anillo de un renglon a otro)

ij 0
1. (ai;) — | “¥
0 I,

(Expandir al anadir en una esquina la matriz identidad)

Entonces hay una pareja en forma simplificada (M, L) de manera que K \M rel L

y un conjunto de mapeos caracteristicos con respecto a los cuales (M, L) tiene la matriz

(bij).

Demostracion. Suponga, como siempre, K = LuU e;uU e;”, y denotaremos a los mapeos
caracteristicos de las r y (r+1) celdas por {¢;} y {¢;} respectivamente. Para simplificar

la notacién consideremos en I cuando R; — +aR; y en II cuando R; - R; + pRa.

Para hacer R{ - —R; tome M = K e introduzca el nuevo mapeo caracteristico
P17 para remplazar a ¢, donde 37 = po Ry R: I"™ - I"*! por R(xy, 29, Trs1) =
(1-z1,22, -, 2r41). Claramente [$7] = —[¢1], por lo tanto O[@71] = -0[¢1] = - ai;[¢;].
Para hacer Ry — aRy sea f: (I",0I") - (K,,e") que representa o - [p1|I"] € (K, L).

Extendamos f trivialmente a 0I"*!. Tome
M=LuJejulJei ue™!
J

>1

Donde &"*! tiene mapeo caracteristico 31 con $1|0I""! = f, claramente 9[37] = a-9[p1].
Pero 37|0I"*! es homotopicamente libre en K, a @101, Asi por (2.4.0.1) KA\M rel
L.

Para realizar la operacion Ry — Ry + pRa, sea ¢ : (I"*1, 17, J") - (K, K,,e") el

representante canoénico [¢1] + [h], donde @), representa p- [p2].

©1 2

IT
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Entonces d[¢] = 0[p1] + p- 9[p2] = ¥;(a1; + paz;j)[;]. Note que p(8I"*') c K, c

r+1

K,uebtl. También ¢|0"*! es homotopica en K, ueh*! a 1|01

porque ph|I" es homoto-
picamente (rel 9I") en K, ueh*! al mapeo constante en € (de hecho ¢} es la homotopia)
Por lo tanto podemos pegar la nueva celda con mapeo caracteristico 7 de manera que
1|01 = p|0I™! y asi construir el nuevo complejo M con la matriz asociada que se
desea, de manera que:

K = [K, uU; el A[Kr uUis1 € |04 = M, rel K, UUjsp 7
Finalmente la operacién del tipo III corresponde a una expansion elemental. O

Proposicion 2.5.0.4. Suponga que (K, L) es una pareja en forma simplificada la cual
tiene una matriz A asociada con respecto a algin conjunto de mapeos caracteristicos. Su-
ponga también que A puede ser transformada a la matriz identidad I, por operaciones del
tipo (1)- (V) donde (1) (1) y (III) son como en 2.5.0.3 y (IV) y (V) son las operaciones

andlogas de columna.
IV. C; - £Cj -« con (aem c Zmy)

V. Cy = Ci+Cip con (peZm)

Entonces KN\L rel L.

Demostracion. Suponga que a;; — I, por medio de estas cinco operaciones. Obviamente
todas las operaciones del tipo III pueden hacerse primero. Luego es bien sabido que
operaciones del tipo I y II (IV y V) corresponden a multiplicacion izquierda (derecha)
por matrices elementales. (Con matriz elemental nos referimos a una matriz diagonal con
1’s, excepto por un solo xa(« € m1) en la diagonal, o una matriz la cual tiene unos en
la diagonal y solo una entrada a;; = p(p € Zm) distinta de cero fuera de la diagonal.)

Entonces tenemos

A0
I,=B (0 I) C', (B,C producto de matrices elementales)

A
C'=B Vo
0 I

A 0
1,=CB (O I)’ (CB un producto de matrices elementales)

Asi A puede ser transformada de la identidad por solo operaciones (I), (II), (III).
Usando (2.5.0.2) y (2.5.0.3), tenemos K AL rel L. O

Ahora viene uno de nuestros teoremas principales



Capitulo 2. Grupo de Whitehead geométrico 49

Teorema 2.5.1. Si (K,L) es una pareja CW de manera que K y L son 1-conexos y
K L entonces KN\L, rel L.

Demostracion. Por (2.4.0.3) K/\J rel L, donde (J,L) esta en forma simplificada. Sea
A la matriz de (J, L) con respecto a un conjunto de mapeos caracteristicos. Dado que
mL =1,Zm =Z. Entonces A es una matriz no singular con coeficientes enteros. Es bien
sabido que una matriz de este tipo puede ser transformada a la matriz identidad por
medio de operaciones de tipo (I),(II),(I11),(IV) y (V). Usando (2.5.0.4) tenemos JAL,
rel L. O

La prueba en (2.5.1) depende solo del hecho de que Z es un anillo sobre el cual
las matrices no-singulares pueden ser trasformadas en la identidad. El siguiente lema

muestra que el algebra no siempre es tan sencilla.

Si G es un grupo entonces una unidad en Z(G) es un elemento con un inverso
multiplicativo por los dos lados. Los elementos del grupo +G = {g|g € G} u{-g|g € G} son

llamadas las unidades triviales, todas las demés son las llamadas unidades no triviales.

Proposicion 2.5.1.1. Suponga que G es un grupo abeliano de manera que Z(G) tiene
unidades no triviales. Entonces hay una matriz no singular A con entradas en Z(G) no
singular la cual no puede ser transformada en la identidad por una sucesion finita de

operaciones del tipo (I1)-(V).

El grupo G = Zs es un grupo abeliano de manera que Z(Zs) tiene unidades no

triviales.

Demostracion. Sea a una unidad no trivial de Z(G) y sea A = (a) la matriz de uno
por uno cuya entrada es a. Como G es abeliano, Z(G) es un anillo conmutativo. Asi la
funcion determinante es un mapeo bien definido de las matrices cuadradas sobre Z(G)
a Z(@G) la cual satisface las propiedades usuales de los determinantes. Las operaciones
(IT) (III) y (V) transforman cualquier matriz en otra matriz con el mismo determinante.
Operaciones (I) y (IV) multiplican el determinante por unidades triviales. Si B es la
matriz que resulté al manipular A por medio de estas operaciones det B = g-(det A)
= ga para alguna unidad trivial g, asi det B es unidad no trivial y en particular B no

puede ser la matriz identidad.
Para ver que Z(Zs) tiene unidades no triviales, considere Zs = {1,t,t%,¢3,t*} En-

tonces a = 1 —t + 2 es una unidad no trivial dado que (1 -t +t2)(t +t? —t*) = 1. O

El siguiente lema muestra que las dificultades algebraicas recién planteadas, pueden

presentarse geométricamente.
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Proposicion 2.5.1.2. Si G es un grupo que puede ser finitamente presentado y A es

una matriz no-singular en Z(G) entonces

1. Exziste un complejo CW L conezo cuyo m (L,e) =G

2. Para cualquier complejo conexo L con m1(L,e®) = G, existe una pareja CW (K, L)
en forma simplificada tal que la matriz de (K, L) con respecto a un conjunto de

mapeos caracteristicos es precisamente A.

Demostracion. Suponga que G esta dado por generadores x1, ---x,, y relaciones R;(x1, -, &) =
1(i=1,-,n).Sea L' = e’u(elu---uel ) un producto cufia de circulos, y z; el elemento del
grupo libre 7 (L1, €°) representado por un mapeo caracteristico para e}. Sea p; : OI% - L1
el mapeo que representara a R;(1,-, Ty, ). Finalmente tome L= L' u I? U --- U I?. Por

®1 ¥2 Pn
aplicaciones sucesivas del teorema de Van Kampen (L, e") es precisamente G.

Para probar (2) escriba la matriz A = (a;;) de tamafio p x p. Sea Ky = Lue?---u eg

donde 632 tiene mapeo caracteristico 1; con 1;(01%) = €. Como siempre [¢;] denota
el elemento de my(K2, L) representado por ¢, : (1%, 1%, J) » (K2,L,e%). Sea < ¢; >
el elemento de ma(Ka,e”) representado por 1; y sea « : (Ka,e,e?) - (Ka,L,e") (el
mapeo inclusién). Claramente ay <9, >= [¢;] . Sea f; : (12,0I?) - (Ka,€") representa
>; @ij <j >. Finalmente pegamos 3-celdas a Ky para obtener K = Ko Ue“;’ U-~'U€]?; donde
e? tiene mapeos caracteristicos ; : (13,12, J%) - (K, Ka,e") con ¢;|I? = ao fi. Entonces

Awi] = [@ill?] = [ao fi] = ax(T; aij <y >) = L ag[4;].

Asi construimos una pareja (K, L) con K-L = 6?UU e? de manera que el operador

frontera 0 : 73 (K, Ka,e’) - mo(Ka, L, ) tiene la matriz A.

Falta probar solamente que K wu L. Por (1.2.1.1) basta con probar que 7, (K, L) =
0 para n < 3. Para n < 1 es claro por el teorema de aproximacion celular y por la
conectividad de K y L. Para n = 2,3 usamos el hecho de que 9 es un isomorfismo porque

A fue asumida no singular. Entonces para n = 2, tenemos la sucesion
m3(K, K2) % ma(K2, L) - m(K,L) - m(K,K2) =0

y por exactitud se sigue que mo(K, L) =0 (Aqui m2 (K, K2) = 0 porque K — K5 es la uniéon
de 3-celdas). Finalmente note que m3(K, L) = m3(K, L) = H3(K, L) el altimo isomorfismo
viene de teorema de Hurewicz el cual aplica debido a que 0 = m;(K, L) 2 mj(K, L) para
i=1,2y porque L es 1-conexo por (1.2.4.4). Para ver H3(I?, f) = 0 considere el diagrama

conmutativo
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0= Hy(Ky, L) —> Hy(K, L) —= Hy(K, K3) —= Hy(K, I)
Hurewiczlﬁ Hurewicztﬁ

7.(-3([?7E) —>7T2(E,Z)

m3(K, Ka) —Z>7T2(K2,L)

Claramente 9 es un isomorfismo, por eso y por la exactitud de el primer renglén
H3(K,L) =0 Por lo tanto m3(K, L) = 0. O

Conclusiones Se ha visto que en algunos casos en una pareja homotdépicamente
trivial (K, L) se debe tener K/\L rel L. Esto ocurre cuando m1(L) = 0 6 mas general
aun cuando todas las matrices no-singulares sobre Z(m L) pueden ser transformadas
a la matriz identidad. Asi los conceptos de equivalencia homotopica y equivalencia de
homotopia simple coinciden con complejos CW con grupos fundamentales suficientemente
buenos. Por otro lado hemos exhibido parejas en forma simplificada con matrices que
no pueden ser transformadas a la identidad. Debemos preguntar ahora si estas matrices
o bien sus clases de equivalencia bajo las operaciones (I)-(III) representan un problema
intrinseco o si son meros artefactos. Partiendo de una pareja que (K, L) tal que K « L
podriamos preguntarnos si las clases de equivalencias de matrices que aparecen cuando
(K,L) es expandido o colapsado a una pareja en forma simplificada dependen de la

eleccion de una deformacion formal.

Dos observaciones son cruciales. Primero las clases de equivalencia de matrices no
singulares forman un grupo, el grupo de Whitehead de 71 L escrito como Wh(m L) (pro-
baremos a continuacion). Segundo si K\ J rel L donde (J, L) esté en forma simplificada
entonces esta implicita en la demostracion de (2.5.0.1) que la matriz de (J, L) es la matriz
del operador frontera

Hy1(J,J,) > Hy(Jy, L)

por definiciéon de complejo de cadena celular, este es el operador frontera en C(:f, f)

donde C(J,L) es el complejo de cadena
0 Craa(7,1) % (T, 1) >0

como J w L,C(J,L) es un (ZmL)-complejo aciclico. Entonces a un (Zm; L)-complejo
aciclico hemos asociado un elemento de Wh(mL). Nos gustaria mostrar que este ele-
mento determinado por C(J,L) estaba pre-determinado por C(K,L) y en efecto por
(K,L)
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En este punto ocupamos una aproximacion algebraica méas sofisticada. Continuare-
mos con el estudio puramente algebraico de complejos de cadena aciclicos de los grupos
de Whitehead de grupos.



Capitulo 3
Grupo de Whitehead algebraico

En este capitulo daremos la construccion algebraica de Wh(G) el grupo de Whi-
tehead para un grupo G. Empezaremos por definir la torsion para un matriz en GL(Z(G)),
para luego definirla sobre un objetos con mas informacion llamados Wh(G)-modulos con
los que construiremos los Wh(G)-complejos de cadena. Sobre éstos definiremos el elemen-
to de torsién con el cual podremos probar que la construccién geométrica y la algebraica

son equivalentes.

A lo largo del capitulo R denotara un anillo con unidad, sin embargo para nuestros

propositos el anillo a tomar sera Z(G).

3.1. Grupo de Whitehead

El grupo de matrices no singulares de n x n sobre un anillo R es denotado por
GL(n,R). Hay un encaje natural de GL(n, R) en GL(n + 1, R) dado por

()

usando esto, el grupo general lineal infinito de R puede ser definido como el limite directo
GL(R) =1lim GL(n, R). Por conveniencia de notacién tomaremos A € GL(n, R) como su
imagen en GL(R).

Sea EZJ(Z # j) la matriz de n x n que tiene 0 en todas las entradas salvo por un 1
(unidad en R) que se encuentra en la posicion 7, j. Una matriz elemental es una matriz
de la forma (I, + aE};) para alguna a € R. Denotaremos E(R) el subgrupo de GL(R)

generado por las matrices elementales.

53
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Para poder estudiar GL(R)/E(R), definiremos una relacién de equivalencia en
GL(R) dada por:
A~ B < existen F1, Ey € E(R) de manera que A = F1BE>

Probaremos luego que E(R) es normal, con lo que la relacion antes definida se
reduce la relacion de pertenecer a la misma clase de conjugacion segin E(R). Por lo
mientras es claro que A ~ B siy so6lo si A puede ser obtenida de B al tomar una sucesion
finita de operaciones que consiste de anadir un multiplo por izquierda de un renglon a
otro, o bien un multiplo derecho de una columna a otra. Mas general en lugar de tomar
renglones, si P; y P» son submatrices disjuntas de dimensiones pxn y g x n de la matriz

no singular A de n xn y si X es una matriz de p x g sucede lo siguiente:

P P +XP,
IgRA=|====|~B=| ======
P P
Py P
IIg: A=|====|~B=]====
Py -P

IR se deduce inmediatamente de la definicién de multiplicacién de matrices. 11 se

sigue de IR por la secuencia

las correspondientes operaciones sobre columnas dan lugar a equivalencias analogas que

llamaremos I y Ilc.

Proposicion 3.1.0.1. Si A, B son elementos de GL(R) entonces AB ~ BA.
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Demostracion. Para una n suficientemente grande asumamos que A y B son ambas de

AB 0\ (AB A 0 A 0 A
AB = ~ ~ ~
0 I, o 1,)] \-B 1,)] \-B 0

0 B
Similarmente BA ~ ( )

n x n. Entonces

-A 0

Finalmente, usando I'lg y Ilg
0 A A 0 0 B
-B 0 0 B -A 0
Proposicion 3.1.0.2. E(R) es el subgrupo conmutador de GL(R).

Demostracion. Si E € E(R) y X € GL(R) entonces (XE)X ' ~ X"1(XE) por (3.1.0.1),
entonces X EX ! = E1EE; € E(R). Dado un conmutador ABA™!B~! aplicamos esto con
X = BA para obtener

(AB)(A™'B™) = [E/(BA)E;)(BA) ™ = EA[(BA)Ex(BA) ] € E(R)

Entonces el subgrupo conmutador esta contenido en E(R).

Conversamente un generador tipico de E(R) es uno de la forma (/" +aET, ). Notando

que (I™ +aEij)‘1 =" —aEZ”j) podemos ver que este elemento es un conmutador porque

(" +aEfy) = (I" + aly) (1" + aB7y ) (I" - akfy) (1" - Efy)

Inmediatamente podemos deducir:

Proposicion 3.1.0.3. Si H es un subgrupo de GL(R) que contiene a E(R) entonces H
es un subgrupo normal y GL(R)/H es abeliano.
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Tomando un grupo G, considere R =7Z(G) y S = Gu(-G) c Z(G), sea Eg el grupo

generado por E(R) y todas las matrices de la forma

Donde g € S. Definimos
L
Eg
Nota 3.1.1. La definicion anterior puede darse tomando R cualquier anillo con unidad

y S un subgrupo del grupo de unidades de R dando lugar a

GL(R)

KS(R) = Es

Por (3.1.0.3) es un grupo abeliano. Denotamos al mapeo cociente 7 : GL(R) —
Wh(G) y llamaremos 7(A) a la torsion de la matriz A. Usaremos notacion aditiva dado

que Wh(G) es abeliano, tenemos asi 7(AB) = 7(A) + 7(B).

Si G y G’ son grupos, denotando a S = Gu (-G) y S’ = G' u (-G'), cualquier
homomorfismo de anillos f : Z(G) - Z(G") donde f(S) c S’, entonces f induce un
homomorfismo de grupos f, : Wh(G) — Wh(G") dado por

fer((aiz)) = 7((f(aiz)))

f+ esta bien definido porque si (a;5) € Esg, asi (f(ai;)) € Es. Entonces tenemos un funtor

covariante.

Esto da lugar a un funtor covariante de la categoria de grupos y homomorfismos de

grupos a la categoria de grupos abelianos y homomorfismos de grupos dados por
G~ Wh(G)

(f:G =G (fo: Wh(G) > Wh(G"))

donde f primero induce un homomorfismo de anillos Z(G) — Z(G") dado por ¥ n;g; —

> n;f(gi) y por ello induce un f. como se defini6 en el parrafo anterior.
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Proposicién 3.1.1.1. Sige G y f: G - G es un homomorfismo de grupos de manera

que f(x) = grg™! para toda x entonces f.: Wh(G) - Wh(G) es el mapeo identidad.

Proposicion 3.1.1.2. Si A, B y X son matrices de nxn, mxm y nxm respectivamente

con 7 : GL(R) - Wh(G), y si A tiene inverso derecho o B tiene inverso izquierdo,

entonces

A X
1. (0 B) es no singular < A y B son no singulares.

2. Si Ay B son no singulares entonces

A X
7'(0 b):T(A)+T(B)

Demostracion. (1) es véalido cuando digamos B tiene inversa izquierda debido a que:
A 0\ (I, -XB'\(A X
0 B 0 In 0 B)

Donde la matriz de en medio estd en E(R) (es resultado de operaciones de renglon

en Ip,m) y por tanto es no singular.

Donde A y B son no singulares, la ecuacién de antes muestra que
A X A 0 A 0 I, O I, 0O
T =7 =T +T =7(A)+71 .
0 B 0 B 0 Iy 0 B 0 B
Pero por medio de una secuencia de aplicaciones de IIr y después de 1o se tiene
I, O 0 B B 0
0 B (-1)™I, 0 0 (-1)*1,

(A X))
A51(0 B)—T(A)+T(B) O

3.2. Complejos de cadena de Whitehead

En esta secciéon trabajaremos con complejos de cadena que consisten de R-modulos
izquierdos finitamente generados, por tanto tienen bases finitas. R denotara un anillo

con unidad, pero como antes el anillo que nos interesa es Z(G).
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Empecemos con algunas proposiciones y notaciones para los médulos con los que

trabajaremos.

Lema 3.2.0.1. Sea M un R-mddulo libre con R un anillo de tal suerte que existe un
anillo con division D y un homomorfismo de anillos no trivial f : R — D, entonces

cualesquiera dos bases de M tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Basta probar que para cualquier matriz de cambio de base que pueda
surgir con entradas en R, existe una matriz B con AB = I,, y BA = I,,. Asi tenemos que

m=n

Sea f, el mapeo inducido que toma las matrices sobre R a las matrices sobre D dado
por f«((ai;)) = (f(ai;j)). Como f es un homomorfismo de anillos f.(AB) = f.(A) f«(B)
para cualesquiera A, B. Ahora suponga que A y B son matrices arbitrarias de manera
que AB = 1I,, y BA =1,. Como f(1) es una unidad, se sigue que f(1) = 1. Entonces
f«(Iy) = I; para toda q. Asi f.(A)f«(B) = I, y f«(B)f«(A) = I,. Como D es un
anillo con division, f.(A) es cuadrada, lo que implica que A es cuadrada, por lo tanto

cualesquiera dos bases tienen la misma cardinalidad. O

Corolario 3.2.0.1. Si G es un grupo, entonces en Z(G) cualesquiera dos bases tienen

la misma cardinalidad.
Demostracion. Considere A : Z(G) - Q dado por A(Y; nigi) = X; ni. O

Si f: My - My es un homomorfismo de médulos donde M7 y Mo tienen bases
ordenadas « = {1,...,2p} ¥ ¥ = {y1,...yq} respectivamente, entonces < f >, denota
la matriz (a;;) donde f(x;) = ¥;ay;. Asi cada renglon de < f >, da la imagen
de un elemento de x. Para simplificar notaciéon cuando el contexto no cause confusion

denotaremos < f > a esta matriz.

Considerando estas convenciones, tenemos que
<faofi>=<fi><fa>

Six=A{x1,...,2p} vy ¥y ={y1,...,yp} son dos bases ordenadas para el mismo modulo,
entonces < x/y > denota la matriz no singular (a;;) donde x; = ¥; a;;y;. Si ,y,2 son

bases de M entonces < z/z >=< x/y >< y/z >.

Suponga que f: M7 - Ms es un homomorfismo de modulos, y que z y 2’ son bases

para M y que y y 3’ son bases para M. Entonces

< F o< 2 5<  ay<yly >,
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El hecho de que la matriz pueda representar tanto una funcién como un cambio de base
tiene la siguiente expresion en su notacion. Si z = {z1,-xp} ¥y ¥ = {y1,...,¥p} son dos
bases para el modulo M y si f: M — M es un isomorfismo dado por f(y;) = z; para

toda 4, entonces < f >, =< z/y >.

Definicion 3.2.0.1. Un mddulo de Whitehead 6 Wh(G)-mdédulo es un Z(G)-mddulo
libre M junto con una familia B no vacia de bases distinguidas que satisfacen que si b y

b son bases de M vy si be B entonces

bVeB<e1(<b/t)>)=0e Wh(G)

Si My y My son Wh(G)-modulos y f : My - Ms es un isomorfismo de modulos,
entonces la torsion de f, escrita 7(f), es definida como 7(A) € Wh(G), donde A es la
matriz de f con respecto a cualesquiera bases distinguidas de My y Ms. Claramente no
depende de las bases escogidas (dentro de la familia de bases distinguidas). Decimos que

f es un isomorfismo de Wh(G)-médulos si 7(f) = 0. En este caso escribimos f : M; 2
Ms(Y).

Definicion 3.2.0.2. Un complejo de cadenas de Whitehead 6 Wh(G)-complejo es un
complejo de cadenas
C:0—>Cn—>Cn_1—>---—>C’0—>O

de manera que cada C; es un Wh(G)-mddulo. Un base distinguida de C' se refiere a una

base ¢ = Uc; donde ¢; es un base distinguida de Cj.

Definiciéon 3.2.0.3. Un isomorfismo simple de Wh(G)-complejos f: C - C' es un
morfismo de cadenas tal que (f|C;): C; =2 C'(0).

3.3. Complejos de cadena aciclicos (exactos)

Los complejos de cadena que serviran para nuestros propositos cumpliran la propie-
dad de que todos sus grupos de homologia son triviales. A estos se les llama complejos

de cadena aciclicos mejor conocidos por exactos.

Definicién 3.3.0.1. Un R-mddulo es establemente libre si existen mddulos libres F y

Fy de manera que M & F = F5. (Recuerde que con libre nos referiremos con base finita,).

Note que si M es un R-moédulo libre y si j : A - M es suprayectiva esto implica
que hay un secciéon s : M — A (es decir que js = Idys). Suponga que M @ F es libre.
Entonces j®Id: A® F - M & F es suprayectiva y hay alguna seccion S: M & F - A® F
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(construido al mapear cada elemento de la base a un elemento arbitrario de su imagen
inversa). Asi s = wSi; es la seccion deseada, donde iy : M > M & F y n: Ad F — A son

los mapeos evidentes.
Proposicion 3.3.0.1. Suponga que C' es un complejo de cadenas aciclico sobre R con
operador frontera d, denotando B; = d;+1(Cis1) para toda i, tenemos:

1. B; es establemente libre para toda 1,

2. Ezxiste § : C — C un morfismo de complejos de cadena de manera que dd+dé = Id
es decir Og_1dy, + di410, = Ide, Yk €{0,...,n}

1 d di41 di-1
C:0——= s Cp, —= Ol —

A //

c:0——(C,,——---C C 0
dnst d, kg Ch- Ve 4 0 dg

3. 8i6:C — C como en (B) entonces, para cada i, do|B;—1 =1d y C; = B; ® 0B;_1.

Demostracion. By = Cy porque C es aciclico. Entonces By es libre. Asuma inductivamen-
te que sabemos que B;_1 es establemente libre. Por lo tanto hay un seccién s: B;_1 — Cj.
Como C es aciclico la sucesion
c d
0 B; C; B 0

T~
s

es una sucesion exacta. Asi C; = B; @ s(B;-1),donde s(B;_1) siendo isomorfo a B;_; es
establemente libre. Entonces existen modulos libres Fy, Fb de manera que s(B;_1) ® F} =
F5. Por lo tanto

B;®Fy=B;®s(Bi-1)® Fy

=CieoIn
Como C; es libre, esto muestra que B; es establemente libre, y (1) queda demostrado.

Por (1) podemos escoger para cada d; : C; - B;_; suprayectiva, una seccion J; :
B;_1 - C —i. Como en la prueba de (1) se sigue que C; = B; ® §;(B;-1). Defina 6 : C' > C

por la condicién de que para toda @
6| B; = dis1; 610i(Bi-1) =0

De esto resulta:
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S S
C; /?\ Ci1 /;5\ Cig — =
[ I [
Bi—>2>B, 1 —>>B;,
d d
@& 5 @ 5 ®
0Bi-1 =5—0Bi2<;—0Bi-3

Claramente dd + dd = Id. Esto prueba (2).

Suponga finalmente que dada § : C - C' de manera que dd + dd = 1 entonces
do|Bi-1 = (dé +0d)|B-i—-1=1Idp, ,. Asi (§|B;-1) : Bi-1 = C; es una secciéon y como en
(]), C;=Bi®6B;_1. ]

La siguiente proposiciéon nos dice que la torsién no depende de la contraccién de

cadena que tomemos.

Proposicion 3.3.0.2. Suponga que C' es un Wh(G)-Complejo aciclico con contracciones
de cadena § y 0. Para i fija. Sea Id® 6d: C; - C; definida por

Id®dd:B;®0B;_1=C; > B-i®dB;_1=C; > B;®3B;_1 = C;

Entonces

1. Id® dd es un isomorfismo simple

2. Si By y Bi-1 son mddulos libres con bases b; y b;_1 y si ¢; es una base para Cj

entonces T < b; U db;_1/c; >= T <b; U gbi_l/ci >

Demostracion. Sea g = Id ® dd. Es claro que ¢ es un isomorfismo simple, por el tercer
inciso de la proposicion anterior, éd : 6 B;j_ 5 6B-i—1.8i B; y 6B;_1 son libres podemos,
usando una base de C; que sea la unién de una base de B; y una base de gBi_l, escribir
una matriz la cual refleje claramente la estructura de g. Esta observacién motiva la

siguiente prueba de (1).

B,y gBi_l son establemente libres, entonces existen modulos libres Fy y Fb de
manera que Iy & B; y gBi,l ® Iy es libre. Fijando bases para F} y F5 y tomando la

unién de estas bases junto con una base distinguida para Cj, para tener una base ¢ de
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el F SeaG=Ildp,®g® Ildp: F1®C; & I, - F1 & C; @ F>. Entonces

1

<G >cc= <g>

y 7_(< G >c,c) = T(g)

Ahora escojamos bases by y by para (F1® B;) y (gBi_l @® Fy). Tomaremos b = by Uby
otra base para C;. Note que < G >¢ =< c/b>< G >pp< c/b>"1, entonces 7(< G >¢) = 7(<
G >pp). Pero de hecho

F, @ B; gBi_l ® Fy

Para ver esto suponga que y = 0z +w donde z € B;_, y w € Fy. Entonces G(y) =
6d(6Z) +w = 6z + w. Porque d(dz - 0z) = z -z = 0 , podemos escribir 0z = 0z + z para
alguna x € B;. Asi G(y) = 0z +x) +w =z +y donde z € F| @ B;.

Entonces 7(g) = 7(< G >¢c) =7(< G >pp) = 0.

Para probar (2), suponga que b; = {u1,...,up} y bi-1 = {v1,...,v4} son base de B-iy
B;_; respectivamente. Sea b = b;udb;_1. Entonces (Id®dd)(u;) = u; y (Id®dd)(dvy) = dvg,
y se sigue que
<b; Udb;_1/b; Udb;_1 >=< Id ® 5d >y

Por la prueba de (1), 7(< Id & dd >p) = 0. Asi
0=7< bz U (5bl_1/bz U gbi—l >= 7'(< bl U] 6bi_1/6i >< bZ U gbi_l/ci >_1)

=7< bz‘ U(Sbi_l/ci >—T< bi Ugbi_l/ci >
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3.4. Equivalencia estable sobre complejos de cadena

Un Wh(G)-complejo es un complejo elementalmente trivial si es de la forma
d
cC:0-C,—-Ch-1—~0

Donde d es un isomorfismo de Wh(G)-modulos (entonces tomando las bases distinguidas

apropiadas podemos tomar a <d> como la matriz identidad).

Un Wh(G)-complejo es trivial si es suma directa en la categoria de Wh(G)-complejos,

de complejos elementalmente triviales.

Dos Wh(G)-complejos C'y C” son establemente equivalentes y lo denotaremos por
C ~ C’ si hay complejos triviales Ty T” tales que C @ T = C' @ T'(X). Claramente esto

define una relacién de equivalencia.

Proposicion 3.4.0.1. Si C' es un Wh(G)-complejo aciclico de la forma

dn dz‘+ di+ di+ .
C:0-Cph " 25 Clg =5 Cig —5C; >0 (n<i+1)

Y si0:C — C es una contraccion de cadena entonces C ~ Cg, donde Cy es el complejo

dn div3 dit2 div1
Cs:0 Ch Cit2 Civt 0
®
0it1
C;

Demostracion. Para simplificar notaciéon tome i = 0. Esto no afectara la demostracion.

Sea T el complejo trivial con T; =T5 = Cy y T; =0 en otro caso, y d9 =1: T - T7.
Sea T" el complejo trivial con T = T] = Cy, y T] = 0 en otro caso, y 9] = 1: T} - T§,.
Afirmamos que Ce Tz Cs e T'(X).

Los diagramas importantes son

CeT:...—=C3—— (4 Ch

do®1
E——
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CsoT: ... Cs -2 0y 2 ¢y 0
® 01 @ Id:(?{
Co Co

Defina f:C®T - Cs@® T’ por
fi=1sii#1
f1(00+01)=5160+(61+d161) si 60€C(] y 1 601

Claramente f es un morfismo de cadenas. Para probar que f es un isomorfismo
simple debemos mostrar que cada f; es un isomorfismo simple. Esto es obvio excepto

para ¢ = 1. Pero

C() 0 <(51> -1 <51> I 0
Ch d I 0 I <o > I

esto es debido a que < §; >< d-1 > = < d101 >=< d101 + dpdgp > = I y por 3.1.1.2
7(f1) =0. O

Si C' es un Wh(G)-complejo aciclico, podemos aplicar inductivamente el resultado
anterior para obtener C’ que es cero excepto en dos dimensiones y tal que C' ~ C’. Note
el parecido como cuando en el capitulo anterior demostramos que toda pareja CW puede

ser vista en forma simplificada.

Proposicion 3.4.0.2. Sea C un Wh(G)-complejo aciclico con operador frontera d y

cadena de contraccion § que satisface 6 =0 y sea
Cimpar = Cl @ CB D

Char = Co® Co @ -

Entonces C' es establemente equivalente a un Wh(G)-complejo de la forma
/ / d+0 ’
C':0— Cm = Cimpar — |Cimpa7‘ m-1 = Cpar -0

para algin entero m.

Demostracion. Sea m un entero impar tal que C es de la forma 0 - C,, > Cjpm1 —» - —

Cy — 0. Si j <m, tome C]( =C;0Cj20C;_4® . Sea D' el complejo de cadena

; d d d’
DlO_)Cm—)_’ i+2—>CiI+l——>Ci,—>0
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Donde d es el operador frontera en C'y d' = (d|Cjs1) +(d+6)|C]_;. Ahora es facil ver
que D' es un complejo de cadena, D° = C 'y D™ ! = C’. Ahora defina A’ = A; D' - D*

un homomorfismo de grado 1 por
AlC] = 5|C] sij2i+2,

AlC!,; = (6|Cis1) o donde 7 : C},; — Cjs1 es la proyeccion natural,

AlC! = (d+9)|C!

Entonces A es una cadena de contraccion de D*. Esto es facilmente verificado ya

que vimos que
(d'A + Ad)|CL, = (d6 +0d)|Ciyy @ (d+0)2|CL_y = 1chy

con d denotando el operador frontera de D’. Como d? = 6% = 0, entonces D' y Al
satisfacen la hipotesis de 3.4.0.1. La conclusion de 3.4.0.1 establece precisamente que
D' ~ D™ Por induccion C ~ C". O

3.5. Torsién de un complejo de cadenas aciclico

Definicion 3.5.0.1. Sea C un Wh(G)-complejo con operador frontera d. Sea 0 cualquier
cadena de contraccion de C

Cpa'r‘ = CO @ C2 @
Cimpar = C'1 ® CS SRS
(d + 5)impa'r = (d + 5)|Cimpar : Cimpzzr - Cpar

Entonces T(C) = 7((d+ 6)par) € Wh(G).

Escribiremos d + § en lugar de (d + 0)impar cuando no quede lugar para confusion.
Esta entendido que 7(C) esta definida en términos de bases distinguidas de Cipmpar ¥
Cpar- Si ¢ = Ug¢; es una base elegida para C, entonces 7(C) = 7(< d + 0 >Cimpar70pa’r)

donde Cimpar = (c1UC3U-) ¥ Cpar = (coUca U-+-). Por conveniencia (< d+6 >¢;,.00r,Cpar)
seré abreviado por < d+§ >, o simplemente < d+ 9 > cuando no haya riesgo de confusién.

La forma de <d+ 6 > es

Co ) Cy

<di> <09>
o 1 2

C3
Cs

<ds> <04>

<ds >
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Para mostrar que 7(C') esta bien definido, hay que mostrar que < d + J > es no singular
y que 7(d + ) es independiente de las bases distinguidas tomadas y de la cadena de

contracciéon d que tomemos.

Proposicion 3.5.0.1. Sea ¢ una base para C. Entonces < (d+90)impar >c Y < (d+0)par >¢

son no singulares con T(< (d+ 0)par >c) = —7(< (d+ 6)impar >c)-

Demostracion. (d+6)par © (d+90)impar = (d? +dé +6d + 52)]Cimpar =(1+ (52)|Cimpar. Asi

Co Co Cu
I < 5352 >
Ch
< (d+6)impar >e< (d+0)par >c = I < 0504 >
3
I
Cs

Por 3.1.1.2 esta matriz es no-singular y tiene torsion cero. Una afirmacién similar sirve

para < (d+0)par >e< (d+0)impar >c y €l resultado se sigue. O

Proposicion 3.5.0.2. Sean ¢ = Uc¢; y ¢’ = Uc, bases para C, donde ¢; y ¢} son bases

arbitrarias de C;. Entonces

T(<(d+06)>)=7(<(d+0) >) + Z(—l)i7(< cilei >)

En particular, si las bases ¢; y ¢, son bases distinguidas, 7(< d+8 >c) = 7(<d+0 >¢),
entonces T(d + §) es independiente de cuales bases distinguidas tomemos.

/

Demostracion. <d+ 9§ >.=< Cimpar/czmpar

/
><d+ 0 >u< Cpap[Cpar >
<eifc) > <cyleo >

= <c3fch > <d+d >y <chlch >

Entonces usando 3.1.1.2
T(<d+6>.)

YT < €241 [Chiy > AT(K A+ 0 >0) + X3 T < chy;[cai >

ST <Chiqfcois1 > +T(<d+0 >0) + 2T < ch;[cai >
T(<d+6>0) + i(-1)r < cife; >

O

Proposicion 3.5.0.3. Suponga que C' es un Wh(G)-complejo aciclico con contracciones
de cadena § y &' entonces T(d+0) =7(d+4").
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Demostracion. Todos los célculos los haremos respecto a una base distinguida fija
T(d+d")—71(d+0) = 7<(d+8)impar > +7 < (d+&)par > Por 3.5.0.1
= 7<(d+0)o(d+)|Cimpar >
= 1< (6d+dd" +00")|Cimpar >

o] Cs Cs
<8d+dd > <80 >
= torsion de C1 <8d+dd > <80 >
gz <dd+dd> <35>

=3, 7 <(0d+dd")|Cair1 > por 3.1.1.2; si cada (dd + dd")|Ca;41 es no singular.

Note que (5d + d5’)|C] =l®dd: Bj ® 5,Bj_1 - Bj ® 5Bj_1. Donde (Bk = de+1). Si

bj € Bj y bj—l € Bj—l tenemos:

(Gd+ds)(by) — by
(6d+dd")(0'bj-1) = (0d)(6'bj-1) + (1-0"d)(6"bj-1)
— 6d(6'b;-1) + by — 8bj
= 0d(8"bj-1)

Entonces por 3.3.0.2(1), (0d + d6)|Ca+1 es un isomorfismo simple. Por lo tanto
T(d+8") =7(d+9). O

Con esto terminamos de probar que 7(C') esta bien definida.

3.6. Caracterizaciéon de la torsién para un complejo de ca-

denas

Proposicion 3.6.0.1. Sea C la clase de Wh(G)-complejos, entonces el mapeo de torsion

7:C > Wh(G) satisface las siguientes propiedades:
P1) $i C=C'(Z) = 7(C) = 7(C")
P2) 7(C' @& C") = 7(C") + 7(C")
P3) 70— Cp S Criy - 0) = (=1)"'7(d)

Demostracion. En lo consecutivo d,d’,d” denotaran los operadores frontera de C,C" y

C" respectivamente.
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Suponga que f: C' = C'(X) esto significa que existen bases distinguidas de C'y C’ de
manera que < d,, >=<d], >y < f, >= I, para toda n. Escogiendo cadenas de contraccion
§:C - Cy tomando 6’ = f§f~1. Entonces < d+6 >=<d'+6' >, por lo tanto 7(C) = 7(C")
v la propiedad P1 se satisface.

Asuma que C = C" @ C" y que ¢',8” son cadenas de contraccion para C' y C”.
Entonces d = d' @ d”’, se sique que § = ¢’ ® §”" es la cadena de contracciéon de C. Como la
permutaciéon de dos renglones o dos columnas no altera la torsiéon de una matriz, tenemos
que

T(C)=7<d+d>=7<(d®d")+(ad")>

= T

<d +4 >
<d"+6" >
= 7(CH+71(C")

Finalmente suponga que C es
d
0-C,—>Ch-1—~0

Tome 6; =0sij+nyod,= d;t: Cpy —» Cp. Sin es impar, 3|Cimpar = 0 entonces

7C = 7(d) = (-1)""17(d). Analogamente para caso par. O

La propiedad (2) puede ser muy restrictiva, para situaciones donde tenemos suce-

siones exactas cortas podemos cambiarla por una situaciéon mas general.

Proposicién 3.6.0.2. suponga que 0 - C' = C L C" - 0 es una sucesion evacta
de complejos de cadena aciclicos y que o : C"" - C es una seccion de grado 0 (pero
no necesariamente un mapeo de cadenas). Asuma ademds que ¢, C' y C" son Wh(QG)-

complejos con bases distinguidas c,c’ y c¢”. Entonces

7(C) =7() +7(C") + Y (-1)Fr < cfcfl [ex >

donde cic) = i(c;, uo(c)). En particular, si i(c, Uo(c)) es una base distinguida de cy,

para toda k, entonces 7(C) =7(C") +7(C").

Vea |1, Cohen p. 57| para demostracion.

Proposicion 3.6.0.3. Si C denota la clase de Wh(G)-complejos aciclicos, entonces el
mapeo de torsion T : C - Wh(G) es la tinica funcion que satisface las propiedades P1)-

P3) recién enunciadas

Demostracion. Suponga que p:C — Wh(G) también satisface P1)-P3). Usando 3.4.0.2
C ~C" donde C' es (0> C}, 2 C/ 1 —0). Entonces C@T = C' @ T'(X) para algunos
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complejos triviales Ty T". Las propiedades P1)- P3) implican que 7(C) = 7(C) +7(T) =
7(C") + 7(T") = 7(C"). Similarmente u(C) = u(C"). Por P3) 7(C') = (-1)™7(d’) =
u(C'), ast 7(C) = p(C). O

Hasta ahora hemos dado dos construcciones del grupo de Whitehead. La geométrica
que surge de manera natural para verificar condiciones de discretizacién de la teoria de
homotopia. La algebraica que brinda una estructura abstracta sobre la cual hay teoria ya
desarrollada. Deberemos mostrar que ambas construcciones son equivalentes para que la
definicién algebraica tenga una motivacion y la geométrica se enriquezca. En el siguiente
capitulo daremos el significado de la torsiéon de una pareja de complejos CW en términos
de los conceptos recién desarrollados. Esto permitira dar una equivalencia natural entre

el funtor geométrico y el algebraico.






Capitulo 4

Torsion de una pareja CW

En este capitulo daremos la demostraciéon de que las construcciones algebraica y
geométrica son equivalentes, para esto deberemos extender la definiciéon de torsion para
una pareja de complejos CW, con la cual podremos dar una equivalencia natural entre los
funtores definidos en los capitulos anteriores. Definiremos la torsién de una equivalencia
de homotopia y mostraremos algunos afirmaciones sobre esta que finalmente nos dara la

relacion entre la homotopia y la homotopia simple.

4.1. Torsién de una pareja CW

Queremos definir la torsién para una pareja CW usando las definiciones anteriores
de torsiéon. En vista de lo planteado, lo natural serda definir un complejo de cadenas a

partir de una pareja CW.

Definicion 4.1.0.1. Sea (K,L) una pareja CW, el complejo de cadenas celular
C(K,L) es construido tomando Cy, = H,(K" UL, K" YU L) y tomando d, : Cp(K,L) —
Cn-1(K, L) el operador frontera usual en la sucesion exacta larga de homologia singular

de la tripleta (K" UL, K" 'uL K" 2uUL).

Suponga que (K, L) es una pareja CW de manera que K u L. Sea p: K- K el
cubriente universal y sea G = C’ov([? ) el grupo de homeomorfismos de cubierta. Entonces
K . I por 1.2.4.4. El complejo de cadenas celular es un Z(G)-complejo. Si escogemos
para cada celda e, € K — L un mapeo caracteristico ¢, y un levantamiento especifico oy
de @q, por 4.1.0.2 B = {< Ba > |ea € K - L} es una base para C(K,L) es un Wh(G)-

complejo. Sea B el conjunto de todas las bases construidas de esta manera.

Proposicion 4.1.0.1. El complejo C(I?,z) junto con la familia de bases B determina
un Wh(G)-complejo aciclico.

71
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Demostracion. C(K,L) es aciclico porque K w L, entonces por 1.3.0.3 H(C(K,L)) =
H(|K|,IZ]) = 0.

Suponga que ¢ y ¢’ € B restringido a las bases ¢, = {< @1 >,...,< Gz >} y ¢, = {<
Y1 >,...,<1hy >} de Cp(K,T). Entonces

— i,k
<Yj> = Ypajp <Pr> para alguna a;, = ¥;n7" g; € Z(G)

e
= Xipn!" <Pk >

Pero la celda 55 (1") como levantamiento de e;, es igual a uno de las celdas g;,@;(1")
y es disjunta de todas las otras. Asi por 1.3.0.2 c), los coeficientes en la tltima suma
son cero excepto cuando N = nz;j Pero cuando @;(I") = 9, L5 (I™), entonces por el
mismo argumento < @; >= N’ < g;jl@ >. Entonces < Jj >= NN’ < JJ >, Asi N=+1y

< 1213 >= +g;, <p; >. Por lo tanto

<cpfcl, >= (:I:gil )

Asi C(K,L) es un Wh(G)-complejo estableciendo que b es una base distinguida si

y solamente si 7 < ¢/b >= 0 para toda c en B. O

Proposicion 4.1.0.2. Suponga p: K - K es el cubriente universal y que G es el grupo
de transformaciones de cubierta de K. Asuma que L < K y L = p'L. Para cada celda
eq de K — L sea oo : I" = K (n =n(a)) y un especifico levantamiento g : I" - K.
Entonces {< @g > |e? € K — L} es una base para C(K,L) como un Wh(G)- complejo.

Demostracion. Sea * = +, un punto fijo de (I™) para cada n. Para cada y € p~toq(*), sea
®a,y €l tnico levantamiento de ¢, tal que @q,(*) =y. Como p: K — K es un cubriente
universal, G actiia libre y transitivamente sobre cada fibra p~(z). Entonces cada Pa,y €8
expresado de manera tnica como @59 © P, para alguna g € Gy {Gayly € p ' pa(*)} =
{g o Balg € G}. Pero por 1.3.0.2 y 1.2.4.3, C(K, L) es libre Z-moédulo con

{(<Pay >t ={<g0Pa>}={9:<Pa>}={g<%a>}

donde g varia sobre G y ¢, varia sobre los mapeos caracteristicos de K — L. Asi cada

ce C(K,L) es representado de manera tnica por una suma finita

¢ =YiaNialgi<Pa>)
=Ya(Zinial(gi < Pa >)
:Za Ta <Pa > Ta € Z(G)
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Entonces {< @y > |eq es un celda de K — L} es un base para C(K,L) como un
Wh(G)-moédulo. O

Recuerde que en la construcciéon algebraica dimos un funtor covariante que manda-
ba a cada grupo en su grupo de Whitehead y cada homomorfismo G; — G2 al morfismo
naturalmente inducido en Wh(G;) - Wh(Gz). Consideremos ahora en particular los
isomorfismos inducidos Wh(m(X,x)) - Wh(m(X,y)) correspondientes a los isomor-

fismos de cambio de punto base m (X, y) - 71 (X, v).

Proposicion 4.1.0.3. Si X es un espacio arco conexo que contiene a los puntos x y y
entonces todos los caminos de x a y inducen el mismo isomorfismo f, de Wh(m (X, z))

a Wh(mi(X,y)). Mds ain f, o fuy= fz. para z un punto en X.

Demostracion. Si a : (1,0,1) - (X,z,y), sea fqo : m1(X,z) - m(X,y). Denotemos el

Trws a]. Entonces, si a y  son dos caminos

isomorfismo usual dado por f,[w] = [«
tales que fﬁ_lfa([w]) =[B*a ] [w] [B*a ]! para toda [w] € 71 (X, ). Por lo tanto
fﬂ_lfa es un automorfismo interior y por 3.1.1.1 (f3):'(fa)+ = Id. Asi (f3)« = (fa)+ para

toda a y B, y podemos establecer que f;, = (fo)«. Es obvio que f, .o fo, = fo.. O

Suponga que como antes p : K — K es un cubriente universal, con G = C’ov(f(" )y K
es conexo. Escogiendo puntos bases z € X y T € p~!(z) sabemos que existe un isomorfismo

0 =0(x,7): m(K,r) - G. Si denotamos 0([a]) = 0}, para toda a € 71 (K, ) por
011 (y) = a*pw(1)

donde y € K,w es un camino de Fa y y @*pw(0) =  si identificamos 71 (K, z) con G
por medio de # entonces por 4.1.0.1, C(K,L) es un Wh(m (K, z))-complejo aciclico y
definimos 7(K,L) € Wh(m1(K,x)). Nos gustaria tener una definicion que no dependa
del punto base. Usando 4.1.0.3 definiremos

Wh(mK) = L;(Wh(m(K,w))]/” ~7

donde a~bsiae Wh(m(K,z))y be Wh(mi(K,y)) v fay(a)=Db.

Sea j, : Wh(mi(K,x)) — Wh(m K) la biyeccion natural. La estipulacion de que j,
es un isomorfismo de grupos da a Wh(m K) la estructura de grupo la cual es indepen-

diente de z. Note que j;ljx = fzy-
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Si f:(K,z) > (K',2"), entonces el homomorfismo inducido en los grupos funda-

mentales da lugar a la composicién de homomorfismos
1 -
Wh(m K) e Wh(mi (K, z)) L Wh(m (K',z")) L Wh(m K")

Proposicion 4.1.0.4. El homomorfismo f. es independiente de las pareja (x,x") cuando
f(z) =2a" es escogida. Entonces existe un funtor covariante de la categoria de complejos-

CW finitos y mapeos a la categoria de grupos abelianos y homomorfismo definido por
K - Wh(m(K))

{f: K> K} > {fo : Wh(m(K)) > Wh(m(K"))}

Mads ain si f ~ g entonces fi = gx.

Poniendo todo esto junto, 7(K, L) € Wh(miL) es definido (en el caso conexo) como
sigue: Escoge un punto z € K, una cubierta universal p : (K,L) - (K,L) y un punto

Fep H(x). Seai: L - K la inclusion. Entonces 7(K, L) es el final de la sucesion

7(C(K,L)) e Wh(G)

P (a.7)
7(C(K,L)) e Wh(m (K, x))
7' e Wh(m K)

=l

T(K,L) e Wh(m L)

7(K, L) esta bien definida por las proposiciones anteriores.

4.2. Propiedades fundamentales de la torsién de una pareja

Proposicion 4.2.0.1. Si (K, L) es una pareja de complejos CW tal que K s L y si

cada componente de K — L es simplemente conexo entonces T7(K, L) = 0.

Demostracion. Claramente es suficiente probar cuando K es conexo. Sea ¢ una compo-
nente conexa K — L. Entonces c es cerrado en K — L, y ¢c Luc con L Uc un conjunto
cerrado. Si e es una celda de K que coincide en ¢ entonces e no puede caer totalmente

en L, asi L siendo un subcomplejo tenemos que en L = @&. Por lo tanto e c K - L y
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consecuentemente e c ¢. Combinando estos hechos veremos que L U ¢ es un subcomplejo

de Ky c=(Luc)-L eslaunion de las celdas.

Como lo acostumbrado p : K - K es un cubriente universal con G el grupo de
homeomorfismos de cubierta. Como ¢ es simplemente conexo se levanta con un homeo-
morfismo a K. Sea C' un levantamiento de ¢, entonces p|C : C - ¢ es un homeomorfismo.
Sea {gC|1 # g € G} los otros levantamientos. Estos levantamientos son disjuntos a pares
dado que c es conexo. Para cada p-celda e, de ¢ sea 5 un levantamiento de un mapeo
caracteristico de manera que @, (I”) c C. Haciendo esto para todas las componentes ¢ de
K - L, y todas las celdas e,, obtendremos una base distinguida {< Zg >} para C(K,L)

(que estaremos pensando como un Wh(G)-complejo).

Para una e, n-celda fija de la componente ¢ de K — L,
0<Pa>eH, (K" UL, K"?UulL)

Es representado por un ciclo singular enviado por g (90I™). Mas atn po(I") c C' vy
9o (I") ¢ Luc, entonces &g (0I") ¢ LuC. Asi cualquier (n - 1)-celda de K — L que

coincide en P, (0™) debe caer en C. Se sigue de 1.3.0.2(3) que la expresion

8<<pa >= Znaﬁjgj <@B>, NaBj EZ, g;j eG
57;7'

debe tener n,g; = 0 a menos de que gjg'p‘g(ln_l) c C. Pero por eleccion de nuestra base
preferida g;75(1"!) c C sélo cuando g; = 1. Entonces
< pa>=) Nap<Pa>
B
y veamos que la matriz de § solo tiene enteros. Si tenemos una matriz con tales condiciones
entonces, 7(C(K,L)) =0 Wh(G)(Vea[1,Cohenp. 60]). O

Proposicion 4.2.0.2. Si K > L > M donde K« L y L x M entonces
(K, M) =7(L,M) +i;'7(K,L)

Donde i: M — L es el mapeo inclusion.

Demostracién. Asumamos que K es conexo. Sea p : K — K el cubriente universal y
L=p'L G =Cou(l)y G=Cou(K). Sij:L ¢ K entonces jy : G' - G es un
isomorfismo. Note (usando 1.1.1.1 con .J : L c K) que j4(g') € G es la tinica extension de
g'. Sea J = ju y también denotemos J al mapeo inducido de Z(G") 5 Z(G). Por 4.1.0.1,
C(K,M) y C(K,L) son Wh(G)-complejos y C(L,M) es un Wh(G")complejo. Pero
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C(L, M) también puede ser visto como un Wh(G)-complejo si dado g € Gy z € C(L, M)
definimos g-x = ¢’ - (x) donde J(g') = g. Escoja una base preferida {< pa > |e, € K — L}
para C'(K,M) como un Z(G)-médulo y use los mismos levantamientos gav para dar las
bases preferidas {< pa > |e, € K — L} y {< pa > |eq € L — M} para los Z(G)-modulos

C(K,L) y C(L,M). Entonces el mapeo inclusién induce una sucesion exacta corta
0-C(L,M)—-C(K,M)-C(K,L) -0

de Wh(G)-complejos aciclicos con sus bases preferidas dadas. Entonces por 3.6.0.2
TC(K,M) =7C(L,M)+7C(K,L).

Ahora piense en C(L, M) como un Wh(G')-complejo y note que, por definicion
de C(I,M); hay una base trivial que preserva isomorfismo de C(I, M)  con el com-
plejo C(L, M) visto como un Wh(G)-complejo discutido anteriormente. Asi la torsion
de este ultimo complejo es igual a 7(C(L, M) ) = J,7C(L, M). Entonces 7C(K, M) =
[rC(K,L) + J.7C(L,M)] € Wh(G). La proposicién ahora se deduce poniendo cada

término de la ecuacion en su imagen en Wh(m(M)) segtn el siguiente diagrama con-

mutativo
Wh(G") S Wh(G)
Wh(m (L)) : Wh(m (K))
Wh((m1(M))

Donde i, j, k son inclusiones y la flechas verticales resultan de la equivalencia natural

entre ambas construcciones como se discutié en la seccién anterior. O

Proposicion 4.2.0.3. (Lema de Excision) Si K,L con L conexo (por tanto también
KuUL) y M son subcomplejos del complejo KUL y K s ; entonces T(KUL, L) = j.7(K, M)

donde j: M — L es el mapeo inclusion.

Demostracion. Suponga que M y K tienen componentes M;... Mgy K;..., K, donde
K; « M;. La prueba del teorema consistira en el detalle técnico del hecho de que (K u
L)-L=U;(K; - M;) donde K; — M; son disjuntos.

Sea p: K UL - K UL el cubriente universal de K U L y denote por X = p X si
XcKUL .Sea G=Cov(KUL). Note que C(KUL,L) = ®;C(K; UL, L), donde todos
los complejos de cadena en esta ecuacion pueden ser vistos como Wh(G)-complejos.

Entonces por 3.6.0.1

T(KUL,M)= Zrc(m, L) e Wh(Q)
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para calcular TC'(K; U L, Z) consideramos el cubriente universal 7': (E, ]\Z) - (K;, M;)
donde G; = Cov(K;). Fijando puntos bases z € M;, € p-L(z) y T € p () y siendo

Ji: (K, x) > (KU L,z) la inclusion, los siguientes diagramas estan determinados.

(K, 7) —" (KU L,7) G —>——¢G
Pk ) lﬁ
(Ki,x)—J;(KUL,x) 7T1(K¢,$)—Ji?:7r1(KuL,:E)
ETincl ETincl
(M) R

Usaremos el hecho de que 1.2.1 dice que J;0 g9 =A(g) o J; si g € G.

Para las celdas e, € K;—M; con mapeo caracteristico yp, escogemos un levantamiento
fijo pa a K; y defina @a = J;o@a. Entonces {< Ba >} es una base para el Wh(G)-complejo
C(K;UL,L).

Ademas J; induce un mapeo de cadenas (sobre Z), dado que es celular. Entonces si
0 < Pa >= Y NapyGy < &B > donde g, € g; tenemos
O<Pa> = Jnd<Pa>
— Tnam(Tiog). <75>
= Znaﬁ'y()\(gv) o jz)* < @ >
= Xnapy(Agy) <Pp >
Entonces C'(K; U L, L) es simplemente isomorfo a C(K;, M;) . Asi 7C(K; UL, L) =
M\7C(EK;, M;) € Wh(G). Esto corresponde, por la parte derecha del diagrama de arriba
a (j|M;)«7(K;, M;) € Wh(mL). Por lo tanto

T(KUL,L)= Z(j’Mi)*T(KiaMi) 2 j.7(K, M)
J

O

Proposicion 4.2.0.4. Si K, L y M son subcomplejos del complejo KUL con M = KnL
y K wMyL~xM entonces T(KuL,M)=7(K,M)+7(L,M).

Proposicion 4.2.0.5. Suponga que (K, L) es una pareja CW coneza en forma simplifi-

n

J
y el Sea K, = LulUjej. Sea < 0> la matriz con entrada en Z(m1(L,eo)) del operador

cada, K = LuUj ej uUy el (n>2) ysi{w;} y{pi} son mapeos caracteristicos para e

frontera 0 : mpi1 (K, Kp;€®) — m, (K, Ly %) con respecto a las bases {1;} y {¢i}, dado
por 2.5.0.1. Entonces 7(K,L) = (-1)"7 <9 >.
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Demostracion. Se sigue de 2.5.0.1 y del hecho de que el mapeo de Hurewicz conmuta

con el operador frontera y que hay un diagrama conmutativo

o

Hn—l(Ku Kn) ; 7T1(k, Kn; 60

a |

Hn([?m lg) —= 7'f'vl([{7“ba L; 60)

0

en donde las bases distinguidas {¢;} y {#} van a las bases {[1;]} v {[¢i]}. Como la
columna de la izquierda es solo C (K’ ,Z), el resultado se sigue de la propiedad 3 de la

torsion de un complejo de cadenas como se vio en 3.6.0.1. O

4.3. Equivalencia natural entre Wh(L) y Wh(mL)

Hemos dado dos construcciones para el grupo de Whitehead, deberemos probar
que ambas son equivalentes. Encontraremos una equivalencia natural entre el funtor
geométrico:

L—>Wh(L)
{f+L—>L'} > {fi :Wh(L) > Wh(L')}

Y el funtor algebraico:
L - &;Wh(mi(L;)), donde Ly,..., L, son las componentes de L
{f:+L > L'} > {fe =2 fi.: ®;Wh(mi(L;) > &Wh(m (L))
j

Teorema 4.3.1. Para cada complejo CW finito L defina Ty, : Wh(L) - &;Wh(m1(L;)
donde Ljson las componentes de L, como Tr([K,L]) = 7(K,L). Entonces T = {Tp} es

una equivalencia natural de funtores.

Demostracion. Para cada L, Ty, no depende del representante: Si L < K < K’ donde
K’ < K entonces K’ « K y K'— K es simplemente conexo. Entonces por 4.2.0.1 y 4.2.0.2

7(K',L)=7(K,L)+i;'7(K',K) = 7(K,L)
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Por induccion sobre el namero de colapsos y expansiones elementales 7(K, L) = 7(K', L)
si KAK' rel L. Entonces T,([K,L]) =Tp/([K,L']) si [K,L] =[K', L].

Para cada L, T}, es un homomorfismo: Esto es exactamente el contenido de 4.2.0.4
T1, es uno a uno. Suponga que T7([K,L]) = 7(K,L) = 0. Podemos asumir por 2.4.0.3
y el hecho de que T7, esta bien definida, que para cada componente de (K, L) esta en
forma simplificada. Entonces por 4.2.0.5, 7 < & >= 0, donde &’ es el operador frontera
usual en homotopia para la j-ésima componente. Pero por 2.5.0.4 esto implica que KA\ L
rel L. Asi [K,L] =0y Ty es inyectiva.

T}, es suprayectiva por 4.2.0.5 y por 2.5.1.2.

Entonces para cada L, T, es un isomorfismo. Para probar que T" es una equivalencia

natural resta ver que si f: L — L', el siguiente diagrama conmuta.

Wh(L) —L W)

LTL ln

®,Wh(mi(L;) —"= @;Wh(mi (L))

Asumamos que f es celular. Entonces, dado [K, L] e Wh(L)
Ty f«[K, L] = 7(K LLJ My, L"), por definicién de f,
= (M, L) +¢;1T(KLLJMf,Mf), donde i: L' ¢ My
= i;Mr(K J My, My), dado que My \ L'
= p.T(K J My, My), conp:Ms— L' es la proyeccion natural

= peut(K,L) donde j: L = M;
= f.7(K,L) dado que pj = f

4.4. La torsién de una equivalencia homotoépica.

Suponga que f: K — L es una equivalencia de homotopia celular entre complejos
CW finitos. Entonces My w Ky f.: Wh(K) - Wh(L) es un isomorfismo. Definimos

7(f) = for (Mg, K) e Wh(L)

Probaremos algunas propiedades de la torsién de una equivalencia homotépica.

Proposicion 4.4.0.1. Si f,g: K - L son equivalencias homotopicas celulares con f ~ g,

entonces 7(f) =7(g).



Capitulo 4. Torsion de una pareja CW 80

Demostracion. Como f ~ g entonces f. = g. por 4.1.0.4. Es suficiente demostrar que
T(My, K) = 7(Mygy, K) que es cierto por M¢/\ M, rel K por 2.2.0.6. O

La proposicion anterior nos permite considerar siempre equivalencias homotopicas

celular sin alterar las aseveraciones hechas sobre la torsion.

Proposicion 4.4.0.2. Una equivalencia de homotopia celular f: K — L es un equiva-

lencia de homotopia simple si y solamente si 7(f) = 0.

Demostracion. Dado que f, es un isomorfismo, 7(f) = 0 si y solamente si 7(My, K) = 0.
Pero por 4.3.1 esto es cierto si y solamente si M;AK rel K.Y 2.2.0.9 dice que es cierto

si y solamente si f es una equivalencia de homotopia simple. O

Proposicion 4.4.0.3. Si L< K y K w L entonces 7(i) = i.(K,L) dondei: L - K es

el mapeo inclusion.

Demostracion. M; = (L x I) N K x1, donde L = L x0 < M;. Entonces
M 7 (KxI)N Kx0zK rel L
Entonces 7(M;, L) = 7(K, L) por lo tanto 7; = 4.7 (M;, L) = i, (K, L). O

Proposicion 4.4.04. Si f : K - L yg: L - M son equivalencias de homotopia
celulares entonces T(gf) =7(f) + g.7(f).

Demostracion. Haciendo uso de las proposiciones anteriores tenemos:

T(9f) = g«fo7(Myy, K)
= g*f*[T(MfiJMg,K)] por 2.2.0.7
= g fulr(My, K]+ i [ (Mg » My, My)],
donde i: K = My, usando 4.2.0.2
= gu7(f) + gufuli e (Mg, )],
donde j: L 5 My y usando excision 4.2.0.3,
= g«7(f) + g:7(Mg, L),
dado que f =piy Id =pj = fuizljs = Idwn(r (L))
= g:7(f)+7(9),
como f =piy Idp =pj = feiilje = Idwh(x (1))
= g7(f)+7(9)
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Como corolario obtenemos

Corolario 4.4.0.1. Si f: K - L y g: L - K son equivalencias de homotopia celulares

las cuales son inversas homotdpicas la una de la otra entonces 7(g) = —g.7(f).

Demostracion. Como gf ~ Idg tenemos que 0=7(gf) =7(g) + g.7(f). O]

Proposicion 4.4.0.5. Si f: (K,Ky) - (L, Lg) donde K « Ko, L~ Lo, y f: K—>Ly

f=f|IKo: Ko — Lo son equivalencias de homotopia celulares entonces

1. 7(f) = jor(f) + [7() = for ()]

2. 7(L, Lo) = f,7(K, Ko) + [D7(f) = 7(f)]-
dondei: Koc K, j:Loc L,D:L — Ly es el retracto por deformacion.

Demostracion. Claramente fi=jf. Asi

7(f) + fo7(i) = 7(4) + j«7(f). Probando (1).

Mas anun:
() = fer(@) +7(f) = 47 (f)
G«m(L,Lo) = fuium(K,Ko) +7(f) - j7(f) por 4.4.0.3
7(L,Ly) = (DFi).7(K,Ko)+D.7(f)-7(f)
= [.7(K, Ko) + [Dur(f) - 7(f)]
Probando (2). O

Como corolario obtenemos

Corolario 4.4.0.2. Si f: (K, Ky) = (L, Lg) como en 4.4.0.5 y si f y f son equivalencias
de homotopia simples, entonces (a) 7(j) = fo1(i) y (b) 7(L,Lo) = f,7(K, Kp).

4.5. La relacién entre la homotopia y la homotopia simple

Regresando a los propoésitos iniciales de la busqueda de la discretizacion de la teoria
de homotopia, es fundamental poder dar una respuesta completa a la siguiente pregunta
i Toda equivalencia homotépica es una equivalencia de homotopia simple? La respuesta
es no. Mostraremos que cualquier elemento de torsién puede ser realizado como la torsion

de una equivalencia de homotopia.
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Proposicion 4.5.0.1. Si 19 € Wh(L) entonces hay un complejo CW K y una equiva-

lencia de homotopia f: K — L con 7(f) = 19.

Demostracion. Sea K un complejo CW de manera que K w Ly tal que 7(K,L) = -7
Tal complejo existe por la definicion dada en la construccion del grupo de Whitehead
geométrico de Wh(L). Sea f: K — L la inversa homotopica del mapeo inclusion i - K
entonces 4.4.0.3-4.4.0.1 dicen que 7(f) = —f«7(i) = = fetu7(K,L) = —=7(K, L) = 0. O

Podemos hacer ahora una pregunta mas amplia. Si existe una equivalencia homo-
topica f: K — L entonces jexiste una equivalencia de homotopia simple? La respuesta
no solo dependera del Wh(L), si no también en que tan rico es el grupo £(L) de clases
de equivalencia (bajo homotopia) de equivalencias de auto-homotopias de L. Esto es

explicado en las siguientes tres proposiciones.

Proposicion 4.5.0.2. Suponga que L es un complejo CW dado. St K es homotdpica-
mente equivalente a L (denotado "K ~ L") defina Sk c Wh(L) por

Sk ={7(f)|f : K - L es una equivalencia homotdpica}

entonces st K ~ L~ K' | las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. SknSkr +@.
2. K y K' tienen el mismo tipo de homotopia simple.

3. Sk =Skr.

Asi F = {Skg|K ~ L} es la familia de conjuntos que forman parte de una particion de
Wh(L). La cardinalidad de F es exactamente la misma que el conjunto de clases de

equivalencia de homotpias simples dentro de la misma clase de homotopia de L.

Demostracion. (1)= (2). Suponga que Sk N Sk+ # @. Entonces hay equivalencias homo-
topicas f: K > Ly ¢ : K" > L tales que 7(f) = 7(g). Sea g la inversa homotopica a g,
asi gf : K - K' por 4.4.0.4 y 4.4.0.1,

7(9f) =7(9) +9.7(f) = -9.7(9) + 9.7(f) = 0

(2)= (3) Suponga que s: K’ - K es una equivalencia de homotopia simple. Si 79 € Sk
escoja f: K - Lcon7(f) =79. Entonces fs: K' > Ly 7(fs) =7(f)+f.7(s) =7(f) = 70.
Asi Sk c Skr. Simétricamente Sk = Skr. (3)= (1) trivial, dado que por definicion
Sk = Skr. O
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Adoptemos la siguiente notacion: vy, = |F|, con F como en la proposicion anterior.

E(L)= El grupo de clases de equivalencia (bajo equivalencias de auto-homotopias de L).
Note que Who(L) es un subgrupo de Wh(L).

Proposicion 4.5.0.3. v - |[Who(L)| < |[Wh(L)vg, - |E(L)].

Demostracion. Si g : K — L es una equivalencia de homotopia fija entonces la corres-
pondencia f — fg (f una equivalencia de auto-homotopia de L) induce una biyeccion
de £(L) al conjunto £(K, L) de clases de equivalencia de equivalencias de homotopia
de K — L. Asi por 4.4.0.1, |Sk| < |E(K,L)| = |E(L)| para toda K, y la desigualdad
[Wh(L)| <vr-|E(L)]| se sigue de 4.5.0.2.

Por otro lado, si gg : K =y entonces, para cualquier f que induce la identidad en
Wh(L), tenemos 7(fgo) = 7(f) + 7(g0) € Sk. Entonces la clase lateral 7(gg) + Who(L)
estd contenida en Sk, y |Sk| > |[Who(L)|. Por lo tanto de 4.5.0.2, |v, - |[Who(L)| <
|[Wh(L)|. O

Proposicion 4.5.0.4. Suponga que L es un complejo CW. Entonces
1. Cada complejo homotopicamente equivalente a L tiene el mismo tipo de homotopia
simple que L si y sélamente si Wh(L) ={7(f)|f € E(L)}.
2. St Wh(L) es infinito y E(L) es finito, hay una cantidad infinita de clases de equi-
valencia de homotopia simple dentro de la misma clase de homotopia de L.
Demostracion. Las afirmaciones en (1) son equivalentes por 4.5.0.2, cada una es equiva-

lente a la afirmacién Sy = S, para toda K.

(2) Se sigue trivialmente de 4.5.0.2 y 4.5.0.3.

4.6. Comentarios finales

El estudio de la teoria de homotopia simple y sus implicaciones va mucho méas alla

de lo aqui presentado.

Como se menciona en la introduccién, uno de los resultados importantes de la
teoria presentada es la clasificacién de espacios lentes. Las clasificaciones por homologia,
homotopia y homotopia simple (completa) de los espacios lente, pueden encontrarse en

[1, Cohen p. 85]. Esta tltima ocupa de definiciones generalizadas del Wh(G), que son
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los Kg grupos definidos en 3.1.1, calculo explicito de la torsién para una equivalencia
homotopica y teoremas sobre cambios de anillo de la definicion algebraica del Wh(G).

Ademas del uso de los siguientes resultados:

Proposiciéon 4.6.0.1. Si h : K — L es un homeomorfismo lineal a pedazos entonces
7(h) = 0. Si h: (K,Kg) - (L,Lg) es un homeomorfismo lineal a pedazos de parejas,
entonces T(K,Ko) =0 si y solamente si 7(L,Lg) = 0.

Proposicion 4.6.0.2. Suponga que h: K — L es un homeomorfismo entre poliedros. Ya
sea que (a) dim K = dim L <3 o (b) K y L son variedades lineales a pedazos, entonces
7(h) =0.

Ambas proposiciones estén relacionadas con el teorema de la invarianza topologica
de Whitehead que establece que si h : K — L es un homeomorfismo entre complejos
CW finitos, entonces 7(h) = 0. El cual es un resultado muy importante y altamente no
trivial. La segunda proposicién junto con el concepto llamado h-cobordismo permiten

dar contraejemplos a la conjetura de Hauptvermutung.

La teorfa de homotopia simple y otras herramientas no expuestas aqui son usadas
para la demostracion del teorema de h-cobordismo probado por Stephen Smale y por el
cual recibio6 la Medalla Fields y es un resultado fundamental en la teoria de variedades de
dimensiones altas. Para empezar, prueba casi inmediatamente la conjetura generalizada

de Poincaré.

Muchas preguntas acerca del Wh(G) para un G cualquiera permanecen abiertas y

son trabajo de investigaciéon actual.



Apéndice A

El sombrero de burro

En la introducciéon empezamos hablando sobre una definiciéon de colapsabilidad
en términos de complejos simpliciales (colapsabilidad simplicial). Dicha nocién motiva
cambiar de idea a un concepto mas flexible para trabajar que son los complejos CW. La
pregunta acerca de si los conceptos de colapsabilidad simplicial y colapsabilidad coinciden
es respondida en un espacio muy particular llamado "Sombrero de Burro” (Dunce hat).
El cual servira de ejemplo para decir que efectivamente que ambos conceptos no son

equivalentes.

El sombrero de burro D es usualmente pensado como un 2-simplejo A? con aristas

definidas como sigue

F1Gura A.1: Sombrero de burro.

Como una aplicacién directa de 2.4.0.1 podemos mostrar que D tiene el mismo
tipo de homotopia simple que un punto. Pues D puede ser pensado como un 1-complejo
OA? pegandole una 2-celda A? por el mapeo ¢ : 0A? - OA? la cual manda cada arista
completamente alrededor de la circunferencia una vez indicada la direccién. Es facil ver

que este mapeo es homotopico a 1ga2

D = (0A% U AP)A\(OA? v A =A*\0
[¢2]

85
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Sin embargo D no tiene caras libres y por tanto no hay colapsos simpliciales en D,
lo que significa que no es colapsable (nocion dada por simplejos). Se puede probar que
es contractil (mismo tipo de homotopia que un punto), es simplemente conexo (claro, al
ser contractil, ademas no es dificil demostrarlo usando teorema de Siefert Van-Kampen)

y por lo recién explicado tiene el mismo tipo de homotopia simple que un punto.

Mas detalles se pueden consultar en [10, Zeeman)].



Apéndice B

Informacién sobre grupos de
Whitehead

El contenido de la tesis se centra en dar las construcciones geométrica y algebraica
de los grupos de Whitehead, sin embargo salvo para G = 0, nunca dimos un ejemplo de
un célculo sobre Wh(G).

Proposicion B.0.0.1. Wh(Z) = 0.

Demostracion. Pensaremos al grupo Z como {t'|i € Z} de manera que Z(Z) es el conjunto

de sumas finitas ¥ n;t*.Note que Z(Z) no tiene unidades no triviales ya que en la ecuacion:
(at®+...btP)(ct” +...dt°), (< < B,y < <6, abed % 0)

implica que o+ = 8+ 9 = 0. Entonces o = 3,7 = d y estas unidades son triviales.
Suponga que a;;(t) una matriz de (n x n) es un representante de un elemento arbitrario
A en Wh(Z). Multiplicando cada renglon por una potencia suficientemente grande de t,
podemos asumir que cada entrada de a;;(t) no tiene potencias negativas de t. Sea ¢ la
mayor potencia de ¢t que ocurre en cualquier a;;(t). Si ¢ > 1 entonces podemos obtener
otro representante de A en el que la mayor potencia de t que ocurre es ¢ — 1. Escribiendo
(aij(t)) = bij(t) + (kij(t?)) (con k;j € Z) tendriamos

(s (0)) ~ ((%-(t)) t-fn) . ( (bi5 (1)) t-fn)

0 I, (“kitT1)) I,

Asi procediendo por induccién sobre ¢ podremos asumir que, para toda 4, j,a;; = b;j +
cijt(bij, cij € Z). Asi A puede ser representada por una matriz digamos de m x m con

entradas lineales. Como (a;;(t)) es no singular su determinante es una unidad la cual

87
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por el primer parrafo, es +t” para alguna p. Desarrollando el determinante se sigue que
det(bi;) = 0 o bien det(c;;) = 0. Asumamos que el det(b;;) = 0 (el tratamiento para el otro
caso sera similar). Como es bien conocido, operaciones enteras de renglon y columna en

la matriz (b;;) permiten transformarla en una matriz diagonal de la forma

(R O [N R

/
11

-1

cuya torsion es 0.

’
kk

0

. . . . . , _ , /
Realizando las mismas operaciones en la matriz a;;(t) esta lleva consigo a a; ; (t)=0; j¥eit,

donde b;j =0 a menos de que i —j < K. En particular el ultimo renglén es de la forma

(C;nlt C;n2t "'c;nmt)

Multiplicando el tltimo rengléon por ¢! y aplicando operaciones enteras de columna
(i.e. multiplicando una columna por —1 o sumar un multiplo entero de una columna
a otra), la matriz (a;;(t)) puede ser transformada a una matriz de n xn (a;;(t)) con
entradas lineales y el dltimo renglon de la forma (0 0,...0,c)r ) para alguna ¢, € Z

Pero el det(aj;(t)) = +tP, entonces ¢y, = 1, por lo tanto la dltima columna puede ser
0
0

transformada a | y W es representada por una matriz de (m-1)x(m-1) con entradas

0

1
lineales. Procediendo inductivamente, A puede ser representada por una matriz (a) de

1 x 1. Pero a es una unidad trivial, entonces A = 0. O

En el capitulo 2, demostramos que Wh(G) para G = Zs es no trivial. Se sabe que

Wh(Zs) = Z su demostracion involucra material que va mas alla de los propositos de la
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tesis. Puede encontrarse en [11, Higman].

Usando la construccion de unidades no triviales en Z,, se puede mostrar que Wh(Zy,) #
Oconn+1,2,3,4y 6 vea[l, Cohen p. 44]. Y cuando n = 1,2, 3,4 6 6 entonces Wh(Z,) =0
vea |1, Cohen p. 45].
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