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Resumen

Vamos a considerar el sistema lineal © = Ax + bu, completamente controlable, donde
x9 € R", u € R, A es una matriz n X n cuyos elementos encima de la diagonal son iguales
a 1 y los restantes ceros, b es un vector n-dimensional cuyo ultimo componente es 1 y todos
los deméds 0. Hallar el control admisible | u |< 1, tales que la trayectoria fase x(t) del sistema
t = Ax + bu(t), partiendo desde el punto de fase x(0) = xg, llegue al origen en tiempo
T > T, es decir z(T') = 0.

En la presente tesis revisamos de manera detallada la seccién [§4] y [§5] del libro [5] donde
se estudia el principio del maximo admisible, en el trabajo hacemos la comparaciéon del con-
trol 6ptimo uey(t) respecto la rapidez y el control w,.,(t) que resulta de la aplicacion del
principio del maximo admisible. Estos dos controles toman valores 1 y ambos garantizan
el traslado de un punto inicial 2(0) = z, al origen en tiempo finito. El control éptimo wy (t)
realiza el traslado de x(0) = zg al origen en un tiempo minimo posible (7},,). El control del
méximo admisible ., (t) también realiza el traslado al origen en tiempo T > Tin.

Se dan ejemplos para n = 2 y n = 3, se comparan los tiempos de conmutacién del con-

trol éptimo con respecto al control admisible.

Palabras clave: Control Admisible, Control 6ptimo, Funcién de Controlabilidad, Principio del Méximo

Admisible, sistema candnico.






Abstract

Let us consider the linear system & = Ax + bu, fully controllable, where zy € R", u € R,
A it is a matrix n x n whose elements above the diagonal are equal to 1 and the remaining
zeros, b is an n -dimensional vector whose last component is 1 and all others 0. Find ad-
missible control | u |< 1, such that the trayectory phase x(t) of the system & = Az + bu(t),
starting from the phase point z(0) = xg, moves the origin in time 7' > T}, i.e. z(T) = 0.

In this thesis we reviewed in detail the section §4 and §5 of the book [5] where the beginning
of the admissible maximum is studied. We compare the optimal control w,(t) relative speed
and the t,,,,(t) Control resulting from the application of the principle of the permissible
maximum. Recall that these two controls take values +1 and both gua-rantee the transfer
of an initial point z(0) = x the origin in finite time. The optimal control u,,(t) makes the
transfer of x(0) = xy the origin in a minimum possible time 7T},;,. The maximum permissible
control U,q,(t) also performs the transfer origin T > T)n.

Examples for n = 2 and n = 3 are given, the switching times of optimal control with
respect to the permissible control compared.

Keywords: Admissible Control, Optimal Control, Controllability Function, Principle of
Maximum allowable, canénico system.

vii






X

Dedicado a mi
familia y amigos






Indice general

Agradecimientos . . . . . ... iii
Resumen . . . . . . . . . v
Abstract . . . . . .. vii
Indice general xi
1. Introduccion 1
1.1. Sistemas controlables . . . . . . . .. ... 1
1.2. Estabilidad en tiempo finito e infinito . . . . . . . .. ..o 2
1.3. Funcion de controlabilidad . . . . . . . ... .. .. ... ... ... ... 2
1.4. Principio del méaximo admisible . . . . . . . . ... ... o000 3
1.5. Resultadodelatesis . . . . . . .. . . . . .. ... ... ... .. 4
2. Sistemas controlables 5
2.1. Controlabilidad de sistemas de control . . . . . . . .. ... ... ... ... 5
2.2. Controlabilidad de sistemas lineales de control EDO . . . . . . .. ... ... 6
2.3. Principio de Maximo de Pontryagin . . . . . . . ... ... ... L. 7
2.4. Principio del maximo para la optimalidad en sentido del tiempo . . . . . . . 9
2.5. Principio del méximo para la optimalidad en sentido del tiempo para sistemas
lineales . . . . . . . . 11
2.6. Determinacion de las trayectorias 6ptimas del punto z( al origen . . . . . . . 12
2.6.1. Férmula para determinar el tiempo de traslado del punto z( al origen 16
2.6.2. Ejemplo1 . . . . . . 18
3. Estabilizacién en tiempo finito e infinito 21
3.1. Estabilizacién . . . . . .. .. 21
3.2. Estabilizacién en tiempo finito. Problema de sintesis . . . . . . . . ... ... 23
3.2.1. Funcién de controlabilidad . . . . . . . ... ... .. ... .. .... 24
3.2.2. Construccién de 6(z) en forma Integral . . . . . .. ... .. ... .. 26
3.2.3. Problema de sintesis para el sistema canodnico, familia de controles
posicionales admisibles . . . . . ... ... L0 31
3.2.4. Construccion de la funcién de controlabilidad . . . . . . . . .. . .. 32
3.2.5. Soluciéon al problema de sintesis . . . . . .. ... .. ... .. .... 34

X1



INDICE GENERAL

xii
4. Principio del maximo admisible 43
4.1. Principio del maximo admisible para el sistema canénico . . . . .. . . . .. 44
4.2. Determinacion de las trayectorias éptimas del punto xg al origen . . . . . . . 52
4.2.1. Férmula para determinar el tiempo de traslado del punto xy al origen 53
4.22. Ejemploparan=2. .. . . .. . . ... 59
4.23. Ejemploparan=3. .. . . . . . ... 61
4.2.4. Continuacién del ejemplo paran=2 . . . . . . ... ... ... ... 64
A. 67
A.1. Teorema de Picard . . . . . . . . . . ... . 67
A.2. Formas cuadraticas . . . . . . . . . . ... 67
A3. Resultante . . . . . . . . L 69
A4, Discriminante . . . . . . ... 70
A.5. Interseccion de multiplicidad . . . . . . . . . ... oL 71
A.6. Método Multiplicadores de Lagrange . . . . . . .. . .. ... ... ... .. 71
A.7. Criterio de Routh-Hurwitz . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... .. .. 72
B. 75
B.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov . . . . . .. . ... ... ... .... 75
B.2. Método indirecto de Lyapunov. . . . . . . . .. .. ... ... 76
B.3. Método directo de Lyapunov. . . . . . . . ... ... L 7

Bibliografia 81



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo presentamos un breve resumen sobre el contenido del presente trabajo.
En la primera seccién describimos los sistemas controlables de la forma (1.1), explicando
algunas nociones de controlabilidad para sistemas lineales. En la siguiente seccion estudiare-
mos el principio de méximo de Pontryagin (PMP) para la optimalidad en sentido del tiempo,
en particular para sistemas lineales, dando un ejemplo para el caso n = 2. Mencionaremos
en la seccién siguiente algunos fundamentos de la teoria de estabilidad en tiempo finito e
infinito, posteriormente revisaremos la nociéon de controlabilidad, asi como su construccién
en forma integral para determinar la funcién u(z(t)) llamada control del sistema. Finalmente
introduciremos el principio de maximo admisible para encontrar el control admisible, y la
trayectoria fase z(t) para el sistema candnico. Cabe senalar que se realizard la comparacién
del control 6ptimo w,p(t) con respecto del control admisible tuy,q,(t) en sentido del tiempo,
donde los dos controles garantizan el traslado de z(0) = x al origen en tiempo finito, en-
contrando asi que el control admisible .. (t) realiza el traslado en un tiempo 7" mayor al
tiempo minimo 75, del control 6ptimo . (t), es decir T > T,

1.1. Sistemas controlables

En la teoria de control, el problema a considerar es el siguiente: en el momento inicial
de tiempo ty un objeto se encuentra en la posicion de fase x(, se requiere encontrar una
funcién continua a trozos u(t) llamado control del sistema, tal que traslade el objeto a una
posicion final predeterminada x,, es decir encontrar la trayectoria fase del movimiento del
objeto considerado.

En este trabajo los objetos principales de estudio son los sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias, tales sistemas se llaman sistemas controlables de la forma:

= f(z,u), z€R" uweQCR", (1.1)

donde f estd definido en D C R"*" = R" x R". El conjunto R" se llama espacio fase de (1.1),
cada elemento x € R” recibe el nombre de vector fase y R" es el espacio de los controles,
u € R" representa el parametro que representa el control del sistema.



2 Estabilidad en tiempo finito e infinito

Al considerar problemas de llevar un sistema de estado inicial arbitrario al origen mientras
se minimiza un indice de desempeno, en nuestro caso tiempo, la controlabilidad del sistema
es una condicién necesaria para la existencia de solucién.

1.2. Estabilidad en tiempo finito e infinito

Con ayuda del método introducido por el matemético ruso Alexander M. Lyapunov
determinaremos que el sistema de ecuaciones diferenciales es asintéticamente estable, sin
necesidad de calcular su solucién, haciendo hincapié en las propiedades de los puntos de
equilibrio.

Un sistema es estable segin Lyapunov, si para cada € > 0 existe un § = d(e) > 0 tal
que para cada solucién z;(t) (i = 1,2,...,n) del sistema (1.1) cuyos valores cumplan las
condiciones

se verifica la desigualdad
lzi(t) = pito)[| <€ (i=1,2,...,n) (1.3)

para todos los valores t > t.
Si, en las condiciones (1.2), ademds del cumplimiento de (1.3), se cumple la condicién

la solucién p;(ty) (i =1,2,...,n) se llama asintéticamente estable.

En términos de los valores propios el sistema & = Az es asintéticamente estable si y s6lo si
todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa.

El problema es estabilizar el sistema controlable
T = Ax + bu, (1.5)

en tiempo finito, este problema es conocido como el problema de sintesis de controles admi-
sibles, el cual consiste en construir un conjunto de controles posicionales u(x) tales que u(z)
sea continua en R™\ {0} y cumpla con la restriccién |u| < d. La trayectoria del sistema (1.1)
que comienza en x(0) = zo termine en el origen en tiempo finito T'(x) < 0o, y el sistema sea
asintéticamente estable en el origen.

1.3. Funcion de controlabilidad

Un método para resolver el problema de la seccién anterior es la funcién de controlabi-
lidad sugerido por V.I. Korobov en 1979, el cual se basa en la construcciéon de una funcién



Introduccion 3

0(x) donde se construye el control posicional buscado u(x) = @(x,0(x)). La funcién 6(x) es
una funcién de tipo Lyapunov.

Fué sugerido en [8] una forma integral suficientemente general de construccién de la fun-
cién de controlabilidad 6(x) y el control u(x) que resuelve el problema de sintesis para el
sistema lineal completamente controlable

t=Ar+bu, ze€R" we{u:l|ul|<d}cCQ, (1.6)

donde A es una matriz n X n y b es un vector. En esta seccién daremos una breve descripcién
de la forma integral.
Sea la matriz

0
N() = /0 (1 — g) e Mhbre A dt. (1.7)
Para todo x € Q \ {0} (Q := {z : ||z|| £ R), la ecuacién
2006 = (N'(0)x, x) (1.8)

tiene solucién tnica positiva continuamente diferenciable. Definiendo #(z) en x = 0 como
6(0) = 0, la funcién O(x) resulta ser continua en cero. Existe una constante C'= 0 tal que el
conjunto @ = {z : ||z|| < C} es acotado y Q C int Q' (Q" = {z : ||z]| < R}). Se propone la
funcién u(x,f(x)) como el control

u(zx) == —%b*N‘l(Q(x))x, (1.9)

que resuelve el problema de sintesis.

1.4. Principio del maximo admisible

Estudiaremos el principio del maximo admisible considerando el sistema canénico
t=Arx+bu, ze€R" wuweCR, (1.10)
bajo la suposicién de que €2 es compacto. Definimos la funcién de control #(z) mediante
2a00 = (N 10z, 7). (1.11)
Definimos la matriz . .
N(H) = /0 (1 — 5) e Mbb e Adt. (1.12)
Definicién 1.4.1. El control u(x) de la relacién

(¥ (x), oz, u(r))) = méx(¢(z), p(z,u(z))),  =#0,  u(0) € (1.13)

u€es

que llamamos el control del principio del maximo admisible.



4 Resultado de la tesis

Proponemos el control u(z) mediante

u(z) = —%b*N_le(iL')(E. (1.14)

De esta manera para encontrar el control u(xy,z3) encontramos la raiz positiva de
0(x1,22) de la ecuacion (1.11) y después encontramos u(zx).

1.5. Resultado de la tesis

En este trabajo hacemos la comparacién del control éptimo w,y(t) respecto la rapidez y
el control U, (t) que resulta de la aplicacién del principio del méximo admisible.

Recordemos que estos dos controles toman valores £1 y ambos garantizan el traslado de
un punto inicial (0) = z al origen en tiempo finito.

1. El control ptimo u, (t) realiza el traslado de 2(0) = z al origen en un tiempo minimo
posible T},in.

2. El control del maximo admisible ., (f) también realiza el traslado al origen en 7' >
Tmin-

Cabe senalar que a diferencia del control 6ptimo, el control del maximo admisible se construye
mediante una funcién de tipo Lyapunov.



Capitulo 2

Sistemas controlables

En la teoria de control los objetos principales son los sistemas de ecuaciones que dependen
de un parametro de control u, por ejemplo, sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO), tales sistemas se llaman sistemas controlables. Los objetos controlables se ven
literalmente en nuestra vida diaria, por ejemplo un refrigerador, un automovil, etc. Lo comin
en todos estos objetos es que podemos de una u otra forma influir en su conducta, es decir
podemos controlarlos. Nosotros consideramos modelos mateméaticos de procesos controlables
y no asi de objetos reales.

2.1. Controlabilidad de sistemas de control

El objeto de estudio de la teoria de control es un sistema de la forma:
= f(x,u), ze€R" wekR" (2.1)

donde f estd definido en D C R™™" = R" x R". El conjunto R" se llama espacio fase de (2.1),
cada elemento z € R" recibe el nombre de vector fase y R" es el espacio de los controles,
u € R" representa el pardmetro que representa el control del sistema. La solucién z = 7(t)
es solucién de (2.1) si 7(t) (trayectoria fase) satisface (2.1), es continua y diferenciable en
nuestro intervalo I.

Definicién 2.1.1. Si para el par de puntos zy, x1 € R" existe una funcién continua a trozos
u(t) definida en [to, T] tal que la solucién de Cauchy

= f(z,ult)),

Es tal que satisface x(T') = x1, entonces se dice que el control u(t) traslada o lleva xy en x4
en tiempo 1" — ty.

Definicién 2.1.2. (Completamente controlable) El sistema de control (2.2) se llama
completamente controlable, denotado CC, si para todo xg, ;1 € R™ existe un control admi-
sible u(t) definida en [to, T tal que traslada xy a ;.

5



6 Controlabilidad de sistemas lineales de control EDO

Definicién 2.1.3. Sea A una matriz de dimensién n x n. La matriz exponencial e se define

mediante la relacion

M=) —A (2.3)

0‘7'

La matriz est4 bien definida en virtud de la desigualdad || e4? ||< et

2.2. Controlabilidad de sistemas lineales de control EDO
Consideremos el sistema lineal
t=Ax+bu, xzeR" uekR, (2.4)

donde A y b son matrices constantes, de dimensiones n X n y n X r respectivamente.
Sean definidas las siguientes matrices:

Q= (b, Ab, ..., A" '), (2.5)

de dimensién n x n, denominado matriz de Kalman, y la matriz n x n

T
N(T) := / e Abbre= A dt. (2.6)

to

Teorema 2.2.1. (Criterio de controlabilidad de sistemas lineales constantes)
Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. El sistema (2.4) es completamente controlable en [ty,T).
2. Rango(Q)=n.
3. N(to,T) > 0.
Ademds la funcion
u(t) =0 "IN o, T) (e My — e 0my) (2.7)

es uno de los posibles controles que trasladan x(ty) = zo a x(T) = x1 en tiempo T — tq
mediante el control u(t).

Lema 2.2.2. Todo sistema lineal completamente controlable de la forma (2.4) es equivalente
al sistema lineal

i = Az + bu, (2.8)
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donde:
0 1 0 0
- 0 0 0 - 0
A — 9 b - )
—a; —as —a, 1
y los mimeros aq, as, ..., a, son los coeficientes del polinomio caracteristico de la matriz A:
O\ = N" —a, " — L —ay.

Para la prueba ver [17, pag. 23].

Definicién 2.2.3. El sistema (2.4) se llama 0-controlable en D C R™ en tiempo T, si para
cualquier x € D existe un control admisible u : [0, 7] — © C R" tal que traslada x al origen
en tiempo T'.

2.3. Principio de Maximo de Pontryagin

El principio maximo de Pontryagin se utiliza en la teoria de control 6ptimo para encontrar
el mejor control posible que lleve a un sistema de control de un estado a otro, especialmente
en la presencia de restricciones para los controles de estado o de entrada. Fue formulado en
1956 por el matematico ruso Lev Semenovich Pontryagin.

El objeto de control se describe mediante el sistema de ecuaciones

= flz,u), z=(x1,...,2,), u=(ug,...,u). (2.9)

Suponemos que el control u es un conjunto acotado U de R". Asumimos que f(z,u) es con-
tinuo respecto de u, x, y posee derivadas parciales respecto de x;,7 = 1,...,n. Llamaremos
controles admisibles a funciones u continuas a trozos que toman valores en el conjunto U.
El problema de control éptimo tiene el siguiente planteamiento:

Entre todos los controles admisibles, que trasladan un punto de partida x2° al punto x*,
st tal control existe, hallar un control tal que

J(u) = /t " . (2.10)

tenga alcance minimo.
fo es continuo respecto de z y continuo respecto a u. Consideremos una nueva coordenada x:

80 _ £ (2,), (2.11)

anadiendo (2.11) a (2.9) tenemos B
i = F@u), (2.12)



8 Principio de Maximo de Pontryagin

donde = = (zg,21,...,7,), f(@,u) = (fo(Z,u),..., fu(Z,u)). Notemos que f(Z,u) no de-
pende de zg. Sea 7 = (0, z°) en espacio fase n + 1 de R"*L,
Sea u(t) un control admisible y x(t) su trayectoria correspondiente que satisface

w(to) = 2°, x(t)) = o'

De (2.11)

t1

zo(t) = [ folz(7), u(r))dr,

to

para t =t
t1
zo(ty) = / folx(r),u(r))dr = J(x,u).
to
De esta manera, en Z la trayectoria fase z(t) que corresponde al control u(t) pasa en t =ty

por el punto (0,2°) y para t = ¢, por el punto z' = (J, z!). Denotemos mediante II la recta
paralela al eje 2o que pasa por (0, x!).

Consideremos funciones auxiliares vy, 11, . .., 1, que satisfacen
- " Ofi(Z,u )
¢:—Z%¢j, i=0,...,n. (2.13)
=0 ’

Este sistema se llama adjunto al sistema (2.12). Si se escoge un control u(t) en [0, ¢1] se puede
hallar la trayectoria  : Z(to) = z". Colocando en (2.13) tenemos

@/}:—Z%W@bj, i=0,...,n. (2.14)

Jj=0
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El sistema (2.13) satisface las condiciones de existencia y unicidad (2.12) y (2.13) se puede
unir mediante la funcién

Donde ¢ = (¢, .. .,%,), entonces (2.12) y (2.13) se puede escribir como

. oH

ry = a—wi, 2:(),...,71, (216)
. oH

P = R i=0,...,n. (2.17)

Notemos que las funciones vectoriales Z(t) y 1(t) son continuos y son continuos diferenciables
excepto en los puntos donde el control admisible u(t) tiene saltos. Para los valores fijos de
y 1) la funcién H es una funcién de u.

Denotemos

w(, ) =sup HWp,z,u), o p(y,z)=mix H,z,u),

uel uel

si el maximo se alcanza.

2.4. Principio del maximo para la optimalidad en sen-
tido del tiempo

En este caso el funcional es:

J(z,u) = /t1 dt =ty —to, folz,u)=1. (2.18)

to

Formulemos el teorema del principio del maximo cuando en calidad de costo, el funcional .J
lo escogemos en términos de la rapidez. Escribimos la funcién H(1), z,u) tomando en cuenta
(2.18):

H(, Z,u) = o+ i filz,u), (2.19)
i=1
consideremos el vector n-dimensional
w<t) = (77[]17 cee 7¢n)7

y la funcién

H(, z,u) = szfz(fl?,u) (2.20)
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Donde
OH
:t—a—wi, 1=1,...,n, (2.21)
. OH
w:_&ci’ 1=1,...,n. (2.22)
Denotemos

M(%%) :SUPH(¢a3§'aU) 0 méXHW,%U)-

uelU u€lU

Es claro que
M, z) = p(, z) — o (2.23)

Tomando en cuenta las notaciones introducidas, el teorema del principio del maximo se
formula de la siguiente manera:

Teorema 2.4.1. Sea u(t), ty <t < t; algin control admisible que lleve xo a x1 y x(t) su
trayectoria fase correspondiente. Para que u(t) sea el control dptimo en sentido de la rapidez,
en necesario que exista Y (t) # 0 que satisface (2.22) tal que:

1. para todo t € [to, T, la funcion H alcanza su mdzimo:
H(p(t), x(t), u) = M((t), x(t)). (2.24)

2. En el tiempo finito t1, se satisface la condicion

M(¢(t1), x(t1)) = 0. (2.25)

Observacion 2.4.2. Como en el caso general si ¥(t),x(t) y u(t) satisfacen (2.21), (2.22)
y (2.24) la funcion M(¢(t),z(t)) es constante en [to,t1]. Por eso cualquier verificacion de
(2.25) es vdlido en t € [to, t1].

Observacion 2.4.3. Las variables vo(t),¥1(t), ..., ¥, (t) se determinan salvo una constante. Ya

que Y = constante, entonces para el caso 1y # 0 se puede tomar g = —1. De acuerdo al
teorema antes mencionado

H(p(t), 2(t), u(t)) = p(¥(t), 2(t) = 1,

sobre la trayectoria optima.
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2.5. Principio del maximo para la optimalidad en sen-
tido del tiempo para sistemas lineales

Consideremos el sistema (2.4) donde v € U C R". Asumimos que (2.4) es completamente
controlable respecto de cada u;. Tales sistemas se llaman sistemas normales. Para el sistema
(2.4) ser normal, es necesario y suficiente que las matrices

Gj:(bj,Abj,...,An_lbj), jzl,...,’f’,

sean invertibles. Aqui b;(j = 1,...,r) son las columnas de la matriz b. Notemos que cada
sistema normal es completamente controlable. Sin embargo, cada sistema completamente
controlable puede no ser normal. Sea que el conjunto de control U esté dado por {|u;| <

I, j=1,...,r}
El hamiltoniano H para el sistema lineal (2.4) tiene la forma:

H(p,2,u) = " Az + ¢ bu = Z Wi (Z ai; + Z bzkuk) . (2.26)

=1 J=1
El sistema adjunto al sistema (2.4) es
) =—AT. (2.27)

De acuerdo al teorema 2.4.1, H alcanza su méaximo en u(t). Ya que H depende de u solamente
en 17 bu, entonces el control 6ptimo debe maximizar 17 bu, tenemos,

WTbu = (¢, bu) = (074, u) Zukzbzm

Cada uy, en esta suma cambia independientemente de los otros u;, j # k. El méximo de cada
sumando se alcanza en:

n
up = sign Z birt; k=1,...,n. (2.28)
i=1
De esta manera, el control 6ptimo es una funcion constante a trozos que toma valores en los
lados del cubo |u;| < 1,i=1,...,n, es decir u, toma valores 1 o -1 de acuerdo al valor de

Z birti(t)

Se puede demostrar que si el sistema (2.4) es normal, entonces la relacién (2.25) determina
de manera univoca, para cada vector ¥ (t) distinto de cero, la funcién control uy(t), ademds
esta funcion tiene un nimero finito de conmutaciones.
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2.6. Determinacion de las trayectorias 6ptimas del pun-
to x( al origen

Consideremos el siguiente sistema canénico

X1 = Ta,

—u (2.29)

donde wu es una funcién continua a trozos, con la condicién | u [< 1.

El problema a considerar es el siguiente:

Se requiere llegar al origen (0,0), a partir de un punto fase zy en el menor tiempo posible,
es decir, en un tiempo 6ptimo 7},;,.

La funciéon H (Hamiltoniano) en este caso tiene la forma

H =V 25 + Ysu. (2.30)
Ahora, las condiciones correspondientes para el maximo son:
OH
U, = ——— =0, entonces V¥, = Ky,
(91’1
0H

Wy = = —W,, entonces Wy = Ky — K1t,

O,

donde k1 y ko son constantes.
Tomando en cuenta la condicién —1 < u < 1 tenemos que

u(t) = sign Vo = sign (ky — K1t). (2.31)

Deducimos a partir de (2.31) que cada control éptimo u(t), to < t < t1, es una funcién
continua a trozos, que toma los valores +1, y tiene un maximo de dos intervalos en los que
es constante (ya que los cambios de la funcién lineal k3 — k1t cambia a lo mucho una vez en
el intervalo ty <t < t;.)

Por el contrario, si cualquiera de las funciones u(t) puede obtenerse de la igualdad (2.31)
para algunos valores de k9 y k1t. Para el intervalo de tiempo en el que u = 1, tenemos a
partir de (2.29) se puede reescribir como

j:l = T2,
To = 1.
Entonces tenemos
t2
$2:t+81, $1:§+31t+82

1
T = 5(1%2 + 281t + 89 + 457) — 257 + 59

1
Ty = §(t + 51)% 4 59 — 257
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Como s; y s son constantes de integracién tenemos

1
Ty = 5:):3 + dy, (2.32)
donde dy = s, — 257 es constante.
Por lo tanto, la porcién de la trayectoria fase para la que u = 1 es un arco de la parabola
(2.32). La familia de pardbolas (2.32) se muestra en la gréfica 2.1.

|
X1

1
Grafica 2.1: Ty = 51‘% + do

Anélogamente, para el intervalo de tiempo en el que u = —1, tenemos
L.Ul = X2,
Ty = —1.

Entonces tenemos
t2
l’gz—t+84, $1:—§+84t+55

1 1
T = —5(152 — 254t + 57) + 552 + 55

1 1
T = —5(—75 + 54)% + 582 + s5.

Como s4 y s5 son constantes de integracion tenemos

1 /
T = —§x§ + d,, (2.33)
/ L,
donde d, = s5 — —s; es constante.
2

La familia de pardabolas (2.33) se muestra en la gréfica 2.2.

Los puntos de fase se mueven hacia arriba a lo largo de pardbolas (2.32) (desde &9 = u =
+1), y hacia abajo a lo largo de las pardbolas (2.33) (i3 = —1).



14 Determinacion de las trayectorias optimas del punto x al origen

Xy

1 /
Gréfica 2.2: z; = —§x§ +d,

Como se indicé anteriormente, cada control 6ptimo w(z(t)) es una funcién continua a trozos,
con la condicién +1, y que tiene como maximo dos intervalos en los que es constante. Si u(t)
es inicialmente igual a 1, y luego a -1, la trayectoria de fase se compone de dos segmentos
adyacentes parabodlicos. El segundo de estos segmentos se encuentra en la parabola definida
por (2.32), que pasa por el origen (ya que la trayectoria deseada debe conducir al origen),
si primero tenemos u = —1 y después u = +1, la curva de fase es reemplazado por uno que
es simétrico con respecto al origen. La grafica 2.4 representa toda la familia de trayectorias
1

de fase, AO es el arco de la parabola z; = §$% en la mitad del semiplano inferior; BO es el

arco de la parabola x; = —%x% en la mitad del semiplano superior).

X2

u=-1

Xo

X,

u=+1

1
Gréfica 2.3: x1 + 3 | 2o | 22 =0

El punto fase se mueve a lo largo de un arco de la pardbola (2.33) que pasa por el punto
inicial g, si xg estd por encima de la curva de AOB; y se mueve a lo largo del arco AQO.
En otras palabras, si la posicién inicial xq esta por encima de la curva de AOB, el punto
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fase debe moverse bajo la influencia del control v = —1 hasta que alcanza el arco OA. En
el instante en que llega, el valor de v cambia a +1 y permanece en este valor hasta que el
punto fase alcanza el origen. Sin embargo, si la posicion inicial x( esta por debajo de AOB,
u debe ser igual a +1 hasta el momento en que llega al arco BO, y en el momento donde el
valor de u cambia a -1, hasta alcanzar el origen.

Asi, de acuerdo con el teorema 2.4.1, sélo las trayectorias descritas anteriormente son épti-
mas. Por otra parte, se puede observar a partir de la investigacion anterior donde en cada
punto fase sélo hay una trayectoria que lleva al origen que puede ser éptima. Se podria estar
seguro de que existe siempre una trayectoria optima para cualquier punto inicial xg, y po-
driamos decir con confianza que todas las trayectorias que hemos encontrado son éptimas.
Por lo tanto, las trayectorias que hemos encontrado son Optimas, ver grafica 2.4, entonces
no hay otras trayectorias éptimas que nos trasladen al origen. Asi la solucién del problema
optimo se puede interpretar como sigue:

Gréfica 2.4: Todas las trayectorias x(t) éptimas

Llamaremos v(x,x2) = v(z) la funcién en el plano x5 de la siguiente manera

v(z) = { +1 por debajo de la curva de AOB, y el arco OA,

—1 Por encima de la curva de AOB, y en el arco BO.

A continuacién, en cada trayectoria éptima x(t) el valor del pardmetro de control en un
instante arbitrario ¢ es igual a v(z(t)), es decir, que es igual al valor de la funcién de v en
que el punto fase xy se esta moviendo a lo largo de la trayectoria 6ptima



16 Determinacion de las trayectorias 6ptimas del punto x, al origen

y se encuentra en el momento t. Esto significa que si sustituimos la variable u por la funcién
v(x) en el sistema (2.29), obtenemos el sistema

(2.34)

cuya solucion para un estado inicial xq arbitrario produce una trayectoria fase 6ptima que
traslada al origen.

2.6.1. Foérmula para determinar el tiempo de traslado del punto
xo al origen

Sea que el punto zy repose encima de la linea AOB (ver grafica 2.3). Denotemos las
coordenadas de este punto mediante (22, z9). Para que la pardbola (2.33) pase a través del
punto xg, es necesario y suficiente que las coordenadas de este punto satisfagan la ecuacién
(2.33), de donde tenemos

, 1
do = a1 + 5(25)".
De esta manera, la parabola (2.33), que pasa por el punto z, se representa por la ecuacién

1 1
T = —5.71:3 + 2 + 5(%8)2 (2.35)

El punto de conmutacion €, representado en la grafica 2.4, puede ser encontrado como punto
de interseccion de la pardbola (2.35) con la linea AQ (ver gréfica 2.5), cuya ecuacién tiene
la forma

L o

T = ST, (2.36)

Para hallar el punto de interseccion es necesario resolver las ecuaciones (2.35) y (2.36) si-
multdneamente, como un sistema de ecuaciones. Sustrayendo la relacién (2.36) de (2.35),

1 1
tenemos x3 = 2 + 5(%’3)2, de donde xoe = 44 /20 + 5(958)2 Para el punto € es necesario

tomar el signo menos, ya que en punto C reposa en la linea AQ, es decir, debajo del eje de
las absisas. De esta manera encontramos la ordenada del punto C.

1
Top = — iL‘(l) + 5( 8)2 (237)

Para encontrar la primera coordenada del punto € lo que hacemos es sustituir (2.37) en
(2.35) de donde

1 1 1 1 1 1
o= g (a4 382 o el = —gad - P+ a4 (el
2 1 1
= Zx(l) + Z(SES)Q = Z(Qx(l) + (25)%).
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Entonces
1
Tie = 7 (229 + (29)?) . (2.38)
Durante el movimiento del punto zy hasta el punto € tenemos u = —1, entonces la segunda
de las ecuaciones (2.29) tiene la forma @y = —1 y por eso, integrando, obtenemos (mediante

a se denota como antes el momento de conmutacién, es decir el momento de paso de la
trayectoria a través del punto C).

Toe — l’g = / Igdt = / (-].)dt = t() — Q.
to to

Anélogamente, durante el movimiento del punto € al origen de coordenadas tenemos u = 1

y por eso &9 = +1
t1 t1
—xzeIO—xge:/ i‘th:/ 1-dt =t — «a.

Sustrayendo la primera relacién de la segunda, tenemos x5 — 2w9¢ = t; — to. Pero t; — tg es
tiempo de movimiento a través de la trayectoria optima considerada desde el punto zy al
origen de coordenadas es decir, el tiempo T7(x) de movimiento éptimo. Asf,

1
T%(x0) = 29 — 229¢ = 23 + 24 /2% + 5( 2. (2.39)

Esta férmula fue deducida para los puntos zq situados encima de la linea AOQB. Es facil ver,
sin embargo, que esta férmula (y los razonamientos, con ayuda de los cuales fue deducida)
permanece en vigor en el caso cuando el punto zy se ubica en la linea AOB. Precisamente si
este punto se ubica en el arco AQ, entonces el punto € coincide con el punto xy y durante todo
el movimiento v = 1. De esta manera, la férmula (2.39) se cumple si el punto zg = (29, 29) se
ubica encima de la linea AOB, entonces el tiempo éptimo de movimiento 77 (xy) puede ser
calculado de manera andloga. Sin embargo, es mds sencillo notar que el punto zy = (29, z9)
se ubica debajo de la linea AOB, entonces el punto x, con coordenadas (—2%, —29) que es
simétrica al punto zy con respecto al origen de coordenadas, se ubica encima de la linea
AOB, y el tiempo del movimiento 6ptimo de los puntos xg y :c;) es el mismo, es decor,
T%(x9) = T?(xy). Por eso, sustituyendo en la férmula (2.39) 29 y 29 correspondiente por
—2¥ vy —129, tenemos la funcién T%(z,) para los puntos zq = (9, 29), que se ubica debajo de

la linea AOB (o en la misma linea):

, 1
T (3y) = —25 + 24/ —29 + 5(933)2. (2.40)

Consecuentemente,
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(
1
)+ 24 /20 + 5(3:8)2, Siel puntoxy = (29, 29) se ubica encima de AOB

o sobre la misma;

1
—x9+ 24/ =29+ §(x8)2 , Si el punto xy = (29, 29) se ubica debajo de AOB

o sobre la misma.

1
Observemos que si el punto zy = (29, 29) se ubica en el arco AO (es decir, 29 = §(x8)2

y en particular 29 < 0) entonces la expresién (2.39) toma la forma T7(zo) = 29+ 2 | 29 |=
29 + 2(29), mientras que la expresién (2.40) también, da T%(xg) = —29. En otras palabras,
en el arco AOQ ambas férmulas (2.39), (2.40) dan los mismos valores 77 (). Lo mismo se
cumple en el arco BO. Esto demuestra que, aunque encima y debajo de la linea AOB la
funcién T%(zy) se define de dos maneras distintas mediante las férmulas (2.39), (2.40) en la
misma linea AOB estas ambas férmulas coinciden, y por eso la funcién T%(xg) es continua
en todo el plano.

2.6.2. Ejemplo 1

Consideremos el sistema canénico (2.29), para el caso n = 2, el problema a considerar es
el siguiente: A partir de un punto fase g, encontrar la trayectoria que traslade el punto z
al origen (0,0), asi como el tiempo de recorrido.
Vamos a encontrar latrayectoria del punto zy = (29, 29) = (0,1) al punto €, este punto, se
encuentra sobre la trayectoria (2.36), y la trayectoria al punto € se determinado por (2.35),

de donde

1 1

Las coordenadas del punto € se determinan por (2.37) y (2.38), al momento de sustituir el
punto xg, sea C = (r1¢, T2¢), de donde

El punto € es el punto de interseccién con la trayectoria (2.36). Ahora el tiempo de traslado
al origen, se obtiene por (2.39) o mediante (2.40), asi tenemos
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X2 X2

10

05

T S S S R
-06 -04 -02

S RS RE Lox
06 -04 -02 Q '

u=+1 -05 -05

u=+1

~10F -10

Gréfica 2.5: Trayectoria del punto x al origen O

La trayectoria se muestra en la grafica 2.5.

Entonces la trayectoria éptima que traslada el estado inicial z( al origen O, se muestra en
la grifica 2.5, y el tiempo de traslado T%(xg) del punto z, al origen se realiza en un tiempo
T* (), generalmente denotado como Ty,

Ahora vamos a encontrar la trayectoria del punto zy a un punto €, sea zo = (29, 29), donde

)
10’
8

10°

2 =
0._
xQ o

La trayectoria del punto fase x( al punto €, donde € esta ubicado en la linea O.A, se determina
por (2.36), de donde

1, 5 64
e ST Ry 9.42
5727 70 T 200 (2.42)

Las coordenadas del punto € = (z1¢, z2¢) se determinan por (2.37) y (2.38), de donde

X1

41
xrie == — Eij?
41

Toe - izij.
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Ahora el tiempo de traslado del punto z( al origen, se obtiene por (2.39) o mediante
(2.40), asi tenemos

T%(20) = (4 + @) .

o] —

La trayectoria se muestra en la gréafica 2.6.

X2

04

02

-04 -02 (6] 02 04

-021

-04

-06

u=+1

-08

c

Gréfica 2.6: Trayectoria del punto xy al origen O

Entonces la trayectoria optima que traslada el estado inicial xy al origen, se traslada en
un tiempo T7%(z(), generalmente denotado como T},



Capitulo 3

Estabilizacién en tiempo finito e
infinito

En esta seccion hablaremos sobre la estabilizacién n tiempo finito e infinito, usando el
método de A. Lyapunov. Primero daremos la definicién de estabilidad para el sistema lineal

T=Ax+bu, xe€R" uekR, (3.1)

donde A es una matriz de dimensiéon n X n y b es un vector. Finalmente revisaremos algunos
teoremas y lemas para el desarrollo de este trabajo.

3.1. Estabilizacion

Definicion 3.1.1. Sea A una matriz real n x n. La matriz A se llama matriz de Hurwitz si
el polinomio caracteristico P4(\) = |AI — A| tiene raices con parte real negativa.

El problema de estabilizacion para el sistema (3.1) consiste en hallar un control posicional

u = u(x); es decir un control que depende de las coordenadas del espacio fase, tal que u(0) = 0
y el sistema

& = Ax + bu(x), (3.2)

sea asintéticamente estable en el origen. El sistema (3.2) es conocido como sistema cerrado.

La construccién del control estabilizador se lleva a cabo de la siguiente manera: primero
escogemos una forma cuadratica V(z) = (Fz,z) como posible candidata a funcién de Lya-
punov. Después buscamos un control de la forma u(z) = —a’x tal que la solucién trivial
(z(t) = 0) del sistema cerrado & = (A — ba’ )z sea asintéticamente estable. Para esto, sea Q
cualquier matriz simétrica positiva defnida y resolvemos para F' la ecuacion de Lyapunov

(A—ba")'F + F(A—ba") = -Q

De esto, si (A — baT) es Hurwitz, la ecuacién de Lyapunov tiene una tinica solucién positiva
definida. La funcién cuadrética V(x) = (Fx,z) es una funcién de Lyapunov para el sistema
cerrado en una vecindad del origen.

21
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Definicién 3.1.2. El sistema lineal (2.4) se llama estabilizable si existe un control u = a’z

donde a’ es una matriz n x r tal que todas las soluciones z(t) del sistema
& = Az + bPx, (3.3)
tienden a cero cuando t tiende a infinito, es decir A 4+ bP es una matriz de Hermite.

Es importante mencionar que se pueden tener sistemas estabilizables que no son comple-
tamente controlables.

Lema 3.1.3. FEl sistema candnico (2.4) es estabilizable.

Demostracién: El sistema candnico (2.4) se puede escribir como el sistema:

T = Iy
To = I3
(3.4)
1:3 = Uu.
Mediante el cambio de variables z; = ¥y, 23 = 9, ..., 2, = y™ Y, el sistema (3.4) es equiva-
lente a la ecuacion diferencial de orden n:
y(") =u (3.5)
Si colocamos
u=ayy + asy + ... + ay" Y, (3.6)
en la ecuacion (3.5), entonces tenemos la ecuacion:
Y™ =y —a, iy - —ay =0, (3.7)
cuya ecuacion caracteristica es:
=N —a, N —a, AT — L — . (3.8)
Si elegimos los coeficientes a; de tal forma que
() =TT = ).
j=1
con Ag, Ao, ..., A, numeros negativos distintos, entonces la solucién general de (3.8)
estd determinado por
y(t) = creM + ..+ et (3.9)

Por lo tanto, como j < 0 en (3.9) tenemos que y(t) y todas sus derivadas tienden a cero
cuando ¢ tiende a infinito.
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Debido a que la solucion del sistema (3.5) estd determinado por:

yU(t)

entonces (t) tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito, y el control u(t) estd determinado en
(3.6) con y = y(t) la solucién de (3.9).

3.2. Estabilizacién en tiempo finito. Problema de sinte-
sis

En la teoria de control los objetos principales son los sistemas de ecuaciones que depen-
den de un parametro de control u, a diferencia del estudio de ecuaciones diferenciales con
parametros donde el parametro u es un nimero fijo, en la teoria de control u es una funcién
w : [0,T] — R" continua a trozos (por la izquierda), que depende del tiempo, llamada
control del sistema.

El problema de estabilizacién en tiempo finito de sistemas lineales controlables con con-
trol restringido, es clasico en la teoria de control, se conoce como problema de sintesis y es
planteado de la siguiente manera.

Problema de sintesis: Consideremos un sistema controlable
= f(z,u), zeR" weQCR" (3.10)
se quiere construir un conjunto de controles posicionales u(zx) tales que:

1. u(z) sea una funcién continua en R\ {0} , y cumpla con la restriccién | u(z) |< d.

2. La trayectoria del sistema cerrado © = f(x,u(z)), que comienza en x(0) = xy termine
en el origen en tiempo finito T'(zy) < 0.

Entre las particularidades de este problema se tiene la siguiente:

El sistema cerrado no satisface las condiciones del Teorema de Picard sobre existencia y
unicidad (ver apéndice A.1.1) en la regiéon donde se resuelve el problema de sintesis, ya que
a través del punto x = 0 pasan un conjunto infinito de trayectorias. Esta dificultad se puede
omitir si:

1. Consideramos controles continuos para z # 0, que satisfagan la condicion de Lipschitz
en cada anillo{z : p; <|| z ||< p2} y tales que para p; — 0 la condicién de Lipschitz
crezca sin cota.
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2. Ademsds ya que el control u(z) satisface la restriccion u € €2, entonces ain en el caso
lineal el sistema cerrado es no lineal.

V.I. Korobov [5] sugirié un método de resolucién al problema de sintesis para sistemas
lineales y algunos no lineales, este método, esta basado en la construccién de una funcién
0(z) mediante la cual se construye el control posicional buscado u(x) = @(x,0(x)). La funcién
O(x) es una funcién del tipo de Lyapunov y se describe en el siguiente Teorema.

3.2.1. Funcion de controlabilidad

Teorema 3.2.1. (Teorema fundamental de la funcidn de controlabilidad)[Korobov, 1979].
Consideremos el sistema controlable dado por:

= f(z,u), zeWCR", wueQCR", f:R"xQ-—R" (3.11)
Supongamos que la funcion f satisface la condicion de Lipschitz

I f("u") = fa' ) IS Lalp, pr) (| 2" = 2" || + [ " =" |,

en cada region
(zu): 0<p<|zl<p, uwel

Si eziste una funcion 6(x) continua en una vecindad G del origen y un control u(z) con
r € Q donde Q ={x:0(x) <C,C>0}(C es tal que el conjunto Q es acotado) tales que:

1. O(x) Es continuamente diferenciable en G\ {0}.
2. 6(0) =0, 0(x) >0 para z € G\ {0}.

3. El control u(x), cumple la condicion de Lipschitz es decir, se tiene
| u(") — u(@) 1< La(p,p) || & =2 || para € Q y0 < p<|| & ||< pr.

4. Se satisface la desiqualdad:

9|(3.11) = Z ag—g)fz(x,u(x)) < —591*§(m), (3.12)

=1

para o« >0, > 0.

Entonces la trayectoria del sistema & = f(x,u(x)), que comienza en un punto x(0) =
xg € Q, termina en el origen en tiempo finito:

T(x0) < %ei(x0>. (3.13)
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Demostracion:
Calculamos la derivada de 6(x) respecto al tiempo, evaluada en el sistema & = f(z,u(x))
sobre la trayectoria x(t) que comienza en el punto zg € Q.
Tenemos:

0 0) = 32 D a0, ot

i=1
ya que se satisface la desigualdad (3.12), se tiene:

Si la trayectoria z(t) # 0 entonces

d . O(z(t) B =(z(t) B
—0a(x = T > 1 =
a0 ) ab =z (z(t)) : af' s (x(t)) @

Sea 7 > 0 cualquier nimero tal que la solucién z(t) estd bien definida en [0, 7]. Integramos
la dltima desigualdad de 0 a 7, entonces:

Qé(xT) — Qé(xo) < —gT,

o equivalentemente:
1

0= (z,) < 0= (z0) — A (3.14)
«

Denotemos por B(0,¢) y B(0, po) las bolas con centro en 0 y radios € y p respectivamente

y € <|| @ ||, po tal que @ C B(0, pg). Como cualquier solucién que comienza en un punto

zo € @ se queda en @ (debido a que O(z(t)) < 0y si 2, 2" € Q\ B(0,¢) tiene lugar la

desigualdad:

| Fa" u(a")) = £ u(@)) 1< Lile, po) (1 + Lao(e. po) | 2" — ' | -

Entonces la solucién z(t) que empieza en xy € @, se puede extender al segmento [0, 77] tal
que si t € [0,T}] entonces || z(t) ||> ¢, por tal motivo para esos valores de ¢, la desigualdad
(3.14) es cierta.

Probemos que en el tiempo T'(¢) < %0%(%) la trayectoria z(t) llega a la frontera de la bola
S(e). Suponiendo lo contrario, obtenemos que || z(t) ||[> e para 0 <t < Ty T > %9%(:150),
pero si p # T, la parte derecha de la desigualdad (3.14) es no positiva, pero la parte izquierda
de la misma desigualdad cuando p # T, es positiva ya que || z(¢) ||> €. Como el tiempo
de llegada a la frontera de la bola de radio £ crece monotéonamente si € decrece y como
T(e) < %9%(%), entonces existe lim._,T(e) =7 < %9%(10), pero limy_,px(t) = 0.

|
La funcién 0(x) es llamada funcién de controlabilidad.

Observacion 3.2.2. Notemos que para o = oo en caso de cumplirse la desigualdad (3.12),
la funcion 0(zx) es la funcidn de Lyapunov.
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3.2.2. Construccién de 6(z) en forma Integral

Fué sugerido en [8] una forma integral suficientemente general de construccién de la
funcién de controlabilidad 6(z) y el control u(z) que resuelve el problema de sintesis para el
sistema lineal completamente controlable

t=Ar+bu, ze€R" wef{u:]u|ld} CQ, (3.15)

donde A es una matriz n X n y b es un vector. En esta seccién daremos una breve descripcién
de la forma integral.
Sea la matriz

o t .
N(0) := /0 (1 - 5) e bt dt. (3.16)
Para todo x € @ \ {0} (Q := {z : ||z|| < R), la ecuacién
2000 = (N*(0)z, x) (3.17)

tiene solucién tunica positiva continuamente diferenciable. Definiendo 6(z) en z = 0 como
6(0) = 0, la funcién O(x) resulta ser continua en cero. Existe una constante C'= 0 tal que el
conjunto @ = {z : ||z]| < C} es acotado y Q C int Q" (Q' = {x : ||| < R}). Se propone la
funcién u(x,0(x)) como el control

u(z) = —%b*N‘l(H(x))x, (3.18)

que resuelve el problema de sintesis.

Observacion 3.2.3. La siguiente igualdad es valida

o), dF(0)
o (9) do

Demostraciéon: Se sigue al derivar respecto de 6 la identidad

FY(). (3.19)

[ = F(0)F'(6).

[
Lema 3.2.4. Sea el sistema de control (3.15) completamente controlable. Entonces:
a) La matriz N(0) es una matriz definida positiva para 6 > 0.
b) La matriz
F(0) := N1(0) (3.20)
satisface la igualdad:
O = AF —bb* — FA". (3.21)

do
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Demostracién:
Ya que (3.15) es CC (ver teorema 2.2.1) entonces:
rang(b, Ab, ..., A"b) = n. (3.22)

Por contradiccién, supongamos que N () no es positiva definida, es decir existe un ¢ tales
que
V(z)=("N(0)¢ <0. (3.23)

Por otro lado
0
V(z) = /0 (1 — %) (Ce M) (b*e 1) dt.

Denotando y* := ({*e= ), y := (b*e"4"'0() y recordando que y*y =|| y ||* entonces
tenemos

V(z) = /09 (1 — %) | e b || dt >0 (3.24)

t
ya que (1 — 5) | ¢*e= 4% ||?> 0.
De (3.23) y (3.24) tenemos V (z) = 0, es decir

(1-5) 1ee =0

t
pero (1 — 5) > 0, lo que implica que

| e [|=0 (3.25)
luego derivando (3.25) respecto a ¢ tenemos:

e =0
—(*Ae My =0
: (3.26)
(_1)mc*AnflefAtb =0

tomando en cuenta que e”4*A*¥ = AFe~4! y denotando ¢* = (e, donde ¢ # 0, las
relaciones (3.26) se reescriben como sigue:

gb=0
qg-Ab =0
) (3.27)
A =0

lo cual quiere decir que: ¢*@Q) = 0 asi el rang(Q)) > m. Lo que contradice la condicién del
inciso (3.22), de donde N(0) es positiva definida. [ |
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b) Utilizando la ecuacién de la funcién de controlabildad (3.17) y sustituyendo (3.20), te-
nemos:

2006 = (F1(0)x, x). (3.28)

Ahora derivamos la ecuacion (3.28) respecto de 6, tenemos

2a06 = (dFd_e(e)éx,x> + (F'(0)&, ) + (F~ 1 (0)z, ).

Es decir,

(zaeoe B (dF;(O)x’x)) 00 - (PO

De (3.28) y (3.19) tenemos

[(F—l(e)xJ) N ( Fi) 40 F‘l(e)m,x)} 0= (F ()i, ) + (F'(0)z,2),

0 do

es decir,

KF‘l(é))F _;(G)F_l(ﬁ)x,x) + (F‘l(ﬁ)%émﬁ’_l(g)x,x)] 0= (F'0)i,z) + (F'(0)x,i).

Sea yp = F~1(0)z, u = —3b"F~'(0)z. Utilizando la ecuacién (3.15) y (3.18) en la parte
derecha de la anterior igualdad tenemos:

{(Féﬁ)ye, ye) + (dzjlé@) ye,yeﬂ 0 = (F~(0)(Az + bu), z) + (F~'(0)x, (Az + bu)).

= (F Y0 Az, z) + (F X (0)bu), z) + (F(0)z, Ax) + (F1(0)x, bu))

(Y 0)AF(0)F~(0)z, 2) + (F~1(0)b(— ;b* {0)2)), 7) + (F-1(0) A"z, o)+
(F‘l(é)x,b(—%b*F‘l(Q)x)):(F‘l() F(O0)yo, ) — ;(F‘lbb*yg,x)Jr(F‘I(Q)A*FF‘lx,x)

- 5(55 Yo, Yo) = (AF(0)ys, yo) — 5(55 Yo, Yo) + (F(8)A™ys, yo) — 5(55 Yo, Yo),

para 0 = —1 se obtiene
F(0 dF' (6
K— é )y9>y6) - ( dé >y9,ye)] = (AFyg,y9) — (00" Yo, yo) + (F'A"Ya, yo),

que es equivalente a

de donde (3.21) se cumple. |

) yey?/e} = ((AF = bb" + F A" )y, yo)
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Observaciéon 3.2.5. Se satisface la igualdad

(NH0)z, &) = fu_ (3.29)

T g1 1

donde & = (x1,...,0) y f11 > 0.

Demostracion: )
Sea F' = { fi;}7,-1. La cual es positiva definida ya que N~'(#) lo es. De N~'(0) = DyF D,

donde
2n—i)+1\"
Dy :=diag [ 6 2 , (3.30)
i=1
tenemos de (3.29). El elemento fi; > 0 ya que F' es positiva definida.

Lema 3.2.6. La ecuacion
2a00 = (N1 (0)z,x), ag>0 (3.31)

tiene una sola solucion unica positiva continuamente diferenciable 6 = 0(x).

Demostracién:
Probaremos que (3.31) tiene solucién positiva, denotemos la ecuacién (3.31) de la si-
guiente manera ®(z,0) = 2ao0 — (N~1(0)z, x), al derivar respecto de 0 tenemos:

dd(z,0)  2ae0 dN~1()
7 B —( 5 5T (3.32)

De (3.19) con N(#) = F~1(#) tenemos

dd(x,0)
df

_ % (N"L(0)z, z) + (N—l(e))—zv—l(e)m,x)

Es decir
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donde yy = N~1(0)x. Ahora verificamos que la matriz:

N<0) dN(€> 1 /6 t —Atypx —A*t /6 t —Atpgpx —A*t
= — 1—- + —
( 0 + 0 0 . 9 e bb e dt ; 02 € bb*e dt

1 [ "
== / e hbre N dt
0 Jo

entonces por el teorema 2.2.1 inciso 3, la matriz

(Née) + d];[ée)) (3.33)

es definida positiva, es decir, ®(z, ) es creciente para x fijo.
De la observaciéon 3.2.5 se tiene que

fll 2

p2n—1 T

(I)(ZIA?, 9) = 2&09 —

Para 6 suficientemente pequeno ®(z,6) < 0. Ahora cuando 6 — oo, ®(x,0) — co. Ademads
®(z,0) es continua, entonces ®(z,0) = 0 tiene tnica solucién positiva.

[ |
Para el caso n = 2, el sistema canoénico se determina por:
1:2 =Uu. '

Con restricciones de la forma |u| < 1. Escribimos el sistema (3.34) en la forma matricial

(38)m(2).

vor- (72 ),

La matriz (3.33) se expresa de la siguiente manera:

entonces (3.16) resulta:

& 8 3¢ _26
N(O) _ 126 dN(9) _ | 13 6
0 A EEUEE
6 2 6 2
|1 12 _ 2
ikl B SR Il B VRN S Bl I
2 = _= 2 2 1
6 2 6 2 2
92

Usando el criterio de Silvester la matriz anterior es definida positiva ya que 5 >0y
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2 0
det 39 2 1>0

21

2
Por lo tanto N(6) es definida positiva para z fijo. La

dd(x,0)

— >0
do

consecuentemente, no puede tener més de un cero. Cuando # — 0 tenemos ®(z, ) = 0, para
®(x,0) = 0. Sea T = (1,0)*, para nuestro caso tenemos

Para 6 suficientemente pequeno ®(z,6) < 0. Ahora cuando 6 — oo, ®(x,0) — co. Ademas
®(x,0) es continua.

El siguiente Teorema 3.2.7 resuelve el problema de sintesis del sistema (3.15).

Teorema 3.2.7. Para valores suficientemente pequenos de ag : 0 < ag < ay el control de la
forma (3.18) resuelve el problema de sintesis en una vecindad del origen del sistema (3.15)
mediante controles continuos que satisfacen la condicion

w € {u:|lu| <d} C Q.

3.2.3. Problema de sintesis para el sistema canodnico, familia de
controles posicionales admisibles

Aqui reproduciremos parcialmente los resultados del trabajo.
Recordemos que el sistema candnico esta dado por el sistema

&= Az + bu, (3.35)
donde:
0 1 .0 0
0 O . 0 0
A= . ) b= .
: . . 1 .
0 0 .0 1

A diferencia de la forma integral de construccién de la funcién de controlabilidad 6(z) y del
control u(x) ahora se construye una funcién 6(z) para el sistema candnico (3.35), como la
tunica solucién positiva (ver [31]) de la ecuacién:

2a00 = (DyF Dy, z:). (3.36)



32 Estabilizacion en tiempo finito. Problema de sintesis

Donde Dy esta definida por (3.30), ag es un niimero positivo y F una matriz positiva definida.

Si definimos 6(0) = 0 entonces de la ecuacién (3.36) se sigue que #(x) es una funcién continua
y es continuamente diferenciable para x # 0.

Una vez determinada #(x) buscaremos un control u(z) de la forma

1 - AT
=02 *D, = —_—. .
u(iL’) 0 (x)a 0(z) L £ ek(l’) (3 37)

El objetivo de esta seccion sera determinar condiciones sobre el ntiimero aq, el vector a y la
matriz F' de tal manera que la funcién () sea una funcién de controlabilidad que represente

el tiempo exacto de recorrido del punto z al origen (6(z) = —1) y que el control u(z) resuelva
el problema de sintesis del sistema canoénico.

3.2.4. Construccion de la funcién de controlabilidad

La condicion H(x) = —1 permite obtener una primer propiedad del vector a como lo
establece el lema siguiente.

Lema 3.2.8. Supongamos que la funcion de controlabilidad 0(x) satisface la igualdad 9(1’) =

—1. Entonces:

0, = —@. (3.38)

Demostracién: Coloquemos y(6,x) = Dyx, entonces la funcién de controlabilidad 6(z)
para x # 0 satisface la ecuacién:

2a00(x) = (Fy(0(x),x),y(0(z), x)). (3.39)
Mientras que el control (3.37) toma la forma:
u(x) = 07V (x)a*y(0(z), x). (3.40)
Con base en las siguientes identidades:
DyAD;' = 07'A,  Dygb =6,

La derivada de la funcién y(6(z), z) respecto al sistema (3.35) con este control tiene la forma:

J(0(x), ) = 07 (z) (G(x)ﬂ{ LA+ ba*) y(0(2), z),

donde

H — diag (-M)il | (3.41)



Estabilizacion en tiempo finito e infinito 33

Entonces de la ecuacién (3.39) al derivar respecto de 0(x) y utilizando (3.35) con el control
u(z) de la forma (3.40), tenemos la siguiente igualdad

i) = ((F(A+ba*) + (A +ba*)* F)y(0(),z), y(0(z), 7))

’ , (3.42)
(F = HF = FH)y(0(z), z),y(0(z), x))
con base en la suposicién del lema (i.e §(z) = —1) tenemos la igualdad:
1 1 -

1

De esta igualdad tenemos que la matriz F2 (A + ba* + 11 — H)F 2 es antisimétrica y por
eso las raices de su ecuacién caracteristica:

det (F3(A+ba* + 51 = H)F 1 = A1)
det<Fz(A+ba T . AF*aJﬁ)F*l)

det(F% (A +ba* + 31— 30— \I) F~})

y consecuentemente de la ecuacion:

det ((A + ba* + %I - U-C) - )\I) =0, (3.44)

tienen partes reales iguales a cero. La ecuacién (3.44) la escribimos en la forma:
A—n -1 --- 0 0
O=det|\ o g a2 1
—a; —Qy ... —Qp_1 A—1—ay,

- 1
A—17) ZaJH —i)—a; =" —<an+@))\”_l—

7j=1 = i=j+1

Tomando en cuenta que las raices de esta ecuacién tienen parte real igual a cero y cuentan
con su adjunta compleja entonces se tiene que a, = —n(n + 1) /2.

De la ecuacion (3.43) tenemos

1 1 .
(A + ba* + 5I - J{) FlyF! (A + ba* + 5I - 9{) =0. (3.45)
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Vamos a proponer una matriz F' tal que F~! = D,CD,, donde C es una matriz hanke-
liana (C' = (c2n—i—j)ij=1)- Vamos a definir a F' y el vector a de la siguiente forma (para la
construccion de a y F ver [31]):

0 <a1, (=1)"2(n — 2)!% <A;_l%al 4 A;;_1> .

_% (A;%al + A;’) —@) : (3.46)

la matriz F' = D,;'C~'D.!, donde

1 1 1
2n(2n1 - 1) O (n+ 2)1(71 +1) (n+1)n
1
(2n—1)(2n—-2) (n+1)n n(n=1)
C:= : : : : (2n — 1)2ncon—2,  (3.47)
1 1 1
(1 2)(n + 1) 13 3.2

n(n —1)

w
[\]

o 1 ,(_1)711_1 1"
C()—Z (A m@l—f—Al).
3.2.5. Solucién al problema de sintesis

Ahora mencionaremos algunos lemas que nos seran ttiles para la solucién al problema
de sintesis.

Lema 3.2.9. Sea C' la matriz definida por (3.47). Si coan—o > 0, y co > £0, donde £0 es la
raiz de la ecuacion det C(€§) =0, donde:

1 1 1
2n(2n—1) T (n+2)(n+l)  (n4l)n
1 1 1
~ (2n—1)(2n—2) (n+1)n n(n—1)
c) = : : : | (20— 1)2ncg,
S S 1 1
(nt2)(n+1) 13 32
1 1 5
n(n—1) 3-2

entonces la matriz C' es positiva definida.

Para la demostracion ver [31].
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Observaciéon 3.2.10. La ecuacion det C~’(§) = 0 se puede escribir en la forma:

1 1 1
2n—1  (n41) n
1 1 1
(2n—2) n n—1
: : = 0. (3.48)
1 1 1
(n—fl) :I) 1 2 1 1
o 5 (I+3)8+3—5

Para establecer este hecho, a cada fila i-ésima se anaden todas las filas siguientes y después
de las filas y columnas del determinante obtenido se sacan factores iguales. Para los casos
n=2,3,4,5,6,7 la raiz & de det C(£) = 0 es igual a &, 2, 2 T 10 27 yegpectivamente.

Lema 3.2.11. La matriz C* := C — CH — HC es positiva definida para con_o > 0, y
o> (3+5)E+ 11— £, donde & es la raiz de (3.48).

Para la demostracién ver [31].

La solucién al problema de sintesis para el sistema candnico (3.35) en el caso cuando la
funcién de controlabilidad representa el tiempo de movimiento la da el siguiente teorema.

Teorema 3.2.12. Consideremos la matriz C' y el vector a definidos por las igualdades (3.46)

y (3.47). Si
>0 > & ! + ! So + L (3.49)
Con—2 ,  Co =~ Max q qo, 9 oy )0 T a7 .
donde &y es la raiz de (3.48) y el nimero ay satisface la condicion
<——— F =D,CD,. .
0<ag< 2F1a.a) C (3.50)

Entonces:

1. Para x # 0 la ecuacion (3.36) tiene una unica solucion positiva 0(x) y si definimos
0(0) = 0 entonces 0(x) es una funcion de controlabilidad.

2. El control u(z) de la forma (3.37) traslada cualquier punto inicial x € R™ al origen a
través de la trayectoria del sistema & = Ax + bu(x) en tiempo T(x) = 0(x) y satisface
la restriccion | u(x) |< d.

Demostracién: Usando las condiciones (3.49) y aplicando el Lema 3.2.9 obtenemos que
la matriz C es positiva definida, de donde se sigue que la matriz F~! = D, C'D,, es positiva
definida y por consecuencia la matriz F' también lo es. Si la matriz ' — FH — HF > 0
entonces la ecuacién (3.36) para x # 0 tiene una unica solucién 6(z) continuamente diferen-
ciable.
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Establezcamos los valores de los pardmetros a; y ca,_2 para los cuales la matriz F' —
FH —HF va a ser positiva definida. La positividad de esta matriz se sigue de la positividad
de la matriz F~! — HF ! — F~'H. Ya que la matriz F~! = D,CD,,, mientras que D,, vy H
conmutan entonces es valida la siguiente igualdad

F'-HF'-F'H=D,(C—-HXC-CH)D,.

En virtud al Lema 3.2.11 y con base en las condiciones (3.49) la matriz C' — HC' — CH es
positiva definida. Por eso la matriz F' — FH — HF también es positiva definida de esta ma-
nera cuando se cumplen las condiciones (3.49), la ecuacién (3.36) para x # 0 tiene una tnica
solucién #(x) continuamente diferenciable. Colocando 6(0) = 0, obtenemos que la funcién
O(zx) es continua para todo x.

Establezcamos ahora la restriccién del control. Encontremos una estimacién para la ex-
- _1 .
presién a*y(0, x)0~ 2. Para esto, para un @ fijo resolvamos el problema de encontrar el extremo

de la funcién a*y(6,z)0~2 sujeto a las restricciones del tipo
(Fy(0,x),y(0,z)) — 2a90 = 0. (3.51)

Este problema lo resolvemos con ayuda de los multiplicadores de Lagrange, aqui la funcién
de Lagrange tiene la forma:

a*y(6, x)ﬁ_% — AMFy(0,x),y(0,7)) + 2 aeb.

Sea yg el punto de extremo. La condicién necesaria del extremo nos da a2 —2\F yo = 0, de
1
donde tenemos que yo = 1/(2X)0~2 F~'a. Colocando yq en la restriccién (3.51), obtenemos

1/(2)\) = £+/2a0/(F'a, a)d. Consecuentemente tenemos (a,1)02 = ++/2a0(Fla,a).

Entonces usando la forma del control u(z) obtenemos

lu(z)| < \/2a0(F~1a,a). (3.52)

Escogiendo el nimero ag de la condicién (3.50), de la desigualdad (3.52) se sigue que el
control u(z) satisface las restricciones dadas en todo el espacio.

De esta manera, de acuerdo al teorema fundamental de la funciéon de controlabilidad, el
control u(z) resuelve el problema de sintesis del control restringido en todo el espacio y
el tiempo de recorrido desde cualquier punto z al origen es igual al valor de la funcién de
controlabilidad en el punto x es decir T'(z) = 0(x).

Ejemplo 1

Encontrar la solucién al problema de sintesis del sistema canoénico.

L.Ul = Ty,
b—u, |ul<t (3.53)
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Yaque A = —1,A] = —L AT =0, (ver [31],pdg.37) entonces el vector a de (3.46), la matriz

C' de (3.47) y la matriz D, tienen la forma:

an (12 (=10
() e (e D) e ()

Entonces la matriz F'~! y su inversa son las siguiente:

1 -2 1 a;  —2
F1'=D,CD, = F=—- L
e (—2 —) <4+a1>c5<—2 —1)’

de la ecuacién (3.48) hallamos que & = £. Entonces (3.49) tiene la forma:

co > 0, %>% de donde a1<—%,

de acuerdo con lo anterior tomamos ¢ = 1, a; = —6. Entonces la matriz I’ y el vector a

esta dado por:
—6 31
() )

Escojamos el valor de ag en la ecuacion (3.36) usando la condicién (3.50), en nuestro caso
toma la forma 0 < ap < 1/3600. Escojamos la funcién de controlabilidad 6(z) para = # 0
como la tnica solucién positiva de la ecuacion (3.36), entonces recordando que:

=32 0
D9 = ( O 071/2 ) Y

tenemos que la ecuacion (3.36) tiene la forma:
L, 032 0 3 9= 0 a1
oo’ (o ) o g ) 0 612 )z )
Xy + =1 — —ft = 92:1:% + 40x29 + 6x§.

1 e—ix2+2 3, 1
1800 207t " 2 632 900

N[ =

Para la condicién inicial zy = (29, 0), tenemos que 0y = 6(xq) = 3022.

El control u(z) de la forma (3.37), el cual resuelve el problema de sintesis para el sistema

(3.53) y que satisface las condiciones | u(z) |< 15, se da mediante la férmula:

u(x) = — bz _ 3% (3.54)

QQ(ZL‘l,[EQ) 9(5(71,1‘2)‘

Y satisface | u(x) |< {5, para condiciones iniciales 2o = (29,0), el tiempo de recorrido es
0(xo) = 3029.
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Encontremos la trayectoria del sistema (3.53), que corresponde al control u = u(x) de
la forma (3.54) y comienza en el punto z(0) = zy € R% Esta trayectoria es la solucién del
sistema:

il = Tg,

. 61‘1 3[)32
To = — —

0%(z1,02)  O(21,29)

Resolviendo este sistema, encontramos que la trayectoria del sistema canoénico usando el
control posicional u(z) es:

. t . t
T (t) = —%(t — 3029) <cosln (1 - 3090‘1)) + 2sinln (1 - m)) :

. 1 . t
To(t) = —%(t — 3027)?sin In (1 - m) .

El control u(z) sobre la trayectoria (z1(t), z2(t)) es de la forma

Es fécil de ver que satisface la restriccion, es decir, || u(z) [|< 15.

0.10

0.05

-0.05

—-0.10t

Gréfica 3.1: la grafica del control u((z(t))

Ejemplo 2
Resolvamos el problema de sintesis para el sistema canénico con control restringido

',L:I = T2,
ZL:Q = T3, (355)
T3 = u, |u < 1.
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Ya que A = 210,A = 3600,A” = —@,A = 610,A” 1.(ver [31],p4g.37) entonces el
vector a de (3.46), la matriz C' de (3.47) y la matriz Dj tlenen la forma
ay 13 2 $ 0 0
a = %—10 s C= % g 5 Cyq, D3: 0 -1 0
) ai
—6 55 10-9 0 0 1
Entonces la matriz £~ = D3C D3 v su inversa son de la siguiente forma:
r 3 5
. 1 i, 4 45
=—| -1 7 - C4,
44 ay)c 54004 a
Ara)e \ o8 55 q0_u
c —40a4 240 — 12a; 120
F=—c & 240 — 12a; 180 —4a; 60
t 120 60 12
De la ecuacién (3.48) hallamos que & = . Entonces (3.49) tiene la forma:
1 aq 4
0 - _ 4
“= 37360 o
de acuerdo con lo anterior coloquemos ¢4 = 1, a; = —45. Entonces:
—45 1 1 -3 5) 30 13 2
a= =25 |, F_lzz -3 10 =20 |, F=4| 13 6 1
—6 5 =20 55 2 2 1

Escojamos el valor de ag en la ecuacién (3.36) usando la condicién (3.50), en nuestro caso
toma la forma 0 < a¢ < 2/205. Escojamos la funcién de controlabilidad 6(x) para z # 0
como la unica solucién positiva de la ecuacién (3.36), entonces la ecuacién tiene la forma:

0° = 615027 + 53300z, 79 + 8200%2 75 + 4100° 2975 + 1230025 + 410*23. (3.56)

El control u(z) de la forma (3.37), el cual resuelve el problema de sintesis para el sistema
(3.55) y que satisface las condiciones | u(z) |[< 1, se da mediante la férmula:

45 25 6
)= TE N T W™ aw)

Encontremos la trayectoria del sistema (3.55), que corresponde al control u = u(z) de la

3. (3.57)

forma (3.57) y comienza en el punto z(0) = xy; € R3. Esta trayectoria es la solucién del
sistema:

Ty = 2y,

Ty = a3,

_ 45 25 6

T3 = — xIs3.

B T e )
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Ya que 6(z) representa el tiempo de movimiento de x al origen entonces se cumple 6(z(t)) =
—1, entonces 0(x(t)) = 6y — t, donde 6y es la raiz positiva de la ecuacién (3.56) para = = xy.
Consecuentemente la trayectoria buscada es solucién del problema de Cauchy de la forma:

jjl = X2,

:tZ = T3,

. 45 25 6
T3 =

Tl — 0P T -t -t
11(0) =29, 25(0) = 23,  23(0) = 3.
Este sistema se lleva a la ecuacién diferencial de la forma:
(B — )32\ + 6(8p — )%y + 25(0p — )iy + 452, = 0,

Esta ecuacién de Euler, con condiciones iniciales z1(0) = 2%,  %;(0) = 23, #1(0) = z3. Con
el cambio de variable ¢ = 6y — €™ esta ecuacién de Euler se reduce a la ecuacion diferencial
con coeficientes constantes respecto de la funcién y(7) = z1(6y — €7), el cual tiene la forma

ym — 9y// + 33y, — 45y = 0.
Donde tenemos

y(r) =€>" (61 + ¢ 008 V6 + cysin \/67) ,

con coeficientes constantes ¢y, ¢, c3 que se hallan de las condiciones iniciales

"

Z/(To) = 95(1)7 y(To) = —Qofga Yy (7'0) - Z/I(To) = 9(2)1737 7o = In 6.

oL (15
"Teg \ 2t T )

¢y = 1 cos(vV61n6y) — G sin(+v61n6y),
3 = (1 sin(v61n6y) — o cos(vV61n ;).

Estas son iguales a

Aqui

I L 0 __1 3 0 0
G = 60 (9_(2)331 + 9_05’32 +$3) NCES NG <9_05’31 R
Ya que z1(t) = y(In(fy—t)), las funciones x4 (t) y 23(t) se encuentran diferenciando la funcién
x1(t), entonces

(0p — t)3(C1 cos aft) + Gasinaf(t))

2(t) = | (6o —1)*(=3c1 — (3G + V6()) cos a(t) + (=3¢ +V6G) sina(t)) |,
(0o — t)(6¢; + 5v/6(, cos a(t) — 5v/6sin a(t))
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t
donde a(t) = v61n (1 - 9—> Obviamente z(t) — 0 cuando t — 6. El control u(z) en la
0

trayectoria x(t) tiene la forma:
u(x(t)) = —6¢; + 5(66 — V6(o) cos a(t) + 5(V6¢, — 6() sin a(t).

Para facilitar los calculos y evidenciar los resultados resolvamos el problema de arribar al
origen desde los puntos de la curva z; = 0,

4123

191 .CI§'3>O.

To =

En este caso como se sigue de la ecuacién (3.56), el tiempo de recorrido 6y del punto

41(29)? : 419
To = (0, —ﬂ,xg) es igual a x3‘

121 11

La trayectoria del sistema que comienza en este punto tiene la forma:
4129 — 11t
%—(6 +5cosa(t) + 5v6sina(t))

ARTPY
x(t) = (41%’9;221115)(—6%—400804(73) —3v6sina(t)) |
(4128 A1y

397106 (6 — 6cosa(t) +v6sina(t))

11
donde a(t) = v/61n <1 - Fxtg

En esta trayectoria el control se define mediante la férmula

u(t) = —%(6 + 35 cos a(t)),

y como es facil de ver, satisface la restriccién dada.

u

05

-05

-10

Gréfica 3.2: la gréfica del control u((t))






Capitulo 4

Principio del maximo admisible

En la parte anterior a este trabajo se consideraron métodos de construccion de con-
troles posicionales continuos que resuelven el problema de sintesis. Al mismo tiempo en los
problemas de sintesis 6ptimo frecuentemente se estudian controles éptimos posicionales dis-
continuos. Los controles discontinuos que resuelven el problema local de sintesis se puede
definir como sigue.

Consideramos el sistema:

t=Ar+Bu, zeR" uweQCR, (4.1)

bajo la suposicién de que el conjunto € es compacto. Sea Qg = {z : O(x) < 6}, donde la
funcién de controlabilidad 6(z) se define por la funcién

2a00 = (N1 (0)z,7), aop >0, (4.2)

denotemos mediante ¥ (x) el vector soporte de la frontera @y,

Vamos a definir N(#) donde

0
t .
N() = / (1 - 5) e~ BB*e Y dt. (4.3)
0
Definicién 4.0.13. El control @(z) de la relacién

(V(x), (e, u(x))) = méx((x), p(z, u(z))), — «#0,  u(0) e (4.4)

u€e)

que llamamos el control del principio del maximo admisible.

La igualdad (4.4) determina en la regién Q' = {z : f(x) < C’}}, en general el control no
continuo y multivaluado @(z) (la funcién @(z) es multivaluado en los puntos z, en los cuales

43
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los maximos de esta igualdad se alcanza en valores de u no tinicos). Por eso la solucién z(t)
de la ecuacion (4.1) vamos a entender en el sentido de la inclusién diferencial

i€ F(z) € p(z,u(z)), z(0)=x€Q. (4.5)

El problema de existencia de la solucién de la ecuacién (4.5) representa un problema impor-
tante, un estudio detallado de este problema se da en [5].

Definicién 4.0.14. Dado (V, (,)) un espacio vectorial V' con producto interno (,) y W C V
un subconjunto de V', un vector v € V' se llama soporte de W si (v, w) <0 Vw € W.

En particular la condicién suficiente de la existencia de la ecuacién (4.5) es la suposicién
de que el conjunto F'(x) es un conjunto compacto convexo para x € Q' v la transformacién
F(x) es cuasicontinuo superior por inclusién. Se considera la cuestién de la existencia de
solucion, formularemos el teorema de sintesis posicional.

Teorema 4.0.15. Sea que el problema de Cauchy (4.5) es soluble en el intervalo [0, M%ﬁ(%)]
y z(t) es su solucion. Entonces existe 0 < T'(xy) < M%ﬁ(ﬁo) tal que x(t) = 0 para t > T(x).

Para la demostracién ver [5].

En el caso cuando el sistema es lineal respecto del control @ = Ax + bu el control que se
obtiene del principio del maximo admisible toma los valores de la frontera u(z) € Q y si el
control es unidimensional el sistema tiene la forma & = Az + bu, b € R”, y la restriccién
por ejemplo tiene la forma u € Q) = [—1, 1], para:

—signb* N~ (0(x)z) para b*N-'(0(x)x) # 0,

[—1,1] para b*N~1(0(z)x) = 0.

Con ayuda del principio del méximo admisible se resuelve ademas el problema de sintesis
global para el sistema & = Az + bu, en donde los valores propios de A tiene parte real no
negativa.

4.1. Principio del maximo admisible para el sistema
candnico

Counsideremos el sistema candnico

:‘Cl = T2,
Lo = T3,

(4.6)
j}n—l = Tn,

T, = U.
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Con restricciones sobre el control de la forma u € Q = {u: |u| < d}. Escribimos el sistema
(4.6) de la forma & = Ax + bu, donde A es una matriz n X n cuyos elementos encima de
la diagonal son iguales a 1 y los restantes son 0, b es un vector n-dimensional cuyo ultimo
componente el 1 y todos los demés 0,

010 ..0 0
001 .0 0
A= 0|, 0= 0
000 .1 :
000 ..0 1

N(0) esté determinado por (3.16).

En este caso N71(0) = DyF Dy, el control que resuelve el problema de sintesis lo escoge-
mos de acuerdo al principio de maximo admisible, es decir de la relacion:

meei%(w, Az + bu) = (¢, Ax + bu), (4.7)
donde
() = —(N"(0)x) = —(DyF Dyx). (4.8)
Entonces el principio de maximo admisible tiene que u(z) = —sign (DgF Dy, b).

Definicién 4.1.1. La superficie S C R", que determina la ecuacién (Dgﬁ’Dgx, b) = 0, se
llama superficie de salto del control @ (z), determinado por el principio del méximo admisible.

Sea Dy definido por (3.30) y F = {fij}1 =1, tenemos

f11 . fln 9_2%711‘1
b*DoF Doz = (0, ... 672 )| . = :
fln fnn 9_%ZL'2
97277,2711‘1
= ( 971/2f1n7 071/2f2na s 071/2fnn )
97%‘1'2

= 07" frpzy + 0" o 22+ 07 .

Lo que es equivalente a
b*DpF Dyt = fin1 + 0fonz2+ ...+ 60" frnzn.

Entonces la ecuacién de la superficie de salto de control para el caso general tiene la forma:

Z fnjHj_lxj =0. (49)
j=1
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Sea x un punto fijo que pertenece a S, entonces la parte derecha de (4.2) y (4.9) son poli-

nomios P;(6) y P»(0) respectivamente. El resultante R(P;, P,) de estos polinomios que per-

mite obtener las raices comunes de P;(0) y Py(6) definido en (A.3.2).

26LO 0 fnnxi 2fn—1n$n—1mn oo 2f12l‘1$2 fllx%
fnnxn fn—lnmn—l fn—2n$n—2 fn—?mxnﬁ CIE 0 0
0 fnnmn fnflnmnfl fnf2nxn72 cee 0 0 (410)
0 0 0 0 . f12.’172 fllxl

La ecuacion (4.2) y (4.9) puede tener una raiz que no es positiva consecuentemente la super-
ficie que se determina mediante (4.10) ademds de los puntos de la superficie de salto puede
contener otros puntos, quedan los puntos en los cuales se tiene una raiz comun positiva.

Consideremos dos ejemplos n = 2 y n = 3. Determinaremos la superficie de salto de
control para el sistema candnico.

Ejemplo 1

En el caso n = 2 el sistema (4.6) tiene la siguiente forma:

X1 = T,
.Z:Q =Uu.

(4.11)

Con restricciones de la forma |u| < 1. Escribamos el sistema (4.11) en forma matricial

A= (O0) = () = (B ) e (2R ) e ()

ap se obtiene mediante

d

o= 2(F~ta,a)’

@ Fla=(-1 -2) ( _11//22 —31//22 ) ( :; ) —9/2,  ap= 2(91/2) —1/9.

Ahora encontramos la funcién de controlabilidad 6(z) mediante

2a00 = (DygF Dgx,x) = "Dy F Dy,
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20 632 0 31 032 0
9 o m){ Ty g ) 0 612
- 0=32 0 31 2,073/
=(o = 0 62 )\ 1 1)\ w012
- 632 0 30,0792 4 2,071
=(z1 2) 0 H—1/2 21673/2 4 1,0 1/2
B 9_3/2(3:1519_3/2 + 9529_1/2)
_( Tr1 T2 ) 9—1/2(x19—3/2 _'_x29—1/2)
_( PR ) 31’1973 + $2972
o 1 2 .1'1(9 2 + $2(9_1 '
Entonces tenemos
2
§9 :3:75%9_3 + 2122072 4 3120072 + :)3%9_1,
de donde 5
504 — 0%x3 — 207125 — 327 = 0. (4.12)

Ahora la ecuacién para el salto de control de acuerdo a (4.9) para el caso n = 2 tiene la

forma
forz1 + faab(x)xe = 0,

entonces al sustituir los valores correspondientes de fo; v foo tenemos
x1 + 0z = 0.
A continuacién despejamos 6 de la ecuacién (4.13) tenemos
r1 = —0xs.

El valor de x; se sustituye en la ecuacién (4.12)
200 g2 2 2
59 — 0725 — 202129 — 327 = 0,

de donde

20* — 0723 + 092025 — 3(022)? = 260 — 0723 4 20%23 — 36723 = 20" — 26%23

%04 = 2029(;%.
Es deecir

0? = 922 0 = 3|z,

(4.13)
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Consecuentemente, la ecuacién de superficie de salto de control tiene la forma
T = —3$2|LL’2|.

De manera andloga podemos llevar a cabo el despeje de 6, aplicando el método del
resultante y utilizando la ecuacién (4.12) y (4.13), la ecuacién (4.10) tiene la siguiente forma:

2 0 —a3 —2xzy —3ai
To I1 0 0 0
0 T2 I 0 0 =0.
0 0 T X1 0
0 0 0 ) T
Loy o4 . .,
Donde —z{—=z7z; = 0. Es decir 1 = —fx9 y 0 > 0 para x;2,. Consecuentemente, la ecuacion

de salto de control se da mediante la igualdad
I = —3ZE2|I‘2|.

El control que resuelve el problema de sintesis lo escogemos del principio de maximo
admisible de la relacién (4.7).
La funcién ¢ (x) se obtiene de la ecuacién (4.8) y tiene la siguiente forma:

Y(x) = —N"'x = —DyF Dyx.

632 0 31 )
m=(Ty gt ) m=(00) e (2)
para el caso n = 2 tenemos
=32 0 3 1 =32 0 T
M——( w><u)(o ) (5)
0 3/2 31 x,073/2
0~ 1/2 11 xo071/2

0~ 3/2 3210732 4 2,071/2
0 1/2 21673/2 4 1,071/
( —3/2

Sea

33:9 32 4 1y071/2)
—1/2 9 3/2—1—33 60— 1/2)

3!171 )
3116~ 3+:c20 2 B RT)
1'16 +l’20 1
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Entonces tenemos
. 3%1 + %29
_ 63
Y(x) = Ty + To0
Rz

Ahora sustituimos # = 3 | x5 | en la igualdad anterior. Tenemos

 3x1 + 3 | 2 | s |zo| 2o
_ (3 ]z |)? _ 9|zof?
v(w) = Cmi 3w x| | | @+ 3maw
(3 ]2 [)? 9|zo|?

Para el sistema candnico (4.11) escrita en su forma matricial & = Az + bu, se expresa por

=(50) = (1) = ()
aern= (0 0) () (D= (2)+(2) (=)

Asi del principio de méaximo admisible tenemos:

max(y(z), Ax + Bu) = (¢(z), Ax + Bu) = (Ax + Bu)*(x),

u€e

_LEl + |.132|.T2
" - 9|l‘2‘3 B Ty + ‘$2’JI2 T+ 3|LL’2‘$2
9|z,

Entonces (4.7) es de la siguiente forma:

92| 922

9|l’2‘3 9|$2|2

s (_xg(xl + |zalza)  w(zy + 3\352\332)) _ C ma(m1 A+ |valze)  Ulwy + 3|zalTo)
u€es)

De esta manera el control del maximo admisible es:

ﬂ(l‘) . 1, si x+ 3‘1’2'1’2 < O,
| -1, si @+ 3|za|as > 0.

Observacién 4.1.2. El problema de tiempo de control optimo, el control también es igual a
+1, pero las curvas de conmutacion son otras.
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Determinemos la funcién de control de otra manera, recordemos que

) , 63 62
t\ [ 2 —t T "%
_ _ — 12 6
vo= [[(=3) (5 )= B )
6 2
y la inversa
36 12
| 3 @2 _ (36 12
N=Y0) ﬁ 6 , de  donde F (12 6 )
02 0

Para determinar la funcién de control 6(xy,z5) utilizamos 2a¢f = (N~'z,z), ademas aqg

satisface la igualdad ag = — = —, es decir la funcion de control se determina como solucién
22

2
3

La superficie de salto de control se da por la ecuacion (4.9) y tiene la siguiente forma:

de la ecuacion:
0* — 60223 — 2401115 — 3627 = 0. (4.14)

forx1 + foaf(x)ze =0
es decir:
21 + 0xy = 0. (4.15)

Despejamos la funcién 6 de la ecuacion (4.14) y (4.15), de la ecuacién (4.15) tenemos

3v/2

1
T = —50@ sustituyendo este valor en la ecuacién (4.14) obtenemos 6 = T!x2| Con-

secuentemente, la ecuacién de superficie de salto de control tiene la forma

32
4

T IQ’.Z’Q’.

De manera analoga despejamos 6 con la ayuda del resultante la ecuacién (4.10) tnmos

2 0 —6z3 —24wjz, —3627
i) 2%1 0 0 0
0 i) 2:1,’1 0 0 =0.
0 0 T2 2(131 0
0 0 0 T2 21‘1
1
De donde gx‘ll — 122223 = 0. Es decir x; = —59332 y 6 > 0, entonces z;25 < 0. Conse-

cuentemente la ecuacién de superficie de salto de control se da mediante la ecuacién

3v2

I = ——ZL‘2|ZE2|.

4
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El control de que resuelve el problema de sintesis lo escogemos mediante el principio de
control admisible, es decir, de la relacién (4.7), donde 1(z) se obtiene de (4.8), para el caso

n = 2 tiene la siguiente forma:

36 12
_ 03 02 x
p)=-(om) == | 5 4 ( )
02 0
361‘1 121’2 36271 B 12$2 _361’1 + 121‘29
_ . 43 2 o 63
o 121’1 681‘2 o 12l‘1 _ @ o _ 12%1 + 69%2
2 02 0 62

?M

Ahora sustituimos el valor de § = —— | x5 |, tenemos

_8(\/§$1+ | ) |)LL’2
_ 3 ‘ T2 ‘3
w(l') B _8231 + 6\/§ | i) |

3|f[)2|2

Asi del principio de méaximo admisible tenemos:

_8(\/§I1+ | T |)I2

* _ 3|$2|3
(Az 4+ bu)(z) = (22 u) _8x1+6\/§]x2]
3] @y [?
— _8(\/§$1+ | T2 ’)1’2 —u 8(1’1+6\/§’l’2|
’ 3] ay[? 3wy |2 '

Entonces (4.7) tiene la forma:

(8 + 6\/§|I2|$2)>

[ 8ma(V2xy + |malas)  w
max | — —
u€eld 3|$2|3 3’I2|2
_8%2(\/5%1 + |I2‘LE2) _ ﬂ(8$1 + 6\/§‘$2’$2)
3’.%'2|3 3|£L’2’2 ’

De esta manera:
) 3V2

1, si x4+ ——mo|ws] <O,

-1, si w1+ T$2|x2| > 0.
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4.2. Determinacion de las trayectorias 6ptimas del pun-
to x( al origen

El control u(x) obtenido mediante el principio del maximo admisible tiene las siguientes
ecuaciones para

Ty >0, = @ =—KI3, k>0, (4.16)

Ty <0, = @ = K13, k> 0. (4.17)

A partir de (2.29) para el intervalo de tiempo en el que u = 1, se reescribe como

jjl = T2,
To = 1.
Entonces 1

Por lo tanto, la porcién de la trayectoria fase para la que uw = 1, a partir de (2.29) se genera
un arco de la pardbola (4.18), (ver cap. 2).
La familia de pardbolas (4.18) se muestra en la grafica 4.1.

1
Grafica 4.1: x1 = §x§ +d,.

Anélogamente, para el intervalo de tiempo en el que u = —1, tenemos que las trayectorias
son arcos parabolicos, y de determina por la siguiente ecuacion

1 ,
T, = —§x§ +d,. (4.19)
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La familia de parabolas (4.19) se muestra en la grafica 4.2.

X1

1 ,
Grafica 4.2: 7, = —§x§ + d.

Los puntos de fase se mueven hacia arriba a lo largo de pardbolas (4.18) (desde &9 = u =
+1), y hacia abajo a lo largo de las pardbolas (4.19) (i3 = —1).
La gafica correspondiente para (4.16) y (4.17) se muestra en la grafica 4.3.

u=-1

Xo

Xo L 1

u=+1

3v/2
‘.Z'Q‘.TQ:O.

Grafica 4.3: z1 + E

4.2.1. Foérmula para determinar el tiempo de traslado del punto
xo al origen

Sea que el punto xy repose encima de la linea AOB (ver grafica 4.3). Denotemos las

coordenadas de este punto mediante (29, 29). Para que la pardbola (4.19) pase a través del

punto z, es necsario y suficiente que las coordenadas de este punto satisfagan la ecuacién
(4.19):
0 1

T = —5933 + dl1
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/ 1
De donde tenemos d; = ¥ + —(z9)2. De esta manera, la pardbola (2.33), que pasa por el

2
punto xy se representa por la ecuacion

1 1
Ty = —Exg + ¥ + §(x8)2 (4.20)
El punto conmutacién €;, representado en la grafica 4.3, puede ser encontrado como punto
de interseccion de la pardbola (4.16) con la linea AQ (ver gréfica 4.3), cuya ecuacién tiene
la forma

T = KT3, k> 0. (4.21)

Para hallar el punto de interseccién es necesario resolver el sistema de ecuaciones (4.20)
y (4.21). Sustrayendo la relacién (4.21) de (4.20), tenemos

2 1 2 1
= () (2 ) s (2 (),

Para el punto €; es necesario tomar el signo menos, ya que en punto €; se ubica debajo del
eje de las absisas. De esta manera encontramos la ordenada del punto C;.

- —\/(%2+ 1) (:c? + %( 3)2). (4.22)

Para encontrar la primera coordenada del punto €; lo que hacemos es sustituir (4.22) en
(4.20) de donde

_ 1 2 0, L/ 0y 0, L, o2 _ 1 0 0 Lo L oy
= 2(2/<;+1> <x1+2(x2))+x1+2< s U 7oy R 1
%4 l-1, 2+1-1, .,
= 21 T o@egn @)

Entonces
2K 0 2K 0

2, 4.23
10 T 3@y ) (423)

Tie, =

(La absisa del punto €; no lo utilizaremos). Ya que durante el movimiento del punto
hasta el punto C; tenemos u = —1, entonces la segunda de las ecuaciones (2.29) tiene la
forma @, = —1, integrando, tenemos (mediante a se denota como antes el momento de
conmutacién, es decir el momento de paso de la trayectoria a través del punto Cp).

ZToe, — 513(2) = / fEth = / (—1)dt = to — Q,
to to

entonces
—n(w2e, — 25) = nlto — ). (4.24)



Principio del maximo admisible 55

Andlogamente, durante el movimiento del punto C; al origen de coordenadas tenemos u = 7
y por eso Ty = -7, entonces

t1 t1
—Toe, = 0 — Xge, = / Todt = / (n)dt = (n) (t1 — «),

entonces
—Zoe, = Nt — ). (4.25)
Sustrayendo (4.24) de (4.25), tenemos

—29e, — N(w2e, — x9) = —n(to — @) + n(t1 — @),

1+
—T2e, (Tn) + il'g = tl — to.

Pero t; —t, es tiempo de movimiento a través de la trayectoria admisible considerada desde
el punto z, al origen de coordenadas es decir, el tiempo T%(zy) de movimiento admisible.

Asi,
1+n 1+mn 2 1
T‘(K = 0 _ R — 0 ! 0 ~(+0)2
(o) = 22 ml( 7 > I2+< 7 )\/(2ﬁ+1) (x1+2(x2>)’

entonces

entonces

(1+n)v2
y
N2k + 1

Esta féormula fue deducida para los puntos x situados encima de la linea AOB. Es facil
ver que esta férmula (y los razonamientos, con ayuda de los cuales fue deducida) permanece
en vigor en el caso cuando el punto zy se ubica en la linea AOB. Precisamente si este
punto se ubica en el arco AQ, entonces el punto C; coincide con el punto z, (en particular,
durante todo el movimiento v = 7). De esta manera, la férmula (4.26) se cumple si el punto
zo = (29, 29) se ubica encima de la linea AOB, entonces el tiempo admisible de movimiento
T%(z0) puede ser calculado de manera andloga. Sin embargo, es méas sencillo notar que el
punto zo = (29, 29) se ubica arriba de la linea AOB, entonces el punto z, con coordenadas
(=29, —29) que es simétrica al punto xy con respecto al origen de coordenadas, se ubica
debajo de la linea AOB, y el tiempo del movimiento admisible de los puntos xg y xz) es el
mismo: T%(zy) = T%(zy). Por eso, sustituyendo en la férmula (4.26) 29 y 29 correspondiente
por —a¥ y —x9, tenemos la funcién T (o) para los puntos zo = (29, 29), que se ubican

debajo de la linea AOB (o en la misma linea):

1
T (2y) = o) + o) (4.26)

1 2 1
(1+n)V2 —a® 4 = (29)2. (4.27)
nv2k + 1 2

Ahora veamos que sucede cuando el punto xy con las coordenadas z9, 29, reposa debajo
del arco OA;, y encima del arco OA, es decir, el punto esta debajo de la superficie de

T*(xg) = —a) +
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X2

u=+1

Grafica 4.4: Superficie de conmutacién, Pontryagin (rojo) y Korobov (verde).

conmutacion de Korobov y encima de la superficie de conmuatciéon de Pontryagin como se
muestra en la siguiente grafica

Para que la pardbola (4.19) pase a través del punto zg, es necesario y suficiente que las
coordenadas de este punto satisfagan la ecuacién (4.19):

1
B = (a7 + dy

0 §(x8)2 De esta manera, la pardbola (4.19), que pasa por el
punto x( se representa por la ecuacion

De donde obtenemos d; = x

1 1
T = 53:3 + ¥ — 5(1:2)2 (4.28)

El punto de conmutacion C,, representado en la grafica 4.5, puede ser encontrado como punto
de interseccién de la pardbola (4.28) con la linea AOB, cuya ecuacién tiene la forma

T = KT, k> 0. (4.29)

Para hallar el punto de interseccién es necesario resolver ; sistema de ecuaciones (4.28) y
(4.29). Sustrayendo la relacién (4.29) de (4.28), tenemos

2 1 9 1
ngQ = <2,<— 1) (x?— 5( 3)2)7 de donde w9e, = i\/(?/{— 1) (x(l) _ 5( (2))2>'

Para el punto €y es necesario tomar el signo menos, ya que en punto Cy se ubica debajo del
eje de las absisas. De esta manera encontramos la ordenada del punto C,.

2 1
Tog, = _\/QK — \/x(l) - §(x8)2 (4.30)
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Para encontrar la primera coordenada del punto €, lo que hacemos es sustituir (4.30) en

(4.28) de donde

12 o 1w o 1 ow 2 o —l—4k+42 4,
xl_?(%@—l) <x1 2(x2))+x1 p(w2)" =5+ 20k — 1) (w2)"

Entonces 5 1_4
0 — k042
. 4.31
ST R To P VY (431)

Durante el movimiento del punto xy hasta el punto G, tenemos u = 1, entonces la segunda
de las ecuaciones (2.29) tiene la forma &9 = 1, integrando, tenemos (mediante a se denota
como antes el momento de conmutacion, es decir el momento de paso de la trayectoria a

través del punto Cy).
Toey — l’g = / iL’th = / (1)dt = — to,

to to

1‘162 =

entonces
n(z9e, — 19) = na — to. (4.32)

Anélogamente, durante el movimiento del punto C, al origen de coordenadas tenemos u = 7
y por eso Ty = +7, entonces

t1 t1
—Xoe, = 0 — xoe, = / Todl = / (n)dt =n(t; — a),

entonces
—Zoe, = 1t — ). (4.33)

Sumando (4.32) y (4.33), tenemos

— e, + n(wae, — x5) = n(t1 — a) + na — to)

—1
—T2e, (UT> — l‘g = tl — tQ.

Pero t; — ty es el tiempo de movimiento a través de la trayectoria admisible conside-
rada desde el punto z al origen de coordenadas es decir, el tiempo T%(x) de movimiento
admisible. Asi,

Entonces

-1

T%(20) = —a3 — (”T) Zae,. (4.34)

Sustituyendo (4.31) tenemos

n—1 2 1
1) = o+ (1) gt - b
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entonces

T (2) = —a + V2 1) 20— L9y, (4.35)

n(v2k — 1)

De esta manera, la férmula (4.35) se cumple si el punto zy = (29,z9) se ubica encima de
la linea OB, entonces el tiempo admisible de movimiento 7% (z) puede ser calculado de
manera analoga. Sin embargo, es més sencillo notar que el punto zo = (z9,29) se ubica
debajo de la linea BO y encima de la linea OB, entonces el punto x, con coordenadas
(=29, —29) que es simétrica al punto xy con respecto al origen de coordenadas, se ubica
encima de la linea OB, y el tiempo del movimiento admisible de los puntos zy y 950 es el
mismo: TX(xo) = T%(z,). Sustituyendo en la férmula (4.35) 29 v 29 correspondiente por
—2% y —129, tenemos

SR I £ St Ry PR VY (4.36)

n(v2k — 1) 2

Sea

o e (1+n)V2
NSk
V21
0 n(v2k — 1)'

Consecuentemente

1
9 +noy /Y + 5(3:8)2, Siel puntoxg = (29, 29) se ubica encima de BOA,

o sobre la misma,

1
. —29 4+ oy [ —2f + 5(378)2, Si el punto xg = (29, 29) se ubica debajo de AOB,
T (o) =

o sobre la misma,

—19 + Koy [ 2 — x2 , Siel puntoxy = (29, 29) se ubica entre A;OA,
Ty + Koy —ad — = , Siel puntoxy = (29, 29) se ubica entre BOB;.
\

1
Observemos que si el punto o = (2¥, 29) se ubica en el arco O.A; (es decir, 2 = 5(1‘8)2 y

en particular 23 < 0) entonces la expresién (4.26) es de la forma T*(zo) = 29 +no | (29)? |=
29 +no(—23) = 29(1 —n), mientras que la expresion (4.36) reesulta T%(xq) = —23(1—1np). En
otras palabras, en el arco OA; ambas férmulas (4.26), (4.36) dan los mismos valores T ().
Lo mismo se cumple en el arco OB;. Esto demuestra que, encima y debajo de la linea A; OB,
la funciéon T%(xq) se define de dos maneras distintas mediante las férmulas (4.26) y (4.36),
en la misma linea A;OB; estas férmulas coinciden, y por eso la funcién 7% (z) es continua
en todo el plano.
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4.2.2. Ejemplo para n =2

Consideremos el sistema canénico (2.29), para el caso n = 2, el problema a considerar es
el siguiente: A partir de un punto fase g, encontrar la trayectoria que traslade el punto z
al origen (0,0), asi como el tiempo 6ptimo de recorrido.

Vamos a encontrar la trayectoria del punto o = (29, 29) = (0, 1) al punto €y, este punto,
se encuentra sobre la trayectoria (4.20), y la trayectoria al punto C; se determinado por

1 1

Las coordenadas del punto €; = (z1¢,, Z2e,) se determinan por (4.22) y (4.23), de donde

L 3V2
T 92+ 3vR)
V2

Toe, = — .
' V2 +3v2

El punto C; es el punto de interseccién con la trayectoria (4.21). El tiempo de traslado al
origen, se obtiene por (4.26), de donde

X2

10R_X0=(0,1)

05

-06 -04 -02 -06 -04 -02

u=+1 r u=+1

-10 -10

Grafica 4.5: Trayectoria del punto x, al origen.

T% () = 1+\/% <1+2\/§).



60 Determinacion de las trayectorias 6ptimas del punto x, al origen

La trayectoria que traslada el estado inicial x( al origen, se muestra en la grafica 4.5, y
el tiempo de traslado en T%(xg) del punto z, al origen es el tiempo 7.

Ahora vamos a encontrar la trayectoria del punto zy a un punto Co, sea oy = (29, 29),
de donde
5)
0
) = —
LN TIN
8
0
Ty = ——.
2 10

Este punto, se encuentra sobre la trayectoria (2.36), y la trayectoria al punto Cy se
determinado por

27210 T 2000
Las coordenadas del punto Cy = (z1¢,, T2e, ), se determinan por (4.30) y (4.31), de donde

(4.38)

3 /1
=——41/= |2 2
xTie 3 7 < + 3\/_>

xgezzﬁ—f—%@—k\/i).

0.2

-02 (0] 0.2 04 06

@)

u=+1
~06F

-08F
Xo

Graéfica 4.6: Trayectoria del punto xy al origen.
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El punto G, es el punto de interseccién con la trayectoria (4.29). El tiempo de traslado
al origen, se obtiene por (4.35), donde

T*(z0) = % (8 +31/6V2 — 4) .

Entonces la trayectoria que traslada el estado inicial z( al origen, se muestra en la gréfica
4.6, y el tiempo de traslado es T*(zy), generalmente denotado por T},.

4.2.3. Ejemplo para n =3

Consideremos ahora el sistema candnico (4.6) para el caso n =3

'/L:l = T2,
fg = I3, (439)
f3 = Uu.

Con restricciones de la forma |u| < 1. Escribimos el sistema (4.39) en la forma (4.1), de
donde

010 0
00O 1
La matriz tiene la forma N
0° 0 63
120 40 24
04 9% 62

y la matriz inversa

2400 960 120

5 4 3
9%0 4%0 960

9)

N(Q)(%o 2 6
0 0 0
A 6 2

Nl(@(

4 3 2
1920 960 13
03 02 0
Consecuentemente
2400 960 120
F=1 960 420 60
120 60 12

En este caso la funcién de controlabilidad (4.2) resulta

1
596 = 240027 + 192021250 + 24071 2360% + 4202560 + 120792360° + 12230*. (4.40)
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Consecuentemente la ecuacion para el salto de control para n = 3, de determina por la
ecuacién (4.9) y tiene la forma:

o121 + faoxa0 + f331'392 =0.

Ahora al sustituir los valores correspondientes de los elementos de la matriz F', tenemos

102, + 50(x)wy + 6% (z)z5 = 0. (4.41)

Despejamos la ecuacion (4.41) respecto de xq

T = —591}2 - 02:173, (442)

sustituimos en (4.40) y resolviendo obtenemos el valor de 6, posteriormente sustituimos en
(4.42) para obtener el valor de 6. Consecuentemente la superficie de salto de control tiene la
forma S(z).

Otra manera de resolver este problema es hacer uso del resultante para las ecuaciones (4.40)
y (4.41), tenemos

3 0 =123 —120mpx5 —240z 23 — 42023 —1920z1 25 —24022 0

0 3 0 —1222 —120x925 —240z w3 — 42022 —192021709 —24022
T3 DTa 0 0 0 0 0 0

0 x3 DIy 0 0 0 0 0

0O O T3 5To 0 0 0 0

0 0 0 T3 5T9 0 0 0

0 0 0 0 T3 S5Ta 0 0

0 O 0 0 0 T3 5Ta 0

0 O 0 0 0 0 T3 5T9

La ecuacién que se obtiene de este método es de la siguiente forma

2000
Tag%(5003:1‘—5625x§+1800x1x;*a;3—17100x§x§a:§+3600x?x§+3240x3x§—9072x1m§x§+6480x§xg).

(4.43)
Ahora para obtener la superficie de salto de control, se resuelve (4.43) para (z,x2, T3), €s

decir
S(x) ={x = (21,22, 23): (w1, 72, 23) = 0}, (4.44)

donde S(x) es la superficie de salto de control.

El control que resuelve el problema de sintesis lo escogemos del principio de maximo
admisible, de la relacién (4.7) donde () se obtiene de la ecuacion (4.8) y tiene la siguiente
forma:

Y(x) = —N "'z
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Sea
=52 0 0 2400 960 120 T
Dy = 0 632 0], F= 960 420 60 |, z=|[ zo |,
0 0 #12 120 60 12 T3

para el caso n=3 tenemos

052 0 2400 960 120 -5/2 0 )
Y(z) = — 0 637 0 960 420 60 0 6372 0 Ty
0 0 612 120 60 12 0 0 612 T3

resolviendo el producto de matrices de la igualdad anterior resulta

2400 960 0

o0 420 6%
B go
Tt ?”33

Ahora sustituimos el valor de # en la igualdad anterior y haciendo uso del principio del
méximo admisible encontramos que el control u(z) que resuelve el problema de sintesis fuera
de la superficie S(z) viene dado por:

P(r) =

. 1, st os(xg,@e,ws) <O,
u(z) = —sign s(z) = { 1S s(ry, e ws) > 0. (4.45)
Un caso particular de la ecucién (4.40), para z; = 0 tenemos
1
5(94 = 42013 + 1209230 + 12236°. (4.46)
De la ecuacién (4.41), para z; = 0 resulta
S5x9 + Qx5 = 0. (4.47)

Utilizando el método del resultante en las ecuaciones (4.46) y (4.47) resulta

% 0 —1222 —120z9x3 —420x3

T3 DTo 0 0 0

0 T3 51’2 0 0 =0.
0 0 T3 5[[’2 0

0 0 0 XT3 51’2

Asi la superficie de conmutacién se determina por.

12539 — 7223 = 0. (4.48)
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4.2.4. Continuacion del ejemplo para n = 2

Aplicando el método de A.E. Choque Rivero, Yu. Karlovich, ver [3] o [10], en el ejemplo

1, para el sistema canodnico
Ty = 9,
Ztg =Uu.

(4.49)

La superficie de conmutacion correspondiente al control éptimo esta determinado por

1
) I, s @+ =|xe]zy <0,
Uopt (2 (1)) = _
—1, si @+ §|x2|x2 > 0.

El tiempo de traslado a partir del punto fase xy = (1,0), al punto € se ubica en la linea
AOB y de este punto al origen, se realiza en un tiempo

1
T (x) = —.
(o) 7
Cabe sennalar que el control durante el recorrido del punto zy al punto € es u = —1 y del
punto C al origen es u = +1.
ﬁ u=-1
al

u=+1

Gréfica 4.7: Superficie de conmutacién: Pontryagin (color rojo), Korobov (color verde)

La superficie de salto de conmutacién mediante principio de maximo admisible esta de-
terminado por

2
1, sl 1+ T\/_$2|ZL‘2| < O,

3V2
—1, si ZL‘1—|—£:E2|ZL‘2|>O.

4
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Para este caso el control durante el recorrido del punto zy al punto € es u = —1 y del

2
punto € al origen es u = +——. El tiempo de traslado a partir del punto fase xy = (1,0), al

punto € se ubica en la linea AOB y de este punto al origen, se realiza en un tiempo

T%(z0) = 1+\/% (1+2\/§>.

Concluimos que el tiempo de traslado al origen mediante el control admisible .. (t) se
da en un tiempo mayor al tiempo minimo del control 6ptimo es decir T' > T},ip-

10 u=-1

05

L TR T L T Y Xl
-06 -04 -02

-05

u=+1

-10

Grafica 4.8: Comparacion del traslado del punto zy al origen: Pontryagin (color rojo), Ko-
robov (color verde)

Como se muestra en la gréfica 4.8, la trayectoria del punto fase xy = (1,0) al origen.
Usando el control éptimo wy(x(t)), la trayectoria describe una curva del punto zy al punto
Cs v de este punto al origen, con un tiempo 7,,;,, (color rojo). El control admisible t,q.(2(t))
determina la trayectoria del punto zo = (1,0) al punto C; y de este punto al origen, con un
tiempo T' (color verde). Donde se observa que la mejor trayectoria de traslado del punto fase
xo al origen se da mediante el control admisible del maximo, sin embargo, este traslado se
realiza en un tiempo T > T,in.
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5 8
Ahora para el punto zy = 0" 10 la trayectoria en color rojo describe el traslado al
origen mediante el control 6ptimo del punto xy al punto Cy y de este punto al origen, con
un tiempo Tin.

(4+\/@).

O] —

T? (xO)mm =

5 8
El control admisible w4, (x(t)) determina la taryectoria del punto zo = (E’ 1_O> al punto

C; y de este punto al origen, con un tiempo 7 (color verde).

T(z0) = % (8 +31/6V2 — 4) .

Donde se observa que la trayectoria de color verde a partir del punto fase xq al origen realiza
el traslado més corto, sin embargo, se realiza en un tiempo 7" > T},in-

04

02

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L X
—04 02 O 02 04 06 *

u=+1

Grafica 4.9: Comparacion del traslado del punto zy al origen: Pontryagin (color rojo), Ko-
robov (color verde)

Se llega a la conclusion que el tiempo de traslado del punto fase xy al origen mediante la
aplicacién del principio del maximo admisible, con el control ., (t) se realiza en un tiempo
T mayor al tiempo T,,;, que resulta de aplicar el principio del minimo de Pontryagin. Cabe
senialar que estos dos controles toman valors +1 y garantizan el traslado deeel punto x( al
origen.



Apéndice A

A.1. Teorema de Picard

Teorema A.1.1. (Picard) Consideremos el problema de Cauchy
= f(t,z) x(ty) =0 (A.1)

donde f(t,x)es una funcion continua y localmente Lipschitz respecto de x en el rectangulo
R={(t,x): |t — to] < a,|z — xo| < b} que contiene al punto (to, zo).
Entonces el problema de Cauchy (A.1) tiene una solucion inica en el intervalo (to—h,to+h)

donde

b
pr— i —_— M p— 3
h = min { . ,] y i [7(t,)]

La demostracion de este teorema puede encontrarse en cualquier libro de ecuaciones
diferenciales ordinarias, en particular en [24].

A.2. Formas cuadraticas

Sea A una matriz n X n simétrica, y sea x un n-vector. Entonces z*Ax es un escalar,

r*Ar = i i Qi T (A.2)

i=1 j=1

El mapeo Q : x — x* Az es la forma cuadratica definida por A.

Una matriz simétrica A (o su forma cuadrética asociada) se llama

Definida positivo si * Az > 0 para todo x # 0.

Definida negativo si 2*Ax < 0 para todo x # 0.

Semidefinida positivo si z*Ax > 0 para todo = # 0.

Semidefinida negativo si z* Az < 0 para todo x # 0.

67
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Proposiciéon A.2.1. La matriz simétrica A es:
= definida positiva si y solo si todos sus valores propios son estrictamente positivos.
= definida negativa si y solo si todos sus valores propios son estrictamente negativos.
» semidefinida positiva si y solo si todos sus valores propios son no negativos.
= semidefinida negativo si y solo si todos sus valores propios son no positiva.

Demostracion:

Sea z1,...,x, una base ortonormal para R" que consiste en vectores propios de A. (véase,
por ejemplo, Apostol [53, el Teorema 5.4, p. 120].) Sea A; el valor propio correspondiente a
x;. Es decir,

Escribiendo y = Y | a;x;, vemos que
v Ay = > (m)Alaye) = > > aahma; = > (o) A,
i=1 j=1 i=1 j=1 k

donde la ultima igualdad se deduce de la ortonormalidad de x4, ..., x,,. Todas las declaraciones
anteriores se derivan de esta ecuacién y el hecho de que (az)? > 0 para todo k.

Proposicién A.2.2. Si A es definida positiva (definida negativa), entonces A~' también
existe y es definida positiva (definida negativa).

Demostracion

Supongamos que Ar = 0. Entonces z*Ax = 0 = 0. Puesto que A es definida positiva,
vemos que x = 0. Por lo tanto A es invertible.

Puesto que (Az = A\z) = (z = A~ 'z) = (A 'a = {x), los valores propios de A y A~ son
reciprocos, por lo que deben tener el mismo signo (Aplicar la proposicién A.2.1).

Definicién A.2.3. (Criterio de Sylvester). Un método que nos permite saber si la matriz
A, asociada a una forma cuadratica, es positiva definida es el Criterio de Sylvester, el cual
afirma que la matriz A es positiva definida si y sélo si los menores diagonales principales A;
de A son positivos para z1,...,x,, donde:

a1; a2 ... QAip
a1; a2

a1 Q22

Alzan,Agzdet ,...,An:det

A1p Ap2 ... QApp
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Teorema A.2.4. Sea D una region en R™, y sea el intervalo I = |a,b]. Si la funcion
f I xD — R es continua en el conjunto I x D junto con su derivda parcial respecto
del pardmetro o, y las funciones py = D — R, son diferenciables en la region D, ademds
wo(D) C I yio(D) C I, entonces la funcion

Yo(a)
D)= — f(z, a)dz, a €D,
wo(a)

es diferenciable en la region D, y su derivada se calcula mediante.

, Yo(a) ’ /
D, :/ - fo (@, )dw + f(bo(a), @)y () — f(pola), a)py(a), weD
wo (o

A.3. Resultante

Definicién A.3.1. La resultante R(f,g) de dos polinomios  f(z) =ag+...+aya, y
g(x) = box™ + ... + by, con agby # 0 se define como:

R(f,9) = ag'by | [ (@i = 5)).
ij

donde los o son las raices de f(z) y los f; son las raices de g(z).

Aplicacion: En el caso trivial observamos que si f y ¢ son moénicos tenemos:

[[o@) = (0] rB).

donde:
f@)=1]@=a),  g(x)=]](-5)
[e% ﬁ
Por ejemplo:
[[E-2)=(2-1)(-V2-1)

en=1

Proposicién A.3.2. De la definicion es claro que R(f,g) = 0 si y sdlo si f y g tienen raices
comunes. El determinante R(f,g) es una funcion simétrica de las raices de f y g pueden ser
expresadas en términos de los coeficientes. La expresion de su determinante es de la forma:

ag aq e Qanp,
g -+ Ap-1 Gp
R(f,g) = N
bO bl R bn
bO bl e bn
bO e bn

de orden m+n (con m filas comprende los coeficientes de f yn filas con coeficientes de g).
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Prueba:

Tenemos R(f,g) = 0siy sélosi f y g tienen raices comunes, esto es si y sélo si f y g tienen
g.c.d esto es si y sélo si tienen polinomios 7(z) y s(x) de grado m — 1y n—1 respectivamente
tal que

r(z)f(x) + s(z)g(z) = 0.
Considerando m + n coeficientes de r(z) y s(x) con incognitas. Estas ecuaciones tienen
m + n ecuaciones homogéneas en m +n incoégnitas con la solucién no trivial el determinante
disminuye, por tanto el determinante R(f,¢g) es una expresion de grado mn en a; y grado n
en b;. Asi el determinante debe ser igual a R(f, g) con constante en ambas partes y mirando
el coeficiente de a'by mostramos que la contante es 1. Si apby = 0 es el determinante por
definicién de R(f, g) ahora R(f, g) = aoR(f, g) si by = 0 donde g(z) es un polinomio de grado
m — 1 con f(z) = g(z) y para ag = 0 (R(f,g9) = boR(f,g) si ag = 0 con f(x) polinomios de
grado n — 1.) Para el caso particular si ay = by = 0 entonces R(f,g) = 0 el polinomio para
el caso homogéneo.

F(X,Y) =) a X"V,

G(X,Y) =) bX"Y"

Ahora R(f,g) = 0 expresado en la variable V(F') y V(G) en la linea de proyeccion tiene un
punto en comun donde ay = by = 0 el punto en comun es (1,0).

A.4. Discriminante

El discriminante D del polinomio f(z) es definido como:
n— n(n—1) n—
D=a?(-1)" 7 [J(ei =) =ag ] (e — y)*,
i#] i<j

tenemos

(n—2)n

R(f.f)=(=1)"7 aD,

veamos para f(z) = ao[[;(z — o)

fl(w) = ag ZH(m — ),

Ji#j
asi
fai) = ag H(O‘j — )
i#£j
Y
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A.5. Interseccién de multiplicidad

Tenemos dos curva f(x,y) = 0y g(x,y) = 0 con componentes comunes, la interseccién
de multiplicidad en los puntos comunes tal que sea el teorema de Bezouts. Sea f y g de grado
n y m respectivamente y escogemos coordenadas tal que no pasen por el origen (0,0) y el
origen no se junte con la linea de punto de interseccion con la curva. Escribimos la ecuacién
homogénea

FX,)Y,Z)=0 vy G(X,Y,Z2)=0

y consideramos F y G como polinomios de Z con coeficientes en [X, Y], asumimos que F
y G son polinomios de grado n y m en Z con coeficientes en A; y B; donde el polinomio
homogéneo de grado i en X y Y. Ahora R(ﬁ ,G) es un polinomio de grado mn en X y Y
llamando a R(F,G) y puede ser definido la interseccién de multiplicidad de la curva F' = 0
y G = 0 en P(Xy, Y, Zy) sera la multiplicidad de las raices (Xo,Yy) de R(X,Y). Con la
definicion del teorema de Bezouts conviene la relacion simple de la suma de la multiplicidad
de las raices de polinomios de grado igual al otro polinomio.

A.6. Método Multiplicadores de Lagrange

Para hallar los extremos de la funcién z = f(xy,z9,...,2,) se emplea el método de
multiplicadores de Lagrange, sea ¢ una funcion de la forma

901(1‘173727 ce axn) = Oa

. (A.3)
Om(x1, T2y ..., x,) = 0.
Supongamos que:
1. Las derivadas parciales de primer orden de las funciones  f(xy,z9,...,2,) ¥
o(xy,T9,...,x,) (i=1,2,...,m) son continuas en el recinto D.

2. m < n, siendo el rango de la matriz
a%‘) . .
(t=1,2,....m j=1,2,...,n),
(3%

igual a m en todo el punto del recinto D.

Consideremos una funcién nueva (funcién de Lagrange)

n
i=1
donde \; sin factores constantes indeterminados. Después analizaremos el extremo incondi-
cionado de la funcién ¢(xq, s, ..., x,), 0 sea, formaremos el sistema de ecuaciones
0 ) 0
—¢—O—¢—O qb—O. (A4)

ory  Oxy T Ox,
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Y a partir de este sistema y de las m ecuaciones de enlace

@1:0,902:0,...g0n20,

determinaremos los valores de los parametros Ay, A9, ...\, y las coordenadas
(1,9, ...,x,) de los posibles puntos de extremo.

La condicién (A.3) son condiciones necesarias de extremo tanto para la funcién de Lagrange

como para la funcién inicial z = f(x1,z9,...,2,).
Si el punto (29, 29,...22%) es un punto de extremo condicionado de la funcién
f(x1,29,...,2,), serd a la vez un punto estacionario de la funcién de Lagrange, o sea, en este
punto serd 9/0x; =0 (i =1,2,...n), para analizar el punto estacionario (z9,29,...2%) en
tanto que el extremo condicionado de la funcién de Lagrange ¢(xy, o, ..., x,), habrd que
considerar la forma cuadratica
n—m
B(dl’l, dlL’Q, c. dxn—m) = Z szd.l’zdl’] (A5)
2
La segunda diferencial de la funciéon de Lagrange, teniendo en cuenta las condiciones
Ip; Ip;i Ip;i
dxy + dro+ ... —dx, =0 1=1,2,...m).
oxy N Ome C ox, " ( T )

Si la forma cuadrética (A.5) es definida, en el punto (29, z9, ... 2%) tendremos extremo condi-

cionado estricto, a saber, maximo condicionado estricto si la forma cuadrética (A.5) es defini-
da negativa y minimo condicionado si la forma cuadrética (A.5) es definida positiva.
En cambio si la forma cuadrética (A.5) es indefinida, en el punto (z9, 23, ...2%) no habrd ex-
tremo condicionado.
Por consiguiente, la existencia en el punto (29,29, ...2%) de mdximo (minimo) incondiciona-
do de la funcién de Lagrange (tomando con los valores encontrados para
A1, A2, ... ) implica la existencia de la funcién z = f(xy, 2, ..., x,) con las condiciones de
enlace

oi(T1, 9, ... x,), (1=1,2,...m).
La ausencia de extremo incondicionado de la funcién de Lagrange ¢(z1,zs, ..., x,) no sig-
nifica, atin la ausencia de extremo condicionado de la funcién f(xy, s, ..., x,).

A.7. Criterio de Routh-Hurwitz

Sea (A.6) una ecuacién diferencial lineal de coeficientes reales constantes

n
agy™ +ay" T + . +ay=0<=y=A4y, y=|: |(a,a,...,a, = const,ay > 0).

Yn
(A.6)
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La solucién nula y = 0 de la ecuacién (A.6) es asintéticamente estable, cuando las partes
reales de todas las raices de la ecuacion caracteristica

FO) = aoA™ + a A"+ 4 ay, (A7)

son negativas.

Criterio de Routh-Hurwitz. Para que las partes reales de todas las raices de la ecuacion
(A.7) sean negativas es necesario y suficiente que sean positivos todos los menores principales
diagonales de la matriz de Hurwitz

aq Qo 0 0 0 0 -0
as Qa9 ay Qo 0 0 -0
as ay, ag a9 aq (on) -0

o 0 0 o0 o0 0 ---a,

La matriz de Hurwitz se compone del modo siguiente: En la diagonal principal se escriben
los coeficientes del polinomio (A.7), comenzando por a; y terminando por a,. Las columnas,
una tras otra, constan de los coeficientes de subindices solamente impares o de subindices
solamente pares. Entre estos ultimos va incluido el coeficiente ag. Todos los demas elementos
de la matriz, corresponden a subindices mayores que n 0 menores que cero, se suponen iguales

a cero.
Los menores diagonales principales de la matriz de Hurwitz son de la forma:

a a aiy Qo 0
1 0
A1:|a1|, Ay = ) Ag=|az ay a1, SR
as asz
as a4 as
ay Qo 0 0 0 0 -0
as Qo2 Qq Qo 0 0 -0
A, =las a1 a3 a a3 ag ---0

0O 0 0 0 0 0 ---a,

Por lo tanto, la condiciéon de Hurwitz dice: para que la solucién y = 0 de la ecuacion
(A.6) sea estable, es necesario y suficiente que se cumplan las relaciones:

A1 >0, A,>0,...,4A,>0, (A8)

como A, = a,A,_1, la condicién A,, > 0 puede sustituirse por a, > 0.






Apéndice B

B.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

La nocién de estabilidad que consideraremos en este trabajo es postulada por el matematico
ruso Aleksandr Mijailovich Lyapunov.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales:
T = f(x), (B.1)
donde z € R™, f : W — R", W C R" abierto y f € C1(W).

Definicién B.1.1. Un punto xy € W se llama punto de equilibrio del sistema (B.1) si

Ejemplo 1

Sea n = 2y consideremos el sistema (B.1) con

)= |

2?2 —2i—1
21’2 '

Claramente f(x) =0 en los puntos z = (1,0)* y = (1,0)*, estos son los tinicos puntos de
equilibrio de (B.1).

Definicién B.1.2. Sea xy € W un punto de equilibrio del sistema (B.1) se dice:

1. xg es estable segin Lyapunov (6 simplemente estable) si para toda vecindad U de xg
existe una vecindad U; C U de x, tal que toda solucién z(t) con z(0) en U; estd definida
y permanece en U para todo t > 0.

2. xo es asintdticamente estable, si es estable y cada vecindad U; se puede elegir de modo
que para toda solucién z(t) con zy en Uy se cumple

tlggo z(t) = xo.

75
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3. x( es inestable si no es estable.

El andlisis de las soluciones del sistema (B.1) cerca de los puntos de equilibrio es uno de
los principales objetivos en el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales y sus aplica-
ciones. Un punto de equilibrio, sin embargo, ha de satisfacer un cierto criterio de estabilidad
para ser relevante fisicamente.

Para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio xy del sistema (B.1), utilizaremos
los métodos indirecto y directo de Lyapunov.

B.2. Método indirecto de Lyapunov.

El método indirecto de Lyapunov permite analizar la estabilidad en el punto de equilibrio
xo mediante la linealizacién de (B.1) alrededor de zy, esto es, estudiando la estabilidad cerca
del origen del sistema lineal # = Az, donde:

_9f
A= %(m)‘z:xo' (B2)

El sistema lineal (B.1) tiene al origen x = 0 como punto de equilibrio y el comportamiento
de las soluciones de este sistema esta completamente determinado por los valores propios de
la matriz A. En particular se tiene que el origen es asintéticamente estable si y sélo si todos
los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa (ver teorema B.2.1).

Si una matriz A tiene todos sus valores propios con parte real negativa, entonces A es lla-
mada matriz de Hurwitz. Por lo tanto el origen del sistema (B.2) es asint6ticamente estable
si y solo si A es de Hurwitz.

Teorema B.2.1. Método indirecto de Lyapunov. El punto de equilibrio xo del sistema no
lineal (B.1) es asintdticamente estable si el origen del sistema lineal (B.2) es asintéticamente
estable, esto es, si todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa. El punto
de equilibrio xy es inestable si al menos un valor propio de A tiene parte real positiva.

Ejemplo 2
Consideremos el sistema no lineal en R? :
1;1 = —2]71 — (2.’13'2 — 1)2,
1:2 = —l‘% — ((L’Q — ].)

Este sistema tiene un punto de equilibrio en 2y = (0,1)* y su linealizacién en z, estd dada
por

: 2 2
= Ax, con A(O 1).



7

Sin embargo, notemos que el método indirecto de Lyapunov no establece ninguna condi-
cién cuando algin valor propio de la matriz A tiene parte real igual a cero, en este caso
la linealizacién no es suficiente para determinar la estabilidad del punto de equilibrio del
sistema no lineal. En la siguiente seccién describiremos otro método, desarrollado también
por Lyapunov, que en algunas ocasiones resuelve esta dificultad.

B.3. Meétodo directo de Lyapunov.

A finales del siglo XIX Lyapunov desarrollo otro método para el analisis de la estabilidad
en los puntos de equilibrio del sistema (B.1), este método considera una nueva funcién con
ayuda de la cual se establece si el sistema estudiado es estable o asintéticamente estable,
el cual fué denominado método directo de Lyapunov o también conocido como teorema de
Lyapunov sobre la estabilidad.

Teorema B.3.1. Método directo de Lyapunov.
Sea xg € W un punto de equilibrio de (B.1). Si existe V : U — R una funcion continua
definida en una vecindad U C W de xq. derivable en U \ {xo}, tal que:

1. V(zg) =0, V(z)>0 en U\ {x},

: n, OV
2 Viw=Eia 5 fe <0 en U\{wo},
Ty
entonces xo es estable, si ademdas

3. Vi§m<0 en U\ {x},

entonces xq es asintoticamente estable.

Definicién B.3.2. Una funciéon V : U — R que satisface las condiciones 1) y 2) del
teorema, se llama funcién de Lyapunov para zy. Una funcién V' que satisface la condicion 1)
del teorema con zy = 0 se dice que es positiva definida.

Los métodos directo e indirecto de Lyapunov son clasicos, su demostraciéon puede con-
sultarse en la mayoria de los textos de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ejemplo 3
Consideremos el sistema en R3 :
jfl = 21‘2([E3 — 1),
.it'Q = —I1<I3 — 1),

ig - _:Eg.
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El tnico punto de equilibrio es el origen. La linealizacién de este sistema en
zo = (0,0,0) es:

-2
0
0

o O

T =Axr, con A=

O = O
o

Y

La matriz A tiene dos valores propios imaginarios y un valor propio igual a cero. Por lo
tanto no podemos decidir sobre la estabilidad utilizando el método indirecto de Lyapunov.
Sin embargo, si utilizamos la funcién positiva definida V' = x? + 223 + 22, tenemos:

V = 2(.1"11’1 + 21"2$2 + it‘giﬂg),
de modo que:

§V = 2019 (w3 — 1) — 2129 (w3 — 1) — 03 = —23.
Asf V <0, por lo tanto aplicando el método directo de Lyapunov concluimos que el origen

es estable.

Ejemplo 4
El sistema de ecuaciones diferenciales en R? es de la forma

. 3
X1 = To2 — Ty,

i'g = —I1 — 31’%

Tiene al origen como punto de equilibrio y considerando la funcién positiva definida V (xq, z5) =
r? + z2, tenemos que

V =2 (xg — %) + 2wo(—ay — 323) = —2(2? + 32d).

Asi V < 0en R?\ {(0,0)}, entonces utilizando el método directo de Lyapunov, el origen es
asintoticamente estable.

Una desventaja que se presenta al tratar de aplicar el método directo de Lyapunov es que
no existe un método generalizado para hallar funciones de Lyapunov, por lo que es necesario
proponer una funcién positiva definida y probar si esta cumple las condiciones 2) o 3) del
teorema B.3.1.

Para sistemas lineales, las funciones positivas definidas V' mas simples, que son buenas can-
didatas a ser funciones de Lyapunov, son las formas cuadraticas positivas definidas, esto
es:

V(z) = 2" P



79

Donde P € M, donde M es una matriz n X n simétrica y positiva definida. Recordemos que
una matriz P es positiva definida y escribimos P > 0 si y sélo si todos los valores propios de
P son positivos, de manera equivalente si y solo si todos sus menores diagonales principales
son positivos.

La estabilidad asintética del origen del sistema (B.2) también puede ser estudiada usan-
do el método directo de Lyapunov. Consideremos una funcion cuadratica positiva definida
V(x) = 2T Pz, La derivada de V respecto del sistema (B.2) estd dada por:

V(2)|(g2) = 2" Pi + i" Pr = 27 (ATP + PA)x = —2"Qu.
Donde @ es la matriz simétrica definida por:
ATP 4+ PA=-Q. (B.3)

Si Q es positiva definida, el origen es asintéticamente estable. La ecuacién (B.3) es llamada
ecuacion de Lyapunov.

El siguiente teorema caracteriza la estabilidad asintética del origen del sistema lineal (B.2)
en términos de la solucién de la ecuacién de Lyapunov.

Teorema B.3.3. Una matriz A es de Hurwitz si y sélo si dada cualquier matriz simétrica y
positiva definida QQ, existe una matriz simétrica y positiva definida P, tales que satisfacen la
ecuacion de Lyapunov (B.3). Ademds, si A es de Hurwitz, entonces P es la tinica solucion

de (B.3).
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