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Resumen

En este trabajo presentaremos la lista y la descripcion de los poliedros uniformes obtenidos
a partir de los grupos de simetrias del tetraedro y del octaedro. Para ello, se estudia la cons-
truccion de Wythoff de poliedros uniformes a partir de los triangulos de Schwarz que fue

utilizada por Coxeter, Longuet-Higgins y Miller para la elaboracién de tal lista.

Palabras clave: Poliedro uniforme, simbologia de Wythoft, tridngulos de Schwarz, grupos

de simetrias de poliedros, solidos platéonicos.

Abstract

In this work we present the list and description of the uniform polyhedra obtained from
the symmetries groups of tetrahedron and octahedron. To do so, we study the Wythoff’s
construction of uniform polyhedra from the Schwarz’s triangles that was used by Coxeter,

Longuet-Higgins and Miller for elaboration of such list.

Keywords: Uniform polyhedra, Wythoff symbol, Schwarz’s triangles, symmetries groups
of polyhedra, platonic solids.
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INTRODUCCION

Desde la antigiiedad, los cuerpos geométricos llamados poliedros han cautivado a la civi-
lizacion ya que estos no sélo aparecian en la matematica, en el arte y en la naturaleza, sino
que ademas poseian una belleza mistica y una interesante caracteristica que es la simetria.
Por ejemplo, a los sélidos platonicos que fueron nombrados y estudiados por Platon se les
atribuyeron relaciones con elementos de la naturaleza: el tetraedro se relacioné con el fuego,
el octaedro con el aire, el cubo con la tierra y el icosaedro con el agua. Aunque original-
mente Platon no relacioné al dodecaedro con elemento alguno, ciertos grupos de personas lo
relacionaron con el éter que fue postulado por Aristoteles como elemento con en cual estaba
formado el cielo.

En el ano de 1953, los matematicos H.S.M. Coxeter, M.S. Longuet-Higgins y J.C.P. Miller
estudiaron en [CLM)] los poliedros uniformes con el objetivo de encontrarlos a todos, enu-
merarlos y clasificarlos. En total, ellos hablan de 75 poliedros uniformes y terminan su tra-
bajo mencionando que crefan que su lista estaba completa. Sin embargo, en el ano de 1975,
el matematico J. Skilling en su trabajo [Ski| retoma el problema estudiado por Coxeter,
Longuet-Higgins y Miller y encuentra que la lista anterior no estaba completa pues hacia
falta agregar un poliedro uniforme mas. Este poliedro tiene la propiedad de que un segmento
de recta representa a dos aristas distintas lo cual lo descarta como poliedro bajo algunas
definiciones. Ademas, Skilling muestra que anadiendo este ultimo poliedro, ningin poliedro
uniforme queda fuera de la lista.

El objetivo de este trabajo es presentar la lista y la descripcion de los poliedros uniformes
obtenidos por Coxeter, Longuet-Higgins y Miller a partir de los grupos de simetrias del
tetraedro y del octaedro. Para ello, estudiaremos la técnica utilizada por dichos autores para
su construccion. Tal técnica es la construccion de Wythoff de poliedros uniformes a partir de

los tridngulos de Schwarz.
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Debemos senalar que algunas de las figuras presentadas en este trabajo fueron elaboradas
en el editor de gréficos vectoriales Inkscape [Ink11].

El Capitulo|l]corresponde a las definiciones y a los resultados preliminares donde realizare-
mos un recordatorio de algunas nociones que necesitaremos a lo largo de este trabajo. Aqui se
muestra una recopilacion de algunos conceptos y resultados sobre: poligonos y poliedros tanto
convexos como combinatorios, vecindad de vértice, figura verticial, simetrias de poliedros en
especial del tetraedro y octaedro, la simbologia y la construccion de Wythoff. Por tltimo
hablaremos un poco sobre superficies ya que todo poliedro puede representarse como mapa
en una superficie, gracias a esto podemos hablar de orientabilidad de un poliedro.

En el Capitulo [2| en primer lugar realizaremos a detalle la construcciéon de Wythoff del
poliedro uniforme llamado octahemioctaedro. Posteriormente, mencionaremos los pasos de la
construccién de Wythoff en general y presentaremos la construccion de otros cuatro poliedros
uniformes la cual serd separada en dos casos, uno convexo y el otro no convexo. Cabe destacar
que el procedimiento de la construccién de Wythoft es el usado en el articulo de [CLM]| para
dar la lista de los poliedros uniformes.

En el Capitulo|3|y ultimo de este trabajo, senalaremos la lista de los tridngulos de Schwarz
de los grupos de simetrias del tetraedro y del octaedro, y posteriormente presentaremos la
lista de poliedros uniformes con estos grupos de simetrias. La lista de los poliedros uniformes

serd dividida en cuatro partes en base a la simbologia de Wythoftf.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo daremos algunas de las definiciones, resultados y propiedades, que nos
ayudaran a entender el contenido del Capitulo [2| en el cual realizamos la construccion de

poliedros uniformes. El contenido de este capitulo se basa en [IIl], [Mar] y [Ale].

1. Poligonos y Poliedros Convexos

Comencemos recordando que el espacio R™ es convexo y que la interseccién de cualquier
familia de conjuntos convexos es convexo. Ademas, dado un subconjunto A de R", el conjunto
convexo obtenido como la interseccién de todos los conjuntos convexos de R™ que contienen

a A se llama el casco convexo A.

Definicién 1.1. Un poligono convexo es el casco convexo de un conjunto finito de puntos

afinmente independientesﬂ en el plano euclidiano.

Recordemos que para u € R? fijo, u # 0, y a € R, el conjunto H = {x € R? | (z,u) = a}
es una recta. Ademds, H~ = {r € R? | (z,u) < a}y H" = {z € R? | (x,u) > a} son los

semiplanos cerrados determinados por H.

Definicién 1.2. Una recta H es una recta soporte de un conjunto convexo K C R? si
KNH#(ysetiene que K C H™ o bien K C HT.

Definicién 1.3. Un punto p de un poligono convexo K es un vértice si existe una recta
soporte H tal que K N H = {p}.

Un conjunto de puntos {z1,22,..., 2} C R™ son afinmente independientes si para nimeros reales

k k .
ai,o,..., 0 tales que Y 7 oz, =0y > a; =0 entonces o; = 0 para i =1,...,k.

1



1. Poligonos y Poliedros Convexos

Definicién 1.4. El segmento p;ps entre los puntos p; y po de un poligono convexo K es una
arista si existe una recta soporte H tal que K N H = pips.

La Figura ilustra los poligonos convexos construidos a partir de los dos conjuntos k;

y ko para cuatro y cinco punto, donde ky = {v1, ..., 04} v ko = {v],..., v}
v / /
U1 2 v V5

/ /
U3 Uy U3

Ficura 1.1. Casco convexo de algunos puntos.

Definicién 1.5. Un poliedro convexo es el casco convexo de un conjunto finito de puntos

afinmente independientes en el espacio euclidiano.

Por ejemplo, el cubo es un poliedro convexo.

(0’0’1). (07171)
(1,0,1) C)
0,00 [
(0,1,0)
(1,0,0) - (1,1,0)

FI1GURA 1.2. Cubo con coordenadas en sus vértices.

Anélogamente al caso de dimensién 2, para u € R? fijo y a € R, el conjunto H = {z €
R? | (z,u) = a} es un plano. Ademds, H- = {x € R? | (z,u) < a}y H" = {z € R* | (z,u) >

a} son los semiplanos cerrados determinados por H.

Definicién 1.6. Un plano H es llamado un plano soporte de un conjunto convexo K C R3
si KNH#ysetiene que K C H- obien K C H™.

Definicién 1.7. Un punto p de un poliedro convexo K es un vértice si existe un plano
soporte H tal que K N H = {p}.

2



Capitulo 1. Preliminares

Definicién 1.8. El segmento pyp, entre los puntos p; y po de un poliedro convexo K es una

arista si existe un plano soporte H tal que K N H = pps.

Definicién 1.9. El casco convexo C' de un conjunto de puntos {p;...p,} en un plano es
una cara de un poliedro convexo K si existe un plano soporte H de K tal que K " H = C,
donde H es el casco aﬁ'nﬂ de {p1,...,pn}

Una vez dicho todo esto podemos tomar como ejemplo el cubo, el cual tiene 8 vértices, 12
aristas y 6 caras, cada uno de ellos se obtiene gracias a un plano soporte. En la Figura (1.3
mostramos planos soportes que definen a un vértice, una arista y una cara respectivamente

tomando como referencia la Figura (1.2

P L
L | L

r+y+z=3 y+2z=2 y=1

F1cura 1.3. Algunos planos soportes del cubo (tomando la Figura .
Para mayores detalles de poliedros y poligonos convexos sugerimos revisar [Ewal.

2. Poligonos y Poliedros Combinatorios

Para nosotros no todos los poligonos y poliedros son convexos y requerimos una definicién

mas adecuada.

Definicién 1.10. Un poligono combinatorio es un circuito de p segmentos A; Ay, AsAsz,
..., ApA; los cuales estdn en el mismo plano de modo que los pares consecutivos A;_1A4; y
A;A;y1 coinciden en su extremo A;. Los segmentos y puntos son llamados respectivamente

aristas y vértices del poligono.

2El casco afin de un subconjunto A de R™ es el conjunto de todas las combinaciones afines de elementos
de A, ver [Ewal, Definicién 1.4, p. 4]



2. Poligonos y Poliedros Combinatorios

Observaciéon 1.11. En adelante, un poligono se referird a un poligono combinatorio a

menos que se indique lo contrario.

Decimos que un poligono es equilatero si todas sus aristas miden lo mismo y de manera
similar un poligono es equidngulo si todos los angulos entre sus segmentos consecutivos son

iguales.

Definicién 1.12. Un poligono regular es un poligono equilatero y equiangulo. Al poligono

regular de p lados lo denotamos por {p}.

Observacion 1.13. Hay dos cosas que debemos aclarar, la primera es que en otros trabajos
se estudian poligonos no planos, pero aqui nos restringimos sélo a los planos. La segunda es
que hay poligonos regulares convexos y regulares estrellados (ver por ejemplo [Cox1l Seccién

2.8] o [Cox2|, Seccién 6.1]), como se muestra respectivamente en la Figura

Por lo que la notacién {p} es sélo para poligonos regulares convexos ya que para poligonos
regulares estrellados se les denota por {£}, donde k es el salto de arista que se hace. En el
caso convexo las aristas van del vértice i al ¢ + 1 (mddulo k) y para el caso del octdgono
estrellado de la Figura la arista van de ¢ a 7+ 3 (médulo 8), su simbolo de Schléfli es {5}

y en general de un n-dgono estrellado con aristas del vértice i al vértice i + & es {7}

)

F1GUurA 1.4. Poligono regular convexo y poligono regular estrellado.

<

/" N\
N\__/

X

Definicién 1.14. Un poliedro combinatorio es un conjunto finito de poligonos, tal que
cada arista de cada poligono pertenece también a sélo un poligono mas y con la condicion que
los poligonos que rodean a cada vértice forman un ciclo tnico. Los poligonos son llamados

caras y sus lados aristas.

La condicién acerca del ciclo tnico formado por las caras alrededor de cada vértice se
considera para excluir anomalias como dos pirdmides unidas con un vértice en comun.

4



Capitulo 1. Preliminares

Denotaremos por C' al nimero de caras, por A al nimero de aristas y por V al nimero
vértices. Todo poliedro convexo satisface la conocida férmula de Euler: C +V — A = 2
donde C' es el nimero de caras, V' el de vértices y A el de aristas (ver [Mar, Teorema 17.1,
p. 198]).

La vecindad de un vértice v de un poliedro P es el conjunto de caras de P que contienen

av.
F1GUurA 1.5. Vecindad de un vértice del octaedro.
La notacion que usaremos para vecindad de un vértice es P.Ps. . ... P, siempre que los
nimeros de las caras alrededor de V en orden ciclico sean P, P, ..., P,. Por ejemplo, en

la Figura [I.5], la vecindad de un vértice V' del octaedro se puede representar por el simbolo
3.3.3.3, es decir, la vecindad de vértice es el conjunto de los cuatros tridngulos alrededor del
punto V.

La figura verticial de un vértice V' de un poligono es el segmento que une los puntos
medios de los lados que contienen a V. Si tomamos un cuadrado como se muestra en la Figura

[1.6] la figura verticial de éste es el segmento v;v,.

U1

V2

FiGURA 1.6. Figura verticial de un vértice en un cuadrado.

La figura verticial del vértice V' en un poliedro es el poligono cuyas aristas son las
figuras verticiales de V' en todas las caras alrededor de V. Los vértices de la figura verticial
son puntos medios de todas las aristas alrededor de V. Por ejemplo, la figura verticial para

un vértice de un cubo (de cualquiera de sus vértices) es un triangulo (ver la Figura|1.7]).



2. Poligonos y Poliedros Combinatorios

e

FiGUrA 1.7. Figura verticial de un vértice del cubo.

Un prisma es un poliedro que consta de dos paralelas bases que son n-agono con n > 3
aristas, otra base paralela congruente que es un traslado de la otra base y que ademas tiene
una banda con n-caras todas ellas cuadrados los cuales se unen a los lados correspondientes
de las dos bases. En la Figura |1.§ se muestran ejemplos de prismas para n = 3,4,5 y 6. Se

puede notar que si n = 4, entonces el prisma obtenido es un cubo. Ahora, un antiprisma es

) T

FicuRrA 1.8. Prismas paran = 3,4,5 y 6.

un poliedro compuesto por dos bases de n-agonos congruentes paralelas pero conectadas por
una banda alternada de triangulos equilateros, donde n > 3. Los antiprismas son similares a
los prismas pero la caracteristica que tienen es que sus bases estan giradas una de la otra por
un angulo de * radianes. Sus bases n-dgonales se encuentran conectadas por 2n tridngulos
equildteros. En la Figura[l.9 mostramos ejemplos de antiprismas paran = 3,4, 5 y 6. Cuando

n = 3, el antiprisma obtenido es el octaedro.

2 52 A P

F1GURA 1.9. Antiprismas para n = 3,4,5 y 6.

Los Sélidos Platénicos son poliedros convexos cuyas caras son poligonos regulares con-
gruentes entre si y cuyos vértices tienen el mismo grado. En total existen cinco sélidos
platonicos que presentamos a continuacion, como se muestra en la Figura [1.10;

6



Capitulo 1. Preliminares

El tetraedro es un poliedro con sélo cuatro vértices de modo que cualesquiera tres
de ellos forman un tridngulo equilatero. Es un caso especial de piramide sobre un
triangulo.

El octaedro es un poliedro compuesto por ocho tridngulos equilateros, donde cuatro

de ellos se encuentran en un vértice. Se puede construir pegando dos piramides sobre

cuadrados en sus bases y no considerando dichas bases.

El cubo es un poliedro el cual estda compuesto por seis caras cuadradas con tres de ellas

encontradas en un vértice. Ademaés, se puede ver como el prisma sobre un cuadrado.

El dodecaedro es un poliedro compuesto por doce caras pentagonales regulares con

tres de ellas encontradas en cada vértice.

El icosaedro esta compuesto por veinte caras triangulares con cinco de ellas encon-

tradas en un vértice.

V5P

FicurA 1.10. Los Sélidos Platonicos.

3. Simetrias

Recordemos que una transformacién en el espacio R? es una biyeccién del espacio en
si mismo. De manera particular, estaremos interesados en aquellas transformaciones que

preservan distancias.

Definicién 1.15. Una funcién f : (X,dx) — (Y, dy) entre espacios métricos es una isome-

tria si para cualesquier z1, x5 € X se cumple que dy (f(z1), f(x2)) = dx(z1,z2).

A una transformacién de R? en R? se le llama isometria de R®. La identidad, definida
por i(P) = P para cualquier punto P, es un ejemplo de isometria. Una isometria o es una
simetria para un conjunto de puntos si « fija a dicho conjunto. El conjunto de simetrias de
un objeto es un grupo bajo la composicion.

Que un poliedro sea transitivo en vértices, significa que para cualquier par de vértices
vy, v9 del poliedro existe una transformacién del grupo de simetrias del poliedro que manda

a vy en vsp.



3. Simetrias

Con esto queremos decir que un vértice se puede transformar en cualquier otro por una
operacién de simetria. Mostramos dos ejemplos en la Figura|l.11] los cuales, el de la izquierda

es transitivo en vértices y el de la derecha no.

FiGuraA 1.11. Poliedro transitivo en vértices a la izquierda y poliedro no tran-

sitivo en vértices a la derecha.

Si un poliedro es transitivo en vértices entonces todos sus vértices tienen la misma vecindad

de vértice. Ese simbolo se hereda al poliedro. Por ejemplo el octaedro tiene simbolo 3.3.3.3.

Definicién 1.16. Un poliedro P es uniforme si todas sus caras son poligonos regulares y

es transitivo en vértices.

Si A es un plano, entonces la reflexion oa respecto a A es la transformacion en el espacio
tal que oa(P) = P si el punto P estd en Ay oa(P) = @ si el punto P esta fuera de A y el
plano A es el plano mediatriz del P(). Decimos que una isometria es par si es un producto
una isometria par de un nimero par de reflexiones.

Si los planos I' y A son paralelos, entonces oaor es una traslacién a lo largo de las rectas
comunes perpendiculares a los planos I' y A.

Si dos planos I y A se intersectan en una recta [, entonces oaor es una rotacién sobre
la recta .

Si dos planos I y A se intersectan y cada uno es perpendicularmente al plano I, entonces
onoaor es una reflexién rotatoria sobre el punto en comin de I'; A y II; es decir, es una
composicion de una rotacion y una reflexion respecto a un plano perpendicular al eje de
rotacion.

A continuaciéon mencionamos algunos resultados sobre grupos de isometrias del espacio.

Teorema 1.17. El grupo de simetrias de un cubo es el grupo de simetrias de un octaedro.
El grupo de simetrias de un dodecaedro es el grupo de simetrias de un icosaedro. El grupo de

simetrias de un tetraedro esta contenido en el grupo de simetrias de un octaedro.

DEMOSTRACION. Ver [Mar| Teorema 17.2, p. 203] . O



Capitulo 1. Preliminares

El grupo de todas las isometrias pares que pertenecen a un tetraedro regular es llamado el
grupo tetraedral y se denota por T; el grupo de todas las isometrias pares que pertenecen a
un octaedro regular o a un cubo es llamado un grupo octaedral y se denota por O; el grupo
de todas las isometrias pares que pertenecen a un icosaedro regular es llamado un grupo
icosaedral y se denota por Z. Hay que tomar en cuenta que 7,0 e Z no son los grupos de
simetrias de los Sélidos Platonicos ya que éstos no contienen las isometrias impares.

T,O v T son los grupos completos de simetrias del tetraedro, octaedro e icosaedro respec-
tivamente. El grupo D,, son los grupos de simetrias de prismas y antiprismas.

El siguiente resultado sobre grupos finitos de isometrias puede consultarse en [Mar], Teo-
rema 1.18, p. 221].

Teorema 1.18. Todo grupo finito de isometrias en el espacio es subgrupo de uno de los

siguientes:

D,, T,O0 eI, conn=2,3,....

Una vez que reconocemos los Soélidos Platonicos, nuestro siguiente objetivo serd estudiar
los grupos de isometrias del tetraedro y octaedro ya que estos dos son los principales para el
desarrollo usaremos en este trabajo.

Empezaremos con el grupo del tetraedro, ver la Figura|[1.12]

FicurA 1.12. Tipos de isometrias del tetraedro.

En el inciso a) tenemos un eje que pasa por un vértice y el centro de la cara opuesta,
donde las rotaciones de orden 3 alrededor de esos ejes son simetrias del tetraedro. En
9
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total hay cuatro vértices y por cada vértice hay dos rotaciones y la identidad, lo que
hace que tengamos ocho rotaciones de orden 3.

En el inciso b) tenemos que el eje pasa por los puntos medios de una arista y de
su arista opuesta. Tenemos seis aristas por lo que se tienen tres ejes y por cada eje
tenemos una rotacion, entonces tenemos tres rotaciones de orden 2.

En c) lo que tenemos es un plano que pasa por la mitad de dos de sus caras y una
aristas, asi que tenemos seis de este tipo de reflexiones.

En d) se muestra un plano que pasa por los puntos medios de cuatro aristas del

tetraedro. Hay tres de estos planos, cada uno de ellos tiene asociado dos reflexiones

™

rotatorias del tetraedro por angulo de § y —7, asi, en suma hay seis reflexiones

rotatorias de este tipo y son de orden 4.

De este modo, en total tenemos 24 isometrias que constan de la identidad, seis reflexiones,

ocho rotaciones por vértice, tres rotaciones por arista y seis reflexiones rotatorias.

A continuaciéon mostraremos las isometrias del cubo en vez de las del octaedro ya que es

maés sencillo de dibujar en el primer caso, ver la Figura|l.13

10

En a) vemos un eje que pasa por vértices opuestos en una diagonal principal del cubo,
tenemos ocho vértices y por cada dos pasa un eje, entonces tenemos cuatro ejes y por
cada eje dos rotaciones de orden 3. Asi, tenemos ocho rotaciones de orden 3.

En b) tenemos el eje que pasa por los centros de una cara y de su cara opuesta. Por
cada uno de estos ejes tenemos tres rotaciones, dos de orden 4 y una de orden 2,
asi que contamos con nueve isometrias.

En c) el eje pasa por una arista y su opuesta, es decir, por el punto medio de la arista
y el punto medio de la arista opuesta, por lo que se tienen seis ejes, uno por cada par
de aristas opuestas. Por cada eje hay una rotacién de orden 2, asi que tenemos seis
isometrias.

En d) tenemos un plano que pasa por cuatro de las caras del cubo partiendo estas a
la mitad. Se tienen tres de estos planos, por lo tanto tenemos tres reflexiones.

En e) tenemos un plano que pasa por pares de aristas opuestas por lo que se tienen
seis planos dando seis reflexiones mas.

En f) se muestra un plano que pasa por los puntos medios de seis aristas y un eje
perpendicular al plano pasando por un par de vértices opuestos del cubo. El producto
de la reflexion con respecto al plano y rotacién por Z es una reflexién rotatoria, en
suma hay nueve de este tipo.

En g) tenemos un plano que pasa por los puntos medios de cuatro aristas y un eje

perpendicular al plano y que paso por los centros de caras opuestas del cubo. El
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producto de la reflexiéon con respecto al plano y una rotacién por % es una reflexion

rotatoria, en suma hay seis de este tipo.

Por 1ultimo, hay que tomar en cuenta la identidad.

"
C
a) b) 0
i
Q) o
/
™ NP
|
f) g)

FicuraA 1.13. Tipos de isometrias del cubo.

En resumen, el cubo tiene un total de 48 isometrias que son la identidad, ocho rotaciones
por vértice, nueve rotaciones por caras, seis rotaciones por arista, tres reflexiones por cara,
seis reflexiones por diagonales pares de vértices opuestos y quince reflexiones rotatorias.

Con esto hemos descrito los grupos de isometrias del tetraedro y del octaedro.

4. Simbologia de Schlafli

La simbologia de Schlafli es una notacion que se usa para describir poligonos y poliedros.

El simbolo {p} denota un p-dgono regular convexo y {p, ¢} denota un poliedro convexo regular

donde todas las caras tienen p aristas y ¢ aristas inciden en cada vértice de la figura. Por
ejemplo la simbologia de Schléfli del cubo es {4, 3}:

11
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Ficura 1.14. Cubo.

Notemos que los poliedros convexos con simbologia de Schlafli {p,q} satisfacen las de-
sigualdades

p>2 q¢>2 y (—2)(¢—2) <4
Un poliedro regular convexo {p, ¢} con V vértices, A aristas y C' caras satisface que
4q

B 4p 2pq
V= - 20-2

T R ) M S e [ PRF)

A continuaciéon vamos a mostrar las propiedades anteriores:
Por la férmula de Euler (ver Teoremal[l.24)) tenemos que V — A+C = 2. Ademés, contando

el numero de aristas obtenemos la ecuacién gV = 2A = pC.

y C=

Primero despejamos de manera conveniente la ecuacién ¢V = 2A = pC' y obtenemos las

siguientes ecuaciones:

2A C
v="0 v=E&
q q
74
(1.1) PR Ly .5
2 2
2A Vv
(1.2) c=2 =1
p p
Para obtener V tomamos A = % yC = % y las sustituimos en la ecuacion V —A+C' = 2:
po v,
2 p

q  q
1-245 =02
V( 2+p)

Posteriormente, tenemos que

v — 2 B 2 B 4p B 4p
-3+ 2P 2p —pg+2g+4—4  4—(p—2)(¢—2)
Como consecuencia, tenemos que A = ﬁ yC = 4_(17_4% utilizando las ecuaciones

LIy[L2
12
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La simbologia de Schlafli puede ser extendida para poligonos y poliedros estrellados de
(Kepler-Poinsont), en tal caso, los nimeros p y ¢ del simbolo {p,q} podrian ser nimeros
racionales que no son enteros. Si p = %, entonces las caras son poligonos {7 }. Por otro lado,

si ¢ = 7, entonces la figura de vértice es {7 }.

5. Triangulos Esféricos

Un tridngulo esférico es una figura formada en la superficie de una esfera y esta de-
terminada por tres vértices unidos dos a dos por arcos de circulos maximos. Los triangulos

esféricos seran usados en el siguiente capitulo para construir poliedros uniformes.

(D

FicuraA 1.15. Esfera con un tridngulo esférico.

14 4o < T T T
Denotamos por (pgr) a un tridngulo esférico cuyos angulos son TTEE Observemos que
™

la suma de los dngulos 7, 7, T es estrictamente mayor a 7 (ver [RS],[Mar]).

Es de notar que cada grupo finito de isometrias de R? generado por més de dos reflexiones
es generado por las reflexiones en los lados de algin triangulo esférico, donde p,q y r son
enteros (ver [CLM]).

Dado que el drea esférica de un tridangulo es igual a (p™! + ¢! + 771 — 1)1 (ver [RS]) vy
puesto que toda area debe ser positiva, las tnicas posibilidades de p, ¢, r para los triangulos
son las siguientes:

(233),(234),(235),(22r), conr > 2

A los triangulos dados por los dangulos anteriores se les conoce como de Mobius.

Desde el centro de la esfera unitaria circunscrita proyectamos las aristas de un poliedro
uniforme, asi obtenemos una red o malla de arcos circulares “grandes” que descomponen la
esfera en poligonos, uno por cada cara del poliedro.

Asi, {p,q} significa ahora un arreglo esférico de p-dgonos, donde ¢ de ellos se unen a
cualquier vértice dado.

13
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6. Simbologia de Wythoff y Triangulos de Schwarz

La simbologia de Wythoff se utilizara para la enumeracion de poliedros uniformes basada
en una aplicacion sistematica de la construccion de Wythoff a todos los posibles triangulos
de Schwarz.

Los tridAngulos de Schwarz son tridangulos esféricos cuyos vértices estan etiquetados por
numeros racionales p, ¢ y r, donde el dngulo correspondiente a p es %, el angulo correspon-
diente a g es % y el angulo correspondiente a 7 es T. De este modo, un tridngulo de Schwarz
se denota por (pqr).

La construccion de Wythoff es un procedimiento que consiste en elegir un punto en
un vértice, en una arista o en el incentro de un tridangulo de Schwarz y a partir de él generar
un poliedro uniforme los cuales describiremos mas adelante.

La simbologia de Wythoff consiste de tres nimeros racionales p, ¢ y r, todos mayores
que 1, que se utilizan para describir a los poliedros uniformes. Para ellos se requiere de un
punto C' en un tridngulo de Schwarz (pqr) que serd el vértice inicial del poliedro.

Hay cuatro tipos de simbolos de Wythoff, |pgr, p|lqr, pq|r y pqr|.

El significado de la barra | es la ubicacién del punto C' dentro o en la frontera del tridngulo,
y se puede resumir de la siguiente manera: consideramos un triangulo de Schwarz con vértices

p,qy 1y colocaremos el vértice C' de acuerdo a los casos que presentamos a continuacion:

1. |pgr: C es un punto especial dentro de (p ¢ r) que traza poliedros snub por productos
de pares de reflexiones. Como ejemplo estd el cubo snub, para mayores detalles ver la
Seccién [o] del Capitulo [3]

2. p|gqr: C esel vértice p. Dentro este tridngulo se tiene un segmento el cual es la bisectriz
del angulo p. Al momento que se refleje el tridngulo en alguna de sus aristas se va a
preservar la medida de dicho segmento teniendo asi aristas completas o mitades ellas
en el nuevo poliedro.

3. pq|r: C se encuentra en la interseccién del segmento pg y la bisectriz del dangulo
opuesto, es decir del angulo en r. Se tienen dos segmentos dentro del tridngulo que
son los segmentos a partir de C' que caen perpendiculares a los otros dos lados. Al
reflejar el tridngulo sobre las aristas de éste se preserva la medida de los segmentos,
dando asi aristas completas y mitades de aristas del nuevo poliedro.

4. pqr]: C es el incentro del triangulo pgr. Tenemos tres segmentos dentro del tridngulo
que son los segmentos a partir de C' que caen perpendiculares a cada uno de los lados
de éste. Al momento de reflejar el tridngulo se preservan las medidas de los segmentos

de este, dando asi aristas completas y mitades del nuevo poliedro.

Es facil verificar que la medida de los segmentos dentro de los tridngulos es la misma.
14
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q

plgr

Ficura 1.16. Tridangulos de Schwarz.

Por ejemplo, el simbolo de Wythoff para el tetraedro es 3|2 3, esto significa que el punto
C' del tridngulo de Schwarz esté en el primer vértice etiquetado con 3.

Es importante hacer énfasis que en los 1ltimos tres casos, siempre que hagamos una
reflexién respecto a algin lado del tridngulo obtendremos o bien una arista completa del
nuevo poliedro o bien la mitad de una de ellas. Esto serd de gran importancia para generar
poliedros con la construccién de Wythoff.

Lo mencionado en el parrafo anterior no funciona en el primer caso pues éste es particular.
Para construir los poliedros de este caso es necesario considerar una pareja de tridngulos de
Schwarz, ver Observacion

Para dejar un poco més claro la simbologia veamos la Figura|l.16|en la cual damos la idea
de cémo estan acomodadas las aristas de acuerdo a la posicién de la barra en el simbolo de

Wythoff. Es importante senalar que si r = 2, entonces el triangulo de Schwarz serd rectangulo.

7. Subdivisién Baricéntrica

La subdivisién baricéntrica es una manera especifica de dividir un segmento en dos,
un poligono regular en triangulos y las caras de un poliedro en tridngulos a través del proceso
que presentamos a continuacion.

La subdivision baricéntrica de un segmento A; A, resulta ser la divisién de A; A5 en los
segmentos A;0 y OA,, donde O es el punto medio de A;As.

15
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Ahora, explicaremos la subdivisién baricéntrica de un poligono regular A; Ay, AsAs, ...,
A,A;. El baricentro del poligono es la interseccién de todos los ejes de simetria (reflexiones)
de éste, para dividir al poligono hay que tomar todos sus ejes de simetria de modo que cada
triangulo de la subdivisién tiene por esquina al baricentro, un vértice del poligono y el punto
medio de una sus aristas, como se muestra por ejemplo en la Figura [I.I7] En el caso de un
poligono estrellado, el procedimiento es el mismo una vez que se ha desdoblado en su forma

convexa.

FIGURA 1.17. Subdivision baricéntrica de un triangulo y un hexdgono.

La subdivision baricéntrica de un poliedro se realiza considerando la subdivision bar-

icéntrica para cada una de sus caras, como muestra por ejemplo la Figura [1.18]

‘ /)

FiGUuRrA 1.18. Subdivisién baricéntrica de un tetraedro y cubo.

Para nosotros, una bandera sera representado por un triangulo de la subdivision de cada

una de las caras del poliedro.

8. Superficies

Definicién 1.19. Una superficie es una variedad bidimensional, es decir, un objeto topologi-
co que localmente se parece al plano euclidiano R2. Dicho de otra manera, todo punto de la

superficie tiene una vecindad homeomorfa a un disco.

En la Figura damos ejemplos de superficies.
16
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a) b)

FI1GURA 1.19. La esfera a) y el toro b).

Una superficie es no-orientable si contiene una banda de Mobius. En la Figura [1.20
mostramos un anillo orientable y la banda de Mobius, y en la Figura damos un ejemplo
de una superficie es no-orientable, a esta superficie se le conoce como el plano proyectivo. La

regiéon entre las dos lineas negras es una banda de Mobius.

F1cURA 1.20. Anillo y banda de Md6bius.

FiGUuraA 1.21. Banda de Mobius en el plano proyectivo.

Un mapa es una descomposicién de la superficie en regiones llamadas “caras” que son
homeomorfas a un disco. Cada componente conexa de la frontera comun de dos regiones
determina una arista y cada componente conexa de la frontera comun entre tres o mas

regiones define un vértice.

17
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En la Seccién 7 vimos la definicién de subdivision baricéntrica de un poligono. Viendo a
las caras de un mapa como poligonos, construimos la subdivision baricéntrica del mapa como
la coleccién de subdivisiones baricéntricas de sus caras.

Un poliedro es orientable si al considerar su subdivisién baricéntrica se pueden orientar
todos los triangulos de manera que cualquier par de tridngulos adyacentes estan coherente-
mente orientados (ver [Alel Seccién 4.1]). En caso contrario, es no-orientable.

Una propia 2-coloracién de la subdivisién baricéntrica de un poliedro es una asignacion
de uno de dos elementos de un conjunto A a cada una de sus regiones de manera que una
arista de la subdivisiéon baricéntrica no sea adyacente a dos regiones con el mismo color.
Cuando no exista la posibilidad de confusién, a una propia 2-coloracién de la subdivisién

baricéntrica de un poliedro le llamaremos una 2-coloracién del poliedro.

Observacién 1.20. Como se vera mas adelante, no todos los mapas son tales que su subdi-

vision baricéntrica admite una propia 2-coloracién.

Existen otras formas de verificar si una superficie es no-orientable. El siguiente teorema
nos dice que una de ellas consiste en verificar si el poliedro admite una 2-coloracién (ver [Alel
Teorema 4.18, p. 97]).

Teorema 1.21. Un poliedro P es no-orientable si y sélo si dada cualquier propia 2-coloracion
de una de las caras se tiene que la 2-coloracion no puede extenderse a todas las banderas de

P de manera propia.

FIGURA 1.22. Bonete en la esfera.

Un bonete en un esfera se puede ver de la siguiente manera: consideramos una esfera a la
cual le recortamos un pedazo homeomorfo a un disco de su superficie y de tal manera que este
18
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hueco tiene cuatro vértices y hemos orientado sus lados en la direccién correcta para pegarse,
como muestra la Figura Hay que sefialar que no se puede encajar bien en R?, en efecto
si se intenta encajar, entonces habria puntos distintos que resultaran ser identificados.

Una asa en un esfera se puede ver de la siguiente manera: en una esfera a la cual le
recortamos dos pedazos de su superficie cada uno homeomorfo a un disco de tal manera que
estos huecos tiene un vértice respectivamente y hemos orientado sus lados en la direccion

correcta para pegarse, como muestra la Figura [1.23]

F1GURA 1.23. Asa en la esfera.
Cabe resaltar que el siguiente resultado nos permite identificar superficies homeomorfas.

Teorema 1.22. Dos superficies compactas sin frontera son homeomorfas si y solo si se
satisface una de las siquientes:
a) ambas son orientables si se obtienen de la esfera agregando el mismo nimero de asas,
b) ambas son no-orientables si se obtienen de la esfera agregando el mismo nimero de

bonetes.

DEMOSTRACION. Ver [CBS| Teorema 8.2, p. 97] y [I1I, p. 81] O

La caracteristica de Euler de un mapa en una superficie es el nimero de y =V — A+ C,
donde V es el niimero de vértices, A es el nimero de aristas y C' es el niimero de caras. Por

ejemplo, el cubo tiene ocho vértices, doce aristas y seis caras por lo que 8 — 12 4+ 6 = 2.

Teorema 1.23. Cualesquier dos mapas en la misma superficie tiene la misma caracteristica
de Fuler.

Gracias al Teorema se puede definir la caracteristica de Euler de una superficie como

la caracteristica de Euler de cualquiera de sus mapas.
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La caracteristica de Euler de un toro es 0. Si la caracteristica de Euler es 2, entonces la

superficie es la esfera y por lo tanto es orientable, ver en [CBS].

Teorema 1.24. Si V,A y C son respectivamente el nimero de vértices, aristas y caras de un

poliedro convexo, entonces V. — A+ C = 2.

La caracteristica de Euler de una superficie orientable de g-asas es 2 — 2¢g y la de una
superficie no-orientable de g-bonetes es 2 — g. De esta manera, si la caracteristica de Euler

es impar es no-orientable y si es par puede ser orientable o no.
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CAPITULO 2

CONSTRUCCION DE WYTHOFF

En este capitulo se van a utilizar las herramientas mencionadas en el capitulo anterior con
las cuales vamos a construir algunos poliedros que describiremos en el Capitulo 3} Sélo como
recordatorio vamos a mencionar las herramientas para construir nuestros poliedros uniformes:

la simbologia de Wythoff, los triangulos de Schwarz y las simetrias tetraedral y octraedral.

1. Una Construccion Paso a Paso

Para ilustrar la construccién en general vamos a iniciar presentando la construccién paso
a paso del poliedro uniforme no convexo llamado “octahemioctaedro”. La construccion se
realizard a partir de la simbologia de Wythoff.

Para nuestro ejemplo tomamos la simbologia de Wythoff % 3 | 3. Como vimos en el

capitulo anterior, dicha simbologia nos dice que tenemos un triangulo cuyos vértices estan

: : 3 < : 2r 0w s
etiquetados con los valores racionales 5, 3 y 3, y cuyos dngulos respectivos son <7, 2y 2.

Ademas, recordemos que el simbolo | nos indica la posiciéon del punto que va a generar a

nuestro poliedro uniforme, en este caso, el punto que genera al poliedro se encuentra en

la arista que contiene a los vértices con etiquetas g y 3 vy la bisectriz del angulo opuesto.

Denotaremos a este punto por C. De esta manera, la simbologia % 3 | 3 induce el tridngulo
de Schwarz de la Figura 2.1]

Una vez que conocemos el tridngulo de Schwarz utilizaremos al octaedro y a su grupo
de simetrias, esto se debe al hecho que un tridangulo con ese tipo de angulos se encuentra

en la subdivisién baricéntrica del octaedro (ver Seccién (1| del Capitulo . Por simplicidad,

vamos a utilizar la siguiente notacion para los vértices: q serd el vértice etiquetado con %,
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3
2
A
3 3

FIGURA 2.1. Tridngulo de Schwarz del 2 3 | 3.

mientras que p y r seran los vértices con etiquetas 3. Proyectamos el octaedro en la esfera

para posteriormente realizar la subdivisién baricéntrica como se muestra en la Figura

&

F1GURA 2.2. Proyeccién del octaedro en la esfera con subdivision baricéntrica.

Podemos ver que el triangulo con angulos %”, 2 Y 3 se encuentra en la subdivisiéon bar-
icéntrica de la esfera como se muestra en la Figura [2.3]

FicuraA 2.3. Tridngulo en la esfera.

Una vez que el tridngulo de Schwarz estd acomodado en la esfera, vamos a reflejar el
tridngulo una vez respecto a la recta que pasa por los vértices ¢ y r, como se indica en la
Figura
22
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F1GURA 2.4. Reflexién del triangulo sobre gr.

Podemos notar que no sera sencillo ver los triangulos generados por las reflexiones ya
que éstos se van a encimar o no se alcanzaran a apreciar los nuevos trazos. Para evitar las

complicaciones anteriores, lo que haremos serd representar el triangulo de Schwarz E con

angulos 2?”, 2y § como se muestra en la Figura Notemos que en tal Figura los angulos

no necesariamente son los indicados con anterioridad pero esta representacion nos sera de
utilidad para el siguiente paso de la construccion.

A continuacién construiremos la primera cara del poliedro. Elegimos el vértice p y re-
flejamos el triangulo E tantas veces como sea necesario para que cierre, es decir, como el
dngulo en p es % hace falta obtener cinco tridngulos mds alrededor de dicho vértice y comple-

6

tar asi =t = 27. Luego, construiremos aristas en C'y sus imagenes bajo las reflexiones. Los

detalles se explican a continuacion.

-
- e
ssssssssmssEssdismEEnEnnnnnnnna®

FicurA 2.5. Tridngulo reflejado por un vértice.
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Reflejamos el triangulo E sobre pg y obtenemos el tridngulo F;. Después, reflejamos E
sobre pr para obtener el tridngulo Fs, a la imagen de C' la llamamos C5. Se puede notar
que la reflexién de F a F, da una arista completa entre C' y Cy mientras que la reflexion de
E a FE; hasta el momento da la mitad de lo que sera una de las aristas buscadas. Ademas,
recordando que el angulo correspondiente al vértice p en los tridngulos de £, Ey y E» mide §
y la suma de estos es 7, entonces nos faltaria un dngulo cuya medida es m para completar una
vuelta. Al reflejar E; sobre la arista pr obtenemos el triangulo Fj, reflejamos el triangulo E,
sobre la aristas pg para obtener el triangulo F5 con C; como imagen de Cj, asi, solo faltaria
obtener un triangulo, Fs, y se puede obtener reflejando Es3 sobre pr o reflejando Ej sobre pq.
Notemos que las aristas estan colocadas entre pares de vértices que pertenecen a imégenes
de E que tienen un lado en comun. De esta forma, obtenemos una de las caras del poliedro.

A partir del tridangulo de Schwarz se construyé una cara usando reflexiones de las rectas
que contienen a los lados de E del vértice p. Procedemos de manera analoga usando los

vértices ¢ y r para construir las caras restantes como se muestra en la Figura [2.6]

i)

FiGurA 2.6. Caras restantes del poliedro uniforme.

Vemos que tenemos dos tipos de poligonos regulares, dos tridngulos obtenidos al reflejar
alrededor de los vértices p y ¢, y un hexagono obtenido al reflejar alrededor del vértice r.
Observemos que el hexagono estd en un mismo plano y que sus vértices estan localizados
en un circulo méximo (ver el hexdgono azul de la Figura . Una vez que sabemos el tipo
de caras que tiene nuestro poliedro, tomamos las imagenes de esas caras bajo el grupo de
reflexiones del octaedro para obtener las que faltan. De esta manera, hemos construido el
octahemioctaedro.

A continuacién describimos la figura verticial del poliedro. La manera en que las caras
estan acomodadas alrededor de un vértice se muestra en la Figura 2.7, Alrededor del vértice
C' se encuentran el tridngulo con vértices C', C5 y C} y el tridngulo con vértices C, C y Cs.
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Notemos que las aristas de C3 a C'y de C' a (5 son aristas consecutivas de un hexagono
y que las aristas de Cy a C''y de C' a (] son consecutivas en otro hexagono. Cada una de
las aristas que contienen a C' pertenece a uno de esos tridangulos y a uno de esos hexdgonos.
Por lo dicho anteriormente, cada vértice esta contenido en dos triangulos y dos hexagonos de

manera alternada.

Ch

FIGURA 2.7. La esfera muestra dos hexdgonos y dos triangulos.

Podemos contar un total de 12 vértices, 24 aristas y 12 caras de las cuales ocho son
tridngulos equilateros y cuatro hexdgonos regulares. Ademas, como la caracteristica de Euler
es x = 0, se tiene que le poliedro es no convexo.

Ahora, comprobaremos si este poliedro es orientable o no-orientable. Etiquetamos todos
los vértices del poliedro. Posteriormente, procedemos a hacer las subdivisiones baricéntricas
de las caras del poliedro. En este caso, son ocho tridngulos y cuatro hexagonos, como se
muestra en la Figura [2.8

Una vez realizado lo anterior, vamos a colorear las subdivisiones de una cara de manera
alternada, posteriormente coloreamos las demas cuidando el orden del etiquetado de los
vértices como en la Figura[2.9 Podemos ver que en nuestro coloreado las subdivisiones de las
caras todas son alternadas, es decir, no tiene subdivisiones del mismo color juntas. Ademas, si
las ordenamos como si fueran una teselacion o un mapa de triangulos y hexagonos, entonces
la podemos dibujar en el toro como se muestra en la Figura [2.10} Puesto que la triangulacién
de este poliedro resulta ser una triangulacion del toro y éste es orientable, tenemos que el
poliedro es orientable.
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1. Una Construccion Paso a Paso

Vg V3
& wﬁh . & &
(%] UQ U? /Ul
vw% Ug ) %03 ) %vw vg%%
Us V4 V4 V12
Vg Vg
F1GUrA 2.8. Caras del poliedro etiquetadas.
Ve U3
U1 V2 U7 V1
Ulo%vg UG%% vg %Um ) %W
U5 V4 V4 V12
Vg Vg

Ficura 2.9. Caras del poliedro coloreadas.
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v
U8
v
U1 Ts i U1
v
y U3 Ve
N
V11 Vs 1)4// V12 V11

FiGUrA 2.10. Caras del poliedro acomodados.

De esta manera, concluimos nuestro estudio del poliedro llamado octahemioctaedro. Note-
mos que el mismo poliedro se puede construir si se elige al grupo del simetrias del tetraedro
en vez del grupo del octaedro pues las imagenes de las tres caras iniciales bajo la accion de

los grupos son las mismas.

2. Construccién de Wythoff y Ejemplos

Una vez visto lo anterior, el procedimiento de la construccion general se realiza usando

los siguientes pasos:

1. Elegir la simbologia de Wythoff.

2. Construir el tridangulo de Schwarz derivado de la simbologia seleccionada.

3. Una vez conocidos los dngulos del triangulo de Schwarz, encontrar el poliedro ade-
cuado (tetraedro, octaedro o icosaedro) de manera que dichos dngulos se encuentren
en la subdivision baricéntrica del poliedro y escoger el que nos sea mas conveniente.

4. Proyectar el poliedro en la esfera.

5. Hacer la subdivisién baricéntrica del poliedro proyectado en la esfera.

6. Encontrar el tridngulo en la subdivision baricéntrica e identificar el vértice C' en tal
tridngulo, ver [6]

7. Para encontrar las primeras caras del poliedro, hacer repetidamente las reflexiones
respecto a las dos aristas del triangulo que contienen a cada vértice de manera que
se complete un numero entero de vuelta alrededor de cada vértice. Tanto C' como
sus imagenes bajo tales reflexiones seran los vértices de cada cara del poliedro que se
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2. Construccién de Wythoff y Ejemplos

construira. Las aristas de las caras del poliedro estaran generadas por la concatenacion
de cada una de las lineas que estan al interior del tridngulo con su imagen bajo la
reflexion aplicada. Llamaremos cara inicial a una cara construida de este modo.

8. Finalmente, aplicar a las caras iniciales composiciones de las reflexiones alrededor del

tridngulo de Schwarz para obtener las caras restantes.

Al procedimiento descrito anteriormente se le llama la construccion de Wythoff.
La contruccion anterior nos da como resultado un poliedro uniforme como se muestra en

el siguiente teorema, para mostrar tal resultado necesitaremos los préximos lemas.

Lema 2.1. Sea P un poliedro y vy un vértice de P. Los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

1. P es transitivo en vértices,

2. para cualquier vértice v € P existe una simetria o de P tal que o(vg) = v.

DEMOSTRACION. 1) = 2): Es claro de la definicién de transitividad en vértices.
2) = 1): Sea uy y uy vértices. Queremos mostrar que existe una simetria ¢ de P tal que
o(u1) = ug. Por hipdtesis tenemos que existen simetrias o; y oy de P que satisfacen que
0u, (Vo) = Uy y 04, (vg) = uz. Consideramos la simetria o, o 0;11 la cual satisface la igualdad

Ouy © 0, (u1) = ug. Por lo tanto, P es transitivo en vértices. O]

Lema 2.2. Las refleriones respecto a los lados del tridngulo de Schwarz son simetrias del

poliedro obtenido de la construccion de Wythoff.

DEMOSTRACION. Sea P un sélido platénico (tetraedro, octaedro e icosaedro) y sea P’
un poliedro obtenido de P a partir de la construccién de Wythoff. Fijamos una cara C de
P'. Por construccién existe una cara inicial Cy de P’ y existe un ntimero finito de reflexiones
01,09, . ..,0 del tridngulo de Schwarz utilizado de modo que C = oy 0...09 0 01(Cp), donde
k es un entero positivo. Ahora, tomemos una reflexion o respecto a un lado del triangulo de

Schwarz y consideremos.
U(C) = a(ok 0...090 al(CO)).

Puesto que las caras de P’ son construidas al aplicar una composicion de reflexiones del
tridngulo de Schwarz a las caras iniciales de P, tenemos que o o gy o ...09 0 01(Cp) es una
cara de P’. De esto se sigue que o(C) es una cara de P’. Por lo tanto, concluimos que las

reflexiones de P preservan a P’ O

Teorema 2.3. Los poliedros obtenidos de la construccion de Wythoff son uniformes.
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DEMOSTRACION. Para mostrar que tales poliedros son uniformes mostraremos que sus
caras son poligonos regulares y que son transitivos en vértices. Sea P un poliedro obtenido
de la construccién de Wythoff.

En primer lugar, mostraremos que las caras de P son poligonos regulares. Por construccion,
sabemos que las imdgenes del vértice C' y todos sus vecinos estan a la misma distancia (ver
Secci(’)n@del Capl'tulo. Asi, todas las aristas tienen la misma longitud. Por otro lado, puesto
que las reflexiones preservan angulos, los angulos del triangulo y aquellos que se forman con
los segmentos que estan en su interior se preservan en las imagenes del triangulo de Schwarz
bajo las reflexiones. De esta forma, tenemos que los dngulos del poligono son iguales. Por lo
tanto, se tiene que las caras de P son poligonos regulares.

En segundo lugar, mostraremos que P es transitivo en vértices. Sea v un vértice de P.
Sabemos que v tuvo que generarse a partir de aplicar una composicion finita de reflexiones
respecto a uno de los lados del tridangulo de Schwarz y es la imagen de C' bajo dicha composi-
cién. Asi, existe una composicién de tales reflexiones o, tal que 0,(C') = v. Por el Lema
tenemos que o, es una simetria de P, asi, aplicando el Lema [2.1| se tiene que P es transitivo

en vértices. O

No siempre ocurre lo sucedido en el ejemplo de la seccion anterior donde se obtuvieron dos
caras iguales y una distinta. Puede ser que se obtengan tres caras distintas, tres caras iguales,
o incluso que al reflejar respecto a las dos rectas que contienen a un vértice del triangulo de
Schwarz se obtenga un segmento de recta y no un poligono.

Una vez descrita la construccion general presentaremos cuatro ejemplos de poliedros uni-
formes, en primer lugar construiremos dos poliedros convexos y en segundo lugar dos no
convexos. Estos poliedros se obtienen a partir de la construccién de Wythoff de manera

concisa y siguiendo los pasos anteriores.

A continuacion mostramos la construccion de los dos poliedros convexos:
Paso 1 y 2: Los ejemplos en simbologia de Wythoff que consideramos son 23 |3 y 342,

y los triangulos de Schwarz respectivamente son los mostrados en la Figura [2.11

3

4

FIGURA 2.11. a) 23|3y b) 234].
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2. Construccién de Wythoff y Ejemplos

Paso 3: Los poliedros que vamos a utilizar en el orden que estamos considerando se mues-

tran en la Figura [2.12]

F1GURA 2.12. Tetraedro y octaedro.

Paso 4: Las respectivas proyecciones de los poliedros se presentan a continuacién en la

Figura [2.13

FiGurA 2.13. Proyecciones de los poliedros en la esfera.

Paso 5: Las subdivisiones baricéntricas de las proyecciones quedan dadas como se muestra

en la Figuras|[2.14

F1GURA 2.14. Subdivisiones baricéntricas de las proyecciones de los poliedros.
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&

Ficura 2.15. Tridangulos en las esferas.

Paso 6: Localizamos a los tridangulos en las esferas anteriores, como se muestra en la Figura
2. 15
Paso 7: Realizamos las dos reflexiones respecto a las aristas del tridngulo que contienen a

cada vértice. Para los dos poliedros, la Figura [2.16| muestra la construccién en la esfera.

F1GURA 2.16. Caras de los poliedros al reflejar los triangulos de Schwarz.

Paso 8: Los poliedros obtenidos son el tetraedro truncado y el cuboctaedro truncado,

los cuales son convexos y son orientables, ademds en ambos casos y = 2.

A continuacién mostramos la construcciéon de los dos poliedros no convexos.
Paso 1y 2: Las simbologias de Wythoff que consideramos son % 32y % 414, y los tridngulos

de Schwarz respectivamente son los que se muestran en la Figura

3 3
2 2
C
c
2 3 4 4

FIGURA 2.17. 232 (a la izquierda) y 244 (a la derecha).
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2. Construccién de Wythoff y Ejemplos

Paso 3: Los poliedros que vamos a utilizar en el orden que estamos considerando se pre-

sentan en la Figura [2.18

FiGuraA 2.18. Tetraedro y octaedro.

Paso 4: Las respectivas proyecciones de los poliedros se presentan en la Figura [2.19]

FiGurA 2.19. Proyecciones de los poliedros.

Paso 5: Las subdivisiones baricéntricas de las proyecciones quedan dadas como se muestra

en la Figura [2.20]

FiGurA 2.20. Subdivisiones baricéntricas de las proyecciones de los poliedros.

Paso 6: Localizamos a los tridangulos en las esferas anteriores ver la Figura [2.21
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F1GURA 2.21. Tridngulos en las esferas.

Paso 7: Realizamos las dos reflexiones respecto a las aristas del tridngulo que contienen
a cada vértice. El poliedro %3 |2 tienen caras tridngulares y cuadradas y el poliedro 34 | 4
tienen caras tridngulares, cuadradas y octdgonales respectivamente (ver Figuras y [2.23)).

A

FIGURA 2.22. Caras del 2 3]2.

FIGURA 2.23. Caras del 24]4.



2. Construccién de Wythoff y Ejemplos

8.- Los poliedros obtenidos son el tetrahemihexaedro y el pequeno cubicuboctaedro, el
segundo de ellos es orientable y podemos realizar el procedimiento similar al de la Seccion
de este capitulo para mostrar esto. Tenemos que el primer poliedro es no-orientable debido
a que x = 1 e impar, esto por la Seccién [§ del Capitulo [I Mostraremos tal hecho de manera
similar a lo realizado en la Seccién [1] de este capitulo.

Etiquetamos sus vértices, hacemos la subdivisiéon baricéntrica en cada cara del poliedro
como se muestra en la Figura [2.24] consideramos una propia 2-coloracién de una sus caras,
coloreamos los triangulos y cuando alguna cara tenga triangulos adyacentes del mismo color,
entonces el poliedro serd no-orientable. Primero, colorearemos el cuadrado cuyo conjunto de
vértices es {vg, v3, v4, U5 }. Después, se colorean los poligonos con aristas adyacentes al cuadra-
do, en este caso son los cuatro tridngulos, y una vez que éstos se colorearon, el siguiente es el
cuadrado cuyo conjunto de vértices es {vs, vg, v5,v1}. Cabe senalar que ya no podemos col-
orear adecuadamente las caras debido al hecho que hay dos triangulos adyacentes coloreados

en el cuadrado {vs, vg, v5,v1} que son del mismo color, esto se muestra en la Figura [2.25]

Us V4 U1 V5 V4 U1

Vo U3 V3 Ve Ve Vo

V1 Vg Vg
i \,, £ \ ”4$
5 (%] Vs U3

F1GURA 2.24. Caras del poliedro con etiquetas.

V1

V2 U3

Vs Vg V1 Vr V4 U1

Vo U3 U3 Ve V6 V2

U1 Ve Vg
1)4[ \ v A v4&
5 vy Us U3

Ficura 2.25. Cara del poliedro coloreadas.

U1

v2 U3
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Observacion 2.4. Nos falta introducir el tridngulo de Schwarz que tiene la simbologia | p g r,
el cual construye poliedros uniformes sin simetrias de reflexién. En este caso se trabaja con
dos tridangulos de Schwarz, sélo uno de ellos contiene el punto C que generara al poliedro. Para
construir este tipo de poliedro tenemos que trabajar en parejas de estos dos triangulos y para

construir las caras iniciales usamos rotaciones alrededor de cada vértice de tales triangulos
2r 2m
P’ g

en la Figura [2.26

por angulos de y 27”, respectivamente. Los tridngulos y la ubicacién de C' se muestran

Ipgr

FicUurA 2.26. Tridngulo de Schwarz.
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CAPITULO 3

LOS POLIEDROS UNIFORMES

En este capitulo se mostraran los poliedros uniformes que son construidos utilizando la
construccién de Wythoff con los grupos de simetrias del tetraedro y del octaedro. Hay que
aclarar que la lista completa de todos los poliedros uniformes esté construida por los 5 Sélidos
Platénicos, 13 Sélidos Arquimedianos, los 4 poliedros de Kepler-Poinsot, los 53 poliedros
estrellados uniformes, un poliedro estrellado encontrado por John Skilling y dos familias
infinitas de prismas y antiprismas.

El acomodo que les daremos a los poliedros uniformes que presentaremos sera utilizando
la simbologia de Wyhtoff, la cual fue introducida en la Seccién [6] del Capitulo [} Es impor-
tante senalar que a lo largo de este capitulo usaremos la notacién para nimero de vértices,
numero de aristas, numero de caras, la vecindad de vértice y la caracteristica de Euler, que
introducimos en las Secciones [2| [4] y [§] del Capitulo [I], respectivamente. Por tltimo, hemos
de mencionar que utilizaremos los nombres de los poliedros uniformes que la comunidad ha

acunado.

1. Tridngulos de Schwarz de los Grupos de Simetrias del Tetraedro y del
Octaedro

Comenzaremos mostrando los tridangulos de Schwarz que se encuentran en la subdivision
baricéntrica del tetraedro. Para ello, debemos encontrar los angulos de los tridngulos en la

subdivisién baricéntrica del tetraedro (ver Figura [3.1). Los tunicos dngulos menores a m que

aparecen en tales tridngulos son Z, 7 y %’r De esta manera, obtenemos los triangulos de la
Figura (3.2
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1. Tridangulos de Schwarz de los Grupos de Simetrias del Tetraedro y del Octaedro

F1GUurA 3.1. Subdivision baricéntrica del tetraedro en la esfera.

£ N

Ficura 3.2. Tridangulos que se encuentran en la subdivision baricéntrica del tetraedro.

Tomamos el primer tridngulo y hacemos las posibles combinaciones de (2,3,3) con la

simbologia de Wythoff. De este modo, tenemos los siguientes casos:

a) La simbologia de Wythoff es 3|2 3: éste da el tetraedro.

b) La simbologia de Wythoff es 33| 2: da el cuboctaedro, el cual reservamos para la lista
en el grupo de simetrias del octaedro.

c¢) La simbologia de Wythoff es 32| 3: el tetraedro truncado.

d) La simbologia de Wythoff es 332|: el cuboctaedro truncado y de la misma manera
que (b) estd en la lista del grupo de simetrias del octaedro.

e) La simbologia de Wythoff es 2|33: da el octaedro y estd en la lista del grupo de
simetrias del octaedro.
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f) La simbologia de Wythoff es 23| 3: éste da el tetraedro truncado mencionados en (c).

g) La simbologia de Wythoff es 3|3 2: éste da el tetraedro mencionados en (a).

Ahora bien, para el caso (2, %, 3) la simbologia de Wythoff que se tiene es 3% |2 que da

un poliedro més. En el caso (3, %, 3) no tenemos poliedro que agregar a la lista de aquellos
33 3
21202
construccién no produce poliedro alguno o bien produce poliedros que se pueden construir

que tiene las simetrias del tetraedro y tampoco para el caso ( ), esto se debe a que la
con otra simbologia. Por tanto, tenemos que sélo existen tres poliedros que se construyen a

partir del grupo de simetrias del tetraedro que tiene a éste como su grupo de simetrias.

Siguiendo un mecanismo analogo se estudian como en el caso anterior los triangulos de
Schwarz en la subdivisién baricéntrica del octaedro. A continuacién presentamos la lista de

los 18 poliedros uniformes obtenidos a partir del grupo de simetrias del octaedro:

a) La simbologia de Wythoff es 4|2 3: éste da el octaedro

b) La simbologia de Wythoff es 3|2 4: éste produce el cubo.

¢) La simbologia de Wythoff es 2|3 4: éste da el cuboctaedro.

d) La simbologia de Wythoff es 24 |3: el octaedro truncado.

e) La simbologia de Wythoff es 23| 4: éste da como resultado el cubo truncado.
g) La simbologia de Wythoff es 34 |2: éste da el rombicuboctaedro.

h) La simbologia de Wythoff es 234 |: éste produce el cuboctaedro truncado.

i) La simbologia de Wythoff es | 23 4: el cubo snub.

j) La simbologfa de Wythoff es 2 3|3: éste da como resultado el octahemioctaedro.

1

m) La simbologia de Wythoff es 3 4|3: éste da el cubohemioctaedro.

)
)
k) La simbologia de Wythoff es %4 | 4: éste produce el pequetnio cubicuboctaedro.
) La simbologfa de Wythoff es 34| 3: el gran cubicuboctaedro.
)
n) La simbologia de Wythoff es 3 % 4]: éste da como resultado el cuboctaedro cubitrun-
cado.
i) La simbologia de Wythoff es %4 | 2: éste produce el gran rombicuboctaedro.
o) La simbologia de Wythoff es 24 i?; |: el pequeno rombihexaedro.
p) La simbologia de Wythoff es 23 | %: éste da el hexaedro estrellado truncado.
q) La simbologia de Wythoff es 2 3% |: éste produce el gran cuboctaedro truncado.
)

r) La simbologia de Wythoff es 2 # | 3/2. éste da el gran rombihexaedro.

314/2°
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En esta seccién se muestran los poliedros uniformes cuya simbologia de Wythoff es p|qr,
es decir, el punto que va generar a nuestro poliedro uniforme en el triangulo de Schwarz se

encuentran en el vértice p.

1.- Nombre: Tetraedro

2.- Simbologia de Wythoff: 3|23

3.- Numero de vértices: V = 4

4.- Numero de aristas: A = 6

5.- Numero de caras: C' = 4

Sus cuatro caras son triangulos equilateros.
6.- Caracteristica de Fuler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 3. 3. 3

8.- Descripcion: Es un poliedro uniforme con-

vexo y como X = 2 tenemos que es un poliedro orientable. Este poliedro tiene una sola clase
de aristas bajo el grupo de simetrias. Cada arista pertenece a dos triangulos. Este poliedro
uniforme se obtiene del grupo de simetrias del tetraedro. Figura elabora por R. Webb usando

el programa Stella [Web].

1.- Nombre: Octaedro

2.- Simbologia de Wythoff: 4 | 2 3

3.- Numero de vértices: V = 6

4.- Numero de aristas: A = 12

5.- Nimero de caras: C' = 8

Las caras son ocho triangulos equilateros.
6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 3.3.3.3

8.- Descripcion: El octaedro es un poliedro

uniforme convexo y como x = 2 es ori-
entable, ademds tiene una clase de aristas bajo el grupo de simetrias. Cada arista pertenece

a dos triangulos. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del octaedro.
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1.- Nombre: Cubo o hexaedro
2.- Simbologia de Wythoff: 3 | 2 4
3.- Numero de vértices: V' = 8

4.- Numero de aristas: A = 12

5.- Numero de caras: C = 6

Las seis caras son cuadrados.

6.- Caracteristica de Fuler: x = 2
7.- Vecindad de vértice: 4.4. 4

8.- Descripcién: El cubo es un poliedro uniforme convexo, tiene caracteristica de Euler x = 2

por lo que es orientable, y ademas tiene una clase de aristas bajo el grupo de simetrias. Cada
arista pertenece a dos cuadrados. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias

del octaedro.

1.- Nombre: Cuboctaedro

2.- Simbologia de Wythoff: 2 | 3 4

3.- Numero de vértices: V = 12

4.- Numero de aristas: A = 24

5.- Numero de caras: C = 14

Las caras son ocho triangulos equilateros y
seis cuadrados.

6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 3.4.3.4

8.- Descripcién: El cuboctaedro es un

poliedro uniforme convexo, el cual es ori-
entable debido a que x = 2, ademads, s6lo tiene una clase de aristas bajo el grupo de
simetrias. Cada arista pertenece a un cuadrado y a un tridngulo. Este poliedro uniforme se

obtiene del grupo de simetrias del octaedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa

Stella [Web].
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3. palr

En esta seccién se muestran poliedros uniformes cuya simbologia de Wythoff es pq| 7,
es decir, el punto que va a generar nuestro poliedro uniforme en el triangulo de Schwarz se

encuentra en la arista pq del tridngulo.

1.- Nombre: Tetraedro truncado

2.- Simbologia de Wythoff: 2 3 | 3

3.- Numero de vértices: V' = 12

4.- Numero de aristas: A = 18

5.- Numero de caras: C = 8

Sus caras, son cuatro triangulos equilateros
y cuatro hexagonos regulares.

6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 3. 6.6

8.- Descripcion: El tetraedro truncado es un

poliedro uniforme convexo, es orientable ya que x = 2 y tiene dos clases de aristas bajo
el grupo de simetrias. Un tipo de arista pertenece dos hexdgonos y el otro pertenece a un
tridngulo y a un hexagono. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del
tetraedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].

1.- Nombre: Tetrahemihexaedro

2.- Simbologia de Wythoff: % 3|2

3.- Numero de vértices: V = 6

4.- Numero de aristas: A = 12

5.- Numero de caras: C =7

La caras son cuatro triangulos equilateros y
tres cuadrados.

6.- Caracteristica de Euler: x =1

7.- Vecindad de vértice: 3.4. 3.4

8.- Descripcién: Este poliedro uniforme es no

convexo, es no-orientable ya que x = 1 es impar y tiene un clase de aristas bajo el grupo
de simetrias. Cada arista pertenece a un triangulo y a un cuadrado. Este poliedro uniforme
se obtiene del grupo de simetrias del tetraedro. Como mapa vive en el plano proyectivo, es

decir, la esfera con un bonete. Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].
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1.- Nombre: Octaedro truncado

2.- Simbologia de Wythoff: 2 4 | 3

3.- Numero de vértices: V' = 24

4.- Numero de aristas: A = 36

5.- Numero de caras: C = 14

Sus caras son ocho hexdgonos regulares y seis
cuadrados.

6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 4. 6. 6

8.- Descripcién: El octaedro truncado es un

poliedro uniforme convexo, es orientable ya que x = 2 y tiene dos clases de aristas bajo el
grupo de simetrias. Un tipo de ellas corresponde a aristas en un cuadrado y un hexagono
mientras que el otro a aristas en dos hexagonos. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo

de simetrias del octaedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].

1.- Nombre: Cubo truncado

2.- Simbologia de Wythoff: 2 3 | 4

3.- Namero de vértices: V' = 24

4.- Numero de aristas: A = 36

5.- Numero de caras: C' = 14

Las caras son ocho tridngulos equilateros y
seis octagonos regulares convexos.

6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 3. 8. 8

8.- Descripcién: El cubo truncado es un

poliedro uniforme convexo, como x = 2 tenemos que es orientable y tiene dos clases de aris-
tas bajo el grupo de simetrias. Un tipo de arista pertenece a un tridngulo y a un octagono,
y el otro tipo pertenece a dos octagonos. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de

simetrias del octaedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].

43



3.pq]|r

1.- Nombre: Rombicuboctaedro

2.- Simbologia de Wythoff: 3 4 | 2

3.- Numero de vértices: V' = 24

4.- Numero de aristas: A = 48

5.- Numero de caras: C = 26

Sus caras son ocho tridngulos equilateros y
dieciocho cuadrados.

6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 3.4.4.4

8.- Descripcion: Este poliedro uniforme es

convexo, como X = 2 tenemos que es orientable y ademds tiene dos clases de aristas, un
tipo de ellas pertenece a un tridngulo y a un cuadrado y el otro pertenece a dos cuadrados.
Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del octaedro. Figura elabora por R.
Webb usando el programa Stella [Web].

1.- Nombre: Octahemioctaedro

2.- Simbologia de Wythoff: g 3|3

3.- Numero vértices: V = 12

4.- Ntimero de aristas: A = 24

5.- Numero de caras: C = 12

Las caras son ocho tridngulos equilateros y
cuatro hexdgonos regulares.

6.- Caracteristica de Euler: x = 0

7.- Vecindad de vértice: 3. 6. 3.6

8.- Descripcion: El octahemioctaedro es un

poliedro uniforme no convexo y es orientable. Tiene caracteristica x = 0 pero eso no garantiza
orientabilidad, sin embargo, tal poliedro es orientable (ver Seccién (1| del Capitulo [2)). Tiene
una clase de aristas bajo el grupo de simetrias. Cada arista pertenece a un triangulo y a
un hexdgono. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del octaedro. Figura
elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].
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1.- Nombre: Pequeno cubicuboctaedro
2.- Simbologia de Wythoff: g 4|4

3.- Numero de vértices:V = 24

4.- Numero de aristas: A = 48

5.- Numero de caras: C = 20

Sus caras son ocho tridangulos equilateros,
seis cuadrados y seis octagonos convexos.
6.- Caracteristica de Euler: x = —4

7.- Vecindad de vértice: 3. 8.4. 8

8.- Descripcion: El pequeno cubicuboctaedro

es un poliedro uniforme no convexo, es orientable y tiene dos clases de aristas bajo el grupo
de simetrias, donde un tipo de aristas pertenece a un triangulo y a un octagono y el otro
tipo de aristas pertenece a un cuadrado y un octdgono. Este poliedro uniforme se obtiene

del grupo de simetrias del octaedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella

[Web].

1.- Nombre: Gran cubicuboctaedro

2.- Simbologia de Wythoff: 3 4 | %

3.- Numero de vértices: V = 24

4.- Numero de aristas: A = 48

5.- Numero de caras: C = 20

Las caras son ocho tridangulos regulares, seis
cuadrados y seis octagonos estrellados.

6.- Caracteristica de Euler: x = —4

7.- Vecindad de vértice: 3. g. 4. g

8.- Descripcién: El gran cubicuboctaedro es

un poliedro uniforme no convexo, es orientable y tiene dos clases de aristas bajo el grupo
de simetrias: un tipo pertenece a un triangulo y a un octagono estrellado, y el otro tipo
pertenece a un cuadrado y a un octagono. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de

simetrias del octaedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].
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1.- Nombre: Cubohemioctaedro

2.- Simbologia de Wythoff: % 413

3.- Numero de vértices: V' = 12

4.- Numero de aristas: A = 24

5.- Numero de caras: C = 10

Sus caras son cuatro hexdgonos regulares y
seis cuadrados.

6.- Caracteristica de Euler: x = —2

7.- Vecindad de vértice: 4.6.4. 6

8.- Descripcion: Este poliedro uniforme es no

convexo, es no-orientable por el procedimiento utilizado del la Seccién [1] del Capitulo [2| y
ademads tiene una clase de aristas bajo el grupo de simetrias. Cada arista pertenece a un
cuadrado y a un hexdgono. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del
octaedro. Como mapa vive en el plano proyectivo, es decir, la esfera con un bonete. Figura
elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].

1.- Nombre: Gran rombicuboctaedro no
convexo

2.- Simbologia de Wythoft: g 412

3.- Numero de vértices: V. = 24

4.- Nuimero de aristas: A = 48

5.- Nimero de caras: C = 26

Las caras son ocho triangulos equilateros y

dieciocho cuadrados.

6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 3.4.4.4

8.- Descripcién: Este poliedro uniforme es un poliedro no convexo, es orientable debido a que
X = 2 y tiene sélo una clase de aristas bajo el grupo de simetrias. Cada arista pertenece
a un tridngulo y un cuadrado. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del

octaedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].
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1.- Nombre: Cubo truncado estrellado
2.- Simbologia de Wythoff: 2 3 | %

3.- Numero de vértices: V' = 24

4.- Numero de aristas: A = 36

5.- Numero caras: C = 14

Sus caras son ocho tridngulos equilateros y
seis hexdgonos estrellados.

6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 3. g. %

8.- Descripcion: Este poliedro uniforme es no

convexo, es orientable ya que x = 2 y solamente tiene dos clases de aristas bajo el grupo de
simetrias. Un tipo de aristas pertenece a un triangulo y un octagono estrellado y el otro tipo
de aristas pertenece a dos octagonos estrellados. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo

de simetrias del octaedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].
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4. pqr |

En esta seccién se muestran los poliedros uniformes cuya simbologia de Wythoff es pg r |,
es decir, el punto que va generar a nuestro poliedro uniforme en el triangulo de Schwarz se

encuentra en el incentro de dicho triangulo.

1.- Nombre: Cuboctaedro truncado

2.- Simbologia de Wythoff: 2 3 4 |

3.- Numero vértices: V = 48

4.- Numero de aristas: A = 72

5.- Nimero de caras: C = 26

Las caras son ocho hexagonos regulares, doce
cuadrados y seis octagonos regulares.

6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 4. 6. 8

8.- Descripcion: El cuboctaedro truncado es

un poliedro convexo, es orientable debido a que x = 2 y tiene tres clases de aristas bajo el
grupo de simetrias: uno de los tipos de aristas pertenece a un cuadrado y a un hexagono,
otro pertenece a un cuadrado y a un octagono, y el tltimo tipo de aristas pertenece a un
hexagono y a un octdgono. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del

octaedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].

1.- Nombre: Cuboctaedro cubitruncado
2.- Simbologia de Wythoff: 3 ‘—; 4|

3.- Nimero de vértices: V = 48

4.- Numero de aristas: A = 72

5.- Numero de caras: C = 20

Sus caras son seis octagonos estrellados, ocho
hexagonos regulares y seis octagonos regu-
lares.

6.- Caracteristica de Euler: x = —4

7.- Vecindad de vértice: 6. 8. g

8.- Descripcion: Este poliedro uniforme es no

convexo, es orientable y tiene tres tipos de aristas bajo el grupo de simetrias: un tipo de aris-
tas pertenece a un hexdgono y un octagono estrellado, otro tipo de aristas pertenece a un
hexdgono y un octagono convexo y el otro tipo de arista pertenece a un octagono convexo y
un octagono estrellado. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del octaedro.
Figura elabora por R. Webb usando el programa Stella [Web].
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1.- Nombre: Pequeno rombihexaedro
2.- Simbologia de Wythoff: 2 4 ig |

3.- Numero de vértices: V = 24

4.- Nuimero de aristas: A = 48

5.- Numero de caras: C = 18

Las caras son doce cuadrados y seis
octagonos.

6.- Caracteristica de Euler: x = —6

7.- Vecindad de vértice: 4. 8.4. 8

8.- Descripcién: Este poliedro uniforme es no

convexo, es no-orientable y tiene una clase de

aristas bajo el grupo de simetrias. Cada arista pertenece a un cuadrado y un octagono. Este

poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del octaedro. Como mapa vive en el plano

proyectivo, es decir, la esfera con un bonete. Figura elabora por R. Webb usando el programa

Stella [Web].

Observacién 3.1. La construccion de Wythoff del pequeno rombihexaedro da como resul-

tado que algunas aristas pertenezcan a tres caras. Hay un tipo de cara que puede ser removi-

do para obtener el poliedro. La notacién que utilizamos aqui fue introducida por Coxeter,

Longuet-Higgins y Miller en [CLM].

1.- Nombre: Gran cuboctaedro truncado
2.- Simbologia de Wythoff: 2 3 ‘—; |

3.- Nimero de vértices: V = 48

4.- Numero de aristas: A = 72

5.- Nimero de caras: C = 26

Sus caras son ocho hexagonos regulares ,
doce cuadrados y seis octagonos estrellados.
6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 4. 6. g

8.- Descripcion: Este poliedro uniforme es no

convexo, es orientable ya que x = 2 y tiene

tres clases de aristas bajo el grupo de simetrias. Un tipo de aristas pertenece a un cuadrado

y a un hexagono, otro tipo de aristas pertenece a un cuadrado y a un octagono estrellado, y

el ultimo tipo de aristas pertenece a un hexdgono y a un octagono estrellado. Este poliedro
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uniforme se obtiene del grupo de simetrias del octaedro. Figura elabora por R. Webb usando
el programa Stella [Web].

1.- Nombre: Gran rombihexaedro

2.- Simbologia de Wythoff: 2 % Zg |

3.- Numero de vértices: V. = 24

4.- Numero de aristas: A = 48

5.- Numero de caras: C = 18

Las caras son doce cuadrados y seis
octagonos estrellados.

6.- Caracteristica de Euler: x = —6

7.- Vecindad de vértice: 4. g. 4. g

8.- Descripcién: Es un poliedro uniforme no

convexo, es no-orientable y solamente tiene
una clase de aristas bajo el grupo de simetrias. Cada arista pertenece a un cuadrado y a un
octagono estrellado. Este poliedro uniforme se obtiene del grupo de simetrias del octaedro.
Como mapa vive en el plano proyectivo, es decir, la esfera con un bonete. Figura elabora por
R. Webb usando el programa Stella [Web].

Observacién 3.2. La contruccién de Wythoff del gran rombihexaedro da como resultado
que algunas aristas pertenezcan a tres caras. Hay un tipo de cara que puede ser removido para

obtener el poliedro. La notacién que utilizamos aqui fue introducida por Coxeter, Longuet-
Higgins y Miller en [CLM].
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5. |paqr

En esta seccion se muestra el tinico poliedro uniforme con grupo el de simetrias del octaedro
cuya simbologia de Wythoff es | p g r, es decir, el punto que va generar a nuestro poliedro

uniforme en el tridngulo de Schwarz se encuentra en el incentro de éste tridngulo.

1.- Nombre: Cubo snub

2.- Simbologia de Wythoff: | 2 3 4

3.- Namero de vértices: V' = 24

4.- Numero de aristas: A = 60

5.- Nimero de caras: C' = 38

Sus caras son treinta y dos triangulos
equilateros y seis cuadrados.

6.- Caracteristica de Euler: x = 2

7.- Vecindad de vértice: 3.3.3.3.4

8.- Descripcién: El Cubo snub es un poliedro

convexo, es orientable ya que x = 2 y tiene
tres clases de aristas bajo el grupo de simetrias: un tipo de aristas pertenece a dos tridngulos
y el otro tipo de arista pertenece a un tridangulo y un cuadrado. Este poliedro uniforme se

obtiene del grupo de simetrias del octaedro. Figura elabora por R. Webb usando el programa

Stella [Web].
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CONCLUSIONES

En este trabajo se estudié la construccién de poliedros uniformes a través de la construc-
cién de Wythoff usando los grupos de simetrias del tetraedro y del octaedro, y se presentd una
lista de tales poliedros uniformes y de algunas de sus caracteristicas. Para lograr esta con-
struccién se reviso el concepto de los tridngulos de Schwarz y la simbologia de Wythoff.
Ademas, se construyeron de manera detallada el octahemioctaedro, el tetraedro truncado, el
cuboctaedro truncado, el tetrahemihexaedro y el pequeno cubicuboctaedro.

Dentro de las caracteristicas que se estudiaron de los poliedros uniformes se encuentran la
simbologia de Schlafli y las superficies en las que los poliedros se representan como mapas.
La simbologia de Schlafli denota el tipo y el nimero de poligonos alrededor de cada vértice
de un poliedro. Respecto a la orientabilidad, ésta fue estudiada utilizando la caracteristica
de Euler y 2-coloraciones de la subdivision baricéntrica de los poliedros.

Por dltimo, es importante senalar que H.S.M. Coxeter, M.S. Longuet-Higgins y J.C.P.
Miller de [CLM] presentaron una lista de poliedros uniformes y pensaron que estaba com-
pleta, sin embargo, J. Skilling [Ski| se dio cuenta que la lista estaba incompleta pues mostré la
existencia de otro poliedro uniforme y ademas, mostré que agregando tal poliedro de la lista
de poliedros uniformes estaba completa. Los poliedros de la lista anterior sélo admiten caras
planas. En un trabajo reciente, A. Williams construye en [Wil] poliedros uniformes que ad-
miten caras con extensién infinita, caras no planas y figuras verticiales no planas, en éstos
ultimos casos, los vértices de las caras y de las figuras verticiales no estan contenidos en un
plano. Ademads, presenta un nuevo método para construir poliedros uniformes que no pueden

obtenerse de la construccion de la Wythoff.
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