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Resumen

Hay dos resultados importantes para los continuos de Peano que se presentan en esta
tesis. El primero dice que todos los continuos de Peano son arcoconexos. El segundo, es
el famoso Teorema de Hahn-Mazurkiewicz que caracteriza a los continuos de Peano como
imagenes continuas del intervalo [0, 1]. También se prueba un resultado muy interesante
que afirma que los arcos son los tinicos continuos con exactamente dos puntos que no son

de corte.

Palabras clave: localmente conexo, arco, cadena simple, punto de corte, continuo, con-

tinuo de Peano e intervalo [0, 1].

Abstract

There are two important results for Peano continuums presented in this thesis. First
one says that all Peano’s continuums are arcwise-connected. Second one is the famous
Hahn-Mazurkiewicz’s Theorem which characterizes Peano’s continuums as interval [0, 1]
continuous images. It is also proved a very interesting result which states that arcs are

the only continuums with exactly two noncut points.

Key words: locally connected, arc, simple chain, cut point, continuum, Peano conti-

nuum and interval [0, 1].






Introduccion

La Teoria de Continuos surge como una rama dentro del area de Topologia cuyo ob-
jeto es el estudio de los espacios métricos, compactos y conexos. Su estudio adquirié gran
importancia debido a la necesidad de entendimiento de ciertas nociones geométricas; pos-
teriormente tuvo distintas ramificaciones como la teoria de hiperespacios de continuos,
dendritas, continuos homogéneos, continuos indescomponibles, etc. La Teoria de Conti-
nuos se empezo a estudiar en México de manera creciente a partir de la década de los
anos ochenta del siglo XX.

Un espacio topolégico es localmente conexo si tiene una base formada por conjuntos cone-
xo0s. En particular, en esta tesis estamos interesados en los continuos localmente conexos,
comunmente llamados continuos de Peano, en honor a Giuseppe Peano (1858-1932);
matematico que en 1890 dio el primer ejemplo de una curva que llenaba el espacio, es decir
una funcién continua del intervalo [0, 1] sobre el cuadrado [0, 1] x [0, 1]. La aportacién de
Peano fue historicamente importante puesto que la idea “intuitiva” que se tenia de curva
no encajaba con el ejemplo dado por Peano. Después, en 1913, Hahn y Mazurkiewicz
demostraron que todo continuo de Peano es imagen continua de [0, 1] (e inversamente),
teorema que es motivo de estudio de esta tesis.

El objetivo principal de esta tesis es caracterizar a los continuos de Peano como imége-
nes continuas del intervalo [0, 1]. Para ello, en el capitulo 1 se recuerdan los conceptos y
resultados basicos de topologia general necesarios para entender los capitulos posteriores;
se establece el bien conocido resultado de que cualquier imagen continua del intervalo
[0, 1] es un conjunto conexo y compacto, hecho escencial para probar una implicacién del
Teorema de Hahn-Mazurkiewicz.

En el capitulo 2 se estudian algunas propiedades de espacios topoldgicos como: la arco-
conexidad, la compacidad local y la conexidad local; también se aborda un tipo especial
de separacién de conjuntos (puntos de corte), el concepto de cadena simple y las condi-
ciones necesarias para que exista. Al final se prueba el famoso Teorema de Metrizacion
de Urysohn.

En el capitulo 3 se introduce el concepto de continuo y se dan algunos ejemplos; enseguida



se prueba que la interseccion anidada de continuos es un continuo, que es una herramien-
ta muy util para construccién de continuos. También se analiza cémo se comportan los
puntos de corte en continuos y, para concluir el capitulo, se prueba que cualquier continuo
con exactamente dos puntos que no son de corte es homeomorfo al intervalo [0, 1].

En el capitulo 4 se define a los continuos de Peano y se prueba que todo continuo de
Peano es arco-conexo. Posteriormente se establece que cualquier imagen continua del in-
tervalo [0, 1] bajo una funcién continua y cerrada es métrico y que las funciones cerradas
preservan la conexidad local. Por lo tanto, si el espacio X estd en la clase de los espacios
de Hausdorff, cualquier funcién continua f : [0,1] — X es cerrada, de donde se tiene
que, en la clase de los espacios de Hausdorff, las imagenes continuas del intervalo [0, 1]
son continuos localmente conexos. Por tltimo se demuestra el reciproco (El Teorema
de Hahn-Mazurkiewicz), es decir, que todo continuo de Peano es imagen continua del
intervalo [0, 1].

Finalmente, cabe senalar que todo el contenido que aqui se presenta presupone que el
lector esta familiarizado con los conceptos bésicos de Topologia General y de Teoria de
Conjuntos. El lector puede complementar lo expuesto en esta tesis consultando los textos
[, 2, 13, 14, 5l 6].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se da un recordatorio de algunas de las definiciones, teoremas, propo-
siciones y lemas de Topologia General que se requieren para entender mejor los capitulos

siguientes.

Conexidad

Definicién 1.1. Sea X un espacio topolégico. Una separacion en abiertos para X es una
pareja de abiertos no vacios (U, V) tal que UNV =0 yUUV = X.

Definicién 1.2. Un espacio topoldgico X es conexo si no existe una separacion en abier-

tos para X. En caso contrario decimos que X es disconezo.

Observacion 1.3. 5@ Y es un subespacio de un espacio topolégico X, entonces Y es

conexo si, y sdlo si, no existe una pareja de abiertos (U, V) de X tal que:

s YNUADyY NV £0D.
s Y CUUV

Y NUNV =0

El siguiente lema es otra caracterizacion de los espacios conexos. Antes, haremos una
convencién: un subconjunto A de un espacio topoldgico X que es a la vez cerrado y

abierto en X recibira el nombre de cerrado-abierto.



Lema 1.4. Un espacio X es conexo si, y sélo si, los unicos subconjuntos cerrado-abiertos
son X y ).

Demostracion. Supongamos que X es conexo y sea C' & X un subconjunto cerrado-
abierto; entonces (C, (X \ C')) forma una separacién para X, lo cual es una contradiccién.
Inversamente, supongamos que los tinicos conjuntos cerrado-abiertos son X y () y que X
es disconexo. Tomemos (U, V') separaciéon de X. Entonces X \U =V y X\ V = U son

cerrado-abiertos, lo cual no puede ocurrir. Asi, X es conexo. O

Lema 1.5. Sea X un espacio topolégico. Si (U, V') es una separacion para X y A es un

subespacio conexo de X, entonces ACU o ACV.

Demostracion. Supongamos que A no estd totalmente contenido en U ni en V'; eso implica
que ANU #0y ANV # 0. Ademés, AC (UUV)=Xy ANUNV = (. Por tanto,
(ANU,ANV) es una separacién de A, contradiciendo la conexidad de A. Asi, A debe

estar totalmente contenido en U o en V. O

Proposicion 1.6. Sea Y un supespacio conexo de un espacio topologico X. Si Z es un
conjunto de X tal que Y C Z CY, entonces Z es conexo. En particular, la cerradura de

cualquier conjunto conexro es conexa.

Demostracion. Supongamos que Z no es conexo, es decir, existe una separacion en abier-
tos (U, V) para Z. Por la conexidad de Y y el Lema , tenemos que Y C U oY C V;sin
pérdida de generalidad supongamos que Y C U. Sea z € V. Tenemos quez € V C Z C Y,
entonces z estd en la cerradura de Y y como V' es un abierto que contiene a z, VNY # (),

pero Y C U, por tanto (U, V) no puede ser una separacién en abiertos para Z. O

Lo siguiente es probar que la imagen continua de un espacio conexo es conexa. Como
al restringir el rango de una funcién continua a la imagen del espacio conexo, la fun-
cién que queda sigue siendo continua, es suficiente considerar a una funcién continua y

suprayectiva.

Proposiciéon 1.7. Sea X es un espacio topolégico conexo y f : X — Y wuna funcion

continua y suprayectiva. Entonces Y es conexo.

Demostracion. Supongamos que Y no es conexo, sea (U, V') una separaciéon en abiertos

para Y. Tenemos que:
v fiv)y=f{tuv)=X y fFO)nf(V)=fUnV)=0.

Ademds, f es suprayectiva, de donde se tiene que f~1(U) # 0 # f~1(V), lo cual contradice
la conexidad de X. O



Ejemplo 1.8. Seno del topdlogo. Consideremos la grifica de la funcién f : (0,1] — R?
definida por f(z) = (x,sen (%)), es decir, el conjunto S = {(x,sen (%)) ER?:0<z<
1}. Este conjunto es conexo por ser la imagen de una funcion continua definida en el

intervalo conezo (0,1] (Proposicion[1.7). Entonces, su cerradura es el conjunto:

S = ({0} x [—1,1])U{(z,sen G)) 0<ax< 1}

y, de acuerdo con la PmpOsiCién es un subconjunto conexo de R? (ver figura . Al
conjunto S se le conoce como la curva del topdlogo o el seno del topdlogo y es un ejemplo
muy utilizado en topologia.

Figura 1.1: Curva del topdlogo

Definicién 1.9. Sea X un espacio topologico. Una componente es un subconjunto conexo
maximal C' de X, es decir, C' es conexo y no existe D subconjunto conexo de X del cual

C' sea subcongunto propio.

Ejemplo 1.10. FEl espacio total X es la union ajena de sus componentes y todo subcon-

Junto conexo de X estd contenido en alguna componente.

Ejemplo 1.11. Los espacios R™ con n € N sdlo tienen una componente (el mismo

espacio), pues son espacios conexos.

Ejemplo 1.12. Si un espacio X tiene la topologia discreta, entonces sus componentes

constan de un solo elemento.



Proposiciéon 1.13. Las componentes de cualquier espacio topologico X son cerradas.

Demostracion. Sea € X y sea C' la componente a la cual pertenece z. Entonces, C es

también conexo por la Proposicion , pero C' es maximal, por tanto C' C C. O

Ejemplo 1.14. Consideremos a Q como subespacio de R. Las componentes de QQ son
todos los conjuntos de la forma {q} con q € Q. Este es un ejemplo de un espacio en
el que las componentes no necesariamente son abiertas. Mas adelante se verd que hay

espacios en los que las componentes son abiertas y cerradas.

Definicién 1.15. Sea X un conjunto totalmente ordenado; damos a X la topologia

inductda por el orden, la cual tiene por base:
g ={(a,b):a,be X} U {[ao,b):ap,be X} U{(a,by] :a,by € X},

donde el ag y by son los elementos minimo y mdximo, respectivamente (en caso de no
existir, el sequndo y el tercer uniendo se omiten).

Observemos que una subbase para esta topologia es:

v ={(a,00),a € X} U{(—00,b): b€ X}.

Definicién 1.16. Un conjunto totalmente ordenado X con mds de un elemento es un

continuo lineal si satisface las siguientes condiciones:

(a) La propiedad del supremo.

(b) Dados a,b € X, con a <b, existe c € X tal que a < ¢ < b.
Ejemplo 1.17. El conjunto de los nimeros reales R es un continuo lineal.

Ejemplo 1.18. El conjunto de los niumeros racionales Q no es un continuo lineal, pues

no satisface la propiedad del supremo.

Proposicion 1.19. St X es un continuo lineal y Y es un intervalo, rayo o Y = X,

entonces Y es conexo.

Demostracion. Supongamos que Y no es conexo y sea (U, V') una separacién en abiertos
para Y. Tomemos a € U, b € V, y supongamos, sin pérdida de generalidad que a < b.
Definimos U’ = UN[a,b] y V' = VNla, b]. Entonces (U’, V') es una separacién en abiertos
para [a,b]. Como X es un continuo lineal y b es cota superior de U’, entonces U’ tiene

supremo c. Claramente ¢ < b, pues b es cota superior; también, a < cyaquea € U' y ¢



es el supremo de U’, de manera que ¢ € [a,b] = U’ U V’. Veamos que ¢ no estd en U’ ni
en V' lo cual contradice el hecho de que (U’, V") es separacion para |a, b].

Si ¢ € U’, entonces ¢ # b pues b € V'. Ademés, por ser U’ abierto en [a, b, existe un
intervalo de la forma [c,d) C U’, y por la condicién (b) que satisface un continuo lineal,
existe e € (¢,d). Asi e € U’ y e > ¢, lo cual contradice que ¢ es el supremo de U’.

Por otro lado, si ¢ € V', anédlogo al razonamiento anterior, existe un intervalo de la forma
(d, ] contenido en V' y e € (d,c) C V', lo cual es una contradiccién pues e serfa una cota

superior de U’ menor que c. O]

Ejemplo 1.20. De la proposicion anterior se sigue que la recta real R, sus intervalos y

SUS rayos son COnNexros.

Definicién 1.21. Sean (X, <), (Y, <) espacios topolégicos ordenados y f : X — Y una

funcion, decimos que f preserva el orden si dados x,y € X con x <y, entonces se tiene

que f(x) < f(y).

Proposicion 1.22. Sean X y Y espacios topologicos ordenados y f : X — Y funcion

biyectiva que preserva el orden; entonces f es homeomorfismo.

Demostracion. Notemos que la funcion inversa, la cual esta bien definida por ser biyectiva,
también preserva el orden. Ahora sélo falta probar que f es abierta. Sea (a,b) C X un
elemento basico. Como f preserva el orden, tenemos que f(a,b) C (f(a), f(b)); més aun, si
y € (f(a), f(b)), entonces existe x € X tal que = € (a,b), esto debido a que f es biyectiva
y a que f~! también preserva el orden. Asi, f(a,b) = (f(a), f(b)) que es un abierto en Y.

Con lo anterior concluimos que f es abierta y, por tanto, homeomorfismo. O

Ejemplo 1.23. Este ejemplo muestra que se debe tener cuidado con las topologias al
utilizar la proposicion anterior. Sea X = (—oo, —1)U[0,00) con la topologia de subespacio

de R. Sea f: X — R la funcion definida como sigue:

r+1, st x<—1,

x, st x> 0.
Es claro que f es biyectiva, continua y preserva el orden, sin embargo, no es homeomor-
fismo ya que su funcion inversa, digamos g, no es continua. Para probar esto notemos
que el intervalo [0, 00) es abierto en X, pero la imagen inversa bajo g de [0, 00) es [0, 00)
que no es abierto en R. El problema aqui es que X no tiene la topologia del orden, si no

la de subespacio.

El siguiente lema es bien conocido de topologia general.



Lema 1.24. Sean X,Y espacios topoldgicos. Y sean C; C X parai=1,2,...,n, cerrados
tales que X = J;_,C;. Si f: X =Y es una funcion tal que f1¢, es continua para cada

1=1,2,...,n, entonces [ es continua.

En el lema anterior es muy importante que la coleccion de cerrados en el que la funcién

es continua sea finito.

Ejemplo 1.25. Como ejemplo de que el lema podria no cumplirse si la coleccion de

cerrados no es finita tenemos la siguiente funcion:
0, si z2€Q

fx) =
1, si xeR\Q

Definicién 1.26. Sean € N y sean a,b € R™ con a # b. Al conjunto I, = {ta+(1—1)b:
t € [0,1]} le llamamos segmento cerrado de a a b. Cualquier segmento cerrado 1o, en R™

es homeomorfo al intervalo [0,1] C R.

Figura 1.2: Segmento cerrado de a a b

Definicién 1.27. Una poligonal en R™ es una sucesion finita de segmentos cerrados
Ii,..., I, tales que un extremo de I, coincide con uno de los extremos de Iy, el extremo

de Iy que no estd en Iy coincide con uno de los extremos de I3, y asi sucesivamente (véase

figura .

L I

o
[ jA

Figura 1.3: Poligonal
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Definicién 1.28. El didmetro de un conjunto F en un espacio métrico (X, d) se define

como el nimero real diam(F) = sup{d(z,y) : z,y € F'} cuando este nimero existe.

Axiomas de separacion

En esta seccion haremos un recordatorio de los axiomas de separacion y de algunas

de sus propiedades que seran utilizadas en los capitulos posteriores.

Definicién 1.29. Un espacio topolégico X es Ty si para cada par de puntos distintos
x,y € X existe un subconjunto abierto U de X tal que U contiene a uno de los puntos x

0y, pero al otro no.

Definicién 1.30. Un espacio topologico X es T} si para cualesquiera puntos distintos
x,y € X, existen subconjuntos abiertos U yV de X tales que x € U\ V yy e V\U.

Definicién 1.31. Un espacio topologico X es un espacio de Hausdorff o Ty si satisface
que para cualesquier puntos distintos x,y € X, existen abiertos disjuntos U y V tales que
reUyyeV.

Definicién 1.32. Sea X un espacio topologico Ty. Decimos que X es un espacio reqular
o Ty si para cualquier C C X cerrado y x € X \ C existen abiertos disjuntos U y 'V tales
quexcelU yCCV.

Definicién 1.33. Un espacio topologico X es normal o Ty si es T1 y satisface que para

cualesquiera subconjuntos C' y D cerrados y disjuntos de X, existen abiertos disjuntos U
yV de X tales que C CU y D CV.

Observaciéon 1.34. Es facil ver que los axiomas de separacion cumplen las siguientes

implicaciones:

Ty=1T3=1T,=1T =1T,.

El siguiente lema es de gran utilidad en topologia pues da una caracterizacion de los

espacios regulares y normales.

Proposicién 1.35. Sea X un espacio topologico Ty. Entonces:

(a) X es regular si, y sélo si, para cualesquiera x € X y U C X abierto que contiene a
x existe un abierto V tal que x € V CV C U.

11



(b) X es normal si, y sdlo si, para cualesquiera C' C X cerrado y U abierto que contiene
a C existe V abierto tal que C CV CV C U.

Demostracion. (a) Supongamos que X es un espacio regular. Sean z € X y U un abierto
que contiene a x. El conjunto X \ U es cerrado y no contiene a x asi, por la regularidad de
X, existen abiertos disjuntos V' 'y W tales que z € V 'y X\U C W. Notemos que X \ W es
un cerrado que contiene a V', por tanto, V C X \W. Entoncesz €¢ VCV C X\ W C U.
Reciprocamente, sean C' C X un cerrado y z € X \ C. Tenemos que X \ C' es un abierto
que contiene a x y, por hipétesis, existe un abierto V tal que x € V C V C X \ C. Tome-
mos V' y W = X \ V; notemos que dichos conjuntos son abiertos, disjuntos y satisfacen
que z € V y C C W, por tanto, son los abiertos buscados.

(b) Supongamos que X es un espacio normal. Sean C' C X cerrado y U un abierto que
contiene a C'. Por la normalidad de X, existen abiertos disjuntos V' y W tales que C' C V
y X\ U C W. De tal manera que X \ W es un cerrado que contiene a V', por tanto,
VCX\W.As{,CcVcCVcCcX\WcU.

Reciprocamente, sean C' y D conjuntos cerrados y disjuntos de X. Notemos que el

conjunto X \ D es un abierto que contiene a C. Por hipdtesis, existe V' C X tal que
CCcV cVcX\D.Entonces, Vy W = X \V son los abiertos buscados. O

Ejemplo 1.36. El espacio Ry es normal y, por lo tanto, reqular. Recordemos que en el
espacio Ry, también llamado Recta de Sorgenfrey, los elementos bdsicos son los intervalos
de la forma [a,b) con a,b € R ya <b. Sean C y D subconjuntos cerrados y disjuntos de
Ry. Para cada ¢ € C tomemos [c,x.) bdsico que no intersecta a D, y para cada d € D

tomemos [d,yq) bdsico que no intersecta a C. Entonces los abiertos disjuntos buscados

son U = U[c,xc) yV = U[d,yd).

ceC deD

Ejemplo 1.37. Todo espacio métrico (X,d) es normal.
Demostracién. Sean C, D subconjuntos cerrados y disjuntos de X. Como C' C X\ D, para
cada punto z € C' podemos tomar un ¢, > 0 tal que z € B, (x) C X \ D. Andlogamente,
para todo punto y € D, podemos tomar un d, > 0 de tal manera que y € B;,(y) € X \C.
Sean

U=|JBz@)yV=_JBasW.

3
zeC yeD
Claramente los conjuntos U y V son abiertos de (X,d) que contienen a C'y a D, res-

pectivamente. Ademaés, U y V son disjuntos, ya que si existiera un z € U NV, entonces

z € Be () N By, (y) para algin x € C'y y € D. Lo cual implica que:
3

€z

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) < 3

4
+ gy < max{e;, 0y},

12



y por tanto, x € B, (y) o y € B., (), lo cual no puede pasar por la definicién de U y
V. O

Lema 1.38. Sean X un espacio de Hausdorff, x € X y C C X compacto tal que x ¢ C.
Entonces existen abiertos disjuntos U,V que cumplen que x € U y C C V.

Demostracion. Como X es Hausdorff, para cada ¢ € C' existen abiertos disjuntos U,, V.

tales que x € U, y ¢ € V... La coleccién {V, : ¢ € C'} es una cubierta abierta de C, que es

compacto, asi, existe una subcubierta finita {V,,,..., V., } C {V.: c € C} de C. Entonces,
n n

los conjuntos U = ﬂ U,y V= U Ve, son los abiertos buscados. O

i=1 i=1

Lema 1.39. St X es un espacio de Hausdorff y H, K C X son compactos y disjuntos,
entonces existen dos abiertos disjuntos U,V tales que H CU y K C V.

Demostracion. Por el lema anterior, para cada punto x € H, existen abiertos disjuntos
Uy y Vi, con z € U, y K CV,. Notemos que la coleccion U = {U, : x € H} es una
cubierta abierta para H y, como H es compacto podemos extraer una subcubierta finita

{Uss--., Uy, } CU de H. Si tomamos U = U Uy yV = m U,, obtenemos los abiertos

=1 =1

buscados. O

Corolario 1.40. Si X es un espacio Hausdorff y compacto, entonces X es normal.

Demostracion. Sean C'y D subconjuntos cerrados de X. Por ser cerrados en un espacio
compacto, son compactos. Y por el lema anterior, existen abiertos disjuntos U,V tales
que CCUyDCV. O

Compacidad

De esta seccion cabe resaltar dos resultados. El primero afirma que la imagen continua
de un espacio compacto es un compacto. El segundo nos dice que cualquier funcion que

va de un espacio compacto en un espacio de Hausdorff es cerrada.

Proposicién 1.41. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre espacios topologicos. Si

K C X es compacto, entonces su imagen f(K) es compacto.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de f(K'). Veamos que U tiene una subcubierta
finita de f(K). Consideremos el conjunto V = {f~(U) : U € U}. Como [ es continua,
cada elemento de V es abierto. Notemos que si x € K, entonces f(z) € f(K), de donde
existe U € U tal que f(z) € U y, por tanto, z € f~1(U) asi, V es una cubierta abierta
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de K. Ademds, K es compacto, entonces podemos tomar {f~1(U;), ..., f~1(U,)} subcu-
bierta finita de K. Afirmamos que {Uy,...,U,} es cubierta de f(K). Si f(z) € f(K) con
r € K, entonces existe i € {1,...,n} tal que z € f~1(U;) y, por lo tanto, f(z) € U;. Asi
f(K) es compacto. ]

La prueba de los siguientes lemas se puede consultar en [3].
Lema 1.42. Sea X un espacio compacto. St C' C X es cerrado, entonces C' es compacto.

Lema 1.43. Sea X wun espacio de Hausdorff. St K C X es compacto, entonces K es

cerrado.

Proposicion 1.44. Sea f : X — Y wuna funcion continua. Si X es compacto y Y

Hausdorff, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea C' C X cerrado. Como C' es subconjunto del espacio compacto X, C'
es compacto y, por la Proposicién [1.41], f(C) también es compacto. Entonces, f(C') es un
compacto contenido en un Hausdorff, por Lema f(C) es cerrado. ]

Definicién 1.45. Sea C una familia de subconjuntos de un conjunto X. Decimos que C
tiene la propiedad de la interseccion finita (PIF) si cualquier subfamilia finita de C tiene

interseccion no vacia.

Lema 1.46. Un espacio topoldogico X es compacto, si y solo si, toda familia de cerrados

con la PIF tiene interseccion no vacia.

Proposicién 1.47. Si X es un espacio topologico compacto y A es un subconjunto infi-

nito de X, entonces A tiene punto de acumulacion.

Demostracién. Supongamos que no, es decir, A’ = (); de lo anterior tenemos que A es
cerrado pues A = A/UA = A. Como X es compacto, tenemos que A también es compacto.
Para cada a € A, tomemos U, abierto tal que U, N A = {a} (tal conjunto existe pues
A no tiene puntos de acumulacién). Entonces la cubierta abierta {U, : a € A} tiene

subcubierta finita, lo cual es una contradicciéon pues A es un conjunto infinito. m

Definicién 1.48. Un espacio topolégico es compacto por sucesiones si toda sucesion tiene

subsucesion convergente.
Proposicién 1.49. Sea X un espacio primero numerable y Ty. Si todo conjunto infinito
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tiene punto de acumulacion, entonces X es compacto por sucesiones.

Definicién 1.50. Sea (X,d) un espacio métrico y U una cubierta abierta de (X,d).
Decimos que § > 0 es un numero de Lebesque para U si para todo A C X con diam(A) <
0, eriste U € U tal que A C U.

Es claro que si ¢ es un nimero de Lebesgue para U entonces cualquier real positivo
0" < § también lo es. No toda cubierta tiene nimero de Lebesgue; el siguiente lema nos

da una condicion suficiente.

Lema 1.51. Si (X, d) es métrico y compacto por sucesiones, entonces toda cubierta abier-

ta de X tiene numero de Lebesgue.

Observacién 1.52. En virtud de y[1.49 se tiene que todo espacio métrico y com-
pacto es compacto por sucesiones y, por el Lema toda cubierta abierta tiene nimero

de Lebesgue.

Axiomas de numerabilidad

Definicién 1.53. Decimos que un espacio X es separable si contiene un subconjunto

denso numerable.

Definicién 1.54. Un espacio topoldgico X es primero numerable o satisface el primer
axioma de numerabilidad si cada punto x € X tiene una base local de vecindades nume-

rable.

Definicién 1.55. Un espacio topologico X es sequndo numerable o satisface el sequndo

axioma de numerabilidad si existe una base numerable para la topologia de X .
Proposicién 1.56. Si (X, d) es un espacio métrico y compacto, entonces (X, d) es:

(a) Separable

(b) Segqundo numerable.

Demostracion. (a) Para cada n € N, consideremos U,, = {Bi(z) : x € X} cubierta
abierta de X. Sea V,, = {B1(x1),...,B1(xyx,)} una subcubierta finita extraida de U,
(podemos hacerlo pues X es compacto); y sea D, = {n1,...,Tnk, }, €s decir D, es el

conjunto de los centros de las bolas que pertenecen a Vj,. Afirmamos que D = J, .y Dn
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es un conjunto denso numerable en X. Basta con probar que cualquier basico intersecta a
D, pues claramente D es numerable. Sea x € X y € > 0. Tomemos N € N de tal manera
que % <eyy € Dy tal que d(z,y) < %, tal y existe pues los abiertos B%(z) con z € Dy
cubren a X. Asi, y € B%(x) C B.(x) y, por tanto, B:(x) N D # 0.

(b) Ahora probemos que X es segundo numerable. Para cada n € N, sea V,, definido como

en la prueba de (a). Afirmamos que § = |,y Vs es base numerable para X. Es claro

neN
que [ es numerable, nos resta probar que cualquier basico de X contiene un elemento de

B.Sean x € X y & > 0. Tomemos N € N de tal forma que + < £ y sea y € X tal que
N S 2
d(z,y) < . Asi, siz € B%(y), entonces

d(x,2) < d(w,y) +d(y,2) < 5+ ==,

por tanto, z € B.(z) y podemos concluir que B% (y) C B-(x). ]
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Capitulo 2
Conceptos basicos

En este capitulo veremos algunas propiedades locales como: conexidad local, conexidad
en pequeno y la compacidad local; también, estudiaremos otros conceptos de espacios
topoldgicos relacionados con la conexidad, como las cadenas simples, conjuntos que cortan
y los puntos de corte que separan dos puntos. Terminamos el capitulo con la prueba del

Teorema de metrizaciéon de Urysohn.

2.1. Espacios localmente conexos

Definicién 2.1. Sea X un espacio topologico y sea x € X. El espacio X es localmente
conexo en x si para cada conjunto abierto U tal que x € U, existe un conjunto abierto
conexo V que contiene a x y tal que V C U. St X es localmente conexo en cada punto

decimos que es localmente conexo.

También podemos definir la conezidad local usando vecindades. Decimos que un es-
pacio X es localmente conexo en un punto x € X si para toda vecindad N de x existe
una vecindad abierta y conexa V de X tal que x € V' C N; en otras palabras, = tiene

una base local de vecindades (abiertas) conexas.

Observacion 2.2. Las definiciones de conexidad local dadas anteriormente son equiva-

lentes.

Demostracion. Sea x € X con X espacio topoldgico. Supongamos que para cada abierto
U que contiene a x existe un conjunto abierto y conexo V tal que x € V C U. Sea N
vecindad de z. Tomemos U abierto alrededor de x y U C N, por hipotesis, existe V'
abierto (vecindad de todos sus puntos) y conexo tal que x € V. .C U C N. El reciproco

es trivial pues todo abierto U es vecindad de todos sus puntos. O
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Observacién 2.3. Un espacio topologico es localmente conexo si, y solo si, tiene una

base de conjuntos abiertos y conexos.
Ejemplo 2.4. Los espacios R™ son localmente conexos pues cada bola abierta es conexa.

Ejemplo 2.5. Un espacio puede ser localmente conexo y disconexo; tal es el caso del
espacio X = (0,1] U (2,3] C R.

Ejemplo 2.6. FExisten espacios que son conexos y no localmente conexos. La curva del
topdlogo es un espacio conexo, como se probo en la seccion pasada, pero no es localmente
conexo, pues los puntos de la forma (0,y), con —1 < y < 1, poseen vecindades que no

contienen vecindades conexas.

Lema 2.7. Sea X un espacio localmente conexo. Si U es un subconjunto abierto de X,

entonces U es localmente conexo.

Demostracion. Sean x € U y V' C U abierto que contiene a z. Como los abiertos de
U son abiertos en X y X es localmente conexo, existe W C V abierto conexo tal que

reW CV CU. [

Como acabamos de ver, la conexidad local es una propiedad que se hereda a subespa-
cios abiertos, pero en general, la conexidad local no es una propiedad hereditaria, como

veremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.8. El conjunto de los niumeros racionales Q, como subespacio de R, no es

localmente conexo.

Ejemplo 2.9. Consideremos el conjunto de Cantor C. Este se obtiene mediante un pro-
ceso de interseccion de subconjuntos cerrados anidados de R. La construccion es como
sigue:

Comenzamos con Cy = [0, 1] y definimos Cy C Cy como el resultado de dividir el intervalo
[0,1] en tres partes iguales y substraer el intervalo (%, %), es decir, Cy = [0, %} U [%, 1} ;
el conjunto C3 C Cy se obtiene dividiendo en tres los dos intervalos de Csy y quitando el
tercio abierto medio de cada uno de ellos (Ver figura . Recursivamente definimos C,,
como el conjunto que se obtiene de quitar los tercios abiertos medios de cada intervalo
cerrado de C,,_1. Entonces, el conjunto de Cantor es C = (.-, Cy. El conjunto de Cantor

C es otro subespacio de R que no es localmente conexo.
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Figura 2.1: Conjunto de Cantor

Proposicién 2.10. Un espacio X es localmente conexo si, y sdlo si, las componentes de

cada abierto de X son abiertas.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U C X un abierto y C
una componente conexa de U. Si x € C, por la conexidad local de U podemos tomar
un conjunto abierto conexo V que contenga a x tal que V' C U. Ademads, como C' es
maximal, V C C, asi C' es abierta en X.

Ahora supongamos que las componentes de cada abierto de X son abiertas. Sean z € X
y U C X un abierto que contenga a x. Tomemos C la componente conexa de U que
contiene a x. Como C' es abierta, C' es el abierto conexo que buscamos. Por tanto, X es

localmente conexo en z. O

Corolario 2.11. Cualquier componente de un espacio localmente conexo X es abierta y

cerrada.

Demostraciéon. Es inmediato de la Proposicién y la Proposicién [1.13] en la que pro-

bamos que las componentes siempre son cerradas. O

Lema 2.12. Sea X un espacio conexo y localmente conexo. Si C' es una componente de

un conjunto abierto U C X tal que X \ C # 0, entonces C'\ C no es vacio y separa a X .

Demostracion. Supongamos que C'\ C' = ); de lo anterior tenemos que C es cerrado pues
C = C. Ademas, por la Proposicién , C' es abierto, asi C' C X es abierto y cerrado,
lo cual, por el Lema es una contradiccién. De lo anterior se tiene que, C'\ C # 0.

Para probar la segunda parte basta con observar que (C, (X \ C)) es una separacién de

X\ (C'\ C). Veamos primero que su interseccion es vacia, C N (X \ C) = ). Claramente,
X\ (C\C)=CuU(X\O). O

Si bien conexidad local es una invariante topoldgica (ver Corolario [2.16)), la conexidad

local es una propiedad que no necesariamente se preserva bajo funciones continuas, como
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se muestra en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.13. Consideremos la funcion f que va del intervalo (0,1] a la grdfica de la
funcidn sen(L) unido con un arco del punto (0,0) al (1,sen(1)) de tal manera que su inica
interseccion sea el punto (1,sen(1)) (Ver figura[2.1]). Obsérvese que el intervalo (0,1] es

localmente conexo, pero su imagen no es localmente conexa en el punto f(1).

Figura 2.2: Imagen de un espacio localmente conexo que no es localmente conexo

Ejemplo 2.14. Incluso si la funcion es biyectiva y continua la conexidad local no se
preserva. Sean X = {1,2,...} yY = {% :n € X} con la topologia como subespacio de R,
entonces la funcion f: X — Y tal que para cadan € X, f(n) = % es continua (pues X

tiene la topologia discreta) y biyectiva. Ademds X es localmente conexo peroY no lo es.

Hay dos tipos de funciones mas generales que los homeomorfismos que también pre-
servan la conexidad local; dichas funciones son las abiertas y las funciones cerradas. Re-
cordemos que una funcién es cerrada (resp. abierta) si manda conjuntos cerrados (resp.

abiertos) en conjuntos cerrados (resp. abiertos).
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Proposicién 2.15. Sea f: X — Y wuna funcién continua, abierta y suprayectiva. St X

es localmente conexo, entonces Y es localmente conezxo.

Demostracion. Seay € Y y V un abierto que contiene a y. Como f es suprayectiva, existe
r € X tal que f(z) =y. Ademds, por la continuidad de f, f~*(V) es un abierto tal que
r € f71(V) C X. Por la conexidad local de X, existe un conjunto abierto conexo U tal
que x € U C V C X. Entonces, f(U) es un conjunto abierto (pues f es abierta), conexo
(por la continuidad de f) y tal que y = f(z) € f(U) C V. Por tanto, Y es localmente

CONexo. O

Corolario 2.16. Sea f: X — Y un homeomorfismo. Si X es localmente conexo, enton-

ces Y es localmente conezo.

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicion [2.15] O]

Lema 2.17. Sea f : X — Y wuna funcion continua. Si C' es una componente de Y,

entonces f~1(C) es union de componentes de X .

Demostracién. Sea x € f~1(C) y sea D C X la componente a la que pertenece x. Como
f es continua, f(D) es conexoy, f(z) € f(D)NC, entonces f(D) debe estar contenido en
C. Tomando sus imdgenes inversas tenemos que D C f~1(f(D)) C f~1(C). Asi, f~1(C)
es uniéon de las componentes de X tales que las imagenes de sus puntos intersectan a

C. ]

Lema 2.18. Sea f : X — Y wuna funcion continua, cerrada y suprayectiva. Si X es

localmente conexo, entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Vamos probar que las componentes de cada abierto en Y son abiertas. Sea
U un subconjunto abierto de Y y sea C' una componente conexa de U. Como f es continua,
f7HU) es abierto en X; ademds, por ser subconjunto de un espacio localmente conexo,
f~YU) es localmente conexo (Lema ; y por la Proposicién sus componentes son
abiertas. De acuerdo con el lema anterior, f~(C) es unién de componentes de f~1(U) y
por tanto, f~1(C) es abierto en X. Ahora notemos que X\ f~1(C) es cerrado y, como f es
cerrada tenemos que f(X\ f71(C)) es cerrado en Y. Veamos que f(X\ f~1(C)) =Y \C.
Siye f(X\ f(C)), entonces existe x € X \ f71(C) tal que f(x) =y, asl y = f(z) €
Y\ C.

Por otro lado, si y € Y \ C, entonces existe z € X \ f~1(C) tal que f(z) = y, asi
y = fx) € X\ FHC)).

Asi, C es abierto y, por lo tanto, Y es localmente conexo. O
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2.1.1. Conexidad en pequeno

En la definicion de conexidad local en un punto x es importante que exista un abier-
to conexo que contenga a x pero, si solo pedimos que exista un conjunto conexo que
contenga x diremos que el espacio es conexo en pequeno en x (en aleman, im kleinen). A

continuacion damos la defincion formal.

Definicién 2.19. Sean X un espacio topolégico y x € X. Decimos que X es conexro en
pequeno en x st para cada abierto U que contiene a x existe un conjunto conexo V' tal
que x € Int(V) CV C U. Un espacio X es conexo en pequeno Si es conero en pequeno

en cada punto.

Observacion 2.20. Es claro que si X es localmente conexo, entonces X es conexo en

pequeno.

Ejemplo 2.21. El reciproco de la observacion anterior no se cumple. Sea X el subespacio
de R? construido como sique: en cada punto p, = (%,0) (con n € N) tracemos los
segmentos cerrados con pendiente _ﬁl (m € N) y tales que los segmentos cerrados tengan
medida m, es decir, la distancia que hay entre el punto p, y ppi1. Ahora, sea X
la unidn de todas estas escobas con el punto (0,0) (véase figura [2.5). Entonces X es

localmente conexo en el punto x = (0,0) pero, no es conexo en pequeno en .

Figura 2.3: Espacio conexo en pequeno y no lc

Proposicion 2.22. Si X es un espacio conero en pequeno en cada uno de sus puntos,

entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Probaremos que cada componente de cada abierto de X es abierta. Sea
U un subconjunto abierto de X y sea C' componente de U. Sea x € C, por ser X conexo

en pequeno, existe un conjunto conexo V, tal que = € Int(V,) C V, C U. Como C es

componente conexay z € C, V,, C C. Por tanto C' = U Int(V,) es abierto. O
zeC
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2.2. Espacios arco-conexos y espacios conexos por

trayectorias

Definicién 2.23. Sea X un espacio topolégico y sean x,y € X. Una trayectoria de x a

y es una funcion continua vy : [0,1] = X tal que x = v(0) yy = ~(1).

Definicién 2.24. Un espacio X es conexo por trayectorias (cpt) si para cualesquiera

x,y € X existe trayectoria de x a y.
Ejemplo 2.25. FEl intervalo [0,1] es cpt.
Ejemplo 2.26. Si X tiene la topologia indiscreta, entonces X es cpt.

Ejemplo 2.27. Si X tiene la topologia discreta y al menos dos puntos, entonces X no

es cpt.

Ejemplo 2.28. Sea X el conjunto de niimeros reales R con la topologia cofinita entonces,
X es ept. Six,y € R se define una funcion «y : [0,1] — X por v(t) = (1 — t)z + ty. Para
probar la continuidad, veamos que la imagen inversa de cerrados es cerrado en [0, 1]. Los
conjuntos cerrados en la topologia cofinita son los conjuntos finitos. Como 7y es biyectiva,
la 1magen inversa de un conjunto finito es finito, el cual es también un cerrado en la

topologia usual de [0, 1].

Hay un tipo de conexidad mas fuerte que la conexidad por trayectorias llamada arco-
conexidad. Fsta conexidad no sélo exige que entre cada dos puntos exista una trayectoria,
sino que ademds, dicha trayectoria debe tener inversa continua, es decir, debe ser homeo-

morfismo en su imagen. El ejemplo [2.28] es cpt pero no arcoconexo.

Definicién 2.29. Sea X espacio topoldgico y sean x,y € X. Un arco de x a y es una

trayectoria v de x a y que es homeomorfismo entre [0,1] y v([0,1]) C X.

Definicién 2.30. Un espacio X es arco-conexo si para cualesquiera x,y € X existe arco

de x avy.

2.3. Separaciones

Es intuitivo pensar que un subconjunto separa a un conjunto conexo, si al quitarle el

subconjunto, el conjunto conexo queda disconexo. Esto lo formalizamos en la siguiente
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definicién.

Definicién 2.31. Sea X un espacio conexo yTy. Decimos que un conjunto S C X separa
a X si existe una separacion (U, V) de X \ S. Si S = {x}, es decir, si S consta sdlo de

un punto del espacio, a dicho punto le llamamos punto de corte.

Ejemplo 2.32. Si tomamos X = R, entonces todo conjunto de la forma {x} con x € R
separa a X, pues R\ {z} = (—o0,x) U (z,00). Dicho de otra manera, cada punto x € R

es un punto de corte.

Ejemplo 2.33. Para el intervalo [0, 27| C R, todos los puntos x € (0,27m) son puntos de
corte. En general, para cualquier intervalo cerrado |a,b], los puntos x € (a,b) son puntos

de corte.

Ejemplo 2.34. El circulo unitario S' no posee puntos de corte, debido a que si quitamos

cualquier punto de S* lo que queda sigue siendo conexo.

Proposicién 2.35. Sea f : X — Y un homeomorfismo entre espacios topolégicos. Si

x € X es un punto de corte, entonces f(x) es un punto de corte de Y .

Demostracion. Tenemos que X \ {x} no es un conjunto conexo; ademds, f(X \ {z}) =
Y\ {f(x)} (por ser f homeomorfismo), entonces Y \ {f(z)} no puede ser conexo. Por lo
tanto f(z) es punto de corte de Y. O

Como acabamos de probar, la propiedad de ser un punto de corte se preserva bajo
homeomorfismo; pero bajo funciones continuas podria no ser asi. Consideremos la funcion
f:]0,27] — S! definida por f(z) = (cosz,senx); ésta funcién es continua, pero [0, 27]

tiene una cantidad no numerable de puntos de corte y S* no tiene puntos de corte.

Definicién 2.36. Sean a,b € X, con X espacio conexo y Ty. Un conjunto S C X separa
a de b si existe una separacion (U, V) de X \ S tal que a € U yb € V. En el caso en que

S = {x}, decimos que x es un punto de corte que separa a de b.

Ejemplo 2.37. En el intervalo [0, 1] los inicos puntos que no son de corte son el 0 y el

1 pues los conjuntos [0,1]\ {0} y [0,1]\ {1} siguen siendo conezos.

Ejemplo 2.38. Consideremos X = R? y los puntos a = (—1,1), b = (1,1) € R~
Entonces el conjunto S = {(x,y) € R* : x = 0} separa a de b, pues

R*\S={(z,y) eR*: 2 <0} U{(z,y) eR?: 2 >0},
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es claro que ({(x,y) € R* : z < 0}, {(z,y) € R? : & > 0}) es una separacion de R*\ S.

Definicién 2.39. Sea X un espacio conexo. Decimos que un conjunto S separa débil-
mente a X entre a,b € X \ S, si S intersecta cada conjunto cerrado conero que contiene

aayab.

Observaciéon 2.40. Si S separa a de b, entonces S separa débilmente a X entre a y b.

Demostracion. Sea C' C X un cerrado conexo tal que a,b € C'. Como S separa a de b,
existe (U, V) separacién en abiertos para X \ S tal que a € U y b € V. Supdéngase que
SN C =1, de lo cual tenemos que C' C X \ S y por ser conexo, C C U o C C V; sin
pérdida de generalidad supongamos que C' C U, pero a,b € C C U, esto implica que
be UNYV, lo cual contradice que (U, V) sea separacién. O

Ejemplo 2.41. El reciproco de la observacion anterior no siempre se cumple. Para ver

esto, definimos los siguientes conjuntos:

A={(0,y):0<y <1}, B:{(:E,O):nggl}yC’:U{(x,%):O§$§1}.

neN

Sea Y el subespacio de R? dado por Y = AU BUC. Ahora, consideremos los siguientes

a,

Figura 2.4: Contraejemplo
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puntos a = (0,1), b = (1,0), ¢ = (3,0) € Y (ver figura . Ndtese que cada conjunto
cerrado conexo D tal que a € D y b € D contiene al conjunto AU B y, como c € AU B,
{c} intersecta a cada conjunto cerrado conexo que contenga a a y a b, es decir, {c} separa
débilmente a X entre a y b. Sin embargo, el subespacio Y \ {c} es conexo, lo que implica

que el conjunto {c} no separa a de b.

2.4. Cadenas simples

Definicién 2.42. Sean x,y € X. Una cadena simple de x ay es una coleccion Uy, ..., U,

de conjuntos abiertos conexos que satisface las siquientes dos condiciones:
(a) x estd inicamente en Uy y y estd unicamente en U,
(b) U;NU; #0 si, y sdlo si, |i — j| < 1.

A cada elemento U; de la cadena simple le llamaremos eslabon (figura .

C’l"O‘Q’

Figura 2.5: Cadena simple de = a y.

Proposiciéon 2.43. Sea X un espacio conexo y localmente conexo. Si x,y € X yv U
es una cubierta de abiertos conexos de X, entonces existe una cadena simple de x a y

formada por elementos de U.

Demostracion. Sea Z = {z € X : existe cadena simple C C U de x a z}. La idea es
probar que el conjunto Z es un subconjunto abierto y cerrado de X y, como X es conexo,
Z tiene que ser todo X. Observemos primero que Z no es vacio pues x € Z. Sea z € Z
y tomemos cadena simple {Uy,...,U,} CU de = a z. Entonces, para cada b € U, existe
cadena simple de z a b, es decir, U, C Z; de esta manera z tiene un abierto U, que lo

contiene y que estd contenido en Z.
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Para ver que Z es cerrado probaremos que contiene a su cerradura. Sea z € Z y tomemos
U € U algin abierto que contiene a z; como z € Z, ZNU # 0; sea b € ZNU y tomemos
{Uy,...,U,} C U cadena simple de x a b. Tenemos dos casos: Si z € Uy para algunos
k € {1,...,n}, entonces tomamos el k més pequeno para el que z € Uy y {Uy,..., Ui}
es una cadena simple de x a z y asi, z € Z. De otro modo, si z ¢ Uy, para k € {1,...,n},
tomamos el m € {1,...,n} més pequeno para el cual U NU,, # 0 (e.g. m = n) entonces,

{U1,...,Upy,U} es una cadena simple de = a z; asi z € Z. ]

Veamos en el siguiente ejemplo que la condicién de conexidad local en la proposicién

anterior es necesaria.

Ejemplo 2.44. Consideremos al seno del topdlogo y tomemos x = (0,0) yy = (1, sen(1)).

Entonces no existe cadena simple de x a y pues los abiertos alrededor del punto x no son
conjuntos conexos (véase figura[2.4)).

] ’_H‘\

|

Figura 2.6: Abierto alrededor del punto (0,0)

Proposicion 2.45. Sea U C R"™ abierto y conexo. Entonces cualesquiera a,b € U pueden

unirse mediante una poligonal en U.

Demostracion. Sea B = {B,,(z,) : A € A} una coleccién de bolas abiertas conexas de R”
que cubren a U y tal que cada B,, (x)) C U. Dicha cubierta existe pues las bolas abiertas
son base de R"™. Si x,y € U, por la conexidad de U y la proposicién anterior, existe una
cadena simple { B, (), ..., By, (z,)} C B de x a y. Entonces la unién de los segmentos
cerrados I; = {tx;+ (1 —t)z;41 : t € [0,1]} coni € {1,...,n — 1} forma una poligonal de
rayenlU. [
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Observaciéon 2.46. El teorema anterior es falso si quitamos la condicion de que U sea
abierto. En R? consideremos el circulo unitario U = S'. Para cualesquiera dos puntos

distintos que tomemos en U, no existe poligonal totalmente contenida en U que los una.

Lema 2.47. Sea X un espacio topologico conexo, localmente conexo y reqular. Un con-

jgunto cerrado C' separa débilmente a X entre a y b si, y solo si, C' separa a de b.

Demostracidn. El reciproco del lema se probé en la Observacién [2.40) probemos la ida.
Supongamos que C' intersecta a cada conjunto cerrado conexo que contiene a a y a b. Como
X\ C es un subconjunto abierto de un espacio localmente conexo, todas sus componentes
son abiertas. Sea U la componente de X \ C en la que se encuentra a. Tenemos dos casos:
b € U o b estd en otra componente conexa. Si b ¢ U, entonces X \C =UU (X \ C\U)
forma una separacién en abiertos para X \ C' tal que a € U y b € (X \ C\U), es
decir, C' separa a de b. Si b € U, para cada punto x € U tomemos un abierto conexo V,
tal que 2 € V, C V, C U (esto se puede por la regularidad X). Entonces, el conjunto
U ={V,:x € U} es una cubierta de abiertos conexos de U y, por la Proposicién [2.43]
existe una cadena simple Vi,...,V,, de a a b formada por elementos de U/, de tal manera
que U, V; es un subconjunto cerrado conexo de X \ C' que contiene a los puntos a y b,
lo cual es una contradiccién, pues C' separa débilmente. Asi b ¢ U vy, por tanto, C' separa
a de b. O]

Ejemplo 2.48. Sin la condicion de que el conjunto C' sea cerrado el lema anterior podria
ser falso. Sean X =R?*, C = (—1,1) xR, a = (=2,0) y b= (2,0). Es claro que C' separa
a de b, pues X \ C = {(—o0, —1] x R} U{[1,00) x R} y ({(—o00,—1] x R}, {[1,00) x R})
es una separacion tal que a y b estan en abiertos distintos; sin embargo, C' no separa

débilmente entre a y b pues X \ C' es un cerrado que contiene a {a,b} y que no intersecta

a C.

Lema 2.49. Sea X un espacio topoldgico localmente conexo y regqular. St U es un sub-
congunto abierto y conexo de X, entonces cualesquiera dos puntos a,b € U estan en un

conjunto C' cerrado, conexo y contenido en U.

Demostracion. Notemos que U es localmente conexo pues es un subconjunto abierto de
un espacio localmente conexo. Ademas, por la regularidad de X, para cada punto x € U
existe un conjunto abierto conexo V, tal que z € V, C V, C U. Consideremos la cubierta
abierta de U formada por dichos abiertos, es decir, la cubierta V = {V, : z € U}.
Aplicando el Lema al conjunto U, para cualesquiera dos puntos a,b € U, existe
cadena simple {Vi,...,V,} de a a b formada por elementos de V. Tomemos C = U™, V;

entonces, C' es un cerrado, conexo, con a,b € C'y C' C U, tal como queriamos probar. [
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Proposicién 2.50. Sea X un espacio conexo, localmente conexo y reqular. S z,y € X,
entonces p separa a x de y si, y solo si, cada cadena simple de x a y tiene un eslabon que

contiene a p.

Demostracion. Supongamos que p separa x de y y procedamos por contradiccion, es decir,
existe cadena simple {Uy,...,U,} de z a y tal que p ¢ U;, para i € {1,...,n}. Como X
es localmente conexo y regular, p separa débilmente entre x y y. Ademas, U = U} ,U;
es un subconjunto abierto, conexo y {z,y} C U; entonces, por la proposicién anterior,
existe un subconjunto cerrado conexo C' que contiene a {z,y} y C C U, de tal manera
que p no intersecta a C', lo cual es una contradiccién. Asi, p tiene que estar en algun
eslabén de la cadena simple.

Reciprocamente, supongamos que cada cadena simple de x a y tiene un eslabén que
contiene a p, pero p no separa a x de y. Tenemos que x y y estan en la misma componente
conexa C' de X \ {p}. Como C' es localmente conexa (por ser subconjunto de X), existe
cadena simple U de x a y totalmente contenida en C'y tal que p ¢ U, lo cual contradice

nuestra hipotesis. Por tanto, p debe separar x de y. O

2.5. Compacidad local

Definicién 2.51. Sea X un espacio topologico y sea x € X. Decimos que X es localmente
compacto en el punto x si existe un abierto U que contiene a x y tal que U es compacto.

Decimos que X es localmente compacto si es localmente compacto en todos sus puntos.

Ejemplo 2.52. Recordemos que en R™ las bolas cerradas centradas en un punto son con-
jJuntos cerrados y acotados, luego compactos. Por tanto, R™ es localmente compacto. Este
es un claro ejemplo de que un espacio puede ser localmente compacto y no necesariamente

compacto.

Ejemplo 2.53. FEl conjunto de los niumeros racionales Q, con la topologia de subespacio
de subconjunto de R, no es localmente compacto. En efecto, sea K un subconjunto compac-
to de Q. Sea x € K. Ast, existe € > 0 tal que (xr—e,x+¢)NQ C K. Tomando cerraduras
en R y teniendo en cuenta que K es cerrado en R obtenemos que [x —e,x+¢] C K C Q,
lo cual es una contradiccion. Como todos los compactos de Q son de interior vacio, no

puede ser localmente compacto.

Ejemplo 2.54. Cualquier espacio topologico X con la topologia discreta es un espacio

localmente compacto pues las vecindades {x} con x € X son compactas.

Proposicién 2.55. Si X es un espacio topologico compacto, entonces X es localmente
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compacto.

Demostracion. El espacio total X es un abierto que contiene a todos sus puntos y cuya

cerradura es compacta. O

Lema 2.56. Sea X es un espacio topologico compacto yTy. Si U es un subespacio abierto,

entonces U es localmente compacto.

Demostracion. Como X es compacto y Ty, el subconjunto cerrado U es compacto, es

decir, el propio U es el abierto con cerradura compacta que buscamos. O

2.6. Teorema de metrizacion de Urysohn

En esta seccion veremos resultados muy importantes en topologia, entre ellos el Lema
de Urysohn vy, el teorema principal de la seccion, el Teorema de metrizacion de Urysohn el
cual nos dice que las condiciones suficientes para que un espacio topoldgico sea metrizable
es que sea regular y segundo numerable. Otra prueba de este teorema se puede consultar
en [7].

Teorema 2.57. (Lema de Urysohn). Sea X un espacio normal. Si A y B son sub-
conjuntos cerrados, disjuntos y no vacios de X, entonces existe una funcion continua
f:X —10,1] tal que f(A)=0y f(B) = 1.

Demostracion. Primero construiremos, usando la normalidad, una cierta familia de abier-
tos en X indexada por los racionales en [0, 1], de tal manera que se forme un “encebollado”
que cubra a A y que cumpla que si p < ¢, entonces Up C U,. Después se usan estos con-
juntos para definir la funcién continua que buscamos.

Paso 1. Pongamos a todos los racionales de @Q N [0,1] en una lista sin repeticiones
P = {q1,4,qs,...}. Por simplicidad, supongamos que ¢ = 1y g2 = 0. Definimos por
induccién a los conjuntos U, (se puede pues P es numerable) de la siguiente manera:
sea Uy = X \ B entonces, A es un cerrado contenido en U; y, por la normalidad de X,
podemos tomar un abierto Uy tal que A C Uy C Uy C U;. Ahora, supongamos cons-
truidos los primeros Uy, , U, ...,U,, para alguna n € N con n > 2 de tal forma que si

P.q €{q1,q,...,q,} vy p < q, entonces Up C U,. Queremos definir a U,, ,, de tal manera

1
que se siga cumpliendo la propiedad. Notemos que el conjunto {qi,qa,- -, Gn, Gni1} esta
linealmente ordenado, su méximo es el 1 y su minimo es el 0, ademas, ¢,+1 # 1y ¢or1 # 0,
por tanto podemos tomar i,j € {1,2,...,n} que cumplan que g; es el elemento maximo
de {q1,¢2,...,q,} tal que ¢; < gn+1 y ¢; el menor elemento que satisface que ¢,11 < g; (es

decir, ¢; < gn41 < g y entre ¢; y ¢; no hay otro g, con k < n). Por hipétesis de induccion

30



tenemos que qu C Uy, v, por la normalidad, sea U,, ., abierto tal que:

U‘]i - an+1 C U‘]nJrl C U‘]j'
Veamos que el conjunto {Uy,, Uy,, . .., U,,,U,, ., } satisface que si p < ¢, entonces Up c U,
Sean ¢,,qs € {q1,92, - - - qn, @ns1}, tenemos dos casos:
Caso 1. Sir,s € {1,2,...,n}, se cumple por hipé6tesis de induccién.

Caso 2. Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢, = ¢,1, entonces ¢; < ¢; (donde

¢; es el antecesor inmediato de ¢,.1) y por tanto gs < ¢; < ¢nt1, de donde se sigue que

U,cuU,cU,cU,

n+1

0 ¢q; < g5 (gj es el sucesor inmediato de ¢,+1), en cuyo caso

Ugpir CU, CU; CU,,.

dn+1

De este modo los conjuntos U, estan simplemente ordenados por la inclusién, asi como
sus subindices estan ordenados por el orden usual de la recta real.
Paso 2. Ya hemos definido U, para ¢ € Q N [0, 1]. Extendamos la defincién para todos
los racionales como sigue:
0, si p<O,
U, =
X, si p>1.

Notemos que se satisface que para cualesquiera p,q € Q, si p < ¢, entonces Vp c U,.

Paso 3. Definamos f : X — [0, 1] como:

flx)=inf{geQ:z € U,}

Para ver que f es la funcién buscada veamos lo siguente:

f esté bien definida
» f(a) =0 para toda a € A
» f(b) =1 para toda b € B

xeﬁpjf(x)gp
=z ¢ U,= f(z)>p

Sea x € X. El conjunto {¢g € Q : z € U,} no contiene ningtn racional menor que 0 (pues
U,=10,si ¢ <0)y contiene a cada racional mayor que 1 (dado que U, = X para ¢ > 1),
es decir, esta acotado inferiormente y es no vacio, por tanto, tiene infimo y f esta bien

definida.
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Sia € A, entonces a € U, para toda ¢ > 0, asi f(a) =inf{ge Q:¢>0}=0.5ibe€ B,
entonces b € U, para toda ¢ > 1, asi f(b) =inf{ge Q:¢> 1} =1.

Sea r € Up, entonces x € U, para todo g > p, asi p es cota inferior del conjunto
{¢ € Q: z € U}, por tanto, f(z) < p. Si x ¢ U,, tenemos que = ¢ U, para todo
q > p, asi el conjunto {¢g € Q : x € U,} no contiene algin racional menor a p, por tanto,
f(z) = p.

Usaremos estos dos ultimos hechos para probar la continuidad de f. Sean zog € X y
(a,b) C [0,1] un abierto tal que f(xo) € (a,b). Sean p,q € Q tales que f(zo) € (p,q) C
[p,q] C (a,b). Afirmamos que U = U, \ U, es el abierto buscado. Obsevemos que x € U
pues el hecho de que p < f(z) < ¢ implica que x € U, y * ¢ U,. Ahora probemos que
f(U) C (a,b). Seax € U; entonces x € U, C U, y f(r) < q (porque x € U, = f(x) < p).
También = ¢ U,, asi z ¢ U, y f(x) > p (por ¢ U, = f(z) > p). De esta manera,
f(z) € [p,q] C (a,b) para todo z € U. O

Lema 2.58. (Teorema de inmersion). Sea X un espacio Ty. Si{f; : X - R:i e I}
es una familia de funciones continuas con la propiedad de que dado x € X y U abierto
que contiene a x, existe 1 € I tal que fi(x) > 0y f;(X \ U) = 0, entonces la funcion

f: X — R cuyas funciones coordenadas son las f; es una inmersion.

Demostracion. En primer lugar notemos que f es continua puesto que cada f; es continua.
Para ver que es inmersion vamos a probar que f es inyectiva y abierta en la imagen.
Probemos la inyectividad. Sean z,y € X con x # y. Como X es Tj, existe U abierto tal
quez € Uyy ¢ U;seai € Ital que fi(z) >0y fi(X\U) = 0; entonces f;(y) =0 # fi(x),
por lo tanto, f(x) # f(y).

Veamos que f es abierta en la imagen. Sean U abierto de X, zg € f(U) y zp € U tales
que f(xg) = zp. Queremos encontrar un abierto W tal que zyp € W C f(U). Tomemos
i € I para el cual fi(xg) > 0y fi(X \ U) = 0. Como la proyeccién p; : Rl — R es
continua, el conjunto V' = p; (0, 00) es abierto en R!. Afirmamos que W = V N f(X)
es el abierto buscado. Es claro que W es abierto en f(X). Ademds zo € W puesto que
pi(z0) = pi(f(xo)) = fi(zo) > 0. Si z € W, entonces z € V, asi que p;(z) > 0; también
z € f(X), por lo cual, existe z € X con f(x) = z. Puesto que 0 < p;(2) = pi(f(2)) = fi(z)
y fi es nula fuera de U, el punto = debe estar en U. Entonces z = f(x) estd en f(U) v,

por lo tanto, W C f(U). Asi podemos concluir que f es una inmersion. n

Corolario 2.59 (Teorema de metrizaciéon de Urysohn). Si X es un espacio reqular
y sequndo numerable, entonces X es metrizable.

Demostracion. La idea es probar que X es homeomorfo a un subespacio del espacio
métrico RY dotado con la topologia producto.

Veamos que existe una coleccién numerable de funciones continuas f, : X — [0, 1] con la
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propiedad de que dado cualquier punto xg € X y un abierto U que contenga a xg, existe
n € N tal que f,(zg) >0y fi(X\U) =0. Como X es regular y segundo numerable, es
normal, asi que podemos utilizar el lema de Urysohn para formar la coleccion numerable
de funciones antes descrita. Sea = {B,, : n € N} una base numerable para X. Por el
Lema de Urysohn , para cada n,m € N tales que B, C B,,, podemos tomar una
funcién continua g, : X — [0,1] tal que gn.m(Bn) = {1} ¥ gum(X \ B,) = {0}. Asi,
la coleccién de funciones continuas {g,, : n,m € N} satisface que dados o € X y U
un abierto que contiene a x(, podemos escoger B,, € S tal que zy € B,, C U vy, por
la regularidad de X, existe un B, €  con xg € B, C B, C B,, C U. Por lo tanto,
(n,m) es una pareja de indices para la cual la funcién g, ., satisface que gnm(zo) > 0
Y Gnm(X \ U) = {0}. Como la coleccién de funciones g, ,, es numerable, basta con
renombrar las funciones y obtenemos nuestra coleccién deseada {f, : n € N}.

Sea f: X — RN dada por f(z) = (fi(x), f2(z), fs(x)...). Por el teorema de inmersién, f

es inmersion y, por lo tanto, X es metrizable. O
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Capitulo 3

Teoria de Continuos

3.1. Continuos

Definicién 3.1. Decimos que un espacio topologico X es un continuo si es un espacio

métrico, compacto, conexo y no vacio.

Empecemos viendo algunos ejemplos.

Ejemplo 3.2. El ejemplo mas sencillo de continuo es el intervalo [0, 1]. Cualquier espacio

homeomorfo a €l es un continuo y recibe el nombre de arco (ver figura .

Figura 3.1: Arco

Ejemplo 3.3. La circunferencia unitaria. Estd dada por el subespacio de R?:

S'={(z,y) eR* 1 ||(z,y)]| = 1}.
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Por ser un subconjunto del espacio métrico R?, St es un espacio metrizable; es compacto
por el Teorema de Heine-Borel y es conexo por ser imagen continua del intervalo [0, 27|

bajo la funcién f(x) = (cosx,senx). Asi, S' es un continuo.

Ejemplo 3.4. La escoba topoldgica. Es el subconjunto de R? definido por la union nu-
merable de los segmentos de recta que van del punto (0,0) al punto (1, %), conn €N

(ver figura . Claramente, la escoba topologica es un continuo.

Figura 3.2: La escoba topoldgica

Ejemplo 3.5. El peine topologico. También llamado espacio peine, es el subespacio de

R? dotado con la topologia usual dado por:

(0, 1] x o>u({% :neN} X [0,1) U (0 x [0, 1])

FEs otro claro ejemplo de continuo (véase figura .

Ejemplo 3.6. Circulo de Varsovia. Es el nombre que se le otorga a cualquier espacio
homeomorfo al subconjunto de R? formado por el seno del topdlogo unido con tres arcos,
uno del punto (0, —1) al punto (0, —2), otro del punto (0, —2) al (1,—2) y, por ultimo, un
arco del (1,—2) al (1,sen(1)) (véase la figura :
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Figura 3.3: Peine topolégico

Figura 3.4: Circulo de Varsovia
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Ejemplo 3.7. El espacio topologico R no es un continuo debido a que no es compacto.

Es valido preguntarse si la interseccién de continuos es un continuo. En general, la

respuesta es no, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.8. Los semicirculos unitarios C; = {e : x € [0,7]} y Cy = {€* : x €
[7,27]} son continuos, pero su interseccion es el conjunto disconexo (y por tanto, no
continuo) {(—1,0),(1,0)}.

Sin embargo, una de las técnicas mas utilizadas para obtener ejemplos interesantes de
continuos son las intersecciones anidadas. Uno de los problemas que podria presentarse a
la hora de intersectar conjuntos anidados es la conexidad; como se puede observar en el

ejemplo [3.9] la interseccién anidada de conjuntos conexos no es, necesariamente, conexa.

Ejemplo 3.9. Para cada n € N, sea:

() o)

Obsérvese que cada X,, es un subconjunto conexo de R?, pero

ﬁXn = ({—1,—%] X {0}) u ([%1} x {0}) :

que Nno €S Conexro.

44 (1,1)
X1
(-1,1/2) (1,1/2)
X2
(-1,1/n) (1,1/n)
(-1,0) it (1,0)
(-1,-1/n) (1,-1/n)
(-1,-1/2) (1,-1/2)
{'1:'1) (11'1}

Figura 3.5: Interseccién de conexos no conexa
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La buena noticia es que al agregar la hipotesis de compacidad a cada uno de los
intersectandos se pueden obtener resultados positivos. A continuaciéon veremos que la

interseccion anidada de continuos es un continuo.

Lema 3.10. Sea {X,, : n € N} una coleccion de espacios métricos compactos tales que,
para cada i1 € N, X, 11 C X, ysea X =N, X,. S1U es un subconjunto abierto de X,
tal que X C U, entonces existe N € N con la propiedad de que para todan > N, X,, C U.

En particular, si todo X,, # (), entonces X es un espacio métrico, compacto y no vacio.

Demostracion. Procedamos por contradiccion. Supéngase que, para cada n € N, x,, €
X, \ U, y consideremos la sucesion {z, : z,, € X,, \ U}. Como X; \ U es un subconjunto
cerrado del compacto X, entonces X; \ U es un compacto y, por hipdtesis, es métrico.
De aqui se tiene que {z, : z, € X,, \ U} tiene una subsucesién convergente, digamos
{zy, : ni € N}, que converge a un punto p € X; \ U. Para cada j € Ny ng > j se tiene
que x,, € X; vy asi, p € X; para todo j. Por lo tanto, p € X y, por hipdtesis, X C U, de
donde p € U, lo que es una contradiccién puesto que p € X; \ U.

Por tltimo, probemos que X es métrico, compacto y no vacio. Supongamos que X = ().
Tomando U = 0, se tiene que X C U y que existe N € N tal que Xy C 0, lo cual es una
contradiccion. Como X es la interseccion de conjuntos cerrados, entonces X es cerrado, y

ademas, contenido en el espacio métrico Xy, por lo tanto X es métrico y compacto. [

Proposicién 3.11. Si {X,, : n € N} es una coleccion de continuos tal que, para toda

n €N, X,,11 CX,, entonces X = ﬂf;l C,, es un continuo.

Demostracion. Por el Lema [3.10] X es un espacio métrico, compacto y no vacio. Supon-
gamos que X no es conexo, es decir, que existen abiertos disjuntos A, B de X tales que
AUB = X. Como Ay B son también cerrados (ya que cada uno es complemento del
otro) y Xj es un espacio normal, existen abiertos disjuntos no vacios U y V' en X; tales
que ACUy B CV.SeaW =UUV, entonces X C UUV = Xj y, por el Lema
3.10, existe N € N tal que Xy C W, de donde Xy = (XyNU) U (Xy NV). Dado que
AUB=XCXyy A#0D, B+#0),setiene que Xy NU # 0y XyNV # 0, pero esto

implica que Xy es disconexo, lo cual es una contradiccion. Asi, X es conexo. O

La proposicion anterior nos permite construir ejemplos interesantes de continuos, como

el que se muestra enseguida.

Ejemplo 3.12. La curva universal de Sierpinski. Para construir este espacio dividamos
el cuadrado Sy = [0,1] x [0,1] en nueve cuadrados iguales. Sea Sy el resultado de quitar

el cuadrado interno de S, es decir, S = S\ (3,2) X (3,3). Andlogamente, sea S el
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resultado de dividir en nueve cuadrados iguales a los ocho cuadrados restantes y quitarles
el cuadrado interno. Continuando de la misma manera definimos S3,Sy4,.... Sea S =
Moo Sn: como cada S, es un continuo, por S también lo es y se llama la curva
universal de Sierpinski (véase figura .

Figura 3.6: Curva universal de Sierpinski

Dado que nuestro principal objeto de estudio en esta tesis seran los continuos local-
mente conexos, cabe aclarar que los continuos no necesariamente son localmente conexos;

a continuacion se dan algunos ejemplos.

Ejemplo 3.13. El seno del topdlogo es conexo y metrizable por ser un subconjunto de
R2, compacto por ser un cerrado y acotado, por tanto, un continuo y, como vimos ante-

riormente, no es localmente conezxo.

Ejemplo 3.14. El peine topologico es otro ejemplo de un continuo que no es localmente
conezo; esto es debido a que si tomamos una pequena bola situada en (0,1) no podemos
encontrar un abierto dentro de ella que sea conexo y contenga al (0,1). La razon es
clara: dicho abierto debe contener algiun punto de la forma (%, 1), el cual pertenece a una

componente conexa del abierto distinta de la de (0, 1), asi que no puede ser conexo (véase

figura [3.7).
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Figura 3.7: Ejemplo de continuo no localmente conexo

3.2. Puntos de corte en continuos

El resultado principal de esta seccién establece que el intervalo [0, 1] esta caracterizado
como el dnico continuo que tiene exactamente dos puntos que no son de corte. Otro
resultado interesante de esta secciéon nos dice que todo continuo con més de un punto

tiene al menos dos puntos que no son de corte.

Lema 3.15. Sea X un continuo. Sip € X es un punto de corte y (U, V') es una separacion

en abiertos de X \ {p}, entonces los conjuntos U U{p} y V U{p} son continuos.

Demostraciéon. Los conjuntos U U {p} y V U {p} son métricos por ser subconjuntos de
un continuo. Para ver que son compactos, basta ver que son cerrados en X. El espacio
es T1; entonces X \ {p} es abierto, de tal manera que U y V' también son abiertos de X.
Notemos que U U {p} = X\ V y VU{p} = X \ U que son cerrados.

Es suficiente probar la conexidad para el conjunto U U {p} (la prueba para V U {p} es
andloga). Definimos la funcién f: X — U U {p} dada por:

x, si x€UU{p},
flz) =
p, si zeVU{p}
Ahora, f es una funcién continua, pues es continua en cada uno de los subconjuntos
cerrados en los que estd definida. Como X es conexo, entonces f(X) = U U {p} es

conexo. O
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Lema 3.16. Sean X un continuo, x,y € X puntos de corte distintos y (U, V), (U, V,)
las respectivas separaciones para X \ {z} y X \ {y}. Siy € U,, entonces x € V,,.

Demostracion. Supongamos que x ¢ V,, es decir, x € U,; entonces V,U{y} C X\ {z}, de
tal manera que, por ser un subconjunto conexo de X \{z}, V,U{y} C U, o V,U{y} C V,,
peroy € U, y y ¢ V,, entonces V, U {y} C U,. Por hipétesis, U, y U, estan contenidos
en U, asi V, UU, C U, lo cual contradice el hecho de que es una separacién de X \ {y}.
Por tanto z € V. O]

Lema 3.17. Sea X un continuo. Sip € X es un punto de corte y (U, V') es una separacion
de X \ {p}, entonces cada uno de los conjuntos U y V contiene al menos un punto que

no es de corte.

Demostracion. Supongamos que no, es decir, que al menos uno de los abiertos contiene
sélo puntos que son de corte, digamos U. Para cada « € U sea (U,,V,) separacién de
X \ {z}. Notemos que dado =z € U, se cumple que V U {p} C X \ {z} = U, UV,
pues x ¢ V U {p}, de manera que ambos conjuntos U, y V, no pueden intersectar a
V U {p} porque lo separarian. Entonces, sin pérdida de generalidad, supongamos que
U, N (VU{p}) =0, es decir, para cada = € U, U, CU. Sean V = {U, U{z} :x € U}
y F la familia de todas las cadenas formadas por elementos de U. Recordemos que si
A={U, U{z,} : vy e}y B={U, U{ry} : 0 € O} son elementos de F, entonces
A < B si, y sélo si, para cada v € I', U, U {x,} es un elemento de la cadena B. Veamos
ahora que toda cadena de elementos de F tiene una cota superior. Sea C' = {Cy, : ¢ € ¥}
una cadena de elementos de F; entonces una cota superior para C' es la cadena D que
cumple que para cada ¥ € ¥ todos los elementos de Cy estan en D. Aplicando Lema de
Zorn existe un elemento maximal, en este caso, una cadena C = {U,, U{z\} : A € A}
Sea

S=)(Us, U{za}).

AEA

Obsérvese que S es un continuo no vacio pues es la interseccién de continuos anidados.
Tomemos g € S'y (U,,V,) separacion de X \ {¢}. Tenemos que para cada A € A, ¢ € Uy,
y, por el lema anterior, x) € V,. Como x, € V,, tenemos que U, U {¢} es un subconjunto
conexo de X \ {z,} vy, por tanto, debe estar contenido en U,, o en V,,; pero ¢ € U,, y
q ¢ V., ; entonces U, U {q} C U,, para todo A € A. Sea r € U, y sea (U,,V,) separaciéon
de X\ {r}. Por el lema anterior, ¢ € V,., asi U,U{r} es un subconjunto conexo de X \ {¢}.
Como r ¢ V,, U, U{r} CU, CU,U{q} CU,, CU, U{x,} para cada A € A, entonces
r € C pero, como vimos, ¢ ¢ U, U {r}, lo cual es una contradiccién, por lo que podemos

concluir que U debe tener al menos un punto de corte. ]

Teorema 3.18. Si X es un continuo con mds de un punto, entonces X tiene al menos
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dos puntos que no son de corte.

Demostracion. Si X no tiene puntos de corte, no hay nada que probar. Si X tiene al
menos un punto de corte z y (U, V') es una separacién en abiertos de X \ {z}, entonces

cada abierto U y V contiene al menos un punto que no es de corte por el Lema O

Denotamos por E(a,b) al conjunto que contiene a los puntos a, b y todos los puntos

de corte que separan a de b. En este conjunto definimos el siguiente orden:

Para z,y € E(a,b), x <y si, y sblosi, x =y o x separa a de y.

Lema 3.19. Sean x,y € E(a,b)\{a,b} distintos. Si (U,,Vy) y (U, V,) son separaciones
de X \ {z} y X \ {y}, respectivamente, tales que a € (U, NU,) yb e (V,NV,), entonces

se cumple una de las siguientes afirmaciones:

(a) Siy eV, entonces U, U{x} CU, y V, U{y} CV,.

(b) Siy e U,, sucede que U, U{y} CU, y V, U{z} CV,.

Demostracion. Probemos primero (a). Siy € V,, tenemos que U, U{z} es un subconjunto
conexo de X \ {y} de manera que debe estar contenido en U, o en V,. Claramente
U,U{z} €V, puesa € U,U{z} ya ¢V, ast U,U{z} C U,. Ahora, como U, U{z} C U,
tenemos que (V,, U {y}) N (U, U{z}) es vacio, por tanto V;,, U {y} es subconjunto de V.

Para (b) la prueba es muy similar. Como y € U,, entonces V, U {z} es un subconjunto
conexo de X \ {y}, asi que estd contenido o en U, o en V. Notemos que no puede estar
contenido en U, pues b € (V,U{z})\U,, de manera que V,U{z} C V. Para probar la otra
contencién observemos que, como V, U{xz} C V,, se tiene que (V, U{z})N (U, U{y}) =10
y, por tanto, U, U {y} C U,. O

Corolario 3.20. La definicion de orden en el conjunto E(a,b) es simétrica, es decir, si

x separa a de y, entonces y separa x de b.

Lema 3.21. El conjunto E(a,b) con el orden definido anteriormente es un conjunto

totalmente ordenado.

Demostracion. Sean x,y,z € E(a,b) \ {a,b} todos distintos entre si. Tomemos (U,, V,)
separacién para X \ {z}, (U,,V,) separacién para X \ {y} y (U, V.) separacién para
X \ {#}, de manera que a € (U, NU,NU,)ybe (V. NV, NV,).

Primero probaremos que cualesquiera dos elementos son comparables. Como y € X\ {z},
tenemos dos casos: y € U, o y € V. Si y € V, ya acabamos, pues en este caso x separa
adey (xr <y). Siy e U, por el lema que acabamos de probar, V, U {z} C V|, entonces
x €V, yasi, ysepara a de z (y < x).

Reflexividad. Como =z = x, x < .

43



Antisimetria. Se tienen cuatro casos, de los cuales el tnico caso no trivial es cuando
r <yyy <z Queremos ver que no se pueden cumplir las dos condiciones anteriores
simultdneamente. Como = < y, tenemos que y € V, y, por el Lema , V,U{y} CV,.
Por otro lado, y < x implica = € V,,, por lo tanto = € V, U {y} C V, lo cual es una
contradiccién pues (U,, V,) es una separacién de X \ {z}. Asi, el unico caso posible es
xr=y.

Transitividad. Supongamos que z < y y y < z. Vamos a probar que = < z, y eso pasa
si, y s6lo si, z € V. Como v <y yy < z entonces y € V, y z € V,. Por el Lema m,
V,U{y} C V,, asi z € (V, U{y}) CV,, como querfamos probar. O

Lema 3.22. Sea X un continuo y sean a,b € X. Si E(a,b) tiene mds de dos puntos,
entonces la topologia del orden estd contenida en la topologia de subespacio.
Demostracion. Sean x € E(a,b) \ {a,b} y sea (U,,V,) separacién de X \ {x} tal que
a €U, ybeV,. Veamos que los subbésicos

(x,00) ={p € E(a,b) :p>a}={pe E(a,b) : p separa a de x}y

(—o0,z) ={p € E(a,b) : p <z} ={p € E(a,b) :  separa a de p},

de la topologia del orden en F(a,b), son abiertos de la topologia de subespacio. Para ver

esto vamos a probar que:
(a) (—o0,2)={p € E(a,b) : p<z}=U,N E(a,b).
(b) (z,00) ={p € E(a,b) : p>zx}=V,NE(a,b).

Probaremos sélo el inciso (a); para el inciso (b) la prueba es andloga. Sea p € E(a,b)
tal que p < x. Como p < x, € V, y, por el Lema [3.19, U, U {p} C U,, de ahf se
tiene que p € U, y, por tanto, p € F(a,b) N U,. Probemos ahora la otra contencién; sea
p € E(a,b) NU,; por el Lema tenemos que V, U{z} CV,, entonces x € V,, es decir,
p separa a de x (p < x). Asi, (—oo,z) = {p € E(a,b) : p <z} = U, N E(a,b) que es un

abierto en la topologia de subespacio. O

Proposicién 3.23. Si X es un continuo con exactamente dos puntos a,b € X que no

son de corte, entonces E(a,b) = X y la topologia de X coincide con la topologia del orden.

Demostracion. Sea y € X \ {a,b}. Entonces existe (U,,V,) separacién en abiertos de
X\ {y}. Por el Lema[3.17, cada uno de los abiertos contiene al menos un punto de corte,
lo cual implica que y € E(a,b) y, por tanto, X = E(a,b).

Sabemos que la topologia del orden esta contenida en la topologia de X, sélo falta ver
que la topologia de X estd contenida en la topologia del orden. Sea U abierto en X y

x € U. Supongamos que U no es abierto en la topologia del orden, en otras palabras, para
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todo intervalo (r, s) tal que x € (r, s) se tiene que (r, s) intersecta a X \ U. Consideremos
la familia de todos los conjuntos [r,s] N (X \ U) tales que x € (r,s). Cada uno de estos
conjuntos es cerrado en X pues X \ U es cerrado y [r, s] es cerrado en la topologia del
orden que estd contenida en la topologia de X. Ademads, dicha la familia tiene la PIF
ya que si nos tomamos cualquier coleccién finita [r, s;], ¢ = 1,...,n, con & € (ry,s;),
entonces (), [ri, s;] N (X \ U) no puede ser vacia, puesto que si fuera vacia, el intervalo
(r=max{r;:i=1,...,n},s =min{s; : i = 1,...,n}) cumple que = € (r,s) C U, lo que

contradice nuestra suposicién. Por el Lema [I.46] tenemos que:

() [rs]N(X\U) #0.
z€(r,s)
Ahora, veamos que ﬂ [r,s] = {z}. Sea A = ﬂ [r,s]. Es claro que {z} C A. Para

z€e(r,s) z€E(r,s)
ver que A C {x}, supongamos que no y tomemos y € A tal que y # x. Afirmamos que

existe 7 € X tal que y < r < x. Tenemos dos casos. Si ¢ {a,b}, entonces y < = o
y > x; sin pérdida de generalidad, sea y < x. Si no existe r tal que y < r < x, se tiene
que ((—o0,x), (y,00)) forma una separacién para X, lo que contradice la conexidad de
X. Siz € {a,b}, entonces x = a 0o x = b. Supongamos sin pérdida de generalidad x = a
y que no existe r tal que z < r < y; asi (—oo,y) = {a} es abierto y ya era cerrado, lo
cual es una contradiccion a la conexidad de X. De esta manera, en cualquier caso existe
r tal que y < r < x. Asi, el intervalo (r,b) es tal que = € (r,b), pero y ¢ [r,b]. Por tanto
A C {z}. Asi
N Fsln(x\0) =0,
z€(r,s)

lo que es una contradiccion. O

Definicién 3.24. El conjunto de los nimeros racionales diddicos en el intervalo (0, 1)
(que denotaremos por P) es el conjunto definido por los nimeros racionales que son de
la forma 2% conn €N, ke{l,...,2" — 1} y sin repeticiones, es decir,

k 11313571 3
P=4J—: Nke{l,..2" =1} =4=,— ==, =, =, =, — —, ...
{2n neN kedl, }} {2’4’4’8’8’8’8’16’16’ }
Lema 3.25. FEl conjunto P tiene las siguientes propiedades:
(a) P no tiene mdzimo ni minimo,

(b) Sip,q€ P yp<q, entonces existe r € P tal que p < r < q.

Demostracion. Supongamos que P si tiene minimo. Sea p = min P = 2% para algun
neNyke{l .., 2"—1}. Bastacon tomar q= #, entonces ¢ € P y claramente,

q < p, lo cual no es posible pues p era el minimo.
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Andalogamente, supongamos que P si tiene maximo. Sea p = max P = % para algin
neNyke{l,...,2" — 1}. Sabemos que:

1
k+ 5 > k.
Realizando la suma tenemos que:
2k+1 .
5 )
Multiplicando la desigualdad anterior por 2%; obtenemos
2k+1 &k
gl gn
Como k € {1,...,2" — 1}, se tiene que gﬁﬂ € P y es mayor que p, lo cual es una

contradiccion. De lo anterior podemos concluir que, efectivamente, P no tiene maximo ni
minimo.

Para probar la parte (b) basta con tomar la media en cada uno de los casos. Sean p =
5m,q = 2% € PconnmeN ae{l,....2" =1} ybe {l,...,2™ — 1}, y supongamos,
sin pérdida de generalidad, que p < q.

Caso 1. Sin =m,
_a+b
r= on+1 "

Caso 2. Sin > m,
a-+ 2"

r= 2n+1

Caso 3. Sim > n,
2™ a+ b
Coamyp 1
En cada uno de los casos, r cumple que es un elemento de Py p < r < ¢, como queriamos

probar. O]

Lema 3.26. Sea A un conjunto numerable y totalmente ordenado que cumple las dos

condiciones siguientes:

(a) No tiene mdzximo ni minimo.

(b) Sip,q€ A yp<gq, entonces existe r € A tal que p <r <gq.

Entonces existe un isomorfismo de orden entre A y P (el conjunto de los racionales
diddicos en el (0,1)).
Demostracion. Numeremos los elementos de A = {ay, as, ...} de tal manera que a; # a;

si i # j. Definamos f : A — P tal que f(a1) = % y sean ny y ne los primeros enteros

1

22
_ 3 . . . .

¥ f(@n,) = 53, es decir, al elemento a,, le asociamos el primer racional que aparezca en

que satisfacen que a,, < a; < a,, (ambos existen por la condicién (a)). Sean f(a,,) =
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P que no haya sido asignado y que satisfaga que es menor que % = f(ay), y al elemento
an, le asociamos el primer racional que aparezca en P que no haya sido asignado y que
cumpla que es mayor que % = f(ay). Ahora, sean ng, ny, ns y ng los primeros enteros que
satisfacen que a,, < an, < Gp, < a1 < Gy < Ap, < Ay, la existencia de ng y ng queda
garantizada por la condicién (a) y la existencia de ny y ns por la condicién (b). Es decir,

la asociacién es como se muestra acontinuacion:

1
al —— =<
2

Veamos que f preserva el orden. Sean a;, a; € A. Sin pérdida de generalidad supongamos
que a; < ag. Si f(aj) = p para algin p € P, por como definimos la funcién, se tiene que
f(ax) = g, donde ¢ es algin elemento (puede no ser el primero) de P tal que p < g. Sélo
nos resta probar que f es biyectiva.

Inyectividad: Sean a; y a; elementos distintos de A. Sin pérdida de generalidad supon-
gamos que a; < aj, como f preserva el orden, f(a;) < f(ax).

Suprayectividad: Por la construccion de la funcién f, todos los elementos de P tienen una
preimagen puesto que vamos tomando el siguiente primer elemento en P que satisface

alguna de las desigualdades y todos satisfacen alguna, pues P es totalmente ordenado. [J

Ejemplo 3.27. Como Q satisface las condiciones (a) y (b), tenemos que existe un iso-
morfismo de orden entre P y Q vy, por transitividad, existe un isomorfismo de orden entre

Q y cualquier conjunto totalmente ordenado que satisfaga (a) y (b)

Definicién 3.28. En R, decimos que (A, B) es una cortadura de Dedekind si satisface

que:

(a) Ay B son subconjuntos no vacios de Q
(b) para todo a € A yb € B, tenemos que a < b
(c) A no tiene mdzimo.
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Resulta que el conjunto de los nimeros reales es la coleccion de todas las cortaduras
de Dedekind, es decir, cada ntimero real puede ser representado por una cortadura de

Dedekind y dos ntimeros reales son iguales si, y solo si, tienen la misma cortadura.

Teorema 3.29. Si X es un continuo con exactamente dos puntos que no son de corte,

entonces X es homeomorfo al intervalo [0, 1].

Demostracion. Sean a,b € X los tnicos puntos en X que no son de corte. De acuerdo
con el Lema m, X = E(a,b) y, mas atin, X tiene la topologia del orden inducido por
el orden de separacién. Por ser X un espacio métrico compacto, podemos tomar D C X
denso y numerable que no contiene a los puntos que no son de corte a y b.

Veamos que D satisface las hipotesis del Lema [3.26] es decir:

(a) D no tiene maximo ni minimo.

(b) Sip,q € D con p < g, entonces existe r € D tal que p <r < g.

Para probar (a) procederemos por contradiccion. Sea d = min D. Por la densidad de D,
tenemos que (a,d) N D # (0, y entonces existe d' € (a,d) tal que d’ < d, lo cual es un
absurdo pues d era el minimo. Andlogamente, sea e = mdx D. Entonces, (e,b) N D # () y,
por tanto, existe ¢/ € D tal que € > e, lo cual es también una contradiccion. Asi, D no
tiene un elemento maximo, ni minimo.

Ahora probemos la parte (b). Como el conjunto (p, q) es un abierto en X y D es denso,
se tiene que (p,q) N D # (), y entonces existe r € D tal que p < r < q.

Asi, por el Lema , tenemos que existe un isomorfismo de orden f: D — QN (0,1).
Nos gustaria extender el isomorfismo de orden f a un homeomorfismo F' : X — [0, 1].
Definimos F(x) = f(z) paratodox € D, F(a) =0y F(b)=1.Siz € X\Dya#x #b,
entonces = es un punto de corte de X, esto es, existe separacion (U,,V,) de X \ {z};
notemos que si u € U, y v € V., entonces u separa a de v, es decir, u < v. Veamos que
f(U.ND)y f(V,N D) forman una cortadura de Dedekind en el [0,1]. Como U, N Dy
V, N D son disjuntos y f es una funcién biyectiva, se tiene que f(U, N D)y f(V, N D)

son disjuntos y su unién es:
fWanD)U f(VonD) = f(UzUV:) N D) = f((X\{z}) " D) = f(D) =QN(0,1).

Ademds, por ser f un isomorfismo de orden, si u € f(U, N D)y v € f(V, N D), entonces
u < v, por lo tanto, f(U, N D)y f(V, N D) forman una cortadura de Dedekind. Dicha
cortadura determina un tinico elemento en (0, 1) que asignaremos como F'(z). Asi, F' esta
bien definida, es un isormorfismo de orden y, por lo tanto, un homeomorfismo entre X y
[0, 1]. O
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Capitulo 4
Continuos de Peano

Como sabemos, los continuos no necesariamente son espacios localmente conexos;

cuando lo son reciben el nombre de Continuos de Peano.

Definicién 4.1. Un espacio topologico X es un continuo de Peano si es métrico, com-

pacto, conexo y localmente conexo.
Ejemplo 4.2. Los arcos son los ejemplos mas sencillos de continuos de Peano.
Ejemplo 4.3. La n-esfera en R"™!. Estd definida como el conjunto:
S"={z eR"": |z| =1},
y es un continuo de Peano, para toda n € N.

Ejemplo 4.4. Las n-celdas. Consideremos el espacio euclideano R™. Para cada punto

1
n 2
x = (21,...,2,) € R", sea ||x|| = <Z xf) . Entonces, una n-celda es un espacio
i=1

homeomorfo a la n-bola cerrada:
B" ={z e R":||z| < 1}.
La n-celda es un continuo de Peano, para cada n € N.

Ejemplo 4.5. El cubo de Hilbert. Es un espacio topologico homeomorfo al producto nu-
merable del intervalo [0,1] dotado con la topologia producto. Se le denota por [0,1]“. Los
elementos de [0, 1]* son sucesiones infinitas de la forma x = (x1,xa,...) donde z; € [0, 1]
parai € N. Como [0,1]* es producto numerable de espacios conexos y compactos, tenemos

que [0, 1] mismo es conexo y compacto. Mds ain, el cubo de Hilbert es metrizable con la
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métrica p definida por:
= 1
pxy) =3 gl =il

En [8] se prueba que el producto de espacios localmente conexos es localmente conexo si,
y solo si, cada espacio es localmente conexo y todos, excepto una cantidad finita de ellos,

son conezxos; por lo tanto, el cubo de Hilbert es un continuo de Peano.

Ejemplo 4.6. El toro topoldgico. Se define como el subespacio de R? dado por el producto

S' x St. Es otro continuo de Peano.

Ejemplo 4.7. El espacio Peine y la escoba topoldgica[3.4] son continuos que no son

continuos de Peano, puesto que no son localmente conexos.

4.1. Arco-conexidad en continuos de Peano

Sabemos que un espacio conexo y localmente conexo tiene la propiedad de que cua-
lesquiera dos de sus puntos pueden unirse por una cadena simple de conjuntos abiertos y
conexos (Proposicién . Una cadena simple puede considerarse como una aproxima-
cién a un arco. Uniendo dos puntos con cadenas simples cada vez mas finas, deberiamos
acercarnos mas y mas a un arco. Hay varias razones por las cuales la construccion podria
fallar. Primero, si las cadenas simples no estan relacionadas de alguna manera, su limite
podria no ser un continuo. Para evitar esto, podriamos pedir que los eslabones de cada
cadena sucesiva estén contenidos en su predecesor pero, incluso con esta precaucion, la
interseccién de todas las cadenas podria no ser un arco (ver ejemplo , que es la base
de la construccién del llamado pseudoarco, continuo que cumple la propiedad de que no
se puede poner como la unién de dos subcontinuos propios. Finalmente, puede pasar que
la interseccién de las cadenas simples dejen fuera algunos puntos necesarios para formar

un arco; para ilustrar esto véase el ejemplo 4.8|

Ejemplo 4.8. Consideremos el espacio topoldgico R? \ {(z,0) : z € R\ Q}. Definimos

las cadenas simples del punto (—1,0) a (1,0) como sigue:

C1 ={Bi1((—1,0)), B1((0,0)), B((1,0))},
en general, para n € N

C, = {B%(k/n,O) keZ,—n<k< n}

Entonces, la interseccion de las cadenas simples no serd un arco debido a que los puntos

del eje x con coordenadas irracionales no pertenecen al espacio (ver figura .
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-1, @ (1, o

Figura 4.1: Aproximacién a un arco por medio de cadenas simples

Definicién 4.9. Sean z,y € X, con X espacio topolégico. Si Cy = {Ura,...,Uin,} ¥
Cy = {Uz1,...,Uspy, } son cadenas simples de x a y, decimos que la cadena Cy refina a

C1 st cumple las dos condiciones siguientes:

(a) Cada conjunto Usy; € Cy estd contenido en algin conjunto Uy ; de Cy.

(b) Sean Us;,Usy € Cy con @ < k. Si ambos estin contenidos en algin U, de Ci,
entonces para cada entero j coni < j <k, se tiene que Uy ; también estd contenido

en Uy .

La figura muestra un claro ejemplo de una cadena que refina a otra. Por otro lado,

la figura [4.2] muestra ejemplo de una cadena que no refina a otra.

o

)
g

S
(S5

Figura 4.2: Contraejemplo
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Lema 4.10. Sean X un espacio conexo, localmente conexo y Hausdorff, y sean a,b € X.
St C' es una cadena simple Uy,...,U, de a a by U es una coleccion de conjuntos
abiertos tal que cada U; es union de elementos de U, entonces existe una cadena simple
de elementos de U de a a b que refina a C.

Demostracion. Sean xg = a, v, = b. Paracadai=1,...,n— 1, tomemos x; € U; NU;,.
Como cada U; es conexo y U es una cubierta abierta de U;, por la Proposicién [2.43] existe
una cadena simple C; de x;_; a x; formada por elementos de /. La unién de todos los
eslabones de cada cadena C; es una cadena, pero no necesariamente simple, pues puede
pasar que un eslabdén intersecte a otros no contiguos a él. Sin embargo, dicha unién si
contiene una cadena simple que refina a C. Para construirla, tomemos en C; el primer
eslabon V; que intersecte a un eslabén de Cy y en Cy tomemos el dltimo eslabén W; que
intersecte a V; (véase figura . Desechamos los eslabones que estan después de V; y

antes de W;. Repitiendo el proceso para cada i, obtenemos la cadena simple deseada. [J

Figura 4.3: Cadena simple

Teorema 4.11. Si X un espacio topoldogico localmente compacto, conexo, localmente

conexo y métrico, entonces X es arco-conexo.

Demostracion. Sean z 'y y dos elementos de X . Por Lema podemos tomar una cadena

simple Cy = {Uy1,...Uy,,} de  a y compuesta por conjuntos abiertos, conexos y tal

52



que cada Uj; tiene didmetro menor a 1 y su cerradura es compacta (se puede pues X es
localmente compacto). Notemos que, por la regularidad de X, para cada punto en U ;
existe un subconjunto abierto, conexo, con didmetro menor que % y cuya cerradura esta
contenida en U ;. Si el punto esta en alguna interseccién U; ;MU 41, entonces escogemos
el abierto de diametro menor a % de tal manera que su cerradura esté contenida en la
interseccién. Asi, dichos conjuntos de diametro menor a % cubren a los elementos de C}
y, por Lema , existe una cadena simple Cy = {Us 1, ... Us,, } de conjuntos abiertos de
didmetro menor a % que une los puntos = y y y que refina a C;. Andlogamente, construimos
la cadena simple C3 = {Us 1, ... Us,, } de x a y, tal que cada Us; tiene didmetro menor que
%, U37i esta contenida en algin eslabon de Cy y Cj refina a Cs. Sucesivamente podemos
construir Cy, Cs, . .. cadenas simples.

Definimos, para cada j € N:

K;j=U;3U...0Ujp,,
Veamos que para cada j € N se cumple que:
(a) Kj1 C Ky
(b) Kj es un continuo

(a)Siz e K4y = UjH’lU. . .UUjJan].H, entonces x € Ujﬂyk paraalgin k € {1,...,n;41}
y, por construccién, Uj 1 C Uj; para algin i € {1,...,n;,,}, asi x € U;;U;; C K;. Por
lo tanto, K41 C K.

(b) Para cada j € N, se tiene que K; es no vacio y métrico (pues es un subconjunto
del espacio métrico X). Es claro que K es conexo debido a que cada U,; es conexo y
U;i N Uj;+1 # 0. Para probar la compacidad primero notemos que K es compacto por
ser una union finita de conjuntos compactos que tomamos convenientemente para formar
la cadena C;. Ahora, cada K es cerrado pues es una unién finita de conjuntos cerrados

y, por (a), K; C Ky, por consiguiente, K, es compacto. Sea

K:ﬂKj.

jEN
Entonces, K es un continuo puesto que es una interseccién anidada de continuos no vacios
(Proposicién B.11]). Ademés, {z,y} C K, ya que {z,y} C K; para todo j € N. Veamos
que los tinicos puntos que no son de corte de K son x y y. Sea k € K \ {z,y}. Entonces,
para cada j € N, k puede estar en uno o dos eslabones U;; que pertenecen a la cadena
C;. Tomemos A; como la unién de todos los eslabones que estdn antes de los eslabones
(0 eslab6n) que contienen a k y tomemos a B; como la unién de todos los eslabones que

estan después de los eslabones (o eslab6n) que contienen a k. Definimos:

A=JA;nK)y B=JB;nK)

jEN jeN
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Es claro que (A, B) es una separacion puesto que son disjuntos, no vacios (al menos z € A
y y € B), abiertos relativos en K y cualquier punto de K \ {k} estd en A o estd en B. Por
lo tanto, todos los puntos de K \ {z,y} son de corte y K tiene tinicamente dos puntos
que no son de corte, x y y. Por Teorema K es homeomorfo a [0, 1], es decir, K es

un arco de x a y y con esto concluimos que X es arco-conexo. O]

Notemos que en la prueba del teorema anterior sélo se uso la compacidad local para
constriur la primera cadena simple de tal manera que K; fuera compacto y, por (a), todos
los siguientes K; también fueran compactos. Asi, si en lugar de compacidad local tenemos

compacidad y todas las demas hipétesis, la prueba es basicamente la misma.

Corolario 4.12. Si X es un continuo de Peano, entonces X es arcoconezxo.

Demostracion. Se sigue directamente del Lema y el Teorema [4.11] O

Corolario 4.13. Sea X un continuo de Peano. Si U es un subconjunto abierto y conexo

de X, entonces U es arcoconexo.

Demostracion. Notemos que U es métrico, conexo, localmente conexo (por ser un sub-
conjunto abierto de un localmente conexo) y, por Lema [2.56] tenemos que X localmente
compacto. Asi, por el Teorema [4.11] X es arcoconexo. O

4.2. Teorema de Alexandroff-Hausdorff

Antes de probar el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz vamos a dar un bosquejo de
la prueba del Teorema de Alexandroff-Hausdorff, el cual describe una caracteristica del
conjunto de Cantor que le otorga un papel muy importante dentro de la teoria de espacios
compactos. El nombre del teorema se debe a que fueron Alexandroff y Hausdorff los
matematicos que dieron la primera prueba del teorema de forma paralela e independiente.
Lo que afirma el teorema es que existe una funciéon continua y suprayectiva del conjunto
de Cantor en cualquier espacio topolégico métrico y compacto. La prueba completa del

teorema y de los resultados que aqui usamos se pueden ver en [2] y [I].

Sistemas y Limites inversos

En esta secciéon se van a introducir los conceptos de sistema y limite inverso, y se
enunciaran algunos resultados que necesitaremos. Sin embargo, para nuestro proposito
solo definiremos el caso particular en el que el conjunto dirigido es N y los conjuntos
son espacios topoldgicos, lo que nos simplifica las cosas, pues al considerar colecciones
numerables de espacios topoldgicos, los sistemas inversos pueden ser representados como

una secuencia lineal de funciones entre espacios topoldgicos. En cualquier caso, el limite
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inverso es un subconjunto del espacio producto.

Definicién 4.14. Sea Xy, X1, Xo, ... una coleccion numerable de espacios topoldgicos, y
para cada n > 0 sea f, una funcion continua de X,, en X,_1. La secuencia de espacios
y funciones continuas {X,, fn} se llama sistema inverso y puede ser representado por el
siguiente diagrama:

Xo b x, Ex, & e x  Iox, e
El limite inverso es el subconjunto de [[ X,, definido como:
Xoo = {(wo, 21,...) : f(z0) = Tp1,m > 0}

Ejemplo 4.15. Sean Xg D X1 D Xo D ... y, para cadan € N, sea f, : X, = X,_1 la

funcion que a cada x € X, le asocia x € X,,_1. Entonces
Xoo ={(x0,21,...) 1 Tp=p 1} = {(xg,xl,...) 1 Xy € ﬂ Xn} :

En este caso X es homeomorfo a ﬂ X,,.
neN

El ejemplo anterior nos dice que las intersecciones anidadas se pueden ver como limites
inversos. En particular el conjunto de Cantor es el limite inverso de los espacios C),
definidos en el ejemplo 2.9

Definicién 4.16. Sean {X,, fn} v {Yn, g} secuencias de limites inversos. Una funcion
O {X,, fu} = {Ya, 90} es una secuencia {p,} de funciones p, : X, — Y, tales que,
para cadan >0, v,_10 f, = g, 0p,. Decimos que ® es continua si, y solo si, cada @, es
continua; se dice que ® es suprayectiva si, y solo si, cada p, es suprayectiva. La funcion

nducida ¢ @ Xo — Yoo estd definida por:

o(xo, 21, ...) = (po(zo), 1(1), .. .).

Es claro que ¢ esta bien definida. Ademas, se tiene el siguiente lema.
Lema 4.17. Si ® es continua, entonces la funcion inducida ¢ es continua.

Lema 4.18. Sean X,, y Y, espacios Hausdorff compactos, para cada n € N. §i ® es

suprayectiva, entonces @ es suprayectiva.
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Lema 4.19. Sea X un espacio topoldgico. Si {X,, fn} es un sistema inverso tal que,
para todon € N, X,, = X, y f,. es la funcion identidad, entonces su limite inverso X

es homeomorfo a X.

Teorema 4.20 (Alexandroff-Hausdorff). Si X es un espacio métrico y compacto,

entonces existe funcion continua y suprayectiva del conjunto de Cantor en X.

Demostracion. Sea Uy,Us,Us, . .. una coleccién numerable de cubiertas finitas de X for-
madas por cerraduras de conjuntos abiertos, de tal manera que para cadan € N se cumple

que:

» Si U € U,, entonces su didmetro es menor que 2%

= sin > 2, entonces U,, es refinamiento de U,,_;.

Esta coleccidn existe pues X es métrico y compacto. Supéngase que U,, = {Up1, ..., Upny, }-
Consideremos la cubierta U;; definimos Vi ,; = {(u,4) : v € Uy,;}; asi, para cualesquiera
i,je{l,...,kxi}, Vi;NVi; =0,y cada V;; es un espacio homeomorfo a Uy ; y, por tanto,
métrico y compacto. Sea

‘/1:‘/171U...U‘/1’k1.

Notemos que V] es métrico y compacto (por ser unién finita de compactos). Ahora fijémo-
nos en la cubierta Uy. Cada U, ; € Uy estd contenido en al menos un Uy ; € U;. Definimos
‘/272'0‘ = {(U,’l,j) U € UQJ C Ul,i} ¥y sea

ko

n=Ul U Vv

j=1 \Uz,;CU1;

Definimos fy : Vo — Vi por fo((u,4,7)) = (u,1). Notese que f, es continua en cada cerrado
Vi ; ¥, por tanto, continua en todo Va. Sea ¢; : V3 — X la funcién dada por ¢;(u, i) = u
y sea g : Vo — X dada por yo(u, i, j) = u. Continuando con el mismo proceso, podemos
formar un par de sistemas inversos {V,, f,} v {X,ix} y una funcién ® entre ellos, tal

como se muestra en el diagrama:
vi Z&ov Lo o«

1o 12 1 o3

ix ix

X +— X — X + .-

Veamos que el diagrama conmuta. Sea (u, 1,12, .. .,i,) € V,. Por una parte se tiene que
fol(uy iy in, .. yin)) = (W, i1,y yin1) Y @n_1((u,i1,7,...,1,)) = u. Por otro lado,
on((u, 1,792, ...,1,)) = u y, aplicando la identidad, i,(u) = u. De aqui tenemos que

On_10 fn = ix o ,. La funcién inducida es una funciéon ¢ : V,, — X, continua y
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suprayectiva por los Lemas y ademas, por Lema X es homeomorfo a X.
En [2] y [1] se prueba que el limite inverso Vo, es homeomorfo al conjunto de Cantor. Por

lo tanto existe una funciéon continua y suprayectiva del conjunto de Cantor en X [

4.3. Teorema de Hahn-Mazurkiewicz

En esta seccién se probara el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz. Primero probare-
mos algunos lemas que nos dicen que las imdgenes continuas del intervalo [0, 1], ademds
de ser conexas y compactas, son localmente conexas y métricas. Después se probara el
reciproco; extendiendo a todo el intervalo [0, 1] la funcién continua del conjunto de Cantor

C en X dada por el Teorema de Alexandroff-Hausdorff.

Proposicién 4.21. Sean Y un espacio de Hausdorff y X un espacio compacto y local-
mente conexo. Si f : X — Y es una funcion continua y suprayectiva, entonces Y es

localmente conexo.

Demostracion. La funcién f es cerrada (Proposicién [1.44)) y, por Lema [2.18] Y es local-

mente conexo. [l

Proposicion 4.22. Sean Y un espacio de Hausdorff y X un espacio compacto y métrico.

St f: X =Y esuna funcion continua y suprayectiva, entonces Y es metrizable.

Demostracion. La idea es probar que Y es un espacio topoldgico regular y segundo nu-
merable para aplicar el Teorema de metrizacién de Urysohn [2.59]

Primero notemos que, por ser X compacto, Y es compacto y, por hipotesis, Y es Haus-
dorff, asi que Y es normal. Como X es segundo numerable (por Proposicién podemos
tomar 5 = {B; : i € N} base numerable de X. Sea Bx el conjunto de todas las uniones
finitas de elementos de 3. Si U € By, entonces X \ U es cerrado y, como f es cerrada (por

la Proposicién [1.44)), f(X \ U) es cerrado. Tomemos
C={Y\ f(X\U):U e By).

Es claro que C es una coleccién numerable de conjuntos abiertos en Y. Sea V' C Y abierto
y sea y € V. Obsérvese que f~'(y) C f~1(V); ademds, como {y} es cerrado (pues Y es
Ty) v f es continua, f~'(y) es un subconjunto cerrado de X, por lo tanto, f~'(y) es

compacto. Entonces, tomemos {U; U...UU,} C 3 cubierta finita de f~!(y) tal que:
Ty ctyu---uU, C fH(V).

Sea U =U,U...UU,. Entonces U € By y, tomando complementos, nos queda que:
X\f(V)CX\UCX\f () (4.1)

o7



Luego, aplicando f a (4.1), se tiene que:

FXNFHV)) C F(XND)) € F(XN )

Como f es suprayectiva, satisface la igualdad f(A\ B) = f(A) \ f(B) para cualesquiera

Ay B subconjuntos de X; entonces

FEONFUTHV)) C FXND)) € FXON (W)

De nuevo, por la suprayectividad de f, se cumple la igualdad f(X) =Y y f(f~1(A)) = A4,
para cualquier A C Y, por lo tanto:

YAV CHXA\U)) Y\ {y}
Tomando complementos en Y se tiene que:
{y} CYNF(X\U)CV,
por lo tanto, la coleccién C = {Y \ f(X \U) : U € Pr(Bx)} es una base para Y. O

Como resultado de las ultimas dos proposiciones obtenemos el siguiente teorema, que

es una de las dos implicaciones del Teorema de Hahn-Mazurkiewicz.

Proposicion 4.23. Sea f: X — Y una funcion continua. Si'Y es un espacio topoldgico
de Hausdorff y X es un espacio topologico conexo, compacto, localmente conexo y métrico

(un continuo de Peano), entonces f(X) es un continuo de Peano.

Proposicién 4.24. Sea f : [0,1] — Y wuna funcién continua. St Y es un espacio to-

poldgico de Hausdorff, entonces f(X) es un continuo de Peano.

Lema 4.25. Si (X,d) es un espacio métrico, compacto y localmente conexo, entonces
dado € > 0 eziste 0 > 0 con la propiedad de que para cualesquiera x,y € X cond(x,y) < ¢
existe un conjunto abierto conexo V-.C X con x,y € V y diam(V) < . En este caso

decimos que X es uniformemente localmente conexo.

Demostracion. Sea € > 0; por la conexidad local de X tenemos que cada punto x € X
estd contenido en algin subconjunto abierto y conexo U, tal que diam(U,) < e. Sea
{U, : © € X} cubierta abierta de conjuntos conexos de X. Como X es compacto, podemos
tomar una subcubierta finita {U,,,...,U,, }; ademds, por ser X métrico y compacto,
la cubierta tiene numero de Lebesgue (Observacién , digamos 0 > 0, de donde
obtenemos que si z,y € X y d(z,y) < J; entonces existe algin U,, € {U,,,...,U,,} tal

que x,y € U,,. Asi, V = U,, es el conjunto conexo buscado. O]
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Lema 4.26. Si X es un continuo de Peano ye > 0, entonces existe d > 0 con la propiedad
de que para cualesquiera x,y € X con d(z,y) < 6 existe un arco de x a y de didmetro

menor que €. En este caso decimos que X es uniformemente localmente arco-conezo.

Demostracion. Por[4.25] X es uniformemente localmente conexo. Sea ¢ > 0, existe § > 0,
tal que para cualesquiera x,y € X con d(x,y) < ¢, existe un conjunto abierto conexo
V C X con x,y € Vy diam(V) < 5. Entonces, por V es arco-conexo. Asi, existe

un arco de z a y contenido en V| cuyo didmetro es menor que . [

Teorema 4.27 (Hahn-Mazurkiewicz). Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff.
Entonces, X es un continuo de Peano si, y solo si, existe funcion continua y suprayectiva
F:0,1] — X.
Demostraciéon. [<] Supongamos que existe una funcién continua y suprayectiva F' :
[0,1] — X. Por la Proposicién tenemos que X es compacto, conexo, métrico y
localmente conexo, por tanto, un continuo de Peano.
[=] Ahora supéngase que X es un continuo de Peano. Sean I = [0,1] y C el conjunto de
Cantor. Nombremos a las componentes conexas de I\ C' como I; = [a;, b;], de tal manera
que

c=1\J1

jEN

Por [£.20, existe f : C — X continua y suprayectiva. Més atin, f es uniformemente
continua. Sea gy = diam(X)+ 1y sea (&,)n>0 una sucesién decreciente de reales positivos
que converge a 0. Por el Lema [4.26, X es uniformemente localmente arco-conexo, asi que
podemos tomar 7y = 1y, para cada n € N, v, con la propiedad de que 0 < 7, < Y1
y para cualesquiera z,y € X con d(z,y) < 7, existe arco de x a y en X con didmetro
menor que &,. Ademas, debido a la continuidad uniforme de f, sea 09 = 1 y, para cada
n € N, sea ¢,, de tal manera que 0 < ¢, < d,,_1 y si ¢,d € C con |c — d| < J,, entonces
d(f(c), f(d)) < Y. Sea S = {I; : j € N}. Definimos:

S() = {]J S |Cj —dj| Z 51}7
81:{1j68151>|Cj—dj|2(52}y,
en general, para n € N
Sn = {[J €S: 5n > |Cj — d]| > 5n+1}-

Notemos que {S,, : n € N} es particién de S pues dado j € N el diam({;) sélo puede
satisfacer una de las desigualdades. Tomemos j,n € N tales que I; € S,. Sea F; : I; —
X un arco del punto f(c;) al f(d;) de didmetro menor que ¢,. Esto se puede por la

continuidad uniforme de f se tiene que d(f(c;), f(d;)) < ¥n ¥, por ser X uniformemente
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localmente arco-conexo, existe arco de f(c;) a f(d;) con didmetro menor que ¢,,. Definimos
F I — X como sigue:

f(z), si zeC,

F—

Fi(z), si xe€l;.
Es claro que F' estd bien definida; ademas f es suprayectiva y F' |¢= f, de donde tenemos
que F' es suprayectiva. Veamos que F’ es continua. Sea € > 0 y n € N tal que ¢, = 5. Por
la continuidad uniforme de f podemos tomar § tal que si ¢,d € C y |c —d| < §, entonces
d(f(c), f(d)) < min {~,,e,}. Sean s,t € I con |s — t| < J. Tenemos tres casos:
Caso 1. Si s,t € [;, para algin j € N. Como F' : [; — X es un arco de didmetro menor

que &,, entonces
d(F(s), F(t)) < ep. (4.2)
Caso 2. Si s,t € C, tenemos que F(s) = f(s)y F(t) = f(t), ademads, el ¢ utilizado es el

de la continuidad uniforme f, por lo tanto
d(F(s), F(t)) < e. (4.3)

Caso 3. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que s € C, t € I;, para algin j € N, y
s < ¢; < t. Entonces
s —c¢j| + |c; —t| = |s —t] <0,

lo cual implica que
s —c;| <0 y e —t] <.

Por (4.2) y (4.3), se tiene que

A(F(s), (1)) < d(F(s), Fleg)) + d(F(2), Fleg)) < o0+ 60 < S5+ 2 = 2,

Asi, F' es continua. O

Corolario 4.28. Si X es un espacio de Hausdorff conexo por trayectorias, entonces es

arco-conexro.

Demostracion. Sean x,y € X; sabemos que existe a : [0,1] — X continua tal que
a(0) =z y a(l) = y; entonces la imagen de [0, 1] bajo « es un continuo de Peano y, por

tanto, arco-conexo. OJ

En virtud del teorema [4.27] se tiene que existe una funcién continua y suprayectiva
del intervalo [0, 1] en el cuadrado [0,1] x [0, 1]. Esa observacién fue hecha tiempo antes
por Peano, al dar el ejemplo de la curva que llenaba todo el espacio. Sin embargo, la
descripcion de la curva que dio Peano fue meramente analitica y no dio ningtin método que

permitiera visualizar su curva. Después, matematicos como Hilbert, Sierpinski, Lebesgue,
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E. Cesaro, entre otros, dieron métodos que permiten visualizar el proceso de construccion

de curvas que llenan el espacio. Vamos a analizar la construccién dada por Hilbert.

Ejemplo 4.29. Curva de Hilbert: Para cada valor de n € N, se divide el intervalo

unitario I en 4™ intervalos de longitud 47", y el cuadrado I X I, en 4™ cuadrados de lado

27", Se establece una correspondencia biyectiva entre los intervalos de I y los cuadrados
de I x I. En las figuras[{.29 y[4.29 se muestran los primeros pasos de la construccion de

la curva de Hilbert que llena el espacio.

1 2 . . 1 16
6 7 10 11
E 3 5 8| |9 12
4 3 14 13
1 4 1 2 15| 16
22 23] 26| 2738 |39 42 43
21 24| |25 37| |40 [a1 44
20 19 30] [29[36] (35 |46 45
17 18] [31] 32[33 [3a| |47 48
16 T3] 12 1154 |53 |52 49
15 14 o[ [10/55] [56 |51 50
2 3 8 7158 57| (62 63
|
1 4 5 659 [60 |61 |2

Figura 4.4: Pasos 1, 2 y 3 de la construccién de Hilbert
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1 L

Figura 4.5: Pasos 4 y 5 de la construccién de Hilbert

Conclusion

El Teorema de Hanz-Mazurkiewicz es un teorema de sencillez aparente ya que esconde
formas muy poco intuitivas. Consecuencias (por mencionar algunas) del teorema es que
existe una funciéon continua y suprayectiva de I en una n-celda, en el toro topoldgico, en

una n-esfera o ain mas asombroso, de I en el cubo de Hilbert.
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