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Resumen

Las estrellas son objetos astrondmicos interesantes que evolucionan de formas
muy particulares dependiendo de pardmetros fisicos como su masa, densidad y
presion por mencionar algunos. En este trabajo se desarrolla un c6digo numéri-
co en el lenguaje de programaciéon FORTRAN para generar una configuracion
inicial que representa una estrella estitica y esféricamente simétrica a partir
de las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. Dada esta configuracion y
utilizando las ecuaciones de la hidrodindmica de Euler relativistas acopladas a
las ecuaciones de Einstein se evolucionan en el tiempo el fluido y la geometria
de la estrella para entender su evolucion temporal y un estudio de las ramas
estables e inestables de dichas estrellas. Para esto se utiliza el método de dife-
rencias finitas.

Palabras Clave — Relatividad General, Métodos Numéricos, Diferencias Finitas,
Relatividad Numérica, Ecuaciones TOV.
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Abstract

The stars are astronomical objects that envolve in different ways depen-
ding on the physical parameters like the mass, density and pressure. In this
work a numerical code in FORTRAN is developed to generate an initial confi-
guration representing a static and spherically symetric star using the Tolman-
Oppenheimer-Volkoff equations. With this configuration and using hidrodyna-
mics of Euler and Einstein equations, we study the time evolution of the fluid
and the geometry of the star and the stable and unstable branches of these stars.
We use the finite differenccies method.
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Capitulo 1

Introduccion

Las estrellas son de los objetos astrondmicos més estudiados, y representan los blo-
ques fundamentales de la construccion de galaxias. La edad, la distribucién y composicion
de las estrellas en una galaxia trazan su historia, dindmica y evolucién. Las estrellas son
las responsables de la fabricacion y distribucién en el universo de elementos pesados co-
mo el carbono, el nitrogeno y el oxigeno, y sus caracteristicas estan intimamente ligadas
a las caracteristicas de los sistemas planetarios que pueden existir alrededor de ellas. En
consecuencia, el estudio del nacimiento, vida y muerte de las estrellas es fundamental en
el campo de la astronomia.

El objetivo del presente trabajo es estudiar la estabilidad de las estrellas estaticas esféri-
camente simétricas usando las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoft (TOV) para
generar una configuracion inicial de la estrella: utilizando las variables fisicas como la ma-
sa, presion, y densidad, asi como las ecuaciones de hidrodindmica relativista para un fluido
perfecto y con las ecuaciones de Einstein se realiza la evolucién en el tiempo de manera
numérica y se estudia su comportamiento bajo distintas configuraciones.

Para realizar todo esto es necesario hacer uso de diferentes métodos numéricos para
resolver las distintas ecuaciones diferenciales, y la forma de resolverlas es mediante un
codigo de programacion que nos permita simular las estrellas con sus diferentes parame-
tros. El uso de simulaciones numéricas es muy importante ya que en ellas nos basamos para
comprender como es que funcionan las cosas que suceden a nuestro alrededor mejorando-
las usando datos cada vez mas realistas.

El contenido de la presente tesis es el siguiente:
En el capitulo 2 se presenta una introduccién de la teoria general de la relatividad de la

cudl se obtienen las ecuaciones sobre las que se trabajard numéricamente, es decir, como
generar los valores iniciales de las estrellas mediante las ecuaciones TOV y de ellas la evo-
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lucidn en el tiempo. También se habla un poco sobre los cuerpos que se estain modelando
para entender un poco de que es lo que ocurre durante la evolucion de una estrella.

En el capitulo 3 describimos los diferentes métodos numéricos que se utilizan para re-
solver las ecuaciones diferenciales ordinarias (ecuaciones TOV) y parciales (ecuaciones de
hidrodindmica y de Einstein) que se mostraron en el capitulo 2, ademés de una descripcion
de la discretizacion de las ecuaciones para poder ser implementadas en un método numéri-
co adecuado.

En el capitulo 4 se enuncian los pasos de la implementacion del cédigo para construir
las diferentes configuraciones iniciales y analizar la estabilidad de cada una. Una vez que
se obtiene la configuracion inicial se explica el codigo de evolucion y se analiza porque
es necesario recurrir a una viscosidad artificial para evolucionar las ecuaciones de hidro-
dindmica. Finalmente se analiza el comportamiento de las diferentes configuraciones en
funcién del tiempo y se estudia la estabilidad de la estrella en funcién de los pardmetros
fisicos.

En el dltimo capitulo se hace una breve conclusién de las complicaciones que ocurren
al tratar de resolver la evolucidn y se proponen algunas mejoras practicas para resolverla.

Por ultimo en el apéndice A se muestra de donde salen las ecuaciones de TOV a partir
de las ecuaciones de relatividad general y en el apéndice B se desarrollan las diferentes
ecuaciones con el método apropiado.



Capitulo 2

Consideraciones previas

Para poder estudiar la evolucion estelar se deben de tomar en cuenta algunas herra-
mientas tedricas escenciales, como por ejemplo la Teoria General de la Relatividad debido
a que se busca estudiar el comportamiento de las estrellas bajo campos gravitacionales fuer-
tes y también las ecuaciones de la hidrodindmica en las que supondremos que la estrella
estd compuesta por un fluido perfecto.

En base a las ecuaciones que se obtienen de la relatividad general y de la hidrodindmi-
ca, se encuentran las ecuaciones de TOV que ayudardn a generar un modelo que representa
la configuracion inicial de la estrella. Desde el punto de vista de la curvatura del espacio-
tiempo se considera una métrica para el interior de la estrella y se evoluciona con las ecua-
ciones de Euler para hidrodindmica relativista [1].

Ademads de hacer un breve repaso de la Relatividad General y de la hidrodindmica,
hablaremos sobre los objetos compactos, sus caracteristicas y algunas de sus propiedades
que resultan al conjuntarlos con la relatividad general.

2.1. Relatividad General

La teoria de la relatividad general es actualmente la teoria que se utiliza para des-
cribir la gravitacion, esta fue postulada por Albert Einstein a finales de 1915. De acuerdo a
esta teoria, la gravitacion ya no es considerada como una fuerza, tal como se interpreta en
la fisica newtoniana, sino mas bien una manifestacion de la ’curvatura” del espacio-tiempo
[2, 3,4].

En 1905 Einstein propuso la teoria de la relatividad especial la cudl surge de la idea de
que la fisica vista en un sistema de referencia, sea claramente descrita en cualquier otro sis-
tema de referencia inercial al primero, sin que ninguin sistema sea mas importante que otro.
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Esta democratizacion conduce a un nuevo concepto donde se puede manifestar, el cuadries-
pacio. Al querer estudiar estas relaciones en sistemas descritos en coordenadas curvilineas,
nos lleva a introducir objetos geométricos que deben de tener un comportamiento claro
bajo cambios de sistemas de referencia, a los cuales se les llama tensores. Al notar que las
coordenadas curvilineas pueden, en si, estar describiendo a un espacio curvo, se generaliza
el concepto de movimiento libre en el cuadriespacio y, en general, se aprende a reescribir
las leyes conocidas de la fisica, en este cuadriespacio con expresiones tensoriales. De esta
teoria se llega a un nuevo paradigma: no hay fuerza gravitatoria, sino curvatura, la materia
curva al espacio y la geometria determina al movimiento de la materia.

A partir de estas ideas Einstein dio a conocer el principio de equivalencia, del cudl
surgié la idea de pensar que la gravitacion podia identificarse con la curvatura del cua-
driespacio también llamado espacio-tiempo, de manera que la geometria era alterada por la
distribucion de materia y energia. Una manera de representar todas estas ideas matemati-
camente es recurriendo a la forma tensorial.

2.1.1. Meétrica

Consideremos un espacio continuo de cuatro dimensiones (tres espaciales y una
temporal), matematicamente, una variedad diferenciable de cuatro dimensiones. Sean x* las
coordenadas de un evento en dicho espacio-tiempo, donde a toma los valores de {0, 1, 2, 3},
los cuales nos dicen en que momento y en que lugar del espacio ocurrio el evento. Se hace
referencia a la componente O como la componente del tiempo y a los valores {1, 2,3} como
las componentes del espacio.

Entre dos eventos infinitesimalmente cercanos con coordenadas x* y x* +dx* es posible
definir una distancia invariante ds* de la siguiente forma

3
ds* = Z gudx'dx" = g, dx"dx" 2.1

1,v=0

donde a g, se le conoce como tensor métrico o simplemente métrica, y la tltima igualdad
define la convencion de suma de Einstein (indices que aparecen repetidos se suman). La
distancia invariante no depende del sistema de coordenadas que se utilice para describir
al espacio-tiempo. En cada punto del espacio-tiempo, las componentes del tensor métrico
forman una matriz simétrica no singular de 4 X 4 elementos, con eigenvalores cuyos signos
son (—,+, +,+), es decir , un eigenvalor negativo asociado al tiempo y tres eigenvalores
positivos asociados al espacio. En el caso de relatividad especial, el tensor métrico se reduce
a la métrica de Minkowski en coordenadas cartesianas
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ds* = —df* + dx* + dy* + d7* (2.2)

que corresponde al espacio tiempo plano. En relatividad general el tensor métrico puede
variar de un punto a otro.

2.1.2. Geodésicas

Una de las ideas de Einstein fue pensar que en la presencia de un campo gravita-
cional, los objetos siguen moviendose en las trayectorias lo mas rectas posibles, es decir
trayectorias extremas, pero ahora en una métrica distinta. De este modo la gravedad no
se ve como una fuerza, sino como una distorsion de la métrica. Dada esta distorsion, los
objetos se mueven siguiendo la trayectoria mas corta de un punto a otro, llamada geodésica.

La trayectoria de un objeto se calcula con ayuda de un pardmetro llamado tiempo pro-
pio, que corresponde al tiempo medido por un observador en el punto donde esta el objeto y
se define como dr? = —ds®. Este tiempo propio no tiene porque ser dt, pues t es solamente
una coordenada. La ecuacion para una curva geodésica esta dada en general por

P b
dr? B dr dr

donde a las cantidades I", 5 S€ les conocen como simbolos de Christoffel y estdn dados en
términos de derivadas de la métrica como

(2.3)

g_pv 0gav n agﬁv 5ga,3

. = - 24
w2 o oxr  Ox 24)
La ecuacién geodésica puede escribirse también como
du* Mo
i W =0 (2.5)

donde u* = dx*/dt y se define como la ”4-velocidad”, que es el concepto de velocidad
ordinaria generalizada a 4 dimensiones.

2.1.3. Curvatura

Para distiguir un espacio-tiempo plano de uno que no lo es, usamos el tensor de
curvatura de Riemann representado por R/, . Este tensor mide el cambio de un vector al
transportarlo alrededor de un circuito manteniendolo siempre paralelo a si mismo. En un
espacio-tiempo plano no ocurre cambio alguno en el vector, pero en uno curvo si. Definimos
el tensor de Riemann como



6 Capitulo 2. Consideraciones previas

RS, = 0,5, - 8,07, + (05,19, - T5I7,). (2.6)

uvp up™ av Vo ap

A partir del tensor de Riemann podemos definir el tensor de Ricci sumando dos de los
indices libres

Ry =Ry, 2.7)

i

El tensor de Riemann tiene en total 256 componentes pero debido a las simetrias tni-
camente 20 de ellos son independientes y se puede demostrar que si el espacio-tiempo es
plano todos ellos son cero, de manera que el tensor de Ricci tiene 10 componentes indepen-
dientes, pero si el espacio-tiempo es plano no necesariamente es cero. Del tensor de Ricci
se puede calcular el escalar de curvatura R de la siguiente manera

R = g"R,,. (2.8)

Cuando se escriben los tensores con los indices arriba y en otras ocasiones con los
indices abajo, no se refieren al mismo tensor sino a vectores y covectores en el espacio
tangente y en el espacio dual. La regla consiste en subir o bajar los indices contrayendolos
con el tensor métrico g o g,,,. Ejemplos

Vy = gV
Vo= g"y,
TH — g;uyngTa’B

_ A
Ro-;zvp - g(T/lRﬂVp-

2.1.4. Derivada covariante

Cuando se considera el cambio de un campo tensorial en el espacio-tiempo, se debe
tomar en cuenta que al moverse de un punto a otro no solo las componentes de dicho
campo pueden cambiar, sino también la base en la que se esta representando este. Para un
espacio plano tridimensional en coordenadas cartesianas, la base es en general llamada base
candnica. Una base comun para un espacio curvo o plano es la base coordenada en la que
los elementos de la base, la componente es uno a lo largo de la direccién de la coordenada
dada y cero en las demaés direcciones. El producto escalar de esta base se ve como

e, - gﬂ = 8ap (2.9)

entonces las componentes del tensor métrico son el producto escalar de los vectores base.
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Dado un vector V, las componentes de dicho vector seran v* en las coordenadas x*,
mientras que &, el vector base en direccion de x*

V=, (2.10)

el vector vV es una combinacion lineal de los elementos de la base. Ahora, si se considera el
cambio de un vector a lo largo de la coordenada se obtiene

oF 9 . O 06
o = o V%)= g%t g @10

de forma que la derivada de un vector es mds que la simple derivada de sus componentes.

Como 0é€5/0x” es un vector, se puede expresar como una combinacién lineal de los
vectores base. Con esto en mente, se introducen los simbolos de Christoffel que se mencio-
naron anteriormente para denotar los coeficientes de dicha combinacién lineal

ae, )
axi =12, (2.12)

de manera que sustituyendo (2.12) en (2.11) tenemos que

NP

o 0P S .
+VTh e, = (@ + vﬂrgﬂ) és (2.13)

o = e

Esto nos da las componentes de dV//dx® en términos de la base &;. Se define la derivada
covariante como

av(l
a _ 7 @
Vv = P +vT, (2.14)
que nos dice como cambian las componentes del vector al movernos en el espacio-
tiempo, incluyendo cambios de los elementos de la base. Si los simbolos de Christoffel son

cero, la derivada covariante se reduce a la derivada parcial.

Para un vector con indice abajo, la derivada covariante es

ov,
OxB
mientras que para tensores de mas indices, en la derivada covariante se afiade un término
con simbolos de Christoffel por cada indice libre, con el signo adecuado dependiendo de si
el indice esta arriba o abajo.

r (2.15)

Vﬁ Vo = af Vﬂ ’
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2.1.5. Ecuaciones de Einstein

La forma en la que se relaciona la geometria del espacio-tiempo con la distribucion
de la materia y energia esta contenida en las ecuaciones de Einstein que se expresan de la
siguiente forma

1 8nG
G#V = R#V - EgﬂvR = 7Tyv (216)

donde G, es el tensor de Einstein, el cual esta relacionado con el tensor de curvatura de
Ricciy T el tensor de Energia-Momento de la materia [3-4].

El tensor de energia-momento, describe la densidad de energia, la densidad del momen-
to y el flujo de momento de un campo de materia a través de las siguientes componentes:

T% = Densidad de energfa (2.17)
T% = Densidad de momento (2.18)
T" = Flujo de momento i a través de la superficie. j (2.19)

En el caso de un espacio-tiempo vacio las ecuaciones de Einstein se reducen a G, = 0
o0 equivalente a R, = 0, lo cudl no significa que el espacio-tiempo sea plano pues se sabe
que el campo gravitacional de un objeto se extiende mads alla del objeto mismo, por lo que
la curvatura en una region del vacio cercana a un objeto masivo no puede ser cero. De estas
ecuaciones se predice la existencia de las ondas gravitacionales o de los hoyos negros, entre
otras.

2.1.6. Identidades de Bianchi y leyes de conservacion

A partir del tensor de curvatura de Riemann es posible demostrar que se cumplen
las siguientes propiedades

V/lRa/ﬁ,uv + VVRCVB/UI + V.UR“,BVA = 0 (220)

las cuales se conocen como las identidades de Bianchi. Una consecuencia de estas identi-
dades es que la divergencia covariante del tensor de Einstein es igual a cero

V,G* = 0. (2.21)

Esta propiedad en las ecuaciones de Einstein implica inmediatamente que

vV, 7" =0 (2.22)

lo cual representa las leyes locales de conservacion de la energia y el momento. En el caso
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de un fluido, al seleccionar la componente u de (2.22) como u = 0 se obtiene la ecuacion
de conservacion de la masa.

2.2. Hidrodinamica

A la hora de describir el movimiento de un fluido existen dos puntos de vista. Una
primera forma de hacerlo es seguir a cada particula en su movimiento, de manera que se
buscan unas funciones que den la posicion, asi como las propiedades fisicas de la particula
en cada instante de tiempo. A ésta descripcidn se le conoce como Lagrangiana. Una segun-
da forma es asignar a cada punto del espacio y en cada instante de tiempo, un valor para las
propiedades o magnitudes fisicas sin importar que en ese instante, la particula ocupa ese
volumen diferencial. Esta es la descripcién conocida como Euleriana, que no estd ligada a
las particulas sino a los puntos del espacio ocupados por el fluido. El valor de una propie-
dad fisica en un punto y en un instante determinado es el de la particula que ocupa dicho
punto en ese instante.

La descripcion Lagrangiana utiliza conceptos propios de la mecénica de particulas para
describrir un medio continuo, por lo que no es aconsejable en la mayoria de las situaciones
debido a la complejidad de las ecuaciones a las que da lugar. Por este motivo desde los
afios setenta comenzaron a desarrollarse c6digos usando coordenadas eulerianas. Wilson
[5] diseno un cédigo en coordenadas cilindricas capaz de tratar la acrecion de materia so-
bre un agujero negro en rotacién con simetria axial cuyo tensor de energia momento para
la materia estaba descrito por el de un fluido perfecto.

Las ecuaciones de la dinamica de fluidos relativistas se han deducido usualmente por
analogia con la dindmica de fluidos newtoniana, identificando adecuadamente las magnitu-
des relativistas que representan las densidades y flujos de materia, momento y energia.

En lo que sigue de este trabajo, se considera un fluido perfecto, para el cudl el tensor de
energia-momento esta dado por

" = pohu''u” + pg"’, (2.23)

donde py es la densidad de masa, i es la entalpia, p es la presion del fluido, u, la
4-velocidad del fluido y g*” 1a 4-métrica. La entalpia se define como

h=1+s+2 (2.24)

Po
donde ¢ es la energia interna especifica, relacionada con la densidad de energia e como
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e= = 1. (2.25)

Lo
Suponiendo que el fluido esta caracterizado por un tensor de energia-momento como
(2.23). Una de las ecuaciones de la dindmica de fluidos relativista representa la ley de
conservacion local de la masa

V, (pou') =0 (2.26)

las otras ecuaciones que representan las leyes de conservaciéon son las obtenidas de las
identidades de Bianchi (2.22).

Cuando estas ecuaciones se proyectan en hipersuperficies del espacio-tiempo y sus di-
recciones normales se obtienen las ecuaciones de Euler relativistas. El resultado es un sis-
tema de ecuaciones para las variables primitivas py, V", p donde v" es la velocidad del ele-
mento de fluido medido por un observador euleriano. Considerando la métrica en simetria
esférica

ds* = —a(t, r)dt* + a*(t,r)dr* + r*df + r* sin 6d¢ (2.27)

donde el valor de @ y a debe determinarse. Comparado con la formulacion 3+1 donde se
escribe la métrica como

s* = —(a — BBt + 2Bidx'dt + y;jdx' dx’ (2.28)

donde a se conoce como la funcién de lapso entre las hipersuperficies y S; el vector de
corrimiento, que calcula el desplazamiento entre el observador euleriano y las lineas de
coordenadas constantes y las y;; son la 3-métrica espacial asociada a las hipersuperficies.
Para el caso que se estudia B; = 0 por lo que y,, = a*, Yoo = 17y Y4 = r* sin 6.

La forma en la que se relaciona la velocidad espacial con las componentes espaciales
de la cuadrivelocidad del fluido en (2.23) es a través de la relacion v = v’ /1 — g, vV =

u' V1 —a?vv' = u" /W, donde W es el factor de Lorentz definido como W = au'’. Sustitu-
yendo en la ecuacion para la conservacion local de la masa (2.26) se tiene que

Vi(poit') = \/—_6 i (V=gpout') = 0 (2229)

donde g es el determinante de tensor métrico g = det g,,. De la métrica en la ecuacion
(2.28) se obtiene que v/—g = aar’ sinf y finalmente sustituyendo en (2.29) se tiene

1 1
—2(9,(aar u') + ——0 (aar*u’) =0 (2.30)
aar aar

definiendo D = poW = ppau’
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1
9, (aD) + -0, (aar’y'D) = 0 (2.31)
r

que es la primera ecuacion de Euler.

Haciendo el mismo célculo con las ecuaciones que se obtienen de (2.22) llegamos a que

1
d,(aD) + -0, (aar’DV') = 0, (2.32)
r

1
d,(as,) + —26r (cxar2 S+ p)) =
r

2
2

—aa@ SV +17+p+D)+ aa—p, (2.33)
r r

1 m
0, (at) + ﬁa, (aar2 (t+p) v’) = —aaﬁS,. (2.34)

donde las variables conservativas se definen como

D = poW (2.35)
S, = pohW?v, (2.36)
T = pohW? = p — poW (2.37)

Se pueden reescribir las ecuaciones de Einstein usando las mismas variables conserva-
tivas de forma que se tiene

0.a = —4nraas ,, (2.38)
0a=a|anr(r+ D)= 5, (2.39)
r
oa . m
=a [47rr SV +p)+ —2] . (2.40)
r

2.3. Ecuaciones TOV

En el campo de la astrofisica, el estudio de las estrellas TOV no es algo realmente nue-
vo en el drea de simulaciones computacionales. Estas ecuaciones describen a las estrellas
compactas mejor que las ecuaciones newtonianas del equilibrio hidrostatico ya que toman
en consideracion correcciones provenientes de la relatividad general [6].
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Basandose en una métrica esférica para el interior de una estrella, y usando unidades
generalizadas, G = ¢ = M, = 1 donde M, es una masa solar, se obtiene que la métrica se
puede expresar como

2M(r)

ds? = —e*dr + (l -
r

-1
) dr? + rPdQ? (2.41)

si ademas se considera el tensor de energia-momento para un fluido perfecto se pueden
deducir a partir de las leyes de conservacion las ecuaciones TOV para una estrella.

Utilizando la métrica (2.41) y el tensor de energia-momento para un fluido perfecto
(2.23) en las Ecuaciones de Einstein mostradas en la seccién 2.1 pueden obtenerse las
ecuaciones de Tolmann-Oppenheimer-Volkoft que son

dm _ Anr*p(l + €/c?) (2.42)
dr
dp 5 . m+4nrip/c?
— == 1 —_— 24
ar G(p(1 +€/c) + p/e )r(r—2Gm/c2) (2.43)
302
d® m+4nr'p/c (2.44)

dr ~ r(r —2Gm/c?)

Para una deduccién completa de las ecuaciones TOV se puede consultar el apéndice A.

Este es un conjunto de tres ecuaciones diferenciales ordinarias para la masa, la presion
y la energia interna de la estrella cuyas soluciones a partir de condiciones iniciales nos
dardn la configuracion de la estrella.

Estas ecuaciones se solucionardn por métodos numéricos y servirdn para generar una
configuracion inicial de la estrella la cudl se evolucionara con las ecuaciones de la hidro-
dindmica relativista y nos servirdn para estudiar la evolucion temporal de las estrellas.

2.4. Objetos Compactos

Las estrellas nacen de la materia dispersa en la mayoria de las galaxias. La turbulencia
que ocurre en lo profundo de nubes de materia da lugar a zonas con suficiente masa que
puedan comenzar a colapsar bajo su propia atraccion gravitacional. Durante los colapsos
que ocurren dentro de la nube, el material en el centro empieza a calentarse para dar lugar
asi a una estrella. No todo este material termina en una estrella, el polvo restante puede
convertirse en planetas, asteroides o cometas o puede permanecer simplemente como pol-
vo. Modelos computacionales de la formacion estelar predicen que las nubes giratorias de
gas y polvo pueden dividirse en dos o tres partes; esto explicaria por qué la mayoria de las
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estrellas en la Via Léctea estdn emparejadas, es decir, formando sistemas binarios donde
dos estrellas orbitas mutuamente alrededor de un centro de masas en comun o en grupos de
varias estrellas.

Dentro de las estrellas ocurre la fusién nuclear del hidrégeno para formar helio en su
interior. La liberacion de energia a partir de las reacciones que ocurren en el centro de la
estrella proporciona la presion necesaria para que las estrellas no colapsen bajo su propia
gravedad, ademads de energia que las hace brillar [7].

Las estrellas abarcan un amplio rango de luminosidades y colores, y se pueden clasifi-
car de acuerdo con esas caracteristicas. Las estrellas mas pequeiias, conocidas como enanas
rojas, pueden contener tan poco como 0.1 M, y emitir sélo el 0.01 % de energia, brillan-
do débilmente a temperaturas entre 3000 — 4000K. A pesar de su naturaleza diminuta, las
enanas rojas son, con mucho, las mds numerosas estrellas en el Universo y tienen espe-
ranzas de vida de decenas de miles de millones de afios. Por otro lado, las estrellas mas
masivas conocidas como hipergigantes, pueden ser de 100M,, o mds, y tienen temperaturas
de superficie de mds de 30,000K. Las hipergigantes emiten cientos de miles de veces més
energia que el Sol, pero tienen una vida de s6lo unos pocos millones de afos.

Las secuencias evolutivas de estrellas se describen por su posicién en un gréfico lla-
mado el diagrama de Hertzsprung-Russell (HR). Estos autores descubrieron que cuando la
luminosidad (magnitud absoluta o brillo) de las estrellas se representa frente a su tempera-
tura (clasificacion estelar) las estrellas no estdn distribuidas al azar en el gréfico, pero estdn
en su mayoria restringidas a unas pocas regiones bien definidas. Las caracteristicas fisicas
de las estrellas cambian con el tiempo, y por lo tanto sus posiciones sobre el diagrama HR
también, por lo que el diagrama HR puede ser considerado como una trama visual de la
evolucion estelar.

En la figura (2.1) se muestra el HR, donde se grafican luminosidad y magnitud absoluta
vs temperatura. El 90 % de todas las estrellas ocupan la banda diagonal que va desde la
esquina superior izquierda (estrellas luminosas calientes) a la esquina inferior derecha (es-
trellas tenues frias) del diagrama HR también llamada secuencia principal. Las estrellas se
convierten en estrellas de secuencia principal cuando el proceso de la fusién termonuclear
- la conversion de hidrégeno en helio - se estabiliza. Las estrellas que se encuentran en la
secuencia principal estdn en equilibrio hidrostético, es decir, la presion de radiacién hacia
el exterior desde el proceso de fusion es equilibrada por la fuerza gravitatoria hacia adentro
y son el tipo de estrellas que se modelaran con las ecuaciones de TOV (2.42-2.44) [8].
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Figura 2.1: Diagrama de Hertzprung Russell, donde se puede observar la secuencia evolutiva de las estrellas
de acuerdo a diferentes caracteristcas fisicas que presentan. En ella se grafican su temperatura (la cudl se
clasifica en diferentes tipos espectrales dependiento de su valor), luminosidad, Color y magnitud.

2.4.1. Enanas blancas

La deteccion de enanas blancas es dificil, ya que son objetos con un brillo muy débil.
Hay ciertas diferencias en las enanas blancas segtin su masa. Las menos masivas solo al-
canzan a quemar hidrégeno en helio. Es decir, el nicleo de la estrella nunca se comprime
lo suficiente como para alcanzar la temperatura necesaria para quemar helio en carbono.
Las enanas blancas mds masivas si llevan a cabo reacciones nucleares de elementos mas
pesados, es decir, en su nicleo podemos encontrar carbono y oxigeno.

Las enanas blancas son estrellas calientes y pequefias, generalmente su masa cambia en
el tiempo entre las 0.5M y 0.6 M, por lo que su luminosidad es muy baja. Son los residuos
presentes en el centro de las nebulosas planetarias. Dicho de otra manera, se cree que las
enanas blancas son el nucleo de las estrellas de baja masa que quedan después de que la
envoltura se ha convertido en una nebulosa planetaria.

El nucleo de una enana blanca consiste de material constituido por electrones degene-
rados. Sin la posibilidad de tener nuevas reacciones nucleares, y probablemente después de
haber perdido sus capas externas debido a las particulas cargadas expulsadas de la atmdsfe-
ra de la estrella y la expulsion de una nebulosa planetaria, la enana blanca se contrae debido
a la fuerza de gravedad. La contraccion hace que la densidad en el nicleo aumente hasta
que se den las condiciones necesarias para tener un material de electrones degenerados. Es-
te material genera presion de degeneracion, el cual contraresta la contraccion gravitacional.
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Después de que una estrella se ha convertido en enana blanca, lo mas probable es que
su destino sea enfriarse y perder brillo. Debido a que las enanas blancas tienen una baja
luminosidad, pierden energia lentamente, por lo que pueden permanecer en esta etapa por
tiempo en el orden de millones de afios.

Al ser estudiadas més a fondo las propiedades de las enanas blancas se encuentra que
al aumentar su masa, su radio disminuye. A partir de esto es que se encuentra que hay un
limite superior para su masa, el cual se encuentra alrededor de 1.4M,. Si la masa es superior
a 1.4M, la presion de degeneracidn del nicleo no es suficiente para detener la contraccion
gravitacional. A este se le llama el limite de Chandrasekhar, y se dard una breve explicacion
a continuacion. Para mas detalles se puede consultar [9].

Limite de Chandrasekhar

El limite superior de la masa de una enana blanca fue calculado por Chandrasekhar el
cual se calcula de la siguiente manera. La energia de la enana blanca se escribe como

Ei = Ec + Ep (2.45)

donde E. es la energia cinética y E, la energia potencial gravitacional. Suponiendo que la
densidad es uniforme en toda la estrella y sin usar unidades generalizadas

Er=-37%

Suponiendo el gas de electrones degenerado, lo que equivale a tomar el limite cuando
T — 0, el momento de Fermi se escribe como

(2.46)

1/3
N ) (2.47)

PF :A(V

donde A = (3712)%?1 y V = 47R%/3 es el volumen de la estrella y N el niimero total de
electrones contenidos en la estrella. Por otro lado, el nimero de electrones contenidos entre

pyp+dpes
3V

dN = Ye prdp (2.48)
La energia cinética del gas se puede escribir entonces como
3V op? 2 3Vp%
E.=— —p’dp = 2.49
Ay 2mP P T 5A30m, (249)

donde m, es la masa del electrén. De tal forma que obtenemos finalmente
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< 10m, \V

El interior de la estrella esta compuesta en su mayor parte por C'? y O'® que contienen
igual nimero de protones, neutrones y electrones, por lo que consideraremos

_ 3NA? (N)z/3 (2.50)

M =2Nm, (2.51)

donde m,, es la masa del proton. Sustituyendo (2.46) y (2.50) en la ecuacion (2.45) tenemos

2/3 5/3 )
3 (%) h(M) 3GM 05

Eyp=——|— -
T o0R2\ 8 5 R

El radio de equilibrio para la estrella R., es aquel en el cual la energia es minima,
calculando, obtenemos que

m, \m,

RN

R, — 2.53
que escrito de otra forma en terminos de R, y M, se reduce a
Re M 1/3
L ~001(57) (2.54)
Ro M

si tomamos la masa M como del Sol (M,,), el radio de nuestra enana blanca seria alrededor
de los 7000km, aproximadamente el radio de la Tierra. De esta ecuacion también podemos
notar que conforme la masa incrementa el radio decrece.

Si tomamos M lo suficientemente grande los electrones se vuelven relativistas, y el
andlisis anterior necesita ser modificado. Entonces consideraremos ahora el caso relativista,
por lo que la energia total de los electrones esta dada por

3v [(rr 1/2
E.= = f (p2C2 + mgc“) / p’dp (2.55)
0
que se puede aproximar mediante la serie a
3Ve (PF mc’p
E . ~— St~ +...|d 2.56
de donde se obtiene
3V
- ZA—g(p‘;+m§czp%+~--) (2.57)

De esta manera la energia total de la estrella en el caso relativista es
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Cuadro 2.1: Tabla con datos observacionales de enanas blancas, en ella se muestra el nombre de la estrella
asi como su masa en términos de masas solares, radio comparado con el radio del sol y sus densidades
centrales usando la ecuacién py = 3M/4nR>.

Enana Blanca | Masa(M,) | Radio(R) o
Sirius B 1.034 0.0084 10.59

CD-38 10980 0.74 0.01245 2.3298
40 Eri B 0.501 0.0136 1.21009

Stein 2051 B 0.48 0.0111 2.1302

3 (on\'?  (M\*? 3GM®2 3R 1 mES [ M\
%) la) -3 ) e

Ep =~ — —| - +—— —
T8RN\ 8 m, 5 R 40P 1 \m,

Calculando el valor de R,, de manera andloga encontramos que para el caso relativista

1/3 4/3 ) . .
= (%’”) fic (ﬁ) — 3GM° 5 () dado que cuando es menor que cero la presién debida
my 5 R

a la degeneracion de los electrones es incapaz de detener el colapso de la estrella por la
gravedad, entonces

%(%)1/3 hc(mﬁp)MS

> 1 (2.59)

3

sGM?

Este criterio se puede reescribir como

M < M, (2.60)
donde
15 (hic)'?

M, = — (57)"* —— = 1.72M, 2.61

si se quiere encontrar una masa critica mas realista no se toma en cuenta que la densiad sea
constante de forma se puede demostrar que

M. =1.44M, (2.62)

Debido a la existencia de este limite es que las estrellas de entre 1.4 M,y 11 M, deben
perder masa para poder convertirse en enanas blancas, dos medios de pérdida de masa son
los vientos estelares y la expulsion de nebulosas planetarias. De otro modo si esta no pierde
esas cantidades el gas pasa a convertirse en un gas de neutrones y por ende una estrella de
neutrones. En la tabla 2.1 se muestran enanas blancas que han sido observadas asi como su
masa, radio y densidad.
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2.4.2. Estrellas de Neutrones

Una estrella de neutrones nace en las tltimas etapas de una estrella masiva como conse-
cuencia de una explosion de supernova. La implosion se da después de que se lleva a cabo
la formacion de particulas alfa y neutrones a partir del hierro en el nticleo de la estrella con
rayos gamma, y los electrones se unen a los protones formando neutrones y neutrinos.

Una vez que la presion de degeneracion que brindaban los electrones presentes en el
nucleo desaparece, el nicleo de la estrella empieza a contraerse nuevamente. La contrac-
cién se puede detener si la masa de la estrella estd por debajo de 3M. En este caso la
densidad es comparable a la densidad de un nicleo atémico, y una nueva forma de presion
de degeneracion se presenta, producida por neutrones (en vez de electrones).

Cuando la estrella termina de contraerse y llega al equilibrio, lo que queda es una estre-
lla de neutrones que es un objeto muy compacto y muy masivo; tiene una masa de un par de
masas solares contenidas en una esfera de 10 km de radio. Debido a la gran masa y el radio
tan pequefio que tienen, la gravedad en la superficie de una estrella de neutrones es enorme.

Limite de Oppenheimer-Volkoff

Aligual que en el caso de las enanas blancas, existe un limite para el maximo de masa de
una estrella de neutrones y a este se le conoce como el limite de Oppenheimer-Volkoff . El
desarrollo que se lleva a cabo para encontrar dicha masa es el mismo que se desarroll6 para
la enana blanca modificando ahora que m, — m, /2y m, — m,. De manera que para el
caso no relativista obtenemos que

Re 1/3
<%~ 0000011 (%) (2.63)

©

si la masa de la estrella es la masa del sol, es decir, M = M, entonces el radio de la estrella
seria de alrededor de 10Km.

Tomando en cuenta el caso relativista la masa critica es de alrededor de

M, ~69M, (2.64)

y mediante calculos mas realistas tomando la densidad no constante, los neutrones no como
particulas puntuales y tomando en cuenta la relatividad general se obtiene que

M, = 3M,. (2.65)

En resumen cuando una estrella contintia contrayéndose la presion de degeneracion
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Cuadro 2.2: Tabla con datos observacionales de pulsares, en ella se muestra la velocidad de rotacién

Pulsar Velocidad de rotacién (ms) Radio(km)
0531+21 Cangrejo 33.40 10.01
0833-45 Vela 89.29 8-15
1951+32 SNR CTB80 39.53 Sin determinar
0630+18 Geminga 237.09 Sin determinar

provocada por los electrones es sustituida por la presion de degeneracion provocada por
los neutrones. Si se hacen los calculos que realiz6 Chandrasekhar, en este caso también
se encuentra que hay una masa maxima que puede tener una estrella de neutrones. Estos
célculos nos dicen que esta masa es de 1.7M. Sin embargo, si se estudia la ecuacion de
estado de una estrella de neutrones con mas cuidado, la masa resulta ser de 3M,,. La evi-
dencia observacional que se tiene hasta el momento confirma este ultimo resultado, por lo
que la masa critica para estrellas de neutrones se toma como 3M,,. Si la masa de la estrella
estd por encima de éste nimero, la gravedad se impone a la presion de degeneracién ha-
ciendo que la estrella se contraiga sin que exista algo que pueda detener esta contraccion.
Es aqui cuando la creacién de un agujero negro es inevitable. El gran campo magnético
en rotacion de la estrella de neutrones crea un fuerte campo eléctrico, el cual hace que los
electrones en la superficie fluyan por los polos magnéticos. Estas particulas son aceleradas
y producen una radiacion electromagnética que sale de los polos magnéticos. Al rotar la
estrella los rayos de radiacion son enviados al espacio tal como si fuera un faro cuya luz
podemos ver sélo si estamos en la direccion de los rayos. Desde la Tierra podemos ver
la radiacién como pulsos de la misma frecuencia de rotacion de la estrella de neutrones,
motivo por lo cual estas estrellas fueron identificadas como Pulsares. Algunos de estos se
muestran en la tabla 2.2.

2.4.3. Estrellas de Quarks

Anos después de la prediccion de los quarks por Gell-Mann surge la idea de las estre-
llas de quarks, surgiendo a partir de una estrella de Neutrones. La identificacién de una
estrella de quarks requiere sefiales observacionales consistentes. Con esto nos referimos a
propiedades fisicas de la estrella, tales como su masa méaxima, radio, periodo minimo de
rotacion, enfriamiento por emision de neutrinos, etc. Todas estas propiedades dependen de
una Unica ecuacion de estado para la materia densa de quarks que ain no ha sido completa-
mente establecida. El rasgo distintivo més notable de las estrellas de quarks es que en ellas
la materia no se mantendria unida por la atraccion gravitacional, como ocurre en las demés
estrellas, sino que seria consecuencia directa de la interaccion fuerte entre los quarks. En
este caso, la estrella se dice que es autoligada.
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Algunas posibles estrellas observadas candidatas a ser estte tipo de estrellas son la fuen-
te RX J1856.5-3754 con tempeeratura de 7x10° Celsius con un radio aproximado del 1km,
aunque se ha ido debilitando la idea de que fuese una estrella de neutrones. Otra candidata
es la fuente 3C58 con periodo de rotacion de 65ms, con temperatura menor de un millén de
grados Celsius, lo cudl no concuerda con la teoria pudiendo asi ser una estrella de quarks.

2.4.4. Agujeros Negros

Podemos pensar en un agujero negro como una cantidad de masa muy grande contenida
en un solo punto, llamado cominmente singularidad. Esta concentracién de masa crea un
campo gravitacional tan grande que nada puede escapar de €l, ni siquiera la luz. La sin-
gularidad se encuentra envuelta por una superficie cerrada, llamada horizonte de sucesos.
Dicho horizonte de sucesos separa la region del agujero negro del resto del universo y es la
superficie limite del espacio a partir de la cual ninguna particula puede salir.

El hecho de que ni siquiera la luz pueda escapar de un agujero negro se debe a que la
velocidad de escape dentro del agujero es mayor a la velocidad de la luz y la relatividad
especial nos dice que nada puede moverse mas rapido que la luz. El horizonte de sucesos
tiene un radio llamado el radio de Schwarzschild, en el cual la velocidad de escape es jus-
tamente igual a la velocidad de la luz, por lo que una vez que se entra al horizonte no se
puede salir. El radio de Schwarzschild es proporcional a la masa del agujero; es decir, si
duplicamos la masa del agujero negro, su radio también se duplicara.

Como se menciond anteriormente, matematicamente la forma de representar un objeto
estético esféricamente simétrico es mediante la métrica
ds® = —f(r)dt* + h(r)dr* + R(r)*(d&® + sinfd¢?) (2.66)
donde r es la coordenada radial f, &y R son funciones que dependen tnicamente de r.
A esta métrica le podemos aplicar las ecuaciones de Eintein. Suponiendo el vacio (T}, =

0) y comparando con el limite Newtoniano obtenemos como solucién final la métrica de
Schwarzschild cuyo espacio-tiempo se ve de la forma

dszz—(l—

cr cr

-1
26M ) dr’ + (1 _ oM ) dr* + r*d6* + r* sin*(9)d¢> (2.67)

observemos que cuando r — oo recuperamos la métrica de Minkosky. En la métrica
existen dos singularidades, en r = 0y r = 2GM/c?, la primera es una singularidad debido
a la geometria y la segunda conocida como el radio de Schwarzschild que es el horizonte



2.4. Objetos Compactos 21

de eventos antes mencionado y es una singularidad de coordenadas.

Para entender lo que pasa dentro de la singularidad es necesario conocer las leyes que
rigen la unién de la relatividad general (escalas grandes) con la mecédnica cudntica (escalas
pequeiias). La unién de estas dos ramas de la fisica continda abierta. Es por eso que sélo se
tiene estudiado lo que pasa cerca de la singularidad del agujero negro.

A pesar de que los agujeros negros no son luminosos, su campo gravitacional es muy
intenso, por lo que encontrar un agujero negro aislado es muy dificil, sin embargo si se
encuentra cerca de otros objetos es posible inducir su presencia debido a la atraccion gravi-
tacional que siente el otro objeto. Es por eso que el estudio de sistemas binarios es de gran
importancia para la deteccion de agujeros negros.

Todas estas ecuaciones que se han discutido pueden ser muy dificiles de solucionar, por
lo que se requiere el uso de métodos numéricos y al hablar de estos métodos pueden com-
plicarse los calculos debido a la gran cantidad de pasos que se realizan por lo que se vuelve
mas simple usar un programa en algun lenguaje de programacion que facilite la resolucion
de estas ecuaciones.

En el siguiente capitulo se dard un breve repaso a diferentes métodos numéricos con los
cuales se podran resolverlas ecuaciones ya sean de hidrodindmica, de Einstein o TOV. Pos-
teriormente se implementara un c6digo numérico programado en FORTRAN que sera ca-
paz de resolver todas estas ecuaciones.






Capitulo 3

Métodos Numéricos

Los problemas fisicos en general, y los astrofisicos en particular, se modelan a través
de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Es por esto que la herramienta numérica
ha jugado siempre un papel importante, debido a que la mayor parte de las ecuaciones que
aparecen en los problemas practicos no se pueden resolver exactamente y por tanto hay que
recurrir a algun tipo de aproximacion para tener idea del comportamiento de sus soluciones.

Para este trabajo se hizo uso de diferentes métodos numéricos para resolver los sistemas
de ecuaciones que simulan los sistemas astrofisicos en los que estamos interesados, como
lo son las ecuaciones TOV, las ecuaciones de Euler para la hidrodindmica de la estrella y
las ecuaciones de Einstein para la evolucién temporal.

3.1. Métodos Runge-Kutta

Dada una ecuacién diferencial ordinaria dy/dx = f(x,y) con condicion inicial y(xg) =
Yo, existen diferentes métodos numéricos para resolverla, pero nos concentraremos en uno
especifico llamado método Runge-Kutta. El método de Runge-Kutta poseé un determinado
numero de etapas, que coincide con el nimero de evaluaciones de la funcién f donde
discretizamos el dominio x de tal forma que x; = jAx

Ynel =Yn t+ h(b]k] + b2k2 + .- +bqkq) (31)
endonde h = xj. — X,y

23
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kl = f(-xn, )’n),
ky = f(x, + c2h,y, + az1hky),
ky = f(x, + c3h,y, + as1hky + ashky),

kg = f(xn +cgh,yn + agihky + agohky + - - +ag 4 1hky_y)

Para g = 1 simplemente tenemos el caso del método de Euler, y,.; = y, + Af(x,;, y,),
pero para resolver nuestras ecuaciones usaremos el caso de Runge-Kutta de cuarto orden,
es decir, g = 4 para que los errores que se obtengan al solucionar las ecuaciones sean de
cuarto orden. Existen una gran cantidad de formas para asignarle diferentes valores a las
constantes, nosotros consideraremos la forma mas usada que es de la forma

Yt = Yn + hky + 2ky + 2k3 + k4)/6 (3.2)

donde simplemente

ki = f(Xns Yn),
ky = f(xy + h/2,y, + hk/2),
ks = f(xn + h/2,y, + hky[2),
ks = f(x, + h,y, + hk3).

Este método serd utilizado para resolver las ecuaciones TOV (2.43-2.44)

3.2. Meétodo de Diferencias Finitas

Dada una ecuacion diferencial parcial para una funcion f, éste método consiste esen-
cialmente en definir una version discreta de dicha ecuacién que nos permita resolverla bajo
un dominio discreto contenido en el dominio continuo original [1, 10].

Definimos nuestro dominio discreto, a través de una malla de puntos x; = jAx para el
espacio y ' = nAt para el tiempo, donde j = 1,2,...,N, yn = 1,2,...,N,. La funcién f
es la involucrada en la ecuacién diferencial. Luego de considerar nuestra discretizacion, f
estard definida exclusivamente en los puntos (¢, x;) de la malla, por lo que la denotaremos

por f(1", x;).

Una vez que tenemos el dominio discreto es necesario redefinir la ecuacion diferencial
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parcial de tal forma que se pueda usar este dominio recurriendo a expansiones en serie de
Taylor en torno a f(#", x;).

Consideremos por ejemplo la ecuacién de onda

0’ f(t,x) 9*f(t,x)
o ox2 =0 (3-3)

para aproximar la segunda derivada con respecto a x y considerando la variable temporal ¢
como una constante, recurrimos a los siguientes desarrollos de Taylor

df(x) Ax* d*f(x)
f(xj_l) - f(xj)_Ax Zxx X=X ¥ ; dj;zx X=Xj _O(AXS) (3.4)
flx) = fx) (3.5)
df(x) Ax* d*f(x)
FOn) = f(x) + Ax flxx = . dJ; & x:xj—O(Ax3) (3.6)

donde los terminos O(Ax?) hacen referencia a términos de la magnitud del orden de lo que
se expresa dentro del paréntesis (en este caso a Ax>).

Haciendo una combinacion lineal de las ecuaciones anteriores podemos eliminar las
derivadas que no necesitamos, por ejemplo despejando la derivada de orden 2

_ SG) = 2f(x) + f(xj-1)
B Ax?

d® f(x)
dx?

+ O(AX?). (3.7)

X=Xj

De manera similar, para la variable ¢, dejando x constante

df(1)
dr?

_ f@) =26 + Y

" +0(AP) (3.8)

t=t,

y usando ambas aproximaciones tenemos que

Fax) =2 xp) + @ xp)  f@ x0) = 2F (" x) + (", x00)
AR Ax? .

O(AX*, A% =
(3.9)

De esta ecuacion podemos determinar el valor en cierto punto de la malla usando los
datos que conocemos de los alrededores. Por ejemplo, si conocemos todos los valores de
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Cuadro 3.1: Coeficientes de la aproximacion de la derivada de primer orden para diferentes puntos vecinos.
Para las aproximaciones con segundo orden van como f = 1/(2Ax)(...) + O(Ax?) mientras que para los de
cuarto orden f* = 1/(12Ax)(...) + O(Ax*)

Xj—4 Xj-3 Xjo Xjo1 Xj  Xjpl Xjp2  Xj3 Xji4

Segundo Orden -1 0 1
1 -4 3
-3 4 -1

Cuarto Orden 3 -16 36 -48 25

25 48 36 16 -3

nuestra funcién en /"~! y " los valores en "*! los determinamos despejando f ("', x;). Es
necesario mencionar que para este tipo de solucion es necesario dar o determinar los valo-
res en la frontera.

De igual manera para encontrar la derivada de primer orden se busca la combinacion de
manera que se eliminen todas las demds derivadas que no sean de primer orden. Haciendo
un poco de algebra tenemos

df)|  _ fe) = fx)
dx |y, 2Ax

+ O(AX?). (3.10)

Es necesario saber que como estamos resolviendo la ecuacion numéricamente los térmi-
nos O nunca seran cero, y debemos tomarlos en consideracion al realizar los calculos. Exis-
ten las aproximaciones centradas, que son las que se mostraron anteriormente, ya que se
evalua en la misma cantidad de puntos del lado derecho e izquierda. Pero para las fronteras
se pueden hacer aproximaciones tinicamente que se tome puntos a la izquiera del valor que
estamos calculando en la frontera derecha y puntos a la derecha del valor que queremos
encontrar en la frontera izquierda de la malla. Estos valores se pueden observar en la Tabla
3.1

3.3. Meétodo de Lineas

Una vez que se tiene el método de diferencias finitas y Runge-Kutta, utilizamos el
método lineas en el cual calcularemos los valores en el tiempo utilizando el método Runge-
Kutta y en el espacio usaremos diferencias finitas [1]. Consideremos la siguiente ecuacion

of(t,x)  0f(t, x)
ot  ox

(3.11)
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reescribimos en forma semi-discretizada, haciendo uso del método de diferencias finitas en
el lado derecho

of _ fin—Jfin

ot 2Ax
donde j =1, ..., N, — 1 que a diferencia de la ecuacion en diferencias finitas inicamente se
ha discretizado la parte espacial en x y que se suele etiquetar por rhas(f) por estar en la parte
derecha (righ-hand-side en inglés). Para evolucionar una funcién al tiempo #**! y lo tinico
con lo que se cuenta son valores de x a tiempos previos. Para determinar el valor de f al
tiempo #*! en cada valor de x j» usando un resolvedor de ecuaciones diferenciales ordinaria
para f en la variable ¢. En nuestro caso simplemente usaremos el método de Runge-Kutta
de cuarto orden, para la parte temporal. Este método serd esencial para resolver las ecua-
ciones de la hidrodindmica (B.4-B.6) y la ecuacion de Einstein (2.38). Para una deduccién
completa de la implementacion de los métodos a las ecuaciones ver el apéndice B.

+O(AX?) (3.12)

3.4. Orden de Convergencia

Es bien sabido que cuando se trabaja en sistemas numéricos existen diferentes tipos
de errores debido a la capacidad de almacenar numeros del ordenador. Existen diferentes
tipos de errores que se pueden analizar en un programa de esta indole, tales como errores
de redondeo, errores absolutos, entre otros, pero si en un sistema de ecuaciones en el que
se estd trabajando no tiene una solucién absoluto se trabajan con otros métodos y en este
caso especial se uso convergencia.

Se entiende por convergencia de un método numérico que al realizar cierto nimero de
repeticiones a diferentes valores de el diferencial Ax (resoluciones), las aproximaciones
obtenidas terminan por acercarse cada vez mas al verdadero valor buscado o el valor més
exacto posible si es que no se cuenta con una solucion analitica.

En la medida en la que un método numérico requiera de un menor nimero de iteraccio-
nes que otro, para acercarse al valor numérico deseado, se dice que tiene una mayor rapidez
de convergencia. La velocidad con la cual una sucesion converge a su limite es llamado or-
den de convergencia.

Por ejemplo si tomamos de la ecuacién de onda Error; = O(Ax?, A?) = EAx? y usando
una resolucén mayor de forma Ax, = Ax/k se obtiene que el Error, = EAx*/k* donde
finalmente si tenemos

Errory _ 5 (3.13)

Errory
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de forma que simplificando podemos obtener que si refinamos en un avalor de n tenemos k.

Una forma de comprobar la convergencia es usando el valor analitico, pero si no se tiene
este valor analitico se recurre a la autoconvergencia que es comparar los diferentes valores
encontrados para verificar si tienden a una solucién de acuerdo a las resoluciones utilizadas.

En el préximo capitulo se muestran los resultados obtenidos al haber introducido en el
cddigo las diferentes configuraciones iniciales usando el método de diferencias finitas para
las ecuaciones TOV y posteriormente la evolucion numérica que se solcionan las ecuacio-
nes de Einstein y Euler por le método de lineas. Asi como el anélisis de convergencia para
verificar que se realizo de manera correcta.



Capitulo 4

Estabilidad y evolucion de las TOV

Como se menciona al inicio de este trabajo, el objetivo es que para una estrella TOV
estdtica esfericamente simétrica se evolucione el fluido y la geometria temporalmente, para
ello es necesario partir de una configuracion inicial de equilibrio hidrostético para un fluido
con simetria esférica y que obedece a una ecuacion de estado politrépica proporcionada
por las ecuaciones TOV. Dadas diferentes densidades centrales se puede determinar para
cuales de ellas habr4 estabilidad.

4.1. Configuracion Inicial

De acuerdo a las soluciones que se quieren encontrar se parte de la métrica en coor-
denadas de Schwarzschild, es decir, de la ecuacién (2.27) donde el elemento de linea se
puede particularizar de forma que la funcién métrica a*(r) se exprese en términos de la
masa encerrada por una esfera de radio r de forma que se obtiene

dr?

_ 2m()
r

ds* = —a(r)’d* + +72d6” + 1 sin” 0dg’ (4.1)

donde se ha considerado el tiempo constante ¢ = 0, a y @ dependen tinicamente de la coor-
denada r.

Otro elemento necesario para la evolucion es el tensor de energia momento y como
estamos considerando el caso de un fluido perfecto para modelar la estrella, el tensor se
expresa de la forma

" = pohu'u” + pg"” 4.2)

29
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Valores Iniciales

Considerando las expresiones mencionadas se deducen las ecuaciones TOV para una
estrella esféricamente simétrica y en equilibrio, como se muestra en las ecuaciones (2.42-
2.44).

De estas m(r) se interpreta como la masa interior al radio r, por lo que la masa total de
la estrella, se obtiene simplemente integrando la ecuacion, en forma que la masa total M,
es

R
M= [ ampar (4.3)
0

de manera similar la masa en reposo M, se determina

R
M, = f 4nr*po(1 = 2M/r)~2dr. 4.4)
0

Por otro lado p y pj estan relacionados mediante la ecuacion

p=po(l +¢€) (4.5)

notese que se tiene un sistema de tres ecuaciones diferenciales acopladas y cuatro incogni-
tas m, p, ¢ y p, por lo que es necesario recurrir a una ecuacion de estado, la cudl no sélo
cierra el sistema de ecuaciones sino que también proporciona informacién fisica sobre la
estrella. Es conveniente usar la ecuacion de estado para un gas politropico por lo que nues-
tra ecuacion de estado es de la forma

p = Kpj (4.6)

donde K es la constante politrépica y I' = 1 + 1/n donde n es el indice politrpico en el
cudl si 1/2 < n < 1 corresponde a una estrella de neutrones y un n mayor una enana blanca.

Otro dato importante es que las ecuaciones divergen en r = 0 por lo que es necesario
elaborar un método para que en valores de r muy pequefios no ocurran problemas numéri-
cos, por lo que se introducen expansiones de Taylor de m en r = 0 de tal forma que se
tiene

d r* d*m r* d®m
m(r)—m(0)+l"%r:0+5ﬁ O+gﬁ

donde sustituyendo los resultados en las ecuaciones TOV se obtienen las siguientes ecua-
ciones

4.7)

r=0

r=

dm _A4nrp/3 + 4nrp

an _ 48
dr 1 — 8mpr?/3 (4.8)
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dp 4rpr/3 + 4nrp

it S oLt it 4.9

ar = TP T s 9
d®  A4mpr/3 + 4nrp 4.10)

dr ~ 1-8n2/3

De acuerdo al valor de r se recurrira a un sistema de ecuaciones especifico, para el caso
r < dr usaremos (4.8-4.10) y si r > dr entonces usamos (2.42-2.44)

Para poder integrar numéricamente, como se menciona antes se recurre a condiciones
iniciales en r = 0, estas son:

= m(0) = 0 ya que en el origen el campo gravitacional debe ser cero, donde el espacio-
tiempo corresponde al de Minkowski (a(r) = 1).

» p(0) = Kp' donde, p. es la densidad central de la estrella y la cudl se mostrara mas
adelante que es pieza clave en la estabilidad de la estrella.

= 2(0) = @; corresponde al valor inicial del lapso, se puede elegir cualquier valor ya
que se puede reescalar multiplicando por una constante de manera que fuera de la
estrella nos quede la solucion de Schwarzschild.

Algo muy importante que se debe mencionar es que para la solucién exterior de la es-
trella se usa la métrica de Schwarzschild. La forma de resolver las ecuaciones es aplicando
las ecuaciones (4.8,4.9 y 4.10) al resolvedor Runge-Kutta de cuarto orden en las ecuaciones
(B.1,B.2 y B.3) aplicando las condiciones iniciales y usando estas tinicamente para los va-
lores r < dr. Posteriormente solucionamos con las ecuaciones TOV normales y obtenemos
los siguientes resultados para una configuracion en especifico.

Cuando r, la coordenada radial tiende a R (el radio de la estrella) el valor de la densidad
tiende a cero, por lo que es indispensable recurrir a un floor en la densidad (un valor que se
introduce en el cédigo para simular una atmdésfera muy pequefia) para de esta manera evitar
problemas de divergencia debido a que en las ecuaciones se dividen por la densidad al mo-
mento de la evolucién. Para el caso de este trabajo se usa un floor o atmésfera de p = 10712,
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Figura 4.1: Gréficas con los valores de la configuracién inicial para la Masa, la densidad central, la presion,
el valor de @ donde dicho valor ya ha sido reescalado para poder observar una continuidad en la curva y el
valor de a contra el radio de la estrella r(km) para el caso de K = 30000, I" = 2.75 y con una densidad central

de p = 0.008 en unidades generalizadas.
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Estabilidad e inestabilidad

La ventaja de tener una configuracion inicial es que se puede visualizar la estrella y a
partir de un “barrido” en un rango de valores para la densidad central, donde se obtiene
en cuales valores la estrella es estable o inestable. El proceso para determinar los valores
estables o inestables se obtienen a travéz de los limites de Oppenheimer-Volkoff y de Chan-
drasehkar para las estrellas. Esencialmente los valores que se encuentran en las pendientes
negativas corresponden a los valores para los cuales las densidades centrales corresponden
a la rama inestable y los que se encuentran en las pendientes positivas corresponden a la
rama estable.

Se usardn tres diferentes casos para realizar el analisis de la estabilidad de la estrella y
en cada uno de ellos se cambiard la densidad central para verificar la masa mixima en cada
uno de los casos:

m Valoresde K =1yl =5/3
= Valoresde K =100y’ =2

= Valores de K = 30000y I =2.75

una vez ingresados estas condiciones y realizando el un analisis de los valores para la den-
sidad central entre 107 y 0.15 para el primer caso, 107% y 0.01 para el segundo y tercer
caso, se obtienen las figuras (4.2-4.4) para cada uno de los diferentes casos

0.3 - ; ; ;

T T T
Masa en reposo
__ Masa total

0.25

0.2 |

Masa
o
i
v

0.1
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ol " i i i i ' '
0 0.02 0.04 006 0.08 0.1 0.12 0.14 016
Densidad

Figura 4.2: Grafica de la masa en reposo y la masa total contra diferentes densidades centrales, donde la masa
M = M/Mgparaelcaso K =1yI'=5/3
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Figura 4.3: Grafica de la masa en reposo y la masa total contra diferentes densidades centrales, donde la masa
M = M/Mg paraelcaso K = 100y I' =2
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Figura 4.4: Grafica de la masa en reposo y la masa total contra diferentes densidades centrales, donde la masa

M = M/M; parael caso K = 30000y I' = 2.75

En estas figuras también se observa el valor de la Masa en reposo, donde se puede
encontrar la diferencia en como aumenta la masa introduciendo valores que se vuelven mas
relativistas, es decir, entre mds relativista se vuelve la estrella las masas dejan de coincidir.

4.2. Evolucion

Una vez solucionado el problema de los valores iniciales y teniendo en cuenta las con-
figuraciones de interés se procede a evolucionar estas estrellas TOV. En el problema de la
evolucidn se recurren a seis ecuaciones, tres para la evolucion de la geometria y otras tres
para la evolucién hidrodindmica. Estas ecuaciones involucran cinco variables primitivas a

determinar.
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Usando las ecuaciones de Einstein (2.38-2.39) y las ecuaciones de la hidrodindmica
(B.4-B.6), de manera que la forma de ir resolviendo las ecuaciones paso a paso es de la
siguiente manera:

= Se integra en el espacio a(t", r) utilizando el resolvedor Runge-Kutta de cuarto orden
tal como se encuentra en la seccion del apéndice B.

= Se integran en el tiempo las ecuaciones, para las variables conservativas D, S,y T
usando el método de lineas.

= Se integra en el tiempo a utilizando el métodos de lineas con un Runge-Kutta de
cuarto orden

= Reconstruccion de las variables primitivas p, vV y p una vez que ya se tienen las
variables conservativas

= Repetir para n pasos en el tiempo

Ya que se tratan de 5 ecuaciones con 6 incognitas, por lo que la ecuacion (2.39) unica-
mente se implementard como constriccion vara verificar la evolucion de las soluciones. De
manera que tenemos la siguiente ecuacion

294, Alanrc 0y =™ = 0 = Ham. r) (4.11)
or r2

Usando directamente las configuraciones iniciales que se obtienen a partir de las so-
luciones a las TOV y resolviendo tnicamente con diferencias finitas las ecuaciones de
hidrodindmica se observa un error en la evolucidn, este error se debe a las discontinuidades
dadas por las ecuaciones de la hidrodindmica al momento de llegar a la atmdsfera de la
estrella que se les conocen como ondas de choque, una forma de solucionar este problema
es recurriendo a un método conocido como viscosidad artificial. Para simular problemas
de hidrodinamica, se requieren técnicas numéricas para permitir que los algoritmos sean
capaces de modelar ondas de choque. Sin ello, la simulacion desarrollard oscilaciones no
fisicas en los resultados numéricos alrededor de la region de choque. La aplicacion de las
leyes de conservacion de la masa, del momento y de la energia a través de una onda de cho-
que requiere la simulacién de la transformacion de energia cinética en energia calorifica.
En otras palabras, la transformacién de energia puede ser representada como una forma de
disipacion debido a una viscosidad del sistema. Esta idea llevé al desarrollo de la viscosi-
dad artificial de Von Neumann-Richtmyer.

Usando una forma parecida a esta viscosidad artificial de Von Neumann-Richtmyer nos
deshacemos de este problema y se prosigue a resolver con diferencias finitas (se muestra
una deduccion completa de la implementacion anexando la viscosidad en el apéndice B),
donde se obtienen los siguientes resultados:
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Caso K=1yI'=5/3
Resultados en la rama estable

Comenzamos usando una densidad central de p = 0.01 que corresponde a la rama
estable, con una atmésfera de p = 107!2. El dominio espacial se fijo entre 0 < r < 5
con 1000 puntos y con un total de 50000 puntos en el tiempo para la primera resolucién
(R1) y usando que At = Ax/4. Como se observa de la figura (4.5) el valor maximo de
a en el tiempo con R1 hace un par de oscilaciones y luego decae muy ripido. Debido a
esto es necesario recurrir a otras tres resoluciones mayores que llamaremos a partir de este
momento "R2”, ”R3” y "R4” con 2000, 4000 y 8000 puntos respectivamente y 100000,
200000 y 400000 puntos temporales manteniendo que At = Ax/4. Una vez implementado
en el codigo se puede observar como los valores maximos de a ya no decaen tan rapido y
empiezan a tener un comportamiento oscilatorio.

I
Rl —
R2
R3 — 7
R4
1.086

1.084

o 1.082

1.08 |- .
1.078 |- y

1.076 | -

1.074 | 1 1 II'- | | |

Figura 4.5: Valores maximos de a en el tiempo para cuatro resoluciones diferentes. Los maximos de a decaen,
en el caso de R1 lo hace muy rdpido mientras que se observa que conforme se aumenta la resolucién las
oscilaciones de a comienzan a aparecer.

Graficando la constricciéon Hamiltoniana se obtienen las figuras (4.6) donde en cada una
de las resoluciones se comprueba que difieren en un factor de k" es decir en 2, 4 y 8, los
cuales multiplican a cada una de las resoluciones para observar que realmente convergen.
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Figura 4.6: Graficas de la constriccién hamiltoniana a los tiempos t=0, 5, 10 y 20 respectivamente para el
caso K = 1, I" = 5/3 en un rango de 0 < r < 5 para las cuatro resoluciones diferentes. Se observa un
comportamineto de acuerdo a lo esperado en ¢ = 0, pero debido a la atmésfera de la estrella existe una

”contaminacién” que altera la convergencia.

Podemos observar también que no en todos los puntos converge, en especial en la su-
perficie de la estrella, ya que existe un cambio en la densidad debido a la discontinuidad
y sobre la cudl se empleo el método de viscosidad artificial. Esto no es de todo bueno, ya
que debido a la superficie de la estrella se estardn observando estos cambios drasticos en
los valores de las constricciones hamiltonianas, los cuales afectaran de manera inmediata
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Resultados rama inestable

En el caso de la rama inestable el valor que usamos de densidad es p = 0.1, el valor
de la atmdsfera y los valores de la discretizacion se mantienen como en el caso estable al
igual que las diferentes resoluciones. Como se podra observar en la figura, para el valor de
a crece rapidamente para R1, mientras que para las demas el valor de a decae.

1 -‘r T T T T T l 3
Rl ——
R2
A3 ——
16 |- R4 1.28 |
15 |- . 1.26 |-
L] L]
14 — 124
13 F - 1.22 |
e
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1_2 1 1 1 1 1 12 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
t t
(@) (b)

Figura 4.7: En (a) se muestra la grafica completa de los valores mdximos de a en el tiempo para las cuatro
resoluciones diferentes en el casode K = 1 y I' = 5/3, en ella se observa como el mdximo de a en R1 crece
muy rapido y en las demds decae, en (b) la misma grafica pero haciendo un "zoom” a la reccién donde se
encuentran R2, R3 y R4.

De primera instancia podria pensarse que en el caso de R1 aumenta debido a la acrecion
de materia que se va absorviendo de la atmdsfera, pero simplemente es un fallo del propio
codigo, debido a que la resolucién no es lo suficientemente buena para obtener algunos
valores prometedores.

De igual manera al calcular la constriccion hamiltoniana se observa en las gréficas
(4.12) el factor de convergencia de segundo orden para ¢ = 0, pero al aumentar el tiempo,
para la primera resolucion el cddigo falla lo cudl no permite dar mas informacién del ha-
miltoniano en esta, mientras que para las demads resoluciones se mantiene presente el factor
de convergencia hasta que en ¢ = 20 observamos que nuevamente los resultados alrededor
de la atmésfera empiezan a variar.
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Figura 4.8: Gréficas de las constricciones Hamiltonianas para el caso K = 1, I' = 5/3 donde (a) corresponde
at = 0 donde se puede observar el factor de convergencia esperado. En (b) y (c) se conserva el factor de
convergencia casi sin problemas pero en (d) correspondiente a t+ = 20 se observa como se va perdiendo
alrededor de la superficie.

Otra cosa que se debe pensar es que, a pesar de que se esta usando el Runge-Kutta
de cuarto orden, los errores seran de primer orden debido a que en el método de lineas al
solucionarse las diferencias finitas inicamente se utilizan las derivadas a primer orden y se
mantendran los errores a orden mds bajo.
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Caso K =100yI'=2
Resultados en la rama estable

Para este caso la densidad central que usaremos serd de p = 0.001 y 0 < r < 15,
mientras que la atmdsfera y las discretizaciones se mantendrdn de la misma forma que el
caso anterior al igual que las resoluciones R1, R2, R3 y R4. En la figuras (4.9) de igual
manera al caso anterior, al presentar los maximos de a en la primera resolucidn esta tiende
a crecer muy rapido, pero una vez usando mayor resolucion esta empieza a comportarse de
una manera en la que se ve que oscila en torno al valor de a inicial sobre una pendiente.
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Figura 4.9: En (a) se muestra la grafica completa de los valores maximos de a en el tiempo, en (b) un aumento
sobre la seccién de R2, R3 y R4 donde se observa como el valor de a en el tiempo cae y luego aumenta, lo
que nos podria decir que a comenzaria a oscilar.

El que oscilen los valores maximos de a sobre una pendiente son debido a errores en
la discretizacidn,ya que no se hacen perturbaciones fisicas, por lo que podria pensarse que
aumentando la resolucién se detendrian estas oscilaciones.

Al calcular la constriccién hamiltoniana se observa de la figura (4.10) que el comporta-
miento con las cuatro resoluciones para tiempos pequeiios la convergencia se cumple como
se espera, pero para tiempos mdas grandes esta se va perdiendo debido a la ”contaminacion”
derivada de la superficie de la estrella.
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Figura 4.10: Constriccién Hamiltoniana para t=0, 3, 9 y 18 para las cuatro resoluciones en el caso de K = 2,
I' = 100 donde se puede observar que en ¢t = 0 se cumple lo esperado con el factor de convergencia, mientras
que para los siguientes tiempo se empieza a perder nuevamente debido a la atmdsfera que afecta a la superficie
de la estrella.

Resultados rama inestable

Para la rama inestable la densidad central que se usard serd de p = 0.008 y con cuatro
resoluciones diferentes para comprobar el factor de convergencia de los datos que estamos
obteniendo. En la figura (4.11) puede observarse como el maximo de a cae bruscamente,
sin embargo, este al llegar a un punto bajo empiezan a haber oscilaciones muy pequeiias.
Podria interpretarse como que en este punto se estabilizé debido a la perdida de masa, o
simplemente un error numérico debido a que se esta usando viscosidad artificial, la cual
provoca que siga cayendo pero de una forma no tal acelerada.



42 Capitulo 4. Estabilidad y evolucion de las TOV

1.6

1.55

15

@  1.45

1.4

1.35

1.3 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 4.11: Valores maximos de a en el tiempo para el caso de K = 100, I' = 2, con una densidad central de
p = 0.008. En la gréfica se observa como el valor de a decae muy rdpido y posteriormente se estabiliza.

El porque ocurre de esta manera es debido a las viscosidades artificiales que se estian
usando, se puede pensar como una estrella que va perdiendo su masa de una forma progre-
siva hasta un punto donde se estabiliza, lo cudl no se esperaba ya que se esta trabajando
sobre la rama inestable y se esperaria que la estrella procediera a convertirse un agujero
negro de manera que quizd pueda pensarse que fuese a colapsar pero no ocurrié debido a
estas viscosidades.

En la figura (4.12) puede observarse en el hamiltoniano un raro comportamiento, en
el tiempo ¢ = 0O se observa lo que se esperaba de las cuatro resoluciones, un factor de
convergencia de k> = 2, sin embargo, al aumentar €l tiempo se observa que en r = 0
crece mucho y al centro una diferencia significativa entre los valores de los hamiltonianos.
Esto es debido a la viscosidad artificial que se esta usando. Otro dato importante es notar
que debido a la “contaminacién” que se presenta en la atmésfera de la estrella el valor del
hamiltoniano para las diferentes resoluciones tiende a primer orden aumentanto el tiempo
tal como se observa en la figura (4.12d).

Debido a la inestabilidad de estd se usaron valores aun mayores en la viscosidad ar-
tificial usada, lo cudl provocé que ocurriera problemas en las fronteras de la estrella, de
ahi provienen esos incrementos en los valores de la constriccion hamiltoniana en valores
cercanos ar = 0.
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Figura 4.12: Constriccién hamiltoniana para las cuatro resoluciones en ¢t = 0, 3, 9 y 18 para el caso k = 100,
I' = 2, y densidad central de p = 0.008. En (a) se observa que se cumple con el valor esperado para el factor de
convergencia. En (b) y (c) empieza a haber variaciones alrededor de la atmdsfera y se empieza a ’contaminar”
el sistema. En (d) se pierde por completo el factor de convergencia, incluso los valores empiezan a parecerse.

Caso k = 30000y I'=2.75
Resultados en la rama estable

Para esta configuracion y en la rama estable usaremos como densidad central p = 0.001,
0 < r < 20 con 1000 puntos mientras que se presentan 50000 puntos temporales con valores
de discretizacion de At = Ax/4. Como se puede observar en la figura (4.13), el méximo del
valor de a crece rapidamente usando la primera resolucion, mientras que para las demas
empieza a obtener un comportamiento oscilatorio y alrededor de una pendiente, lo cudl
podria deberse a una acrecién de materia debida a la atmdsfera.
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Figura 4.13: Gréficas de los valores maximos de a en el tiempo para el caso de K = 30000, I' = 2.75 y con
una densidad central de p = 0.001. En (a) la grafica completa de las cuatro resoluciones usadas, se observa
como en R1 el maximo de a se dispara conforme se avanza en el tiempo, esto debido a la mala resolucién de
los valores. En (b) un acercamiento a las resoluciones R3 y R4 donde se observa como el valor de a oscila
sobre una pendiente alrededor del valor inicial.

En estas graficas del valor maximo de a puede apreciarse la diferencia de usar mejores
resoluciones al utilizar métodos numéricos ya que los resultados se van acercando cada
vez mads a los esperados. Estas oscilaciones presentes se interpretan como variaciones de la
masa. Se esperaria que hacia tiempos muy largos los valores méximos de a se mantengan
alrededor del valor inicial o si la resolucion no es muy buena, alrededor de una pendiente
proveniente del mismo.

Realizando el célculo de la constriccién hamiltoniana, puede observarse que al tiempo
t = 0 existe un factor de convergencia de 2, 4 y 8 para R2, R3 y R4 respectivamente, sin
embargo, al aumentar el tiempo se observa como a pesar de ser mejores resoluciones estas
tienden a la primera resolucion tal como se observa en la figura (4.14).



4.2. Evolucion 45

0.002 > : - 0.005 ; : -
Rl —— . Rl ——
R2 Y R2
R3 —— e R3 ——
0.0015 |- R 1 0 = i o
1
0.001 | . -0.005 | | .
E  0.000s |- - E o1l | -
- o - o
o - 7_] t -0.015 | | 5
-0.0005 |- . -0.02 | | .
-0.001 L L - -0.025 L L =
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
r r
(a) Ham t=0 (b) Ham t=5
0.005 ; : - 0.005 ; : -
Rl —— R2 ——
R2 R3
0 = — e——] A R4 ——
i 4 R4 0 b ———
\ [if
-0.005 |- f o Il
1 |
| { |
i | | -0.005 |- | .
E | E I
m m
- o - o
0015 -0.01 - | 1
-0.02 - . [
| -0.015 | [ §
-0.025 |- -
-0.03 L ! L -0.02 L ! L
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
r r
(c) Ham t=10 (d) Ham t=40

Figura 4.14: Constricciones hamiltonianas para las cuatro resoluciones para el caso K = 30000, I' = 2.75
y densidad central de p = 0.001. En (a) se observa como se presenta nuevamente el factor de convergencia
esperado. Mientras que en (b) y (c) nuevamente se va perdiendo debido nuevamente a la ’contaminacién” por
la superficie de la estrella. En (d) falla la constricciéon hamiltoniana para la resolucién R1.

El porque de esta forma en las que las constricciones hamiltonianas tienden a ser si-
milares a las generadas por R1 es debido a que en la superficie los picos afectando a los
alrededores de manera que se pierde el factor de convergencia.

Resultados rama inestable

Para el caso de la rama inestable se usa la densidad central con un valor de p = 0.008,
mientras que se preservan los valores para r, y las discretizaciones como en la rama estable.
De los valoress que se obtienen al implementar el codigo se puede observar en la figura
(4.15) un efecto muy parecido en el segundo caso, pero en este al aumentar el la resolucion
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en el codigo lo unico que ocurre es que antes de llegar a + = 30 simplemente falla, esto
debido a la inestabilidad de la estrella.
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Figura 4.15: Gréficas de los valores maximos de a en el tiempo parael caso de K = 30000, I' = 2.75 con
densidad central de p = 0.008. En (a) se muestra la grafica completa para las resoluciones R1 y R2 donde se
observa como los valores de a decaen en el tiempo y se estabilizan. En (b) las cuatro resoluciones pero hasta
t = 25, ya que debido a la inestabilidad de la estrella R3 y R4 fallan a tiempos mas grandes.

Anteriormente se observo un caso muy parecido a este, donde los valores maximos de
a decaen y posteriormente se estabilizan a pesar de encontrarnos en la rama inestable, pero
en este caso las resoluciones mejores fallan. La interpretacion es que para las primeras
dos resoluciones R1 y R2 los valores de la masa se estabilizan debido a que se usaron
viscosidades que le permitieron reducir su masa para no colapsar, pero para las resoluciones
R3 y R4 debido a la inestabilidad el codigo simplemente falla.

De igual manera que en casos anteriores el hamiltoniano al tiempo ¢t = 0O se observa
perfectamente como al aumentar la resolucién disminuye su valor, pero a pesar de eso con-
forme avanza el tiempo estas se van juntado cada vez mas hasta tener un comportamiento
similar, figura (4.16).
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Figura 4.16: Constricciones hamiltonianas para las cuatro resoluciones para los tiempo ¢ = 0, 5, 10 y 20
respectivamente. En (a) se observa como para ¢t = 0 se cumple con el valor del factor de convergencia
esperado. Mientras que para (b), (c) y (d) se observa como nuevamente debido a la superficie de la estrella
nuevamente se ve afectada y empieza a tomar valores similares.

Este comportamiento similar a tiempos mas grandes es debido a que debido a esta con-
taminacion generada por la superficie afecta a todas las resoluciones mas altas volviendo
a un factor de convergencia de 1, lo que es normal en este tipo de soluciones donde se
implementa una viscosidad artificial para evitar esas discontinuidades.

En general se puede apreciar como en los diferentes casos los valores méximos de a
no eran los esperados usando resoluciones bajas, es decir, los resultados que daban eran
poco servibles para la interpretacion del sistema, por lo que se soluciond usando mas re-
soluciones. Una vez que se mejoraron las resoluciones se empezaron a observar diferentes
comportamientos dependiendo de las condiciones iniciales que se usaron.
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De los resultados para las ramas inestables: en dos casos la estrella colapsaba o el codi-
go fallaba ya teniendo buenas resoluciones, lo cual era lo que se esperaba. Pero en un caso
particular la estrella perdia masa rdpidamente y posteriormente se estabilizaba, lo que era
sumamente raro ya que se estaba trabajando en régimenes en los que la estrella debia co-
lapsar o el cdodigo fallar. Esto se debi6 a las viscosidades artificiales que se usaron.

De los resultados para las ramas estables: todos presentaron fallas al usar resoluciones
muy pequefas, pero al usar mejores resoluciones empezaban a presentar movimientos 0s-
cilatorios debidos a la acrecién de masa debido a la atmdsfera y las discretizaciones usadas
en el codigo, lo cudl era el resultado esperado, ya que las estrellas estables presentas os-
cilaciones en su masa debido a que si no presentan perturbaciones fisicas se deben a las
discretizaciones usadas en el cédigo.

En la mayoria de las constricciones hamiltonianas se observa un cambio en los valores
del factor de convergencia el cudl se debe a “contaminaciones” del sistema, ya que debido a
la superficie de la estrella estos se ven afectados por estos cambios drasticos en la densidad,
lo cual provoca que comienzen a interferir con los alrededores y finalmente las resolucio-
nes mayores comiencen a comportarse en factor de convergencia 1. Una forma de evitar
esto es usando resolvedores de captura de choques, los cuales toman estos picos debidos a
los cambios drasticos y los dizcretizan de una forma que puedan asimilarlos como curvas
grandes y no se suavizan las curvas. Este trabajo se bas6 en uno elaborado con volumenes
finitos y usando capturas de choques, por lo que queda claro que usar dierencias finitas no
es precisamente el mds adecuado.
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Conclusiones

Usando un cédigo en FORTRAN se logro analizar la estabilidad de varias estrellas ba-
jo diferentes configuraciones iniciales usando las ecuaciones de TOV y evoluciondndolas
temporalmente usando las ecuaciones de Einstein y las ecuaciones de hidrodindmica. Los
resultados fueron estrellas estables o inestables que de acuerdo con la teoria, se establecen
a partir de los limites de la masa de una estrella por Tolman-Oppenheimer y de Chandra-
sehkar. Esencialmente estos indican debajo de la masa critica las estrellas serian estables al
evolucionarlas, contrario al tomar densidades por encima de la critica.

La estabilidad o la inestabilidad se presenté més claramente al usar resoluciones mas
grandes, permitiendo tener asi oscilaciones del lado estable y colapsos o fallas del lado
inestable. Esto es muy imporatnte ya que es necesario usar diferentes resoluciones para
asegurar que los errores convergen de acuerdo con la cantidad de puntos con los cuales se
realizaron las iteraciones.

Este trabajo es un buen ejemplo de la eficiencia del uso de simulaciones numéricas pa-
ra resolver problemas de relatividad numérica, teniendo sus claras ventajas tal como una
solucién aproximada de las ecuaciones de relatividad general y algunas de sus desventajas
como los errores numéricos que surgen al usar diferentes métodos numéricos.

En el trabajo se estableci6é la importancia de la relatividad general para entender al-
gunas estrellas suponiéndolas estdticas y esféricamente simétricas, y por la hidrodindmica
bajo efectos de un fluido perfecto suponiendo una ecuacion de estado para un gas politrépi-
co, la cudl permite tener una cantidad de ecuaciones para resolver las diferentes incognitas
que se presentaban.

Se habl6 de algunos métodos numéricos que se utilizaron para resolver las ecuaciones
necesarias para la evolucion donde se pudo presenciar un fallo en el método debido a la

superficie de la estrella, por lo cudl fue necesario recurrir a una viscosidad artificial, la cual

49
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permite “suavizar” curvas bruscas en los sistemas cuando se presentan ondas de choque.
Usando esta viscosidad fue claro que si bien el sistema ya no era el establecido original-
mente este podia solucionarse evitando métodos més complejos.

Se analiz6 la convergencia de los diferentes sistemas donde se puede encontrar que los
ordenes de convergencia a tiempos iniciales es mayor que a tiempos posteriores ya que para
t = 0 se encuentra un orden de convergencia a segundo orden y después unicamente lineal,
esto debido a la superficie de la estrella.

De este trabajo se puede comparar con el que usé el método de volumenes finitos y se
corrobora que usar este método y técnicas de captura de choques facilitan el trabajo, por
lo que es necesario y se trabajard mas adelante en métodos numéricos mds elaborados para
solucionar estas ecuaciones.



Apéndice A
Deduccion de las ecuaciones TOV

De acuerdo al teorema de Birkhoff, la solucion de Schwarzschild es la descripcion mas
general para el exterior de una estrella con simetria esférica sin rotacién. Sin embargo, den-
tro de la estrella debemos considerar una métrica mas general. La métrica para el interior
de una estrella independiente del tiempo de la forma

_ 2mn)

ds* = - ¢ (1
B

-1
)dﬂw%#w%w@wz (A.1)

Considermos ahora un fluido perfecto con densidad de energia &, una presion isotropica
P, métrica g y una cuatro-velocidad u. El tensor de energia-momento se escribe de la
forma

™" = (e + P)u"'u” + Pg"” (A.2)
€= ,oc2 +e& (A.3)
P
h=" (Ad)
Jo

Para la métrica de la ecuacién (A.1) y los métodos presentados en la seccién de relati-
vidad general, podemos calcular los simbolos de Christoffel F’;ﬁ, el tensor de curvatura R,,,,
el tensor de Einstein G, y el tensor de energia-momento 7+ para un pluido perfecto.

Comenzamos entonces escribiendo los simbolos de Christoffel no cero a partir de la
métrica (A.1)
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Iy = CSCZ(H)F;¢ =2m-r
Iy, = —csc*(@)y, = —sin(f) cos(9)

Una vez que tenemos estos simbolos de Christoffel podemos construir el tensor de Ricci
R, de forma que los valores independientes no cero son

o _ ol (LY (dOV\( _2m\ d®(2r—3m-rg

w=e dr? dr r dr 72

2| mm) )] 2o (aoy
dr? dr

r r
dd d
Ry = cscz(G)Rw 2m — r)— + d_m @
-

Rrr =

donde facilmente se puede encontrar que la escalar de Ricci viene dad por
2dm  dd dm Io  (do\’
R=¢g"R, =2 2 — |-l -—]| = +|— A.
& N = [zdr dr(3m r+rdr) ( )(dr2+(dr))] (A-5)

A continuacion resolvemos las ecuaciones de Einstein G,, = Ry, — g,»R/2 = 8T,
donde para el caso uv = 0 tenemos que T, = ge*?, por lo que obtenemos

2¢*® dm "
"= TE = 8rege (A6)
despejando dm/dr tenemos que
d
a_ dnr’e (A.7)
-

.. . -1
Para el caso de la ecuacion radial con 7, = (1 - 27’") P tenemos que
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2(dd m 8P
Gy=—|—- = A8
r(dr 1_2m) 1—2m (A8)
para este caso despejamos d®/dr y obtenemos que
dd dnr3P
_ m+4ar (A.9)

dr r(r —2m)
Finalmente, nos falta encontrar una ecuacion diferencial para la presion, para ello recu-
rrimos a la ecuacion de la conservacion V,T#” = 0, utilizamos unicamente la parte radial.
Si T+ = diag(ee™®, (1 — 2m/r)P,r 2P, r 'csc*(6)P) entonces tenemos que
ecuacion larga aqui
finalmente despejando dP/dr tenemos que

dP dd
— == P)— A.10
dr e+F) dr ( )
de manera que las ecuaciones diferenciales que conforman las TOV son
d
an_ Anrte (A.11)
dr
dd Arr’P
ao _m+ el (A.12)
dr r(r —2m)
dP +4nrP
& _e+p) D (A.13)

dr r(r —2m)






Apéndice B

Aplicacion de los métodos numéricos a
las ecuaciones TOYV y las ecuaciones de
Euler acopladas a las ecuaciones de
Einstein

Algo que se debe de tomar en cuenta es que método numérico se empleara para resolver
cada una de las diferentes ecuaciones que se emplearan durante el proceso de evolucion de
la estrella

Ecuaciones TOV

El método para resolver estas ecuaciones serd el Runge-Kutta de cuarto orden que como
son tres ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas se solucionan de la siguiente manera

fitm, p,®,r) = Z—T = 4nr°p(1 + €/c?) (B.1)
_dp_ 2y 4 ey AP C
fa(m, p,®@,r) = i G(p(1 +€/c”) + p/c )r(r—ZGm/cz) (B.2)
3 2
Fum, p, @, ) = 48 _ m*Anrple (B.3)

dr  r(r—2Gm/c?)

donde si definimos a kﬁl donde g = 1, 2,3, 4 por el método Runge-Kuttay lasi =1,2,3
se aplican a m,p y @ respectivamente
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k} = film;, pi, Oi, 1;)
k% = fZ(mi, pi, i, 1)
k:l" = fé(mh Di» q)i, ri)
ky = fi(m; + hk; /2, pi + hki |2, ®; + hk; [2,r; + h/2)
5 = fo(m; + hki /2, pi + hk} 2, ®; + hk /2, r; + h/2)
I = f3(m; + hk; /2, pi + hki |2, ®; + hk [2,r; + h/2)
ky = fi(m; + hky /2, pi + i |2, ®; + hk; /2, r; + h/2)
k3 = fo(m; + hky /2, pi + hi3 |2, ®; + hk; /2, 1; + h/2)
ks = fs(m; + hky /2, pi + i |2, ®; + hk; /2, 1; + h/2)
ky = fi(m; + hky, p; + i, ®; + hic, r; + h)
ki = fo(m; + hky, p; + hi3, ®; + hicy, r; + h)
ki = fs(m; + hky, p; + i, ®; + hicy, r; + h)

finalmente

miy = m; + h(k| + 2k, + 2k; + k;)/6
Pis1 = pi + h(kd + 2k + 2k3 + k3)/6
Dy = O + hik] +2k; +2k3 +k3)/6

Euler acopladas con Einstein

Las ecuaciones de Euler para la hidrodindmica del fluido son un tanto mas complejas
ya que involucraremos el método de lineas

1
9, (D) + 0, (aar’Dv') = 0 (B.4)
r

1
3, (aS,) + =0, (ear* (S V" + p)) =
T
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2
2

—aag SV +7+p+D)+ oza—p (B.5)
r r

1
0, (at) + —zar (aar2 (t+p) v’) = —a/aﬂer (B.6)
r r

donde las variables conservativas las definimos como
Llamando a aD = wy, aS, = w, y at = w; y desarrollando obtenemos

o,(wy) = — [a/wlarvr +av'ow; +wiVo,a + afwlvrarrz/rz] (B.7)
0;(wa) = — [aw20,V" + @V 0wy + wpv 0, + @ad, p]
. 2wy aa’m .
—|apd,a+ wyV" +ap)o,a + +— WV + w3 +ap +wy) (B.8)
r
0;(w3) = — [a(ws + ap)d V" + av' (0,w3 + ad,p + pd,a)|
2 + d
_ [rz(w3 +apy/,q + 22T AV amw 2] (B.9)
r
Ahora reescribamos las ecuaciones (2.38-2.40) usando estas variables
0,a = —4nraw, (B.10)
dpa = [471;’ (w3 + aD) - @] : (B.11)
r
0,a . am
= al|4nr (wyv +ap)+—2]. (B.12)
a r

Lo que prosigues es elaborar un sistema de forma que se pueda solucionar por el método
de lineas de forma que usando diferencias finitas y sustituyendo (B.11) y (B.12) en (B.10-
B.12) a primer orden se obtiene lo siguiente, donde todos los valores que no presentan
subindices se encuentran en la posicion i:

Vi Vi + o W11 + W)
2dr 2dr

am 2awqv”
+wivaa [47TI’ (woV" + ap) + —2] +
r

(B.13)

rhs(wy) = — [a/wl
r

Vi Vi + o (W2)i1 + (W2)is
2dr 2dr

rhs(wy) = — [a/wz + (wpV" + ap)wyv aa |4dnr (woV + ap) + %] + aaarp]
r
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2wy ad’m
+ 2 (Wov" + w3 +ap +wy)

(B.14)

- [apa2 [47rr (w3 +aD) - @] + (wyV" +ap) +
r

ViV w3)i—1 + (W3);
el il +av’[( izt + (W)ist +a(9,p+pa2(47rr(w3+aD)—

rhs(ws) = — [CL’(Wg + ap) l_l2dr >

2 + g
- [rz(w3 +apWV aa [47rr (wpV" + ap) + %] + a(ws + ap)y + szwz] (B.15)
r r r
simultaneamente con
rhs(a) = —4nraw, (B.16)

mientras que la ecuacion (B.12) se resuelve independiente con un Runge-Kutta de cuar-
to orden tal como se resolvieron las ecuaciones TOV y la ecuacién (B.11) serd para moni-
torear la convergencia del sistema.

Como se puede observar estas ecuaciones ya son muy complicadas, se tratan de cuatro
ecuaciones que se solucionan simultaneamente, estas se resuelven por medio del Runge-
Kutta de cuarto orden, donde nuestras f’s ahora serdn los rhs’s de (B.13-B.16) y se solu-
cionan exactamente como se mostré la solucion de las ecuaciones TOV por el método de
Rungge-Kuta.
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