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Resumen

Cuando se proyecta un patron de franjas paralelas y oscuras sobre una superficie con relieve
aparece una modulacién en las franjas que se puede relacionar con las coordenadas locales y con
la altura de la superficie.

Existen diversas técnicas para proyectar franjas sobre superficies, una de las cuales es por me-
dio del Efecto Talbot en el que se generan autoimagenes de objetos periddicos iluminados con
luz coherente y monocromatica en posiciones discretas a lo largo del eje en que viaja la luz. La
distancia a la que aparecen estas imagenes es conocida como distancia de Talbot. En uno de los
planos en que se forma una autoimagen de la rejilla binaria se coloca un objeto con relieve que
deforma las lineas de la rejilla debido a su superficie, la imagen que se obtiene de esta manera se
captura con una camara CCD.

Por medio de la transformada de Fourier esta imagen es demodulada para obtener el mapa de
fase envuelta. El proceso de desenvolvimiento de fase se puede llevar a cabo mediante el método
de Itoh el que produce una nube de puntos que corresponden a las alturas locales de la superficie
respecto a un plano de referencia.

En esta tesis se presenta la técnica anteriormente descrita con la implementacién de la trans-
formada de Fourier extendida (XFT) para la reconstruccion de superficies 3D. El uso de la XFT
mejora los resultados que si se utiliza la transformada de Fourier de programas comerciales y no es
necesario el uso de programas complejos para el desenvolvimiento de la fase. Ademas, los resultados
obtenidos de las superficies con objetos simulados digitalmente y reales son presentados.

Palabras Clave: Efecto Talbot, transformada de Fourier, luz estructurada, desenvolvimiento de
fase.
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Abstract

When a pattern of parallel and dark fringes is projected onto a relief surface, there is a modu-
lation in the fringes that can be related to the local coordinates and to the height of the surface.

There are several techniques for projecting fringes onto surfaces, one of which is by means
of the Talbot Effect in which self-images of periodic objects illuminated with coherent and mo-
nochromatic light are generated in discrete positions along the axis in which light travels. The
distance at which these images appear is known as Talbot distance. In one of the planes in which
a self-image of the binary grating is formed an object with relief is placed that deforms the lines of
the grating due to its surface, the image that is obtained in this way is captured with a CCD camera.

By means of the Fourier transform this image is demodulated to obtain the wrapped phase
map. The unwrapped phase process can be carried out by the Itoh method which produces a cloud
of points corresponding to the local heights of the surface with respect to a reference plane.

The technique described above with the implementation of the extended Fourier transform
(XFT) for the reconstruction of 3D surfaces is presented in this thesis. The use of the XFT
improves the results that if the Fourier transform of commercial programs is used and it is not
necessary the use of complex programs for the development of the phase. In addition, the results
obtained from surfaces with digitally simulated and real objects are presented.

Keywords: Talbot effect, Fourier transform, structured light, phase unwrapping.
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“En resumen, la luz es la forma mds
refinada de la materia.”

Louis De Broglie (1892-1987)
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Capitulo 1

Introduccion

La éptica es la rama de la fisica que analiza las caracteristicas y propiedades de la luz asi como
su interaccién con la materia. Existen diferentes areas dentro de la 6ptica entre las que se pueden
mencionar la éptica geométrica [1], dptica fisica [2] y 6ptica cudntica [3]. En la dptica geométrica
se trata la luz como rayos es decir, no importa si es particula u onda y sélo importa la direccién
en la que viaja; por otra parte, la dptica cuantica trata la luz como fotones y su interacciéon con
la materia, de esta area se desprenden muchas sub-areas de reciente importancia. La éptica fisica
trata la naturaleza ondulatoria de la luz. Dentro de la déptica fisica se encuentran las sub-areas
tales como interferometria, polarimetria y metrologia optica, entre otras. La metrologia éptica tie-
ne como propoésito efectuar medidas de alta precision usando ondas de luz lo que permite realizar

mediciones sin contacto; esta tesis estd enmarcada dentro de esta area.

Una de las técnicas usadas en la metrologia optica para la reconstrucion de superficies tridi-
mensionales es la proyeccién de franjas [4]. Para la proyeccién de franjas existen diversos métodos
como lo son la interferometria, proyeccion geométrica o el efecto Talbot. Este ultimo surge cuando
una rejilla binaria es iluminada por un frente de onda plano, coherente y monocromaético; el campo
difractado por esta rejilla forma imagenes idénticas, llamadas autoimagenes, en planos ubicados a
multiplos de la distancia conocida como distancia de Talbot [5]. Es importante recalcar que éstas

autoimagenes se forman sin necesidad de componentes Opticas, es decir por simple propagacién

libre.



En esta tesis se construyé un arreglo optico para generar el efecto Talbot tal que permita
colocar un objeto en uno de los planos donde se forma una autoimagen de una rejilla binaria;
usando un divisor de haz y con una camara CCD se captura la imagen de las franjas de la rejilla
deformada por la superficie del objeto. La imagen capturada se procesa por el método de Takeda
[6] que permite la extraccién de la fase que proporciona informacién sobre la superficie del objeto.

El método de Takeda emplea la transformada de Fourier para la extraccion de la fase.

Ignacio Garcia-Serrano et al [7] proponen reconstruir objetos usando el efecto Talbot y desen-
volviendo la fase mediante el método de [toh mencionado anteriormente, sin embargo sus resultados

obtenidos no son del todo éptimos.

R. Rodriguez-Vera et al [8] usan el efecto Talbot para reconstruir contornos en objetos 3D, sin
embargo no usan el mismo método empleado en esta tesis, debido a que utilizan el algoritmo para

la transformada de Fourier implementado en sofware comercial.

En este trabajo se usa una variante de la transformada de Fourier, llamada transformada
de Fourier extendida (XFT) desarrollada por el Rafael G. Campos et al [9]. Este método tiene
como ventaja realizar la transformada de Fourier con mayor velocidad y precision sin necesidad de
contar con un equipo de cémputo potente, lo que la vuelve una ventaja importante para el método
usado en este trabajo, pues se optimiza el tiempo de ejecucién del algoritmo para el andlisis de
las imégenes. La ventaja sobre los trabajos mencionados anteriormente es que al usar la XFT se
reconstruye la superficie del objeto sin necesidad de algoritmos complejos para el procesamiento

de la fase.



I.1. Objetivo general

Mejorar la reconstrucién digital de la superficie de diversos objetos macroscéspicos mediante la

proyeccion de una rejilla binaria usando el efecto Talbot y la transformada de Fourier extendida.

I.2. Objetivos especificos

1. Comprender el efecto Talbot.

2. Implementar el andlisis de Fourier para envolver la fase.

3. Comprender la teoria de envolvimiento y desenvolvimiento de fase.
4. Desarrollar los cédigos de desenvolvimiento en MatLab.

5. Reconstruir objetos en 3D.

Para llevar a cabo estos objetivos la estructura de la tesis es la siguiente. En el capitulo 11
se estudia la teorfa de Fourier, la transformada de Fourier y algunas de sus propiedades. En el
capitulo III se habla sobre el efecto Talbot. El capitulo IV comprende el estudio de la proyeccion
de luz estructurada y ademas presenta el concepto de fase envuelta y desenvuelta. El proceso
de fase desenvuelta, asi como sus algoritmos y diversos errores presentes durante este proceso son
contemplados en el capitulo V. En el capitulo VI se expone el arreglo experimental empleado en este
trabajo, la toma de muestras, su andlisis y la reproduccién de los objetos de estudio. Finalmente,

en el capitulo VII se presentan las conclusiones.



Capitulo 11

Analisis de Fourier

El andlisis de Fourier es una herramienta matematica de gran utilidad en el estudio de fenéme-
nos lineales y no lineales. Esta herramienta es ampliamente utilizada en redes eléctricas, sistemas
de comunicacion y sistemas épticos para procesado de informacion entre otras aplicaciones. Este
analisis involucra series y transformadas de Fourier por lo que en este capitulo se da una descripcién

breve de cada una de ellas.

I1.1. Series de Fourier

Se define una funcién periédica como una funcién para la cual

f)=f{t+T) (1)

para todo valor de t. La constante T que satisface la relacién (1) es el periodo de la funcién.

Mediante la repeticién de (1), se obtiene,

Ft) = ft+nT), n=0+1,+2, .. (2)



Las series de Fourier son la base matematica del analisis de Fourier usado para estudiar fun-
ciones de comportamiento periddico, para ello se realiza una descomposicion de dicha funcién en
una suma infinita de funciones sinusoidales cuyo comportamiento es més simple (formadas por una
combinacién de senos y cosenos de frecuencias enteras). Se puede escribir este tipo de funciones

CO1mo:

g(x) = % + Z[an cos(27m%x) + b, sin(27m%1‘)], (3)

n=1

en esta ecuacion los coeficientes a,, y b, son las amplitudes de cada una de las componentes
sinusoidales. Si la funcién g(x) es real, los coficientes serdn reales también. Si se multiplica la
expresion (3) por cos(2rmzx), luego por sin(2rm+x) y se aplican identidades trigonométricas,

se puede obtener después de integrar sobre un periodo completo una expresion analitica de los

coeficientes, los cuales se calculan a partir de g(z) como:

1 [T/

an = & /_T/Qg@) cos(2mn fyx)dx (4)
/

b, = %/_Z/Zg(x) sin(2mn fyx)dx (5)

Se puede observar que las componentes de la frecuencia tienen una separacién constante e igual
a la frecuencia fundamental f, = 1/T. Ahora si la funcién es simétrica (es decir g(z) = g(—x)),
entonces solo los coeficientes a, pueden ser diferentes de cero, en cambio si la funcién es anti-

simétrica (g(z) = —g(—=)) entonces seran los coeficientes b, los que pueden ser diferentes de cero.



Cuando la funcién es asimétrica ambos coeficientes pueden ser distintos de cero. En la figura (1)

se muestran algunas de las funciones peridédicas méas comunes.

9 ) )
LA AAAR
1 AR

- VV VY

Figura 1. Graficas de funciones peridédicas unidimensionales: (a) Rectangular Rect(z); (b) Cose-

(c)

noidal cos(z); (c) Peine de Dirac Comb(x) y (d) Triangular.

Otra forma en la que pueden ser representadas las series de Fourier es por medio de funciones

complejas tal como:

glz) = ) Cpe’mnhe (6)

n=—oo

en esta relacién los coeficientes C;, pueden ser reales y/o imaginarios. Estas funciones exponenciales
también son ortogonales pues son funciones trigonométricas. Se pueden calcular los coeficientes de

la siguiente manera:

Cn = /xo g(x) cos(2mn fya)dx. (7)

—x0

Para este caso, los coeficientes C,, corresponden a valores positivos de amplitud.



I1.2. Transformada de Fourier unidimensional

Si el periodo de la funcién g(x) incrementa y la separacién entre las componentes sinusoidales
disminuye, en el limite cuando el periodo tiende a infinito, el intervalo de frecuencia entre armoni-
cas tiende a cero. Cualquier funcion no periédica puede ser considerada como una funcién periédica
con un periodo infinito, por lo tanto, una funciéon continua no periddica se puede representar como
una serie de Fourier, es decir, se puede representar por una suma infinita de funciones sinusoidales.
Como consecuencia, la serie de la ecuacién (3) se puede representar como una integral y esto nos

lleva al concepto de transformada de Fourier.

Sea g(z) una funcién continua dependiente de la variable real x. La transformada de Fourier

de g(x) se representa por G(f) y estd definida por:

La transformada de Fourier G(f) es el espectro de amplitud de la funcién g(z) o espectro de
Fourier y su amplitud es el mdédulo al cuadrado de este espectro. Un ejemplo de una transformada
de Fourier se tiene al utilizar una funcién sinusoidal g(z) la cual presenta un espectro de Fourier
unico con dos frecuencias caracteristicas que se puede interpretar como su huella digital. Este
espectro es un par de funciones delta de Dirac localizadas simétricamente con respecto al origen
en el plano de frecuencia correspondiente. Dada G(f), la funcién g(z), puede ser obtenida a través

de la transformada inversa de Fourier, definida por:

g(z) = / "Gy, (9)

o0



Aqui, z es la variable espacial y su dominio se refiere como dominio espacial. Por otro lado,
f es una variable de frecuencia, por lo que su dominio es el de frecuencias espaciales o dominio
de Fourier. Un par de Transformadas de Fourier estd definido por las ecuaciones (8) y (9). Ambas
funciones, g(x) y G(f), pueden ser reales o complejas. En la tabla (1) se muestran algunos pares

de transformadas de Fourier.
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Tabla 1. Pares de transformadas de algunas funciones separables en coordenadas rectangulares.
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I11.3. Transformada de Fourier bidimensional

La transformada de Fourier de una funcién g con dos variables independientes x e y representada

por .#{g}, es definida por

+0o0
Flga,y)} = / / g(a, y)e =) gy dy (10)

La transformada esté definida como una funcién compleja de dos variables independientes f,
y fy conocidas como frecuencias espaciales. De manera similar, la transformada inversa de Fourier

de una funcién G(f, f,) es representada por .Z *{G} y se define como

+oo
F gley)} = / / G(fy. f,)e U= gy, . (1)

Se puede observar que la transformada de Fourier y su inversa son muy similares, diferenciando-

se solo por un signo en la exponente del integrando.

Antes de discutir las propiedades de la transformada de Fourier y de su inversa, se debe primero
decidir cuando las ecuaciones (10) y (11) son significativas. Para ciertas funciones, estas integrales
pueden no existir en un sentido matematico y, por lo tanto, esta discusién estaria incompleta sin
al menos hacer una breve mencién de las condiciones de existencia. Un conjunto de condiciones de

suficiencia para la existencia de la ecuacién (10) son las siguientes:

1. g debe ser absolutamente integrable sobre el plano infinito (z,y).

2. g s6lo debe tener un numero finito de discontinuidades y un numero finito de méaximos y

minimos en un un dominio rectangular finito del plano XY.
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3. ¢ no puede tener discontinuidades de manera infinita.

En general, una de estas condiciones pueden ser vulnerada para fortalecer una o dos de las
otras condiciones.

La definicién bésica de la transformada de Fourier (10) conduce a una estructura matemética
conocida con la operacién de transformacion lineal. A continuacion se expone algunas de las pro-
piedades basicas de la transformada. En los siguientes casos se considera que las transformadas
de Fourier de las funciones g(z) y h(x) estan dadas por % (g) = G(fs, f,) v F(h) = H(fs, f,),

respectivamente.

1. Teorema de Linealidad. La transformada de una suma ponderada de dos o mas funciones

es idéntica a la suma ponderada de las transformadas individuales:

Flag+ Bh} = aF{g} + BF{h}. (12)

2. Teorema de Similaridad. La amplificacién de las coordenadas en el dominio espacial (z, y)
resulta en una contraccion de las coordenadas en el dominio de las frecuencias espaciales

(fz, fy), ademas de un cambio en la amplitud total del espectro:

o Jy

Flglar,by)) = DG 1) (13)

"~ labl a

3. Teorema del Desplazamiento. Una traslacién de la funcién en el dominio espacial intro-

duce un cambio de fase lineal en el espectro de frecuencias:

Flg(x —a,y—b)} = G(f., fﬁe‘ﬂﬁ(fxﬁfyb), (14)



12

4. Teorema de Rayleigh (Teorema de Parseval). La integral del lado izquierdo del teorema
puede ser interpretada como la energia contenida en un frente de onda g(z,y). Lo que nos
conduce a la idea de que la cantidad |G(f, f,)|* puede ser interpretada como una densidad

de energia en el dominio de las frecuencias, es decir:

F Y g(a,y)} = // xy|2dxdy—// Gfo f)P dfudf,  (15)

Esta ecuacién también se conoce como el principio de conservaciéon de la energia.

5. Teorema de Convolucién. La transformada de Fourier de una convolucién de dos funciones

en el dominio espacial es equivalente a la de multiplicar sus transformadas individuales:

71 / / " g(en) b — &y — )dedn} = Gfor ) H(fo. f,). (16)

6. Teorema de Autocorrelaciéon. Este teorema puede ser considerado como un caso especial
del teorema de convolucién donde se realiza la convolucién entre g(x,y) con su compleja

conjugada gx(—x, —y):

#/ [ " g * g(€ — an — y)dedn) = |G (for £, (17)
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Similarmente,

7 =~ {otwl) [ [ T GEmG R (€ = fon— f — y)dedn. (18)

7. Teorema Integral de Fourier. En cada punto de discontinuidad de g, las dos trasformadas
sucesivas producen un promedio angular del valor de g en una vecindad pequena de ese
punto. Esto es, la transformada sucesiva y la transformada inversa de una funcién producen

la funcién original, excepto en sus puntos de discontinuidad:

FF Hg(x,y)} = F " F{g(x,y)} = g(z,y). (19)

Estos teoremas no son sélo de interés tedrico sino que tienen una gran aplicacion practica y son
utilizados con frecuencia, ademas, de ser las herramietas indispensables para la manipulacion de
la transformada de Fourier y puede ahorrar grandes cantidades de trabajo al momento de realizar

un analisis de Fourier.

Existe un conjunto de funciones matematicas que son de gran importancia para el modelado
de fenémenos fisicos bajo el estudio de la Transformada de Fourier, por ello en esta seccién se

menciona un poco sobre esto. A continuacion se definen dichas funciones:

1. Funcién Rectangulo

—_

si|z| <

[

rect(x) =

N =

si|z| =

N

0 en otro caso



2. Funcién Seno-Cociente

3. Funcién Signo

4. Funcién Triangulo

5. Funcién Peine de Dirac

sinc(z) = sm(ﬂx).
T
1six>0
sgn(r) = 0six=0
—1siz<0

1—|z| si|z| <1
Alx) =

0 en otro caso

comb(x) = Z d(z —n).

n=—oo

14
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En la tabla (2) se muestran algunas funciones con su respectiva transformada, cabe sefialar que
las funciones expuestas son separables en coordenadas rectangulares y se presentan con constantes

de escala arbitraria.

Funcion Transformada
{J.zuz_bzrz 1 [_,_if__ﬁ]
el y) — el 'liu'i: B2 i}
|l
rect(ax)rect (by) ﬁsuw(%)smv(%)
A(za)A(yd) #‘: inc2 ( = ) sine? (%‘L)
| |
d(ax, by) ﬁ
gim(za+ty 0(fe = %5 =)
: N B 11
‘ sgn(ax)sgn(by) bl 775 525
comb(ax)comb(by) 1 omb(L=) (&
i b Y iublt'ulu J( a )( (x )
L S f,f =
‘ gin(z?a?+b?y?) lLblF[—ﬁr{:&—;:r}J
o]
e (le|e+biyl ILl 2 . 2 —
abl l—(’;]?r";f'-) 1—(2?r£|.;"‘-)

Tabla 2. Algunas funciones y sus transformadas de Fourier.

11.4. XFT: Transformada de Fourier extendida

En este apartado se descibe de manera breve el método de la XFT; una justificacién mas pro-

funda sobre el tema de este algoritmo empleado para el célculo de la FFT se encuentra en [9].

Mediante el uso de un enfoque espectral, se puede derivar una cuadratura de Gauss para la
transformada fraccional de Fourier continua [9]. La cuadratura se obtiene de una forma bilineal de
vectores propios de la matriz asociada a la ecuacion de recurrencia de los polinomios de Hermite.

Estos vectores propios son aproximaciones discretas de las funciones Hermite, que son funciones
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propias de la transformada de Fourier fraccional. Esta nueva transformada discreta es unitaria
y tiene una estructura de grupo. Mediante el uso de algunas férmulas asintéticas, se escribe en
términos de la transformada rapida de Fourier (FFT), produciendo una discretizacién rapida de la
transformada de Fourier fraccional y su inversa, por ello este método se convierte en una version

mas exacta de la FFT y se puede utilizar para las funciones no periédicas.

El cédigo en ambiente Matlab para obtener la transformada de Fourier extendida, se presenta

a continuacién:

epsx=pi/sqrt(2*xnx) ;
x=((1l:nx)’—nx/2—1/2)*epsx;
alfax=pixexp(—1i*2xpix*((nx—1)/2)"2/nx)/sqrt(2*nx);

epsy=pi/sqrt(2xny) ;

y=((l:ny)’'—nx/2—1/2)*epsy;
alfay=pixexp(—1i*2xpix((ny—1)/2)"2/ny)/sqrt(2xny);
Ux=diag (exp(—1i*pi*(nx—1)*(0:nx—1)’/nx));

Uy=diag(exp(—1li*pi*(ny—1)*(0:ny—1)"/ny));

hp=alfax *nx«(Uxxfft ((gxUx)."));

v=alfay«ny*Uyx*( fft ((hp*Uy)."));

donde nz y ny son el tamano de la imagen de entrada a la que se aplica la transformada de Fourier
extendida. Las siglas f ft es el comando de Matlab para obtener la transformada de Fourier d ela

funcién g¢.

I1.4.1. Comparacién de la FFT vs XFT

En esta seccién se compara el resultado clasico de la FFT contra la XFT y se muestran dos

ejemplo. El primer ejemplo se muestra en la figura (2) en la que se observan dos cuadros blancos
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en un fondo negro que componen la imagen de entrada de la que se obtiene la transformada de
Fourier, se procesa la imagen por ambos métodos y se puede apreciar la diferencia entre ambas. El
segundo ejemplo se muestra en la figura (3) donde se aprecia el contorno de un gato en un fondo

negro,de igual modo se procesd con ambas transformadas.

Aunque el algoritmo de la FFT es ampliamente utilizando en la mayoria de los programas
computacionales y presenta una buena eficiencia, en esta tesis se emplea el reciente algoritmo
conocido como XFT, cuyo resultado es mas preciso debido a que proviene de una férmula de
cuadratura convergente [9]. Otra de sus ventajas de este algoritmo es que el costo computacional
para su calculo es similar al de la FFT. Ademas, para ciertas funciones la magnitud de la diferencia
entre el error de la funcion exacta de su transformada de Fourier y la aproximada empleando la
XFT tiende a cero en més puntos alrededor del origen a medida que N incrementa, mientras que
la misma diferencia producida por la FF'T mantiene practicamente el mismo valor para el mismo

intervalo.
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Capitulo I1I

Efecto Talbot

Al iluminar un objeto periédico, con una funcién de transmitancia cualquiera, con un frente
de onda plano, después de que la onda plana atraviesa al objeto se obtiene un campo de onda con
modulacién peridédica. A una distancia posterior, conocida como distancia de Talbot, el campo de
onda tendra la misma distribucién de amplitudes que tenia inmediatamente después del objeto
periédico que se conoce como autoimagen y el plano donde se encuentra se conoce como distancia
de Talbot. Para entender este concepto, es necesario recurrir a las series de Fourier que se utilizan

en la siguiente seccién.

III.1. Series de Fourier de un campo 6ptico periédico

En el capitulo 2 se analizaron aspectos de la serie de Fourier desde un punto de vista matematico,
ahora se tratan como una suma de ondas planas, a continuacién se analiza dicha afirmacion.

Una onda plana puede ser representada por la siguiente expresion:

U(7) = e (20)

En la ecuacién (20) k es el vector de progacion de la onda, y esta dado por:

- 2 ~ A ~
k= ;(Li + Mj+ Nk), (21)
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donde L, M y N son los cosenos directores del vector de propagacién de la onda (ver figura 4), los

cuales estan dados por:

L = cosa,
M = cos 3, (22)
N = cos,

a, B, 7, los angulos que forma k con los ejes x, y, z respectivamente. El vector 7 se denota por:

7= a1+ yj + zk. (23)

A Direccion de
propagacion

/k

Y
k-~

X

Figura 4. Representacion esquematica de la direccién de propagacién de una onda.

Por ello se puede representar la ecuacién (20)

U(z,y,2) = 15 (La+My+Nz)] (24)
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Supongase que el vector de propagacion de la onda estd inscrito en el plano xz, lo cual sélo es
posible si f = 90°(es decir M = 0). En este caso, la distribucién de la fase de la ecuacion (24) se

proyecta en el plano z = 0 como:

;2T

U(x) =3, (25)

La funcién e?™/=* de la serie de Fourier en la ecuacién (6) se puede interpretar como una onda

plana del tipo de la ecuacién (25), cuyo coseno director, respecto al eje x es:

donde p es el periodo y p=1/f, y f. es la frecuencia.

Con esto se demuestra que, mientras la ecuacion (25) representa una sola onda plana, la ecuacién
(6) representa una suma de ellas. Tratar las series de Fourier como una suma de ondas planas es

muy importante al estudiar problemas de difracién.

III.2. Serie de Fourier de un campo 6ptico peridédico des-

plazado

Para esta tesis es 1til encontrar la serie de Fourier de un campo periédico desplazado lateral-

mente medio periodo.
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Considérese un campo periédico uy(z) con periodo p, cuya serie de Fourier es:

_ Z Cnei27rnw/p‘ (27>

n=—oo

Puede representarse la ecuacién (27) como subseries infinitas:

o0

Uo(l‘) _ Z 02n€i27r(2n)a:/p+ Z C2n+16i27r(2n+1)z/p' (28)

n=—oo n=—oo

Las ecuaciones (27) y (28), representan la serie de Fourier del mismo campo de ondas pero

expresado de diferente forma.

Se puede considerar un campo periddico desplazado lateralmente medio periodo, el cual se

representa por ug(z — p/2). La serie de Fourier para este campo, de acuerdo con (27), resulta ser:

Uy = ZL’ _p/2 Z 0N 6127mz/p —inx (29>

n=—oo

Con la ecuacién (29), se observa que la exponencial puede tener dos posibles valores:

A 1 si n par
e = (30)
—1 si n impar
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Si se utiliza la ecuacién (30) se puede representar la expresion (29) en dos subseries, con érdenes

pares e impares como:

ZL’ . p/2 Z C n6127r @2n)z/p _ Z 02 7,27r (2n+1) x/p (31>

n=—oo n=—oo

con ello, se obtiene una serie de Fourier para un campo de onda desplazado, en funcién de dos

subseries infinitas.

I1I.3. Propagacion de una onda plana

Una onda plana o un campo de ondas se puede propagar mediante la integral de Fresnel, sin
embargo se tratara mediante un procedimiento heuristico. En la figura (5) se muestra un esquema

para realizar dicho procedimiento.

Campo

periddico

Plano fraccional
de Talbot

Plano de
autoimagen

Figura 5. Esquema del arreglo para la difracciéon de un campo periddico.

Por simplicidad usemos la onda plana descrita por la ecuacién (24), pero con su vector de

propagacion inscrito en el plano xz, es decir M = 0, en este caso:
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\I/(.%,Z) — eizT”(LaﬁJer)7 (32)

donde

N =(1- L2 (33)

Se puede ver que la onda plana que en z = 0 se representa por la ecuacién (25), en z # 0 se

representa mediante la ecuacién (32), que se puede escribir como:

U(z,z) = % (V=) i 5 (L) (34)

Nétese que L/ = v es frecuencia espacial, y si |v| << 1/ (caso paraxial o de Fresnel), el

coseno director NV, segin la ecuacién (32), se puede aproximar como:

N=(1- )2~ 1-20%/2. (35)

Por tanto, la ecuacién (34) se reduce a:

\I/(l', Z) — ei%zezﬁr)\ztﬁei%rl/z‘ (36)
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Se puede definir el factor de propagacion F(z) de la ecuacién (36) como:

F(Z) — ez‘%’ze—iﬂ)\zzﬂ ) (37>

En el caso de la onda plana, e”>™/P en la serie de Fourier de la ecuacion (27), se tiene v = n/p

y su factor de propagacion es:

- 270 2

F(Z) _ esze—iwAan/p ’ (38)

por tanto, el campo periddico, de la ecuacién (27), el cual se propaga en una distancia z es:

U(lC, Z) _ eiQTﬁZ Z Cnefifr)\an/pQGiZﬂ'nx/p. (39)

n=—0oo

Esta ecuacion también representa una serie de Fourier pero con nuevos coeficientes. Notese que

si z = 0, la segunda exponencial de la ecuacién (39) se reduce a:

2

efiﬂ/\znz/p — 1, (4())

con este resultado, la ecuacién (39) es exactamente igual a la serie de Fourier de la expresién (27).
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III.4. Formacién de autoimagenes

Si z # 0, la ecuacién (39) puede ser reducida (salvo por un factor de fase constante) a la

ecuacion (27), para ello es suficiente establecer la condicién:

2t = 2p2//\7 (41>

conocida como la distancia de Talbot.

Sustituyendo la ecuacién (41) en la ecuacién (39), se encuentra una réplica del campo periédico
a la distancia z;, es decir donde se halla su autoimagen. Este hecho se conoce como Efecto Talbot;

es facil darse cuenta que los planos nz; también presentan autoimagenes del campo periddico.

I11.5. Patron de difraccion de Fresnel a un medio de la

distancia de Talbot

Usando la ecuacién (41), el patrén de difraccion de Fresnel de la ecuacion (39) puede reescribirse,

si se omite el factor de fase e”>™*/? como:

U(l’, Z) _ Z CnefiQWnQZ/zteiQﬂ*nm/p. (42>

n=—oo

El factor donde aparece la distancia de Talbot lo expresaremos como:

F(n, Z) _ e_izan/Zt, (43)
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este factor es muy importante, pues determina la forma que tendrd (42) con distintos valores de

z, ahora se analizara el caso para un medio de la distancia de Talbot.

Supdngase que z = z;/2, sustituyendo esto en la ecuacién (43) se tiene:

2

F(n,z/2) =e ™, (44)

con dos valores posibles:

1 si n par,
F(n,z/2) = (45)
—1 si n impar.

Usando la ecuacién (45) en la ecuacién (42), se puede expresar mediante dos subseries como:

"infty
U(l‘ Z) _ Zt/2 Z C n€127r @2n)z/p _ Z OQn o2 (2n+1) m/p (46)

Puede verse que la ecuacién (46) es la misma expresion que la ecuacién (31), es decir:

U(z,z = 2/2) =up(z — p/2,2 = 0). (47)

Desde un punto fisico, este resultado dice que, al analizar el patrén de difraccién de Fresnel de
un campo periddico, a la mitad de la distancia de Talbot, lo que se observa es la imagen del mismo

campo, pero desplazado medio periodo lateralmente.
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I11.6. Patron de difraccion de Fresnel a un cuarto de la

distancia de Talbot

Si en la ecuacién (43) se hace z = z:/4, se obtiene:

F(n, z/4) = e ™7/2, (48)

Es necesario distinguir los casos en los que n es par e impar, es decir:

1 si n par,
F(n,z/4) = (49)

—1¢ sl n impar.

sustituyendo la ecuacién (49) en la ecuacién (41):

.23 Zt/4 Z s 6227r 2n)z/p i Z 02 127r(2n+1 x/p (5())

n=—oo n=—oo

aplicando las ecuaciones (28) y (31), las subseries de la ecuacién (50) se pueden escribir como:

i Cope2mnz/p — % [uo(x) + Uy (x — g)} , (51)

n=—oo

i § CQn 227r @n+lz/p _

n=—oo

[uo(x) — U <$ — g)] : (52)
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Las expresiones (51) y (52) permiten escribir la ecuacién (50) de la siguiente forma:

Ulx,z = z/4) = % [uo(a:) + ug <3: — g)} — % [uo(a:) — ug (1: — g)} : (53)

Agrupando términos de la ecuacién (53) se obtiene:

Uz, z=z/4) = %e_”/‘l [uo(a?) + iug <a: — g)} : (54)

En la figura (6) se muestra cada uno de los casos para las distancias de Talbot descritas

anteriormente.
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Figura 6. a) Rejilla cosenoidal (frecuencia 30 pixeles, tamano 600x600 pixeles); b) Perfil de la
rejilla cosenoidal; ¢) Autoimagen de la rejilla cosenoidal a la distancia de Talbot; d) Perfil de la
autoimagen a la distancia de Talbot; e) Autoimagen de la rejilla cosenoidal a media distancia
de Talbot; f) Perfil de la autoimagen a media distancia de Talbot; g) Autoimagen de la rejilla
cosenoidal a un cuarto de la distancia de Talbot; h) Perfil de la autoimagen a un cuarto de la

distancia de Talbot.
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Capitulo IV

Proyeccion de luz estructurada

IV.1. Descripcion del método integral

Distintos fenémenos de interferometria clasica, interferometria hologréafica, moiré, speckle y
la fotoelasticidad dan como resultado un conjunto de franjas denominadas interferogramas. Por
mucho tiempo, lo tradicional en el andlisis de estos interferogramas ha sido una cuestion de loca-
lizacion manual de la posicién y el niimero de las franjas. Con el desarrollo y la disminucion de
los costos en equipo de procesamiento digital, se han logrado realizar avances en el desarrollo de
técnicas de medicién digital de patrones de franjas. Existen tres importantes razones para utilizar
este tipo de andlisis en lugar del tradicional: 1) mayor precisién, 2) incrementar la velocidad y 3)

automatizar el proceso.

IV.2. Interferometria de medicion de fase

Si se utiliza un sistema digital para el procesamiento de imégenes para analizar los interfero-
gramas, se tiene la posibilidad de almacenar la imagen del interferograma dentro de la memoria
de la computadora para manipular posteriormente los pixeles de manera individual. Considérese

la expresién general de un interferograma, por ejemplo, el obtenido en el experimento de Young:

I:II+]2+2V 11]2|”Y|COSA()0, (55)



33

en esta expresion, I ,I; e I son funciones de las coordenadas espaciales y son las intensidades de
las ondas que interfieren, || es el grado de coherencia mutua y Ap es la diferencia de fase (¢)
entre las ondas que interfieren. Imaginese, por ejemplo, que se toma una fotografia de este patron
de interferencia y se almacena digitalmente en una computadora. Cada pixel tiene una intensidad

dada por la expresién en la ecuacién (55).

En muchas de las aplicaciones de la interferometria se desea conocer a través de ella algin
parametro fisico que se encuentra en la expresion de la fase, por tanto, si se resuelve la ecuacién

respecto a Ay se tiene la siguiente expresion:

oI = (h+ 1)

VIEA (56)

Ap = cos

Una vez calculada la fase en cada pixel y conociendo la geometria y configuracion optica
del interferometro se puede calcular el pardmetro buscado en cada pixel de la imagen completa.
Para hacer esto, se deben conocer las intensidades I; e Iy y el grado de coherencia mutua de las
ondas interferidas, ademas se debe conocer la intensidad de cada pixel. Esta suposicion es irreal
en la mayoria de los casos y aun si se supieran estas cantidades para el interferograma ideal, la
distribuciéon de intensidades de un sistema complejo de imagenes estard siempre acompanada por

ruido intrinseco.
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IV.2.1. Meétodo espacial para la medicién de fase por transformada de

Fourier

Los métodos espaciales para la medicién de fase estan basados en la idea de superponer un
patron de franjas sobre una superficie. Dicho patrén esta deformado y representado por la siguiente

expresion:

h(z,y) = a(x,y) + b(z,y) cos[p(x,y) + 27 fox], (57)

donde fy es la frecuencia del patrén de franjas en la direccién x y ¢(x,y) es la fase de la rejilla
modulada por la superficie. Para obtener el valor de la fase ¢(x,y) se emplea el método de la
transformada de Fourier, el cual fue presentado originalment por Takeda et al. (1982). Usando este

método la ecuacién (57) puede ser escrita como:

h(l‘, y) _ a(:v,y) + C(x’y)eimrfox + C*<x7y)€7i27rfox’ (58)

donde

1 .
co(z,y) = §b(x,y)e’¢(””’y)- (59)

La transformada de Fourier del patrén de franjas con respecto a x da como resultado:

H(I‘7y) :A(fmy)+C<fm_f0>y)+0*(fx+f07y)a (6())
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las letras maytsculas representan el espectro de Fourier y f, es la frecuencia espacial en la direccién
x. Para que el método funcione, la variacién espacial ¢(z,y) debe ser tal que permita separar los
érdenes en el espectro de Fourier como se muestra en la figura (7 a). Si se utiliza la funcién de filtro
F(f: — fo,y) en el plano de frecuencias, la funcién C(f, — fo,y) puede ser aislada y transladada

por fp hacia el origen y obtener C(f,,y) como se muestra en la figura (7 b).

Alf,.y)
O*(fu:+.f(J1y) C(f,ffu’y)
(a) i H(fxffo;)’)
|
L -
I

(b) Clf.y)

=
1=

fs

Figura 7. Espectro de Fourier separado de un patrén de franjas.

Ahora se debe tomar la transformada inversa de Fourier de esta funcién y como resultado se
obtiene una funcién compleja (c¢(z,y)). La fase entonces puede ser determinada a través de dos
operaciones equivalentes. La primera de ellas (usada en esta tesis) es calcular el logaritmo de ¢(x, y)

dada por la ecuacién (61), obteniendo:

ogle(o, )] = bog | 330z + i0(z.). (o1

La fase se encuentra en la parte imaginaria de dicha ecuacién y estd completamente separada

de la variacién de amplitud b(x,y) en la parte real. Para el segundo método la fase se obtiene
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usando la ecuacién (59) por lo que obtenemos

Im{c(z,y)}

¢(x,y) = arctan Relcz.g)}’

donde Re e I'm representan la parte real e imaginaria de c¢(z,y).

Para obtener la rejilla modulada se debe proyectar un patrén de lineas claras y oscuras sobre
la superficie como se muestra en la figura (8). El patrén de franjas se proyecta desde el dngulo 6,
sobre una superficie y es observado por una camara que se coloca a un angulo 6,. En la figura (8)
se aprecia que el punto P; de la rejilla sera desplazado al punto P, ubicado sobre la superficie, lo

que es equivalente a un desplazamiento U, el cual se expresa mediante la siguiente ecuacion:

U="U, + U, = z(tanf; + tanbs), (63)

donde z es la altura del punto P, a la rejilla. Dicho desplazamiento da como resultado una funcion
de modulacion:

z(tan by 4 0a) cosfr  z [sin(61 + 62)] z

U
= — = = = (G — 4
o) d. d 4 cosby Gy (64)

donde G = M, d, = ﬁ y d es el periodo de la rejilla.

cos Oy

La moduladacién de la rejilla proyectada sobre un objeto o superficie tiene la forma

h= 2{1+cos27r [% +<;s(a:)]} - 2{1(:08 (%ﬂ) [z cos 0, —i—Gz]}. (65)
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Figura 8. Proyeccion de una rejilla sobre un relieve.

De acuerdo a la ecuacién (65) se tiene que la expresion para la altura z de la parte imaginaria

de la ecuacion (61)

7 =" (66)

Con esta expresion se demuestra que conociendo la fase y los &ngulos de incidencia y observacién
del experimento se puede calcular la altura z que corresponde a una nube de puntos de la superficie
del objeto analizado; es decir, de esta manera se tiene una técnica para digitalizar la superficie de

un objeto tridimensional.

IV.3. Errores en el método de la transformada de Fourier

La expresion (65) corresponde a una rejilla infinita modulada en fase (no acotada en z) y no
a una rejilla real con un ancho finito lo que produce un error en la transformada de Fourier. Para

corregir este inconveniente la rejilla debe ser computarizada sobre una ventana W(z) con ancho
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finito D conocido como ventana de Hamming, es decir, la funcién h(zx,y) de la ecuacién (57) es de

hecho multiplicada por una funcién rectangulo.

hs(,y) = h(z, y)W (), (67)

cuya transformada de Fourier esta dada por:

Hs(f:c7y> :y{hs(xuy)} :H(fz’y)*w(f:c) (68>

De esta expresion se puede observar que el espectro H( f,,y) estd en convolucién con el espectro

W (zx) de la ventana de Hamming dada por:

W(x) = (% + %cos %Tx) rect (%) : (69)

y su transformada de Fourier es:

W(fs) = %sinc(Dfx) + isinc(Dfx —-1)+ }lsmc(Dfx +1). (70)

Esta funcién ventana tiene menos lébulos y por tanto su convolucién con la funcién H(f,,y)
produce menor error. La ventana de Hamming es la mas usada, sin embargo, las ventanas de Hann,
Bell y cos* generan también buenos resultados. Por otro lado, el uso de estas ventanas, generan

otra fuente de error. Esto debido a que la amplitud de las franjas se aproxima a cero al final de la
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Figura 9. Diferentes etapas de la transformada de Fourier; (a) Distribucién de intensidad unidi-
mensional; (b) Intensidad ponderada por la ventana de Hamming; (c) Médulo de la transformada
de Fourier; (d) Funcién de fase envuelta; (e)Reconstruccién de la funcién de fase después del

procedimiento de desenvolvimiento (capitulo 5).

ventana, tal como se muestra en la figura (9), por lo que la determinacién de la fase se sensibiliza

al posible ruido existente en dichas regiones.
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Capitulo V

Desenvolvimiento de fase

Al proyectar un patrén de franjas sobre una superficie que presenta relieve, las lineas del patrén
se deforman de acuerdo a la superficie introduciendo asi una modulacién en la fase (¢) de la rejilla
proyectada. La deformacion de las franjas se relaciona con la altura z de la superficie por lo que
la fase de la rejilla queda como funcion de z. Es claro que para tener una nube de puntos z que

determinen la superficie se debe primero encontrar el valor de la fase de la rejilla.

En el capitulo anterior se presentaron diversas formas para extraer la fase de un patrén co-
senoidal. La alternativa que se utiliza en esta tesis fue presentada en la seccion I1V.3, usando la
transformada de Fourier para aislar la fase ¢ de un interferograma y con esta técnica se encuentran
dos formas para extraer la fase, dadas en las ecuaciones (61) y (62). En estos casos los valores de
la fase presentan discontinuidades como el caso mostrado en la figura (10) debido a que funciones

como arco tangente y coseno no son inyectivas.

Si la fase presenta discontinuidades se dice que la fase estd envuelta en el rango de 0 a 2.
Si la fase aumenta, la pendiente de la funcién es positiva y viceversa debido a la caida del va-
lor de la fase. El término fase desenvuelta surge como resultado del proceso computacional en
el cual se integra el valor de 27 a la fase, es decir, se suma o se resta este valor a lo largo de
una trayectoria cuando se leen los datos en sentido de izquierda a derecha tal como se muestra

en la figura (10)(b). La figura (10)(c) muestra la fase de la figura (10)(a) después de ser desenvuelta.
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Figura 10. (a) Fase envuelta de la funcién “dientes de sierra”; (b) regla de adicién del factor de

27; (c) funcién de fase continua obtenida por desenvolvimiento de (a).

La confiabilidad en los algoritmos de desenvolvimiento de fase es la habilidad de detectar con
precision los saltos de fase de 27. En el caso de datos de fase envuelta sin ruido y donde estos
datos son muestreados adecuadamente (es decir, los gradientes de fase significativos son menores
de 27), una aproximacién simple de la fase desenvuelta serd adecuada y todo lo que se requiere es

un escaneo secuencial a través de los datos (linea por linea) para integrar la fase.

En métodos simples de desenvolvimiento de fase, los datos deben ser continuos a lo largo de
todo el arreglo (sin agujeros en los datos). Una discontinuidad en la fase puede ser causada por un
cambio rapido en el pardmetro medido. Tales defectos pueden aparecer como un cambio repentino
en el espaciamiento de las franjas o como un punto donde las franjas se detienen (conocido como

ruptura de franjas). En estas circunstancias, los errores en el desenvolvimiento de la fase son
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propagados desde el defecto al resto del arreglo. Si los datos estan siendo escaneados linea a linea
en una direccion estos problemas se pueden volver complejos cuando la forma de la discontinuidad
se complica. Existen métodos para la detecciéon automatica y compensacion de estos problemas,

sin embargo, no son tratados en esta tesis.

V.1. Técnicas de desenvolvimiento de fase

El principio del desenvolvimiento de fase es integrar la fase envuelta a lo largo de una trayectoria.
El gradiente de fase para cada pixel se calcula por la diferencia entre el valor de la fase del pixel

n con el pixel inmediato anterior (n — 1), es decir:

Si |A¢| = £27, entonces se asume una discontinuidad de fase en ese punto. El principio més
comun que es empleado para corregir este salto de fase de 27 estd basado en el hecho de que la
diferencia de fase entre cualesquiera dos puntos medidos por integracion de fase a lo largo de una
trayectoria es independiente de la ruta escogida mientras ésta no pase por una discontinuidad de
fase. Por ello, los métodos de desenvolvimiento de fase son divididos en dos categorias: métodos

dependientes de la trayectoria y métodos independientes de la trayectoria.

La forma mas sencilla de desenvolver la fase consiste en escanear de manera secuencial a través
de los datos, es decir linea por linea. Al final de cada linea, la diferencia de fase entre el ultimo
pixel y el pixel de la linea debajo es determinada, esta tultima linea es escaneada en direccién
contraria (figura (11)). Ahora el arreglo de datos bidimensional es tratado como un plegado de
datos unidimensional. Dicha aproximacién es exitosa cuando se aplica a un conjunto de datos de
alta calidad, la complejidad surge cuando existe ruido. Entre las técnicas aplicadas en estos casos

se tiene el escaneo en varias direcciones, escaneo espiral y conteo alrededor de los defectos.
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Figura 11. Linea por escaneo secuencial de lineas.

V.2. Analisis y ejemplos sobre el desenvolvimiento de fase

Para ejemplificar el proceso de desenvolvimiento de fase se analizara el siguiente caso. Con-
sidérese una imagen de fase continua generada por computadora, la cual no contiene ninguna
fase envuelta (saltos), la imagen puede ser mostrada como un arreglo de intensidades tal y co-
mo se muestra en la figura (12) (a), su representacién como una superficie en 3D se muestra en la

figura (12) (b), finalmente la figura (12) (c) muestra un corte transversal de la superficie propuesta.

Aqui se envuelve la imagen de fase continua dando como resultado las imagenes mostradas
en la figura (13). La fase envuelta aparece como saltos miltiples formando un frente de onda de
dientes de sierra como se observa en la figura (13)(a). Para el caso 2D se tienen imégenes de fase
envuelta que aparecen como curvas de contorno (figura (13)(b)). Es importante mencionar que si
una curva abierta entra en la imagen de fase envuelta, esta también debe salir de ella. La figura

(13)(c) muestra la fase envuelta en 3D.
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Figura 12. a) Imagen de fase continua simulada por computadora y mostrada como un arreglo
de intensidades; b) imagen de fase continua mostrada como una superficie; ¢) renglén 410 de la

imagen de fase continua.

Para desenvolver la imagen se puede utilizar el método de desenvolvimiento de fase 2D de
Itoh [12]. Existen dos formas de implementar este método. La primera involucra desenvolver las
filas de la imagen envuelta secuencialmente, esto produce una imagen intermedia la cual esta solo
parcialmente desenvuelta, luego se desenvuelve esta imagen intermedia, pero ahora comenzando

por sus columnas. La imagen resultante corresponde a la imagen de fase desenvuelta y mostrada

en la figura (14)(a) y (14)(b).

La segunda manera de implementar el método de Itoh es desenvolver la imagen de fase envuelta
primero a través de sus columnas, generando una imagen intermedia la cual se usa para desenvolver

todas sus filas. De esta manera se puede obtener una imagen de fase desenvuelta ((14)(c) y (14)(d)).
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Figura 13. a) Renglén 410 de la imagen de fase envuelta; b) imagen de fase envuelta mostrada

como una superficie; ¢) imagen de fase envuelta simulada por computadora y mostrada como un

arreglo de intensidades.

Al ser una imagen artificial el método de Itoh produce un buen resultado. El algoritmo de Itoh
es un algoritmo que provee el desenvolvimiento de fase, sin embargo solo funciona en los casos de
trabajar con imagenes de fase virtualmente libre de errores. Aplicaciones reales producen iméagenes
de fase envuelta que si contienen errores. En el caso del desenvolvimiento de fase 2D, existen cuatro

fuentes de errores las cuales complican los procesos de desenvolvimiento de fase. Estas fuentes de

€ITor son:

1. Ruido.
2. Sub — muestreo.

3. Cambios abruptos de fase.

4. Errores producidos por el algoritmo al extraer la fase.
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(b)

(c) (d)
Figura 14. Imagen de fase desenvuelta usando el algoritmo de Itoh; (a) y (b) primer método; (c)

y (d) segundo método.

V.3. Errores en el desenvolvimiento de fase: Ruido

En varios problemas de medicién, el ruido en los datos muestreados es la mas importante razon
a la que se le atribuye la identificacion falsa de saltos de fase.

Para el caso de datos unidimensionales, la tinica solucién a este problema es el suavizado de la
rejilla sinusoidal con un filtro pasa bajas. Sin embargo, este no siempre es satisfactorio y siempre

existe la pérdida de informacién tras dicho proceso.

Si la diferencia entre dos puntos sucesivos es mayor que +7 , el algoritmo de desenvolvimien-
to de fase considera que esa ubicacion esta envuelta. Esto puede representar una fase envuelta
auténtica o bien puede ser debido a la presencia de ruido y por tanto ser una envoltura falsa.
Para estudiar el efecto del ruido en el desenvolvimiento de fase 2D, se plantea como ejemplo la
adicién de ruido a una imagen de fase continua simulada, la cual se muestra en la figura (12) (a),
se envuelve la imagen de fase con ruido, luego se intentara desenvolver la fase del objeto simulado.

La variacién del ruido se fija en un valor de 0,4. Como se ve en la figura (15) tal valor de ruido no
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afecta la eficacia del algoritmo de desenvolvimiento de Itoh.

Al incrementar la variacion del ruido a un valor de 0,6 empiezan a aparecer problemas. En este
caso el algoritmo de desenvolvimiento de fase de Itoh falla por que atin se presentan discontinuida-
des de 27. Ademas de que en esta ocasion el primer y segundo método de implementacién genera

resultados diferentes.

La acumulacién de errores ocurre durante el proceso de desenvolvimiento de fase, la razén por
la cual se complica el proceso de desenvolvimiento de imagenes de fase envuelta 2D con ruido. La
figura 16(e) muestra una imagen que ha sido procesada usando el algoritmo de Itoh empleando el
primer método. Este algoritmo desenvuelve primero las filas de la imagen una a la vez y después

desenvuelve todas las columnas del mismo modo.

Una observacién més detallada a la figura 16(e) revela que cierta informacién presenta errores.
El algoritmo de Itoh para desenvolver la fase, implementado el primer método, produce un error

de 27 que aparece como lineas horizontales en la imagen de fase desenvuelta resultante.
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Figura 15. (a) y (b) Imagen de fase continua con ruido; (c¢) y (d) imagen de fase envuelta con
ruido; (e) y (f) desenvolvimiento de fase usando el algoritmo de Itoh: primer método; (g) y (h)
desenvolvimiento de fase usando el algoritmo de Itoh: segundo método. La variacién del ruido es

de 0.4.

La figura 16(g) muestra una imagen procesada utilizando el segundo método del algoritmo de
Itoh, una inspeccién més profunda a la figura 16(g) revela que existen errores. Similarmente se
observan errores los cuales ocurren durante el proceso de la imagen de fase desenvuelta. En este

caso se producen errores de 2w que aparecen como lineas verticales en la imagen de fase desenvuelta.
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Figura 16. (a) y (b) Imagen de fase continua con ruido; (c¢) y (d) imagen de fase envuelta con
ruido; (e) y (f) desenvolvimiento de fase usando el algoritmo de Itoh: primer método; (g) y (h)
desenvolvimiento de fase usando el algoritmo de Itoh: segundo método. La variacién del ruido es

de 0,6.

V.4. Errores en el desenvolvimiento de fase: sub-muestreo

Un desenvolvedor de fase detecta la existencia de una envoltura en una imagen calculando la
diferencia entre dos muestras sucesivas. Si la diferencia es mayor de +7 o menor de —m, asi el

algoritmo de desenvolvimiento de fase considera que existe una envoltura en esa posicion. Puede



50

ser una fase envuelta genuina, o bien una fase envuelta falsa debido al ruido o sub-muestreo.

El desenvolvimiento de fase de imagenes que presentan sub-muestreo puede ser dificil e incluso
imposible de realizar. Esto ocurre cuando la diferencia entre dos muestras sucesivas es mayor de
+m 0 a —7 . Esta gran diferencia entre muestras adyacentes esta presente debido a que la imagen
de fase no contiene suficientes muestras y no por la existencia de una fase envuelta verdadera.

Dicha situacién genera una incorrecta fase envuelta.

Para comprender este fenémeno, se analiza su efecto en un proceso de desenvolvimiento de
fase unidimensional. La teoria de desenvolvimiento de Nyquist, dice que si una funcién f(x) con-
tiene frecuencias no mayores de B Hertz, puede ser completamente determinada por muestreo en
un rango de 2B o mayor, si f(x) es una senal puramente sinusoidal, cada periodo de f(z) debe

ser muestreado al menos con dos muestras. Este principio también aplica a la senal de fase envuelta.

Para entender el problema del sub-muestreo se creara una imagen de fase artificial con sub-
muestreo. Esta imagen serd analizada para investigar el maximo permisible de muestras en la
direccion x y y para la base de datos especifica de acuerdo con la teoria de muestreo. El siguiente
paso es envolver la imagen para procesarla utilizando los dos métodos de desenvolvimiento de fase.
Finalmente, se compararan las imagenes producidas por estos dos métodos con el mapa de fase

continua original. En la figura (17) se muestra una imagen digital.

Una vez maés, se procede a determinar la fase envuelta de esta imagen, cuyo resultado se puede
apreciar en la figura 18 (a) y (b) como un arreglo de intensidades y como una superficie 3D res-
pectivamente. Una vez realizado esto, se procede a desenvolver dicha fase mediante el algoritmo de
Itoh y el resultado se muestra en la figura (18) (c) y (d) por el primer método cuando se cumple

el teorema de muestreo.
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(c) (d)

Figura 17. (a) y (b) Imagen de fase continua; (c) y (d) cambio de fase en el eje x e y respectivamente.

La figura (18) (e) y (f) muestra el resultado de desenvolvimiento cuando se presenta un sub-
muestreo, estos dos ultimos pares de figuras se puede corroborar la eficacia de este algoritmo

siempre y cuando el teorema de muestreo se satisfaga.
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(e) (fy

Figura 18. (a) y (b) Imagen de fase envuelta; imagen de fase desenvuelta empleando el algoritmo

de Ttoh; (¢) y (d) primer método: (e) y (f) sub-muestreo.

V.5. Efecto de la discontinuidad en el desenvolvimiento de

la fase

El desenvolvimiento de fase de una imagen que contiene cambios repentinos de fase puede ser
dificil o incluso imposible de resolver. Esto ocurre cuando estos cambios de fase son mayores de
+7m o menores de —7 . Tales cambios de fase pueden ser vistos como envolturas reales, pero en
realidad no lo son. Del mismo modo, pueden actuar como mascaras de envolturas de fase reales

que pueden llevarlas a desaparecer. Se empleard una imagen de fase generada por computadora
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para explicar este efecto en los algoritmos de desenvolvimiento de fase bidimensional.

Se presenta una simulacion de imagenes de fase continua que se muestran como un arreglo de
intensidades y como una superficie (figuras 19(a) y (b) respectivamente). Estas imagenes de fase
contienen cambios repentinos de fase dentro de una regién rectangular que abarca de la fila 100

hasta la 412 y de la columna 200 a la 300. Este cambio de fase tiene una magnitud de 10 radianes.

(a)
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Figura 19. (a) y (b) Imagen de fase generada por computadora; (c) y (d) imagen de fase envuelta.

Se obtiene primero la fase envuelta de la imagen y entonces se desenvuelve aplicando el algo-
ritmo de Itoh donde se observa claramente que esta falla en su objetivo de desenvolver la fase de

la imagen.

En la figura (19) (c) se observa que existen envolturas falsas localizadas en las filas 100 y 412.
Estas envolturas interrumpen la correcta implementacién del primer método del algoritmo de Itoh
como se aprecia en la figura (20) (b). Un nimero mayor de falsas envolturas estén localizadas en la

columna 300. Dichas envolturas son producidas por el repentino cambio de fase en 5 radianes que
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ocurre en esa ubicacién lo cual impide la correcta aplicacién del segundo método del algoritmo de

Itoh (figura (20) (d)).

(a)

ST 48 R Ao ST ML P 4 S 1 _

(c) (d)

Figura 20. Imagen de fase desenvuelta empleando el algoritmo de Itoh (a) y (b) primer método;

(c) y (d) segundo método.
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Capitulo VI

Diseno experimental y resultados

En este capitulo se presentan los resultados experimentales que se obtuvieron en el desarrollo
de esta tesis. Con la aplicacién del algoritmo de la transformada de Fourier extendida se logran
resultados satisfactorios para la reconstruccion de superficies de objetos en 3D sin la necesidad de
sofisticados algoritmos como los que se necesitan si se emplea la transformada de Fourier rapida
(FFT: Fast Fourier Transform) que viene implementada en la mayorfa de los paquetes comerciales

como MatLab, Mathematica, etc.

VI1.1. Descripcién del experimento

En el experimento realizado en este trabajo se proyecté una de las autoimagenes de una rejilla
binaria producidas por medio del efecto Talbot sobre un objeto que presenta relieve en su superficie.

El esquema utilizado para este propdsito se muestra en la figura (21).

e
-
T T111

Lente Rejilla D1v1sor ObJ eto
Ronchi

Laser Pinhole

haz

Figura 21. Esquema del arreglo experimental empleado para generar autoimagenes de una rejilla

binaria usando el efecto Talbot.
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En el esquema de la figura (21) se muestra un haz de luz proveniente de un laser que es
expandido por un objetivo de microscopio y filtrado por un micro agujero (Pinhole) que generan,
a la salida de estos dispositivos, un haz con frente de onda esférico divergente. Frente a estos
elementos, se coloca una lente positiva (convergente) localizada en un plano a la distancia focal, f,
de la lente para generar una onda plana que ilumina a una rejilla binaria. Por simple propagacién
libre, es decir, sin necesidad de usar algin sistema 6éptico formador de imagenes y a la distancia
de Talbot, la distribucién de amplitudes del campo 6ptico es similar a la que se localiza en el
plano inmediato posterior a la rejilla binaria, esto es, en este plano se forma la autoimagen de la
rejilla periédica. En este plano se coloca el objeto del que se desea reconstruir su superficie y con
la ayuda de un divisor de haz colocado entre los planos de la rejilla y de su autoimagen se captura
la imagen con una camara. La imagen del objeto con las franjas de la rejilla proyectadas sobre
su superficie es almacenada en una computadora para su posterior andlisis. En la figura (22) se
muestra la fotografia del arreglo experimental empleado, donde se muestra un laser de He-Ne de
5 mW de potencia que emite un haz de luz roja con longitud de onda de 632,8 nm, el cual fue
expandido por un objetivo de microscopio 60x y filtrado por un pinhole de 10 micras de didmetro.
La lente positiva empleada es de 7 ¢m de distancia focal y la rejilla utilizada es una binaria del
tipo Ronchi de transmisién de la marca Thorlabs con un periodo de 166,6 micras, por lo que la
autoimagen se encuentra a 8,7 cm. Debido a que la distancia de la autoimagen era muy corta y
no permitia colocar el divisor de haz (mostrado en la figura (22)) se decidi6 colocar el objeto en el
siguiente plano de Talbot, es decir, en el plano z = 277 por lo que, de acuerdo a los parametros del
experimento, el objeto se colocd a 17,54 cm respecto del plano z = 0 (el plano de la rejilla binaria).
La camara CCD empleada es de la marca EdmundOptics que tiene una resolucién de 640 x 480
pixeles y el drea activa del sensor es de lem? . La lente amplificadora es de la marca Canon de 50
mm de diametro que fue adaptada para su uso con la camara CCD disponible en el laboratorio de
optica de la FCFM.

Para capturar las imagenes con la camara CCD de las franjas proyectadas sobre el objeto se

utilizé, ademas, una computadora con el software GigaPocket para la visualizacion de las imagenes
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Figura 22. Fotografia del arreglo experimental compuesto por un laser, un colimador, una lente,

una rejilla Ronchi (de periodo ), un divisor de haz, una cimara CCD y una computadora.

y su almacenamiento. Estas fotografias fueron tomadas siempre bajo las mismas condiciones, con
la luz del laboratorio apagada para evitar que la luz ambiental pudiera afectar el contraste de la

rejilla y por tanto, afectar el resultado.

Los objetos utilizados fueron dos pequenos discos de plastilina con surcos en el centro. El
tamano de los objetos es de 3 cm de didmetro y los surcos fueron realizados con un palillo de
dientes lo que produce una hendidura de 3 mm en su parte méas profunda. En la figura (23) se

muestra una fotografia de los objetos utilizados.

VI.2. Reconstrucciéon de superficies en 3D

En la figura (24) se puede observar la deformacién que las franjas sufren al incidir sobre el

objeto con relieve en su superficie.
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Figura 23. Objetos utilizados durante el experimento.

Figura 24. Fotografia tomada del patron de franjas sobre el objeto 1.

Las imagenes se importan a la computadora con un formato .bmp y en RGB con dimensiones
de 640 x 480 pixeles. Para analizarla se cambié su formato a escala de grises, puesto que el uso
de escala de grises de 8 bits asegura que la matriz contenga en cada uno de sus registros solo el
valor de intensidad de luz que le corresponde. Con ello, se puede determinar en primer lugar la
fase envuelta y después la fase desenvuelta para las imagenes de referencia y de cuerpo del disco

de plastilina.

De acuerdo con el algoritmo que se muestra en la figura (25) se aplica el filtro de ventana a

nuestra imagen para eliminar los efectos de borde. El filtro esta definido por la siguiente expresion:
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Z(m,n) =1 — cos (2"7) , (72)

Ny
la variable m tiene valores desde 1 hasta el nimero de total de pixeles.

; Después de aplicar el filtro a la imagen se calcula la Transformada de Fourier. El resultado de
este calculo es una funcion sinc acotada. Para el filtraje se localiza el orden 1 y permite determinar
el tamano del filtro a ser aplicado. Posteriormente se recorre dicho orden al origen del sistema.
Ahora se procede a calcular la transformada inversa de Fourier de la cual se recupera solo la parte
imaginaria tras el cdlculo del logaritmo de esta imagen. El desenvolvimiento de esta imagen se
realiza mediante la aplicacién del segundo método del algoritmo de Itoh, es decir, desenvolvemos

primero las columnas y después las filas.

En las figuras (25) y (26) se muestra el proceso de reconstruccién de la figura (24) usando el
algoritmo de la XF'T. Para comparar la eficiencia de la XFT contra la FFT también se reconstruyo

usando esta ultima, dicho proceso se observa en las figuras (27) y (28).
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Renglon 300 de larejils

Transfomnadainversa

Figura 25. a) Perfil del objeto original; b) transformada de Fourier del objeto; ¢) imagen de la
méscara binaria; d) producto de la transformada de Fourier; e) centrado de frecuencias; f) trans-

formada inversa de Fourier (de la figura 24).
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Figura 26. a) Mapa bidimensional de la fase envuelta; b) mapa 3D de la fase envuelta; c¢) perfil de

la fase envuelta; d) mapa bidimensional de la fase envuelta; e) mapa 3D de la fase desenvuelta,; f)

perfil de la fase desenvuelta.
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Renglon 300 delarejila

Reconstruccion def objeto

Figura 27. a) Perfil del objeto original; b) transformada de Fourier del objeto; ¢) imagen de la
méscara binaria; d) producto de la transformada de Fourier; e) centrado de frecuencias; f) trans-

formada inversa de Fourier (de la figura (24)).
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Fase desenvuelta

Figura 28. a) Mapa bidimensional de la fase envuelta; b) mapa 3D de la fase envuelta; c¢) perfil de

la fase envuelta; d) mapa bidimensional de la fase envuelta; e) mapa 3D de la fase desenvuelta,; f)

perfil de la fase desenvuelta.
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En la figura (29) y (30) se muestra solamente la reconstruccién final de dos objetos mas re-

construidos y su comparacion con la FFT.

-oas

1508

Figura 29. Resultado de fase desenvuelta situado sobre un plano inclinado mostrado como una

superficie: a) imagen original; b) reconstruccién con la FFT; ¢) reconstruccién con la XFT.

Saet ramats

Figura 30. Resultado de fase desenvuelta situado sobre un plano inclinado mostrado como una

superficie: a) imagen original; b) reconstruccién con la FFT; ¢) reconstruccién con la XFT.
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Capitulo VII

Conclusiones

En este trabajo se utiliza la técnica de proyeccion de luz estructurada mediante el efecto Talbot
para la reconstruccion tridimensional de la topografia de superficies. Con esta técnica se reconstruye
la topografia de los objetos utilizados a partir de la deformacion de las franjas proyectadas mientras
es observado a través de un microscopio éptico. La imagen que se obtiene de las franjas deformadas
es registrada por una camara CCD. Mediante una aplicacién de procesamiento de imagenes, ademas
del uso del método de Takeda se implementa la forma que permite visualizar e interpretar la

topografia de las superficies y proporciona informacion de los cambios superficiales que presentan.
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