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Resumen

Cuando se proyecta un patrón de franjas paralelas y oscuras sobre una superficie con relieve
aparece una modulación en las franjas que se puede relacionar con las coordenadas locales y con
la altura de la superficie.

Existen diversas técnicas para proyectar franjas sobre superficies, una de las cuales es por me-
dio del Efecto Talbot en el que se generan autoimágenes de objetos periódicos iluminados con
luz coherente y monocromática en posiciones discretas a lo largo del eje en que viaja la luz. La
distancia a la que aparecen estas imágenes es conocida como distancia de Talbot. En uno de los
planos en que se forma una autoimagen de la rejilla binaria se coloca un objeto con relieve que
deforma las ĺıneas de la rejilla debido a su superficie, la imagen que se obtiene de esta manera se
captura con una cámara CCD.

Por medio de la transformada de Fourier esta imagen es demodulada para obtener el mapa de
fase envuelta. El proceso de desenvolvimiento de fase se puede llevar a cabo mediante el método
de Itoh el que produce una nube de puntos que corresponden a las alturas locales de la superficie
respecto a un plano de referencia.

En esta tesis se presenta la técnica anteriormente descrita con la implementación de la trans-
formada de Fourier extendida (XFT) para la reconstrucción de superficies 3D. El uso de la XFT
mejora los resultados que si se utiliza la transformada de Fourier de programas comerciales y no es
necesario el uso de programas complejos para el desenvolvimiento de la fase. Además, los resultados
obtenidos de las superficies con objetos simulados digitalmente y reales son presentados.

Palabras Clave: Efecto Talbot, transformada de Fourier, luz estructurada, desenvolvimiento de
fase.
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Abstract

When a pattern of parallel and dark fringes is projected onto a relief surface, there is a modu-
lation in the fringes that can be related to the local coordinates and to the height of the surface.

There are several techniques for projecting fringes onto surfaces, one of which is by means
of the Talbot Effect in which self-images of periodic objects illuminated with coherent and mo-
nochromatic light are generated in discrete positions along the axis in which light travels. The
distance at which these images appear is known as Talbot distance. In one of the planes in which
a self-image of the binary grating is formed an object with relief is placed that deforms the lines of
the grating due to its surface, the image that is obtained in this way is captured with a CCD camera.

By means of the Fourier transform this image is demodulated to obtain the wrapped phase
map. The unwrapped phase process can be carried out by the Itoh method which produces a cloud
of points corresponding to the local heights of the surface with respect to a reference plane.

The technique described above with the implementation of the extended Fourier transform
(XFT) for the reconstruction of 3D surfaces is presented in this thesis. The use of the XFT
improves the results that if the Fourier transform of commercial programs is used and it is not
necessary the use of complex programs for the development of the phase. In addition, the results
obtained from surfaces with digitally simulated and real objects are presented.

Keywords: Talbot effect, Fourier transform, structured light, phase unwrapping.
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“En resumen, la luz es la forma más

refinada de la materia.”

Louis De Broglie (1892-1987)
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mi vida seŕıa muy aburrida. A mis abuelos Prisciliano, Teresa y Maŕıa por dejarme un poco de su
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III.3. Propagación de una onda plana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Caṕıtulo I

Introducción

La óptica es la rama de la f́ısica que analiza las caracteŕısticas y propiedades de la luz aśı como

su interacción con la materia. Existen diferentes áreas dentro de la óptica entre las que se pueden

mencionar la óptica geométrica [1], óptica f́ısica [2] y óptica cuántica [3]. En la óptica geométrica

se trata la luz como rayos es decir, no importa si es part́ıcula u onda y sólo importa la dirección

en la que viaja; por otra parte, la óptica cuántica trata la luz como fotones y su interacción con

la materia, de esta área se desprenden muchas sub-áreas de reciente importancia. La óptica f́ısica

trata la naturaleza ondulatoria de la luz. Dentro de la óptica f́ısica se encuentran las sub-áreas

tales como interferometŕıa, polarimetŕıa y metroloǵıa óptica, entre otras. La metroloǵıa óptica tie-

ne como propósito efectuar medidas de alta precisión usando ondas de luz lo que permite realizar

mediciones sin contacto; esta tesis está enmarcada dentro de esta área.

Una de las técnicas usadas en la metroloǵıa óptica para la reconstrución de superficies tridi-

mensionales es la proyección de franjas [4]. Para la proyección de franjas existen diversos métodos

como lo son la interferometŕıa, proyección geométrica o el efecto Talbot. Este último surge cuando

una rejilla binaria es iluminada por un frente de onda plano, coherente y monocromático; el campo

difractado por esta rejilla forma imágenes idénticas, llamadas autoimágenes, en planos ubicados a

múltiplos de la distancia conocida como distancia de Talbot [5]. Es importante recalcar que éstas

autoimágenes se forman sin necesidad de componentes ópticas, es decir por simple propagación

libre.



2

En esta tesis se construyó un arreglo óptico para generar el efecto Talbot tal que permita

colocar un objeto en uno de los planos donde se forma una autoimagen de una rejilla binaria;

usando un divisor de haz y con una cámara CCD se captura la imagen de las franjas de la rejilla

deformada por la superficie del objeto. La imagen capturada se procesa por el método de Takeda

[6] que permite la extracción de la fase que proporciona información sobre la superficie del objeto.

El método de Takeda emplea la transformada de Fourier para la extracción de la fase.

Ignacio Garćıa-Serrano et al [7] proponen reconstruir objetos usando el efecto Talbot y desen-

volviendo la fase mediante el método de Itoh mencionado anteriormente, sin embargo sus resultados

obtenidos no son del todo óptimos.

R. Rodriguez-Vera et al [8] usan el efecto Talbot para reconstruir contornos en objetos 3D, sin

embargo no usan el mismo método empleado en esta tesis, debido a que utilizan el algoritmo para

la transformada de Fourier implementado en sofware comercial.

En este trabajo se usa una variante de la transformada de Fourier, llamada transformada

de Fourier extendida (XFT) desarrollada por el Rafael G. Campos et al [9]. Este método tiene

como ventaja realizar la transformada de Fourier con mayor velocidad y precisión sin necesidad de

contar con un equipo de cómputo potente, lo que la vuelve una ventaja importante para el método

usado en este trabajo, pues se optimiza el tiempo de ejecución del algoritmo para el análisis de

las imágenes. La ventaja sobre los trabajos mencionados anteriormente es que al usar la XFT se

reconstruye la superficie del objeto sin necesidad de algoritmos complejos para el procesamiento

de la fase.
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I.1. Objetivo general

Mejorar la reconstrución digital de la superficie de diversos objetos macroscóspicos mediante la

proyección de una rejilla binaria usando el efecto Talbot y la transformada de Fourier extendida.

I.2. Objetivos espećıficos

1. Comprender el efecto Talbot.

2. Implementar el análisis de Fourier para envolver la fase.

3. Comprender la teoŕıa de envolvimiento y desenvolvimiento de fase.

4. Desarrollar los códigos de desenvolvimiento en MatLab.

5. Reconstruir objetos en 3D.

Para llevar a cabo estos objetivos la estructura de la tesis es la siguiente. En el caṕıtulo II

se estudia la teoŕıa de Fourier, la transformada de Fourier y algunas de sus propiedades. En el

caṕıtulo III se habla sobre el efecto Talbot. El caṕıtulo IV comprende el estudio de la proyección

de luz estructurada y además presenta el concepto de fase envuelta y desenvuelta. El proceso

de fase desenvuelta, aśı como sus algoritmos y diversos errores presentes durante este proceso son

contemplados en el caṕıtulo V. En el caṕıtulo VI se expone el arreglo experimental empleado en este

trabajo, la toma de muestras, su análisis y la reproducción de los objetos de estudio. Finalmente,

en el caṕıtulo VII se presentan las conclusiones.
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Caṕıtulo II

Análisis de Fourier

El análisis de Fourier es una herramienta matemática de gran utilidad en el estudio de fenóme-

nos lineales y no lineales. Esta herramienta es ampliamente utilizada en redes eléctricas, sistemas

de comunicación y sistemas ópticos para procesado de información entre otras aplicaciones. Este

análisis involucra series y transformadas de Fourier por lo que en este caṕıtulo se da una descripción

breve de cada una de ellas.

II.1. Series de Fourier

Se define una función periódica como una función para la cual

f(t) = f(t+ T ) (1)

para todo valor de t. La constante T que satisface la relación (1) es el peŕıodo de la función.

Mediante la repetición de (1), se obtiene,

f(t) = f(t+ nT ), n = 0,±1,±2, .... (2)
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Las series de Fourier son la base matemática del análisis de Fourier usado para estudiar fun-

ciones de comportamiento periódico, para ello se realiza una descomposición de dicha función en

una suma infinita de funciones sinusoidales cuyo comportamiento es más simple (formadas por una

combinación de senos y cosenos de frecuencias enteras). Se puede escribir este tipo de funciones

como:

g(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

[an cos(2πn
1

T
x) + bn sin(2πn

1

T
x)], (3)

en esta ecuación los coeficientes an y bn son las amplitudes de cada una de las componentes

sinusoidales. Si la función g(x) es real, los coficientes serán reales también. Si se multiplica la

expresión (3) por cos(2πm 1
T
x), luego por sin(2πm 1

T
x) y se aplican identidades trigonométricas,

se puede obtener después de integrar sobre un peŕıodo completo una expresión anaĺıtica de los

coeficientes, los cuales se calculan a partir de g(x) como:

an =
1

T

∫ T/2

−T/2
g(x) cos(2πnfxx)dx (4)

bn =
1

T

∫ T/2

−T/2
g(x) sin(2πnfxx)dx (5)

Se puede observar que las componentes de la frecuencia tienen una separación constante e igual

a la frecuencia fundamental fx = 1/T . Ahora si la función es simétrica (es decir g(x) = g(−x)),

entonces sólo los coeficientes an pueden ser diferentes de cero, en cambio si la función es anti-

simétrica (g(x) = −g(−x)) entonces serán los coeficientes bn los que pueden ser diferentes de cero.
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Cuando la función es asimétrica ambos coeficientes pueden ser distintos de cero. En la figura (1)

se muestran algunas de las funciones periódicas más comunes.

Figura 1. Gráficas de funciones periódicas unidimensionales: (a) Rectangular Rect(x); (b) Cose-

noidal cos(x); (c) Peine de Dirac Comb(x) y (d) Triangular.

Otra forma en la que pueden ser representadas las series de Fourier es por medio de funciones

complejas tal como:

g(x) =
∞∑

n=−∞

Cne
2πinfxx (6)

en esta relación los coeficientes Cn pueden ser reales y/o imaginarios. Estas funciones exponenciales

también son ortogonales pues son funciones trigonométricas. Se pueden calcular los coeficientes de

la siguiente manera:

cn =

∫ x0

−x0
g(x) cos(2πnfxx)dx. (7)

Para este caso, los coeficientes Cn corresponden a valores positivos de amplitud.
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II.2. Transformada de Fourier unidimensional

Si el peŕıodo de la función g(x) incrementa y la separación entre las componentes sinusoidales

disminuye, en el ĺımite cuando el peŕıodo tiende a infinito, el intervalo de frecuencia entre armóni-

cas tiende a cero. Cualquier función no periódica puede ser considerada como una función periódica

con un peŕıodo infinito, por lo tanto, una función continua no periódica se puede representar como

una serie de Fourier, es decir, se puede representar por una suma infinita de funciones sinusoidales.

Como consecuencia, la serie de la ecuación (3) se puede representar como una integral y esto nos

lleva al concepto de transformada de Fourier.

Sea g(x) una función continua dependiente de la variable real x. La transformada de Fourier

de g(x) se representa por G(f) y está definida por:

G(f) =

∫ ∞
−∞

g(x)e−2πifxdx. (8)

La transformada de Fourier G(f) es el espectro de amplitud de la función g(x) o espectro de

Fourier y su amplitud es el módulo al cuadrado de este espectro. Un ejemplo de una transformada

de Fourier se tiene al utilizar una función sinusoidal g(x) la cual presenta un espectro de Fourier

único con dos frecuencias caracteŕısticas que se puede interpretar como su huella digital. Este

espectro es un par de funciones delta de Dirac localizadas simétricamente con respecto al origen

en el plano de frecuencia correspondiente. Dada G(f), la función g(x), puede ser obtenida a través

de la transformada inversa de Fourier, definida por:

g(x) =

∫ ∞
−∞

G(f)e2πifxdf. (9)
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Aqúı, x es la variable espacial y su dominio se refiere como dominio espacial. Por otro lado,

f es una variable de frecuencia, por lo que su dominio es el de frecuencias espaciales o dominio

de Fourier. Un par de Transformadas de Fourier está definido por las ecuaciones (8) y (9). Ambas

funciones, g(x) y G(f), pueden ser reales o complejas. En la tabla (1) se muestran algunos pares

de transformadas de Fourier.
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22cm
Tabla 1. Pares de transformadas de algunas funciones separables en coordenadas rectangulares.
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II.3. Transformada de Fourier bidimensional

La transformada de Fourier de una función g con dos variables independientes x e y representada

por F{g}, es definida por

F{g(x, y)} =

∫ ∫ +∞

−∞
g(x, y)e−j2π(fxx+fyy) dx dy (10)

La transformada está definida como una función compleja de dos variables independientes fx

y fy conocidas como frecuencias espaciales. De manera similar, la transformada inversa de Fourier

de una función G(fx, fy) es representada por F−1{G} y se define como

F−1{g(x, y)} =

∫ ∫ +∞

−∞
G(fx, fy)e

j2π(fxx+fyy) dfx dfy. (11)

Se puede observar que la transformada de Fourier y su inversa son muy similares, diferenciándo-

se sólo por un signo en la exponente del integrando.

Antes de discutir las propiedades de la transformada de Fourier y de su inversa, se debe primero

decidir cuándo las ecuaciones (10) y (11) son significativas. Para ciertas funciones, estas integrales

pueden no existir en un sentido matemático y, por lo tanto, esta discusión estaŕıa incompleta sin

al menos hacer una breve mención de las condiciones de existencia. Un conjunto de condiciones de

suficiencia para la existencia de la ecuación (10) son las siguientes:

1. g debe ser absolutamente integrable sobre el plano infinito (x, y).

2. g sólo debe tener un número finito de discontinuidades y un número finito de máximos y

mińımos en un un dominio rectangular finito del plano XY .
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3. g no puede tener discontinuidades de manera infinita.

En general, una de estas condiciones pueden ser vulnerada para fortalecer una o dos de las

otras condiciones.

La definición básica de la transformada de Fourier (10) conduce a una estructura matemática

conocida con la operación de transformación lineal. A continuación se expone algunas de las pro-

piedades básicas de la transformada. En los siguientes casos se considera que las transformadas

de Fourier de las funciones g(x) y h(x) están dadas por F (g) = G(fx, fy) y F (h) = H(fx, fy),

respectivamente.

1. Teorema de Linealidad. La transformada de una suma ponderada de dos o más funciones

es idéntica a la suma ponderada de las transformadas individuales:

F{αg + βh} = αF{g}+ βF{h}. (12)

2. Teorema de Similaridad. La amplificación de las coordenadas en el dominio espacial (x, y)

resulta en una contracción de las coordenadas en el dominio de las frecuencias espaciales

(fx, fy), además de un cambio en la amplitud total del espectro:

F{g(ax, by)} =
1

|ab|
G(
fx
a
,
fy
b

). (13)

3. Teorema del Desplazamiento. Una traslación de la función en el dominio espacial intro-

duce un cambio de fase lineal en el espectro de frecuencias:

F{g(x− a, y − b)} = G(fx, fy)e
−i2π(fxa+fyb). (14)
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4. Teorema de Rayleigh (Teorema de Parseval). La integral del lado izquierdo del teorema

puede ser interpretada como la enerǵıa contenida en un frente de onda g(x, y). Lo que nos

conduce a la idea de que la cantidad |G(fx, fy)|2 puede ser interpretada como una densidad

de enerǵıa en el dominio de las frecuencias, es decir:

F−1{g(x, y)} =

∫ ∫ ∞
−∞
|g(x, y)|2 dx dy =

∫ ∫ ∞
−∞
|G(fx, fy)|2 dfx dfy. (15)

Esta ecuación también se conoce como el principio de conservación de la enerǵıa.

5. Teorema de Convolución. La transformada de Fourier de una convolución de dos funciones

en el dominio espacial es equivalente a la de multiplicar sus transformadas individuales:

F{
∫ ∫ ∞

−∞
g(ξ, η) ∗ h(x− ξ, y − η)dξdη} = G(fx, fy)H(fx, fy). (16)

6. Teorema de Autocorrelación. Este teorema puede ser considerado como un caso especial

del teorema de convolución donde se realiza la convolución entre g(x, y) con su compleja

conjugada g∗(−x,−y):

F{
∫ ∫ ∞

−∞
g(ξ, η) ∗ g(ξ − x, η − y)dξdη} = |G(fx, fy)|2. (17)
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Similarmente,

F = {|g(x, y)|2}
∫ ∫ ∞

−∞
G(ξ, η)G ∗ (ξ − fx, η − f − y)dξdη. (18)

7. Teorema Integral de Fourier. En cada punto de discontinuidad de g, las dos trasformadas

sucesivas producen un promedio angular del valor de g en una vecindad pequeña de ese

punto. Esto es, la transformada sucesiva y la transformada inversa de una función producen

la función original, excepto en sus puntos de discontinuidad:

FF−1{g(x, y)} = F−1F{g(x, y)} = g(x, y). (19)

Estos teoremas no son sólo de interés teórico sino que tienen una gran aplicación práctica y son

utilizados con frecuencia, además, de ser las herramietas indispensables para la manipulación de

la transformada de Fourier y puede ahorrar grandes cantidades de trabajo al momento de realizar

un análisis de Fourier.

Existe un conjunto de funciones matemáticas que son de gran importancia para el modelado

de fenómenos f́ısicos bajo el estudio de la Transformada de Fourier, por ello en esta sección se

menciona un poco sobre esto. A continuación se definen dichas funciones:

1. Función Rectángulo

rect(x) =


1 si |x| < 1

2

1
2

si |x| = 1
2

0 en otro caso

.
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2. Función Seno-Cociente

sinc(x) =
sin(πx)

πx
.

3. Función Signo

sgn(x) =


1 si x > 0

0 si x = 0

−1 si x < 0

.

4. Función Triángulo

Λ(x) =

 1− |x| si |x| ≤ 1

0 en otro caso
.

5. Función Peine de Dirac

comb(x) =
∞∑

n=−∞

δ(x− n).
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En la tabla (2) se muestran algunas funciones con su respectiva transformada, cabe señalar que

las funciones expuestas son separables en coordenadas rectangulares y se presentan con constantes

de escala arbitraria.

42cm
Tabla 2. Algunas funciones y sus transformadas de Fourier.

II.4. XFT: Transformada de Fourier extendida

En este apartado se descibe de manera breve el método de la XFT; una justificación más pro-

funda sobre el tema de este algoritmo empleado para el cálculo de la FFT se encuentra en [9].

Mediante el uso de un enfoque espectral, se puede derivar una cuadratura de Gauss para la

transformada fraccional de Fourier continua [9]. La cuadratura se obtiene de una forma bilineal de

vectores propios de la matriz asociada a la ecuación de recurrencia de los polinomios de Hermite.

Estos vectores propios son aproximaciones discretas de las funciones Hermite, que son funciones
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propias de la transformada de Fourier fraccional. Esta nueva transformada discreta es unitaria

y tiene una estructura de grupo. Mediante el uso de algunas fórmulas asintóticas, se escribe en

términos de la transformada rápida de Fourier (FFT), produciendo una discretización rápida de la

transformada de Fourier fraccional y su inversa, por ello este método se convierte en una versión

más exacta de la FFT y se puede utilizar para las funciones no periódicas.

El código en ambiente Matlab para obtener la transformada de Fourier extendida, se presenta

a continuación:

epsx=pi/sqrt (2∗nx ) ;

x=((1: nx ) ’−nx/2−1/2)∗ epsx ;

a l f a x=pi∗exp(−1 i ∗2∗pi ∗ ( ( nx−1)/2) ˆ2/nx ) /sqrt (2∗nx ) ;

epsy=pi/sqrt (2∗ny ) ;

y=((1: ny ) ’−nx/2−1/2)∗ epsy ;

a l f a y=pi∗exp(−1 i ∗2∗pi ∗ ( ( ny−1)/2) ˆ2/ny ) /sqrt (2∗ny ) ;

Ux=diag (exp(−1 i ∗pi ∗(nx−1) ∗ ( 0 : nx−1) ’/nx ) ) ;

Uy=diag (exp(−1 i ∗pi ∗(ny−1) ∗ ( 0 : ny−1) ’/ny ) ) ;

hp=a l f a x ∗nx∗(Ux∗ f f t ( ( g∗Ux) . ’ ) ) ;

v=a l f a y ∗ny∗Uy∗( f f t ( ( hp∗Uy) . ’ ) ) ;

donde nx y ny son el tamaño de la imagen de entrada a la que se aplica la transformada de Fourier

extendida. Las siglas fft es el comando de Matlab para obtener la transformada de Fourier d ela

función g.

II.4.1. Comparación de la FFT vs XFT

En esta sección se compara el resultado clásico de la FFT contra la XFT y se muestran dos

ejemplo. El primer ejemplo se muestra en la figura (2) en la que se observan dos cuadros blancos



17

en un fondo negro que componen la imagen de entrada de la que se obtiene la transformada de

Fourier, se procesa la imagen por ambos métodos y se puede apreciar la diferencia entre ambas. El

segundo ejemplo se muestra en la figura (3) donde se aprecia el contorno de un gato en un fondo

negro,de igual modo se procesó con ambas transformadas.

Aunque el algoritmo de la FFT es ampliamente utilizando en la mayoŕıa de los programas

computacionales y presenta una buena eficiencia, en esta tesis se emplea el reciente algoritmo

conocido como XFT, cuyo resultado es más preciso debido a que proviene de una fórmula de

cuadratura convergente [9]. Otra de sus ventajas de este algoritmo es que el costo computacional

para su cálculo es similar al de la FFT. Además, para ciertas funciones la magnitud de la diferencia

entre el error de la función exacta de su transformada de Fourier y la aproximada empleando la

XFT tiende a cero en más puntos alrededor del origen a medida que N incrementa, mientras que

la misma diferencia producida por la FFT mantiene prácticamente el mismo valor para el mismo

intervalo.
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(a)

(d)

(b)

(f)(e)

(c)

Figura 2. a) Objeto original en 2D; b) Perfil unidimensional; c) Transformada de Fourier (FFT);

d) Perfil de la transformada de Fourier (FFT); e) Transformada de Fourier (XFT); f) Perfil de la

transformada de Fourier (XFT).
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(a)

(d)

(b)

(f)(e)

(c)

Figura 3. a) Objeto original en 2D; b) Perfil unidimensional; c) Transformada de Fourier (FFT);

d) Perfil de la transformada de Fourier (FFT); e) Transformada de Fourier (XFT); f) Perfil de la

transformada de Fourier (XFT).
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Caṕıtulo III

Efecto Talbot

Al iluminar un objeto periódico, con una función de transmitancia cualquiera, con un frente

de onda plano, después de que la onda plana atraviesa al objeto se obtiene un campo de onda con

modulación periódica. A una distancia posterior, conocida como distancia de Talbot, el campo de

onda tendrá la misma distribución de amplitudes que teńıa inmediatamente después del objeto

periódico que se conoce como autoimágen y el plano donde se encuentra se conoce como distancia

de Talbot. Para entender este concepto, es necesario recurrir a las series de Fourier que se utilizan

en la siguiente sección.

III.1. Series de Fourier de un campo óptico periódico

En el caṕıtulo 2 se analizaron aspectos de la serie de Fourier desde un punto de vista matemático,

ahora se tratan como una suma de ondas planas, a continuación se analiza dicha afirmación.

Una onda plana puede ser representada por la siguiente expresión:

Ψ(~r) = ei
~k·~r. (20)

En la ecuación (20) ~k es el vector de progación de la onda, y está dado por:

~k =
2π

λ
(Lî+Mĵ +Nk̂), (21)
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donde L, M y N son los cosenos directores del vector de propagación de la onda (ver figura 4), los

cuales están dados por:

L = cosα,

M = cos β,

N = cos γ,

(22)

α, β, γ, los ángulos que forma ~k con los ejes x, y, z respectivamente. El vector ~r se denota por:

~r = xî+ yĵ + zk̂. (23)

Figura 4. Representación esquemática de la dirección de propagación de una onda.

Por ello se puede representar la ecuación (20)

Ψ(x, y, z) = e[i
2π
λ
(Lx+My+Nz)]. (24)
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Supóngase que el vector de propagación de la onda está inscrito en el plano xz, lo cual sólo es

posible si β = 90°(es decir M = 0). En este caso, la distribución de la fase de la ecuación (24) se

proyecta en el plano z = 0 como:

Ψ(x) = ei
2π
λ
Lx. (25)

La función e2πinfxx de la serie de Fourier en la ecuación (6) se puede interpretar como una onda

plana del tipo de la ecuación (25), cuyo coseno director, respecto al eje x es:

L =
nλ

p
, (26)

donde p es el peŕıodo y p = 1/fx y fx es la frecuencia.

Con esto se demuestra que, mientras la ecuación (25) representa una sola onda plana, la ecuación

(6) representa una suma de ellas. Tratar las series de Fourier como una suma de ondas planas es

muy importante al estudiar problemas de difración.

III.2. Serie de Fourier de un campo óptico periódico des-

plazado

Para esta tesis es útil encontrar la serie de Fourier de un campo periódico desplazado lateral-

mente medio peŕıodo.
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Considérese un campo periódico u0(x) con peŕıodo p, cuya serie de Fourier es:

u0(x) =
∞∑

n=−∞

cne
i2πnx/p. (27)

Puede representarse la ecuación (27) como subseries infinitas:

u0(x) =
∞∑

n=−∞

c2ne
i2π(2n)x/p +

∞∑
n=−∞

c2n+1e
i2π(2n+1)x/p. (28)

Las ecuaciones (27) y (28), representan la serie de Fourier del mismo campo de ondas pero

expresado de diferente forma.

Se puede considerar un campo periódico desplazado lateralmente medio peŕıodo, el cual se

representa por u0(x− p/2). La serie de Fourier para este campo, de acuerdo con (27), resulta ser:

u0 = (x− p/2) =
∞∑

n=−∞

Cne
i2πnx/pe−inx. (29)

Con la ecuación (29), se observa que la exponencial puede tener dos posibles valores:

e−inx =

 1 si n par

−1 si n impar
(30)
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Si se utiliza la ecuación (30) se puede representar la expresión (29) en dos subseries, con órdenes

pares e impares como:

u0(x− p/2) =
∞∑

n=−∞

C2ne
i2π(2n)x/p −

∞∑
n=−∞

C2n+1e
i2π(2n+1)x/p, (31)

con ello, se obtiene una serie de Fourier para un campo de onda desplazado, en función de dos

subseries infinitas.

III.3. Propagación de una onda plana

Una onda plana o un campo de ondas se puede propagar mediante la integral de Fresnel, sin

embargo se tratará mediante un procedimiento heuŕıstico. En la figura (5) se muestra un esquema

para realizar dicho procedimiento.

Figura 5. Esquema del arreglo para la difracción de un campo periódico.

Por simplicidad usemos la onda plana descrita por la ecuación (24), pero con su vector de

propagación inscrito en el plano xz, es decir M = 0, en este caso:
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Ψ(x, z) = ei
2π
λ
(Lx+Nz), (32)

donde

N = (1− L2)1/2. (33)

Se puede ver que la onda plana que en z = 0 se representa por la ecuación (25), en z 6= 0 se

representa mediante la ecuación (32), que se puede escribir como:

Ψ(x, z) = ei
2π
λ
(Nz)ei

2π
λ
(Lx). (34)

Nótese que L/λ = ν es frecuencia espacial, y si |ν| << 1/λ (caso paraxial o de Fresnel), el

coseno director N , según la ecuación (32), se puede aproximar como:

N = (1− λ2ν2)1/2 ≈ 1− λ2ν2/2. (35)

Por tanto, la ecuación (34) se reduce a:

Ψ(x, z) = ei
2π
λ
zeiπλzν

2

ei2πνx. (36)
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Se puede definir el factor de propagación F (z) de la ecuación (36) como:

F (z) = ei
2π
λ
ze−iπλzν

2

. (37)

En el caso de la onda plana, ei2πnx/p en la serie de Fourier de la ecuación (27), se tiene ν = n/p

y su factor de propagación es:

F (z) = ei
2π
λ
ze−iπλzn

2/p2 , (38)

por tanto, el campo periódico, de la ecuación (27), el cual se propaga en una distancia z es:

U(x, z) = ei
2π
λ
z

∞∑
n=−∞

Cne
−iπλzn2/p2ei2πnx/p. (39)

Esta ecuación también representa una serie de Fourier pero con nuevos coeficientes. Nótese que

si z = 0, la segunda exponencial de la ecuación (39) se reduce a:

e−iπλzn
2/p2 = 1, (40)

con este resultado, la ecuación (39) es exactamente igual a la serie de Fourier de la expresión (27).
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III.4. Formación de autoimágenes

Si z 6= 0, la ecuación (39) puede ser reducida (salvo por un factor de fase constante) a la

ecuación (27), para ello es suficiente establecer la condición:

zt = 2p2/λ, (41)

conocida como la distancia de Talbot.

Sustituyendo la ecuación (41) en la ecuación (39), se encuentra una réplica del campo periódico

a la distancia zt, es decir donde se halla su autoimagen. Este hecho se conoce como Efecto Talbot ;

es fácil darse cuenta que los planos nzt también presentan autoimágenes del campo periódico.

III.5. Patrón de difracción de Fresnel a un medio de la

distancia de Talbot

Usando la ecuación (41), el patrón de difracción de Fresnel de la ecuación (39) puede reescribirse,

si se omite el factor de fase ei2πnz/p, como:

U(x, z) =
∞∑

n=−∞

Cne
−i2πn2z/ztei2πnx/p. (42)

El factor donde aparece la distancia de Talbot lo expresaremos como:

F (n, z) = e−i2πn
2/zt , (43)
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este factor es muy importante, pues determina la forma que tendrá (42) con distintos valores de

z, ahora se analizará el caso para un medio de la distancia de Talbot.

Supóngase que z = zt/2, sustituyendo esto en la ecuación (43) se tiene:

F (n, zt/2) = e−in
2π, (44)

con dos valores posibles:

F (n, zt/2) =

 1 si n par,

−1 si n impar.
(45)

Usando la ecuación (45) en la ecuación (42), se puede expresar mediante dos subseries como:

U(x, z) = zt/2)
∞∑

n=−∞

C2ne
i2π(2n)x/p −

′infty∑
n=−∞

C2n+1e
i2π(2n+1)x/p. (46)

Puede verse que la ecuación (46) es la misma expresión que la ecuación (31), es decir:

U(z, z = zt/2) = u0(z − p/2, z = 0). (47)

Desde un punto f́ısico, este resultado dice que, al analizar el patrón de difracción de Fresnel de

un campo periódico, a la mitad de la distancia de Talbot, lo que se observa es la imagen del mismo

campo, pero desplazado medio peŕıodo lateralmente.
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III.6. Patrón de difracción de Fresnel a un cuarto de la

distancia de Talbot

Si en la ecuación (43) se hace z = zt/4, se obtiene:

F (n, zt/4) = e−in
2π/2. (48)

Es necesario distinguir los casos en los que n es par e impar, es decir:

F (n, zt/4) =

 1 si n par,

−i si n impar.
(49)

sustituyendo la ecuación (49) en la ecuación (41):

Z(x, zt/4) =
∞∑

n=−∞

C2ne
i2π(2n)x/p − i

∞∑
n=−∞

C2n+1e
i2π(2n+1)x/p, (50)

aplicando las ecuaciones (28) y (31), las subseries de la ecuación (50) se pueden escribir como:

∞∑
n=−∞

C2ne
i2π(2n)x/p =

1

2

[
u0(x) + u0

(
x− p

2

)]
, (51)

i

∞∑
n=−∞

C2n+1e
i2π(2n+1)x/p =

1

2

[
u0(x)− u0

(
x− p

2

)]
. (52)
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Las expresiones (51) y (52) permiten escribir la ecuación (50) de la siguiente forma:

U(x, z = zt/4) =
1

2

[
u0(x) + u0

(
x− p

2

)]
− i

2

[
u0(x)− u0

(
x− p

2

)]
. (53)

Agrupando términos de la ecuación (53) se obtiene:

U(x, z = zt/4) =
1√
2
e−iπ/4

[
u0(x) + iu0

(
x− p

2

)]
. (54)

En la figura (6) se muestra cada uno de los casos para las distancias de Talbot descritas

anteriormente.
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(a)

(d)

(b)

(f)

(g)

(e)

(c)

(h)

Figura 6. a) Rejilla cosenoidal (frecuencia 30 ṕıxeles, tamaño 600x600 ṕıxeles); b) Perfil de la

rejilla cosenoidal; c) Autoimagen de la rejilla cosenoidal a la distancia de Talbot; d) Perfil de la

autoimagen a la distancia de Talbot; e) Autoimagen de la rejilla cosenoidal a media distancia

de Talbot; f) Perfil de la autoimagen a media distancia de Talbot; g) Autoimagen de la rejilla

cosenoidal a un cuarto de la distancia de Talbot; h) Perfil de la autoimagen a un cuarto de la

distancia de Talbot.
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Caṕıtulo IV

Proyección de luz estructurada

IV.1. Descripción del método integral

Distintos fenómenos de interferometŕıa clásica, interferometŕıa holográfica, moiré, speckle y

la fotoelasticidad dan como resultado un conjunto de franjas denominadas interferogramas. Por

mucho tiempo, lo tradicional en el análisis de estos interferogramas ha sido una cuestión de loca-

lización manual de la posición y el número de las franjas. Con el desarrollo y la disminución de

los costos en equipo de procesamiento digital, se han logrado realizar avances en el desarrollo de

técnicas de medición digital de patrones de franjas. Existen tres importantes razones para utilizar

este tipo de análisis en lugar del tradicional: 1) mayor precisión, 2) incrementar la velocidad y 3)

automatizar el proceso.

IV.2. Interferometŕıa de medición de fase

Si se utiliza un sistema digital para el procesamiento de imágenes para analizar los interfero-

gramas, se tiene la posibilidad de almacenar la imagen del interferograma dentro de la memoria

de la computadora para manipular posteriormente los ṕıxeles de manera individual. Considérese

la expresión general de un interferograma, por ejemplo, el obtenido en el experimento de Young:

I = I1 + I2 + 2
√
I1I2|γ| cos ∆ϕ, (55)
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en esta expresión, I ,I1 e I2 son funciones de las coordenadas espaciales y son las intensidades de

las ondas que interfieren, |γ| es el grado de coherencia mutua y ∆ϕ es la diferencia de fase (ϕ)

entre las ondas que interfieren. Imaǵınese, por ejemplo, que se toma una fotograf́ıa de este patrón

de interferencia y se almacena digitalmente en una computadora. Cada ṕıxel tiene una intensidad

dada por la expresión en la ecuación (55).

En muchas de las aplicaciones de la interferometŕıa se desea conocer a través de ella algún

parámetro f́ısico que se encuentra en la expresión de la fase, por tanto, si se resuelve la ecuación

respecto a ∆ϕ se tiene la siguiente expresión:

∆ϕ = cos−1
I − (I1 + I2)

2
√
I1I2|γ|

. (56)

Una vez calculada la fase en cada ṕıxel y conociendo la geometŕıa y configuración óptica

del interferómetro se puede calcular el parámetro buscado en cada ṕıxel de la imagen completa.

Para hacer esto, se deben conocer las intensidades I1 e I2 y el grado de coherencia mutua de las

ondas interferidas, además se debe conocer la intensidad de cada ṕıxel. Esta suposición es irreal

en la mayoŕıa de los casos y aún si se supieran estas cantidades para el interferograma ideal, la

distribución de intensidades de un sistema complejo de imágenes estará siempre acompañada por

ruido intŕınseco.
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IV.2.1. Método espacial para la medición de fase por transformada de

Fourier

Los métodos espaciales para la medición de fase están basados en la idea de superponer un

patrón de franjas sobre una superficie. Dicho patrón está deformado y representado por la siguiente

expresión:

h(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos[φ(x, y) + 2πf0x], (57)

donde f0 es la frecuencia del patrón de franjas en la dirección x y φ(x, y) es la fase de la rejilla

modulada por la superficie. Para obtener el valor de la fase φ(x, y) se emplea el método de la

transformada de Fourier, el cual fue presentado originalment por Takeda et al. (1982). Usando este

método la ecuación (57) puede ser escrita como:

h(x, y) = a(x, y) + c(x, y)ei2πf0x + c∗(x, y)e−i2πf0x, (58)

donde

c(x, y) =
1

2
b(x, y)eiφ(x,y). (59)

La transformada de Fourier del patrón de franjas con respecto a x da como resultado:

H(x, y) = A(fx, y) + C(fx − f0, y) + C∗(fx + f0, y), (60)
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las letras mayúsculas representan el espectro de Fourier y fx es la frecuencia espacial en la dirección

x. Para que el método funcione, la variación espacial φ(x, y) debe ser tal que permita separar los

órdenes en el espectro de Fourier como se muestra en la figura (7 a). Si se utiliza la función de filtro

F (fx − f0, y) en el plano de frecuencias, la función C(fx − f0, y) puede ser aislada y transladada

por f0 hacia el origen y obtener C(fx, y) como se muestra en la figura (7 b).

Figura 7. Espectro de Fourier separado de un patrón de franjas.

Ahora se debe tomar la transformada inversa de Fourier de esta función y como resultado se

obtiene una función compleja (c(x, y)). La fase entonces puede ser determinada a través de dos

operaciones equivalentes. La primera de ellas (usada en esta tesis) es calcular el logaritmo de c(x, y)

dada por la ecuación (61), obteniendo:

log[c(x, y)] = log

[
1

2
b(x, y)

]
+ iφ(x, y). (61)

La fase se encuentra en la parte imaginaria de dicha ecuación y está completamente separada

de la variación de amplitud b(x, y) en la parte real. Para el segundo método la fase se obtiene
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usando la ecuación (59) por lo que obtenemos

φ(x, y) = arctan
Im{c(x, y)}
Re{c(x, y)}

, (62)

donde Re e Im representan la parte real e imaginaria de c(x, y).

Para obtener la rejilla modulada se debe proyectar un patrón de ĺıneas claras y oscuras sobre

la superficie como se muestra en la figura (8). El patrón de franjas se proyecta desde el ángulo θ1

sobre una superficie y es observado por una cámara que se coloca a un ángulo θ2. En la figura (8)

se aprecia que el punto P1 de la rejilla será desplazado al punto P2 ubicado sobre la superficie, lo

que es equivalente a un desplazamiento U , el cual se expresa mediante la siguiente ecuación:

U = U1 + U2 = z(tan θ1 + tan θ2), (63)

donde z es la altura del punto P2 a la rejilla. Dicho desplazamiento da como resultado una función

de modulación:

φ(x) =
U

dx
=
z(tan θ1 + θ2) cos θ1

d
=
z

d

[sin(θ1 + θ2)]

cos θ2
= G

z

d
, (64)

donde G = [sen(θ1+θ2)]
cos θ2

, dx = d
cos θ1

y d es el peŕıodo de la rejilla.

La moduladación de la rejilla proyectada sobre un objeto o superficie tiene la forma

h = 2
{

1 + cos 2π
[ x
dx

+ φ(x)
]}

= 2

{
1 cos

(
2π

d

)
[x cos θ1 +Gz]

}
. (65)



37

θ1 θ2

U

S

X
d x

P1

Z

P2

d

Cámara

Rejilla

Superficie

Figura 8. Proyección de una rejilla sobre un relieve.

De acuerdo a la ecuación (65) se tiene que la expresión para la altura z de la parte imaginaria

de la ecuación (61)

z =
φ(x, y)d

G
. (66)

Con esta expresión se demuestra que conociendo la fase y los ángulos de incidencia y observación

del experimento se puede calcular la altura z que corresponde a una nube de puntos de la superficie

del objeto analizado; es decir, de esta manera se tiene una técnica para digitalizar la superficie de

un objeto tridimensional.

IV.3. Errores en el método de la transformada de Fourier

La expresión (65) corresponde a una rejilla infinita modulada en fase (no acotada en x) y no

a una rejilla real con un ancho finito lo que produce un error en la transformada de Fourier. Para

corregir este inconveniente la rejilla debe ser computarizada sobre una ventana W (x) con ancho
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finito D conocido como ventana de Hamming, es decir, la función h(x, y) de la ecuación (57) es de

hecho multiplicada por una función rectángulo.

hs(x, y) = h(x, y)W (x), (67)

cuya transformada de Fourier está dada por:

Hs(fx, y) = F{hs(x, y)} = H(fx, y) ∗W (fx). (68)

De esta expresión se puede observar que el espectro H(fx, y) está en convolución con el espectro

W (x) de la ventana de Hamming dada por:

W (x) =

(
1

2
+

1

2
cos

2π

D
x

)
rect

( x
D

)
, (69)

y su transformada de Fourier es:

W (fs) =
1

2
sinc(Dfx) +

1

4
sinc(Dfx − 1) +

1

4
sinc(Dfx + 1). (70)

Esta función ventana tiene menos lóbulos y por tanto su convolución con la función H(fx, y)

produce menor error. La ventana de Hamming es la más usada, sin embargo, las ventanas de Hann,

Bell y cos4 generan también buenos resultados. Por otro lado, el uso de estas ventanas, generan

otra fuente de error. Esto debido a que la amplitud de las franjas se aproxima a cero al final de la
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Figura 9. Diferentes etapas de la transformada de Fourier; (a) Distribución de intensidad unidi-

mensional; (b) Intensidad ponderada por la ventana de Hamming; (c) Módulo de la transformada

de Fourier; (d) Función de fase envuelta; (e)Reconstrucción de la función de fase después del

procedimiento de desenvolvimiento (caṕıtulo 5).

ventana, tal como se muestra en la figura (9), por lo que la determinación de la fase se sensibiliza

al posible ruido existente en dichas regiones.
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Caṕıtulo V

Desenvolvimiento de fase

Al proyectar un patrón de franjas sobre una superficie que presenta relieve, las ĺıneas del patrón

se deforman de acuerdo a la superficie introduciendo aśı una modulación en la fase (φ) de la rejilla

proyectada. La deformación de las franjas se relaciona con la altura z de la superficie por lo que

la fase de la rejilla queda como función de z. Es claro que para tener una nube de puntos z que

determinen la superficie se debe primero encontrar el valor de la fase de la rejilla.

En el caṕıtulo anterior se presentaron diversas formas para extraer la fase de un patrón co-

senoidal. La alternativa que se utiliza en esta tesis fue presentada en la sección IV.3, usando la

transformada de Fourier para aislar la fase φ de un interferograma y con esta técnica se encuentran

dos formas para extraer la fase, dadas en las ecuaciones (61) y (62). En estos casos los valores de

la fase presentan discontinuidades como el caso mostrado en la figura (10) debido a que funciones

como arco tangente y coseno no son inyectivas.

Si la fase presenta discontinuidades se dice que la fase está envuelta en el rango de 0 a 2π.

Si la fase aumenta, la pendiente de la función es positiva y viceversa debido a la cáıda del va-

lor de la fase. El término fase desenvuelta surge como resultado del proceso computacional en

el cual se integra el valor de 2π a la fase, es decir, se suma o se resta este valor a lo largo de

una trayectoria cuando se leen los datos en sentido de izquierda a derecha tal como se muestra

en la figura (10)(b). La figura (10)(c) muestra la fase de la figura (10)(a) después de ser desenvuelta.
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a)

b)

c)

0

2π

Fase ϕ 

0

6

x

x

y

Figura 10. (a) Fase envuelta de la función “dientes de sierra”; (b) regla de adición del factor de

2π; (c) función de fase continua obtenida por desenvolvimiento de (a).

La confiabilidad en los algoritmos de desenvolvimiento de fase es la habilidad de detectar con

precisión los saltos de fase de 2π. En el caso de datos de fase envuelta sin ruido y donde estos

datos son muestreados adecuadamente (es decir, los gradientes de fase significativos son menores

de 2π), una aproximación simple de la fase desenvuelta será adecuada y todo lo que se requiere es

un escaneo secuencial a través de los datos (ĺınea por ĺınea) para integrar la fase.

En métodos simples de desenvolvimiento de fase, los datos deben ser continuos a lo largo de

todo el arreglo (sin agujeros en los datos). Una discontinuidad en la fase puede ser causada por un

cambio rápido en el parámetro medido. Tales defectos pueden aparecer como un cambio repentino

en el espaciamiento de las franjas o como un punto donde las franjas se detienen (conocido como

ruptura de franjas). En estas circunstancias, los errores en el desenvolvimiento de la fase son
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propagados desde el defecto al resto del arreglo. Si los datos estan siendo escaneados ĺınea a ĺınea

en una dirección estos problemas se pueden volver complejos cuando la forma de la discontinuidad

se complica. Existen métodos para la detección automática y compensación de estos problemas,

sin embargo, no son tratados en esta tesis.

V.1. Técnicas de desenvolvimiento de fase

El principio del desenvolvimiento de fase es integrar la fase envuelta a lo largo de una trayectoria.

El gradiente de fase para cada ṕıxel se calcula por la diferencia entre el valor de la fase del ṕıxel

n con el ṕıxel inmediato anterior (n− 1), es decir:

∆φ = φn − φn−1. (71)

Si |∆φ| = ±2π, entonces se asume una discontinuidad de fase en ese punto. El principio más

común que es empleado para corregir este salto de fase de 2π está basado en el hecho de que la

diferencia de fase entre cualesquiera dos puntos medidos por integración de fase a lo largo de una

trayectoria es independiente de la ruta escogida mientras ésta no pase por una discontinuidad de

fase. Por ello, los métodos de desenvolvimiento de fase son divididos en dos categoŕıas: métodos

dependientes de la trayectoria y métodos independientes de la trayectoria.

La forma más sencilla de desenvolver la fase consiste en escanear de manera secuencial a través

de los datos, es decir ĺınea por ĺınea. Al final de cada ĺınea, la diferencia de fase entre el último

ṕıxel y el ṕıxel de la ĺınea debajo es determinada, esta última ĺınea es escaneada en dirección

contraria (figura (11)). Ahora el arreglo de datos bidimensional es tratado como un plegado de

datos unidimensional. Dicha aproximación es exitosa cuando se aplica a un conjunto de datos de

alta calidad, la complejidad surge cuando existe ruido. Entre las técnicas aplicadas en estos casos

se tiene el escaneo en varias direcciones, escaneo espiral y conteo alrededor de los defectos.
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Figura 11. Ĺınea por escaneo secuencial de ĺıneas.

V.2. Análisis y ejemplos sobre el desenvolvimiento de fase

Para ejemplificar el proceso de desenvolvimiento de fase se analizará el siguiente caso. Con-

sidérese una imagen de fase continua generada por computadora, la cual no contiene ninguna

fase envuelta (saltos), la imagen puede ser mostrada como un arreglo de intensidades tal y co-

mo se muestra en la figura (12) (a), su representación como una superficie en 3D se muestra en la

figura (12) (b), finalmente la figura (12) (c) muestra un corte transversal de la superficie propuesta.

Aqúı se envuelve la imagen de fase continua dando como resultado las imágenes mostradas

en la figura (13). La fase envuelta aparece como saltos múltiples formando un frente de onda de

dientes de sierra como se observa en la figura (13)(a). Para el caso 2D se tienen imágenes de fase

envuelta que aparecen como curvas de contorno (figura (13)(b)). Es importante mencionar que si

una curva abierta entra en la imagen de fase envuelta, esta también debe salir de ella. La figura

(13)(c) muestra la fase envuelta en 3D.
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(a) (b)

(c)

Figura 12. a) Imagen de fase continua simulada por computadora y mostrada como un arreglo

de intensidades; b) imagen de fase continua mostrada como una superficie; c) renglón 410 de la

imagen de fase continua.

Para desenvolver la imagen se puede utilizar el método de desenvolvimiento de fase 2D de

Itoh [12]. Existen dos formas de implementar este método. La primera involucra desenvolver las

filas de la imagen envuelta secuencialmente, esto produce una imagen intermedia la cual está solo

parcialmente desenvuelta, luego se desenvuelve esta imagen intermedia, pero ahora comenzando

por sus columnas. La imagen resultante corresponde a la imagen de fase desenvuelta y mostrada

en la figura (14)(a) y (14)(b).

La segunda manera de implementar el método de Itoh es desenvolver la imagen de fase envuelta

primero a través de sus columnas, generando una imagen intermedia la cual se usa para desenvolver

todas sus filas. De esta manera se puede obtener una imagen de fase desenvuelta ((14)(c) y (14)(d)).
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(a) (b)

(c)

Figura 13. a) Renglón 410 de la imagen de fase envuelta; b) imagen de fase envuelta mostrada

como una superficie; c) imagen de fase envuelta simulada por computadora y mostrada como un

arreglo de intensidades.

Al ser una imagen artificial el método de Itoh produce un buen resultado. El algoritmo de Itoh

es un algoritmo que provee el desenvolvimiento de fase, sin embargo solo funciona en los casos de

trabajar con imágenes de fase virtualmente libre de errores. Aplicaciones reales producen imágenes

de fase envuelta que si contienen errores. En el caso del desenvolvimiento de fase 2D, existen cuatro

fuentes de errores las cuales complican los procesos de desenvolvimiento de fase. Estas fuentes de

error son:

1. Ruido.

2. Sub – muestreo.

3. Cambios abruptos de fase.

4. Errores producidos por el algoritmo al extraer la fase.
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Figura 14. Imagen de fase desenvuelta usando el algoritmo de Itoh; (a) y (b) primer método; (c)

y (d) segundo método.

V.3. Errores en el desenvolvimiento de fase: Ruido

En varios problemas de medición, el ruido en los datos muestreados es la más importante razón

a la que se le atribuye la identificación falsa de saltos de fase.

Para el caso de datos unidimensionales, la única solución a este problema es el suavizado de la

rejilla sinusoidal con un filtro pasa bajas. Sin embargo, este no siempre es satisfactorio y siempre

existe la pérdida de información tras dicho proceso.

Si la diferencia entre dos puntos sucesivos es mayor que +π , el algoritmo de desenvolvimien-

to de fase considera que esa ubicación está envuelta. Esto puede representar una fase envuelta

auténtica o bien puede ser debido a la presencia de ruido y por tanto ser una envoltura falsa.

Para estudiar el efecto del ruido en el desenvolvimiento de fase 2D, se plantea como ejemplo la

adición de ruido a una imagen de fase continua simulada, la cual se muestra en la figura (12) (a),

se envuelve la imagen de fase con ruido, luego se intentará desenvolver la fase del objeto simulado.

La variación del ruido se fija en un valor de 0,4. Como se ve en la figura (15) tal valor de ruido no
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afecta la eficacia del algoritmo de desenvolvimiento de Itoh.

Al incrementar la variación del ruido a un valor de 0,6 empiezan a aparecer problemas. En este

caso el algoritmo de desenvolvimiento de fase de Itoh falla por que aún se presentan discontinuida-

des de 2π. Además de que en esta ocasión el primer y segundo método de implementación genera

resultados diferentes.

La acumulación de errores ocurre durante el proceso de desenvolvimiento de fase, la razón por

la cual se complica el proceso de desenvolvimiento de imágenes de fase envuelta 2D con ruido. La

figura 16(e) muestra una imagen que ha sido procesada usando el algoritmo de Itoh empleando el

primer método. Este algoritmo desenvuelve primero las filas de la imagen una a la vez y después

desenvuelve todas las columnas del mismo modo.

Una observación más detallada a la figura 16(e) revela que cierta información presenta errores.

El algoritmo de Itoh para desenvolver la fase, implementado el primer método, produce un error

de 2π que aparece como ĺıneas horizontales en la imagen de fase desenvuelta resultante.
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(a)
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Figura 15. (a) y (b) Imagen de fase continua con ruido; (c) y (d) imagen de fase envuelta con

ruido; (e) y (f) desenvolvimiento de fase usando el algoritmo de Itoh: primer método; (g) y (h)

desenvolvimiento de fase usando el algoritmo de Itoh: segundo método. La variación del ruido es

de 0,4.

La figura 16(g) muestra una imagen procesada utilizando el segundo método del algoritmo de

Itoh, una inspección más profunda a la figura 16(g) revela que existen errores. Similarmente se

observan errores los cuales ocurren durante el proceso de la imagen de fase desenvuelta. En este

caso se producen errores de 2π que aparecen como ĺıneas verticales en la imagen de fase desenvuelta.
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(a)
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(f)

(g)
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(h)

Figura 16. (a) y (b) Imagen de fase continua con ruido; (c) y (d) imagen de fase envuelta con

ruido; (e) y (f) desenvolvimiento de fase usando el algoritmo de Itoh: primer método; (g) y (h)

desenvolvimiento de fase usando el algoritmo de Itoh: segundo método. La variación del ruido es

de 0,6.

V.4. Errores en el desenvolvimiento de fase: sub-muestreo

Un desenvolvedor de fase detecta la existencia de una envoltura en una imagen calculando la

diferencia entre dos muestras sucesivas. Si la diferencia es mayor de +π o menor de −π, aśı el

algoritmo de desenvolvimiento de fase considera que existe una envoltura en esa posición. Puede
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ser una fase envuelta genuina, o bien una fase envuelta falsa debido al ruido o sub-muestreo.

El desenvolvimiento de fase de imágenes que presentan sub-muestreo puede ser dif́ıcil e incluso

imposible de realizar. Esto ocurre cuando la diferencia entre dos muestras sucesivas es mayor de

+π o a −π . Esta gran diferencia entre muestras adyacentes está presente debido a que la imagen

de fase no contiene suficientes muestras y no por la existencia de una fase envuelta verdadera.

Dicha situación genera una incorrecta fase envuelta.

Para comprender este fenómeno, se analiza su efecto en un proceso de desenvolvimiento de

fase unidimensional. La teoŕıa de desenvolvimiento de Nyquist, dice que si una función f(x) con-

tiene frecuencias no mayores de B Hertz, puede ser completamente determinada por muestreo en

un rango de 2B o mayor, si f(x) es una señal puramente sinusoidal, cada peŕıodo de f(x) debe

ser muestreado al menos con dos muestras. Este principio también aplica a la señal de fase envuelta.

Para entender el problema del sub-muestreo se creará una imagen de fase artificial con sub-

muestreo. Esta imagen será analizada para investigar el máximo permisible de muestras en la

dirección x y y para la base de datos espećıfica de acuerdo con la teoŕıa de muestreo. El siguiente

paso es envolver la imagen para procesarla utilizando los dos métodos de desenvolvimiento de fase.

Finalmente, se compararán las imágenes producidas por estos dos métodos con el mapa de fase

continua original. En la figura (17) se muestra una imagen digital.

Una vez más, se procede a determinar la fase envuelta de esta imagen, cuyo resultado se puede

apreciar en la figura 18 (a) y (b) como un arreglo de intensidades y como una superficie 3D res-

pectivamente. Una vez realizado esto, se procede a desenvolver dicha fase mediante el algoritmo de

Itoh y el resultado se muestra en la figura (18) (c) y (d) por el primer método cuando se cumple

el teorema de muestreo.
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Figura 17. (a) y (b) Imagen de fase continua; (c) y (d) cambio de fase en el eje x e y respectivamente.

La figura (18) (e) y (f) muestra el resultado de desenvolvimiento cuando se presenta un sub-

muestreo, estos dos últimos pares de figuras se puede corroborar la eficacia de este algoritmo

siempre y cuando el teorema de muestreo se satisfaga.
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Figura 18. (a) y (b) Imagen de fase envuelta; imagen de fase desenvuelta empleando el algoritmo

de Itoh; (c) y (d) primer método: (e) y (f) sub-muestreo.

V.5. Efecto de la discontinuidad en el desenvolvimiento de

la fase

El desenvolvimiento de fase de una imagen que contiene cambios repentinos de fase puede ser

dif́ıcil o incluso imposible de resolver. Esto ocurre cuando estos cambios de fase son mayores de

+π o menores de −π . Tales cambios de fase pueden ser vistos como envolturas reales, pero en

realidad no lo son. Del mismo modo, pueden actuar como máscaras de envolturas de fase reales

que pueden llevarlas a desaparecer. Se empleará una imagen de fase generada por computadora
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para explicar este efecto en los algoritmos de desenvolvimiento de fase bidimensional.

Se presenta una simulación de imágenes de fase continua que se muestran como un arreglo de

intensidades y como una superficie (figuras 19(a) y (b) respectivamente). Estas imágenes de fase

contienen cambios repentinos de fase dentro de una región rectangular que abarca de la fila 100

hasta la 412 y de la columna 200 a la 300. Este cambio de fase tiene una magnitud de 10 radianes.

Figura 19. (a) y (b) Imagen de fase generada por computadora; (c) y (d) imagen de fase envuelta.

Se obtiene primero la fase envuelta de la imagen y entonces se desenvuelve aplicando el algo-

ritmo de Itoh donde se observa claramente que esta falla en su objetivo de desenvolver la fase de

la imagen.

En la figura (19) (c) se observa que existen envolturas falsas localizadas en las filas 100 y 412.

Estas envolturas interrumpen la correcta implementación del primer método del algoritmo de Itoh

como se aprecia en la figura (20) (b). Un número mayor de falsas envolturas están localizadas en la

columna 300. Dichas envolturas son producidas por el repentino cambio de fase en 5 radianes que
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ocurre en esa ubicación lo cual impide la correcta aplicación del segundo método del algoritmo de

Itoh (figura (20) (d)).

Figura 20. Imagen de fase desenvuelta empleando el algoritmo de Itoh (a) y (b) primer método;

(c) y (d) segundo método.



55

Caṕıtulo VI

Diseño experimental y resultados

En este caṕıtulo se presentan los resultados experimentales que se obtuvieron en el desarrollo

de esta tesis. Con la aplicación del algoritmo de la transformada de Fourier extendida se logran

resultados satisfactorios para la reconstrucción de superficies de objetos en 3D sin la necesidad de

sofisticados algoritmos como los que se necesitan si se emplea la transformada de Fourier rápida

(FFT: Fast Fourier Transform) que viene implementada en la mayoŕıa de los paquetes comerciales

como MatLab, Mathematica, etc.

VI.1. Descripción del experimento

En el experimento realizado en este trabajo se proyectó una de las autoimágenes de una rejilla

binaria producidas por medio del efecto Talbot sobre un objeto que presenta relieve en su superficie.

El esquema utilizado para este propósito se muestra en la figura (21).

CCD

PC

Objeto
 3D

Divisor
de

haz

Rejilla
Ronchi

LentePinholeLáser

Figura 21. Esquema del arreglo experimental empleado para generar autoimágenes de una rejilla

binaria usando el efecto Talbot.
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En el esquema de la figura (21) se muestra un haz de luz proveniente de un láser que es

expandido por un objetivo de microscopio y filtrado por un micro agujero (Pinhole) que generan,

a la salida de estos dispositivos, un haz con frente de onda esférico divergente. Frente a estos

elementos, se coloca una lente positiva (convergente) localizada en un plano a la distancia focal, f ,

de la lente para generar una onda plana que ilumina a una rejilla binaria. Por simple propagación

libre, es decir, sin necesidad de usar algún sistema óptico formador de imágenes y a la distancia

de Talbot, la distribución de amplitudes del campo óptico es similar a la que se localiza en el

plano inmediato posterior a la rejilla binaria, esto es, en este plano se forma la autoimagen de la

rejilla periódica. En este plano se coloca el objeto del que se desea reconstruir su superficie y con

la ayuda de un divisor de haz colocado entre los planos de la rejilla y de su autoimagen se captura

la imagen con una cámara. La imagen del objeto con las franjas de la rejilla proyectadas sobre

su superficie es almacenada en una computadora para su posterior análisis. En la figura (22) se

muestra la fotograf́ıa del arreglo experimental empleado, donde se muestra un láser de He-Ne de

5 mW de potencia que emite un haz de luz roja con longitud de onda de 632,8 nm, el cual fue

expandido por un objetivo de microscopio 60× y filtrado por un pinhole de 10 micras de diámetro.

La lente positiva empleada es de 7 cm de distancia focal y la rejilla utilizada es una binaria del

tipo Ronchi de transmisión de la marca Thorlabs con un periodo de 166,6 micras, por lo que la

autoimagen se encuentra a 8,7 cm. Debido a que la distancia de la autoimagen era muy corta y

no permit́ıa colocar el divisor de haz (mostrado en la figura (22)) se decidió colocar el objeto en el

siguiente plano de Talbot, es decir, en el plano z = 2ZT por lo que, de acuerdo a los parámetros del

experimento, el objeto se colocó a 17,54 cm respecto del plano z = 0 (el plano de la rejilla binaria).

La cámara CCD empleada es de la marca EdmundOptics que tiene una resolución de 640 × 480

pixeles y el área activa del sensor es de 1cm2 . La lente amplificadora es de la marca Canon de 50

mm de diámetro que fue adaptada para su uso con la cámara CCD disponible en el laboratorio de

óptica de la FCFM.

Para capturar las imágenes con la cámara CCD de las franjas proyectadas sobre el objeto se

utilizó, además, una computadora con el software GigaPocket para la visualización de las imágenes
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Figura 22. Fotograf́ıa del arreglo experimental compuesto por un láser, un colimador, una lente,

una rejilla Ronchi (de peŕıodo ), un divisor de haz, una cámara CCD y una computadora.

y su almacenamiento. Estas fotograf́ıas fueron tomadas siempre bajo las mismas condiciones, con

la luz del laboratorio apagada para evitar que la luz ambiental pudiera afectar el contraste de la

rejilla y por tanto, afectar el resultado.

Los objetos utilizados fueron dos pequeños discos de plastilina con surcos en el centro. El

tamaño de los objetos es de 3 cm de diámetro y los surcos fueron realizados con un palillo de

dientes lo que produce una hendidura de 3 mm en su parte más profunda. En la figura (23) se

muestra una fotograf́ıa de los objetos utilizados.

VI.2. Reconstrucción de superficies en 3D

En la figura (24) se puede observar la deformación que las franjas sufren al incidir sobre el

objeto con relieve en su superficie.
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Figura 23. Objetos utilizados durante el experimento.

Figura 24. Fotograf́ıa tomada del patrón de franjas sobre el objeto 1.

Las imágenes se importan a la computadora con un formato .bmp y en RGB con dimensiones

de 640 × 480 ṕıxeles. Para analizarla se cambió su formato a escala de grises, puesto que el uso

de escala de grises de 8 bits asegura que la matriz contenga en cada uno de sus registros solo el

valor de intensidad de luz que le corresponde. Con ello, se puede determinar en primer lugar la

fase envuelta y después la fase desenvuelta para las imágenes de referencia y de cuerpo del disco

de plastilina.

De acuerdo con el algoritmo que se muestra en la figura (25) se aplica el filtro de ventana a

nuestra imagen para eliminar los efectos de borde. El filtro está definido por la siguiente expresión:
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Z(m,n) = 1− cos

(
2nπ

nx

)
, (72)

la variable m tiene valores desde 1 hasta el número de total de ṕıxeles.

; Después de aplicar el filtro a la imagen se calcula la Transformada de Fourier. El resultado de

este cálculo es una función sinc acotada. Para el filtraje se localiza el orden 1 y permite determinar

el tamaño del filtro a ser aplicado. Posteriormente se recorre dicho orden al origen del sistema.

Ahora se procede a calcular la transformada inversa de Fourier de la cual se recupera solo la parte

imaginaria tras el cálculo del logaritmo de esta imagen. El desenvolvimiento de esta imagen se

realiza mediante la aplicación del segundo método del algoritmo de Itoh, es decir, desenvolvemos

primero las columnas y después las filas.

En las figuras (25) y (26) se muestra el proceso de reconstrucción de la figura (24) usando el

algoritmo de la XFT. Para comparar la eficiencia de la XFT contra la FFT también se reconstruyó

usando esta última, dicho proceso se observa en las figuras (27) y (28).
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a) b)

c)

e)

d)

f)

Figura 25. a) Perfil del objeto original; b) transformada de Fourier del objeto; c) imagen de la

máscara binaria; d) producto de la transformada de Fourier; e) centrado de frecuencias; f) trans-

formada inversa de Fourier (de la figura 24).
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g) h)

i)

k)

j)

l)

Figura 26. a) Mapa bidimensional de la fase envuelta; b) mapa 3D de la fase envuelta; c) perfil de

la fase envuelta; d) mapa bidimensional de la fase envuelta; e) mapa 3D de la fase desenvuelta; f)

perfil de la fase desenvuelta.
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a) b)

c)

e)

d)

f)

Figura 27. a) Perfil del objeto original; b) transformada de Fourier del objeto; c) imagen de la

máscara binaria; d) producto de la transformada de Fourier; e) centrado de frecuencias; f) trans-

formada inversa de Fourier (de la figura (24)).
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g) h)

i)

k)

j)

l)

Figura 28. a) Mapa bidimensional de la fase envuelta; b) mapa 3D de la fase envuelta; c) perfil de

la fase envuelta; d) mapa bidimensional de la fase envuelta; e) mapa 3D de la fase desenvuelta; f)

perfil de la fase desenvuelta.
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En la figura (29) y (30) se muestra solamente la reconstrucción final de dos objetos más re-

construidos y su comparación con la FFT.

b) c)

a)

Figura 29. Resultado de fase desenvuelta situado sobre un plano inclinado mostrado como una

superficie: a) imagen original; b) reconstrucción con la FFT; c) reconstrucción con la XFT.

b) c)

a)

Figura 30. Resultado de fase desenvuelta situado sobre un plano inclinado mostrado como una

superficie: a) imagen original; b) reconstrucción con la FFT; c) reconstrucción con la XFT.
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Caṕıtulo VII

Conclusiones

En este trabajo se utiliza la técnica de proyección de luz estructurada mediante el efecto Talbot

para la reconstrucción tridimensional de la topograf́ıa de superficies. Con esta técnica se reconstruye

la topograf́ıa de los objetos utilizados a partir de la deformación de las franjas proyectadas mientras

es observado a través de un microscopio óptico. La imagen que se obtiene de las franjas deformadas

es registrada por una cámara CCD. Mediante una aplicación de procesamiento de imágenes, además

del uso del método de Takeda se implementa la forma que permite visualizar e interpretar la

topograf́ıa de las superficies y proporciona información de los cambios superficiales que presentan.
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