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RESUMEN

‘Solucién numérica de la ecuacidn de reaccidon-difusion aplicada a tumores cerebrales’
es una tesis que presenta un codigo capaz de simular numéricamente en dos y tres dimen-
siones la evolucion espacio-temporal de tumores cancerosos en el cerebro con base en la
ecuacion de reaccion-difusion y su solucién numérica. El trabajo presenta la validez del
uso de modelos de reaccion-difusion en el estudio de tumores cancerosos en el cerebro.
También se describen los métodos numéricos usados para resolver el problema de valores
iniciales del sistema. Posteriormente se muestran las herramientas desarrolladas que per-
mitieron usar geometrias realistas que describen la anatomia del cerebro humano en dos
y tres dimensiones. La importancia de la anatomia radica en que los tumores se difunden
a distinta velocidad en materia gris y en materia blanca y ello requiere de una traduccién
cuidadosa de imédgenes de resonancia magnética cerebral a un dominio numérico. Con tal
anatomia se analiza la evolucion numérica de distintos tipos de tumores bajo diversas con-
diciones iniciales y en distintas posiciones del cerebro. Esto permite estimar la letalidad de
un tumor a partir de la deteccion. Finalmente se incluye, tanto en el modelo como en el
codigo en tres dimensiones, el impacto de tratamientos como la extirpacion del tumor y la
quimioterapia sobre la evolucion de los tumores; ademds de que se ratifican los resultados
obtenidos comparandolos con resultados numéricos previos y resultados clinicos. Por ulti-
mo, se espera que la herramienta desarrollada para este trabajo llegue a ser de utilidad en
un dmbito médico en un mediano plazo.

Palabras clave: Biomatematicas, métodos numéricos, solucién numérica de ecuaciones
diferenciales parciales, modelado matematico, reaccidon-difusion, crecimiento de tumores.
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ABSTRACT

‘A numerical solution to the reaction-diffusion equation applied to brain tumors’ is a
thesis that presents a code capable of simulating numerically in two and three dimensions
the spatio-temporal evolution of cancerous brain tumors, based on the reaction-diffusion
equation and its numerical solution. The work presents the validity of the usage of reaction-
diffusion models on the study of this kind of tumors. It also describes the numerical me-
thods used to solve the initial value problem of the system. In addition, we show the de-
veloped tools that allowed us to use anatomically realistic human brain geometries in two
and three dimensions. The importance of a geometrically accurate anatomy lies in the fact
that tumors diffuse at different speed in grey or white matter, so it is required a careful
interpretation of a brain magnetic resonance image into our numerical domain. With such
anatomy we analyze the numerical evolution of different types of tumors undergoing di-
verse initial conditions and different positions inside the brain, which allows us to estimate
the deadliness of the tumor. Finally, we include, in the model and in the three-dimensional
code, the impact of treatments such as resection of the tumor and chemotherapy towards
the evolution of the tumors. Aside, we verify the results by comparing them with previous
numerical and clinical results. At the end, we expect that this tool is capable of being used
for medical purposes at the medium term.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde el siglo XVIII la biologia y la fisica han formado una buena relacién. Fue, por
ejemplo, en este siglo en el que Luigi Galvani aplico electricidad a tejidos musculares de
rana, experimento que le permitié descifrar la naturaleza eléctrica de los impulsos nervio-
sos. Gandndose asi la fama de precursor, tanto del campo de la electricidad como de las
neurociencias. Dos siglos mas tarde, Max Perutz y John D. Bernal trabajaron sobre la cris-
talografia de proteinas, mientras que Francis Crick y James Watson se encargaban de la
estructura tridimensional del ADN, y Rosalind Franklin y Maurice Wilkins de los 4cidos
nucleicos. Sin embargo, en este &mbito es mds importante destacar como un buen nimero
de ahora muy reconocidos bidlogos se vieron atraidos al campo de la genética gracias al
notable fisico Erwin Schrodinger y su libro ;Qué es la vida? cuyo tema central son los
resultados de algunos experimentos de genética que, en su opinion, podian encontrar expli-
cacion en el &mbito de la mecdnica cudntica [1]. Y es asi que hoy en dia se puede hablar de
la fisica bioldgica como una realidad, ya sea desde la fisica de las maquinas moleculares,
hasta el andlisis no lineal de las series de tiempo, evolucién y ecosistemas; pasando por la
difusion en sistemas bioldgicos, tema central en este trabajo.

El céncer es, para algunos, uno de los sistemas biol6gicos més complejos [2]. De ahi que
una de las metas de este trabajo sea desarrollar aproximaciones matematicas consistentes
desde un punto de vista fisico con la evolucién espacio-temporal de tumores cancerosos en
el cerebro. Siendo una de las principales ventajas del modelado matematico, la posibilidad
de alterar te6ricamente cualquier parametro que sirva para describir el sistema y analizar su
efecto en la evolucion de éste, de manera que podamos realizar experimentos hipotéticos,
sin la necesidad de lidiar con el sistema bioldgico en si, que, en el caso que este trabajo
desarrolla, seria practicamente imposible de realizar en un ser vivo. Por ello el hecho de
que el tratamiento numérico de ecuaciones diferenciales parciales, sea un amplio campo
de estudio principalmente en las ciencias aplicadas, pues el modelado matematico es una
poderosa herramienta que permite probar hipdtesis, confirmar o disefiar experimentos y si-
mular la dindmica de sistemas complejos.
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Muchos de los principios que estan detrds de la manera en que el mundo natural evolu-
ciona son relaciones asociadas con la razén de cambio con la que las cosas suceden. Estas
relaciones, en términos matemadticos, son las ecuaciones y su razén de cambio son las deri-
vadas.

Las ecuaciones diferenciales sirven, por tanto, para entender y modelar, de una ma-
nera cuantitativa, un gran nimero de sistemas desde fisicos hasta bioldgicos, ya sea el
movimiento de fluidos, el comportamiento de campos electromagnéticos, la propagacion y
deteccion de ondas sismicas, el comportamiento de poblaciones o del mismo cuerpo hu-
mano, por mencionar algunos. Asi, una ecuacioén o conjunto de ecuaciones que sirven para
describir alguno de estos procesos es denominado el modelo matemaético de un sistema.

Las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs) asociadas con sistemas que evolucio-
nan, suelen clasificarse en tres categorias: hiperbdlicas, parabdlicas y elipticas, dependien-
do de la propagacion de sus curvas de informacion, cada categoria disfruta de caracteristi-
cas y propiedades diferentes analiticamente, tiene sus propias manifestaciones fisicas y
también sus propios esquemas de solucion numérica.

Las ecuaciones que modelan fenémenos vibratorios, como la ecuacién de onda, suelen
ser hiperbdlicas mientras que la ecuaciones que modelan difusion, son parabdlicas. Tanto
hiperbdlicas como parabdlicas normalmente representan procesos dindmicos, por lo que
una de sus variables independientes es el tiempo. Por otro lado, ecuaciones que descri-
ben fendmenos en el equilibrio, teniendo puramente variables espaciales, son elipticas; asi,
ellas son asociadas con problemas de valores en la frontera. Mientras las hiperbdlicas y
parabdlicas con problemas de valores iniciales y una combinacién de valores iniciales y
valores en la frontera [3].

Por otra parte, el término ecuacion de evolucion se refiere, en general, a una ecuacion
diferencial parcial que involucra variables independientes tanto temporales como espaciales
de la siguiente manera:

ou(7, 1)

Franie Klu(7 1], (1.1)

en donde el lado izquierdo es simplemente la derivada temporal de primer orden de la
variable dependiente u, y el lado derecho involucra operadores que actian sobre u, los
cuales pueden ser lineales o no y, en ocasiones, depende de 7, 7y u.
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1.1. Ecuaciones de tipo reaccién difusion

Este tipo de ecuaciones es mayormente utilizado para modelar fendmenos tanto quimi-
cos como bioldgicos, pues modela la aparicién de ondas viajeras en sistemas que sufren la
influencia de procesos de reaccion y difusion.

Dividiremos el estudio de este tipo de ecuaciones en sus dos partes:

Difusion
Una de las EDPs parabdlicas y de evolucién mas importantes es la Ecuacion de Difusion.
Obtenida por primera vez por un médico y fisiGlogo alemén llamado Adolf Fick. Esta des-
cribe la densidad de fluctuaciones en un material que esté bajo un proceso difusivo en
cualquier punto del espacio y a todo tiempo [4].

Si u(7, t) es la densidad del material difusivo en cierta posicion 7 = (x, y, z) y tiempo ¢,
la ecuacion de conservacion es:

3u(7,t) >
=-V-J. 1.2
% (1.2)

Aqui, el flujo difusivo de la densidad del material es J. Dicho flujo es proporcional al
gradiente de la densidad,

T=-Du#1),?) Vu(?1) (1.3)

siendo D (u (7, ) , P) el coeficiente de difusion de u que en general depende de u, ¢y 7, y don-
de el signo menos indica que el fendmeno de difusion transporta al material de densidades
altas a bajas. Asi obtenemos la ecuacion de difusion:

%ﬁ’” = V- [(D(F 1), Vu(?1)]. (1.4)

Si el coeficiente de difusion no depende de la densidad ni de la posicidn, es decir, D es
constante, la Ec. (1.4) se reduce a:

ou (7, 1)
ot
Esta ecuacion define un problema de valores iniciales, es decir, si contamos con infor-
macién de coémo es u a un cierto tiempo inicial ¢y para todo el dominio espacial, entonces
la ecuacién describe como u(7, f) evoluciona en el tiempo.

= DVu(71). (1.5)

Reaccion
Otra manera en la que el material que se esté modelando puede cambiar, es bajo la influen-
cia de procesos de reaccion. Estos se refieren a crecimiento, interacciones con su entorno
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o cambios de estado. En este caso el cambio no es debido a reacciones quimicas sino a
procesos bioldgicos.

Entonces, si u(7, 1) es la densidad poblacional de una clase de elementos a un tiempo 7,
esta poblacion puede ser modelada por

ou
P S (1.6)

con f(u) el término de reaccion que puede referirse a crecimiento exponencial, f(u) = ou,
o crecimiento logistico, f (u) = ou (1 - %) donde o es la constante de crecimiento de la
poblacion y & es la capacidad de carga del entorno, es decir, la densidad maxima de pobla-
cion que el entorno puede albergar.

Entonces, si sumamos los dos procesos anteriores y afiadimos alguna condicién de
frontera, obtenemos un sistema de reaccion-difusion que tiene la forma de una ecuacién
parabdlica con una fuente.

Un problema de reaccién-difusion se puede plantear como un problema de valores ini-
ciales, u (0, x) y valores en la frontera, u (¢,0) y u (¢, L) cuyo dominio temporal es abierto,
t > 0. Un esquema de la idea anterior se muestra en la Fig. 1.1.

t
* Frontera abierta
Evaitciin
uft.L)
u(t,0)
(4]
> X

{*—r uf0.x)

Figura 1.1: Dominio de solucién de un problema de reaccion-difusion en una dimensién
espacial: V = [0, L] C R.
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Sea S una superficie arbitraria que encierra un volumen V. La ecuacion de balance de
flujo establece que la tasa de cambio de la cantidad de material en V es igual al flujo del
material que entra a V a través de S, mas el material que haya sido creado en V; es decir:

0 >
— | u(Ptdv=—- | J-nds+ fdv (1.7)
at Jy s 4
~———
tasa de cambio flujoqueentraaV  material creado en'V

donde f = f(u, 7 t). Aplicando el teorema de la divergencia,

fﬁ-ﬁds:fv-ﬁdv (1.8)
S \%

a la integral de superficie, se obtiene una ley de balance:

f[@Jrv-f—f(u,?,r)]dv:o
viot

esto suponiendo que u (7 1) es continua. Esta ecuacion se cumple para cualquier volumen
arbitrario V, por lo que es el integrando el término que es cero. Asi,

P )
8—::—V-J+f(u,?,t) (1.9)

es la ecuacion que representa el transporte del flujo JI5].

De este modo, la ecuacién de Reaccion-Difusion es finalmente:

ou (7, 1)
ot
En los casos en que el crecimiento sea logistico, como lo es la ecuacion tipica de creci-
miento poblacional, estaremos tratando con la ecuacion de Fisher-Kolmogorov-Petrovskii-
Piskunov (FKPP), que es uno de los ejemplos mds simples de ecuaciones de reaccion di-
fusion no lineal. Y, en contextos ecoldgicos, f puede representar procesos de muerte o
nacimiento y u densidades de poblacién de la especie u.

=V (D), )Vu(7,n) + f(u(71). (1.10)

Se ha mencionado anteriormente que la ecuacion de reaccion-difusion es una EDP pa-
rabdlica. Para ilustrar esta aseveracion tomemos antes el caso general de una EDP cuasi-
lineal (lineal en sus derivadas de mayor orden) de segundo orden no homogénea de dos
variables independientes (espacial y temporal)

Afo+ Bfu+Cfu+Df+Ef,+ Ff =G. (1.11)

Enella, f., fi, f«... representan las derivadas parciales de la funcidn respecto a la(s) varia-
bles independientes. A, B, C pueden depender de x, ¢, f,y f,, D, Ey Fde x,ty f,yel



6 Capitulo 1. Introduccién

término no homogéneo G, puede depender de x y . Asi, partiendo del discriminante de la
ecuacién anterior, B> — 4AC, la clasificacién de las EDPs es la siguiente [6]:

Negativo = Eliptica
B> —4AC ={ Nulo = Parabdlica (1.12)
Positivo = Hiperbdlica.

De ahi que la Ec. (1.10) sea parabdlica, pues

B> — 4AC = 0.

Con la informacion descrita hasta ahora, se procede a detallar el trabajo realizado en
esta Tesis. En este capitulo se inicié con una breve explicacion de problemas de reaccion-
difusion. En el capitulo 2 se exponen los métodos numéricos necesarios para resolver el
problema de interés. Los capitulos 3 y 4 presentan los resultados obtenidos: en el capitu-
lo 3 se inicia con la descripcién de un modelo sencillo, primero con el fin de reproducir
experimentos para corroborar la viabilidad del uso de este tipo de modelos para el estudio
de la evolucion de los tumores cerebrales. Luego se disefian experimentos que permiten
verificar la implementacion de nuestro cdigo y por dltimo en este capitulo, se termina con
un modelo mas robusto capaz de evolucionar tumores espacio-temporalmente en dos y tres
dimensiones. En el capitulo 4 se trata la evolucién de tumores cerebrales en tres dimensio-
nes bajo tratamientos como extirpacion y quimioterapia. Y finamente, en el capitulo 5, se
presentan las conclusiones y posibles futuras aplicaciones de este trabajo.



Capitulo 2

Métodos numeéricos

Como bien se sabe, las EDPs que se pueden resolver analiticamente son muy pocas y
los sistemas que ellas modelan suelen no ser tan realistas como uno esperaria; por ello la
importancia del desarrollo de métodos numéricos capaces de aproximar estas ecuaciones.
Por otro lado, incluso en el caso en el que las ecuaciones a tratar tengan algun tipo de solu-
cion analitica, el resolverlas numéricamente sigue siendo de gran ayuda, pues por ejemplo,
la solucidn analitica sirve para comprobar que nuestro cédigo numérico converge.

Es por ello que en este capitulo se describen los métodos numéricos que se emplearan
en el desarrollo de los modelos planteados a lo largo de este trabajo. Se presenta el método
de diferencias finitas como una aproximacion a las ecuaciones definidas en el continuo y
métodos explicitos como los encargados de modelar la evolucidn temporal de los sistemas.
Ademais, se hace énfasis en los criterios de validez que deben cumplir los métodos numéri-
cos aqui presentados.

2.1. Discretizacion espacial

La aproximacion en diferencias finitas, es uno de los métodos bésicos para la resolucion
de Ecuaciones Diferenciales Parciales. Se obtiene reemplazando la ecuacién en el continuo
por una version discreta de todos los términos en la ecuacion diferencial. Para ello es ne-
cesario discretizar el dominio en el que se define la ecuacion diferencial y en €él, definir
versiones aproximadas de las derivadas que aparezcan en la ecuacion.

En general, partiendo del hecho de que la EDP involucra una funcién « analitica defini-
da, en este caso, en un dominio espacial y temporal, la aproximacion en diferencias finitas
al valor de una derivada u’ o «”’, en un punto (¥, t) del dominio, se basa en una combinacién
de valores de la funcién en puntos cercanos a (X, ).

7
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Para ilustrar este método comencemos con la discretizacion del dominio espacial en una
dimension. El proceso consiste en partir un dominio continuo, digamos x € [Xin, Ximaxls Y,
de él, tomar en cuenta Unicamente un nimero finito N, de puntos de manera que resulte
una malla discreta que esté contenida dentro del dominio continuo. Esta malla puede o no
ser uniformemente espaciada, ello, asi como la separacion entre cada nodo de la malla,
dependera del tipo de problema que se esté resolviendo y el tipo de definicion que se le
quiera dar. Entre mas fina sea la discretizacidn, es decir, entre mayor sea el nimero de
puntos N, que conformen la malla, mas precisa serd la aproximacion al dominio continuo.
Para los fines de este trabajo usaremos una malla uniformemente espaciada con resolucioén

Xmax — Xmin
Ax=— 2.1
x N (2.1)

de modo que la particion consistird en una serie de nodos de la forma

Xj = Xpin + JAX (2.2)
con j=0,1,...,N,.

La discretizacion del dominio temporal funciona de la misma manera:

tmax - tmin
At = ——— 2.3
N, (2.3)

para

tn

Lin + DAL (2.4)

conn =0,1,...,N,, y especificamente t,,, = 0. Asi, la funcién u(x, r) definida originalmen-
te en un dominio continuo queda definida unicamente en los nodos del dominio discreto
(xj,1"). Para los valores de u(x;, ") se usard como notacion u’;. El concepto esquematico de
esta discretizacion se muestra en la Fig. 2.1.

Noétese que el hecho de que los valores N, y N, sean finitos, también significa que el
numero de nodos en el dominio espacio temporal es finito. Cuando se resuelven EDPs, esta
condicion es necesaria, ya que en cada nodo los valores u’; son nimeros de doble precision
alojados en la memoria RAM de la computadora, la cual es claramente finita.

Estando ya bien planteada la discretizacion del dominio en que la EDP esta definida,
se puede tratar la aproximacidn de los operadores diferenciales que aparecen en ella, de
modo tal que éstos actien unicamente sobre la funcion en los nodos en los que la malla
estd definida.
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U,

X

Figura 2.1: Discretizacion del dominio espacial y temporal. Las resoluciones Ax y Af son
iguales a lo largo de todo el dominio y dan lugar al valor discreto de la funcion u’.

Como ya se menciond, es necesario que las funciones a tratar sean suaves, o al menos
doblemente diferenciables, de forma que una expansion en serie de Taylor en torno a algin
punto x; de esta funcion sea posible.

Comencemos con la derivada de primer orden. La aproximacion en diferencias finitas
mds sencilla en este caso es la conocida definicion original de derivada proveniente de
calculo diferencial

u(x + h})l — u(x) ~ (). 2.5)

cuando & — 0.

Esta ecuacion representa la recta tangente a u(x) en x. Para aproximarse a esta linea
tangente, la idea es usar multiples lineas secantes cuyos puntos de cruce tengan distancias
cada vez mads cortas entre si, es decir ~ — 0, de manera que la linea secante se aproxime
cada vez mds a la tangente deseada. Hablando de diferencias finitas, 4 representa el tamafio
de paso, es decir Ax, el cual puede ser positivo o negativo, lo que resultaria en una apro-
ximacion progresiva a la derivada o una regresiva respectivamente. Un esquema de estas
aproximaciones se muestra en la Fig. 2.2.
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- ADTCARTHICEN regresivi

T —— ) e Apfouirmmciin
) i " cgnibraca
Recta langente —— .
e Aproaimaciin
- proghsva
1
1
i
| i
| i
| i
| i
[ |
X X, X x

Figura 2.2: Distintas aproximaciones a la derivada de primer orden usando diferencias fini-
tas.

Comencemos con el cilculo de los polinomios de Taylor de la funcién u. Para ello, si
tal funcion tiene derivadas de orden n en un punto x, entonces su polinomio de Taylor, 7 ,u,
es

— (. (2.6)

Asi, el error generado al aproximar u con su polinomio de Taylor se define como E,(x+
h) = u(x + h) — T,u(x + h) de modo que podemos escribir

n (k)
uGx+h) =y 4 kfx) (W) + E,(x + h).
k=0 :

Esta se denomina Férmula de Taylor con residuo E,(x + h), el cual expresaremos como
una integral. Consideremos primero el error que aparece con una aproximacion lineal:

w(x+h) =ulx)+u' (x)h+ E\(x+h),

entonces podemos escribir
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xX+h X+h X+h
Ei(x+h) =ulx+h)—ulx)—u'(x)h = f ' (Ddt —u' (x) f dt = f [t/ (1) —u'(x)]dt.

a’w_

dv
Nt —:1’
dr u’(t)y

Si en la dltima integral w = v/(f) — u'(x) y v = t — (x + h), tal que 7

X+h .
podemos expresarla de la forma fx wdv, es decir

X+h x+h X+h
Ei(x+h) = f wdy = wy Ifh - f (t—=(x+h)u”(Hdt = f (x+h—-0u"(t)dt.

Es asi que se puede mostrar por induccién sobre n que el resto de la serie de Taylor en
orden n, suponiendo que u tiene derivadas continuas en x de orden n + 1, es

1 x+h
E,(x+h) =~ (x + h — 0"u™V(0)dt. 2.7)
n!J,
Para estimar la magnitud de este error, necesitamos mds informacion acerca de u™h,
Si esta derivada tiene un minimo, m, y un maximo, M, para todo ¢ en un cierto intervalo
que contenga a x, es decir,

m < u™V@) < M,
entonces, en este intervalo tenemos la siguiente estimacion para el error

h(n+1) (n+1)

—<En h SM—,
me T S Bt < Memes

relaciéon que muestra que el error estd acotado por los valores de la derivada y la distancia
del punto x + & al punto x de la expansion, es decir 4 elevada a la potencia n + 1 [7]. Si,
ademds, se asume que u™"1 es continua, entonces este residuo debe tomar todos los valores
entre my M

(n+1)

h
E.(x+h) = u<"+1>gm (2.8)

para & en algun intervalo [x, x + &] [8]. Expresion conocida como la férmula de Lagrange
para el término residual donde & que depende de x y A, es un punto entre x y x + 4. El desa-
rrollo anterior se hizo para 2 > 0 sin embargo, un razonamiento similar es valido también
parah < 0.

Entonces, tomando el desarrollo en serie de Taylor a primer orden de la funcién en x,

2
u(x £ h) = u(x) = u'(x)h + u"(x)%(f) (2.9)
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en donde x + h se refiere a h > 0 0 h < 0, tenemos entonces

u(xth)—ulx) , . h
— Y Fu ) =u"(05®
h 2
que, cuando la férmula del error no es importante sino s6lo su orden, se puede reescribir
como:
u(x +h) —u(x
W (x) = % + O(h). (2.10)
Como el error, denotado por la “O grande”, es proporcional a la primer potencia de 4,
se trata de una aproximacion con error de primer orden. Esto es, al hacer nuestro tamaiio de
paso & un orden de precision menor, obtenemos una aproximacioén un orden de precision
mas certera [3].

Usando nuestra notacion, u(x) — u(x;), las expresiones anteriores toman la siguiente
forma:

u(xjy1) — u(x;)

u'(x;) = A + O(Ax) (2.11)
‘ X
0 para una aproximacion regresiva
W (x;) = o) =100 | oA, 2.12)

Ax

En el mismo sentido, otra aproximacién igualmente valida es la aproximacion centra-
da. Esta aproximacion permite mejorar el orden de precisiéon al usar mds puntos en su
desarrollo:

u(xjer) — u(xj-y)
2Ax

la cual es una aproximacién de segundo orden pues el error en este caso es proporcional a

h?. Entonces, al tomar en cuenta un tamafio de paso un orden de magnitud mds pequefio, se

obtiene una aproximacion dos 6rdenes de magnitud mds precisa. Esto implica que si la re-

solucion de la malla, digamos Axy, se reduce a la mitad, es decir se define una nueva malla

con resoluciéon Ax, = %Axl , el Error de Truncamiento decrece en una razén de (2—2)2 =4,
Noétese que aunque nuevamente se uso la informacion en solamente dos puntos, la aproxi-
macion centrada ofrece mayor precision que las otras dos aproximaciones. Esta mejora en
la precision es clara en la Fig. 2.2. Notar que en estas aproximaciones, la Ax es la definida

en la Ec. (2.1).

+ O(AXD), (2.13)

u'(x;) =

Para derivadas de mayor orden, es necesario evaluar la serie de Taylor de la funcién en
una mayor cantidad de puntos vecinos. En general, una aproximacion de derivadas de n-
ésimo orden, u"(x), requiere por lo menos de n + 1 puntos. El método para la construccién
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de aproximaciones de operadores diferenciales en diferencias finitas consiste, por ende, en
hacer las expansiones correspondientes a la funcidn u en serie de Taylor en puntos cercanos
a donde se quiera encontrar la derivada y después encontrar combinaciones lineales de estas
expansiones que cumplan con la tGnica condicién de que los coeficientes de las derivadas
de orden distinto a la deseada deben ser nulos [9].

Derivadas de segundo orden

Para la aproximacion a la derivada de segundo orden, se tomardn en cuenta los puntos
x —h'y x + h para desarrollar en su entorno la funcién en serie de Taylor, con & = Ax,

’ sz 77 x3 77 4
u(xjp1) = u(x;) + Axu'(x;) + EN u’(x;) + o u”(x;) + O(Ax"),
Ax A
u(xj1) = u(x;) — Ax'(x;) + %u"(x,) - ?xu'"(xj) + O(AXY). (2.14)

Sumando las dos férmulas anteriores se tiene
u(xjer) + u(x; 1) = 2u(x)) + Ax’u’” (x;) + O(Ax*), (2.15)
y asi, la combinacién lineal que cumple con las caracteristicas necesarias es:

u(xjp1) — 2u(x;) + ulxj_1)
Ax?

u’(x;) = + O(AXY), (2.16)

con un error proporcional a Ax>.

Muchas otras aproximaciones en diferencias finitas a los diferentes operadores diferen-
ciales pueden ser construidas de la misma manera en que se construyeron las anteriores.
Estas pueden tener un mayor grado de precision, es decir, menor error de truncamiento,
simplemente evaluando la funcién u en mas puntos, como x + 2Ax, x — 2Ax, etcétera.

Aproximaciones de orden de precision superior

Como se ha mencionado anteriormente, para calcular derivadas con un orden de aproxi-
macion mayor, basta con seguir la generalizacion del procedimiento de la seccidon anterior,
de manera que la serie de Taylor se desarrolle con un mayor nimero de términos y usando
un mayor nimero de puntos vecinos. Asi, para la aproximacion central a la derivada de pri-
mer orden con un error de cuarto orden habra que considerar las series truncadas a O (Axs)

de u (x j_z), u (x j_l), u (x j), u (x j+1) yu (x j+2) y encontrar una combinacion lineal,

A u(xj_z) + Bu(xj_l) + Cu(xj) + Du(xj+1) + Eu(xj+2) , (2.17)
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tal que los coeficientes de los términos u”...u", (en este caso n = 4) sean cero.

Para este caso, tal combinacion lineal resulta en:

u (xj) = ﬁ [u (xj_z) —8u (xj_l) + 8u (xj+1) - u(xj+2)] + 0(Ax4). (2.18)

Naturalmente, para los casos en que no se quiera una aproximacion centrada el proce-
dimiento es el mismo. Estas aproximaciones son ttiles especialmente para puntos en las
fronteras del dominio en donde no existan puntos a la derecha o a la izquierda, segtn el
caso, del punto de interés, por ejemplo u (xy) o u (xy,). Las aproximaciones a estos casos
se muestran a continuacion:

3u (xj,4) — 16u (xj,g) + 36u (xj,z) — 48u (xj,l) +25u (xj)

! —u ()Cj_3) + 6u (xj_g) — 18u (x‘,_l) + 10u (xj) + 3u (xj+1)

u (xj) - 0(Ax4) = T u(xj_z)—Su(xj_l) + 8u(xj+1)—u(xj+2) (2.19)
—3u (xj,l) — 10u (xj) + 18u (.XJ'+]) —6u (xj+2) +u (xj+3)

—-25u (xj) + 48u (xj+1) —36u (x‘,-+2) + 16u (x_,+3) —3u (xj+4)

Y para las aproximaciones de cuarto orden a la segunda derivada de la funcion:

—10u (x5 ) + 611 (xj4) = 1561 (x;3) + 214u (x;2) = 154u (x;-1) + 45u (x;)
{ u (xj_4) — 6u xj_3) + 14u xj_z) —4u (xj_l) —15u (xj) + 10u (xj+1)
u”’ (xj) - O(Ax4) = A —u (x_,»,z + 16u (xj,l —30u (xj) + 16u (xjH) —u(xj
10u (x‘,-_l) — 15u (xj) —4u (xj+1) + 14u (X‘,‘+2) — 6u (xj+3) +u (x‘,+4)
45u (x;) = 154u (xj01) + 2140 (x;02) — 1561 (x;43) + 61u (xj14) = 10u (xj45)
(2.20)

Para construir aproximaciones a derivadas cuando las funciones a tratar dependen de
mads de una dimension espacial, el procedimiento es el mismo. Esto es, partiendo de las res-
pectivas expansiones en serie de Taylor de la funcidn, en torno a los nodos correspondien-
tes, se encuentra alguna combinacién lineal que cumpla los requisitos que se impusieron
anteriormente.

Aproximaciones en 3 dimensiones

Cuando el dominio espacial €s V = [Xpin» Ximax] X[ Vimins Yimax )X [Zmins Zmax] € R?, definimos
la malla de tal modo que
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. Xmax — Xmin
X; = Xpyn +IAX con Ax = —

N,
Vi = Yin + jAy con Ay = 2mar—Jmin
. Ny
Zmax — Zmin
G = uin + kAT con Az = S 2.21)
N;

De ahora en adelante, para facilitar la notacién escribiremos u; j; = u (x,-, Vs zk). Asi, las
aproximaciones a las derivadas parciales de primer orden con precision de segundo orden,
usando la Ec. (2.13), son:

ou _ UWivn ke — Uiejk 2

o = ey ro)

ou Wik T Uij-1k 2

8_y lijk= T + O(Ay ) (2.22)
0 Ui jk+1 = Ui jk—

ﬁz li.jk= ’]’k+l2Az e O<AZ2)‘

Las segundas derivadas parciales no cruzadas también con segundo orden de precision
usando la Ec. (2.16):

0*u Wirt jk — 2Uijg + Wiy jk >
— liju= > + 0 (Ax )
ox Ax
o0*u Uijsrk — 2Ui i + Ui j 1k
1, o J=1 2
— = . + O(Ay ) (2.23)
dy Ay
’u | Mkt 2u; g + Ui - L0 ( Azz)
— = )
o2 AZ?

Las aproximaciones a las derivadas parciales de primer orden con precision de cuarto
orden son:

Ou Uio jr — SUi—1 jk + 8Uiv1 jk — Uisd jk 4

Bx k= 12Ax +0(ax)

ou i Ui j2 = Ui j-1k + 8l jur g — Ui jrok L0 (Ay4) (2.24)
oy 12Ay

ou Ui jr— — SUij—1 + 8Uj jke1 — Ui jrs2 4
a_z li,jk= 12z + 0 (Az ) .

Y por tltimo, las aproximaciones a las segundas derivadas parciales con cuarto orden
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de precision son:

32_” = —Ui—p ji + 16Uy ji — 30u; ji + 16Uy ji — Uis jk N O(Ax4)

ox2 " 12Ax2

0*u U jog + 16u; j_1x — 30u; ji + 16U ji1 5 — Ui juo i 4

el 28y +0(M) (2.25)
0? —U; ik—2 T+ 16M, -1 — 30u; i + 16141‘ i — U ;

_l/t |ijk: L Jok—2 L Jok—1 JJ-k L Jk+1 ,Jok+2 " O(AZ4) )

0z " 12A72

En la Fig. 2.3 se esquematiza el elemento espacial de las Ecs. (2.22), (2.23), (2.24) y
(2.25). Todas las anteriores corresponden a aproximaciones centradas y son las usadas en

este trabajo.

(T') i, j, k-2

Figura 2.3: Molécula correspondiente a las aproximaciones hechas con un error de cuarto
orden.

2.2. Convergencia

Como hemos mostrado, en el desarrollo de los métodos de diferencias finitas usamos
solamente aproximaciones finitas de los operadores diferenciales a tratar. Por lo que mane-
jaremos siempre un término de error que dependerd del orden en que dicha aproximacion
se realice, es decir, este error serd menor en cuanto el orden de aproximacion sea mayor,
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obteniendo asi una aproximacién cada vez mas cercana al resultado en el continuo.

Esto nos obliga a verificar que nuestra aproximacién converja a la solucién de la ecua-
cion en el continuo. Ya que se dice que un método de diferencias finitas es convergente si
la solucién numérica se aproxima mads a la analitica cuando Ax — 0.

Para ilustrar la convergencia, retomemos el caso de un problema en una dimensién. De
la seccion anterior, queda claro que los errores de las aproximaciones en diferencias finitas
dependeran siempre de Ax elevada a la potencia del orden de la aproximacion, esto es,
Ax%, Ax*..., entonces, si se supone que Error = O (Ax*) = EAx“, siendo « el orden de la

. . . Ax
aproximacion, y si luego se define una nueva malla tal que Ax, = — con « > 1, ahora
K

107

Error, = E de donde se obtiene
K(Y
E EAx®
rror _ xa s (2.26)
Error, Ax
E
K(}’

que expresa como a medida que el refinamiento de la malla aumenta en un factor «, nuestra
aproximacion converge a la version continua en un orden dado por «. En el caso particu-
lar de este trabajo, los 6rdenes usados serdn @ = 2,4, de modo que los refinamientos de
las mallas hardn que nuestros resultados se aproximen a la versioén continua en un orden
cuadratico k> y cudrtico k*, respectivamente.

De una manera mas general, recordemos que las EDPs se resolverdan en un dominio tan-
to espacial como temporal. Entonces si suponemos que f(x) es nuestra solucion numérica
en el espacio para un cierto tiempo ¢, y si ademds se conoce la solucién exacta, fj, a la
ecuacion, el resultado numérico se expresara como

f@) = fo+ E(x)Ax" + 0 (Ax™).

Conocer la solucion exacta nos permitird conocer la magnitud del error con que se cal-
cula la solucién numérica. Esto usando diferentes valores de Ax para el refinamiento de la

. . ) Ax )
malla. Sean f; y f, soluciones numéricas con valores de refinamiento Ax y — respectiva-
K

mente. La razén de los errores usada en la Ec. (2.26) ahora sera

fi—fo Ax? + O(Ax‘”l)
fz —fo T Ax¢ +O(Ax”+1)

K

= k" + 0 (Ax). (2.27)

El nimero «* lleva el nombre de factor de convergencia (FC).

Aquellos casos en los que la solucién exacta no se conoce son candidatos a un estudio
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de autoconvergencia. Para este estudio, ademas de las soluciones numéricas f; y f, usadas
anteriormente, se necesita una tercera, tal que

fl — Ax
Ax
Axy = =%
o o Ax=— (2.28)
A A
i o Ax= il —;C
K K

Entonces, comparando las tres soluciones numéricas, especificamente la razon de las dife-
rencias entre soluciones numéricas de resolucion consecutiva, se tiene:

hop | A-gaesols) (-
h-f LAxe - 5 Ax? + O (Ax*+) B L(l 1)

K@ pil il

+O0(Ax) ="+ 0(Ax). (2.29)

Aqui k* también es llamado el factor de convergencia [9]. Para los fines de este trabajo,
este es el tipo de andlisis que se realizard a los resultados, en donde x = 2 'y, como ya se
menciond, @ = 2,4 por lo que para aproximaciones de segundo orden a los operadores
diferenciales, FC = 2? = 4 mientras que para las de cuarto orden FC = 2* = 16.

2.3. Evolucion temporal

Al tratarse de un problema parabdlico, es necesario que la solucion numérica se constru-
ya con un método que aproxime la evolucion temporal del sistema. Esta evolucién consiste
en determinar el valor de la funcién u (¢, x) en cualquier nivel de tiempo ¢ para todo el do-
minio espacial a partir de los niveles de tiempo previos; que es precisamente la tarea que
desarrollard el Método de Lineas. Este método discretiza solo las variables independientes
espaciales de las que depende el sistema. El método hace de nuestro problema parabdlico
un conjunto de problemas iniciales de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs), que
suelen ser mds féciles de resolver que el problema original con valores a la frontera [10],
uno para cada punto del dominio espacial (x,», Vi, zk).

En la practica en problemas de evolucidn, la idea bésica del método de lineas es reem-
plazar las derivadas espaciales de la EDP, y las condiciones de frontera, con aproximaciones
algebraicas de manera que obtenemos un sistema de EDOs con una sola variable indepen-
diente, la temporal, que aproxima la EDP original [11].

La ecuacion central de este trabajo,
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ou (7, 1)
ot
se puede ver de una manera mas general como:

=V-D@0),7)Vu(F, 1))+ f (u(1), (2.30)

o,u = rhs (u) (2.31)

donde, en general, rhs (1) (right hand side de u) puede depender tanto de la ¥ misma como
de las variables independientes, y en este trabajo:

rhs(w) =V - (D (u (7 1),?)Vu (7 1)) + f (u(71)). (2.32)

Aplicando el Método de lineas, se obtiene una ecuacion semidiscreta

du = [rhs]?; () (2.33)

coni=0,1,..,N,, j=0,1,..,N,,k=0,1,..,N, yn=0,1, ..., N, tales que los operadores
diferenciales en la Ec. (2.32) se sustituyen por las aproximaciones hechas en la seccién 2.1,
de modo que la variable espacial es la que se discretiza. La Ec. (2.33) representa una ecua-
cion ordinaria de u en ¢ para cada punto de la malla con etiqueta i, j, k, obteniendo entonces
N, x Ny x N, EDOs.

Sin embargo, este nuevo conjunto de EDOs también suele ser dificil de resolver pues
consiste en una ecuacion por cada punto en el espacio. O sea que es un conjunto de EDOs
bastante numeroso, por lo que nos vemos forzados a discretizar la otra variable indepen-
diente, es decir, la temporal, con el propésito de encontrar una solucién aproximada al
sistema. Asi, la meta es usar la semidiscretizacion (2.33) para el el método de lineas, se-
guido de un integrador numérico en el tiempo para aproximar la solucién al sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (2.33). Entonces al ser ahora un problema de valores
iniciales, cada EDO se soluciona integrando en el tiempo, primerode f* (n = 0) at' (n = 1)
para todo i, j, k en el dominio discreto espacial, luego a > (n = 2) de t', es decir

n+1

n
Wik = Wi jk

La Fig. 2.1 esquematiza la idea de este Método pues se puede representar a la integra-
cion de cada u; j; en t como una linea en el dominio espacio-temporal.

El integrador empleado en este trabajo usa el Método de Runge-Kutta de tercer orden.

2.3.1. Meétodo de Runge-Kutta

La idea central de cualquier integrador en el tiempo para resolver algtin problema de va-
lores iniciales como los tratados en este trabajo, es, en forma general, partiendo del sistema
de EDOs,
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du; (1)
dt

= ftuy,nuy), i=1,.,N (2.34)

donde 7 es la variable independiente y u la incégnita, reescribir du y dt como Au 'y At
y multiplicar la ecuacidn por Af. Esto resulta en formulas algebraicas que representan la
evolucion de la funcién a cada paso de tiempo At:

Upt1 = Uy + hf (tns un) 5 (235)

este procedimiento es el llamado Método de Euler.

En particular, el Método de Runge-Kutta (RK), aproxima la solucién a la EDO sobre el
dominio deseado mediante una combinacién de pasos tipo Euler -Ec. (2.35)- que luego usa
para comparar con la expansion en serie de Taylor [12]. Existe una infinidad de variantes
del RK, pero todas con la forma generalizada

Upy1 = Uy + ¢ (tn, Uy, h) h’ (236)

donde £ es el paso de tiempo y ¢ (¢,, u,, h) que se conoce como la funcidn incremento esta
dada por

S
¢ = Z ak; (2.37)

donde a; son constantes y

N
k= fty + ps_1h, u, + qulkl , s=1,..,8 (2.38)

=1

con p,_1 y gy constantes que dependen del tipo de Runge-Kutta elegido y del orden de este
mismo. En las ecuaciones anteriores, S representa el orden del RK. Notese que si § = 1 el
método es el de Euler (Ec. (2.35)). En este trabajo se eligié un Runge-Kutta de tercer orden,
S = 3. Asi, una vez fijado S, los términos de la Ec. (2.36) se igualan con los de la expansion
en serie de Taylor. El resultado de desarrollar el procedimiento anterior con S = 3 genera
seis ecuaciones de 8 incognitas, por lo que se deben fijar dos de estas incdgnitas con la
finalidad de conocer los 6 pardmetros restantes. La version mas comtn de un RK3 es:

1
lye1 =ty + 2 (ky + dky + k3)h + O (h“), (2.39)

con
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kl :f(tm Mn)
ke = £t 4 Sk + ko (2.40)
2 _f n D) > Up ) 1 .

ky = fty+h, up — kih + 2ksh).

Sin importar el valor que se le dé a los valores de las 2 incégnitas que se fijan, el RK3
tiene un error local de O (h“) y global de O (h3) [13].

2.4. Estabilidad

La convergencia de un c6digo, como ya se menciond, significa que conforme Ax, Ay,
Az y At tiendan a cero, los resultados obtenidos por el método de diferencias finitas se apro-
ximen cada vez mads a la solucién verdadera, mientras que la estabilidad significa que los
errores en cualquier etapa del calculo se atenten en lugar de ampliarse conforme avanza el
calculo.

Por otra parte, tras el andlisis hecho hasta ahora en este capitulo, se obtiene que la so-
lucion u en un cierto punto x; a un cierto tiempo " depende de la solucion en otros puntos
del dominio y en los niveles de tiempo vecinos precedentes incluyendo 7 y viceversa. Por
ello, en este tipo de ecuaciones parciales es especialmente importante un analisis tanto de
la estabilidad como la convergencia de nuestro codigo.

Hay varios métodos para analizar la estabilidad de las diferentes aproximaciones numéri-
cas existentes. En este trabajo serd usado el método de von Neumann y el anélisis presenta-
do a continuacion se hard sobre la ecuacion de difusion, esto para ilustrar el procedimiento
requerido. Sin embargo, en los experimentos computacionales que este trabajo presenta, la
estabilidad fue verificada para la ecuacion de reaccion-difusion en sus dos versiones usa-
das: crecimiento logistico y malthusiano o exponencial.

En este método, es necesario conocer la solucion exacta de la ecuacion mediante las
componentes de la serie de Fourier compleja. Veamos, para ilustrarlo, partiendo de la ecua-
cion diferencial en una dimension:

Ou(x,t) D82u (x,0)

2.41
ot Ox? 241)
y tomando en cuenta la aproximacion mostrada en la Ec. (2.11) y (2.16) tenemos

n+1 n n n n

j+ —ul :DujH —2ul +u 2.42)

At Ax? ’
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entonces, solucionando para u;f”:

W=l d () - 2+ ) (2.43)

con d = DAt/Ax?, j denotando la etiqueta espacial y n la temporal y cuya solucién exacta
a un paso de tiempo puede expresarse como

W = Gu! (2.44)

donde G es el factor de amplificacion, que en general es una constante compleja. Para que
la solucion a la ecuacion anterior en diferencias finitas para un tiempo 7' = NA¢t,

u = GV, (2.45)
sea estable, se tiene que cumplir la siguiente relacién

|G I< 1, (2.46)

con u?’ = u(xj, T) y u?. = u(xj,O).

Ast, el andlisis de estabilidad se reduce a investigar las condiciones para las que | G |< 1.
Por otra parte, la serie Compleja de Fourier estd dada por

u(x, ) = F (x) = Z A, el = Z F, (2.47)
con 2
mit
k, = ——
2L

en donde L es la longitud del espacio fisico.

Si u;‘ =u (xj, t") = F,, y, por notacién, I = V-1, entonces

u}?-f—l — ur%eil(kmAx)
- ! (2.48)
n+l _ o+l _+I(k,Ax) :
ujj:] = Ltj e

se relacionan con el m — ésimo componente de la serie de Fourier. Los exponentes de las
Ecs. (2.48), representan senos y cosenos por lo que sélo serd necesario analizar el compor-
tamiento de G en el rango 0 < (k,,Ax) < 2n, es decir,

u?tl = u?eila (2 49)
I/l"+1 _ ur!+leilﬁ‘

Jxl -7
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Sustituyendo (2.49) en (2.43):

616 + e—[@
u;f” = u;’ +d(u;?e'9 - 2u;? + u;?e"e) = u;? [1 + 2d(T - 1)] = u;’ [1+2d(cosf—1)].
(2.50)
Asi, el factor de amplificacion queda definido como:
G=1+2d(cosf0—-1), (2.51)

de modo que, segun la Ec. (2.46), se tiene que cumplir que

-1<1+4+2d(cosf-1)<1

DAt
cond = N siempre positivo. El limite superior siempre que d > 0 se cumple y para el
X

inferior, siempre que

1
<—.
1 —cosé@
Mientras que 6 varia de —co a oo, 1 —cos 6 varia de 0 a 2, por lo que d encuentra su valor

minimo en 3 Y esasique| G |< 1 para 6 = k,Ax si

1 1 Ax?

d§2=>Azs2D. (2.52)
El andlisis de estabilidad anterior se realizé Unicamente para la parte principal de la
ecuacion (el término de difusion), sin embargo este andlisis se cumple siempre y cuando
los términos fuente (términos de proliferacion) no diverjan. En el caso malthusiano, debido
a que el término fuente diverge mientras + — oo, la solucién también lo hara sin importar
que la condicion dada en (2.52) se cumpla o no. En el caso logistico, cuando t — co, u — k
(la capacidad de carga), es decir, el término fuente se estabiliza en el tiempo, por lo que la

estabilidad del cédigo en este caso queda garantizada cuando (2.52) se cumple.

De ahi que este método sea condicionalmente estable [6] y que doblar la resolucién
espacial Ax requiera una reduccion forzosa en el paso de tiempo At cuadrética, de modo
que el valor de la solucién no crezca exponencialmente.

Los métodos numéricos mostrados en este capitulo son los que emplearemos el resto
de nuestro trabajo para desarrollar la evolucion numérica de tumores cancerosos.



Capitulo 3

Aplicacion a la evolucion de tumores
cerebrales

Los tumores cancerosos, o neoplasias, surgen inicialmente de una sola célula llamada
Célula de Origen que se transforma por mutaciones y un crecimiento rapido y descontro-
lado que termina por afectar el funcionamiento del tejido normal. Las caracteristicas del
tumor, como su morfologia, su tasa de crecimiento y difusién o su respuesta a los diversos
tratamientos, depende fuertemente del tipo de Célula de Origen de la que éste haya surgido
y el tipo de mutacion que haya tenido [2]. A pesar de sus habilidades invasoras es muy raro
que este tipo de tumores haga metastasis fuera del cerebro.

Los primeros estudios sobre tumores desde un punto de vista matematico se hicieron
en 1932 por Mayneord y se centraban unicamente en su crecimiento [14], especificamente
en el crecimiento de un sarcoma en una rata [15]. Mds tarde, en 1955 Thomlinson y Gray
estudiaron algunos tipos de Carcinomata Bronchial con un modelo matemaético de difusion
[16]. Pero fue hasta 1996 cuando Burton estudié por primera vez a los tumores desde am-
bos puntos de vista, tanto su difusién como su crecimiento [17].

En este capitulo, nuestro objetivo es estudiar la evolucioén espacio-temporal de los tu-
mores cerebrales; uno de los tumores mds comunes en adultos y una de las causas de
muerte mas recurrentes en paises desarrollados. En especial nos enfocaremos en gliomas
(que surgen de células gliales, encargadas de mantener las neuronas en su lugar y funcio-
nando correctamente) y glioblastomas o astrocitomas (el tipo de glioma mis comin que
se desarrolla a partir de los astrocitos -célula en forma de estrella- y que usualmente es
altamente maligno). Estos tumores forman alrededor de la mitad de los tumores cerebrales
diagnosticados y cuyo tratamiento temprano ha sido poco efectivo.

El grado del tumor indica el nivel de malignidad de éste. En este trabajo también se
analizardn los pardmetros determinantes del modelo para la clasificacion del tumor.

24
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Quimioterapia, radiacion y extirpacion son los principales tratamientos para este tipo
de tumores, sin embargo, su complejidad biolégica hace que una planeaciéon 6ptima del
tratamiento a seguir no sea una tarea facil. Es esta una de las razones principales por las
que el uso del modelado matematico sea tan importante, pues este ayudard a cuantificar el
efecto de los diferentes tipos de tratamientos sobre la difusion y proliferacion de la masa
maligna.

Al tratar de modelar apropiadamente un sistema bioldgico tan complejo como lo es el
céancer, uno se tiene que preguntar de qué manera éste puede ser mejor descrito: si es me-
jor un modelo espacialmente heterogéneo u homogéneo, discreto o continuo, determinista
o estocdstico, qué caracteristicas del sistema se buscan describir y cudles se tendrdn que
ignorar. También es importante analizar la escala tanto temporal, como espacial, que des-
cribird mejor los fenémenos que nos interesan, es decir, la escala temporal puede ir desde
dias si, por ejemplo, se busca estudiar la proliferacion celular in vivo, hasta meses o afios
si se tratara de predecir la expectativa de vida de un paciente diagnosticado. En cuanto a la
escala espacial, ésta puede ser del orden de centimetros o milimetros o, incluso, una escala
de orden mayor si se fuera a estudiar el cuerpo humano completo [2].

El cerebro consiste biasicamente en dos tipos de tejido: materia gris y materia blan-
ca. La materia gris se compone de células neuronales y gliales que controlan la actividad
cerebral, también el cortex es una capa de este tipo de materia. Los caminos fibrosos de
materia blanca son manojos de axones neuronales mielinados ubicados en regiones inter-
nas del cerebro. Estas fibras de materia blanca se abren camino entre regiones de materia
gris conectando, en cada hemisferio, el cortex a las regiones centrales del cerebro. Una to-
pologia tan complicada como lo es la generada por la fisiologia cerebral y que se muestra
en la Fig. 3.1, deja en claro que el modelo que se busca debe ser heterogéneo espacialmente.

Las células cancerosas, como cualquier otro tipo de células, se comunican con su en-
torno recibiendo una gran cantidad de informacién de sus células vecinas. En los tumores
cancerosos, estas seflales pueden encadenar diversos procesos bioldgicos dafiinos para el
organismo, como una mayor invasion en el tejido sano circundante o metéstasis. De esta
manera, un proceso que comenz0 a nivel celular con interacciones célula-célula y que, por
ende, podria ser descrito con un modelo discreto, evoluciona en un fenémeno multi-celular
a escala tejido. Esta escala es la relevante clinicamente y es también la escala en la que se
concentra este trabajo. Esta nos permite estudiar los tumores mediante procesos como la
resonancia magnética (MRI por sus siglas en inglés) o la tomografia computarizada y es a
la escala a la que los sintomas se muestran. Esta escala es también relevante para analizar el
tratamiento que se le dard al tumor, desde la quimioterapia o radiacion, hasta la extirpacién
del mismo pues es la MRI la que nos permite conocer el tamafio y la morfologia del tumor.
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Muteria Materia
gris hlanca

Figura 3.1: Fisiologia del cerebro en donde se muestra la heterogeneidad espacial que el
modelo matematico debe tomar en cuenta.

La escala y las caracteristicas que estudiaremos son descritas por un modelo conti-
nuo que se basa en leyes de conservacion mediante el uso de EDPs deterministas. Pues el
prondstico para pacientes diagnosticados con neoplasias que afectan el sistema nervioso
depende de muchos factores, siendo el mds importante la evaluacidon cuantitativa espacio-
temporal de la evolucion del tumor y una prediccién de la evolucion del tumor en funcién
de la zona donde ha comenzado a desarrollarse. A diferencia de otros tumores, los gliomas
son altamente difusos y un diagndstico rapido es importante. Para ello es que es importante
usar modelos matemadticos capaces de predecir en el corto y mediano plazo, la evolucién
del tumor.

Los modelos que trataremos en este trabajo incorporan propiedades globales que los
tumores presentan en todos los pacientes como la difusion y la proliferacion de las células
enfermas.

También es necesario asumir que el crecimiento del tumor ocurre en dos fases. En la
primera fase el tumor unicamente prolifera hasta formar una pequefia lesion densa y hasta
mads tarde ésta se vuelve difusiva [18]. Nosotros no modelamos el proceso de cancerogéne-
sis, es decir, no se modelan los cambios genéticos que resultan en la transformacién de
células cancerosas.
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Modelo Basico. La idea es comenzar con un modelo sencillo y partir de ahi. Sin em-
bargo veremos cémo por sencillo que sea nuestro modelo inicial, nos permitird conocer y
reproducir bastante informacion valiosa sobre la evolucion de estos tumores.

La respuesta de como medir el crecimiento y la motilidad de un glioma fue dada por
el profesor J. D. Murray a principios de la década de los 90. El formul6 el problema como
una ecuacién de conservacién [19]

C=M+P

donde C es la tasa de cambio de la densidad de poblacién, M la motilidad de las células del
tumor y P su proliferacion neta.

Se comienza entonces con un modelo espacialmente homogéneo. Tal modelo no to-
ma en cuenta la gran importancia que tienen las diferentes estructuras del cerebro sobre
la difusion de las células cancerosas, aspecto crucial a la hora de la estimacion del com-
portamiento del tumor en algun paciente. Sin embargo, este modelo ayuda a reproducir la
difusion de las células in vitro e in vivo, es decir, es crucial para el modelado en una etapa
en la que los resultados atin se pueden comparar con experimentos controlados, siendo esta
una manera de saber qué tan buena es la aproximacion que se estd haciendo con las supo-
siciones y simplificaciones hechas sobre el proceso biolégico verdadero. Ademads, en esta
etapa del modelo también se cuenta con una solucién analitica.

Comencemos entonces con un modelo lineal determinista cuyos pardmetros son esti-
mados mediante datos clinicos obtenidos a través de tomografias computarizadas o trabajo
experimental independiente [20]. Trabajos previos y experimentos in vivo en ratas mues-
tran como los dos aspectos més importantes para estimar la evolucion de tumores a la escala
que nos interesa son la proliferacion y la difusion, siendo ésta ultima la mds importante a
la hora de estimar la expectativa de vida de un paciente diagnosticado.

A pesar de no haber sido aplicado al estudio de tumores cancerosos, uno de los prime-
ros trabajos sobre difusion en tejidos fue hecho por A. V. Hill en 1928 en The diffusion of
oxygen and lactic acid through tissues. Trabajo en que Hill se da cuenta que la difusién
de sustancias disueltas en células y tejidos es un factor determinante en muchos procesos
vitales [21].

En el modelo mas basico se asume un crecimiento exponencial de las células. Con esta
simplificacion, dejamos de lado la necrosis central que una regién de células muertas que
se presenta en un tumor cuando su poblacion de células cancerosas sobrepasa el limite que
el tejido puede mantener.

Tal modelo es, justo como se intuye de la introduccion de este trabajo, la ecuacion de
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reaccion-difusion. Sea ﬁ(?, i) la poblacién de células en una posicién 7 al tiempo £, todas
son unidades con dimensiones y justamente eso indica la barra superior de las variables,
entonces p
u = _
— =-V-J+pu (3.1
ot

donde el flujo se toma proporcional al gradiente de la densidad:
J'=-D () V. (3.2)

El modelo referido anteriormente considera un tejido homogéneo, es decir D (%) =D=
constante,

— =DV u+pu. (3.3)

En las ecuaciones anteriores, las unidades de D son distancia’/tiempo. Este pardmetro
representa el coeficiente de difusion de las células cancerosas y modela la motilidad de
éstas a través del tejido sano, por lo que es diferente en materia gris y en materia blanca
tal y como se puede verificar en estudios experimentales in vivo en cerebros de ratas [20],
asf como en estudios clinicos de pacientes. El coeficiente p tiene unidades de (tiempo™') y
modela la tasa neta de crecimiento o muerte de dichas células. La ecuacion anterior, en dos
dimensiones espaciales tiene como solucién

_ N() ( — 72,,)

U= ———e" uh (3.4)
4Dt

cuando tiene una tasa p de crecimiento constante con una delta como funcién inicial con

Ny células cancerosas en 7. En la Ec. (3.4) 7 es la coordenada polar en un plano en que se
permite la motilidad de las células.

Por otro lado, con las técnicas clinicas actuales, las células cancerosas no pueden ser
detectadas a densidades muy bajas, es decir, existe un umbral de densidad a partir del cual

el tumor es detectable via tomografias computarizadas. Este umbral %" es aproximadamen-

células . ) Lo
te de 40000 ———, por debajo de esta densidad, un tumor no es detectable con técnicas de
cm
imagen. Aunque, como se mostrard, numéricamente podriamos tomar cualquier otro valor,

se dard especial relevancia a éste por su significado médico.

Asi, dado el umbral de densidad y la solucién analitica a la Ec. (3.3), el radio del tumor

detectable es
_* — 1
7 =2+/Dp t\/l - —_ln(
pt

4nDt
d ﬁ*), (3.5)
Ny
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ecuacion que, para ¢ grandes, toma la forma

7 ~2+/Dpt. (3.6)

La anterior es la forma asintética de la onda radial viajera de la ecuacion de Fisher-Kolmogoroff,

cuya velocidad es
v = 2+/Dp. (3.7)

Tomando en cuenta que, a comparacion de la baja tasa de motilidad que tienen las célu-
las gliales sanas, las células cancerosas presentan tasas de motilidad muy elevadas.

En 1995, Chicoine y Silbergeld desarrollaron experimentos bioldgicos que permitieron
estimar la velocidad lineal de las células enfermas in vitro e in vivo siendo €sta en prome-
dio 12,5 um/hr para células gliales humanas in vitro y, como minimo 4,8 um/hr in vivo.
El experimento realizado por Chicoine y Silbergeld consistio en evaluar cuantitativamen-
te la motilidad de estas células de una region de alta densidad a una de baja mediante la
implantacion de células cerebrales humanas en el centro de una caja de petri de 8 cm de
didmetro. Esta muestra implantada tenia inicialmente un didmetro de 2 cm y una poblacioén
de alrededor de 2 x 10* células. Su motilidad fue determinada contando las células diario a
distancias predeterminadas de la zona central del perimetro. Se encontraron células a 1 cm
del perimetro después de 24 horas y a 3 cm después de 96 horas.

La caja de petri contenia un suero que permitia que las células se difundieran bajo un
coeficiente de difusién de D = 0,002 cm? /hr, de modo que al aumentar la concentracion de
este suero, aumentaba el valor de D y con ello la motilidad de las células. También se en-
contré que la motilidad de las células aumentaba conforme su nivel de malignidad también
aumentaba [22].

Para establecer el modelo que gobierna este experimento, fijamos p = 0 en la Ec.
(3.3), ya que en el experimento la mitosis estd impedida, y establecemos una condicién de
frontera de flujo saliente,

7-Vi(F.7) =0 para ¥ =Ry (3.8)

con R el radio de la caja de petri, es decir, Ry = 4 cm, y definimos una funcion escalon con
un radio de R = 1 cm como funcidn inicial:

#(7,0) = HigH (R — 7) (3.9)

con N = unR? el nimero inicial de células.
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Ahora adimensionalizamos el modelo con la finalidad de obtener ecuaciones con térmi-
nos sin unidades, de manera que podamos obtener resultados mas generales, independien-
tes de las dimensiones particulares del sistema el cual, a su vez, podremos estudiar también
mds facilmente, ya que el niimero de pardmetros que lo describen disminuird, facilitando
con esto las simulaciones y cdlculos a realizar. Este proceso que nos permitird traducir uni-
dades coédigo en unidades fisicas que nos sirvan para conocer con certeza el tiempo fisico
real que representa una iteracion de nuestro algoritmo, para con ello poder representar la
evolucidn del tumor en dias, semanas o meses y no en tiempo maquina. De la misma ma-
nera, esto permite representar correctamente en unidades mdquina el umbral en el que el
tumor es detectable clinicamente.

Se definen entonces las nuevas variables sin dimensiones:

. 7
X =—,
Ry
D_
t = _Zt’
R; (3.10)
(% D_
u|—, —t
Ry R}
u(xt) =——=

Up

y considerando un modelo en coordenadas polares que, por la simetria del sistema, sélo
depende de la coordenada radial, tenemos
Ou u  10u

E_ﬁ-i_;g para 0 <r<1 (3.11)

con u(r,0) = H (1 — r) como condicién inicial y % = 0enr =1 como condicién de fron-
1

tera siendo que A = & = §.

Para encontrar la solucién a este problema, se procede por separacion de variables,
donde el término correspondiente a la coordenada espacial conduce a la funcion de Bessel.
Considerando que el sistema que se busca modelar no depende de la coordenada angular y
que s6lo nos interesa encontrar una solucidn para tiempos grandes, se usa una aproximacion
asintética a la solucién [23]. Tal aproximacion es

2 1 2 r2 2 1 1 1.2 2 312
) ~e |l —e )+ —e T |l —|1+—|e % |+.. .
u(r,t) ~e ( e ) te ( t)e ( )

La Fig. 3.2 muestra una aproximacion numérica (dimensional) del modelo mostra-
do en la Ec. (3.11). En otras palabras, representa una simulaciéon numérica del experi-
mento realizado por Chicoine y Silbergeld con un coeficiente de difusién constante de
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D = 0,002 cm?/hr. Las curvas mostradas representan la distribucién de densidades de las
células presentes cada dia del conteo tal y como se llevé a cabo el experimento, es decir,
desde el dia en que se implanta la muestra en la caja de petri hasta el quinto dia de conteo.
Esta simulacién resuelve el modelo (3.11) usando el método de lineas en 2 dimensiones en
coordenadas cartesianas.

o8 I.'l II."' _;fﬁ ™,

06 -

Q
xfem)

Figura 3.2: Motilidad de células cancerosas in vitro con un coeficiente de difusion constante
y sin proliferacion. Se muestra u cada 24 horas a partir de los datos iniciales de escalon.
Las diferentes curvas representan la aproximacion a las observaciones experimentales de

la poblacién de células a t = 0, 24, 48, 72, 96 y 120 horas. Esta simulacién se llevo a cabo

DAt
— =0,1.
con ——

La simulacion se llevé a cabo con los parametros usados en el experimento de Chicoine
y Silbergeld y es comparada con la aproximacidn asintética de la Ec. (3.12) en la Fig. 3.3.

Tal y como es de suponer, esta aproximacion reproduce los resultados de mejor manera
para tiempos mayores. A pesar de ello, la comparacion mostrada en la Fig. 3.3 nos permite
ver la manera en que ambas aproximaciones, tanto la numérica, como la asintética (3.12),
son los suficientemente precisas.

El desarrollo anterior representa el modelo mas bésico que se presenta en este trabajo.
El siguiente paso a realizar es tomar en cuenta un modelo en dos dimensiones que conside-
re tanto la heterogeneidad espacial de materia gris y blanca que se busca modelar, teniendo
como meta final una topologia espacial tan complicada como lo es la del cerebro humano,



32 Capitulo 3. Aplicacion a la evolucién de tumores cerebrales

L T T
08 ¢ t=120hrs
05 |
o4t
|
)
a3t I|:::. I:::n
i \
i W
i / \
,;'; ”':"n / Sol. Num.
01t / “'\\(;_,- Sol. asint.
. 4 N
4 i i T
4 = | 2 Q ] 2 3 a
xfem)

Figura 3.3: Se muestra una comparacion entre nuestra simulacién y una solucién aproxi-
mada usando funciones de Bessel modificadas (Kevorkian 1999, Swanson 1999). Misma
que reproduce los datos experimentales en el régimen de 72 a 120 horas.

como la proliferacion de las células enfermas.

Como ya se anuncio con anterioridad, este modelo es

% =V- (B(E’)W)ﬂoﬁ (3.13)

conu (E’, O) =f ()?) como condicién inicial y

7 (D(¥)Vii) =0 para ¥ € 0B (3.14)
como condicién de frontera, siendo B el dominio en el que la ecuacion se resolverd (mas
adelante en este trabajo ese dominio seré el cerebro).

Ahora, se considera la heterogeneidad espacial de modo que "

5(}) _|D,, para % en materia blanca, (3.15)
D, para ¥ en materia gris. '

“Es importante mencionar que en este tipo de modelos puede llegar a considerarse D como un tensor, es
decir, se considera un proceso de difusion anisotrépica. Sin embargo, en este trabajo la densidad de poblacién
se difunde tnicamente dependiendo de la posicién en la que las células se encuentren, esto sin ninguna
direccion preferencial [11].
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El conjunto anterior de ecuaciones representa un modelo con dimensiones, €ste requiere
una vez mds, que se defina un nuevo tipo de variables no dimensionales, diferentes a las
definidas en (3.16) pues, a comparacion del modelo en el que ellas se usaban, en este
modelo si se toma en cuenta el término de proliferacion. Es asi que nuestro nuevo conjunto
de variables no dimensionales tiene la siguiente forma

t = pf, (3.16)

D, _ - _
u(x,1) :—u(,/lT)?,pt),
PLNg w

con Ny = f f ()?) dx representando el niimero inicial total de células cancerosas.

Una vez realizado el cambio de variables anterior, obtenemos el modelo con el que se
trabajard de ahora en adelante, salvo algunas modificaciones en el término de reaccién que
nos permitirdn tomar en cuenta el centro necrético del tumor. Este modelo es

LV (D@ )+ (3.17)

donde
1 para X en materia blanca

Dm:{ (3.18)

Dy S . .
p, bara x en materia gris

En esta version sin dimensiones del modelo u (¥,0) = f(X) yn - D(X)Vu = 0 para
X € 0B [20].

La meta de este capitulo es presentar un modelo capaz de simular los aspectos mas
importantes del desarrollo espacio-temporal de los gliomas. Ya se han presentado las ecua-
ciones encargadas de gobernar este sistema, ahora se presentard una serie de pruebas que
muestra como el cddigo que se desarrolld a lo largo de este trabajo es lo suficientemente
fuerte e interactivo, en lo que respecta a la gama de pardmetros que soporta, como para
lograr esta meta. Para ello la primer tarea es verificar la autoconvergencia del codigo. Se
realizaron diversas pruebas para este fin.

Primero se verificé la autoconvergencia bajo un dominio espacial en el que el coe-
ficiente de difusion fuese constante. Esto simulando un experimento in vitro parecido al
desarrollado por Chicoine y Silbergeld en 1995. La simulacién se hizo con una tasa de
proliferacién constante p = 0,012/dia y un coeficiente de difusién D = 0,0065 cm?/dia
también constante en mallas de 100 x 100, 200 x 200 y 400 x 400 nodos, usando moléculas
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de segundo y cuarto orden en cuanto a la discretizacion espacial de la Ec. (3.17). Es impor-

: . At
tante mencionar que en lo que resta de este trabajo, DF =0,05.
X

La simulacion a segundo orden de precision, autoconvergié con un Factor de Conver-
gencia de 3,7, sin embargo, la realizada a cuarto orden, no logré el Factor de Convergencia
de 16 que se busca para tal orden de precision segin la Ec. (2.29) sino que también logré un
Factor de Convergencia de 3,7, esto debido a que el integrador encargado de la evolucion
en el tiempo es de tercer orden (Runge-Kutta 3). Una de las mejoras a nuestro c6digo en el
futuro serd usar un integrador de mayor orden en el tiempo.

El siguiente paso consistio en verificar la autoconvergencia del mismo cddigo pero
ahora en un dominio espacial en el que se tomaran en cuenta ambos coeficientes de difusién
(D,, para materia blanca y D, para materia gris) de manera que

D,, para x <0
D, para x>0

D -{
funcién que aproximamos con:

X
0,2

Se procedié de manera similar a las pruebas anteriores usando mallas con un refina-
miento de 100, 200 y 400 en cada dimension espacial y considerando que, como se expli-

D(X) = %(Dg -D,) tanh( ) + % (D, + D). (3.19)

card mas adelante, D,, > D,, fijamos D, = ng.

De la misma manera que anteriormente, para la realizacion de esta prueba, se usaron
moléculas de segundo y cuarto orden. Al igual que con las pruebas anteriores en las que
D = constante, esta vez el cédigo implementado con las moléculas de cuarto orden tam-
poco pasé la prueba de autoconvergencia, sin embargo, esta vez el codigo a cuarto orden
no logré siquiera un Factor de Convergencia igual al del cédigo de segundo como lo hizo
cuando D = constante, esto debido a que, como se puede ver en las relaciones presentadas
en el capitulo 2, las moléculas de cuarto orden se construyen tomando en cuenta el valor de
la funcion u en mas puntos en el espacio que los tomados en cuenta para la construccion de
las moléculas de segundo orden, lo que provoca que los resultados obtenidos numéricamen-
te con el c6digo a cuarto orden sean mds sensibles a los cambios en el espacio de D = D (X).

Sin embargo, el codigo a segundo orden si autoconverge de manera aceptable con un
factor de autoconvergencia de 3,7, resultado cuya gréfica es mostrada en la Fig. 3.4. En
teoria se espera que el factor de convergencia sea 4, sin embargo en la prictica siempre es
ligeramente menor. Audn asi, el 3,7 logrado pudiera aproximarse mas a 4 si se usara un Ax
menor, lo que implica mallas con mds nodos en el espacio (800 x 800 por ejemplo). Pero,
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Figura 3.4: Prueba de autoconvergencia hecha con el c6digo en 2 dimensiones usando

At
DF = 0,05 y con refinamientos de la malla de 100, 200 y 400 puntos de un dominio
X

espacial de X,ux = —Xmin = Ymax = —Ymin = 1,0 tal que = [-7,7] cm X [=7,7] cm. En la
grafica, se muestra ujog — Uzoo Y U0 — Uaoo €Scalado X4. Las graficas son al tiempo de 150

dias usando un coeficiente de difusién dependiente del espacio como se muestra en la Ec.
(3.19) siendo en ella D, = 0,0013 y D,, = 5D, asi como con p = 0,012.

como se verda mas adelante, un dominio espacial que aproxime la anatomia cerebral como
el que se desea usar, no nos permite usar tal cantidad de nodos.

De esta ultima prueba se concluye que el cédigo idoneo para lo que resta de este trabajo
serd el implementado a segundo orden en cuanto a las derivadas en la dimension espacial
y el Runge-Kutta 3 que es de tercer orden en la direccion temporal. No se usa un orden
mayor en la evolucién temporal pues el factor de autoconvergencia del cédigo quedara re-
ducido al orden de precisiéon menor que se use, ya sea temporal o espacialmente, en este
caso segundo orden espacialmente.

Las dos pruebas anteriores consistieron en seleccionar las densidades de poblacién lo-
calizadas a lo largo del eje y = 0 de las diferentes simulaciones (#4100, U200 Y Ua00), @ UN
cierto tiempo dado, especificamente 150 dias. Para después, como se desarrolla en la sec-
cién 2.2 y siguiendo la Ec. (2.29), obtener la razén de la diferencia entre las densidades de
poblacion consecutivas en sus respectivos nodos y buscar que su factor de autoconvergen-
cia (FC) se cumpla de modo que 12— ~ 4 para las aproximaciones a segundo orden y

U200 —4400

210020~ 16 para €stas a cuarto orden.
U200 —U400
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(c) Curvas de nivel que permiten trazar la ra-
pidez con la que se difunde un tumor.

Figura 3.5: Evolucion de una poblacion de células centrada justo en la interfaz entre ma-
teria gris y blanca para determinar si el c6digo permite un caso con datos iniciales tan
discontinuos. El resultado es que la solucion es suave en el dominio de espacio y tiempo.
Se realiz6 con una malla de 100 X 100 con un factor de courant de 0,05, sin proliferacion y
con D,, = 0,0065.

Otra de las pruebas realizadas fue verificar que el cddigo permita casos en los que la
condicion inicial sea tan discontinua como lo es la modelada en el experimento de Chicoine
y Silbergeld, es decir, u (r,0) = H (1 — r) y que, a pesar de que esta se encuentre localizada
justo en la interfaz entre materia gris y materia blanca, el cddigo brinde una solucién ex-
perimental aceptable tanto en el dominio espacial como en el temporal. De esta prueba se
obtuvieron también resultados satisfactorios que se muestran en la Fig. 3.5.
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La dltima serie de pruebas realizadas al cddigo antes de aplicarlo para la evolucion de
tumores en el cerebro, fue la de verificar las velocidades de propagacion de la densidad
de células cancerosas a través de los diferentes tipos de materia que constituyen el cerebro
humano, pues, como ya se ha mencionado, la difusién de las células gliales cancerosas en
materia gris y materia blanca es diferente, siendo ésta més alta en la materia blanca.

En 1996, A. Giese, M. A. Loo, N. Tran, D. Haskett, S. W. Coons, y M. E. Berens en su
trabajo Dichotomy of astrocytoma migration and proliferation [24], considerando las altas
tasas de invasion que presentan los antrocitomas, llevaron a cabo experimentos in vitro que
ayudaron a caracterizar la alta motilidad de las células que conforman este tipo de tumores.
Desarrollaron un experimento parecido al hecho por Chicoine y Silbergeld, con la diferen-
cia de que éste fue realizado a escalas mds cortas de tiempo y permitieron la proliferacién
de las células durante el experimento. De esta manera analizaron el incremento en el radio
detectable del frente de onda de densidad de células.

Tal experimento es modelado por la Ec. (3.3) parar < R siendo R, el radio de la caja de
petri en el que las células pueden migrar. Como ya se mencioné anteriormente, la solucién
analitica a este modelo es

N, 0 (pf— 2
—€

U= _ 4,@;)
4nDt

b

si en ella sustituimos la densidad de poblacién umbral, u”, es decir, el nivel de densidad al
que las células son detectables clinicamente y resolvemos para D:

_ Pl e A
D= — pt —In .
4t Ny

Ya que pt > In7 para ¢ lo suficientemente grandes:

=2

5 ~ r
4p52-
Al definir la velocidad lineal del frente de onda como v = 2 obtenemos un valor aproxi-
t
mado para el coeficiente de difusion:
o 2
D~——. (3.20)
4pt

y, ya se ha mencionado que D es diferente en materia gris y en materia blanca, entonces
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D -,
¢ 4ot
2
v
D, Viz
4pt

El experimento de Giese et al. permitié encontrar las velocidades lineales v, y v,,, datos
que permiten obtener un estimado de la razén entre el coeficiente de difusion de materia
gris y de materia blanca, esto es:

2
v, = 2pDg, vy = 2Dy = D, _ (V—W) . (3.21)
D, Vg

De los valores experimentales obtenidos, se encontré que el coeficiente de difusion en

materia blanca es al menos 2 veces mayor que éste en materia gris [20]. Desde 1928, A.

V. Hill mencionaba ya como la constante de difusién debe ser expresada en términos del

niimero de de unidades de sustancia que se difunde por minuto a través de un 4rea de cm?

y como para soluciones acuosas de sustancias ordinarias D es usualmente del orden de
2 x 1074 [21].

Con fines ilustrativos, en este trabajo se ha considerado que D,, = 5D,, siguiendo el
trabajo A quantitative model for differential motility of gliomas in grey and white matter
[25] de Swanson et al., y se seguird haciendo de esta manera durante todos los experimen-
tos numéricos aqui presentados, sin embargo, el codigo permite establecer cualquier otra
razon.

Ahora se retoma lo mencionado sobre la ultima prueba por realizar a nuestro codigo,
que consiste en verificar que éste simule correctamente también las velocidades de pro-
pagacion segin los pardmetros establecidos para cada experimento. En las Figs. 3.6 y 3.7
se muestran resultados de dos simulaciones numéricas que modelan experimentos in vitro.
Estos experimentos consisten en localizar una densidad de poblacién inicial de células can-
cerosas de radio 1,5 cm, que suele ser el radio umbral al que se diagnostican los tumores
clinicamente. Tal densidad sin dimensiones tiene como poblacion inicial Ny = f u (O, )Z’) dx
c€lulas con la forma de una gaussiana:

(=x0)* +(r-y0)? )

u(0,%) = 1,5(0,1380) e_( 28 (3.22)

para \/ (x — x0)* + v - yo)2 < 2R con xp = (xp, yo) €l centro del tumor y, considerando que
u* = 0,1380.
En el primer experimento (Fig. 3.6), dicha poblacién inicia en X, = (2,0) cm, es



39

& prerrTeT T T T & T T TR
[ Potassn x B .
& o . 6 - ™0 .
Eoooo Eoa
4= 014 = 4= oz ]
B o138 E 5 nig 4
2 E N s E g::g o ]
- [ ] - [ A .
50 - 3 G0 3
= [ ] w [ ]
2f = -2F E
a4k a4k
3 : ! :
:-'...l...l. s b eleeals Lasaliisd _H,:-'...l...l. 1l B
B f - =2 2 ¢4 & &8 B -f 4 2 8
xfem) xfem)
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(c) Funcién u a los 6 meses de evolucion de la (d) Funcién u a los 10 meses de evolucién de la
distribucién inicial de células cancerosas. distribucidn inicial de células cancerosas.

Figura 3.6: Difusion de células cancerosas in vitro con una distribucién inicial en materia
gris y una tasa constante de crecimiento p = 0,012 dias™", bajo un coeficiente de difusién
descrito por la Ec. (3.19). Se muestran las isocurvas de u que tienen valores cercanos a
los detectables por una MRI de 40000 cel/cm? ~ 0,137934. Cada imagen corresponde a la
evolucion del tumor a los 0, 3,6 y 10 meses. En este experimento virtual, la mitad izquierda
del dominio simula materia blanca, D,,, y la mitad derecha, materia gris, D,.
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decir, en materia gris y se permite que evolucione tanto en el tiempo como en el espa-

cm
cio durante 10 meses bajo los siguientes pardmetros: p = 0,012 dia™!, D, = 0,0013 Ta

D, = 0,0065 % y [1] = dia.

La Fig. 3.7 representa el experimento nimero dos. En €l, la poblacion inicial comienza
en materia blanca, es decir, Xy = (—2,0) cm, mientras que el resto de los parametros son
los mismos a los del experimento anterior.

Tales experimentos verifican la relacion mostrada en la Ec. (3.6):
7' ~24Dypt, T ~24/Dypt.

Lo cual significa que, tanto la discretizacién como el método de evolucion, funcionan
segun las estimaciones asintéticas de la ecuacion de Fisher-Kolmogorov. Esto es muy im-
portante, puesto que la rapidez con que crece un tumor es fundamental para determinar el
tiempo de letalidad asi que un c6digo debe ser confiable es este aspecto.

3.1. Evolucion de tumores en el cerebro humano

Tal y como ya se ha mencionado, los resultados anteriores fueron tinicamente pruebas
al cédigo, sin embargo, la finalidad de este capitulo es presentar un c6digo que logre mode-
lar la evolucién de tumores en el cerebro humano, por lo que en esta seccion se discutird la
aplicacion del c6digo en la geometria del cerebro. Las geometrias usadas hasta el momento
han sido buenas aproximaciones a experimentos in vitro. Ahora se espera que la geometria
cerebral, tan compleja como es, acentie los efectos que se presentaron en los dltimos expe-
rimentos numéricos, es decir, las diferencias que causan la materia gris y la materia blanca
sobre la evolucion del tumor. También se espera ver con mds claridad los efectos de las
condiciones de frontera a los que, hasta el momento, no se les ha dado relevancia.

La organizaciéon mundial de la salud (WHO, por sus siglas en inglés) clasifica a los
tumores cerebrales dependiendo del tipo de célula del que hayan surgido y de la manera en
que estos se comporten. Hay mds de 120 tipos de tumores en el cerebro y sistema nervioso
central, los cuales principalmente se clasifican en primarios, aquellos que inician en el ce-
rebro, y secundarios, tumores que inician en otra parte del cuerpo y se diseminan al cerebro.

De los tumores cerebrales primarios, aproximadamente la mitad son malignos y, de
ellos, aproximadamente el 80 % son gliomas, es decir, tumores que surgen de células glia-
les. Un tipo de células gliales son los astrocitos, de ellos se derivan los astrocitomas, que
forman alrededor del 60 % de todos los tumores primarios malignos. Los astrocitomas se
clasifican dependiendo de su grado de malignidad:
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(b) Funcién u a los 3 meses de evolucion de la
distribucidn inicial de células cancerosas.
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(d) Funcién u a los 10 meses de evolucion de la
distribucién inicial de células cancerosas.

Figura 3.7: Difusion de células cancerosas con una distribucion inicial en materia blanca y
una tasa constante de crecimiento p = 0,012 dias™!, bajo un coeficiente de difusion descrito
por la Ec. (3.19). Se muestra la evolucion del tumor a los 0, 3,6 y 10 meses.
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Grado I: Astrocitoma pilocitico juvenil, es el mds comun entre nifios y jovenes. Presenta
creciemiento lento y bordes bien definidos.

Grado II: Astrocitoma difuso, junto con el astrocitoma pilocitico forma el 6 % de los tu-
mores cerebrales diagnosticados. Presenta un crecimiento lento y bordes no muy bien
definidos.

Grado III: Astrocitoma anapldstico, mds comun en adultos de 40 a 60 afios. Es un tu-
mor muy difuso y con elevado potencial proliferativo por lo que crece méas rapida y
agresivamente.

Grado IV: Glioblastoma multiforme, forma alrededor del 50 % de los astrocitomas y es
uno de los tumores cerebrales mas agresivos. Es mds comun en adultos mayores, de
50 a 70 afios, y principalmente en hombres. Es el de mayor agresividad con alta tasa
de crecimiento y altamente difuso [26] [27].

Los parametros usados en esta seccidn y las anteriores son los correspondientes a as-
trocitomas de grado IV. En esta seccion también serdn usados pardmetros correspondientes
a astrocitomas de grado II y grado III, aunque, como se verd, también es posible aplicar el
codigo a los diferentes tipos de gliomas. Para ello s6lo bastard conocer los valores de los
pardmetros correspondientes al crecimiento y motilidad de cada uno de éstos.

Para obtener los pardmetros correspondientes a la motilidad y proliferacion de las célu-
las cancerosas, Murray [20] usé datos obtenidos de tomografias computarizadas y reso-
nancias magnéticas; datos que describen el crecimiento e invasion del tumor a lo largo del
tiempo y espacio. Murray usé la aproximacion de Fisher-Kolmogorov para obtener D, y
D,, con base en v,, v, y p, determiné €stas velocidades lineales de frente de onda a partir
de tomografias, encontrando que, para p = 0,012 dias™', v, = 8,0 1073 cm/dia, por lo que
D, = v,/4p ~ 1,3 x 10~} cm?/dia, mientras que v,, > 2v, ~ 1,6 X 107 cm/dia y entonces
D, > 4D, ~ 4,2 x 107 cm?/dia. Como ya se menciond, en nuestras simulaciones supone-
mos que D,, = 5D,.

Asi, D, = 1,3 X 1073 ecm?/diay p = 0,012 dias™' corresponden a un astrocitoma de alto
grado de malignidad, grado IV, que serd llamado HH (del inglés high p, high D).

Por otro lado, Burgess et al. [28], habla sobre el tiempo de supervivencia de un paciente
diagnosticado. Menciona que un tumor es letal cuando alcanza aproximadamente 3 cm de
radio. Esta informacion la obtuvo con base en observaciones publicadas de pacientes reales.
A saber, si el paciente no se enfrenta a ningun tipo de tratamiento:

- - | —
tlempo de supervivencia = Hetal = tdiagnéstico = (rletal - rdiagnéstic()) . (323)

Dp
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Larelacion anterior se cumple para tejido cerebral homogéneo, es decir, D = constante,
sin embargo, en lo que resta de este trabajo, el tejido a modelar es el cerebro humano, lo
que implica D = 5()?), por lo que la relacion anterior se verificard para D, < D < D,es
decir, una motilidad intermedia entre materia gris y materia blanca.

Los experimentos numéricos que se presentan a continuacidn, nos permitirdn analizar
la evolucion de tumores virtuales que podremos simular en cualquier sitio del cerebro, a
partir de cualquier tiempo inicial y diversas condiciones iniciales, es decir, nos permitirdn
modelar diferentes tipos de tumores diagnosticados.

Tumores cerebrales 2D

La evolucidn de tumores cerebrales virtuales en dos dimensiones, consiste en hacer ex-
perimentos numéricos en los que se resuelva la Ec. (3.13) en un plano cerebral. Resolver
el modelo del sistema en un dominio espacial anatomicamente preciso de manera analitica
es una tarea imposible y ain numéricamente no es un trabajo trivial. Incluso el hecho de
obtener un modelo fiel de la anatomia cerebral requiere de esfuerzos significativos.

En el caso de las simulaciones de tumores artificiales en 2D, para obtener estos modelos
fieles de la anatomia cerebral, el punto de partida fueron las imdgenes mostradas en la Fig.
3.8 que representan cortes sagital * y transversal ** del cerebro humano.

El tratamiento que se le dio a cada imagen con la finalidad de que la informacién que
ellas nos brindaran fuese util, fue el siguiente:

= Primero se recortaron de modo que en los pasos siguientes a realizar no se tomaran
en cuenta otras estructuras anatomicas ajenas a nuestros propdsitos como el craneo.

= A continuacion se convirtié la imagen a formato PGM (Portable Graymap Format)
que representa una escala de grises en codigo ASCII (P2) o de forma binaria (P5).
Esta escala generalmente queda representada por valores del 0 al 255 siendo 0 negro
y 255 blanco. La primera imagen obtenida fue en formato PS5, la cual, con ayuda del
programa ImageMagick se convirtié a P2. Este formato consiste en un encabezado
tal que:

“Divide al cerebro en dos partes, una lateral izquierda y otra lateral derecha.
“Divide una porcién superior de una inferior.
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(a) Corte sagital medio del cerebro sano de una (b) Corte transversal cerebro humano[30].
mujer joven [29].

Figura 3.8: Imégenes obtenidas por medio de una resonancia magnética.

1: P2 {Tipo de formato PGM}

2: 500 500 {Numero de columnas y renglones que le siguen al encabezado, es decir, los
pixeles de la imagen}

3: 255 {Escala de grises en la que se encuentra la imagen}
... {Siguen las columnas y renglones correspondientes, en este caso 500 x 500, en
forma de matriz dos dimensional.}

Cada entrada de la matriz antes mencionada corresponde a un pixel de la imagen que
serd representado segun la tonalidad de gris que el valor numérico asignado a esa
posicidn represente.

= FEl siguiente paso consiste en una segmentacion por umbralizacion. En general, es-
ta consiste en separar, particionar o diferenciar objetos de interés del fondo de la
imagen. Esta es una de las técnicas de segmentacién mds usadas. En este trabajo se
requiere una segmentacién de dos niveles, la cual supone que los valores de la ima-
gen provienen de tres distribuciones diferentes, que son: el fondo de la imagen, la
materia gris y la materia blanca. La meta es encontrar los dos umbrales que dividen
estas tres secciones.

El método de Ridler-Calvard [31] asume que tres distribuciones gaussianas con la mis-
ma desviacion estdndar conforman los histogramas mostrados en la Fig. 3.9. Estos histogra-
mas representan la cantidad de pixeles de cada uno de los 256 tonos de gris que conforman
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la imagen en formato PGM.

Encontrar los umbrales no es tarea facil. En el histograma correspondiente a la imagen
muestra, la separacion de cada distribucion de los 3 distintos tonos de gris es muy clara.
Sin embargo, en las imigenes que necesitamos en este trabajo, los valores umbrales no son
tan claros.

De antemano sabemos, debido a la manera en que se hizo el recorte de la imagen, que
al fondo de la imagen le corresponden pixeles con un valor de cero (tono negro), por lo
que uno de los umbrales es obtenido de esta manera, es decir, si algin pixel p = 0, este
no corresponderd a ninguna estructura cerebral. La tarea restante es, encontrar el umbral
que divide la distribucién de grises de materia blanca y la de materia gris. E1 método de
Ridler-Calvard, asume que estas dos distribuciones son equiprobables, entonces el valor
del umbral queda expresado como

uG + uWw
2

donde uG y uW representan la intensidad media de los pixeles correspondientes a cada dis-
tribucion de materia siendo que G < umbral < W, con G la distribucion correspondiente a
materia gris y W a materia blanca. Entonces el algoritmo de Ridler-Calvard es [31]:

(3.24)

umbral =

Seleccionar un valor umbral inicial arbitrario

Segmentar la imagen usando el valor umbral

Obtener dos clases de pixeles Gy W

Calcular la intensidad media uG de G

Calcular la intensidad media uW de W

Calcular el nuevo umbral como umbral = M

Repetir hasta convergencia o hasta alcanzar un valor de tolerancia Aumbral < &

AN A A T

De esta manera logramos obtener un par de imédgenes (corte sagital y transversal) con
tonalidades unicamente en escala de grises y un umbral numérico, tal que, si cualquier pi-
xel seleccionado p, tiene como valor p = 0, este pixel representard el fondo de la imagen,
si 0 < p < umbral, p representard materia gris y si umbral < p < 255, materia blanca.
Este umbral no es necesariamente el mismo en las distintas imdgenes, a saber, para el corte
transversal umbral = 128 mientras que para el corte sagital umbral = 90.

Asi se asignan los coeficientes de difusion correspondientes a cada seccién del dominio
espacial, de modo que cuando no se trate de materia gris ni materia blanca (fondo de la
imagen), D > 0, mientras que en materia blanca (pixeles B) D = D,, y en materia gris
(pixeles G) D = D,. Estas asignaciones permiten que la condicion de frontera impuesta
anteriormente,

n-D((X)Vu=0,
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Figura 3.9: Imdgenes usadas en el algoritmo de Ridler-Calvard con sus respectivos histo-
gramas, los cuales representan la gama de grises que conforma cada imagen. En ellas se
puede apreciar la suposicion hecha por el método de Ridler-Calvard que asume que cada
histograma estd conformado por tres gaussianas. La imagen muestra ejemplifica de una
manera sencilla la idea general de este algoritmo, que es separar cada imagen en 3 distintos
tonos de gris.
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se cumpla para todo X en dB (frontera cerebral).

Ahora que tenemos un dominio espacial anatdmicamente apropiado, condiciones de
frontera bien definidas y una condicién inicial, podemos empezar con la simulacién de tu-
mores virtuales en planos cerebrales.

Es primordial mencionar que, debido al gran nimero de discontinuidades que presenta
D (%), fue necesario usar un valor u'; de fondo en el método numérico, con el fin de que los
valores obtenidos para la densidad de poblacién no se volvieran negativos. Esta herramien-
ta se usa constantemente en otro tipo de problemas de fisica computacional que involucran
densidades rarificadas, como en hidrodinamica relativista o clasica.

Comenzamos entonces con dos tumores, uno en el plano sagital medio y otro en el
transversal. Cada uno inicia sobre distintos tipos de materia como se muestra en la Fig.
3.10, de modo que nos sea posible apreciar las implicaciones que conllevan las distintas
topologias cerebrales y la manera en que la posicion inicial influye en el tiempo de super-
vivencia que se espera para cada paciente.
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(a) Tumor virtual diagnosticado en Xy = (2,3) cm (b) Tumor virtual diagnosticado en X, =
en un corte sagital medio del cerebro humano. (=2,0) cm en un corte transversal del cerebro hu-
mano.

Figura 3.10: Glioblastomas multiformes con condicién inicial mostrada en la Ec. (3.22).

Hasta ahora, el modelo manejado aqui y en la mayoria de otros trabajos, ha dejado de
lado ciertos aspectos morfologicos de los tumores cerebrales como lo es la necrosis central.
Este fendmeno se refiere a la muerte de un bulto de células cancerosas en la parte central
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del tumor debido a que la tasa de proliferacion que el tumor presenta ha sido tan grande
que éste se ha quedado sin nutrientes y sin soporte vascular para la poblacion total de
células malignas. Tal fendmeno es simple de modelar mediante la ecuacion de crecimiento
logistico descrita en la introduccion de este trabajo. A pesar de ello, suele no considerarse
en la mayoria de los trabajos hechos modelando este tipo de tumores debido a que suele
representar una diferencia significativa en los resultados de la evolucién de tumores s6lo
para tiempos grandes, en los que el tumor ha sobrepasado el radio en que es letal, veamos.
Nuestro nuevo modelo que considera la necrosis central, serd (ya en dimensiones de c6digo)

9
6_1: =VD(X)Vu+ D (%) V’u +pu(l - %) (3.25)

en donde el nuevo pardmetro k es la llamada capacidad de carga; pardmetro que representa
el nimero de células cancerosas que el cerebro y sus nutrientes pueden soportar, suele ser
de 50, 000, 000 células/cm?.

o o
xfem) xfem)

(a) Crecimiento logistico. (b) Crecimiento exponencial.

Figura 3.11: Glioblastomas multiformes después de un afio de evolucién a partir del
diagnostico en el plano transversal del cerebro humano.

Partiendo entonces de una poblacion inicial de células con una forma gaussiana como
la mostrada en la Ec. (3.22), con un radio de 1,5 cm localizado en su mayoria en materia
blanca en X = (—2,0) cm sobre un corte transversal del cerebro, representando un glioblas-
toma multiforme (HH), es decir p = 0,012 dias™' y D,, = 0,0065 células/cm?, permitimos
que el tumor evolucione tanto espacial como temporalmente durante 12 meses usando tanto
el modelo con crecimiento logistico, Ec. (3.25), como aquel con creciemiento exponencial,
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Ec. (3.17), y comparamos las predicciones sobre la evolucion de cada modelo en la Fig.
3.11.

Considerando que las condiciones bajo las cuales estos tumores evolucionaron son
exactamente las mismas y que lo unico que difiere entre ellos es el modelo de crecimiento
que los gobierna, es evidente que el modelo que presenta crecimiento exponencial, muestra
una proliferaciéon desmedida de las células incluso en regiones alejadas del bulto central
del tumor, de ahi que el incluir un término que considere la necrosis central sea necesario.
Por lo que serd este el modelo a usar de ahora en adelante.

En la Fig. 3.11, también se muestra que nuestra condicion de frontera se cumple en
todo momento. Sin embargo, al tiempo en que son mostrados los tumores, éstos ya han
alcanzado y rebasado el radio considerado como letal para un paciente. Entonces, partien-
do de los diagndsticos mostrados en la Fig. 3.10, uno, como ya se ha descrito, en el plano
transversal y otro en el sagital medio en Xy = (2,3) cm, ambos tumores con los mismos
pardmetros (HH), pero este tiltimo con una poblacidn inicial en su mayoria en materia gris,
se les permite evolucionar esta vez hasta que alcancen el radio considerado como letal. Su
evolucion, después de 6 meses para el tumor en el plano sagital y después de 4 para el
tumor en el plano transversal, se muestra en la Fig. 3.12.
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(a) Plano sagital medio. (b) Plano transversal.

Figura 3.12: Glioblastomas multiformes al alcanzar el radio letal de aproximadamente
3cm.

Es entonces después de transcurrido este tiempo (6 y 4 meses respectivamente) que ca-
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da tumor alcanza dimensiones letales. Como es de suponer, esta diferencia en el tiempo de
supervivencia que se predice no radica, evidentemente, en el tipo de tumor que se diagnos-
tica, pues ambos son grado IV en este caso, sino también, la posicién en el cerebro en que
se localice inicialmente.

Como ya se ha mencionado, la difusién es un pardmetro de gran importancia que de-
termina la manera en que el tumor evoluciona. La Fig. 3.13 muestra un tumor virtual con
diagnostico en X, = (8, 1) cm del plano sagital medio del cerebro humano y su evolucion
después de 6 meses. Este tumor evoluciona bajo los mismos pardmetros que los anteriores,
es decir, alta difusion y alta proliferacion (HH), y a pesar de ello lo hace de manera diferen-
te. La curva de nivel correspondiente a 0.138 es la que representa el umbral detectable por
procedimientos de imagen clinicos, tanto en el tumor que inicia en X, = (2,3) cm como
en Xy = (8,1) cm (ambos en el plano sagital medio), este umbral tiene aproximadamente
el mismo radio (letal) después de 6 meses de evolucion, sin embargo, las curvas de nivel
correspondientes a densidades de poblacion mds bajas que las clinicamente detectables, se
comportan de manera muy distinta, siendo que, en el tumor que inicia en X, = (2,3) cm,
las células han tenido mayor motilidad ya que el tumor inicié en una posicién en la que
hay mds materia blanca a sus alrededores, a diferencia del que inicié en X, = (8, 1) cm que
estd mayormente rodeado por materia gris. Por ello, la curva de nivel correspondiente a una
poblacion de 0,02 (sin unidades) tiene, en este tumor, un radio mas pequefio.
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(a) Diagndstico. (b) 6 meses de evolucion.

Figura 3.13: Glioblastoma multiforme diagnosticado en X, = (8, 1) cm del plano sagital
medio del cerebro humano. En la izquierda se muestra el tumor al momento del diagnéstico
y en la derecha su evolucion después de 6 meses.
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El resultado anterior representa el hecho de que, por procedimientos clinicos de imagen,
ambos pacientes parecen tener igualmente invadido el cerebro. Sin embargo, debido a la
posicién en la que los tumores iniciaron, el modelo numérico permite apreciar que el grado
de fatalidad del tumor en el plano sagital de la Fig. 3.12 es considerablemente mayor.

Tumores cerebrales 3D

Los modelos 2D han sido muy ttiles en el diagndstico hasta la década anterior, sin
embargo ahora se usan inicamente como ejemplos académicos. En la actualidad, son los
modelos 3D los que brindan informacion verdaderamente valiosa desde un punto de vista
clinico y, por ende, son en ellos en los que se centran los esfuerzos serios de investigacion.
En este trabajo se ha decidido implementar dichos modelos 3D y esta seccion es la encar-
gada de describir las simulaciones numéricas correspondientes.

Dada la naturaleza del sistema que se estudia, es evidente que el siguiente paso sea
aplicar el modelo que se ha presentado a dominios espaciales en tercera dimension.

Al igual que en el caso 2D, en el 3D es necesario contar con una anatomia fiel del
cerebro humano que describa sus estructuras de una manera adecuada. The BrainWeb da-
tabase [32-37], creada por Collins ef al. en 1998 [38] para un simulador de resonancias
magnéticas, define la anatomia cerebral en tres dimensiones espaciales y la localizacion y
proporcion de las zonas de materia gris y materia blanca en una resolucién del orden de
1 mm?. Los volimenes estdn definidos en voxels” isotrépicos en una malla del espacio Ta-
lairach™ con dimensiones 181 x 217 x 181 (X x Y x Z) y el origen en =90, —126, —72.

Obtuvimos la informacion de la base de datos en un formato MINC que consiste en una
secuencia larga de enteros con el encabezado:

1: image dimensions: zspace yspace xspace

2: dimension name length step start
3: - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
4: zspace 181 1 -72
5: yspace 217 1 -126
6: zspace 181 1 -90

Esto indica que, en el documento, las 3 coordenadas cambian de la misma manera, y

“Version tridimensional de un pixel.

“Las coordenadas esterotaxicas (Talairach), utilizan tres niimeros o puntos en el espacio (X, ¥, Z) para
describir la distancia a partir de la comisura anterior, origen de este sistema. Estas coordenadas X, Y, Z, varian
de izquierda a derecha, posterior-anterior y ventral-dorsal y estdn basadas en el cerebro de Talairach, que es
un cerebro disecado y fotografiado en el atlas de Talairach y Tournoux [39].
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que el tamafio de los voxels en x-y-zesde 1 X 1 X 1 mm.

El formato MINC se ley6 con un cédigo programando en python cuya salida fue un ar-
chivo de texto plano con 7109137 renglones y 1 columna, representando los 181x217x 181
voxels de informacidn, es decir, las zonas de materia gris o blanca, en una escala del 0 al
255. Este archivo de texto fue leido en fortran para definir nuestro coeficiente de difusion
D = (x,y,z). De modo que si el voxel representa una zona de materia gris, D = D,, si
representa una zona de materia blanca, D = D,, y si no representa ninguna de estas estruc-
turas anatomicas, D > 0.

Debido a la heterogeneidad de la composicion cerebral y, por ende, de su geometria, la
evolucién espacio-temporal de los tumores dependerd, como ya se ha observado, de la lo-
calizacion inicial del tumor. Una vez mds se ha colocado un tumor inicial en una posicion
dada y se ha resuelto la version 3D de la Ec. (3.25), por lo que el andlisis ahora es mas
completo. Al tratarse de 3D, se ha programado de manera tal que los datos de salida de
nuestro c6digo, nos brinden informacién como una tomografia lo haria, es decir, distintos
planos del cerebro desde distintos cortes (sagital, coronal y transversal), de modo que se
pueda realizar un andlisis mejor y mas completo. En este trabajo se muestran sélo algunos
de estos planos.

Las Figuras mostradas a continuacion son una serie de planos cerebrales: (a), (b) y (c)
representan cortes sagitales *, (d), (e) y (f) cortes coronales ** y (g), (h) e (i), cortes trans-
versales . Por otro lado, (b), () y (h) son planos que cortan al tumor por la mitad, (a),
(d) y (g) son planos a 18 mm antes del centro del tumor en sus respectivas direcciones,
mientras que (c), (f) e (i) se encuentran 18 mm después del centro del tumor también en sus
respectivas direcciones. En el caso de las Figs. 3.16 y 3.17, (c) representa un corte 8§ mm
después, a la derecha del centro del tumor ya que, a diferencia del resto de las Figuras,
18 mm después ya no se representa ninguna parte de la anatomia cerebral. Es decir:

(@) = F=(x— 1.8, y,20em (b)) = 2= (xp,y,2)cm () = £ = (x0 + 1,8,y,2) em
(d) = ¥=xy—-1.8,20em (e) » ¥=(x,y0,0)em (f) = X¥=(x,y0+ 1,8, 2)cm
(&) = X=(y20-18)cm (h)—X=(xyz)cm () —X=(xy2+18)cm

y en las Figs. 3.16 y 3.17,

(c) > 7= (xo +0,8,y,2) cm.

“Divide al cerebro en dos partes, una lateral izquierda y otra lateral derecha.
““Divide en dos planos: anterior y posterior.
Divide una porcién superior de una inferior.
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Comencemos con dos glioblastomas multiformes (HH) localizados uno en = (=4,0,2) cm
y otro en X = (2,—4, 1) cm con un diagndstico representado por la distribucién inicial

[ )2+ (6m30)* +z=20)?

u(0,%) = 1,5(0,1380) e 2 , (3.26)

para \/(x —x0)’ + y— yo)2 +(z—-12)* < 2R con %) = (%0, y0, 20) €l centro del tumor vy,
considerando que la densidad umbral detectable es u* = 0,1380, en unidades cédigo. Su
evolucion después de 2 meses se presenta en las Figs. 3.14 y 3.16. Nuevamente la curva de
nivel indicada como 0,138 es la correspondiente al umbral detectable clinicamente. Cuando
esta curva alcanza aproximadamente un volumen tridimensional de radio 3 cm el tumor es
considerado como letal. Segun la Ec. (3.23) este radio es alcanzado entre los 170 y los 380
dias, es decir, poco después de los 5 meses a partir del diagndstico y antes de los 13 meses.
Esto para glioblastomas multiformes, es decir, D, = 0,0013 cm?/dia, D,, = 0,0065 cm?/dia
y p = 0,012 dias™".

Las Figs. 3.15 y 3.17 representan la evolucion de estos dos tumores a los 5 meses des-
pués del diagnéstico. En ellas se puede comprobar que efectivamente, para este tiempo,
ambos tumores ya estan proximos a alcanzar un volumen letal.

Se considera que el hecho de que el volumen letal sea alcanzado a los inicios del inter-
valo estimado como el tiempo de supervivencia (170 — 380 dias) es debido a la posicién en
que ambos tumores inician.

Como ya se ha mencionado, el modelado matemadtico nos brinda la posibilidad de rea-
lizar experimentos numéricos con la finalidad de analizar las consecuencias que traeria
al sistema algiin cambio en alguno de los pardmetros que lo describen. A continuacién
y con la finalidad de mostrar la versatilidad de nuestro c6digo, se modela un tumor HL,
es decir, alta proliferacién (p = 0,012dias™") y baja difusién (D, = 0,00013 cm?/dia,
D,, = 0,00065 cm?/dia). Dadas las caracteristicas morfoldgicas que estos pardmetros re-
presentan, se podria considerar el equivalente a modelar un glioma grado II. La Fig. 3.18
muestra la evolucién de este astrocitoma dos meses después de su diagndstico.

Debido a que en este glioma la proliferacion es considerada alta y la motilidad baja,
siendo éste ultimo el término del modelo sobre el que la geometria espacial en que el tumor
se desarrolle influye, es de esperarse que las distintas estructuras del cerebro como las zo-
nas de materia gris o blanca, no intervengan mayormente en la evolucion espacio-temporal
del tumor, sino que ésta sea principalmente gobernada por el término de proliferacion. De
esta manera, la poblacion de células cancerosas crece en un bulto bien definido con una
densidad de células enfermas tal, que su mayoria se encuentra por encima del umbral 0,138
de deteccion clinica. Esta caracteristica es considerada como favorable para el paciente ya
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Figura 3.14: Glioblastoma multiforme a los 60 dias de evolucion a partir de un diagndstico
representado por la condicion inicial descrita en la Ec. (3.26) con xy = (—4,0,2) cm. La
isocurva a notar en estas imagenes es la correspondiente al umbral de deteccion clinica, es
decir, u* = 0,138 en unidades cédigo. Las isocurvas por debajo de este umbral muestran
como el tumor ha invadido mas de lo que clinicamente se puede observar.
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Figura 3.15: Glioblastoma multiforme con centro en x_T) = (—4,0,2) cm. Es el mismo caso
que en la Fig. 3.14, pero después de 150 dias de evolucion, fecha a la que estd proximo
alcanzar un tamano considerado como letal.
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Figura 3.16: Glioblastoma multiforme después de 60 dias de evolucion a partir de un

diagndstico representado por la condicién inicial descrita el la Ec. (3.26) con X =
2,-4,-1) cm.
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Figura 3.17: Glioblastoma multiforme con centro en x_?) =(2,-4,-1) cm Es el mismo caso
que en la Fig. 3.16, pero después de 150 dias de evolucion, fecha a la que estd proximo
alcanzar un tamafo considerado como letal.
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Figura 3.18: Tumor virtual HL con alta proliferacién (p = 0,012 dias™") y baja difusién
(D, = 0,00013 cm?/dia, D,, = 0,00065 cm?/dia) después de 60 dias de evolucién a partir

de un diagndstico representado por la condicion inicial descrita el la Ec. (3.26) con xy =
(-=4,0,2) cm.
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que, como se muestra en la Fig. 3.19, la invasion que el paciente sufre mas alla del umbral
detectado es minima, de modo que el tumor suele ser detectado a tiempo.

En contraste con el caso anterior, presentamos ahora un astrocitoma LH, es decir,
baja proliferacion (o = 0,0012 dias™) y alta motilidad (D, = 0,0013 cm?/dia, D, =
0,0065 cm?/dia). Clinicamente, el peligro de éste tipo tumores reside en que se caracterizan
por tener una tasa de crecimiento tan baja que su densidad de células cancerosas alcanza
radios considerablemente grandes antes de siquiera alcanzar poblaciones lo suficientemen-
te numerosas como para ser detectados por procedimientos de imagen clinica. Este hecho
se traduce en resonancias magnéticas que muestran un tumor bastante mas pequefio de lo
que en realidad es, tal como se muestra en la Fig. 3.20, cuyas curvas de nivel por debajo
del umbral de deteccion son considerablemente mayores en radio a la correspondiente al
umbral (0,138).

Los casos anteriores nos muestran la alta necesidad de desarrollar procedimientos clini-
cos de imagen mas sensibles que soporten un umbral de deteccion més bajo, es decir, que
permitan diagnosticar el tumor a una etapa de invasién mds temprana.

Otra parte importante clinicamente acerca de los tumores después de su deteccion, es su
tratamiento. A continuacién, abordaremos dos de los procedimientos clinicos mas comunes
en el tratamiento de cualquier tipo de cancer: extirpacion y quimioterapia.
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Figura 3.19: Tumor virtual HL con centro en x__(’) = (—4,0,2) cm, después de 150 dias de
evolucion.
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Figura 3.20: Tumor virtual LH con baja proliferacién (o = 0,0012dias™") y alta difusién
(D, = 0,0013 cm?/dia, D,, = 0,0065 cm?/dia) después de 60 dias de evolucién a partir

de un diagndstico representado por la condicion inicial descrita el la Ec. (3.26) con xj =
(-=4,0,2) cm.
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Figura 3.21: Tumor virtual LH con centro en x__(’) = (—4,0,2) cm, después de 150 dias de
evolucion.



Capitulo 4

Evolucion de tumores cerebrales bajo
tratamiento

Las opciones de tratamiento contra los tumores cerebrales dependen principalmente del
tipo, su localizacion y el tamaio del tumor. La cirugia suele ser el primer paso del trata-
miento, seguida de procedimientos como la quimioterapia y/o la radioterapia.

En este capitulo se modela el efecto de tratamientos como la extirpacion y la quimiote-
rapia en la evolucion de tumores cerebrales, con base en trabajos previos [20].

4.1. Modelado de extirpacion de tumores

La extirpacion es un corte quirtrgico que se realiza para extraer una parte enferma del
cuerpo, en este caso, la mayor cantidad posible de tumor tratando de no dafar la salud del
tejido cerebral y sus funciones [40]. En este trabajo, se modelan dos tipos de extirpacion:
la extirpacion total y la extensiva. La extirpacion total consiste en retirar la totalidad del
tumor detectable clinicamente por procedimientos de imagen, mientras que en la extensiva
se trata de retirar un volumen al doble del tamafio del de la porcién detectable de tumor,
tomando en cuenta el hecho de que las células cancerosas estan también presentes mas alld
de la porcién clinicamente detectable.

La Fig. 4.1 muestra el plano transversal que corta al tumor por la mitad al momento del
diagnéstico (a) y al cual le sigue inmediatamente el momento de la extirpacion total (b) o la
extensiva (c). Numéricamente, estos procedimientos médicos son modelados de una forma
relativamente sencilla: en la extirpacion total, se parte de la condicion inicial (momento del
diagndstico) y entonces se retira toda densidad de poblacion mayor al umbral de deteccion.
La extirpacion extensiva sigue el mismo procedimiento més otra condicién que se encarga
de retirar también el doble del radio de lo ya retirado. En ambos casos, se considera que

63



64 Capitulo 4. Evolucion de tumores cerebrales bajo tratamiento

después del proceso de extirpacion la anatomia cerebral no se ve dafiada, més alla de la
poblacion de células que permanece en el cerebro incluso posterior a la cirugia. Sin em-
bargo, nuestro cédigo brinda la posibilidad de llegar a experimentar situaciones en las que
la anatomia cerebral se vea danada de alguna manera.

En estas Figs. 4.1, es claro que, sin importar que la porcion retirada sea la maxima po-
sible (c), después de la extirpacion atin existen células cancerosas en el tejido. Por pequeia
que llegue a ser esta densidad de poblacion restante, si no es tratada con algin otro proce-
dimiento médico, después de aproximadamente 60 dias, el tumor recurre [20].

La evolucion de un glioblastoma multiforme a los 2 meses de haberse llevado a cabo
una extirpacion total hecha inmediatamente después del diagndstico, se presenta en la Fig.
4.2. A pesar de que el volumen del tumor sea menor que el mostrado en la Fig. 3.14, que
representa la evolucion del mismo tipo de tumor, en la misma posicion, tras el mismo lapso
de tiempo evolucionando. Es evidente que la extirpacién total por si sola no es un trata-
miento adecuado, como tampoco lo es la extirpacion extensiva.

La Fig. 4.3 muestra la evolucién del tumor grado IV (HH) que hemos manejado, a los
dos meses de una extirpacion extensiva. La porcidn de tumor detectable en efecto es menor
que aquella detectable en el caso de la extirpacion total, no obstante, el tumor recurre. Clini-
camente, este tipo de recurrencia después de una extirpacion extensiva, suele considerarse
como un nuevo tumor [20]. Este modelo sugiere que es simplemente el crecimiento de las
células cancerosas restantes después del procedimiento quirdrgico, es decir, es el mismo
tumor.

Concluyendo, en ninguno de los dos casos de extirpacidn posible, es éste, por si sélo,
un procedimiento suficiente o eficiente para la eliminacion por completo de la poblacién
de células malignas. De ahi que la extirpacion, en el caso de estos tumores, suela ser segui-
da de radiaciones o quimioterapias. Estos tltimos dos procedimientos, también pueden ser
incluidos en un modelo de este tipo. A grandes rasgos, bastaria con agregar un término a la
ecuacion de reaccion-difusion que representara la muerte de las células.

4.2. Modelado de quimioterapia en tumores cerebrales

En esta seccidn se busca analizar el efecto de la quimioterapia en los tumores cerebrales.

Partiendo del modelo mostrado en la Ec. (3.25), este tratamiento se puede describir
considerando que la muerte de las células cancerosas es descrita matematicamente por un
término de reaccion que representa un decrecimiento (muerte) exponencial, Q (¢) u (%, 1),
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Figura 4.1: Cortes transversales del cerebro mostrando el centro de un glioblastoma mul-
tiforme dignosticado en xp = (—4,0,2) cm (a). Seguido de una extirpacion total (b) o una

extensiva (c). En (b) y (c) se muestran las curvas de

nivel correspondientes a las densida-

des de poblacidon remanentes a pesar de los procedimientos quirdrgicos modelados. Estas
densidades de poblacion no son detectables clinicamente.
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(2 (h) )

Figura 4.2: Glioblastoma multiforme recurrente a los dos meses de extirpacion total.
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(2 (h) )

Figura 4.3: Glioblastoma multiforme recurrente a los dos meses de extirpacion extensiva.
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donde la funcién Q () representa el efecto temporal del tratamiento sobre la poblacién de
células enfermas.

Para el desarrollo de este modelo, Murray [20], estudié un paciente con astrocitoma
anapldstico diagnosticado y tratado con radioterapia 3 afios antes. Cuando el tumor recu-
rri6 fue tratado nuevamente, esta vez con quimioterapia, durante el resto del afio terminal
del paciente. Es este el afio en que se estudi6 al paciente quien recibe 2 tipos de quimiotera-
pia: primero 5 dosis de 6 farmacos diferentes, de modo que entre cada dosis se esperaba el
tiempo suficiente para que la médula espinal del paciente se recuperara. Después se aplico
una droga distinta, esta vez en 2 dosis y fue mediante biopsias y tomografias computariza-
das que se obtuvo la informacidn necesaria para nuestro analisis.

De este modo, la funcién Q (¢) toma la forma de una funcién diente de sierra cuya
amplitud representa el efecto de los farmacos sobre la densidad de poblacion de las células
malignas. Asi, el nuevo modelo es

ou ) u
S =YD Vu+ D@ Vau+pu(1 - 1) - Q) @.1)

con la misma condicion inicial y la misma condicién de frontera que en el capitulo anterior,
es decir,

u(0,%) = 1,5(0,1380) e_( 28 (4.2)

para \/(x —x0)’ + - yo)2 +(z—20)* < 2R con X = (x0, y0,20) el centro del tumor vy,
considerando que u* = 0,1380 y

fi-D (%) Vu = 0.

Sin embargo, este modelo fall6 en representar cualitativamente el comportamiento ob-
servado en los datos clinicos obtenidos del paciente. Por lo que Murray sugirié un modelo
que tomara en cuenta la mutacion de las células malignas. El nuevo modelo incluye ahora
dos poblaciones distintas de células: una primera, u;, sensible a ambos tipos de quimio-
terapia y cuyo porcentaje de poblacion se calcula que asciende al 90 % del total de las
células del tumor. El segundo tipo de células, cuya densidad de poblacion es denotada por
uy, por su parte, seria resistente al primer tipo de quimioterapia, pero sensible al segundo y
conforma la poblacion restante de células, de modo tal que

Uy +u; = u.

Se considera que el coeficiente de difusion es el mismo en ambas poblaciones y que
la tasa de proliferacion es distinta ya que su origen genético es distinto (distinto tipo de
mutacidn). Asi, tomando el modelo (4.1) como base, nuestro nuevo modelo es:



4.2. Modelado de quimioterapia en tumores cerebrales 69

duy = VD (%) Vu, + D (%) VZu; + p1u (1 - ﬂ) 01 (u — O (Du
aaz k (4.3)
% = VD (%) Vuy + D (%) Vu, +p2u2(1 —%)—Qz(f)uz'

A diferencia del modelo presentado por Murray en [20], en este trabajo se considera
heterogeneidad espacial y un término logistico de crecimiento con

g1 para t en primer tipo de quimioterapia
0 () =

0 resto de ¢ (4.4)
0, (1) _ |g» para t en segundo tipo de quimioterapia '

2 10 resto de 7
Las condiciones de frontera asociadas son
fl[ D()Z!)Vl/t] :O, flz'D()?)Vuz :0,
y las condiciones iniciales
_( Gon0 4 0o ) )
— 2R
u (0,X) = ae 4.5)

_( (X-Xo)2+(>'-y(2))2+(z-20)2 )
uy (0, %) = aze *

para \/ (x = x)* + (y— yo)2 + (z=20)* < 2R con 5 = (xo, Yo, 20) €l centro del tumor y con-
siderando que a; + a, = a es la densidad inicial maxima de células localizada al centro del
tumor.

Tanto a como el radio del tumor fueron, como ya se menciond, obtenidos por Murray
por métodos clinicos, mientras que el coeficiente de difusion, las tasas de crecimiento, p;
y p2, y las tasas de muerte que representan la efectividad del tratamiento ¢; y ¢,, mediante
métodos de optimizacion, asi como el porcentaje inicial de poblacion de células del tipo 2.

Usando los valores mostrados en la Tabla (4.1), se evoluciona numéricamente un tumor
HH en %y = (—4,0,2) cm al cual se le realiza una extirpacion extensiva al momento del
diagnoéstico seguida de tratamientos de quimioterapia tales que Q; y O, toman la forma de
las funciones mostradas en la Fig. 4.5.
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‘ Parametros del modelo ‘

D, 0,0065 cm?/dia
D, 0,0013 cm?/dia
01 0,0105 1/dia
02 0,0124 1/dia
q1 0,0391 1/dia
q> 0,0285 1/dia
Condiciones iniciales

’ % inicial de poblacion 2 ‘ 7,95 % ‘

Tabla 4.1: Parametros del modelo usados en la Ec. (4.3) [20].

Para comprender los efectos del tratamiento sobre el tumor, se analizard la poblacién
total de células presentes en el cerebro cada dia a partir del dia de la extirpacién. Asi, en
la Fig. 4.4 se muestra una gréfica de la poblacion total contra el tiempo en que se simula
la evolucién del tumor, siendo las funciones la subpoblacion 1 calculada de la siguiente

forma:
Plszful(f,t)dxclydz,

la subpoblacién 2:

pzszfuz(f,t)dxdydz

y la poblacién total:

pmm,:fff(ul()?,t)+u2()?,t))dxdydz=fffu(f,t)dxdydz.
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Figura 4.4: Poblacién total y subpoblaciones 1 y 2 de un tumor virtual con dos subpobla-
ciones bajo los pardmetros mostrados en la Tabla (4.1) y con los tratamientos Q;(f) y Q»(¢)
posteriores a la extirpacion. También se muestra la poblacion total de un tumor similar pero
éste sin tratamiento mas alla de la extirpacion. Asi como un tumor virtual con un sélo tipo
de poblacidén (poblacion 1 sensible a Q; y Q) con tratamiento. Todos ellos evolucionando
bajo el modelo mostrado en la Ec. (4.3).
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Figura 4.5: Tratamientos de ambos tipos de quimioterapia por dia. El tratamiento 1, Q, (%),
consiste en una serie de 5 dosis de 6 farmacos diferentes. En el tratamiento 2, Q,(1), se
aplico en 2 dosis una droga distinta a las anteriores.
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Como es de esperarse, la poblacion de células crece hasta que se aplica la primera do-
sis de quimioterapia en la que u; y por ende u decrecen, a diferencia de u, que, al no ser
sensible a Oy, sigue en aumento. Es hasta que se aplica O, que ambas subpoblaciones dis-
minuyen y u sufre su mayor pérdida. Sin embargo, a pesar de los tratamientos, no es posible
impedir el crecimiento descontrolado del tumor. El cual se da debido a que no se atac6 a
la subpoblacién 2 desde un inicio, lo que resulta en una subpoblacién que, aunque haya
iniciado siendo aproximadamente 90 % mas pequeiia, llega incluso a superar la proporcion
que u, tiene en la poblacion total del tumor.

La Fig. 4.6 muestra una comparacion del desarrollo del tumor bajo el mismo modelo,
con la excepcion de que al tumor virtual mostrado en (a) no se le aplica ningun tipo de
tratamiento més alld de la extirpacion. La Fig. 4.4 muestra la grifica de la poblacion total
a lo largo de la evolucién del tumor sin tratamiento posterior a la cirugia. Es importante
comparar en esta figura las poblaciones totales de un tumor con tratamiento y uno sin
tratamiento, para comprender el impacto de la quimioterapia en la evolucion del tumor.
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Figura 4.6: Cortes transversales del cerebro mostrando el centro de un glioblastoma multi-

forme dignosticado en Xy = (—4,0,2) cm seguido de una extirpacion extensiva y, en el caso
de (b), tratamientos de quimioterapia.

Como punto final, la prediccion de la manera en que los diversos tumores pueden res-
ponder a los tratamientos es una meta que los modelos matematicos ayudan a lograr. Para
ello, es esencial antes realizar una gran serie de validaciones clinicas del modelo y los
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valores de sus pardmetros. Una vez realizadas estas pruebas, esta herramienta permite co-
nocer el efecto de los tratamientos ya existentes mas no influye de ninguna manera en el
descubrimiento de nuevos.



Capitulo 5

Conclusiones

El trabajo presentado se enfoc6 al estudio de un modelo encargado de analizar la evo-
lucién de tumores cancerosos en el cerebro y la programacion de un cédigo en 2D y 3D
capaz de resolver las ecuaciones del modelo sobre la anatomia del cerebro humano.

Se inici6 evaluado la viabilidad de emplear un modelo basado en procesos de reaccion-
difusion para describir tal sistema bioldgico, tan complicado como lo es el cincer. El basar-
nos en la ecuacion de reaccion-difusion para resolver esta tarea, implica que se analiza la
evolucién de los tumores desde un punto de vista macroscépico * . Todos los resultados ob-
tenidos en este trabajo, fueron evaluados cualitativamente y comparados con datos clinicos,
verificando siempre que los resultados representaran y modelaran fendmenos de evolucién
reales. Después se realizaron experimentos virtuales para probar mejoras hechas tanto al
codigo como al modelo con la finalidad de describir caracteristicas generales de la mor-
fologia de los tumores. El siguiente paso fue probar nuestro cédigo en geometrias reales
del cerebro humano, para ello se emplearon también técnicas de tratamiento de imagen. El
obtener resultados alentadores nos permitié dar un paso mas y crear un codigo capaz de
evolucionar tumores virtuales en una amplia variedad de posiciones, condiciones iniciales
y gama de parametros lo suficientemente interactiva como para ser capaz de representar los
diferentes tipos de tumores y su grado de malignidad. Para ello, es importante mencionar
que la obtencién de los valores de los parametros correspondientes a cada tipo de tumor
no se desarroll6 en este trabajo, sino, con base en pardmetros obtenidos de la literatura, fue
posible crear tumores virtuales y estudiar las consecuencias de la modificacion de pardme-
tros en su evolucion. Mds audn, se desarroll6 un cédigo en tres dimensiones que incluye
tratamientos como la extirpacion y la quimioterapia, considerando geometrias realistas del
cerebro y lo que ellas conllevan, como condiciones de frontera apropiadas, la influencia
de la heterogeneidad espacial del cerebro en cuanto a materia gris y blanca en el desarro-
llo espacio-temporal de los tumores y fendémenos morfoldgicos como la necrosis central

“*A lo largo de la historia se ha estudiado este fenémeno con distintos tipos de modelos, los cuales han
analizado el sistema también desde puntos de vista microscopicos o una combinacién de ambos.
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del tumor, incluyendo para ello términos de reaccion que consideren una carga maxima de
células cancerosas que el cerebro puede mantener.

Tomando en cuenta la variedad de ejemplos mostrados en este trabajo y el hecho de que
el codigo desarrollado permita de una manera sencilla que sean muchos mas los casos po-
sibles a simular, queda en claro la conveniencia de llevar a cabo este tipo de experimentos
numéricos. Entre otras cosas, permite conocer y entender mas acerca del proceso de evolu-
cion de tumores en pacientes, tanto en el espacio como en el tiempo, brindando un mayor
entendimiento sobre la morfologia y comportamiento de este padecimiento. Para ello fue
necesario estudiar las propiedades de las ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas co-
mo lo es la ecuacién de reaccidon-difusion; ecuacion base de este modelo, y los métodos
numeéricos apropiados para resolver este problema de valores iniciales y condiciones en la
frontera.

Ahora es importante mencionar que nuestro cédigo permite, de manera sencilla, mas
modificaciones que pudieran representar otro tipo de fendmenos morfoldgicos, como me-
tastasis, incluyendo términos estocdsticos en el modelo o modificando el coeficiente de
proliferacion de modo que éste dependiera, al igual de D (X), del espacio o incluso del
tiempo.

Este trabajo también plantea las bases para lo que podria llegar a ser la solucién del pro-
blema inverso para clasificar la agresividad de estos tumores en pacientes verdaderos y/u
obtener parametros de difusion D (¥) y proliferacion p especificos de cada paciente, con
la finalidad de predecir el comportamiento del tumor en algin paciente en especifico y su
tratamiento idoneo a seguir. Por lo que este modelo podria también representar una mejora
a la planificacion de los tratamientos médicos, estimando de buena manera los resultados
que cada uno causaria.

Asimismo, se muestra otra de las ventajas del desarrollo de modelos matemaéticos que
es la habilidad de alterar tedricamente los parametros con los que se describe el sistema y
analizar su efecto en simulaciones hipotéticas.

En el mismo tono, es importante mencionar y hacer notar la importancia que el traba-
jo multidisciplinario tiene, pues, al final de cuentas, en este trabajo no es la matematica
desarrollada o el cédigo numérico empleado, lo que dicta el comportamiento del sistema
bioldgico, sino que un buen entendimiento del sistema bioldgico es nuestra herramienta
mds fuerte a la hora de tratar de reproducir lo que la biologia dicta, asi como a la hora
de interpretar los resultados obtenidos. Tampoco hubiera sido posible el desarrollo de un
buen modelo sin la informacién médica cualitativa y cuantitativa que permitiese establecer
los parametros apropiados y obtener sus respectivos valores o que permitiese entender qué
fendmenos son mds importantes a la hora de la evolucién de estos tumores y cudles pueden
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ser despreciados sin alterar significativamente el resultado obtenido y su validez.

Por lo pronto, se puede decir con certeza que se ha programado una herramienta que
puede simular la evolucion de tumores cerebrales, que involucra desde la adquisicién de
datos de la anatomia cerebral, hasta la simulacion de los efectos de tratamientos médicos y
que se espera sea de utilidad en el futuro préximo en un dmbito multidisciplinario.



Apéndice A
Apéndice

El algoritmo 1 representa el pseudocodigo del cddigo programado en Fortran 90 que
se desarroll6 a lo largo de este trabajo.

Algoritmo 1 Bosquejo del cédigo desarrollado en este trabajo.
1: Se lee MRI. {Con un scrip hecho en Python.}
2: Tratamiento de datos de anatomia cerebral. {De modo que se asignan Uni-
camente 3 zonas al cerebro: materia gris, materia blanca u otro.}
3: Se define el dominio. {Espacial y temporal.}
4. Se obtienen parametros en unidades cddigo.
5: Datos iniciales:
Tumor {Momento de diagndstico}.
Coeficiente de difusion.
6: Extirpacion. {Ya sea total o extensiva.}
7: Evolucion: {Las ecuaciones a evolucionar dependen del escenario médico.}
Quimioterapia.
RK3 (rhs).
Analisis de resultados. {Poblacién total de células}.
Archivos de salida:
1D {Pruebas in vitro}
2D {Tipo MRI. Para pruebas en 2 y 3 dimensiones}

En esfuerzos futuros, la paralelizacién del cédigo es posible si se desea que éste provea
resultados con mas rapidez y/o resolucion.
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