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Resumen

Esta tesis fue realizada con el objetivo de investigar la convergencia puntual de
series de Fourier-Legendre en el espacio £%[a,b], que es un espacio de Hilbert do-
tado del producto interno (f,g) = [ fgdu. Como resultado de esta investigacién
se desprenden dos teoremas. En el primero de ellos se proporcionan las condiciones
necesarias para la convergencia de la serie de Fourier-Legendre asociada una funcién
en un punto de continuidad interior al intervalo. En el segundo teorema se plantean
las condiciones para la convergencia puntual de la serie de Fourier-Legendre asociada

a una funcion, en este caso, con una discontinuidad en el interior del intervalo.

Palabras clave: Fourier, Legendre, Convergencia puntual, Analisis, Polinomios.



Abstract

This thesis was carried out with the objective of investigating the pointwise con-
vergence of Fourier-Legendre series in the space £2[a,b], which is a Hilbert space
with the inner product (f,g) = / fgdu. As a result of this research two theorems
emerge. The first of these provides the necessary conditions for the convergence of
the series of Fourier-Legendre associated to a function which is continuous in a point
in the interval. The second theorem states the conditions for the pointwise conver-
gence of the Fourier-Legendre series associated to a function, in this case, with a

discontinuity within the interval.

Key words: Fourier, Legendre, Pointwise convergence, Analysis, Polynomials.



Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar condiciones para la convergencia de las
series de Fourier-Legendre en el espacio de Hilbert para funciones de cuadrado inte-
grable, denotado por %[—1,1]. La series de Fourier-Legendre son un tipo de series
que se asemejan a las series de Fourier en muchos aspectos, donde los senos y cosenos

son reemplazados por un tipo de polinomios, llamados polinomios de Legendre.

No es muy comun encontrar en la literatura una fuente en la que se aborde y discuta
este tema de manera accesible para el estudiante de matematicas. Por lo tanto, con
este trabajo se pretende caminar en esa direcciéon y, al mismo tiempo, que pueda
servir de apoyo para algin curso de Andlisis Matematico de la Licenciatura en Ma-

tematicas.

La teoria de los espacios de Hilbert proporciona un contexto general para muchos
problemas en matemadticas puras y aplicadas. Mientras que muchos estan familiari-
zados con espacios euclideos de dimension finita, el analisis funcional se ocupa del
estudio de espacios de dimensién infinita. Los espacios vectoriales normados y com-
pletos sobre los nimeros reales o complejos, llamados espacios de Banach, son la base
de este campo de estudio. Un ejemplo importante es el espacio de Hilbert %[—1, 1]
cuya norma estd dada por un producto interno, el cual juega un papel muy impor-

tante en aplicaciones, especialmente en el andlisis de Fourier.

Se estudiard la estructura del espacio %[—1, 1] con el fin de ver bajo qué condicio-
nes las series de Fourier-Legendre asociada a una funcion en este espacio converge
puntualmente a su funcién correspondiente.

Los primeros capitulos de este trabajo estdn basados en el libro Real Analysis de
Norman B. Haaser y Joseph A. Sullivan. El Capitulo 10 se basa en el libro de Dun-

ham Jackson, Fourier Series and Orthogonal Polynomials.



6 Introduccion

El siguiente es un breve resumen de la tesis. En el Capitulo 1 se comenzara con las
definiciones y terminologias bésicas que ayudaran al lector a entender el material
presentado. En el Capitulo 2 se proporcionan resultados relativos a la ortogonalidad,
asi como varios ejemplos de espacios de Hilbert. En el Capitulo 3 se definen las bases
ortogonales para un espacio con producto interno X. Se expone en el Capitulo 4 el
proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Luego en el Capitulo 5 se define el
concepto de base ortogonal y base ortonormal para un espacio X. En el capitulo 6
se presenta la exponencial compleja y las sucesiones trigonométricas en el espacio
L [—m, m]. Se presentan en el Capitulo 7 los polinomios de Legendre, importantes
en muchas aplicaciones en matematicas y fisica. En el Capitulo 8 se definen los po-
linomios de Hermite. En el capitulo 9 se analiza la convergencia puntual para las
series de Fourier en el espacio %|—m, 7]. En suma, en el Capitulo 10 se dan las
condiciones necesarias para la convergencia de las series de Fourier-Legendre en el

espacio Z[—1,1].

Finalmente, se ha agregado un Apéndice en el cual se incluyen ciertos Teoremas y
otros resultados que solo se mencionan pues probarlos haria demasiado extenso el
presente trabajo. En cualquier caso, el lector interesado en revisar dichos resultados

puede consultar la bibliografia que se ha incluido.



Agradecimientos

A la conciencia suprema, que me ha dado fuerza para continuar cuando he estado
a punto de caer; por ello, con toda la humildad y sinceridad que de mi corazén pueden

emanar, dedico primeramente mi trabajo a Dios.

A mi asesor de tesis, Dr. Fernando Garibay Bonales, por su orientacién, paciencia
y experiencia. Ha continuado educandome a lo largo del desarrollo de este trabajo
y me ha inspirado para continuar con mi busqueda de una profunda y mas amplia

comprension de las matematicas.
A mi madre por todo el apoyo, amor y comprension que siempre me ha dado.

A mis abuelos, Rosa y Uriel, a quienes debo en gran parte la persona que soy ahora

y cuyo ejemplo de vida ha sido siempre una motivacion para mi.

De manera muy especial agradezco a Noy, que es para mi una verdadera madre que
con su apoyo incondicional, paciencia, comprension y sabiduria ha sabido guiarme y

darme animos en momentos de debilidad, gracias de todo corazon.

Por tdltimo y no menos importante a mi amigo Victor Perez Vera, por sus atenciones

y su ayuda que siempre estuvo dispuesto a darme.



Capitulo 1

Espacios con producto interno.

Sea X un espacio lineal sobre el campo F donde F puede ser R o C.

Definicién 1.1. Un producto interno en X es una funcién real-valuada en X x X,

cuyos valores son denotados por (z,y), con las siguientes propiedades:

(x,y) > 0;(x,x) = 0si, y sélo, si z =0 (no negatividad y positividad) (1.1)
(z,y) = (y, ) (Simetria Hermitiana); (1.2)
(T +y,2) = (v,2) +(y,2) (aditividad); (1.3)
(az,y) = alz,y) (homogeneidad); (1.4)

Un espacio lineal con producto interno definido en el, es llamado un espacio con

producto interno.

Las siguientes propiedades son consecuencias inmediatas de la definicion de un

producto interno.

(z,y +2) = (z,y) + (z,2) (1.5)
(z,y) = a(z,y) (1.6)
<x70> =0= <07y> (1.7)



Otra importante propiedad del producto interno estd dada por la desigualdad de

la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1 (La Desigualdad de Schwartz.). Si X es un espacio con pro-

ducto interno, entonces para todo x,y € X

[z, ) < V{z,z) /(Y. y) (1.8)

donde la igualdad se da si, y sélo, si x yy son linealmente dependientes.

Prueba. x y y son vectores linealmente independientes en X, si y solo si, para cada
AeF
0 < (z =Xy, —Ay) = (,2) = My, z) — Mz, y) + [A*(y,9).

Si se hace A\ = (z,y)/(y,y), obtenemos:

0< (.0 ETOE@Y) @@y | e yi.y)

(y,v) (. y) (y, 1)

como [(z,y)|* = (z,y)(z,v),

()P _ W y)l® | e y)P

(y,v) (,y) (. y)

0<(z,z)—

Por lo tanto,
[z, 9)|* < (2, 2)(y,9)

Tomando raiz de ambos lados de la desigualdad anterior,

[z, )] </ (z,2) -/ (y,y)

Ahora suponga que z y y son linealmente dependientes. Si y = 0, entonces es

claro que

[(z,9)] = 0=/ (z,2)  /{y,9).
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Si y # 0, entonces © = \y

[z, 9)| = |, )] = [N v) = MV W y) - VY, y)
=V {z,2) -/ (y.y).

Teorema 1.1. Si X es un espacio con producto interno, entonces ||z| = /(z,x)

define una norma en X.

Prueba. Sélo se comprobara la desigualdad del triangulo, la verificacién de que esta
funcion cumple con las propiedades basicas de norma son consecuencia inmediata de
la definicién de producto interno.

La Desigualdad de Schwartz se usa para comprobar la desigualdad del triangulo.

Sean z,y € X

e +yll* = (& +y,x+y) = (z,2) + (z,9) + (y,2) + (4, 9)
= ||z[|* + 2Re((z, y)) + [ly|I*
< ll|* + 2[¢z, y)| + lyl?
< lzl® + 2l lyll + [ly]I* = (=]l + [lyl)?

Asi
[z +yll < [z + [yl

Del Teorema 1.1 se desprende que un espacio con producto interno puede ser con-
siderado un espacio lineal normado con la norma definida por ||z|| = /(z,z). Esta
norma esta asociada al producto interno dado. Si un espacio con producto interno

es completo con la norma asociada, es llamado espacio de Hilbert.

Si X es un espacio lineal normado, entonces se puede definir una norma en X x X

CcOo1mo

12, )0 = méx{]]], [lyll}



11

cuya topologia es la del producto en X x X. También se pueden usar las normas

1/p
1@yl = {uxnp ; ||y||p} 1<p<oo
en X x X. Ademaés

(@, 9)llso < @ lp < 22112, )l

estas p-normas son todas equivalentes a la co-norma, con lo cual todas generan el

mismo espacio topoldgico.

Una importante propiedad del producto interno en un espacio X es que éste es

una funcioén continua en el espacio producto X x X.

Proposicion 1.2. Si X es un espacio con producto interno, entonces el producto

interno es una funcion continua en X x X.

Prueba. Considere (zg,y9) € X x X. Entonces, para (z,y) € X x X, tenemos que

(@, ) — (w0, y0)| < (w0, y — yo)| + [{x — w0, y0)| + (T — 20,y — y0)]

por la Desigualdad de Schwartz

(=, y) = (o, y0)| <[lzolllly = voll + llz — zollllyoll + llz — zolllly — ol
<[lloll + [lyol[] max{lz — zoll, [ly — yoll} + max{|lz — zolllly — woll}

Si hacemos ||z — xol||ly — yol| < 1, entonces

max{||z — zo||[ly — yoll}* < méx{|lz — zolllly — yo}|| < 1, con lo cual:

< [lloll + llyolllll (z, y) = (z0, o) o + (2, ) — (0, y0) I3
< ([[lzoll + [1%oll] + DIz, ) = (w0, y0) |
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Si[l(z,y) = (z0,90)lloe < & con & = &/(([llzoll + [l3o[l] + 1)), entonces

[zoll + llyoll] + DII(x, y) = (w0, Yo) |l

<
< 8- ([laoll + lyoll] + 1)
= ey Mool + ol + 1) =

Por lo tanto el producto interno es una funcién continua en (xg, yo). [

Algunos ejemplos de espacios con producto interno.

Ejemplos

1.1. Espacio de niimeros complejos C. El ejemplo mas simple pero impor-
tante de un espacio con producto interno es el espacio de los niimeros complejos C.

El producto interno esta definido por

<£If,y> =y

1.2. El espacio unitario C". El espacio C" de las n—tuplas ordenadas = =

(&1,&9,&3, .. .) de nimeros complejos, con el producto interno definido por
<x7y> = Z’Sjﬁja xr = (517527537 .. ')7 T = (7717 N2, M3, .. )
j=1

1.3. Espacio euclideo R". El espacio R" es un espacio de Hilbert cuyo producto

interno esta dado por:

donde = (&) = (§&1,-- -, &) yy =) = (M, -, ).

1.4. Espacio de Hilbert de sucesiones [°. El espacio {? de todas las sucesiones

infinitas de nimeors complejos © = (£1,&,&3....) tales que Z &]1? < oo, con el
j=1
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producto interno dado por
<.§L’, y) = Zfﬂ)_j? T = (517€2>€3' . ')7 Yy = (7717 m2,M3- - - )
j=1

Es un espacio con producto interno de dimension infinita.

1.5. El espacio L*[a, b]. El espacio L? de todas las funciones de cuadrado integrable

segiin Lebesgue en el intervalo [a,b] con el producto interior definido por
)= [ e
a,b

1.6. En el espacio complejo La(E). En este espacio E es un conjunto Lebesgue-

(frg) = [E /9.

La desigualdad de Hélder muestra que si f y g estdn en L*(E) , entonces fg es

medible en R", sea

integrable sobre E.

Teorema 1.2 (Ley del paralelogramo). Sea X un espacio con producto interno,

para cualesquiera dos vectores x,y en X, tenemos que:
2+ ylI* + [l = ylI> = 2(f|=]* + [ly]1*)
Prueba. Dados z,y € X tenemos que:

lz+yl* = (z+y,z+y) = (z,2) + (z,y) + (y.2) + (¥, y)
de donde
|z +y|* = [|z]|* + (z,y) + (v, z) + ||y]|*. (1.9)

Por otro lado
|z —yl* = ||lzll* — (z,y) — (v, ) + |lyl* (1.10)

Sumando 1.9 y 1.10 obtenemos la ley del paralelogramo. |
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No todos los espacios lineales normados son espacios con producto interno; esto
es, no siempre es posible definir un producto interno en un espacio lineal normado
de tal manera que la norma asociada con el producto interno es la norma original
del espacio. La norma asociada con el producto interno satisface la ley del parale-
logramo. Se dice que la identidad de polarizacién es cualquiera de la familia de
férmulas que expresan el producto interno de dos vectores en términos de la norma

de un espacio vectorial normado.

<y
8l
_|_
<y

0

v

z

Figura 1.1: Vectores implicados en la identidad de polarizacién

Teorema 1.3. Sea (-,-) un producto interno en en un espacio lineal X y sea || - ||
la norma inducida en X. Si (X, {(-,-)) es un espacio complejo con producto interno,

entonces
1 2 2, - 2. N2
(@) =7z +yll” = llo —ylI" +illa +ay]” — illz — (1.11)

para cada x,y € X.

Si (X, (-,-)) es un espacio real con producto interno, entonces

(2,9) = (ke + I e~ yl) (112)

para cada x,y € X. Las dos expresiones anteriores son llamadas tdentidad de



15

polarizacion compleja y real, respectivamente.

Prueba. Para el caso complejo, tenemos que:

lz +iyll* — llz — iyl* = 2(x, iy) + 2i(y, z) (1.13)

Iz 4+ 9l — 12—y = 2{e, ) + 20y, 2 (114)
sustituyendo 1.13 y 1.14 en la ecuacién 1.11, obtenemos:
(2,9) = lla + 9l — llz = 9l + ille + il — il — iyl
= 112e,9) + 20,2 — (2i{a, i) + 2iliy, )]

= e y) + 200 2) — 2P le ) + 220, 7))

4
= 2[2@, y) + 2(y, x) + 2(z,y) — 2(y, x)
— 10)) = (@),

Por otra parte, para el caso real en la ecuacién 1.12 tenemos que:

107+l = o = yl?) = {e + .7 +9) — (@ — o7 — )]

= M) + o) + ) + () — () — o) — (,2) + .0)

= [2e.0) + 24y, 2)
= 1[4(z,v)

= (z,y)

El siguiente resultado provee condiciones necesarias y suficientes para que una

norma sea inducida por un producto interno.

Teorema 1.4 (Von Neumann). Sea X un espacio lineal. Una norma en X es

inducida por un producto interno en X si, y solo si, satisface la ley del paralelogramo.
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Mads aun, st una norma en X satisface la ley del paralelogramo, entonces el unico

producto interno que la induce estd dado por la identidad de polarizacion.

Prueba. El Teorema 1.3 garantiza que si una norma en X es inducida por un pro-
ducto interno, entonces satisface la ley del paralelogramo, y el producto interno en
X puede ser escrito en términos de esta norma de acuerdo a la identidad de polari-
zacién. Ahora, suponga que una norma || - || en X satisface la ley del paralelogramo
y considere el mapeo (-,-) : X x X — [ definido por la identidad de polarizacion.

Tome z,y y z arbitrarios en X. Es claro que

T+ xr — x + T —
x+z=(Ty+z)+ Y y y+Z=(Ty+z)— i

2
2
r—y
=)

Suponga que F = R, de modo que (-,-) : X x X — R es el mapeo definido por la

Asi, por la ley del paralelogramo,

2
lz+ 2|+ |ly + 2||* =2 “T—erntz +
2

identidad de polarizacién(en el espacio real normado X). Por consiguiente

(z,y) +(y,2) = i(llx + 2| =l = 2l + fly + 21 = [ly — 2I*)

= i[(llfc + 2l + [y + 201") = (lz = 2II* + [ly — 2II*)]

= %[(II%ﬂ + 2]+ 152 = (152 = 2l + 11552 )]

= S0 2P — g = 2]P) = 2=, 2),
La identidad de arriba es valida para z,y,z € X arbitrarios, y en particular para
y = 0. Més atn, la identidad de polarizacién asegura que (0,z) = 0 para cada

z € X. Asi, haciendo y = 0 en la parte de arriba, obtenemos (z,z) = 2(§, z) para

cada z,z € X. Entonces

(z,2) +(y,2) = (x +y,2) (1.3)

para arbitrarios z,y y z en X. Es facil verificar(usando exactamente el mismo
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argumento) que tal identidad sigue siendo valida para F = C, donde el mapeo
(-,-) : X x X — C ahora satisface la identidad de polarizacién compleja(en el espacio
complejo normado X). Esto es la propiedad 1.3 de aditividad en la Definicién 1.1.
Para verificar la propiedad (1.4) de la Definicién 1.1 (homogeneidad en el primer
argumento) se procederd como sigue. Tome = y y arbitrarios en X. La identidad de

polarizacion asegura que
(—z,y) = —(z,y).

Como la propiedad (3) se cumple, se sigue por simple induccién que
(nz,y) = nlz,y),

Y asf (z,y) = (n5,y) = n(},y) asi que

<%’y> = %<x7y>>

para todo entero positivo n. Las tres expresiones de arriba implican que

(g7, y) = q¢{z,y)

para cada nimuero racional g(como (0,y) = 0 por la identidad de polarizacién).
Tome un o € R arbitrario, luego QQ es denso en R. Asi existe una sucesion racional-
valuada {g,} que converge en R a «. Mds aun, de acuerdo a la propiedad (1.4) y

teniendo en cuenta que —(ax,y) = (—aw,y),

(g, y) — (az, y)| = [{(gn — @)z, y)],

La identidad de polarizacién garantiza que |(a,z,y)| — 0 siempre que «, — 0
en R (por la continuidad de la norma). Asi |[((¢, — a)z,y)| — 0, y por lo tanto
{gnx,y) — (az,y)| — 0, lo que implica que {(g,z,y) — (ax,y). Esto implica que

(az,y) = lim (g,x,y) = lim g, (x,y) = a(z,y). Resultando:
n—oo n—oo

(o, y) = alz,y) ((4)a)

para cada a € R. Si F = C, entonces la identidad de polarizacién compleja(en el
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espacio compleja X) asegura que
(iz,y) =iz, y).

Tome un A = a + i in C y observe que por (3) y por ((4)a) que (A\z,y) =
((a +if)z,y) = (az,y) + (iBz,y) = (a +iB)(z,y) = Az,y). En conclusién:

(Az,y) = Mz, y) (4(b))

para cada A € C. Las propiedades (1.1) y (1.4) de la Definicién 1.1 surgen como
consecuencia inmediata de la identidad de polarizacién. Asi el mapeo (-,-) — F
definido por la identidad de polarizacion es, de hecho, un producto interno en X.

Maés atin, este producto interno induce una norma || - ||; esto es,

1
(. 2) = 7 (llz +2l” = llz — =[*)
1
= —([|2z]*+0
1(12e] +0)
1
= —4|z|?
Ll
= [l
para cada x € X (nuevamente la identidad de polarizacién). Finalmente, si (-, )¢ :
X x X — F es un producto interno en X que induce la misma norma || - || en X,

entonces debe coincidir con (-,-). Esto es, (z,y)o = (z,y) para cada z,y € X(de

nuevo la identidad de polarizacion). |

El Teorema 1.4 puede sugerir que sélo pocos de los ejemplos cldsicos de espacios

de Banach son espacios con producto interno.

Ejemplos

Ejemplo 1.7. Considere el espacio lineal C|0, 1] equipado con cualquiera de las
normas || ||,(p > 1) o con la norma del supremo || - ||.. De estas normas, la tinica que

es inducida por un producto interno en C[0, 1] es la norma || - ||5. En efecto, tomando
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zyyen C0,1] tal que zy = 0y ||z|| = ||ly|| # 0, donde || - || denota a || - ||, para
algin p > 1 0 ||« ||oo. Esto es, suponga que x y y son funciones continuas en [0, 1] con
las mismas normas y cuyos valores distintos de cero se dan en conjuntos disjuntos

de [0,1]. Por ejemplo, observe que ||z 4+ y[[? = ||z — y||b = 2||z[]? para cadap > 1y

& &

1

Figura 1.2:

|24+ Ylloo = |2 — Yl|oo = 2||7||co- Asi || - ||, para p # 2y || - || no satisfacen la ley del
paralelogramo, y por lo tanto, estas normas no son inducidas por un producto interno

en C[0, 1](Teorema 1.4). Ahora considere la funcién (-, -) : C[0,1] x C[0,1] — F dada

por
(2, y) = / £ty (D)t

para cada z,y € C0, 1]. Se puede verificar facilmente que (-, -) es un producto interno

en C|0, 1] que induce la norma || - ||2. Asi
(C[0,1],(,-)) es un espacio con producto interno.

Sin embargo, (C[0,1],(-,-)) no es un espacio de Hilbert(razon: (C|0, 1], || - ||2) no es
espacio de Banach). De hecho, entre los espacio normados (C[0,1], || - ||,) para cada
p>1y (C[0,1],] - |loo), €l tinico que es espacio de Banach es (C[0, 1], - ||oo) - Esto
lleva a una dicotomia: C|0, 1] equipado, ya sea con la norma || - |2 para obtener un
espacio con producto interno que no es espacio de Banach, o equipado con || - ||, para
obtener un espacio de Banach cuya norma no es inducida por un producto interno.
En cualquier caso, C|0, 1] no puede hacerse un espacio de Hilbert. Por asi decirlo, el
conjuntos de funciones continuas en [0, 1] no es lo suficientemente grande para ser
un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.8. Considere los espacios de Banach (17, || - ||,) para cadap > 1y



20 Capitulo 1. FEspacios con producto interno.

(I°°,|l - ls). No es dificil mostrar que, con excepcién de (I%,] - ||2), estos no son
espacios de Hilbert: las normas || - ||, para todo p # 2 y || - |[xc no cumplen con
la ley del paralelogramo del Teorema 1.2, y por tanto no son inducidas por ningin
posible producto interno en P(p # 2) o en [* (e.g., tome z = e; = (1,0,0,0,...) y
y=ey=(0,1,0,0,...) en I’ NI°).Por otra parte, la funcién (-,-) : [* x [* = F dada

por
<x>y>::j£:£k6k
k=1

para cada = {& }ren ¥ ¥ = {Uk bren en 12 estd bien definido (i.e., la serie de arriba
converge en F para cada z,y € [? por la desigualdad de Hélder p = ¢ = 2 y del hecho
de que en un espacio de Banach toda sucesion absolutamente sumable es sumable).
Miés atin, es de hecho un producto interno en I (i.e., satisface las propiedades de la
Definicién 1.1), el cual induce la norma || - |5 en . Asi, como (1%, || -||2) es un espacio
de Banach,

(%, (-,-)) es un espacio de Hilbert.

Similarmente, los espacios de Banach (I, || -||,) para cualquier 1 < p # 2y (I°°,]|-|«)

no son espacios de Hilbert. No obstante, la funcién (-,-) : {* x I> — [ definida por

(w,y) = Y &by

k=—o00

para cada = {& }ren Y ¥ = {Uk }ren en [? en un producto interno en 12, el cual induce
n

la norma || - ||z en 2. De hecho, la sucesién de ntimeros no negativos { Z |€kTk | neng

k=—n
n n

converge en R si la sucesion { Z &k * b ner, ¥ { Z |0k |*}nen, de niimeros no nega-
k=—n k=—n

tivos converge en R (la desigualdad de Holder para p = g = 2), y asf { Z EkTk FneN,
k=—n
converge en I (en un espacio de Banach toda sucesion absolutamente sumable es su-

mable). Por lo tanto, la funcién (-, -) estd bien definida, es facil verificar que satisface

las propiedades de la Definicién 1.1. Po lo tanto, como (1%, | - ||2) es un espacio de
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Banach,

(1%, (-,-)) es un espacio de Hilbert.



Capitulo 2
Ortogonalidad

Los vectores x y y en un espacio con producto interno X se dice que son orto-
gonales si (z,y) = 0. Si un vector x es ortogonal a todo vector en un conjunto F,
entonces decimos que z es ortogonal a E. El conjunto de todos los vectores ortogo-

nales a un conjunto E es llamado complemento ortogonal de E, denotado por E*.

Proposicion 2.1. Si E es un conjunto en un espacio X con producto interno,

entonces E* es un subespacio lineal y cerrado de X.

Prueba. Tome z,y € E+ y o, € F. Entonces para todo z € E,

(az + By, z) = {az, z) + (By, z) = 0.

Con lo cual E* es un subespacio lineal. Ahora queremos ver que EX = EL.
i)Veamos E*+ C E*+ :
Tenemos que EL=E'U (E*Y, lo que prueba esta contencién.
ii)Veamos E+ C B+
Sea x € EL y considere una sucesién (z,) de puntos en E* tal que (z,) — .

Entonces, para todo z € F,
(x, z) = lim(x,, z) = 0.
Asi = estd en B+ |

22



23

Definicién 2.1. Un conjunto E en un espacio lineal X se dice convezo si, para cada
par de puntos z y y en F, el segmento de linea [z, y] que une a z y y pertenece a E;

esto es, si x,y € E entonces [z,y] ={rx + (1 —7)y: 7 €[0,1]} C E.

Figura 2.1: Conjunto convexo

Proposicion 2.2. Si E es un conjunto convexo y completo en un espacio con pro-
ducto interno X y x cualquier punto en X, entonces existe un unico punto Pr(zx) en
E tal que

| — Pe(z)|| = mf{|[[z —y[| -y € E}.

Prueba. Sea § = inf{||z —y|| : y € E} y sea (y,) una sucesién de puntos en E tal
que

lim ||z — y,|| = 6.

Si se muestra que (y,) es una sucesion de Cauchy, entonces (y,) converge a
algin punto en E, pues E es completo. Note que si v, y ¥, estan en E, entonces
E(ym +y,) € E pues E es convexo.

Tome € > 0. Existe un entero positivo ng tal que

1
|z — yn||2 <8+ Z_LE
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Usando la ley del paralelogramo, para m,n < ny.

Hym - yn||2 :H(ym - :L‘) + (I - yn)|l2

:2“ym - xHQ + 2||I - yn”2 - ||ym + Yn — 2:13”2

1 1 1
<2(0% + 72) +2(0° + 72) = 4ll5 Ym + yu) — 2|’

<462 42— 402 =2

Asi, (y,) es una sucesion de Cauchy en E y, por lo tanto, converge a algin punto
y € E. Entonces ||z — y,|| = 0.
Para mostrar la unicidad, tome ¢,y € E, de tal suerte que ||z—y|| =0y ||[x—'|| = 9.

Entonces,

ly = |I> =l(y — z) + (x — /)|
=2|ly —z|* + 2|z — y'|I” — |ly + v — 2z|?

1
=40° — 5 +y) - zl]> <0

Por lo tanto y = v/ |

Sea Y un subespacio completo de X y = es cualquier punto en X. Es claro que
Y es un subconjunto convexo y completo de X, entonces la Proposicion 2.2 sostiene
que existe un dnico punto Py (x) en Y el cual es el mds cercano a z. A Py (x) se le
conoce como la proyeccién ortogonal de z en Y. Ahora se mostrarda que x — Py ()

es ortogonal a Y.

Proposicion 2.3. SiY es un subespacio completo de un espacio con producto interno

X y x es cualquier punto en X, entonces x — Py(z) € Y+

Prueba. Tome y € Y. Entonces, para cada niumero real «, Py (z) + ay € Y vy, asi,

lz = Py (2)|* < [lo = Pr(2) — ayll = (x = Pr(z) — ay,x — Pr(x) — ay)
= ||z = Pr(2)|I* — 2aRe({z — Py(x))) + o*[ly]|*.

Asi,
Re({(z — Py(z),y)) < o®|ly|*.
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Para cada ntmero positivo «, tenemos que

Re((z ~ Pr(x),9)) < gollyl?

y, por lo tanto, Re({x — Py (z),y)) < 0. Asi, Re({x — Py(z),y)) = 0. Reemplazando

« por i« en los calculos de arriba, obtenemos :

lz = Py (@)|* < llz = Py(2) —iay|| = (z — Pr(x) —iay,x — Py(x) —ioy)
= [z — Py (2)|* = 2a((x — Py(z))) + a*®||y]|*.

)
= llz = Pr(@)II* + 2a((z — Pr(x)))

—a?[lyll*.

Consecuentemente,
«
vl < (@ = Pr(a),y)

Por lo tanto,
<l‘ - PY(w)7y> =0

Definicién 2.2. Sean Z y X subespacios de un espacio lineal X con la propiedad

que cada elemento x en X tiene una unica representacion de la forma:
r=y+zdonde, yecYyzeZ
entonces se dice que X es la suma directa de Y y Z y se escribira X =Y & Z.

Teorema 2.1. Si Y es un subespacio completo del espacio con producto interno X,

entonces
X=Yopvt

Prueba. En virtud de la Proposicion 2.3 sabemos que si Y es un subespacio completo

del espacio con producto interno X, entonces para cualquier z en X tenemos que

r = Py(z) + (v — Py()),donde, Py(z) €Y yx— Py(z) € Y™
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Para ver que esta representacion es unica, suponga que
r=1y+z donde, yecYyzeVY™t

Entonces, y — Py (z) = (z — Py(z)) — 2. Como y — Py (z) € Y, (v — Py(x)) —z € Y+,
y Y NY* = {0}, tenemos que y = Py(z) y 2 = x — Py(x). Asi,

X=YapYt

Ahora si se tiene que X es un espacio de Hilbert y Y es un subespacio cerrado
de X. Entonces Y es completo y, por consiguiente, X =Y @Y+, Ademds, Y es un
subespacio completo y Y+ = Y. Consecuentemente, si = y + z donde y € Y y

z €Yt entonces y = Py(x) y 2 = Pyo(z).

Proposicion 2.4. Si Y es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert X, entonces
la proyeccion Py de X sobre Y es una transformacion lineal acotada de X sobre'Y
con las siguientes propiedades:

(1) P2=PyoPy =Py

(2) PyroPy =0

(3) (Py(z),y) = (y, Py (y))para todo z,y € X.

Prueba. Primero se probara la linealidad.

Para cualquier z,y € X y o, € F .
ar + Py = [aPy(x) + 6Py (y)] + [az — Pr(z)) + By — Pr(y))]
donde aPy(x) 4+ BPy(y) €Y v a(x — Py(x) + B(x — Py(y))) € Y. Por lo tanto,

Py (ax + Py) = aPy(x) + BPy(y).
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Ademas, como Py (z)y x— Py (x) son ortogonales, por el teorema de Pitdgoras (A.1).

(w,2) = [[2]* = | Pr(z) + (z = Pr(@)|* = [Py (@)II*| + |z — Pr(2)]*
> || Py ()]

y, por lo tanto,

1By = sup LD
el

Asi, Py € BL(X,Y)'. Como para cada * € X, Py(x) = Py(z) + 0 donde
Py(z) €Y y0 €Y', tenemos que P2(x) = Py(z) y P¥ (Py(z)) = 0. Ademés, para
cada x,y € X,

(Py(z),y) = ((Py(z), Py (y)) + (y — Pr(y)))
= (v — (z — Py(z), Py (y)) = (=, Py (y)).

Definicién 2.3. Sea X un espacio normado. El espacio de todos los funcionales

lineales acotados en X, f: X — C o F con la norma || f|| := sup |f(z)| es llamado
=<1

espacio dual de X y es denotado por X*.

Proposiciéon 2.5. Sea X un espacio de Banach. Entonces, X™ es un espacio de

Banach

Prueba. Considere una sucesion de Cauchy f, € X*. Sea ¢ > 0, entonces existe
N € N tal que para todo n,m > N se tiene que || f, — fm| < e. Considere z € X,

entonces

() = S @) = |(fn = ) (@) < [ fro = Fnllll]] < el]]]

asi (fn(z)) C F es una sucesion de Cauchy. Como F es completo, existe un tnico

limite de f,(z). Como x € X es arbitrario se puede definir la funcién

f(z) = lim f,(z).

n—oo

!BL(X,Y) denota el espacio de las transformaciones lineales y acotadas de X a YV’
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el objetivo es mostrar que f estaen X*y lim f, = f. Seaxy, 20 € X, ay, a0 € F
n—oo
entonces

f(ozlxl + Oégl’g) = nlinolo fn(all'l + OZQZL'Q) =
Jifgo(alfn(%) + asfn(z2)) = nllj{)lo fo(z1) + a2 nhj{.lo Jo(x2) = arf(z1) + aa f(22)

con lo cual f es lineal. Como f,, es una sucesién de Cauchy, entonces estd acotada
en X*, i.e. existe M > 0 tal que sup{||f]| : n € N} < M. Asi, para todo z € X se

tiene que

F@)] =] lim fu(@)] = lm [f()] < i sup | fulllle]l < [l sup{|£]] - n € N} < [lz][ 22

asi que || f|| < M,y como ya se probé la linealidad de f, entonces f € X*. Recordando
que se tomé e >0y z € X existe N € N tal que n,m > N implica que

() = fn(2)] < el]]

Ahora, tomando limite cuando m — oco. Se tiene que

() = f2)] < ellz]].

Como z € X es arbitrario, se ha probado entonces que para todo € > 0 existe un

N € N tal que n > N implica que

[fo = Sl = sup{|fu(z) = f(2)| 2 € X, [la]| <1} <e.

Con lo cual lim f,, = f. Como se ha probado que toda sucesién de Cauchy en X*
n—oo

tiene limite, entonces X ™ es completo y por lo tanto de Banach. |

En un espacio de Hilbert, un funcional lineal acotado se puede representar en
términos de un producto interno. En primera instancia, note que, dado un vector a

en un espacio con producto interno X, definimos

folz) =(x,0q), v € X,
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entonces f, es un funcional lineal en X. Ademds, como

|[fa(@) = [z, @) < lallll]l]

v |fa(a)| = ||a||?, f. es un funcional lineal acotado con ||f,|| = ||a||. Asi, si para cada
a € X definimos
T(a) = fa donde fu(z) = (z,a), (2.1)

entonces T define una isometria de X a su dual X*. Como
T(aa + pb) = aT(a) + BT(b),

T es lineal si X es un espacio real pero no lo es cuando X es un espacio complejo.
El siguiente resultado muestra que si X es un espacio de Hilbert, entonces T es

suprayectiva.

Teorema 2.2 (Teorema de Representaciéon de Riesz.). Si f es un funcional
lineal continuo en un espacio de Hilbert X, entonces existe un unico vector a en X
tal que

f(z) = (x,a), para todo x € X

Prueba. Si tenemos que f = 0, basta tomar a = 0. Ahora suponga que que f # 0
y sea N el espacio nulo de f : N = {x : f(z) = 0}. Entonces, en virtud de la
Proposicién 2.1. N es un subespacio cerrado de X y por lo tanto completo. Como
Nt esun subespacio que contiene un vector distinto de cero (Teorema 2.1), escogemos
a; € N* tal que f(a;) = 1. Entonces, f(x) = 0 implica (z,a;) = 0. Para cadaz € X,
flz — f(z)ar) = f(x) — f(x)f(a1) = 0y, por lo tanto, (x — f(x)ay,a;) = 0. Esto es,

(z,a1) — f(z)(a1,a1) =0

y, asi,
f(x) = (z, a1/ [lar]]?).

Por lo tanto, si se hace a = ||a1||"?a1, entonces f(z) = (r,a) paratodor € X. W

En un espacio de Hilbert se ha mostrado que la transformaciéon 7' definida en
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(2.1) es una isometria de X hacia su dual X*. Si para f,g € X*, se define

(fr9) =(T7(f), T~(9)),

no es dificil ver que esto es un producto interno en X*. Asi X* es un espacio de
Hilbert.

Si X es un espacio de Hilbert real, entonces T' es un isomorfismo isométrico de X
sobre su dual X* el cual conserva el producto interno. Por lo tanto, en este caso X
y X™ pueden ser identificados.

Si X es un espacio de Hilbert complejo, entonces T es no lineal. En este caso se
puede identificar X con su doble dual X** = (X™)*. Como X™* es un espacio de

Hilbert existe una isometria S de X™ sobre X** tal que

S(af + Bg) =as(f) + BS(g)-

Asi, S o T es un isomorfismo isométrico de X sobre X™*. También, si se define un

producto interno en X** por

(F,G) = (57H(F),571(G))

entonces S o T preserva el producto interno y, consecuentemente, X y X™* pueden

ser identificados.



Capitulo 3
Familias Ortogonales

Una familia (z4)ses de elementos en X se dice que es una familia ortogonal de
X si xs # 0 para todo s € Sy (xs, ;) = 0 para s # t. Si, ademds, ||x,|| = 1 para
todo s € S, entonces (z,) es llamada una familia ortonormal. Por ejemplo, en R?
la tercia {i, j, k}, donde i = (1,0,0), 5 = (0,1,0), y £ = (0,0,1), es ortonormal. Es
claro que, una familia ortogonal puede hacerse ortonormal dividiendo cada elemento

por su norma.

Proposicién 3.1. Una familia ortogonal (z4)ses en X es un conjunto linealmente
independiente.
Prueba. Considere (z4)scsr una subfamilia finita. Entonces Zoﬁxs = 0 implica

ses’!
que, para cualquier t € S’,

ol (xy, 1) = Zas<xs,xt> = <Z asxs,xt> =0

ses’ ses’
con lo cual, o' =0 ]
De la Proposicién 3.1 se puede ver que si {z1,...,x,} es una familia ortogonal
en un espacio con producto interno X de dimensién n, entonces {z1,...,z,} es una

base de Hamel y por lo tanto, cualquier elemento x en X se puede expresar de la

n
T = E aFxy.
k=1

forma:

31
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Entonces, para cualquier j =1,...,n,

n
(x,x5) = Zaka:k,xj = Zak(xk,xj> = o’ (x;, ;)
k=1

k=1
y, asi
T = Zakxk, donde of = X 5
B
Si se hace uy = xy/||zg||, entonces (uq, ..., u,) es una n-tupla y

n

r = Z(x,uk>uk

k=1

El producto interno (x,uy) es la componente de x en la direccién wuy y es llamado
coeficiente de Fourier de x con respecto a wuy.

En general si (ug)ses es una familia ortonormal en un espacio con producto interno
X, entonces {(z,us) : s € S} es llamado conjunto(generalizado) de coeficientes de

Fourier de x con respecto a (us).

Proposicién 3.2. Si {uy,...,u,} es una familia ortonormal finita en un espacio con
n

producto interno X y x € X, entonces ||z — E a*uy|| toma su valor minimo cuando
k=1
k
o = (x,ug) y

n
Dl u) | < l=)”
k=1
Prueba. Para cualesquiera nimeros o', ..., a" en F, se tiene que
n 2 n n
0< ||z — Zakuk =(x— Zakuk, T — Zakuk
k=1 k=1 k=1
n n o n
= |l = > o (e, w) = > oFw,w) + Y o)
k=1 k=1 k=1

= [lzl® + D o u) — o =3 o, w) .
k=1 k=1
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n

Asi, ||3:—Z ouy,|| toma su valor miimo cuando o = (z,u,). Si se hace o = (z, uy)
k=1
se obtiene
n
Dl u) | <l
k=1
|
Si Y es un subespacio lineal de X generado por {us,...,u,}, entonces se tiene

n
que E (x,ur)uy es el punto en Y mds cercano a x; esto es,
k=1

n

Py(x) = Z(:U,uk>uk para todo z € X.
k=1

n
Por lo tanto, x — g (x, ug)uy estd en Y+, como se mostré en la Proposicién 2.3.

k=1
Ahora considere (ug)ses una familia ortonormal en X cuyo rango es nimero cardinal

arbitrario. Se mostrara que, para cualquier punto z € X, el conjunto {(z,u,) : s € S}
de coeficientes de Fourier de x contiene sélo una cantidad numerable de elementos

distintos de cero.

Proposicién 3.3. Considere (us)ses una familia ortonormal en un espacio con pro-
ducto interno y sea x cualquier elemento en X. Entonces, el conjunto {s € S :

(x,us) # 0} es numerable

Prueba. Sea T ={s € S : (z,us) #0} y T,, = {s € S : |(z,us)| > 1/n}. Entonces

T =U>2,T,. Si T" es un subconjunto de T;, que tiene m elementos, entonces

En virtud de la Proposicién 3.2

>l ug)® <l

seT’
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de donde m < n?||x||*. Asi, cada T}, es finito y consecuentemente T es numerable. H

Ya que dado un = € X el conjunto {(x,us) : s € T'} de coeficientes de Fourier

distintos de cero es numerable, se puede atribuir un significado a Z (2, us)|?. Si

s€S
T es finita, entonces Z |(x,us)|* es la suma finita Z ||z, us)?. Si T es infinito
s€S seT
numerable, tome una enumeracién {sy : k = 1,2,...} de T y sea Z (2, us)|* las
seS

oo n
series Z |(x,us,)[*. Por la Proposicién 3.2 Z |(z,us,)[* < ||z]|* para cualquier

k=1 k=1
oo
entero positivo n, esta serie converge y Z [(2,us,)]? < ||2]|*. La suma de las series
k=1

no depende de la enumeracion en particular de T ya que esta serie es absolutamente
convergente.

En la discusién de arriba se ha probado:

Proposicién 3.4 (Desigualdad de Bessel). Sea (us)ses una familia ortonormal

en un espacio con producto interno X. Entonces, para cualquier z € X,

Dl ug)l® < el

seSs

Si X es un espacio de Hilbert, entonces razonando de modo analogo a la discu-

sién anterior se asignard un significado a E (x,us)us donde (ug)ses es una familia

ses
ortonormal en X. Si, para cada x € X el conjunto {(z,us) : s € T'} de coeficientes

de Fourier distintos de cero es finito, entonces esto denota una suma finita y no hay

problema con ello. De lo contrario, sea {s; : k = 1,2,...} una enumeracién de Ty
defina

oo
Z(x,us>us = Z(as, Uy, ) Us, -
seS k=1
o
Para asegurar esto esta bien definido se debe mostrar que Z(x, Us,, ) Us, CONVErge y
k=1

que cualquier reordenamiento tiene la misma suma.
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n

Tome y,, = E (%, us, )us,. Entonces para m > n se tiene que
k=1

m 2

S (g,

k=n+1

= 3w u,)P

k=n+1

Y — ynH2 =

[e.e]

Como Z |(x, us, )|? converge, (y,) es una sucesién de Cauchy en el espacio de Hilbert
k=1

o
X vy, por lo tanto, converge. Sea Z(x, Usy, YUs, = Y-

k=1
00

Resta probar que cualquier rearreglo de Z(az,usk)usk también converge a y. Si

k=1
se toma otra enumeracién {ty : k = 1,2,...} de T tal que t; = Sfk)- Sea zp, =

Z(az, ug, )uy, . Para cada e > 0 existe un entero positivo ng tal que
k=1

no+p
Z (7, us,)|* < €2 para todo p > 1.

k=ng11

Tome myg tal que {k: k < no} C {f(k): k < mo}. Entonces mgy > ng. Para cualquier

m,n > my, existe un p > 1 tal que

no+p

lgm =zl < 3 Hoyug )l < e
k=no+1

Por lo tanto,

lly — 2|l < e para todo n > myg

y, asi, lim z, = y.
Consecuentemente, se ha probado que si (us)ses es una familia ortonormal en un

espacio de Hilbert X y x es cualquier elemento de X, entonces la serie Z(x, Us) Us

ses
converge. Esta es conocida como la serie de Fourier de x con respecto ala familia
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ortogonal (us)ses-

Proposicién 3.5. Si (us)ses es una familia ortonormal en un espacio de Hilbert X

y x es cualquier elemento en X, entonces x — E (x,us)us es ortogonal a ug para

seS
todo s € S.

Prueba. Sea T'= {s € S : (x,u,s) # 0}. Entonces,

Z<ZB,U5>US = Z(w,ut)ut.

ses teT

Sise S\T, entonces (z,us) y (ut, us) = 0 para todo t € T'. Asi,

<:c - Z(x, ut>ut,us> = (x,us) — Z(:c, ug) (ug, us) = 0.

teT tel

Si s € T, entonces

<x — Z(x, ut>ut,us> = (T, us) — Z(m,utﬂut, Ug)

teT teT

= (x,us) — (z,us) = 0.

|
Si Y es la cerradura de un subespacio de X generado por {us: s € S}, entonces
la Proposiciéon 3.5 implica que la proyeccion Py de X sobre Y estd dada por la

igualdad:
Py(z) = (w,us)ug;

ses
esto es, la serie de Fourier de x con respecto a (us)ses es la proyeccién Py () de x
sobre Y.



Capitulo 4

El proceso de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt

Sea {x1,...,x,} ortogonal en en un espacio con producto interno X y sea Y el
espacio sublineal de X generado por {z1,...,x,}. Si ux = xi/||x|| de la discusién

subsecuente a la Proposicion 3.2 se sabe que para cualquier z € X el punto z —
n

Z(x, u)uy, estd en Y. Asi,

k=1

<$j7$—z<x’xk>xk> =0paraj=1,...,n (4.1)

= g ?

Esto proporciona una manera de obtener una familia ortogonal numerable a partir

de una familia linealmente independiente numerable.

Proposicién 4.1 (Proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.). Si {y,}
es una familia linealmente independiente numerable en X, es posible construir una

familia ortogonal (x,) con el mismo numero cardinal como sigue:

=
— k k <yn7xk>
In:yn—za xy, donde o ZWpamn> 1.
=1
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Para cada n, {z1,...,x,} genera el mismo subespacio como {y1,...,yn}.

Prueba. Supongamos que (y,) tiene un nimero finito de elementos, digamos m,

entonces por la construccién inductiva anterior, para n = 1,2,3,4,...,m, se tiene
que:
1=
o <y2,$1>$1
T2 =Y2— — 2
[l
T3 = s — <y3,x2>2:v2 _ <y3,:v1)2:171
2] 4]
_ (ya, 23)73  (ys,22)72  (ys,21)m1
Ta=Ya— 2 2 2
|23l 222l [

m
k
xm:ym_§ T
k=1

Si no hubiera un nimero finito de elementos, este proceso seguiria indefinidamente.
Note que x,, # 0, de lo contrario, {yi,...,y,} seria linealmente independiente.

Es claro que {z,} tiene la misma cardinalidad que {y,}. Ademas, de la definicién de
los 2] s, para cualquier n, {x1,...,2,} genera el mismo subespacio que {yi,...,yn}-

Ahora, en virtud de la ecuacion 4.1:

- <y,l'k> .
<xj,yj—z ||f13k:||2 rp ) =0paraj=1,...,n

con lo cual (z,) es ortogonal. |

Si se hace u = ||z,|| "'2,; entonces el proceso de Gram-Schmidt provee un méto-
do para obtener una familia ortonormal {u,} a partir de una familia numerable y

linealmente independiente dada {y,}.

Ejemplo 4.1 Como ejemplo del proceso de Gram-Schmidt se daran los términos de
la sucesién ortonormal en C'[—1, 1] obtenida de la sucesién linealmente independiente
(I")g°, donde I es la funcién identidad en [—1,1] :
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<

1 [t 3 (! 1 3v/5 1
x2=12——/ 12——1/ P=7-:z 2:—\/_(12——)

2/ 2 /) 3 22 3
etc.

La sucesion obtenida de esta manera es la sucesiéon de Polinomios de Legendre
normalizados.

Otra sucesién ortonormal (u,)g° de polinomios puede ser obtenida aplicando este pro-
b

ceso a (I™)§° en espacios reales del tipo £5(a,b) = {f : (a,b) = R/ [ f*dg(f) existe}

donde g es una funcién no decreciente en el intervalo finito o infinito (a, b). Con el fin

de llevar a cabo el proceso, las funciones I" deben pertenecer a £3(a,b) y debemos

tener que
n—1

xn:[”—Z([",uk)uk%O estan en LJ(a,b).

k=0

Ahora se daran condiciones suficientes para que el proceso se pueda llevar a cabo en
g

L5(a,b).

Proposicién 4.2. Si g tiene un niimero infinito de puntos de incremento' en (a, b) y,

b
para algin r > 0, / e”t‘dg(t) existe, entonces el proceso de Gram-Schmidt se puede

a
aplicar a (I")3° en L£4(a,b) para obtener una sucesién ortonormal de polinomios en
L5(a,b).

Prueba. Primero, se mostrard que, para cada n, I" € £(a,b). Si (a,b) es finito, es

b
claro que / I*"dg existe y, asi, I" € L£3(a,b). Ahora supénga que (a,b) es infinito y

b o
/ e"ldg(t) existe. Como €'l = Zrk|t|k//€!, se tiene que
a k=0
2n)!

ISi g es una funcién no decreciente en (a,b), un punto t € (a,b) es un punto de incremento de
g si, para cualquier intervalo (¢, d) tal que t € (¢,d) C (a,b), g(d) — g(c) > 0.
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Esto muestra que la funcién Stieltjes-medible I*" es menor o igual a la funcién
integrable con respecto a g y, por lo tanto, ella misma es integrable con respecto a
g; esto es, I" € L3(a, D).

n—1
Ahora se mostrard que z,, # 0 en £3(a,b) donde z,, = I" — Z(I”, ug)ug. Como x,

k=0
es un polinomio d grado n, tiene a lo més n ceros en (a,b). Considere la siguiente

lista en orden creciente: tq,...,t,,. Entonces,

b b m t; b
foalf = [“atdg = [“s2dg > [ adgs [ atdg
a a i=2 t;i—1 tm

Como ¢ tiene un nimero infinito de puntos de incremento en (a,b), al menos uno

de estos subintervalos, digamos (t;_1,t;), debe tener medida positiva de Stieltjes. Y,
t;

como xi es continua y positiva en (¢;_1,t;), tenemos que / xidg > 0y, por lo
t

i—1

tanto, ||22|| # 0; esto es, x,, # 0 € L(a,b). |

Ejemplo 4.2 Si (a,b) = (—1,1) y g(t) = t, entonces el proceso de Gram-Schmidt
puede ser aplicado a (I")g° en L£o(—1,1) y la sucesién obtenida es la sucesion nor-

malizada de polinomios de Legendre.
t

Suponga que (a,b) = (—o0,00) v g(t) = / e dr. Es claro que, ¢ tiene un nimero

infinito de puntos de incremento en (—oo, 00). Considere

/ et|dg(t):/ e'tetzdt:/ =gt

[e.e] oo

Como |t| — t* < —|t| para |t| > 2y / e”'dt existe, / ellldg(t) existe. Asi, la
2 —0o0

Proposicién.4.2 implica que el proceso de Gram-Schmidt se puede aplicar a (I")g°

en el espacio L§(—o00.00) = L. La sucesién ortonormal obtenida es la sucesién de

Polinomios Normalizados de Hermite.

Como

< e o 2 1-3-5---(2n—1
/ e_tdt:ﬁy/ eV dt = 3:5---(2n )\/7_T

o0 [e.o]
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los primeros términos de la sucesién (h,) de polinomios normalizados de Hermite

SOon:
Ty = ]., hO - 71—_1/4
1 oo
m=f‘§?[mhw=L hy =742l
1 [ 2 [
=7"— — I*d ——/ I*d
" Vil TR
=1>-1/2, hy = Y4217 — 1/2).

En los ejemplos anteriores y otros ejemplos importantes, la funcion g es absolutamen-
te continua. En tales casos la funcién ¢’ es llamada funcién de peso y es denotada
por w. Entonces el producto interno en £3(a,b) se convierte en una integral de Le-

besgue: . :
<hm=LfM@:LwMi

Ahora considere el caso general de una sucesién ortogonal (p,)g° de polinomios en el
espacio real £§(a,b) donde p, es de grado n. La siguiente proposicién muestra que

pn €s ortogonal a cualquier polinomio de grado menor que n.

Proposicién 4.3. Si (p,)g° es una sucesién de polinomios ortogonal en £§(a,b) y

Gm €s un polinomio de grado m, entonces
(Dns @m) = 0 para todo n > m.

Prueba. Como {po,...,p,—1} es ortogonal, es linealmente independiente y, por lo
tanto, es una base de Hamel de espacio n—dimensional de polinomios de grado
< n — 1. Entonces, como p, es ortogonal a {py, ..., p,_1}, es ortogonal al subespacio

generado por estos vectores. |

Ahora se puede mostrar el hecho de que (p,)5° es ortogonal en £3(a,b) determina

cada p, hasta una constante multiplicativa.

Proposicion 4.4. Si (p,);° v (gn)g° son sucesiones ortogonales de polinomios en
L9 (a,b), entonces

¢n = o, p, para algun a, € R.
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Prueba. Como (py, . .., pn) es una base de Hamel del espacio de polinomios de grado
<n,

n = Z QP
k=0

Entonces, para k < n,

& = |lpill 7> (gn, pk) = 0

y, por lo tanto, ¢, = a,p,. |

La proposicién 4.4 que si la sucesién ortogonal de polinomios en £3(a,b) es nor-
malizada por ||p,| = 1, entonces la sucesién estd inicamente determinada hasta el
signo. En muchos otro tipo de normalizacion es mas conveniente y se veran algunos

ejemplos después.

Proposicién 4.5. Si (p,);° es una sucesién ortogonal de polinomios en L§(a,b),

entonces p,, tiene n raices reales distintas y todas estdn en (a,b).

Prueba. Para n > 1, como py es una funcién distinta de cero y constante,

b 1 b
/ pndg = — / Pnpodg = 0.
a Po Ja

Asi, existe al menos un punto en (a,b) donde p, cambia de signo. Suponga que
pn, cambia de signo en los puntos zi,...,x, en (a,b). Como p,(zx) = 0 para k =

1,--- ,m sabes que m < n. Suponga m < n y sea
g() = [ [ (= = ).
k=1

Entonces, ¢(z) es un polinomio de grado m y, por lo tanto,

b
/ qpndg = 0.

Sin embargo, esto no es posible pues ¢p,, es de signo constante en (a,b). Por lo tanto,

m =mny p, tiene n raices distintas en (a, b). |



Capitulo 5
Bases Ortogonales

Una familia ortogonal (z,)ses en un espacio con producto interno X. se dice que
es completa si ninguna familia ortogonal en X es una extension propia de (xy),es.
Asi, si E = {x;: s € S}, entonces la familia ortogonal (x;)scs es completa si y sélo
si E+ = {0}. Note que este uso del término “completo”no mantiene relacién con
su uso en el contexto de espacios métricos o espacios lineales normados completos.
Una familia ortogonal completa en X es llamada base ortogonal de X. Si una base
ortogonal es normalizada de tal manera que cada uno des sus términos tenga norma
1, entonces es llamada una base ortonormal de X. En muchos casos es conveniente
ultilizar bases ortonormales.

Una base ortogonal es maximal con respecto a la ortogonalidad mientras que una
base de Hamel es maximal con respecto a la independencia lineal. Como se muestra

en el siguiente ejemplo, una base ortogonal no es necesariamente una base de Hamel.

Ejemplo 5.1. En el espacio de sucesiones complejas [ considere la sucesién de
puntos (e;) donde e, = (67) y &) es la delta de Kronecker. Esta no es una base
de Hamel para I pues la sucesiéon (—) no puede ser escrita como una combinacién
lineal finita de términos de (eg). Sin embargo, (e;) es una base ortonormal para

I>. Es claramente una sucesién ortonormal. Para mostrar que es completa, tome
z = (a¥) € B+ donde E = {e; : k = 1,2,...}. Entonces, para toda k

0= (z,ex) = ok
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esto es, x = 0.

Asi, una base ortonormal B puede no ser una base de Hamel para un espacio con
producto interno X pues existe un vector en X que no se puede expresar como
combinacion lineal finita de términos de B. Esto pasa solo si B es infinita. Si B
es infinita, entonces el siguiente teorema muestra que dado un espacio de Hilbert
X cualquier vector x € X se puede escribir como combinacion lineal infinita”de
términos de B. Siendo més precisos, este teorema muestra que x es la suma de su

serie de Fourier con respecto a B.

Teorema 5.1. Si E = {us: s € S} donde (us)ses es una familia ortonormal en un

espacio de Hilbert X, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (ug)ses es completo

2. Para cada v € X, v = Z(x, Us) Us

seS

3. Para cada z € X, ||z||* = Z |(x,us)|* (Identidad de Parseval)
s€S

4. El espacio lineal generado por E es denso en X.

Prueba. (1) = (2). Tome x € X. En virtud de la proposicién 3.5, x — Z(x,usms
ses
es ortogonal a E. Como (us)scs es completo, B+ = {0} y, asi,

T — Z(x, ug)us = 0;

ses
esto es, ¥ = Z(w,usms.
seS
(2) = (3). Tome z € X. Entonces x = Z(m,us>us y
seES
el = (r.0) = <z<x,us>us,x> ST
seS seS

= > Iz u)

seS
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(3) = (4). Tome z € X yseaT ={s € S: (x,us) # 0}. Sea {s;} una enumeracion

de T'. Entonces, para cada € > 0 existe un entero positivo n tal que

n 2

x— Z<$7U8k>U5k

k=1

n

= [l2]> = ) (o ug )P <e.

k=1

4 = 1. Tome z € E*. Entonces z es ortogonal al generado de E pues para cualquier

Us,,. .., Us, en Eya' - a"enF

<i akusk,x> = iak<usk,x) = 0.
k=1 k=1

Como el generado de E' es denso en X existe una sucesién (y,) en este generado tal
que lim y, = 0.. Entonces

(x,z) = 1lim(y,,x) =0

y asi, x = 0. |

Usando el lema de Zorn no es dificil ver que todo espacio con producto interno

tiene una base ortonormal.

Teorema 5.2. Si A es una familia ortonormal en un espacio con producto interno

X, entonces existe una base ortonormal B la cual es una extension de A.

Prueba. Sea o el conjunto parcialmente ordenado que consiste de todas las familias
ortonormales en X las cuales son una extension de A. El orden parcial es el de la
extension: esto es, A; < A, si Ay es una extension de A;. Para cualquier cadena
{(zs)ses, : t € T} en of la familia (x)scs, donde S = UerSy, es ortonormal y es
una extensién de A. Asi, cualquier cadena en o tiene una cota superior y, por lo
tanto, 7 tiene elemento maximal por el Lema de Zorn. Este elemento maximal es

una base ortonormal de X la cual es una extensién de A. [ |

Si un espacio X con producto interno tiene una base de Hamel B = (ug)ses que

es ortonormal, entonces B es una base ortonormal de X. Pues si # € E+ donde

E ={us: s € S}, entonces existen vectores us,, ..., us, en E y escalares al, ceeLal
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n
en F tal que z = g a*u,, . Entonces,
k=1

n

(x,x) = <Zakusk,x> = Z(usk,x) =0

k=1

y, por tanto, = 0. Esto prueba que E* = 0. En el caso que X tenga una ba-
se numerable de Hamel entonces la aplicacién del proceso de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt produce una base numerable de Hamel que también es una familia

ortonormal, y asi, una base ortonormal numerable para X.

Proposicion 5.1. Un espacio separable con producto interno X tiene una base or-

tonormal numerable.

Prueba. Sea E = {ax} un conjunto desnso numerable en X con a; # 0. Defina
una familia numerable (x,) inductivamente como sigue. Sea x; = a1 y suponga que
T, , Ty, han sido escogidas de F tal que (x4, - ,x,,) es linealmente independien-
te. Si {x1, - ,z,} genera a F, la construccién termina. De otro modo, sea x,11
el primer elemento en E que no estd en el subespacio generado por {zi,...,Zmy}.
Entonces, (1, ,Zm+1) es linealmente independiente. Asi, se obtiene una sucesion
numerable linealmente independiente (x,,) tal que {x,} genera a E. Por el proceso
de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt se obtiene una familia ortonormal numera-
ble (u,) tal que {z,} genera a E. Para probar que (u,) es completa, suponga que

(x,u,) = 0 para toda n. Entonces x es ortogonal al conjuntos denso F'y, asi, z = 0.l



Capitulo 6

La exponencial compleja y

sucesiones trigonométricas.

Puesto que el espacio del Hilbert %[—m, 7| es separable, se sabe que tiene una

base ortogonal numerable.

Teorema 6.1. Si para cada entero n,

E,(t) =™ t€[-m, 7]

o0
— 00

entonces (E,)>. es una base ortogonal para Ls|—m,].

Prueba. Puesto que, para n # m,

(Epn, En) —/ eMteT it dt —/ et de = 0,

- —T

(E,) es ortogonal. Se mostrara que (E,) es completa mostrando que su generado es
denso en Z[—m, w]. Tome f € Z[—n,m] y € > 0. Como las funciones continuas son

densas en % |—m, 7|, entonces existe una funcién continua g tal que

1f —gll <e/3.

47
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Sea t, = m — 1/n* y defina

= gt + gm) - ot 2=

g(t), parat € [—m, t,)
para t € [t,, |

Entonces, g, es continua en [—m, 7| y, como g,(7) = g,(—7), g, se puede extender
a una funcién continua en R con periodo 27. También, si M = max{|g(t)| : t €

[—m, 7]}, entonces

lo=aull = | [ latt) = an(0)Pat| "o { /t:@M)?dt] o

— n

Por lo tanto, tomando n > 6M /e, tenemos que

lg = gnll < /3.

Luego por el teorema de Weierstrass, existe un polinomio trigonométrico 7', T'(t) =

Z aie™ . tal que

k=—m

lgn(t) = T(t)] < . para todo t € [—m, |

3V 21

Entonces,

Wl ™

™ 1/2
lgn — T = [ [ - Tl <

y, por lo tanto,

If =TI < If = gll+llg = gnll + llgn = Tl < &.

Como -
(E., E,) = / eMem Mt dt = 2,

—T
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si

entonces (u,)>, es una base ortonormal para Ly[—7, 7] *. El teorema 5.1 implica
que la serie de Fourier de cualquier funcién f € %[—m, 7| con respecto a esta base

debe converger a f en % [—m, 7; esto es,

[e.e]
1 [ i
f= Z Yoty donde vy, = (f,u,) = —/ f(t)e "™dt.
- V2
n=—oo

Se hace énfasis en que la convergencia de esta serie de Fourier a f es en la norma de
25—, m]. Esta no es una solucién al problema clasico concerniente a la convergencia
puntual de las series. Modificando la base ortonormal anterior para Z[—m, 7| se

puede obtener una base ortonormal para %[a,b] donde [a, b] es cualquier intervalo

finito. De hecho,
Un(t) _ 1 6i27rnt/(b—a)

Vb—a
entonces (u,)>,, es una base ortonormal para Z[—m, 7]. Ahora considere el espacio

real Z[—m, 7.

Teorema 6.2. La sucesion (1,cost,sent,cos2t,sen2t,---) es una base ortogonal

para el espacio real Ly|—m, 7).

Prueba. El hecho de que sta sucesién es ortogonal no es dificil de ver. Para mostrar

que la base ortogonal es completa, tome f € o[—m, 7] tal que, para todan =1,2,---

f(t)dt =0, / f(t)cos(nt)dt = 0, / f(t)sen(nt)dt = 0.
Entonces, paran =0,1,2,---

/ ' ft)e™dt = / ' f(t)cos(nt)dt + i / : f(t)sen(nt)dt = 0

—T —T

y también

/ : F(#)eintdt — 0,

'Ly[—m, 7] es el espacio de las funciones complejo-valuadas en [—m, 7] de cuadrado integrable.



50 Capitulo 6. La exponencial compleja y sucesiones trigonométricas.

Asi, f =0 en &|—m, 7|; esto es, f =0 c.d. en [—7, 7. Esto prueba que la sucesién

es completa. |

Como (e"%)>2__donde q = 27/(b — a) es una base ortogonal para %[a,b] y

b
/ f(z)e " dy = 0 para toda n

entonces f = 0 en %la, b] Ahora se generalizard esto al espacio real .2, dode g es

una funcion acotada no decreciente.

Teorema 6.3. Si f € &) donde g es una funcion acotada no decreciente en R, y
/ f(x)e"™dg(x) = 0 para todo t € R,

entonces f =0 en L5 .

Prueba. Si T es un polinomio trigonométrico de periodo p,

m

T(x)= Z cre®™ /P entonces
k=—m
1) = [ srdg= Y o [ sy —o.

k=—m

Asi, si existe una sucesién (7;,) de polinomios trigonométricos tales que lim 7,, = f en

5, entonces (f, f) = lim(f,T,,) =0y, asi, f = 0en Z. En virtud de resultados del
apéndice A(A.1y A.3), para cualquier ¢ > 0 existe una funcién escalonada h; y una
funcién continua hy tales que ||f — hyi|| < ey ||h1 — h2|| < e. Suponga que hy(z) =0
para toda = € [¢,d] donde [c,d] es un intervalo y sea M = max |hy(2)|* : x € [c, d).
Tome a < ¢y b > d tal que g(a) — g(—o0) < /M y g(oco) — g(b) < /M. Ademas,
como ¢ es continua en ¢ y en d, podemos tomar ¢; € (a,c) y di € (d,b) tal que
g(c)—g(c1) <e/M y g(dy) — g(d) < e/M. Defina h una funcién continua de periodo
p=0b—a tal que:

h(z) = ho(z),x € [e,d]; h(x) = 0,2 € [a,c1] U [dy, b];
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y hes lineal en [c;, c] y en [d, d1]. Note que h*(x) < M paratodo 2 € R. Escribiendo la
integral / (h(z)—hi(z))*dg(x) como suma de integrales sobre (—o0, al, [a, ¢1], [c1, d,

—00

le,d), [d. dy, [dy, ] y [b, 00, se obtiene:
|h—h|P<e+0+ec+e*+e+0+e=4de+e

Entonces h es una funcién continua en R de periodo p y ||h — hy|| < [de + £2]V/2.
El teorema de Aproximaciéon de Weierstrass(A.3) muestra que existe un polinomio

trigonométrico 7' de periodo p tal que |h(x) —T'(z)| < e para todo = € R. Entonces,
00 1/2
|h =T = [/ (h(x) = T(x))*dg(z)| < eB donde B = (g(c0) — g(—00))"*.

Haciendo ¢(c) = ¢ + (4e + £%)'/? + £B), se tiene que:

If =TI < 1 = hall+ 1 = Bl + h = T]| < 6(e) donde lnT,, = f en 2



Capitulo 7
Los Polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre son importantes en muchas aplicaciones en matemati-

cas y fisica por lo cual en esta seccion se discutiran algunas de sus propiedades.

Definicién 7.1. Los polinomios definidos por

1 odr
ol dan

(#* = 1)" paran=1,2,...

Son llamados Polinomios de Legendre.

De la férmula de esta definicién, llamada formula de Rodrigues, se pueden

escribir los primeros términos del polinomio de Legendre:
Lo o L. 3
P (z) =z, Py(z) = 5(3$ —1), Py(x) = 5(5x — 3z).

Expandiendo (z® — 1)" se ve que P, es un polinomio de grado n y que el coeficiente
de 2" en P,(x) es (2n)!/(2"(n!)?). También, P,(x) tiene potencias pares de x si n es

par e impares si n es impar. Asi,
P,(—x) = (=1)"P,.
Se mostrard que (P,) es una base ortogonal del espacio real Z[—1,1].
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Primero note que si f(x) = (2* — 1)"; entonces
f®(z) = gp(a)(@? = 1)"* k<n

donde ¢ es un polinomio de grado k. Esto puede ser probado mediante induccién
como sigue:

Para n =1, se tiene que con k = 0,1

(2* = 1) = fO(x) = go(x)(z* — 1)
2z = fl(z) = (2 — 1)° = 1 (2)

Ahora supéngase que es valido para n = m y se probara para m + 1, entonces:

F® (@) = ge(x) (2% — 1) = g (2) (22 — 1))V
—qu(z) (2> — )" (2 — 1))@

Luego,

M= (22 = )™B (22 - 1)Cp+((22 — )™ E D230, +

((2® = 1)™) 220,

g (@) ((2* = )™ (2® - 1))

Donde Cy,Cy_1 v Ck_o son los coeficientes binomiales de la regla de Leibnitz para
la derivada n-ésima.

Ahora, por la hipotesis de induccion, se tiene que,

Cran(x) ((2* = 1)) Y (2% = D) +Chrgs () (2 = 1)) 4 20+

Chagi—a(z) (22 = 1)™) 2

Agrupando términos

(qr(2)Cr + 22q—1 (2)Ch_1+qr—2(z)(2* — 1)Ch_g(2* — 1)) (2 — 1)(m+1)—k

pero, qp(7)C, + 22q,_1(7)Ch_1 + qp_2(x)(2* — 1)Cr_o(2* — 1) es un polinomio G ()
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de grado k, asi
Ge(x) (@ = 1) <41

Como se afirmaba.

También, si se aplica la integracion por partes, se tiene que

1 1 1 1
fdl’ — / ($2 _ 1)”(11’ — ZL’(:L’Q _ l)n:| _ 2n/ IQ(CL‘Q _ l)n_ldI
-1 — -1 -

1 1

- _2n/_ (xZ(x2 - 1)n71 + (.132 — 1)”71 — (mQ _ 1)n71)dx

1

_ _zn/_ (22— D)(a? — 1" + (2% — 1) V)da

1

1 1
= —2n/ (% — 1)"dw — 2n/ (% — 1)" dz.

1 -1

Entonces se obtiene una féormula de reduccion

/1 (22— 1)dy = ——2" /1 (22 — 1) da.

1 2n+1 J_4

Usando repetidamente esta formula se obtiene

27n!

/_1 fda::/_l(xZ— 1)'dx = (_1>n2(2n—|—1)(2n—1)-~3'

Proposicién 7.1. (P,) es una sucesién ortogonal en %[—1,1] y

2
n+1

12" =

Prueba. Si se hace f(z) = (2 —1)" y se integra por partes repetidamente, entonces

para m < n se obtiene

1 1
2"n!I{(I™, P,) :/ 2™ fO(x)de = —m [ 2OV (2)dx

1 -1

== (=1)™m! 1 FOm) () d.
-1
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Asi, si m < n, entonces
2"nl(I™, P,) = <_1)mm!f(n_m_1)($)]l—1

Esto es, (I, P,) = 0y, entonces, (P,,, P,) = 0. Si m = n, entonces

IPIF = (P Py) = g1, Po) = (-1 [ i
2

 (2n)! 2"n! B
S 2ren2T@2n+1)2n—1)---3  2n+ 17

Como (FP,) es una sucesién ortogonal en %5[—1, 1] se sigue de la Proposicion 4.4
que P, tiene n ceros distintos en (—1,1). También se sabe que {Py, P, , Py} es

una base de Hamel para el espacio (m -+ 1)—dimensional de polinomios de grado < m

Teorema 7.1. La sucesion (P,) de polinomios de Legendre es una base ortogonal
para L5|—1,1]

Prueba. Para probar que la sucesién ortogonal (F,) es completa se mostrard que
su subespacio generado es denso en %[—1,1]. Tome f € %[—1,1] y € > 0. Por el

resultado(ver apéndice A.5), existe una funcién continua g tal que

If —gll <e/2.

Por el Teorema de aproximacién de Weierstrass existe un polinomio () tal que

lg(x) — Q(x)| < /4 para todo z € [—1,1] = 0;

Entonces,
1 1/2 c
lo-@ll=| [ 1o - Quaias] <5
-1
y, por lo tanto,
If=Ql<If-gl+lg-@Ql<e
Si el polinomio () es de grado m, entonces es una combinacion lineal de Fy, - -- , Py,

y también lo es el generado de (F,). [}
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Ahora se obtendra una relacién de recurrencia de tres términos que permitird

calcular P, en términos de P, vy P,_;.
Teorema 7.2. (n+ 1)P,1(x) = (2n+ 1)zP,(z) — nP,—1(z) para n > 1.

Prueba. Tome n < 1. Como I P, es un polinomio de grado n+ 1y {Fy, -+, Poy1}
es una base de Hamel para el espacio lineal de polinomios de grado < n+ 1, tenemos

que
n+1

2k+1 !
IP, = ZakPk, donde ay, = k;— / x Py () Py(x)d.

k=0 -1

Sik < n—1, entonces I Py es de grado menor que n'y P, es ortogonal a I P, (Proposicién

4.3); esto es, oy, = 0 para k < n — 1. También, como IP? es una funcién impar,

2n+1 (!
a, = n2+ / rP(z)dr = 0.
-1

Asi,
2P, (x) = ap_1Pp_1(x) + g1 Poia ().

Igualando los coeficientes de "™, se tiene que

L (2n)! 1 (2n + 2)!
2nn! n! o 2ntl(n 1) (n41)!

Ont1

B n-+1
o+ 1

Qi1

Entonces

! 2 2(n +1)
/}x (@) Punil@)de = oo ann = Go—rgys Ty paran

y reemplazando n por n — 1, se obtiene

Qp_1 =

on—1 ! on — 1 2
1 / 2P, (x)P,_1(x)dx = n . n
2 )., 2 (2n+1)(@2n—1)
n
n+1
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Con estos valores para los coeficientes a,, 1 v ay,41 se tiene que
(2n+ 1)zP,(z) =nP,_1(x) + (n+ 1) Pyy1(z).

Como conocemos P; y P, se puede usar la relaciéon de recurrencia para obtener
P3 .

) 2 o 1 2
1

Entonces se puede obtener P, y asi sucesivamente. Ahora se introducird una funcién
generadora de para los polinomios de Legendre. La funcién generadora facilita la

obtencion de algunas propiedades de los polinomios de Legendre.

Proposicién 7.2. (1 — 2t + %)~ Y/2 :z P, (z)t" para |2zt — | < 1.
n=0

Prueba. Sea F(zx,t) = (1 — 2zt + t*)~/2 Entonces por la expansién binomial de

series
1-3---(2k—1
(1—u)V2=1+ Z Qk(k;' )uk, lu| <1
k=1 ’
se obtiene

1-3---(2k—1)
Fzt) =1+ i (22t — t2)*
k=1

= Z gn(x)tn

donde g, es un polinomio y la serie es absolutamente convergente y uniformemente

convergente para |2zt — t*| < 1. Como

OF (z,t)

T (x—t)(1 =22t + 13732 = (x — t)(1 — 20t + t*) " F(x, 1),
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se tiene que

(1 —2xt + tz)w + (t —x)F(z,t) = 0.
Esto es - -
(1 — 2zt 4 t?) Z ngn ()"t + (t — ) Zgn(:p)t” =0
n=1 n=0
0

1(a) = aa0(e) + 3 0+ Dusa(a) = (204 103 0) + na(0) 4 1s(2) ) =0

n=1

Asi,
91(z) = xgo(x),
(n+ D) gns1(x) = (2n + Dagn(z) — ngn-(z), n =1,
Ahora, go(x) = F(2,0) =1 = Py(x) y asi g1(x) = v = Py(z). Puesto que la férmula
de recursién para g, es la misma que para P,(Teorema 7.2) y los dos primeros

términos son iguales, se tiene que g, = P, para toda n > 0. ]

Corolario 7.1. (2n+1)P,(z) = P, (z) — P,_,(x), n > 1.

Prueba. Sea F(z,t) = (1 — 2zt + t2)_1/2:z P,(z)t", |t| < 1, la funcién genera-
n=0

dora para los polinomio de Legendre obtenida en la proposicion 7.2. Derivando con

respecto de t, se tiene

OF (x,t) Z Pla

or (1 —2xt—|—t2 3/2

De lo anterior se obtiene que

(1—2at+1*)) Pi(x)t" =t P(a)t" =
n=0 n=0
de donde

P (x) + Py (2) = 228, (z) + P (x) (1)
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multiplicando ambos lados de esta ecuacién por (2n + 1)
(2n + D[P (2) + P (2)] = 20+ 1) 225, () + Po(2)] (1.1)
Por el Teorema 7.2 se tiene que
2n+ 1)zP,(z) = (n+ 1)Py1(x) + nP_1(x)
si se deriva esta tultima ecuacién, se multiplica por dos y luego se le sustrae (1.1):

2((2n + 1)[Pu(x) + 2P, (2)] = 2[(n + 1) P4, () +nP;,_ (v)]

(2n +1)[22P,(x) + Pa(z)] = Cn+ D[P (2) + P (x)] (11)

(2n +1)Pu(x) = Py () — Py (o).

Ahora se probara que P, es una solucién para ciertas ecuaciones diferenciales de

segundo orden, conocidas como ecuaciones de Legendre.

i

Proposicién 7.3. (1 — 2P, (z) — 2zP.(x) + n(n+ 1)P,(z) = 0.

n

Prueba. Sea f(z) = (2* — 1)". Entonces
(1 —2°)f'(z) + 2nxf(z) =0

Derivando n + 1 veces y usando la regla de Leibnitz para la (n + 1)-ésima derivada
de un producto:

D gfl=3

as (n +1
k=0

) Dngn+1fkf’
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se tiene que
(n z)r 1) (1— 22) ) (z) + <Tl—1|— 1) (—2x) f ) () + (n; 1) (—=2)f"(x)

N (G T G P

Dividiendo por 2"n! y agrupando términos semejantes, se obtiene

(1 —2*)P!(x) — 2zP.(z) + n(n + 1)P,(z) = 0.



Capitulo 8
Los Polinomios de Hermite

Definicién 8.1. Los polinomios definidos por

1
H,(z) = (—1)”65”2£e’362 aran >0
n = e p
Son llamados Polinomios de Hermite.

Los primeros términos de los polinomios de Hermite son faciles de encontrar:
Ho(z) =1, Hy(v) = 2z, Ho(w) = 42® — 2, Hz(x) = 82° — 12z.

Es claro de la definiciéon que H,, es un polinomio de grado n con coeficientes princi-

pales 2. También,
H,(—z) = (-1)"H,(x).

Asi, H,(x) contiene solo potencias pares de x si n es par y solo potencias impares de

x sin es impar. Sea

Se mostrard que (H,,) es una base ortogonal para el espacio real 25 (—o00, 00).
Proposicién 8.1. (H,) es una sucesién ortogonal en .2 y

[ H,|* = 2"nly/T.
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Prueba. Se integra por partes repetidamente, entonces para m < n se obtiene

(Hom, Hy) = (—1)n/ooH ( )%e_x o
< d avt 2
— (—1)" —H v -z
(—=1) /_oo o m(a:)dxnile dx
Si m < n, entonces e [2™pm(x)] = 0, con lo cual, (H,, H,) = 0 mientras que si
xn

m = n, entonces

oo dn o0
HHnHQZ/ e ——Hp(x )d:v=2"n!/ N

o dam o

Teorema 8.1. (H,,) es una base ortogonal para £y .

Prueba. Tome f € &) tal que (f, H) = 0 para toda n. Entonces (f, ") = 0 para

toda n. Sea

= /OO f(x)e " dg(z) para t € R.

Para cada t € R,

oo .

—za:t k, .k
E k' t:,B
k=0

donde la convergencia de esta serie es absoluta para toda x € R. Asi,

2(—¢)k ko k
/ Tt zdx.
k=0

Como

0o 00 k .

INC zQZ(% ki)f””‘/ F (@)l el da
e k=0 ) —00

* 121 oo 1/2
o] o
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Y 2= og integrable, por una forma del Teorema de Levi (A.2) se tiene que

Por el Teorema 6.3, f =0 en .25 . |

Los polinomios de Hermite satisfacen la relacién de recurrencia de tres términos.

Proposicién 8.2. H,,,i(x) = 2zH,(x) — 2nH, _1(x) paran > 1

Prueba. Tome n > 1. Como 2/ H,, es un polinomio de gradon+1y {Hy, -+ , Hpy1}

es una base de Hamel para el espacio lineal de polinomios de grado < n + 1, se tiene

que
n+1 9 00

21H, = Zaka donde of = W/ rH,(z)Hy(z)dg(z).
k=0 A

Si k <n—1, entonces I Hy es de grado menor que n y H, es ortogonal a I Hy; esto

es, o = 0 para k < n — 1. También, como TH? es una funcién impar

2 > 2
Q' = ——— xH,(z)e " dx = 0.
\/mn!l2n /oo

Asi,
20H,(z) = " ' H,_1(x) + " H, ()

+1

e, igualando los coeficientes de "7, se tiene que

n+l _ on+1l _n+l1
2 =2"T "

Por lo tanto,
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se reemplaza n por n — 1 en la dltima férmula, se obtiene

S = DPER /OO P )9

2
— 1on—1 _
= DT Vrnl2h = 2n.

Asi
20H,(x) = 2nH,_1(z) + H,11(2).

Ahora se introducira una funcién generadora para los polinomios de Hermite.

20t —12 = H,(x)

Proposicién 8.3. e = t" para |2xt — t*| < ¢ para cualquier mimero

n!
n=0

c> 0.

Prueba. Sea

Plag) = - = 3 900
—~ n!

donde g, es un polinomio y la serie es absolutamente y uniformemente convergente

si |22t — t?| < ¢ para cualquier nimero ¢ > 0. Como

OF (x,t
% = 2z — 20)e>" " = 20 F(x,t) — 2tF(, 1),
se obtiene . . -
gn(T) —1 229y, () 20 () +1
RN JEL TR SET
_ | | |
— (n—1)! —~ —~ nl
0
— Ini1 () b o 229n(7) ) = 200 (),
Z—n! t —Z—n! t +Z—n! " = 0.
n=0 n=0 n=1
Asi,
g1(x) — 2xgo(z) =0
y

Gn+1() — 229, () + 2ng,—1(x) = 0 para n > 1.
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Como
go(x) = F(x,0) =1 = Hy(x)

g1(x) = 2xgo(x) = 20 = Hy(x)

y los ¢/;s la misma relacién de recurrencia que los polinomios de Hermite, g, = H,

para toda n. [ |

El polinomio de Hermite H, es una solucién para la ecuacion diferencial lineal

de segundo orden, conocida como la ecuacién de Hermite.
Proposicién 8.4. H/(z) — 2xH! (x) + 2nH,(x) = 0.

Prueba. Si se diferencia H,, y se usa la relacion de recurreancia 9.2, se obtiene

" 2 22 dn+1

H! () = (—1)n2xew2%e—w + (1)

—z2

dxnt1 €
=2zH,(x) — Hyy1(x) = 2nH, _1(z).

Asi,

dn—l dr
’ e e 4 (1) 2ne” —

H// — _1 n—14 x
() = (-1) nwe e

n

= dnxH, 1(z) — 2nH,(z) = 2z H] () — 2nH,(x).



Capitulo 9

Convergencia puntual de las series

de Fourier.

6Zk$, es

Recuerde que la sucesiéon trigonométrica (uy)>, , donde ug(z) = (1/v2m)

una base ortonormal para % [—7, 7] y, asi, para cada f € Z[—m, 7]

00 1 T .
= ug donde v, = —— e *dt,
F=Y" v Vi \/ﬁ/w f(¢)

k=—o00

Esto significa que la serie de Fourier E ~Yiug converge a f en la norma de %; esto

es,

™

f(.]?) . Z Ckeikzx

k=—n

lim
n—oo
—T

2
1 [" ,
dx =0 donde ¢, = —/ f(t)e *dt.
2 J_.

No se puede concluir a partir de esta relacién que, para dado = € [—m, 7], la se-

o
rie g cre™™ de niimeros complejos converge al ntimero f(z). En esta seccién se
k=—o00

consideraran condiciones bajo las cuales la series de ntimeros E ce™™ converge al

nimero f(z). Primero note que si f € Z[—m, 7|, entonces / f(t)e ™ dt existe vy,
—T

kt

asi, para cada x € R, la serie de Fourier 5 cke™ esta bien definida (pero no ne-

cesariamente es convergente). Puesto que cada término de la serie de Fourier tiene

66
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periodo 27, entonces
1o —ikt
Cp = — f(t)e "™ dt para cada y € R;
27 Jy—r

esto es, ¢ puede ser obtenida mediante la integracién sobre cualquier intervalo de

longitud 27. Sea

k=—n
Entonces,
I "\
_ = ik(z—t)
sp(x) = 5] f(t) k_g e dt.

La suma parcial s, puede ser expresada en términos del Kernel de Dirichlet D,
definido por
D, (z) = Z etk
k=—n
De hecho,

o (x) = %/W F(O) Doz — 1)t

De la definicién, es claro que D,, es una funcion par de periodo 27 y que / D, =m.
0

También, ya que

(eix/Q . 6—im/2)Dn(x) _ 6z‘(7r—i—1/2)a: . 6—i(7r+1/2)x

)

se obtiene la expresion

sen(n + 1)
1

sen§x

D,(x) = , x # 2km.



68 Capitulo 9. Convergencia puntual de las series de Fourier.

Se hace un cambio de variable u =t — x y se usa que f y D, ambas tienen periodo

21y D, es una funcién par, entonces se tiene que

o (z) = —— /H F(@ + 1) Dy (—u)du — % /_w F(@ + ) Dy () du

27T —TT—X

:%/Oﬂf(xjtu) du+—/ flz+u)Dy(u)du

/fx+t dt+—/fx—t —t)dt

=5 i (f(a:+t)+f(a:—t))D (t)dt.

Asi, (s,(x)) converge al niimero s(z) si y sélo si

n—00 n—oo 27T

1 ™
0= lim (s,(x) — s(z)) = lim —/ (flx+1t)+ f(x —t) — 2s(x)) D, (t)dt.
0
Con lo cual se ha probado el siguiente resultado.

Proposicién 9.1. Si f es integrable en (—m, 7| y tiene periodo 2, entonces la suce-

sién (s,(x)) converge al nimero s(z) si y sélo si

™ s ,t
i [ gD (0dt = 1im [ L 1>
n—oo J n—oo Jq Senit

sen(n +1/.)tdt =0

donde g(z,t) = f(z +1t) + f(z — t) — 2s(x).

El resultado bésico en la convergencia puntual de series de Fourier es el teorema

de Riemann-Lebesgue el cual se probara ahora.

Teorema 9.1 (Riemann-Lebesgue). Si f es una funcion integrable, entonces

o0

lfim f(H)edt = 0.
r—oo [ o

Prueba. Primero, suponga que f es la funcion caracteristica de un intervalo abierto
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(a,b). Entonces,

1
i

irb ira) <

2
e —
r

b .
/ ezrtdt‘ —

lim [ f(t)e™dt = 0.

700

/abf(t)emdt‘ =

Yy, asi,

Puesto que el teorema es valido para la funcién caracteristica en un intervalo
abierto, también serd valido para cualquier funcion escalonada. Ahora sea f una

funcion integrable. Entonces, para cada € > 0 entonces existe una funcién escalonada

/If —gl< g
’ / f(t)emdt’ < ’ / (F(1) — g(t))e"tdt’ + ‘ / g(t)emdt'

< /If—gldt+ ‘/g(t)e””tdt'-

Por la primera parte de la prueba existe un rq tal que para r > rq, | / g(t)e™dt| <

‘ / f(t)edt

g tal que

Asi,

£/2y, asi,

< e parar > Tg.

Del Teorema de Riemann-Lebesgue, se sigue que si f es integrable, entonces

lim [ f(t)cos(rt)dt =0y lim [ f(t)sen(rt)dt =0.

r—00 r—00

Se sigue que los coeficientes de la serie de Fourier tienden a cero:

I . 1 .
lim ¢ = lim — / ft)e ™ dt = lim — / FOX(—nm (t)e ™ dt = 0.

k—o0 k—oo 27 k—oo 27
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Con la ayuda del teorema de Riemann-Lebesgue, se obtiene la siguiente versién del

la Proposiciéon 9.1.

Proposicién 9.2. Si f es integrable en (—m, 7| y tiene periodo 27, entonces (S, (x))

converge a s(x) si y solo si para algin nimero § € (0, )

5
t
lim g(x,l ) sen(n + 3)tdt = 0.

n—oo g sen;l

1
Prueba. Sid € (0, 7), entonces (sen§t)_1 es continua en |4, 7). asi, g(z,t)(senit) ™!

es integrable en ([0, 7]) y el teorema de Riemann-Lebesgue implica que

T t
lim &’l)sen(n + $)tdt = 0.

n—oo J5  senjzl

Asi, por la Proposicién 9.1 se sigue que (s, (z)) converge a s(x) si y solo si para algin

9 € (0,m)
5
t
lim g(:c,l ) sen(n + 3)tdt = 0.

n—oo o senjt

Otro importante resultado es el siguiente:

Proposicién 9.3. Si f es integrable en (—m, 7|y tiene periodo 27, entonces (sp(x))

converge a s(x) converge a s(x) si y solo si para algin 6 € (0,7),

* g(,t)

lim
n—oo O

sen(n + 3)tdt = 0.

Prueba. Usando la regla de L’Hospital o la formula de Taylor, se tiene que

1 2
lim ( = —) = 0.
t—0 Senit t

Asi, se hace h(0) =0y

2
h(t) = ——— — - te (0
(0= g~ g PRl E O
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entonces h es continua en [0,7]. Esto implica que todas siguientes integrales de

Lebesgue existen para cada ¢ € (0,7) :

5
t
2/ g(i’ >sen(n+%)tdt
0

> g(x,1) 5
= / —sen(n + 3)tdt — [ h(t)g(x,t)sen(n + 3)tdt.
o senzt

También, como hg es integrable en [0, 7| para cada = € R fijo, entonces el Teorema

de Riemann-Lebesgue implica

5
lm [ h(t)g(x,t)sen(n + 3)tdt = 0.

n—oo 0

Asi, por la Proposicién 9.2 se tiene que (s,(x)) converge a s(x) si y solo si para algin

d € (0,m)
0
n—oo 0

sen(n + $)tdt = 0.
|

De la Proposicién 9.3 se pueden obtener facilmente condiciones suficientes, debido

a Dini, para la convergencia puntual de series de Fourier.

Proposicién 9.4 (Dini). Si f es integrable en (—m, 7| y tiene periodo 27, entonces
la serie de Fourier de f converge en el punto x a s(x) si, para algin 6 € (0,7),

g(z, 1)t es integrable en [0, 6]

Prueba. Por el Teorema de Riemann-Lebesgue

5
t
lfm 9, )sen(n + $)tdt =0
n—0o0 0
y, asi, la Proposicién 9.3 implica que (s,(z)) converge a s(z). |

Ahora se verd un tipo de funciones las cuales satisfaran las condiciones de Dini.

Se dice que una funcién f es casi diferenciable en un punto = si f(x+), f(z—), vy

i L@ = f@) @ —t) — f(a-)

t—0+ t t—0+ —1
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ambos existen; esto es, en x la grafica de f no tiene tangentes verticales derechas e

izquierdas.

Proposicién 9.5. Si f es integrable en (—m, 7| con periodo 27 y es casi diferenciable

1
en x, entonces la serie de Fourier de f converge en x a s(x) donde s(z) = §(f(:v+)+

flz=)).

Prueba. Sea g(z,t) = f(x +t) + f(x —t) — 2s(z). Como f es casi diferenciable en
x, existe un § € (0,7) y un nimero M tal que para cada t € (0,0)

’g@;, t>‘ . V(x DRI ’ . ‘f(x S

Puesto que en (0, §) la funcién medible g(z,t)t"! es acotada por la funcién integrable
M, es integrable. Entonces g(z,t)t™! es integrable en [0, 8] y por la Proposicién 9.4
implica que

lim s, (x) = %(f(ﬂli-i-) + f(z—)).
|

En particular, si la funcién f de periodo 27 es derivable en x, entonces la serie
de Fourier de f converge en = a f(z).
Otro resultado 1til en la convergencia puntual de las series de Fourier se debe a
Dirichlet.

Teorema 9.2 (Dirichlet). Si f es una funcion integrable de periodo 2w la cual es

de variacion acotada en [a,b], entonces la serie de Fourier de f converge en x a
1
s(x) = 5 (f(a+) = flz—))
para cada v € (a,b).

Prueba. Tome z € (a,b) y considere un nimero positivo 6 <min{zx — a,b — z,7}.

Entonces

gl t) = flz+ 1)+ f(z = 1) = fa+) = flz—)
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es de variacién acotada en [0,0] como funcién de t. Por lo tanto, para z fijo, g es

diferencia de dos funciones monétonas crecientes fi y fo en [0, d]:

gla,t) = fi(t) = fa(t), t€[0,0].

Como
g(e,04) = Jm fa+1) — lim f(o+1)— f(o+) — f(a-)
fla+) + flz=) = f(z+) = f(2—) =0
Asi,

0= g(x,04) = f1(04) — fo(0+)

se hace h;(t) = fi(t) — f;(0+) para i = 1,2, entonces h;(0+) = 0, h; es no decreciente
en [0,0] y no negativa en (0,0], y

gz, t) = hy(t) — ho(t), te0,d).

De la Proposicién 9.3 se sabe que (s, (x)) converge a s(x) si para algun ¢ € (0, )

5
t
lim 9z, )sen(n + $)tdt = 0.
Asi, lim s, (z) = s(x) si
5
hi(t :

lim ( )sen(n + $)tdt =0 parai=1,2.
n—oo Jq t

Tome € > 0. Como h;(0+) = 0 existe un n € (0,0) tal que
hi(t) < e parat € (0,n).

Se usa el Segundo Teorema del Valor Medio para Integrales (A.7) y por la Afirmacién
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8, entonces se obtiene: para algin ¢ € [0, 7],

" sen(n + )t
o [0

1
(nt+3)m senu

<e€ . —du
(n+2)c

T h;(t
/ #sen(n + $)tdt —’ =
0

< 4e para toda n.

Por el Teorema de Riemann-Lebesgue, para toda n suficientemente grande

5

hi(t

/ i >sen(n + %)tdt‘ <e.
n

Asi, para toda n suficientemente grande,

6 .
/ hzt(t)sen(n + %)tdt‘ < Be.
0




Capitulo 10

Convergencia puntual para las

series de Fourier-Legendre.

Sea s, (x) la suma parcial de la serie para una funcién f(z) cualquiera de términos

de grado n-ésimo:
sp(z) = agPo(z) + a1 Pi(x) + - - - + a, Po(x) (10.1)

Recordando que los coeficientes de la serie de Legendre estan dados por:

2k +1
2

/_11 f(z)Py(x)dx (10.2)

ap =

si ahora en 10.2 se escribe con ¢ en lugar de z como variable de integracion, las

formulas para los coeficientes pueden ser sustituidas de manera explicita en 10.1:

sule) = 20 [ o )+ 205 [ sopode P+

2(n)+1
2

o /1 F(OP(t)dt - Py (x)

75
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reagrupando términos

sn(@) = /1 £(0) {2@)2* Loy Pyt + 2D L p )y )+
2(n)+1
+ = P,(t)P,(x)dt
asi se obtiene .
sn(x) = _lf(t)Kn(:z:,t)dt (10.3)
Kol 1) = Kolt,r) = 30 2 IR0 P)

k=0
De la formula de recurrencia del Teorema 7.2 , reemplazando n por k, transposicion

de términos, y multiplicando por P(t),

(10.4)

Esto es vélido, en particular, para k = 0, si P_i(x) es arbitrariamente definido de
tal manera que 0 - P_; = 0; por definicién sea P_;(x) = 0. Mediante la sustraccién
de las correspondientes identidades con ¢ y = intercambiadas en la férmula 10.4, se

tiene que:

(2k 4+ 1)(t — ) Py(t) Py(z)
= (k+ D[Py () P (2) = Bi(t) Py ()]
— k?[Pk(t)Pk_l(fL‘) — Pk_l(t)Pk(iL')]
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Sumando para los valores de kK =1, ..., n resulta

(t—x) > (2k + 1)Py(t) Py(x)

k=0
= (n+ 1)[Po1(t) Pu() — Pu(t) Py ()],

Kol ) = 1 P"“(t)P”(xz = f"(t)P”“(x) (10.5)

La ecuacién 10.5 es conocida como la identidad de Christoffel. Sustituyendo en la

ecuacion 10.3:

su(z) = 2 /1 fipy D O@) = B Puna (@) (10.6)

2 t—x

Si f(x) es en particular un polinomio ,(z) de grado n o menor, s,(x) es idéntico
a mp(x) y 10.6 es valida con s,(x) reemplazado por m,(x) y f(t) reemplazado por

mn(t). En particular es véalida para f(x) =1, s,(z) = 1 para toda n y

n+1 /1 PnJrl(t)Pn(x) B Pn<t)Pn+1(x)

dt = 1. 10.7
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10.1. Convergencia en un punto de continuidad

interior al intervalo.

Sea f(x) € £[—1,1], y sea s,(x) definida como en 10.1 la suma parcial de su

desarrollo en series de Legendre. Entonces

n

/_1 J(@)sn(w)dr = Z 2/{2—1- 1&% = / [sn(2)]2dz,

k=0 -1
1

0< [ (@) =si@lfde = [ [f@Pde =Y S at

k=0

el miembro derecho de la ultima ecuacién es no negativo, la suma de a la derecha es

acotada conforme n crece, la correspondiente serie infinita es convergente, y

9 1/2
I —0
Pyl (Qk n 1) =5

k 1/2  ,1
lim <2 ;1) /_1f(a:)Pk(x)dx = 0.

k—o0

Y en diferente notacién, si ¢(t) y [¢(t)]? son integrables sobre (—1,1),

oan+1\"? /!
lim ( nt ) /_lgb(t)Pn(t)dt—O.

n—o0

Una relacién equivalente puede ser escrita de manera més simple con [(2n+1)/2]"/? =

1 1
(n+ 5)1/2 reemplazada por n'/2, como lim (n + 5)/n =1.
n—oo
Lema 10.1. Para un valor fijo x en el interior del intervalo [—1,1], se tiene que

- n+1
2
n+1
2

sn(2) = f(2)

Pn(:v)/_lgb(t)PnH(t)dt

Pnﬂ(x)/_ld)(t)Pn(t)dt.
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10.1. Convergencia en un punto de continuidad interior al intervalo

Prueba. Tome z en (—1, 1), multiplicando 10.7 por f(x) resulta

n+1 Poi1(t)Py(x) — Pu(t) Pyyi(x)
f(x) /(f + — dt.

Si esto se sustrae de la ecuacién 10.6, y definiendo ¢(t) como sigue

b(t) = f(ti : i(x)
entonces

wte)— )= L [P <xt> ~R)Pea(s)

n+1 Py () Po(z) — Po(t) Py ()
/‘f + — P

de donde
oo = ) = 52 [ HOZIE (5 op) - i) P )
#(t)
entonces se tiene que
sule) — flx) =" 1P / o) Paiat
- (10.8)
P () ¢( )Pu(t)

El siguiente Teorema da las condiciones necesarias para la convergencia de la

serie de Legendre en el punto ¢t = x al valor fijo f(x)

Teorema 10.1. Sea [ continua en el intervalo [—1,1] excepto para una cantidad

finita de saltos finitos. Si la derivada de f(t) existe en el punto t = x o, de manera

mds general, deriwada 1zquierda y derivada derecha en el punto t = x, st son iquales
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o distintas, entonces
lim s,(x) = f(x).

n—oo
Prueba. El cociente ¢(t) puede ser escrito de la siguiente forma

fla+t) - flz)

olt) = S

considerando a z fijo en [—1, 1].

La condicién que [f(x +t) — f(z)]/t se aproxime a un limite para ¢ = 0 es la misma
condicién que f(t) tenga derivada en el punto ¢ = x. Si la derivada existe, i. e., si
el cociente anterior se aproxima al mismo limite cuando ¢ tiende a 0 desde cualquier
lado ¢(t) es continua en t = 0, siendo definida ahi por su valor limite. Si los limites
por derecha o por izquierda son distintos, como en un punto donde la grafica de f(t)
tiene una esquina, ¢(t) tiene un salto finito en ¢ = 0. En cualquier caso, si f(t) es
continua excepto para un numero finito de saltos finitos, lo mismo sera cierto para
o(t) en en el intervalo [—1, 1]. Luego, de acuerdo a la acotacién para | P, (z)|, éste no
excede una constante multiplo de 1 /n%(ver Apéndice ('), por lo que el producto de

la integral de la derecha en Lema 10.1 se aproxima a cero, cuando n — oo, asi

i [5,(0) ~ f(0)] = Jim (5 Pu(e) ¢U7wﬂﬂt

n—o0 n—oo

) (10.9)
_ ”; L Poi(2) § gb(t)Pn(t)dt.) =0.

= lim (2 W2p, (z) lim ( 1/2/ O(t) Py (t

n—oo 'I’L*)OO

— lim (22 W2p, o (x) hm ntl) 1/2/ o(t)

n—oo

por lo tanto
lim s,(x) = f(x).

n—oo
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10.2. Convergencia en un punto de discontinuidad

en el interior del intervalo.

Teorema 10.2. Suponga que f(t) es una funcion continua en [—1,1] excepto para
una cantidad finita de saltos finitos, y para la cual ent = xq se aproxima a los limites

laterales

lm f(t) = f(zo+), y lm f(t) = f(zo—).

1i
t—xo+ t—xo—
Suponga que existe la derivada por derecha y por izquierda de xy, entonces su serie

de Legendre converge en t = xy al valor

lim s, (z0) = %[f (zo+) + f(zo—)].

n—oo

Prueba. Sea c € (—1, 1) y considere la funcién discontinua f(z) definida como sigue:

1 si—-1<zr<c
flz) =

0 sic<z<l1

Figura 10.1: Grafica de f(x)
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el valor asignado para x = ¢ no es importante. En el capitulo anterior se vio
que la serie de Legendre para f(x) converge a f(x) en cualquier punto interior del
intervalo distinto de z = ¢. El tema en cuestion es la convergencia en el punto de

discontinuidad.

El coeficiente general de la serie es

-1

Por 7.1 .
(2k + 1)/ Py(z)dr = Pyiy(z) — Peo1(x)

-1
para k > 1, excepto para una constante de integracion, y como Py11(—1) = Py_1(—1) =

(=0 1 1
ak = 5[Prr1(2) = Peer ()21 = 5 [Phta(c) = Pra ()]

Para k£ = 0, mediante integraciéon explicita se tiene que

1 [° 1 1 1
a = /1 Py(z)dz = §(c—|— 1) = 5 + §P1(C)'

La suma parcial de la serie para = = ¢ es

1 1

sn€) = 5 + 5 hile) + 5 > [Pesa(c) = Peoa (o)) Pe(c)

1 1
= 5 + §Pn+1(C)Pn<C).

Ahora, en virtud de un resultado de acotacién para | P, (z)|(C.4), | P,(z)| esta acotado

por una constante multiplo de entonces lim P,(c) = lim P,.1(c) = 0, y
n—oo

nl/2’ n—00
consecuentemente

‘ 1
5,5l =2

la serie de Legendre para esta funcion en particular, como la serie de Fourier que

tiene una discontinuidad similar, converge al promedio de los limites limites laterales

fla+)y fla—).
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El resultado obtenido proporciona los medios para su propia generalizacion. Apli-

cando 10.6 al caso en cuestion

n+1 /C Prii(t)Pu(c) — Pu(t) Puya(c)

dt 10.1
>/, — , (10.10)

sp(c) =

: 1 . P .
y esto se aproxima a 3 cuando n tiende a infinito. Es decir, con una x en lugar de ¢

como notacién para un nimero arbitrario en el interior del intervalo (—1,1),

1 [P P — P, ()P, 1
n—oo 2 1 t—x 2
Ademas, mediante la diferencia de 10.11 menos 10.7
1 (" Poa(t)Po(z) — Pu(t)P, 1
lim 2 / w1 (D Fn(@) = B Pri(@) gy 1 (10.12)

Ahora, tome zy € [—1,1] un punto de discontinuidad de f tal que se aproxima a
los distintos limites f(xo+), f(zo—) cuando ¢ se aproxima a xo por la derecha y por

la izquierda. Considere las siguientes funciones ¢;(t) y ¢2(t) definidas de la siguiente

manera;
br(t) = —f(t)t__fx(f0+) sit e (xo,1)
0 site (—1,x)

Yy
R =
0 site (x,1)

Los limites de ¢1(t) y ¢2(t) existen cuando t se aproxima a xy por definicién de
derivada. Luego ¢1(t) v ¢o(t) son continuas en el intervalo (—1, 1) excepto para una
cantidad finita de saltos finitos. Considere s, (zy) como en 10.10 expresada como la

suma de dos partes s\ (o) v s2(7o) integrando de z a 1 para la primera y de -1 a =
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para la segunda, esto es:

51 (o) = n+1 / (1) Py (t) Palzo t)_ ;:n(t)PnH(xO)dt,
Si(l“o) n+1 / f n+1 (.I(;)_ w];n(t)Pm_l (xo) it

Si se multiplica (10.12) por f(zo+) y (10.11) por f(xo—), se tiene que:

lim
n—oo

n+1/ Fzo+) B () Pa (o )_Pn(t)P"“(xo)dt:%f(onr)

t—(L’g

lim
n—oo

L (]

t—l‘o

Adaptando el razonamiento de la seccién anterior al caso en cuestion, se observa que

sn(0) — f(0) = [s5,(z0) + 55 (x0)] — f(0)

:<”+1/ (1) Prs1(t) Pa(@0) = Pa(t) Pasr(20)

t—l‘o

n+1/ (1) Pry1(t) Pr(xo) — P”(t)P"Jrl(xo)dt) = f(2o)

t— To
En virtud de 10.7, f(zo) se puede escribir como

n + 1 n+1(t)Pn([L‘0) — Pn(t)Pn_H(J?o)

5 f( 0) P— dt

f(xo) =
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Dividiendo el intervalo de integracion de —1 a zy y de x( a 1, se obtiene

_ntl (/wo f(xof)Pn%»l(t)Pn(xO) - Pn(t)PnH(fo)dt

n + 1 Prg 1 (8) Pa(wo) — Pr(t) Paya (o)
/ f t— Zo t— Zo
1
5 f(xo—)
1
+/ f(x0+) Pn+1(t)Pn(x(;)__xfn(t)Pn+l(x0)dt)

3 F(@o+)

Sustrayendo a s (x¢) su integral correspondiente:

0) = Pu(t)Pus(w0)
t— Xo

”+1/ () Pri1(t) Pa(xo t)fx[jn(t)PnH(mO)dt n+1/ F@ot) Pri1(t)Pp(z

§f(960+)

:”“/ @) . f“* i1t — 20(6) P (00) — Po(t) P (o) dt
— &0

—ntl / bt )( n+1<t>Pn<xo>—Pna)PnH(xo))dt

de donde se llega a que

(@) / 61 (£) P (1) .

Luego, en virtud de C'.4, cada |P,(z¢)| no excede una constante multiplo de 1/n2,

asi que
lim [s; (z0) — 5 f(z0+)] =0

n—o0

y por lo tanto
lim s, (z0) = 5 f(zo+).

n—oo
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Procediendo de manera andloga para s, () y 3 f(zo—), se tiene que

lim s (o) = 1 f(z0—).
n—o0

Por lo que se concluye que

lim s,(xg) = %[f(xo-i-) + f(xo—)].

n—oo



Apéndice A

Teoremas.

Teorema A.1 (Teorema de Pitagoras). Sea X un espacio con producto

interno. St x y y son ortogonales en X, entonces

Iz +wl* = ll=l” + llyl*

Lema A.1. Si f es una funcion escalonada en [a,b], entonces eziste una su-

cesion (g,) de funciones continuas tales que
m || f — gal =0

con || - || la norma del supremo.

Teorema A.2 (Levi). Sea {fi} una sucesion de funciones en £ tal que
([ > [ f]) estd acotada. Entoncesy -, fi(x) converge para casi todo x y si
f(x) =302, fu(z) para casi todo x, entonces f € Ly

[i-5]s

87
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Apéndice A. Teoremas.

Teorema A.3. Si f es una funcion real-valuada en Z,[a,b], entonces para

cada € > 0 existe una funcion escalonada h y una funcion continua g tales que

If=hll<eylf—gl <e

Teorema A.4 (Weierstrass). Si la funcién compleja-valuada f es continua

en R y tiene periodo 27, entonces correspondiente a cada € > 0 existe un
n

polinomio trigonométrico T, T(t) = Z ce™ | tal que

k=—n

|f(t) = T(t)| < e para todo t € R.

Teorema A.5. El conjunto de funciones continuas € [a, b] es denso en Lsla, b].

Teorema A.6 (Primer Teorema del Valor Medio para Integrales).

Suponga que f : [a,b] = R es continua. Entonces existe ¢ en (a,b) tal que

b
[ #arda = 100~ a)

Como el valor medio de f en [a,b] estd definido como

1 b
[t

Se puede interpretar el resultado como que f alcanza su valor medio en algin

c en (a,b).

En general, si f:[a,b] :— R es continua y g es una funcion integrable que no



89

9.

cambia de signo en [a,b], entonces existe un ¢ en (a,b) tal que

[ sy = 50 [ ot

Teorema A.7 (Segundo Teorema del Valor Medio para Integrales). Si

f es Lebesgue integrable en [a,b] y g es no decreciente en [a,b], entonces eziste

/abgfzg(a)/acf+g(b)/cbf.

un c € [a,b] tal que

= Sil<a<b, entonces

s Si0<a<b, entonces

sen(x)

i

sen(x)

X

sen(x)




Apéndice B
Representacion integral de P, (x).

Una expresién para P,(z) es la férmula integral

P,(z) = 1 /Oﬂ[x + (2% = 1)Y?cos¢]"dg (B.1)

™

Para la demostracion, se denotara el miembro derecho de la ecuacién anterior como
Y, (z). Es necesario probar que Y, (z) es idéntico a P,(z). Mediante la integracién

explicita de Yy(z) se tiene que:

Vlw) = 1 [ fot (= ) Peos@)do = = [ do = Lol =1 = Ruto)

™ 0

Ahora, para Yi(x):

Yi(z) = = /Oﬁ[x + (22 — 1)Y2cos(¢)]dg = % (a: /Oﬂ do + (x> — 1)"/? /07r cos¢d¢§>

=~ (ool + (2~ 1) 2sengy)

=z = P (z).

Se mostrara que Y, (x) satisface la relacion de recurrencia como P, (z), y entonces se
sigue que Ys(z) = Py(z), y mediante el uso repetitivo de esta relacién se tendra que

Y, (z) = P,(x) para un n arbitrario.
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Si el integrando en B.1 se expande por el teorema del binomio, cada potencia impar
de (2* — 1)1/ 2 es multiplicado por una potencia impar de cos¢, la integral de 0 a 7

la cual se hace cero: por la sustitucion 0 = m — ¢, cos) = —cosf,

0

/ COSQkJrl(bdgb — _(_1>2k+1/ C082k+1¢9d9
w/2 /2

w/2
= —/ cos*10dp,
0

la integral sobre la segunda mitad del intervalo es el negativo de la primer parte del
intervalo. Y cada potencia par de (z* — 1)1/ 2 es multiplicado por una potencia par
de cos¢, la integral que contribuye de manera positiva al coeficiente de z", por lo
que este coeficiente no puede anularse.

Sea z + (22 — 1)Y2cos¢) = Z. Entonces

1 s
Y, y(z) = - / Zn1dg,
0

m
L[ 2 1/2 n—1
Yo=—[ [+ (2% —=1)"%cosp|Z" " do,
T Jo
1 s
Vi =1 [ o+ (0 = )V eosd 2 1ds,
T Jo

(n+ 1)Y,1(z) — 2n+ DaY,(z) + nY,_1(z)

! /7r Wz tdg, (B.2)

™ Jo
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donde
W = (n+1)[z? 4 2z(2? — 1)"?cos¢ + (22 — 1)cos’¢)]
— 2n+ Dzfz + (22 — D)Y%cos¢] +n
= —nz® + z(2® — 1) cosp + (n + 1)(2* — 1)cos’p +n
= —n(2? = 1)(1 — cos’p) + x(2* — 1)"*cos¢
+ (2% — 1)cos¢
= —n(2? — 1)sen’¢ + (2* — 1)2cosp[z + (z* — 1) %cosd).
Sea U = —n(x* — 1)sen’¢ y el resto del tltimo término se denotard por V, tal que

W =U+V. Con Z" y cospdp como factores para la integracién por partes,

[ vzas =@ -1 [ zreosods

0 0

= (2% - 1)'/2 ([Z"senqb]g
+ /7r seng nZ" (2 —1)Y2seng d(b)
0
— 2 1 " anl 2 d
n(x )/0 sen‘¢ do
= —/ UZ" 'dg.
0

Consecuentemente el miembro derecho de la ecuacién B.2 desaparece, y esto significa
que la relacién de recurrencia de la Proposicion 77 se satisface con Y, (z) en lugar
de P,(z).



Apéndice C
Cotas para Py, (x).

Para x € (—1,1) sea B.1 escrita de la forma

P.(z) = ! /OW[:I: +i(1 — 22)2cosp)"do. (C.1)

™

Se vio en la seccién anterior que las potencias impares de la raiz cuadrada, y asi, en
la presente representacion, potencias impares de 4, son multiplicadas por factores que
se reducen a zero cuando la integral se calcula. Es decir, si el integrando es escrito

en términos de sus partes real e imaginarias en la forma F; + i F5,

/Oﬂ Fdé—0,  Puz) == /07r Fidé.

™

Como |Fy +iFy| = (F2F2)Y2 vy claramente |Fy| < (F2 + F2)Y?,

Pu() < / Py + iFs)do
T J0 (C.2)

1
= —|z 4 i(1 — 22)2cosp|"do.
m

Incluso sin el hecho de que / Fydg = 0 se seguiria que de una propiedad fundamental

de las integrales de funciones complejas que | /Fl + il < / |Fy + iF5|dg.
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Para z € (—1,1),

|z 4 (1 — 22)2cosp| = [ + (1 — 2°)cos?¢]/?
= (cos*¢ + x2sen’¢)'/?
< (cos®¢ + sen’¢)/? =1

si ¢ € (0,7); el integrando en C'.2 es menor que 1 excepto en las orillas del intervalo
de integracién. Asi, |P,(z)| < 1 en todo el intervalo de integracion (—1,1).
Una desigualdad menos obvia para | P, (x)| sobre el mismo rango sera necesaria para

la convergencia. Como cos’¢ + x2sen’dp = 1 — (1 — z2)sen’d, se tiene que
) q

1 ™

|P(x)] < —/ [1— (1 — 2%)sen?¢|"/2dg;
T Jo

y como sen(m — ¢) = seng, la integral de 0 a 7 es la misma que dos veces la integral

de 0 a m/2. En el dltimo intervalo, sabemos que z/sen x es creciente en todo el

intervalo (0,7/2), y

x /2 T o7
=—, z<_—senx
sen x — sen(m/2) 2 2

entonces 9
—¢ < seng
s

Si z = (2/7)(1 — 2?)'/2,
1—(1—2%)senp <1— (2m)*(1 — 2%)¢? = 1 — 2%¢%
En virtud del teorema extendido del valor medio, si y es cualquier nimero real,
eV=1—y+ %y%_ey

con 6 € (0,1). Como la exponencial es positiva para todos los valores reales de la

variable, e %y e™¥ > 1—y. Esto es, 1 —y < e ¥, y en particular 1 — 229> < e=*'%"
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Consecuentemente
92 7r/2 50
|P.(z)] < —/ e 24,
T Jo
Con t = n'/?2¢ como nueva variable de integracién, y con n1/2z7r/2 = A,

7T/2 2 42 2 1 A 2 2 1 & 2 2
/ e 2dp = / e U2t < / e /24t (C.3)
0 0 0

nt/2z nl/2z

Con respecto a la tltima integral todo lo que es esencial para los presentes proposi-
tos es que es un numero independiente de n y x. Se sigue que existe un nimero

independiente C' de n y z tal que

C

n1/2(1 _ x2)1/2

|P,(z)| < (C4)

para x € (—1,1). Para un valor fijo de z en el interior de (—1,1). |P,(z)| no excede
una constante miltiplo de 1/n'/2.
Con el valor (7/2)"/? para la tltima integral en C.3, la desigualdad C.4 se convierte

en

(m/2)"/?
nl/2(1 — z2)1/2°

|[Pa)] < (C.5)
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