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Abstract

The transmission eigenvalues A are complex numbers for which there is a
nontrivial solution to the system

Va1 + 200 — p1 + Votby = Ay, n 2> 14
1 + 200 — Y1 = My, > 1,

Yo =0, y=0,

Vo=V, Vpr1 = Vpra,s

with V,, = 0 for n > b.

In this thesis we study in a meticulous manner the work by T. Aktosun
and V. Papanicolaou [4] where the following problem is considered: given
a finite sequence of transmission eigenvalues {\,}?*72, find the sequence of
potentials {V,,}°_,. We use Marchenko and Gel’fand-Levitan methods.

Keywords: inverse problem, discrete Schrodinger equation, transmission
eigenvalue, Marchenko method, Gel’fand-Levitan method.



Resumen

Los eigenvalores de transmision A, son nimeros complejos para los cuales
existe solucion no trivial al sistema

— g1+ 200 — Y1 + Votby = Ay, n 2> 1,
_1[)11—&-1 + Qwon - 77En—1 = )\l/jm n =1,

Yo =0, =0,

Vo =Ypy  Vor1 = Yor1,

con V,, =0 paran > b.

En esta tesis estudiamos de manera minuciosa el trabajo de T. Aktosun
y V. Papanicolaou [4], donde se considera el siguiente problema: dada una
secuencia finita de eigenvalores de transmision {\, }2°52, encuentra la secuen-
cia de potenciales {V,,}>_,. Usamos los métodos de Marchenko y Gelfand-

Levitan.

Palabras clave: problema inverso, ecuacién discreta de Schrodinger, eigen-
valor de transmision, método de Marchenko, método de Gel’fand-Levitan.
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Introduccion

Antecedentes

Los problemas directos son aquellos que, en general, continen la informa-
cién necesaria para obtener una solucion tnica al problema planteado, en la
figura 1 se muestra un esquema de los problemas directos.

CAUSA MODELO EFECTO
X > Y >
PARAMETROS SOLUCION

Figura 1: Esquema problema directo.

A cada problema directo se le pueden asociar dos problemas inversos. Uno
de ellos consiste en determinar la causa dado el efecto y el modelo. Este es
el tipo de problema inverso que se desea resolver. Cuando T es un operador
lineal de dimension finita, este problema se reduce a resolver para x el sistema
lineal

Tr=y.



2 Introduccién

El otro problema inverso consiste en determinar el operador 7 dados x y v,
11, 12].

Historicamente se considera como primer problema inverso escrito, a la
alegoria o mito de la caverna de Platon, presentado en su libro VII de La
Republica. El problema consiste en determinar un objeto observando tnica-
mente su sombra.

Como trabajo pionero en la investigacion de problemas inversos se con-
sidera el resultado de Viktor Ambartsumian, quien demostré que para la
ecuacion de Sturm-Liouville

y'(x) +q(z)y(z) = My(x), O0<z<m, (1)

con condiciones de frontera

y'(0) =y'(7) =0, (2)

si \,, = n? son valores propios de (1)-(2), entonces ¢(x) = 0 casi por doquier.
Otro hito en el desarrollo de los problemas inversos es el trabajo de Mark
Kac[13], donde se expone el trabajo del titulo “Can one hear the shape of a
drum?”, en el cual el autor pregunta si podemos determinar la forma de una

membrana conociendo las frecuencias en las cuales la membrana vibra. Cabe
mencionar la respuesta negativa a esta pregunta en [10].

La importancia del estudio de los problemas inversos deriva en su aplica-
bilidad en diversas areas de la actividad humana, entre las cuales se pueden
mencionar geofisica, mecanica cuantica, procesamiento de iméagenes, electro-
dindmica, electrénica, meteorologia, entre otras [20].

Un nimero importante de modelos de problemas inversos se pueden des-
cribir mediante la ecuacién continua de Schrodinger, por ejemplo ver [2]. Esta
ecuacion en la semirrecta real tiene la forma

—"(E,x) + q(x)(E,x) = EY(E,x), x>0. (3)
Generalmente se anade la condicion de frontera
Y(E,0) =0.

El potencial g(x) de (3), usualmente cumple con la siguiente condicién

/000(1 + z)|q(z)|dz < oo.
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Esta condicién es equivalente a que el potencial g(x) cumpla lo siguiente

q(z) -0 x— oo

La discretizacién para (3) se obtiene usando la aproximacién a la segunda
derivada como sigue

~ w<E7x+h> _2¢(Eax) +¢(E713—h)

W(Eﬂf) ~ h2 !

de esta manera, siendo x = nh, n € N se tiene

— (B, (n+ 1)h) 4+ 2¢(E,nh)—y(E, (n — 1)h)
+q(nh)(E,nh)h* = Ey(E,nh)h?, n > 1.

Escribimos 1,11 := ¥(E, (n+1)h), A := Eh? y V(n) := q(nh)h?, entonces
—¢n+1 + an - wnfl + Vnwn = )\wn7 n > 1:

y la condicion de frontera es ¥y = 0.

Objetivo de la tesis

El objetivo de este trabajo es estudiar los valores propios del siguiente
sistema

—Upi1 + 20 — Y1 + Vot = My, n 2> 1, (4a)
i1 + 2 — Yy = My, 021, (4b)
Yo =0, =0, (4c)
Yo =oy  Yor1 = Yot (4d)

Estos valores propios se llaman eigenvalores de transmision. El sistema acopla
las ecuaciones (4a) y (4b), las cuales se conocen por separado como ecuacién
discreta de Schrodinger perturbada y no perturbada, respectivamente. La
notacién 1, se usa para para denotar el sistema no perturbado. Cabe senalar
que se restringe al conjunto de potenciales de soporte compacto, es decir,

V,=0, n>b+1,
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donde b es el entero positivo que denota el soporte del potencial.

Los eigenvalores de transmision de la ecuacion continua de Schrodinger
proveen informacién sobre las propiedades del material del medio de disper-
sién y pueden ser determinados de los datos de dispersion, lo que es de gran
utilidad en el problema inverso. En [5, 14] se encuentran algunas aplicaciones
de los eigenvalores de transmision.

En adelante consideramos solamente la ecuacién discreta de Schrodinger.
Se pueden asociar dos problemas relacionados con los eigenvalores de transmi-
sion: el problema directo y el problema inverso. A continuacién describiremos
estos dos problemas.

Problema directo

Dada la secuencia de valores del potencial {V,,}5°,, se requiere hallar los
eigenvalores de transmision {\;}.

Por ejemplo, para b = 2, con V; arbitrario y V5 # 0, después de un proce-
dimiento descrito en el ejemplo 6, se tiene que los eigenvalores de transmisién
A1, Ao son

v wow no v w
1=2k g ka2 T

Planteamiento del problema inverso

P): Dados \;, 7 = 1,...,2b — 2, eigenvalores de transmision del sistema
j
(4a)-(4d), hallar los valores del potencial {V,,}?_, de (4a).

Es decir, se considera el problema inverso de recuperar {V,,}2_, a partir
de los eigenvalores de transmision. En este problema nos podemos encon-
trar con dos casos: el caso inusual y el caso usual. En el caso usual, dados
los eigenvalores de transmisién se puede recuperar la secuencia {V,}2_, de
manera unica. En el caso inusual la solucion al problema no es tinica, como
veremos en el capitulo cuatro.
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Metodologia

La estrategia que se sigue para resolver el problema inverso mencionado,
es la misma que en [4], es decir, seguir el método de Marchenko[18] o el
método de Gel'fand-Levitan[9] en su version discreta. Estos métodos reducen
el problema inverso de la ecuacion discreta de Schrodinger a un sistema lineal
de ecuaciones.

Contribuciones de la tesis

En este trabajo no se proponen nuevas aportaciones a la teoria de eigen-
valores de transmision, mas bien, analizamos de manera minuciosa el articulo
[4], en el cual se considera el problema (P).

En el capitulo cuatro mostramos varios ejemplos que ilustran el empleo
de los métodos de Marchenko y Gel’fand-Levitan para resolver el proble-
ma inverso de recuperar los valores del potencial dados los eigenvalores de
transmision. Estos ejemplos no se encuentran en la literatura.

Organizacion de la tesis

El presente trabajo se divide en cinco capitulos. En el capitulo uno, se
estudian algunas soluciones del operador discreto de Schrodinger y propie-
dades de las mismas que seran de utilidad para resolver el problema inverso.
En el capitulo dos se abordan dos métodos para recuperar el potencial da-
dos los eigenvalores de transmision, el método de Marchenko y el método de
Gel’fand-Levitan. En el tercer capitulo se definen los eigenvalores de trans-
mision y cémo obtenerlos, ademas se estudia el caso inusual. Finalmente en
el capitulo cuatro se analizan diversos ejemplos que muestran como obtener
los valores del potencial usando los métodos de Marchenko, Gel’fand-Levitan
y el método algebraico.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se estudia el problema directo con el cual se introducen
las secuencias {p;}32, (ver definicién 1.2) y {f;}32, (ver definicién 1.3),
soluciones de la ecuacién de Schrodinger discreta (1.1), la funcién de Jost
(ver definicién 1.4), la matriz S (ver definicién 1.6), entre otras. Ademds
se estudian varias propiedades de las mismas que seran de gran utilidad al
momento de resolver el problema inverso.

Se considera la ecuacién discreta de Schrodinger

_@Z)n—&-l + 2¢n - 77ZJn—1 + Vn’ébn = )‘wna n Z 17 (11)

donde {1);}22, es la solucién buscada, A es el pardmetro espectral, n es la
variable espacial independiente que solo toma valores enteros positivos y los
subindices son usados para denotar la dependencia de n. Aqui, ¥, 0 ¥(A,n),
denota el elemento n-ésimo de la secuencia {¢;}52,. V, o V(n), denota el
valor del potencial en n. Se asume que el potencial V' = {V;,V5,...} es de
clase Ap. Ademas, se asocia a (1.1) la condicién de frontera de Dirichlet

Yo = 0. (1.2)

Definicion 1.1. EIl potencial V es de clase Ay si los valores del potencial
V., son reales y el soporte del potencial V es confinado a un conjunto finito
n € 1,2,....,b para algin entero positivo b, es decir, V,, = 0 para n > b.

Dado que el potencial V en (1.1) es de clase Ap, esto es, de soporte
compacto, conocer el valor de V es equivalente a conocer el conjunto ordenado



{V1,...,Vp}. En la figura 1.1 se muestra una representacién gréafica de un
ejemplo de valores del potencial para b = 7.

14

Figura 1.1: Ejemplo de representacién gréafica de V.

Usando los operadores de traslacion PT, P~ y el operador identidad I,
los cuales estan dados por

P+¢n = djn—i-la P_¢n = ¢n—17 ]wn = ¢na
se escribe el operador de (1.1) como L), = A\i),,, donde

L:=—P"+2[—P 4V, (1.3)

El operador £ dado en (1.3) con condicién de frontera (1.2) es un operador
acotado, ya que la norma de los operadores P, P~ e I es igual a uno y V,,
estd acotado. Ademas, L es autoadjunto, ya que cumple la igualdad

D On (L) =D (Ldn) Y,

n=0

donde {¥,}7° o v {dn}52, son dos secuencias cuadratico sumables que satis-
facen (1.2). Por lo tanto, su espectro es un subconjunto de R.

Los estados ligados de £ corresponden al espectro discreto de £ que con-
siste en el conjunto de valores de A para los cuales existen soluciones cuadrati-
co sumables de (1.1) que satisfagan (1.2) y el espectro continuo son los valores
A € [0,4], [23, pag 18].
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En el caso V,, = 0 en (1.1), se obtiene la ecuacion discreta de Schrodinger
no perturbada

_&nJrl + 22/;71 - Qanl = >\15n7 n =1 (1'4>
Se usa 1, para denotar al elemento n-ésimo de la sucesién {wj }32, solucion
de (1.4).

Observacion 1.1. Los polimomios de Chebyshev de primera y sequnda espe-
cie se definen en el intervalo x € [—1,1] y satisfacen la formula de recurrencia

Toi1(x) = 22T, (z) — Th1(x), n>1,

conTy(x) =1 yTi(x) = x para los polinomios de primera especie y Uy(z) = 1
y Ui(z) = 2x para los polinomios de sequnda especie.

St hacemos el cambio x = %, donde \ € [0,4], entonces los polinomios
de Chebyshev de primera y sequnda especie satisfacen la ecuacion discreta de

Schrédinger no perturbada (1.4).

Con este cambio, los primeros cuatro polinomios son

Primera especie Sequnda especie
To(A) =1 Uo(>\)
(A) =(2-X)/2 Ur(A) = 2 -
To(\) = ——2)\+1 Us(\) = )\2—4)\+3
Ty(A\) = =2 4302 =N+ 1 Uy(\) = =A% +6)% — 10\ + 4.

En algunas ocasiones es conveniente usar otro parametro espectral, usual-
mente denotado por z que se relaciona con A de la siguiente manera

z::l—%—i—%\/)\()\—él), (1.5)

donde la raiz cuadrada denota la rama principal (ver apéndice) de la funcién
raiz compleja.

Se usa T para denotar el circulo unitario |z| = 1 en el plano complejo,
T para la porcién superior de T dada por z = €¥ con § € (0,7) y T para

la cerradura de T dada por z = ¢? con 0 € [0, 7].

Bajo la transformacién A — z, el intervalo A € (—o00,0) es mapeado al
intervalo z € (0,1), el intervalo A € (4, +00) es mapeado al intervalo real



z € (—1,0) y el intervalo real A € [0, 4] es mapeado a T7. De esta manera el
eje real X es mapeado a la frontera de la mitad superior del disco unitario en
el plano complejo z, como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2: Mapeo A\ — z.

De (1.5) se sigue que

Al
=1-Z -V —4). 1.6
: A VA ) (1.6
De (1.5) y (1.6) se tiene
A=2—2z—2""% (1.7)
Siendo A
z=e", (1.8)

mientras 6 toma valores en el intervalo [0, 7], z mapea T+ y A se mueve en
el intervalo [0,4]. De esta forma, utilizando las igualdades dadas en (1.7) y
(1.8) se obtiene A en términos de 6

A=2—2cosb. (1.9)

Usando (1.7) se escribe (1.1) en términos del pardmetro espectral z como
sigue
Uni1 + Y1 = (2 + 27+ V)b, n> 1 (1.10)

De esta forma (1.4) puede ser reescrita como

Ut + oy = (2 + 2 Vb, n>1. (1.11)
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Hay ciertas soluciones relevantes de (1.10), de forma equivalente, solucio-
nes de (1.1).

Definicién 1.2. Se llama solucion reqular a la solucion {¢;}52, de (1.1) que
satisface las condiciones iniciales

Yo = O, Y1 = 1. (112)

Definicién 1.3. Se llama solucion de Jost a la solucion { f;}32, de (1.1) que
satisface la condicion asintotica

fo=2"[14+0(1)], n— +oo. (1.13)
La secuencia {g;}52,, solucion de (1.1) que satisface
gn=2"[1+0(1)], n— oo, (1.14)

se llama solucion asociada de Jost.

Noétese que de (1.10), (1.13) y (1.14) se sigue que g, se obtiene de f, al

reemplazar z por 2~ L.

Cuando V,, = 0, se usan { fj 1320 ¥ 1951320 para denotar la correspondiente
solucién de Jost f, y su asociada g,, respectivamente. De (1.11), (1.13) y
(1.14) se observa que

fa=2" Ggo=2" n>1, (1.15)
de manera que de (1.11) y (1.15) se obtienen los valores de f,, v ¢, paran =0

fo=1, go=1. (1.16)

Se puede verificar directamente que los elementos de la solucién regular
{61520 que satisface (1.11) y las condiciones iniciales (1.12) estdn dados por

2=z

Gp=—"1, n2>0. (1.17)

Usando (1.8) en (1.17), se puede escribir ¢,, en términos del parametro

. sin(n)
n == . 9 Z 0' 1.18
14 sin 0 " ( )
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Ahora se analiza la forma de los términos de la solucién de Jost {f;}52,
cuando el potencial V es de clase A,. Usando el hecho de que V,, = 0 para
n > b+ 1 en (1.10), se puede observar que

fo=2" n=>b. (1.19)

Es conveniente definir
My = 2" fn, (1.20)

asi, usando (1.19) y (1.20) en la ecuacién (1.10), se obtiene lo siguiente

Mp1 = —2* M1 + (22 + Voz + D)my, n > 1 (1.21)

Note que de (1.19) y (1.20) se tiene que

m, =1, n > b. (1.22)

En la siguiente proposicion se establece la forma que tienen los primeros
(b — 1) elementos de la secuencia {m;}2,, solucién de (1.21).

Proposicion 1.1. Sea el potencial V de clase Ay para algin b> 1 y V, # 0.
Entonces:

a) Para 0 <n < b—1, los elementos m,, de la secuencia {m;}32,, solucion
de (1.21), con condicion asintdtica (1.22), son polinomios en z de grado
(20—2n—1) con coeficientes determinados de manera unica por el conjunto
ordenado de valores del potencial {V, 11, Viia, ..., Vi} como

2b—2n—1

My = Y Kynip?, 0<n<b—1. (1.23)
§=0
En particular, para 0 <n < b—1 se tiene

b
K, = 1, Kn(n—H) = Z ‘/}'7 Kn(n+2) = Z V}‘/la (124)

j=n+1 n+1<j<I<b

b—1
Kypop-n-2) = Vp Z Vi, Kn@b-n-1) = W. (1.25)

j=n+1



12 Capitulo 1. Preliminares

b) Para 0 <n < b—1, los elementos f, de la solucidn de Jost, son polinomios
en z de grado (2b — 2n — 1) con el término de la menor potencia siendo
2" y el término de la mayor potencia siendo V,22* "1, y estdn dados por

2b—2n—1

fn - Z Kn(nJrj)Zn—H" (126)
j=0

c) Para 0 <n < b—1, los elementos g, de la solucion asociada de Jost estdn
dados por
2b—2n—1

Gn = Z Kn(n+j)2_n_j. (1.27)
=0

d) Los coeficientes K, son reales y para cada par de enteros no negativos
n,m se tiene

Kyn=0  n>2b—m o n>m+1. (1.28)

Demostracion. a) La expresion para m,, dada en (1.23) se obtiene resolviendo
(1.21) de forma iterativa y usando (1.22)

mp—1 =1+ 2V, = Kp—1)-1) + 2K p—1)p,
my_y =1+ 2(Vo + Vie1) + 22ViVier + 2°V,
= Kip-o)-2) + 2Kp-2yp-1) + 2° K2y + 2° K(p—2)(p11)-

Se supone que (1.23) se cumple paran = b—ay n = b—a — 1, donde
1<a<b-—2. Estoes

Mp—a =K(p—a)(b—a) T 2K (b—a)(p—at1) T 22K(b—a)(b—a+2) + .
+ 22 Ko aypra—2) + 22 Kpma)(bra—1)»
My—a—1 =Kp—a-1)0—a—1) + 2K p—a-1)(0—a) + 2°K(b—a—1)(0—a+1) + -
2a+1K

+ 2K (g 1)(bra—1) T 2 (b—a—1)(b+a)-

Demostramos que (1.23) se cumple para my,_,_o, donde

Mp—aq—2 = _Z2mb—a + (22 + Vg2 + 1)mb—a—17
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entonces
Mp-a-2=— [ Kp—a)p-a) + Z°Kp-a)p-a+1) T 2 Kp—a)p—at2) + - - -
+ 2K p—aypra—2) T 22 Kp—a) p+a—1))
+ [P K p—a-1)(p-a-1) T 22 Kp—a—1)p-a) + 2 Kp—a-1)(p—at1) + - - -
+ 22K a1y pra—1) + 2P K pa 1) (p40))
+ Vica—1[2K p—a-1)p-a-1) + Z°K(p—a-1)(b-a) T Z°Kp—a-1)(0—a+1)
+ o+ K oy pra1) + 22K pam 1)) + K (p—am1)(0—a-1)
+ 2K (p—q—1)(b—a) + 2K (p—a—1)(b—at1) T - - + 22 K(p—a—1)(b+a—1)
+ 22 K a1y (bta) )

Al reunir los coeficientes correspondientes a z0+a+2  bFetl 20 5 v el

término independiente, se tiene
Mp—g—2 = 2P Kp—amt)pra) + 227 [Kpmam1) (pa—1) + Va1 K (p—a—1)(b+a) ]
+ oo+ 22 [Kpmam1)omatt) + Vica1 Kpmam1)(—a) + K(p—a—1)(b—a—1)
— Kp—ayo-a)] + 2 [Vicac1 K(p—a—1)(p—a—1) + K(p—a1)(0-0)]
+ K(p—a—1)(b—a—1)-

(1.29)
Se sustituyen en (1.29) los valores de los coeficientes K,,,, asi
b1
Myqp =2V 4+ 222NV Y A VianaVo|
j=b—a
b
+2 DT ViVt Viaa Vj+1—1]
b—a<j<I<b j=b—a
b
+2 | Vp—ao1 + Z Vil + 1.
j=b—a—1
Simplificando términos tenemos
b—1 b
My =223V, + 22042 |y Z Vil 4.t 22 Z v,
j=b—a—1 j=b—a—1

+1

b—1
ji=b—a—1
2a+3

= Z K(p—a—2)(p—a—24+)7"-
=0
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b) Para obtener (1.26), se sustituye (1.23) en (1.20), entonces

2b—2n—1

2", = Z Kn(n+j)zj, 0<n<b—-1,
=0

de esta manera

2b—2n—1

fn = Z Kn(n+j)zn+ja 0<n<b-1.
=0

c) Si en esta tltima expresién se sustituye z por 27!

, se obtiene g,.

d) Los coeficientes K, paran > 2b —m o n > m + 1, no se encuentran
en la expansiones de f, y g,, dadas en (1.26) y (1.27) respectivamente, por
tanto su valor es cero.

Finalmente, el que los valores K, sean reales se sigue del hecho que f,
y g» son complejas conjugadas una de la otra para z € T. O]

El siguiente corolario muestra que en el caso del problema inverso, se
pueden recuperar los valores del potencial V,, dados los coeficientes K,,,,.

Corolario 1.2. Sea V de clase Ay para algin b > 1. Entonces, el conjunto
ordenado {V1, Vs, ...,V } de valores del potencial es determinado de manera
tnica por el conjunto ordenado {Ko1, K12, ..., Kp_1y}, donde las cantidades
Kpm son los coeficientes dados en (1.26), mediante

Vn == K(n—l)n — Kn(n_H), 1 S n S b, (130)
con Kypi1y = 0 que se sigue de (1.28).

Definicién 1.4. Se llama funcion de Jost, al primer término de la secuencia
{fi}320, es decir, fo.

Definicién 1.5. a) Se llama funcion positiva a la funcion que es analitica
en z cuando |z| = 1, continua cuando |z| < 1 y que se comporta como
O(z) para z — oo en |z| < 1.

b) Se llama funcion negativa a la funcién que es analitica en z para |z| > 1,
continua cuando |z| > 1 y que se comporta como O(1/z) para z — oo en
|z| > 1.
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En el siguiente teorema se estudian algunas propiedades relativas a la
funcion de Jost fy.

Teorema 1.3. Sea el potencial V de clase Ay, para algin b > 1 y V, # 0.
Entonces, la funcion de Jost fo es un polinomio en z de grado 2b — 1, y es
igual a my,, dada en (1.23) con n =0

21

Jo= Z Ko;2’ (1.31)
=0

donde los coeficientes Ky; son univocamente determinados por el conjunto
ordenado de valores del potencial {V1,...,V,}. En particular se tiene

b
Ko =1, Ko = ZV}, Koz = Z ViVi, (1.32)
j=1 1<j<I<b
b—1
Kop-2) = Vb Z Vi, Kopp-1) = Vb. (1.33)
=1

De este modo fo — 1 es una funcion positiva. Similarmente, la cantidad g

estd dada por
2b—1

do = Z KOjZ_j, (134)
j=0

por consiquiente go — 1 es una funcion negativa.

Demostracion. De (1.23) para n = 0 se obtiene

2b—1

mo = f() = E ngZj.
Jj=0

Los coeficientes en (1.32) y (1.33), se obtienen de forma directa de los
coeficientes en (1.24) y (1.25) con n = 0.

Finalmente, para obtener gy se evalia f, en 27 1. ]

Definicién 1.6. Sean fo y go como en (1.31) y (1.34), respectivamente. La
funcion
g0(2)
S(z) = =——=, fo(z) #0, 1.35
@)= 25 7 (1.35)
se llama matriz de dispersion, asociada a (1.1) con condicion de frontera de
Dirichlet (1.2).
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De (1.16) se sigue que la matriz de dispersién S(z) para el sistema no
perturbado es

Se desea escribir los elementos ,, de la solucién regular como combinacién
lineal de los elementos f,, v g,, para lo cual se introduce el Wronskiano.

Se define el Wronskiano de cualesquiera elementos v, y ¢,, que satisfacen
(1.1), o de forma equivalente (1.10), como

Y b
1/Jn+1 ¢n+1

Observacion 1.2. a) El Wronskiano es independiente de n.

[V, fn] = : (1.36)

b) Los elementos f, y g, son linealmente independientes.

Demostracion. a) Sean 1, y ¢n, elementos de {1, }7° ;v {d,}5°,, soluciones
de (1.10), respectivamente. De (1.10) se obtienen ¥, 1, ¢,+1 y se sustituyen
en (1.36)

_ Un Pn
[, &n] = P+ (+ 2+ V)~ + (2 4+ 27+ Vo)
e e | U On
_wnfl _¢n71 (Z + Z_l + Vn)¢n (Z + 2_1 + Vn)¢n
i A R Ol 1
_ wn an _ ¢n—1 an—l _
N _wnfl _¢n71 N wn ¢n N [wn—la an—l]'

b) Ya que el Wronskiano es independiente de n, usando (1.19) y (1.14) en
(1.36) se obtiene

z" _
[frs gn] = ntl  —n—1| — # bz (1.37)

z

]

Ejemplo 1.1. Se ha demostrado que los polinomios de Chebyshev de primera
y sequnda especie son solucion de (1.1) con V,, = 0. Entonces, calculamos el
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Wronskiano de Ty(X) y Ug(N)

[To()\), Uo()\)] =

1
2—=)
7 24

Calculamos el Wronskiano de Ti(\) y Uy (\)

2=A 2\
2

%(/\2—4)\+3) )\2—4/\+3‘

2—A 2—A

== (N2 —4)\ — A4\ —2) = =
5 ( +3 + ) 5

[Tl()‘)7 U1()\)] =

Calculamos el Wronskiano de To(X) y Us(N)

(A2 — 4 +2)/2 A2 — 4\ +3
—X 32— 41 AP 6A2 — 10N+ 4

TN, Us(V)] = \

1
:5[— A% 4 10A* — 36A% + 56A% — 36\ + 8

— (=A% 4+ 10A* = 362 + 56A* — 35\ + 6)]
2— A

2

De los resultados se observa que efectivamente el Wronskiano es indepen-
diente de n.

Ya que [f,, gn] # 0, los elementos f,, v g, son linealmente independientes,
para z # *£1, los elementos ,, de la solucion regular pueden ser expresados
como una combinacién lineal de éstas, entonces

on = afn + Bgn, (138)
On1 = Afpi1 + Bgny1, (1.39)

donde « y B son constantes a determinar.

Reescribimos (1.38) y (1.39) como

()= ) 6) (L)
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Se resuelve el sistema usando la regla de Cramer, de manera que

[gnacpn]f + [fn7(t0n]

[9ns f [fs Gn] In: (141)

Pn =

Dado que el Wronskiano es independiente de n, se evaluan los nume-
radores de la ecuacién anterior en n = 0, asi con la ayuda de (1.12) se tiene

_ 90 ®o| _ |90 O] _
(9 ol g1 ¢1 g 1‘ J0
_fo O} _
[fna(pn]_ fl 1 _fO

Por consiguiente, (1.41) puede reescribirse como

1
Z_

Pn = 1 (g()fn - ngn> (142>

-1

Observe que si se remplaza z por z~, el valor de ¢,, no cambia.

Definicién 1.7. a) Se dice que v, elemento de la secuencia {1;}52,, solu-
cion de (1.1), en A = p corresponde al caso genérico si crece linealmente
en n para n — 0o.

b) Se dice que ¥y, elemento de la secuencia {;}32,, solucion de (1.1), en

A = p corresponde al caso excepcional si permanece acotada.

Observacién 1.3. Sean fn Yy ©n elementos de solucion de Jost y solucion
reqular de (1.4), respectivamente. Los elementos ¢, de la solucidn reqular,
en A =0y A =4, admiten la siguiente representacion

con

n—1
1 o
Yoi=Nn+————) [iTj Eni=e— @7, (1.44)
[SOTL 17f'fl 1]2:: [Son lafn 1 Z_:

donde T, := —V,,.

Demostracion. La igualdad (1.1) se reescribe aislando la perturbacién en el
lado derecho de la ecuaciéon como

On+1 + 2§0n — Pn-1— )\Qpn = Tn, n Z 17 (145>
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donde se define 7, := =V, 0,, n > 1.
Se sustituye (1.43) en (1.45)

_(’Yn+1¢n+1+€n+1fn+1> + 2<7n95n + Enfn)
_(Vn—lén—l + en—lfn—l) - >‘('7n900n + Enfn) = Tn.

G v fn cumplen (1.4), esto es

—Pnt1 + 20n — POn—1 = App,
_fn+1 + 2fn - fn—l = )‘fna

(1.46)

de donde se obtienen ¢, 1 y fnﬂ, que son sustituidos en (1.46) para obtener

Va1 (=28 + Pt + Abn) + ens1(—2fn + fuo1 + Afn)
+2(’yn§5n + en]gn) - (%—1%571—1 + 6n—lfon—l)
_)‘(’yngpon + 6nfn) = Tp-

Se impone una condicién para v, y €,, de la forma
(Afn = 260) (Tnt1 = W) + (Mo — 2fn)(€ns1 — €2) =0, n.>0
y se sustituye en (1.47). De manera que
Gt (Vns1 — Yno1) + foo1(€ns1 — €n1) = Ta.
Se suma y resta €, y 7,. Al reagrupar términos se obtiene
Bt (Tt — Vo) + Fa1(€ns1 — €n)
+ Gn1(Vn = Yn—1) + fn—l(Gn — €n—1) = Th.
Para A =0y A =4 en (1.48) se tiene

_29511(%14-1 - 7n) - 2fn<€n+1 - Gn) =0,
2¢n(7n+1 - IYn) + 2fn(€n+1 - en) =0, n=>1,

respectivamente. Lo que es equivalente a

n(nsr — W) + fulenss — ) =0, n>1.

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)
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La igualdad (1.50) se reescribe para n — 1 como

Sznfl(fYn - ﬁ)/n71> + fonfl(en - 6nfl> =0

y se sustituye en (1.49), asi se tiene

SBn—l(Vn—H - ’Vn> + fn—1(€n+1 - €n> = Tn- (1'51>

Con (1.50) y (1.51) se obtiene un sistema de ecuaciones

) ()= ()
9511—1 fn—l €nt+1 — €n Tn 7

el cual se resuelve usando la regla de Cramer, asi

fonTn OnTn
T+l = Vo= —T =75 Entl —€p = 0=
Pn Ofn Pn Ofn
Sanl fnfl Sénfl fnfl
o lo que es igual
JgnTn OnTh,
Y4l = Vn= """ =5 5 Entl —En = 5, n > 2.
[SOn—la fn—l] [Spn—la fn—l]

Iterando sobre las ecuaciones anteriores se obtienen 7, y €,

—1
Yn=MN+T T ijT]7 €n = €1 — Z

[(pn lvfn 1 - [Qpn lafn 1

]

En el préximo terorema se describe el comportamiento de los elementos
@, de la solucion regular, para n — oo cuando A = 0 y A = 4. Se muestra
que la ecuacion (1.1) con condicién de frontera de Dirichlet 19 = 0 no puede
tener un estado ligadoen A =0y A =4.

Teorema 1.4. Sea el potencial V de clase A, para algun b > 1. Sean \ y z
los pardmetros espectrales dados en (1.1) y (1.10) respectivamente y sean @y,
Y fn elementos de la soluciones reqular y de Jost de (1.1), respectivamente.
Sean fn, Yn elementos de la solucion de Jost y regqular, correspondientes al
caso V,, =0, como en (1.15) y (1.17) respectivamente. Entonces,
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a)

b)

)

En A = 0 o equivalentemente en z = 1, el elemento p, corresponde al
caso genérico(ver definicion 1.7), o corresponde al caso excepcional(ver
definicion 1.7). En consecuencia, A\ = 0 nunca corresponde a un estado
ligado para (1.1) con condicion de frontera de Dirichlet (1.2).

En A =4 o de forma equivalente en z = —1, el elemento @,, corresponde al
caso genérico, o corresponde al caso excepcional. Por tanto, A = 4 nunca
corresponde a un estado ligado para (1.1) con condicion de frontera (1.2).

La funcion de Jost fy y la cantidad gy no pueden anularse simultaneamente
en ningun valor de z, con la posible excepcion de z = +1.

St fo tiene un cero en z = 1, entonces debe ser un cero simple. St fy tiene
un cero en z = 1, entonces gy también tiene un cero simple en z = 1.

Si fo tiene un cero en z = —1, entonces debe ser un cero simple. Si f
tiene un cero en z = —1, entonces gy también tiene un cero simple en
z=—1.

El caso excepcional en z = 1 ocurre cuando fo = 0 en z = 1 y el caso

excepcional en z = —1 ocurre cuando fo = 0 en z = —1. Puede ser que
fo se anule en z =1 pero no en z = —1, que fy se anule en z = —1 pero
no en z =1 o que fy se anule en ambos z =1y z = —1.

Demostracion. Se resuelve el sistema no perturbado (1.4), de donde se ob-
tienen dos soluciones linealmente independientes.

a) Para A = 0, se resuelve la ecuacién en diferencias de segundo orden

con coeficientes constantes[24]

_¢n+1 + 2¢n - 2bn—l = 07

la ecuacién caracteristica asociada es

_rn+1 + ot rn—l _ O,

> —2r+1=(r—1)>=0, entonces 7 =1,

asf, las soluciones son ¢ = {f,}°%, v 1 = {&.}°2,, donde

fo=1 ¢u=n n>0 (1.52)
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Con (1.52) se evalia [¢p,—1, fn_l]

n—1 1

[Sonflafnfl] = n 1

‘:(n—l)—n:—l.

Se sustituyen [¢n_1, fa1] = —1y (1.52) en (1.44), entonces

n—1 n—1
P)/n:'}/l_"zvj@jv en:q—Zjngoj.
j=1

j=1
Por tanto, ¢, se puede escribir de la siguiente forma

n—1
€1 — Z]'Vj%'
j=1

n—1

oo =7 M+ Vies| +
j=1

, (1.53)

La expresién para ¢, en (1.53) debe ser consistente con (1.12), es por
estoque e =0y = 1. Asi

n—1 n—1
On="n 1+ZV}90]~ —Zj\/}apj, n > 2.
j=1 j=1

Usando la compacidad de V

b b
fn=n 14> Vgl => jVip;, n>b+1. (1.54)
j=1 j=1
De (1.54), se concluye que ¢, en A = 0 crece linealmente en n para

n — 00, a INenos que ocurra el caso excepcional

b
> Vig; =1,
J=1

si esto pasa, entonces

b
> iVig; 0,
j=1
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ya que si esto no se cumpliera se tendria que ¢, =0 para A=0yn > b+ 1,
lo que significa que ¢, = 0 con A = 0 para toda n > 0, que contradice la
condicién inicial 1 = 1. Por consiguiente, en cualquier caso, se concluye que
{on}2, en A = 0 no puede ser cuadratica sumable y por tanto no puede
haber un estado ligado en A = 0 para (1.1) con condicién de frontera (1.2).

b) De forma anédloga para A = 4 se resuelve

_wnJrl + 2¢n - wnfl = 490717

cuyas soluciones son 1 = {f,}°2, v ¥ = {$n},, donde

fo= (0" a=(=1)"n.
En este caso (1.54) es reemplazada por

b
L+ Vies
j=1

de donde se concluye que ¢, en A = 4 crece linealmente en n paran — co a
menos que ocurra el caso excepcional

Pn = (_1)n—1n

b
+ (=" Vies, m=b+1,
j=1

b
Z(-l)y‘/]@J = _17
=1

si esto pasa, entonces
b

D (=1)Vip; #0,

j=1
si esto no se cumpliera se tendria que ¢, =0 para A =4y n >b+ 1, lo que
significa que ¢, = 0 con A = 4 para toda n > 0, que contradice la condicién
inicial ¢; = 1. Por consiguiente, en cualquier caso, se concluye que {p,}22,
en A = 4 no puede ser cuadratica sumable y por tanto no puede haber un
estado ligado en A = 4.

¢) fo v go no pueden anularse simultdneamente para algin z, con z # 1,
de lo contrario ¢,(z) = 0, para toda n > 1, lo que contradice la condicién

901:1.

d) Ya que gy se obtiene de fy reemplazando z por 2z~

anula en z = 1 si fy = 0 en este valor.

, Se sigue que gq se
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En la proposicién 1.1b) se ha visto que f, es un polinomio en z, lo que
se cumple también cuando V,, = 0, de ahi que se pueda expander f, en serie
de Taylor alrededor de z = 1 como

ful2) = i)+ (z=Df(1)+0((z = 1)), z—1eC. (1.55)

Dado que g, se obtiene al reemplazar z por z~! en f,, de la igualdad anterior
se obtiene la expansion de g, alrededor de z =1

gn(2) = fu(1) + (% - 1) fu)+0 ((% - 1>2> , z—1€C. (1.56)

Expandiendo % — 1 alrededor de z = 1, se tiene

o 1=z <1_Z)z:1+(z—1) <—i)221+0((z—1>2)

z

=—(z=1)+0((z—1)%),

sustituyendo en (1.56) se tiene

n(2) = o)+ (z=1Df(1) +0((z = 1)?), z—1€eC. (1.57)

Asf se obtiene el Wronskiano asociado a (1.55) y (1.57)

fa(2)  gn(2)
fn—i-l(z) In+1 (Z)

fn(l) fa(1) e
Fasa(1) fn+1(1)’+0((2 1)) (1.58)

[fn(2), 9n(2)] =

=2(z-1)

Expandiendo z — % alrededor de z = 1, se tiene

O N (22_1) 1+(z—1)<22+1)21+O((z—1)2)

z z z

o= 1)+ O((= - 1)2). (1.59)

Se ha visto en (1.37) que [f.(2), gn(2)] = 27! — 2, por lo tanto

[fa(2), gn(2)] = =2(z = 1) + O(( — 1)?),
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al comparar este resultado con (1.58) se obtiene

L) RO [ aO AO |
fn+1(1) fn-l—l(l)‘_ ! Joi1 (1) fuga(1) =1 (1.60)

de donde se concluye que f,(1) y f,(1) no pueden anularse simultdneamente.
Por esto, z = 1 sélo puede ser un cero simple de f,(z).

e) Andlogo al anterior para z = —1.

f) Finalmente, para demostrar f) primero se muestra que ¢, en z = 1
permanece acotada para n — oo si y sélo si fo(1) = 0.

Para n =0, de (1.55) y (1.57) se obtienen

folz) = fo(1) + (z = 1) fo(1) + O((z — 1)?),
90(2) = fo(1) = (z = ) fo(1) + O((z = 1)?).

(1.61)

Se sustituyen las expresiones en (1.55), (1.57), (1.59) y (1.46) en (1.42),
de esta manera

fo()fa(1) = fo(1) fu(1) + O((z = 1)?)
1+0((z—1)?)
= fo(1) (1) = fo(1) fu(1) + O(z = 1),
Se considera n — oo, entonces

©n =nfo(l) — fo(l) +0(z—-1), z—=1€C,

Pn =

donde el término O(z — 1) permanece acotado para n — oo. De esto se con-
cluye que ¢, en z = 1 permanece acotada si y sélo si fo(1) = 0, demostrando
que el caso excepcional con z = 1 ocurre si y sélo si fy(1) = 0. Un argu-

mento similar prueba que el caso excepcional con z = —1 ocurre si y solo si
fo(—=1) = 0. En el ejemplo 5 se muestra que f, puede anularse en z = 1 pero
no en z = —1 y viceversa. O]

En el proximo teorema se estudia en qué intervalo ocurren los estados
ligados y qué pasa con ¢,, f, v fo al evaluarse en éstos valores.

Teorema 1.5. Sea el potencial V de clase Ay para algin b > 1. Sean \ y
z los parametros espectrales dados en (1.1) y (1.10) respectivamente y sean
©n, fn elementos de la solucion regular y solucion de Jost, respectivamente.
Sea fo la funcion de Jost. Entonces:
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a) Un estado ligado solo puede ocurrir cuando \ € (—00,0) o A € (4,400).
De forma equivalente, un estado ligado solo puede ocurrir cuando z €
(—1,0) 0 z € (0,1).

b) El valor de ¢, evaluada en un X\ que corresponda a un estado ligado debe
ser real. Similarmente, la funcion de Jost evaluada en un estado ligado
debe ser real.

c) En un estado ligado, la funcion de Jost fy tiene un cero simple en \ y z,

y f1 #0.

d) El nimero de estados ligados, N, es finito. Se tiene que 0 < N <2b—1,
donde b es el numero positivo que denota el soporte del potencial. En
particular, se tiene que N =0 cuando V,, = 0.

e) En un estado ligado, la cantidad gy no puede anularse. Esto es, la matriz
de dispersion definida en (1.35) tiene un polo simple en \ y z para cada
estado ligado.

Demostracion. a) En un estado ligado, (1.1) debe tener una solucién cua-
drético sumable que satisfaga (1.2). Ya que {¢, }5°, satisface esta condicién,
cualquier solucién que corresponda a un estado ligado debe ser linealmente
dependiente de la solucion regular.

Dado que el operador £ es autoadjunto, un estado ligado sélo puede
ocurrir cuando A es real.

Recuérdese que bajo la transformaciéon A — z, el intervalo A € (0,4)
corresponde a z € T, pero para esos valores de z no puede ocurrir un
estado ligado porque los f, vy g, no se anulan en esos valores para n — c0.
Ademas del teorema 1.4 se sabe que un estado ligado no puede ocurrir en
z = 1. De (1.5) se sigue que z = 0 corresponde a A = oo, por lo que en
z = 0 tampoco puede ocurrir un estado ligado, esto porque las soluciones
deben ser cuadratico sumables.

b) Ya que los estados ligados ocurren cuando z € (—1,0) o z € (0,1),
esto es, z real, entonces se concluye que f, y g, dadas en (1.26) y (1.27),
respectivamente, evaluadas en un estado ligado son reales para n > 0. Como
resultado de la expresién para ¢, en (1.42), se concluye que ¢, también es
real-valuada en los estados ligados.



27

¢) En un estado ligado, el coeficiente de g, en el lado derecho de la

igualdad (1.42) debe ser cero porque de no ser asi con (1.12), ¢, no pue-

de ser cuadrética sumable para un estado ligado que ocurra en z € (—1,0) o
€ (0,1). Por tanto, fo = 0.

De (1.1) se obtiene

fn—i—l + fn—l = (2 — A+ Vn)fny
dfasr | dfar _ dfn (1.62)
D gy = @AV

donde la segunda igualdad es la derivada respecto de A de la primera. Mul-
tiplicando la primera igualdad en (1.62) por df,,/d\, la segunda por f, y
restando se tiene

dfn

dfn+1
fn+1 d/\ fn

f dfn 1

fn 1 _fn ng

Expandiendo esta expresion en un A que corresponda a un estado ligado
y tomando la suma en ambos lados desde n = 1 se tiene

fodfl dfO Zf2

Se sabe que en un estado ligado fo = 0, fi # 0 y que los valores de f,
son reales. Asi, la expresién anterior implica que

L Zfz,

con el lado derecho distinto de cero. Por tanto, el cero de fy como funciéon de
A en un estado ligado, debe ser un cero simple. Usando (1.7) se tiene que
d\
=142
dz
de donde se concluye, a partir del inciso a) de este teorema, que d\/dz > 0
para z € (—1,0) o z € (0,1). Por consiguiente, un cero simple de fy en A
corresponde a un cero simple de fy en z.

Ademas en un estado ligado f; # 0 ya que si f; = 0, la tnica solucion
a (1.1) con fo =0y fi = 0serfa {f;}32, = 0 lo que no es compatible con
(1.13).
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d) Por el teorema 1.2 se sabe que fy es un polinomio en z de grado 2b— 1.
Dado que los estados ligados corresponden a los ceros de f; se concluye que
en nimero de estados ligados no puede ser mayor que 2b — 1. Ademas del
hecho que fo = 1, se sigue que la funcién de Jost fo, no tiene ceros, asi N = 0.
Se ha usado fg para denotar la funcién de Jost correspondiente a V,, = 0.

e) Recuérdese que los estados ligados son ceros de fy y que no pueden
ocurrir en z = +1. Por tanto, de (1.42) se observa que si gy se anula en un
valor correspondiente a un estado ligado implica que ¢, = 0 para toda n,
lo que contradice la condicién ¢; = 1. Entonces, de (1.35) y del hecho que
fo =0 en cada estado ligado, se concluye que la matriz S debe tener un polo
simple en cada estado ligado. [

En (1.42) ¢, se expresa en términos del parametro espectral z. Es posible
expresar ¢, en términos del pardmetro espectral A, tal y como se muestra en
el siguiente teorema.

Teorema 1.6. Sea el potencial V es de clase Ay para b > 1. Entonces, para
n >1, ¢, es un polinomio en A de grado n — 1 y estda dada por

n—1
j=0

donde los coeficientes B,; son reales y univocamente determinados por el
conjunto ordenado de valores del potencial {V1,Va,...,V,_1}. En particular,
se tiene

n—1

Bn(n—l) = (_1)71—1’ Bn(n—Z) = (_1)n—2 2(n - 1) + Z‘/J ) (164)
=1

n—1
Bun-zy = (1" |(n=2)2n=3)+2n-2) > Vi+ Y ViV
j=1 1<k<l<n—1
(1.65)

Demostracion. Ya que ¢, es elemento de la solucién regular de (1.1), ésta
satisface

Oni1 T Pn1=2=A+Vo)pn, n>1 (1.66)
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La ecuacion (1.66) se resuelve de forma iterativa usando las condiciones ini-
ciales dadas en (1.12).
2 =2+ Vi — A= By + B,
p3 = [3+2(Vi + Vo) + ViVo] = A[d + (Vi + Vo)] + N
= Bsg + BsiA + By)?,

Se asume que (1.63) se cumple para n — 1 y n — 2. Se demuestra que se
cumple para n:
on =(2=A+ Vo 1)pn1— Pn2
=2 [Bin-1)n-2A""" + Bu-nm-9A" " + Bin-pym-a A" + .. ]
= [Bu-pm-2A"" + Bu-nm-3A" " + Ba-ym-n A"+ ]
+ Voot [Boyn-2) A" 4 B 1)m-3) A" + B-nm-n A" ]
— [Bu-2m-9A""* + Bu-zym-9A" " + Bugn-s) A"+ ]

Al agrupar términos y sustituir los valores de las constantes B;; se obtiene

on == AN"" Bl 1)no1) + AT [2B1ymo1) — B 1)(n-3)
+Vao1Bu1ym-1)] + NP [2Bg 1) m-3) — Bn-1)(n-a)
+ Vo1 Bu—1y(n-3) — Bo—2)n—3)] + - --

n—1
=A== 2(n - 1) + )Y
j=1
n—1
F A=) (n=2)(2n = 3) + (20— 2) ) V;
j=1
1<k<l<n—1
Asi
n—1
Pn = A" Bupn1) + A" Buuoa) + A" Buguogy o= ) BN,
j=0

Ya que las condiciones iniciales son reales, al igual que los coeficientes de
©n_1Y ¢y en (1.66) para cada valor de A, se sigue que los coeficientes B,,; en
(1.63) también lo son. O
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Corolario 1.7. Para n > 1, ¢,, elemento de la solucién regular de (1.4)
con condiciones iniciales (1.12), es un polinomio en A de grado n — 1 y estd
dado por

n—1

G = Zéww’, n>1, (1.67)

J=0

donde los coeficientes énj son reales. En particular, se tiene
Bun-ny = (=1)" ™, Bz = 2(=1)"2(n — 1), (1.68)

Byn-3 = (—=1)"(n — 2)(2n — 3). (1.69)

Ahora se considera el problema de expresar ¢, en términos de los ele-
mentos en el conjunto {y, 2 ;.

Teorema 1.8. Sea el potencial V de clase Ay, para algin b > 1. Sea ¢y,
elemento de la solucion reqular de (1.4) que satisface las condiciones inicia-
les dadas en (1.12). Entonces, para n > 1, @, puede ser escrita como una
combinacion lineal de elementos en el conjunto {¢,}7_,, de esta forma se

tiene que
n—1

On=Gnt Y Ay, n>1, (1.70)

j=1
con los coeficientes A,; para j =1,...,n—1 determinados de forma unica por
el conjunto ordenado de valores del potencial {Vi, Vs, ..., V,_1}. En particular,

se tiene
n—1

Aneny =Y Vi, n>2, (1.71)
j=1

con
Ao =0, Apiymen = 1, >0,
0 (n+1)(n+1) n (1.72)
Apmn =0, 0<n<m.

Demostracion. En el teorema 1.6 se ha demostrado que ,, es un polinomio
en A de grado n — 1. Del corolario 1.7 se sabe que para 7 > 1, la cantidad
¢“n(A) es un polinomio de grado j — 1. Asi, se puede usar el conjunto {y, }>2
como base para polinomios en A de grado n — 1 y expresar ¢,, como

n—1

On = Apnfn + > _ Anjps, n>1 (1.73)

j=1
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Con la ayuda de (1.63) y (1.67), se comparan los coeficientes en ambos lados
de la ecuacién (1.73), de donde se obtiene que A,,, = 1. Se puede usar A,
para n > 1 como el coeficiente de ¢y ya que ¢y = 0 como resultado de la
primera condicién inicial dada en (1.12). Con esto, se cumple (1.72).

Usando (1.63), (1.67) y (1.74)
n—2 A
Pp_1 = Z Bn_1); N, (1.74)
j=1

analogo a (1.67) con n —1 en lugar de n, se comparan los coeficientes corres-
pondientes a A"~2 en ambos lados de (1.73), con lo que se obtiene

Bpn—2) = Annén(n—Q) + An(n—l)é(n—l)(n—Q)a n > 2.

Se sustituyen los valores de A, Byn—2), én(n,g) y é(n,l)(n,g), asi

(—1)2 [ (n—1) —i—ZV
nQZV n2A (n_1)

)" = 1) + Aoy (~1)"2

Entonces

]

De (1.71) y la primera igualdad en (1.72) se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 1.9. Sea el potencial V de clase Ay para algin b > 1. Entonces, V
se determina de manera tnica por el conjunto ordenado { Az, Asa, ..., A1)}
de los correspondientes coeficientes dados en (1.70), mediante

Vo= A(n+1)n - An(nfl)a n=>1, (175)

con Ay = 0.



Capitulo 2

Métodos para recuperar el
potencial V

2.1. Método de Marchenko

En este capitulo se presentan de forma resumida, el método de Marchenko
y el método de Gel’fand-Levitan, dos métodos para recuperar el potencial
a partir de la funcién de Jost (1.31) o sus ceros.

Definicién 2.1. Sea f,, como en (1.26). Definimos las constantes de norma

de Marchenko como

Cs 1= S S (2.1)

%) 9
Z f’l%lzzfzs
v n=1

donde los valores z = z5 con s = 1,..., N son los estados ligados que corres-
ponden a los ceros de la funcion de Jost.

Ya que el potencial es de soporte compacto, las constantes de Marchenko
definidas en (2.1) pueden ser evaluadas usando S(z) mediante el residuo de
S en el polo z = z,, entonces

cs = 4/ Res {g,zs], s=1,...,N. (2.2)
\/ 2

32
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Se procede a deducir el sistema de Marchenko. En (1.42), se ha visto que

1
z—z"1

Pn = (go.fn - ngn)u

lo cual se puede reescribir como

fogn — gofn = —(z— 2" "pn, z€T.

Se divide esta expresién por fy y se usa (1.35) para obtener

-1
gn—an:—Z i Yn, 2z€T.
Jo

Esta relacion puede escribirse también de la siguiente forma

(gn—2"")+(1=9)"4+1=8)(f,—2")=H,, =z€T, (2.3)
donde
-1
z—z
H,=f,—z2"————o,.
f 7Y

Multiplicando (2.3) por 5= e integrando sobre el circulo unitario T en el
sentido opuesto a las manecillas del reloj, con

]{[---]zmldz, m>n+1,

se tiene
= (gn — 2™)2™ Tz + L (1—9) """ 1dz
2mi " 2me
1 1
— (1= (fu—2") 2" Nz = — ¢ H,2"
+o (1=9)(fn—2")z z 27?@']4 2 2
(2.4)

Se evalia el tercer término del lado izquierdo de (2.4), usando la igualdad
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para f, dada en (1.26)

1
271

(1—=8)(fn—2") 2™ tdz
1 2b—2n—1
% (1 — S) ( Z Kn(n+j)zn+3 — Z”) Sm=14,
=0
1 2b—n—1
=— ¢ (1-209) ( Z K72 — z") 2" dz
2me s
2b—n—1 1
- Z K,; [27” 7{ (1-— S)} 2Ty, (2.5)

j=n+1

La integral del término del lado derecho de la ecuacién (2.4) es

1 1 —z7!
— ¢ H,2™ rde = — [fn—z”—z :

271 271

gpn} 2"z

= L (fn—z_”) m=ldy — 2%@% 7 cpnzm_ldz,

271

donde la integral 5= ¢ (f, —27") 2™ 'dz =0 porque m >n+ 1y

1 — 27! 1 . _
1 z—z SDnmle—— (Z Z )(gofn ngn>Zde

27 fo 27rz 2 fo z—z71

. %gofn fogn My
T 2mi 2 fo

Esta integral tiene N polos simples que corresponden a los estados ligados
z=2zscon s=1,...N. De manera que

gOfn ngn m o g()fn ngn m
272% zfo dz ZRG [ zfo ZS}

(90fn — fogn) 2™

[
M= 1

s=0 fO + Zf[) o
N m

-y b
s=0 Zf() 2=2,

Recuérdese que los estados ligados corresponden a los ceros de fj.
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Con lo analizado en (2.2) y la 1gualdad para f, dada en (1.26) se obtiene

N
gOfan
: 22" f(zs)
s=0 ZfO e
2b—n—1
_E { 2,m E J
- Cszs Kn]zs
s=0 j=n

2b—n—1 N

_ § : § 2, m+j .
- Cszs Kn]
j=n s=0

2b—n—1 N

N
_ 2 _m-+j ) 2.n
= g E c.z, K”J+E ciz..
s=0

j=n+1 s=0
Recuérdese que K, = 1. Entonces

2b—n—1 N N

% H,2" 'z = — Z Zcﬁz;”“Knj - chz? (2.6)

j=n+1 s=0 s=0

Se sustituyen los resultados obtenidos en (2.5) y (2.6) en (2.4)

1 1 1
_ n — n m*d - 1 — n+m71d
5 (gn —2")2 B (1-29)=z 2
2b—n—1
1— Jt+m—1
+ Z [27” 7{( S)] z dz
Jj=n+1
2b—n—1 N N
- D D aE Ky =) A
j=n+1 s=0 5=0
Finalmente, se escribe
1
Kpm = 50 (gn — 272" 2, (2.7)
y definiendo
1
M, = — —S)2""d , 2.8
o z+ Z 2z (2.8)
se obtiene el sistema lineal de Marchenko

2b—n—1

Ko+ Mysm + Y KojMjim =0, 0<n<m, (2.9)

j=n+1
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donde M, se llama ntcleo de Marchenko.

Como consecuencia de (1.26), se considera el sistema (2.9) sélo para
m < 2b—n—1paracadan=0,1,...,b—1.
Teorema 2.1. Sea V de clase Ay para b > 1. Entonces, la funcion de Jost
fo al igual que la matriz de dispersion S, determinan de forma tunica el
potencial. Una vez que se resuelve el sistema de Marchenko para K,,, con

0<n<m<2b—n—1 para cadan =0,1,...,b—1, se recupera el potencial
mediante (1.50).

Demostracion. Se ha analizado que gy se obtiene de fy al sustituir en fy 2
por z~1, entonces dada f; como funcién de z se tiene gy en funcién de z. Por
consiguiente, se tiene la matriz S como funcién de z.

Luego, dada S se tienen las constantes de norma de Marchenko. De ma-
nera que se puede construir el nicleo de Marchenko, con esto, se resuelve el

sistema de Marchenko y se usa (1.30) para obtener el conjunto ordenado de
valores del potencial {Vi, V5, ..., V}}. ]

2.1.1. Algoritmo del método de Marchenko

Dada la funcién de Jost fy(z) en términos del pardmetro espectral z:

1. Obtiener go(z) reemplazando z por z~! en fy(z).

2. Construir la matriz S(z) como en (1.35).

3. Calcular los ceros de fy(2).

4. Calcular las constantes de norma de Marchenko mediante (2.1) o (2.2).
5. Construir el nicleo de Marchenko M,, usando la igualdad en (2.8).

6. Construir y resolver el sistema de Marchenko (2.9).

7. Usar K,,, para obtener {V;,...,V,} mediante (1.30), considerando
(1.28).
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2.2. Método de Gel’fand-Levitan

Se usa p para denotar la funcién espectral[l, pdg. 142][7] asociada con el
operador discreto de Schrédinger no perturbado (1.4) y p para denotar la fun-
cion espectral asociada con el operador discreto de Schrodinger perturbado
(1.1), ambos con condicién de frontera (1.2).

Se emplean dp y dp para denotar las medidas espectrales[l, pdg. 142][7]
asociadas a (1.4) y (1.1) respectivamente, con condicién de frontera (1.2).

La medida espectral dp en términos de \ es

0, A<O0
dp = % A4 — N)d, 0<A<4, (2.10)
0, A > 4.

Como funcion de z, dp esta dada por

0, z€(0,1)
dh= kG- E  seT 2.11)
0, z € (—1,0).

La parte distinta de cero de dp en términos de 6 es

2
dp = =sin”0df, 0<6<m. (2.12)
m

Observacién 2.1. Notese que la medida espectral (2.10) de los elemetos ¢n
que satisfacen (1.4), es similar a la medida espectral de los polinomios de
Chebyshev de sequnda especie,

0, < —1,
dpy(z) = < V1 — x2dx, —-1<z <1, (2.13)
0, x> 1.

Esto se wverifica haciendo el cambio de variable x = % en la tgualdad
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(2.13), entonces

0, A <O,
dpr(A) = § —20N gy 0<A<4, (2.14)
0, A >4

Cada elemento ¢,, de la secuencia {,,}2° |, es un polinomio en A de grado
n — 1. Entonces, forman un conjunto ortonormal con respecto a la medida
espectral dp, esto es

/dﬁ(@@z) =i, (2.15)
donde ¢j; es la delta de Kronecker. Se omiten los limites de integracién con
el entendimiento que la integral es sobre A € R.

Definicién 2.2. Sea ¢, elemento de la solucion reqular. Se definen las cons-
tantes de norma de Gel’fand-Levitan como

1

> )
Z 807%,|/\:Ms
V n=1

donde A\ = g corresponde a un estado ligado, con s =1,..., N.

C, = (2.16)

Al comparar la constante de norma de Gel’fand-Levitan con la constante
de norma de Marchenko se obtiene una relacién entre ambas. En un estado
ligado, ¢, v f, son linealmente dependientes. Entonces, si se evalia (1.42)
en el estado ligado A = p se tiene

) f n|>\=us-
A=pis

- go
Spn‘)\:l"s - (Z o 2_1

Ya que la cantidad entre paréntesis es independiente de n, al elevar al
cuadrado y tomando la suma sobre n se obtiene

0 2
P
— AT z—2z1

oo
Z fn|>\:;43-

A=ps p=1

Teniendo en cuenta (2.1) y (2.16), la relacién entre ambas constantes de
norma es

.. (2.17)

A=pis
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Dado V, asumiendo que los estados ligados ocurren en A\ = pu, para s =
1,..., N, se tiene que la medida espectral dp en términos del parametro \ es

N
S C25(N — prg)dA, A<0 0 A>4,

dp=14"°"" (2.18)
e VA = N, 0<A<A4,

donde fy es la funcion de Jost.

En términos de z, la parte continua de la medida espectral dp estd dada
por

1 dz —
dp — —— 152 T+ 2.1
p= gt FET (2.19)
y en términos de 6
2 do
dp==sin’——, 0<6<m. 2.20
p=— Iz (2.20)

Los elementos ¢, de la secuencia {p, }5°,, son polinomios en \ de grado
n — 1, tal y como se ha demostrado en el teorema 1.6. Asi los términos en la
secuencia {y,}>° | son ortonormales respecto a la medida espectral dp, por
lo que se tiene

/dp (pjp1) = 0.

Por simplicidad, nuevamente se omiten los limites de integracién.

El conjunto {w;}j_, forma una base ortonormal para polinomios en A
de grado n — 1 con respecto a la medida espectral dp. Notese que se puede
escribir cualquier polinomio en A de grado n — 2 0 menor como combinacién
lineal de los elementos en el conjunto {¢p; ;‘;11 Asi, ¢, con respecto a la
medida espectral dp, es ortogonal a cualquier polinomio de grado n — 2 o
menor.

Cada elemento ¢, en el conjunto {¢,,}"} es un polinomio que depende
de X de grado m — 1 y ya que m < n, se puede concluir que ¢,, es ortogonal
a Y, con respecto de la medida dp, esto es,

/dp (onpm) =0, 1<m<n. (2.21)
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Se reemplaza dp con (dp — dp) + dp y ¢, con el lado derecho de (1.70),
entonces, para 1 < m < n se tiene

n—1
0= [ Gupmldp=ap) + Y [ (Ausy) émldp - dp)
j=1

n—1
4 [ Gupi + 3 [ (Ausis) dnd
j=1

Se aplica la ortonormalidad dada en (2.15) al tercer y cuarto término de
la ecuacion anterior y se define

Grm = /@n@m(dp - dﬁ) (2'22>
para obtener
n—1 n—1
Gum+ Y AniGim + > Apjbjn =0, 1< m<n.
j=1 j=1

Noétese por la definicion que G, = G-

Al simplificar esta expresion se obtiene el sistema de ecuaciones lineales
de Gel'fand-Levitan

n—1
Aum + G + > ApjGim =0, 1<m <n. (2.23)

Jj=1

Al analizar (1.75) se observa que es suficiente considerar (2.23) sélo para
n=23,...,b+ 1.

2.2.1. Algoritmo del método de Gel’fand-Levitan

Dada la funcién de Jost fo(z):
1. Obtiener go(z) reemplazando z por 27! en fy(2).

2. Calcular los ceros de fo(z).
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3. En caso de ser necesario, calcular las constantes de norma de Gel’fand-
Levitan, ya sea usando (2.16) o (2.17).

4. Calcular los coeficientes G, usando la igualdad (2.22).
5. Construir y resolver el sistema de Gel’fand-Levitan (2.23).

6. Usar los coeficientes A,,, para obtener {V}, Vs, ..., V,} mediante (1.75),
con AIO =0.



Capitulo 3

Eigenvalores de transmision.
Problema inverso

En este capitulo se introducen los eigenvalores de transmisién (ver definicién
3.1) para la ecuacién discreta de Schrodinger y cémo determinarlos, ademés
de su relacion con los valores del potencial. También se analiza el caso usual
e inusual (ver definicién 3.2).

Definicién 3.1. Un eigenvalor de transmision es el valor de A para el cual
existen soluciones no triviales {1n}22 o v {n}22, al siguiente sistema

1 + 20— 1+ Valhy = A, 1> 1,
R L S VT §

Yo =0, =0,

wb = ’l/jf)? ¢b+1 = 1Lb+1-

(3.1)

Observaciéon 3.1. Los eigenvalores de transmision corresponden a los ceros
de D, donde

@b b
Obr1 Por1

. (3.2)

Demostracion. De la primera ecuacion y la primera igualdad en la tercera
linea en (3.1) se observa que v, es linealmente dependiente de ¢,,, elemento

42
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de la solucién regular. Lo que se verifica al calcular el Wronskiano [, ¢p]
para n = 0, recordando las condiciones en (1.12)

[tho, o] = 121 (1)‘ = 0. (3.3)

De manera analoga, de la segunda ecuacion y la segunda igualdad en
la tercera linea en (3.1) se tiene que 1, es linealmente dependiente de ¢,
elemento de la solucion regular del sistema no perturbado.

Las tultimas dos igualdades en (3.1), son equivalentes a decir que los vec-

tores .
|: 01/11) :| |: ?/)b :|
¢b+1 ’ warl ’

son linealmente dependientes. Por consiguiente el determinante formado por
los mismos debe ser nulo. Entonces, los eigenvalores de transmisién son los
valores A para los cuales los vectores

Db ©b
Ppy1]’ opy1]’
son linealmente dependientes. Esto es, los eigenvalores de transmisién corres-
ponden a los ceros de D, donde D estd determinada por (3.2). ]

Cuando V,, = 0, de (3.1) se sigue que cualquier A es un eigenvalor de trans-
mision. Cuando b = 1 no hay valor de A que sea eigenvalor de transmision
(ver ejemplo 5). Por consiguiente, se puede asumir que b > 2.

Teorema 3.1. Sea el potencial V de clase A, con Vi, # 0, ademds sea b > 2,
donde b es el entero positivo que denota el soporte del potencial. Entonces,
D es un polinomio en X de grado 2b — 2 y estd dada de la siguiente forma

2b—2

D — Z D), (3.4)
s=0

donde los coeficientes Dy con s = 0,1, ...,2b — 2 son univocamente determi-
nados por el potencial V. En particular,

b—1
Doy o = Vi, Doy 3=~V (4(b EDD vj> . (3.5)
j=1
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Demostracion. Se sustituyen en (3.2), los valores de ¢y, @pr1, ©o Y ©or1
usando las igualdades dadas en (1.63) y (1.67), asi

[ b—1 .
S" By S Byl

D = =0 =0
b b ;
> BusirA® Y BrriwA*
=0 =0

Al calcular el determinante, se tiene

oo () ) () ()

O

b b1 b b1
=> > BuiBpyipX - Z Byi By 1\
k=0 i=0 k=0 i=0
bob-1
= AFR(Byi By 1)k — BuiBp1)k)-
k=0 =0

Se escriben los términos de la suma sobre 7, cont=b—1,b—2y b—3

k=0

b
D=%" { DY IACDHE By = Bl

4 (=1)b 2\ Fk [2(b — 1)Bprayr — ( (b—1)+ Z v) (b+1)k

+ (_1)b—3)\(b—3)+k

(b —2)(20 = 3) Bos1yr — ((b —2)(2b-3)

b—1
20-2)) Vi+ > ww)é<b+1)k +}
=1

1<j<i<b—1

(3.6)

Se escriben los términos para k = b,b — 1 y b — 2. Al sustituir los valores
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de Bk ¥y ]é’(bﬂ)k en (3.6), se reducen varios términos, asi

D :)\Zb_l(—l)b_l [(_1)b . ( ) } + >\2b 2 2b 2 [ ‘/Z

+ ..

4+ A3 (1) %3 [—2(6 —2) Zl Vi— Y (=)W

1<j<i<b—1

4 )\2b72(_1)2b72 <Z V;) + )\2b73(_1)2b73 (%Vb _ 22{4)
+...+A2b‘3(—1)2b_3< ZV+ > VV)

1<5<1<b

Agrupando términos obtenemos

) b1 b1
22 (Zvl _ sz) | \2-3 <_2(b —-2) ZVZ- - Z ViVl

i=1 1<j<I<b—1

b
+2be—22\/,+2 b—1) Zv+ > vv>+

1<j<I<b
Finalmente, al simplificar, se tiene que

Vb<4(b—1)+zb:%>

D = )\2b—2‘/b + )\2b—3

2b—2

=Y DX
s=0

]

Teorema 3.2. Sea V de clase A, con V, # 0, ademds asumase que b > 2,
donde b es el entero positivo que denota el soporte del potencial. Entonces, la
cantidad D definida en (3.2), como funcion de X, tiene exactamente 2b — 2
ceros y por lo tanto el nimero de eigenvalores de transmision para (3.1) es
2b — 2. En términos de los eigenvalores de transmision Ay, ..., Aop_o, S€ tiene

2b—2

D=V, [T(A= ) (3.7)

j=1
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2b—2 b—1
SN =4b-1)+> Vi (3.8)
j=1 j=1

Se define la cantidad E como

ast, los eigenvalores de transmision corresponden a los ceros de E.

Demostracion. En el teorema 3.1 se ha demostrado que los ceros de D co-
rresponden a los eigenvalores de transmisién y que D(\) es un polinomio de
grado 2(b — 1), siendo el término principal V,A?**~2. Dado esto se establece

(3.7).

)\2b—2

Al comparar los coeficientes correspondientes a en las igualdades

(3.4) y (3.7) se obtiene (3.8).

Finalmente, de manera directa, de la definicién (3.9) se sigue que conocer
E, es equivalente a conocer los eigenvalores de transmision. O

Definicién 3.2. Se dice que ocurre el caso inusual para (3.1) cuando se
cumple que

2b—2
>N =40b-1), (3.10)
j=1

donde \; denota los eigenvalores de transmision para j =1,...,(2b—2).

En el siguiente teorema se estudia como expresar el polinomio D en térmi-
nos del parametro espectral z en lugar del parametro \.

Teorema 3.3. Sea el potencial V de clase A, con V, # 0, ademds sea b > 2,
donde b es el entero positivo que denota el soporte del potencial. Entonces:

a) D puede ser expresado en términos del pardmetro espectral z mediante

1

D = T
z—2z"

(fo —go)a (3-11)

donde fy es la funcion de Jost y go es la fucion dada en (1.34). Esta
tgualdad se cumple también para b = 1.
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b)

d)

¢)

La cantidad (fo—1)/V}, es univocamente determinada por los eigenvalores
de transmision para (3.1). La cantidad Ko [V, también es determinada
de manera unica por los eigenvalores de transmision, donde Ky es el
coeficiente de z en la expansion polinomial de la funcion de Jost fy en
términos de z.

La identidad (3.8) es equivalente a

2b—2
SN =40b-1)+ (% - 1) V. (3.12)

=1 b

A menos que Ko /Vy, = 1, donde este caso corresponde al caso inusual (ver
definicion 3.2), V,, se determina de manera tinica por los eigenvalores de
transmision al resolver (3.12) para V.

A menos que se encuentre en el caso inusual, los eigenvalores de transmi-
sion determinan de manera unica la funcion de Jost fy. Esto es, a menos
que se encuentre en el caso inusual, los eigenvalores de transmision de-
terminan de manera unica el conjunto ordenado de valores del potencial

{1, ..., Vp}.

Demostracion. a) Se sustituyen en (3.2) las expresiones en términos de z
para ¢, v ¢,. Recuérdese que

2t —z" 1
Pn = 10 Pn =

(go.fn - ngn)a

z—z"1

entonces

D = Qypppr1 — PoPii

_ (Zb - 2_b> <gofb+1 - f09b+1> _ (gofb - ngb) <2b+1 - Z_(bH))
ozt z—z71 z—z1 z—z71

o (Zb - Zﬁb)(gofbﬂ - ngb—H) - (gofb - fogb)(Zb+1 - Zﬁ(bﬂ))

- (z —271)2 ’

Cuando el potencial es de clase Ay, se cumple (1.19), por lo que

(b+1)

b+1 - -1
fb+1 =z = 2[5, gb+1 = < =z Gb



48 Capitulo 3. Eigenvalores de transmisiéon. Problema inverso

Al sustituir esto en la expresion para D se obtiene

22— 27 (zg0fo — 27 fogn) — (9o fo — fogu) (2T! — 2_(b+1))
(z —2z71)2

B gofb(2b+1 _ Zb—l) _ f09b<2_(b+1) _ Z_b+1)

N (z —2z71)2

~(fo—go)(z—271) 1 B
- (Z _ 2_1)2 - (2 _ z_l)(f() gO)

p

b) En (3.9) se definié que E = D/V}, sustituyendo en (3.11) se tiene

EV, = fo— 90

)
z—z"1

entonces

(Z—Zil)E: (fo‘;bgo)
_fo—1 go—1
Vi Vi

(3.13)

En el teorema 3.2, se ha visto que los eigenvalores de transmision deter-
minan de manera unica a E. Ademas, como resultado del teorema 1.3 se sabe
que fo — 1 es un polinomio en z de grado 2b — 1 y que la cantidad gy — 1 es
un polinomio en z~! también de grado 2b — 1.

Entonces dado (2 — 27 1) E se puede determinar de manera tnica la can-
tidad (fo — 1)/V}. Del teorema 1.3, se sigue que (fo — 1)/V} es una funcién
positiva (ver definicién 1.5) y que (go — 1)/V} es una funcién negativa (ver
definicién 1.5) de forma que si se escribe (z — z7')E en términos de z se ob-
serva que los términos correspondientes a las potencias positivas de z forman
(fo—1)/V, v que de los términos correspondientes a las potencias negativas
de z se obtiene (go — 1)/V4.

Conociendo el polinomio (fy — 1)/V4, se obtiene Ky /Vj, ya que es el
coeficiente correspondiente a z. También se puede usar la expresion en (2.7)
con n =0y m =1 para determinar este valor.

b
c) En la segunda igualdad de (1.32) se ha establecido que Ko = >V},
=1

=
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lo cual puede escribirse también como

b—1

KOl 1
— =14 = g \% 3.14
‘/b + % 70 ( )

j=1

lo que es igual a

K, b—1
01 2 :

Se sustituye este resultado en (3.8) y se obtiene lo establecido en (3.12).

d) En el inciso b) se demostr6 que Kp;/V, puede ser determinado de
manera unica mediante los eigenvalores de transmision. Por consiguiente, V;,
se puede determinar univocamente al resolver (3.12), siempre y cuando la
desigualdad

Ko
— #1
‘/b #

se cumpla.

e) De los resultados en b) y f) se tiene que (fo — 1)/V, y V; se pueden
determinar de manera tnica mediante los eigenvalores de transmisién, con
la excepcion del caso inusual. Esto es, en el caso usual, los eigenvalores de
transmisién determinan univocamente a fy. Finalmente, del teorema 2.1 se
tiene que fy determina de manera unica a V. ]

El siguiente resultado muestra que un eigenvalor de transmision no puede
ocurrir en un cero de fj.

Proposicion 3.4. Sea el potencial V de clase A, para algin b > 2. Sea f
la funcion de Jost, go la cantidad dada en (1.34) y D la cantidad definida
en (3.2). Sea z el pardmetro espectral dado en (1.5). Entonces, D y fo no
pueden anularse simultdineamente para ningiun valor de z.

Demostracion. De lo establecido en (3.11) puede observarse que si D y fy se
anulan en el mismo valor de z con z # +1, entonces gy también debe anularse
en ese valor, lo que contradice lo establecido en el teorema 1.4e). Por tanto,
D y fo no pueden anularse simultdneamente en ningin z con z # +1.
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1

Por otro lado, usando las expansiones para fy, go v 2 — 27 alrededor de

z = 1, se obtiene la expansion de D alrededor de z = 1, esto es,

_ fo—90 _ 2(z — 1) fo(1) o

D -z 1 2z—1D+0(z-1)? = fo(1)(1 = O(z = 1)),

entonces
D=jy(1)+0(z—1), z—1eC. (3.16)

Como resultado de (1.60) se sabe que fo(1) # 0si fo(1) = 0. Asi, Dy fono
pueden anularse simultaneamente para z = 1. De forma analoga, se establece
que D y fy tampoco pueden anularse simultaneamente para z = —1. O

El préoximo teorema estudia la conexion entre los eigenvalores de transmi-
sién y las energias en las cuales la matriz de dispersién del sistema perturbado
(1.1) y el sistema no perturbado (1.4) coinciden. Se muestra que en un eigen-
valor de transmision, la matriz de dispersion S del sistema perturbado vale
uno. Con la posible excepcién de A = 0 y A = 4, se presenta que para cual-
quier valor de A en el cual S = 1 es un eigenvalor de transmisiéon. También
se dan algunas condiciones necesarias y suficientes para que A =0y A =4
sean eigenvalores de transmision del sistema (3.1).

Teorema 3.5. Sea el potencial V de clase A, con Vi, # 0, ademds sea b > 2.
Entonces,

a) En un eigenvalor de transmision A, la matriz de dispersion S definida en
(1.85) toma el valor de 1. Esto es, en un eigenvalor de transmision X,
la dispersion del sistema perturbado (1.1) con condicion de frontera de
Dirichlet (1.2) coincide con la dispersion del sistema no perturbado (1.4)
con condicion de frontera de Dirichlet (1.2).

b) Con la posible excepcion de z =1 y z = —1, correspondientes a A =0 y
A = 4 respectivamente, cada valor de X en el cual la matriz de dispersion
toma el valor de 1, es un eigenvalor de transmision para (3.1).

c) SiS=1en =0, entonces A = 0 es un eigenvalor de transmision si y
solo si fo es distinto de cero y fy es cero en A = 0.

d) Si S =1en =4, entonces A = 4 es un eigenvalor de transmision si y
solo st fo#0 y fo=0en A =4.
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Demostracion. a) Como resultado de (1.5), se tiene que A = 0 corresponde
z =1y A =4 corresponde a z = —1, mediante una relaciéon uno a uno. Con
la igualdad en (1.35), se reescribe (3.11) como

b__1 Q_@)
fo z—z71 Jo ’
D _
fo

entonces

(z—27h) 1-S. (3.17)

Es conocido que los eigenvalores de transmisién corresponden a los ceros

de D. Sea z un cero de D. Como resultado de la proposicion 3.4 se tiene que
fo(2) # 0. Entonces,

(2—21)%2:1—52
0=1-5(3)
S(z)=1

b) Si S = 1 para algin Z, con Z # +1 se tiene
D —
fo
por lo tanto D = 0 para z. De manera que Z es un cero de D, por consiguiente
un eigenvalor de transmision.

(Z_Zil) 0,

c¢) Se usan las expansiones de fy y go alrededor de z = 1 dadas en (1.61)
para obtener una expresion de la expansion de S alrededor de z = 1, asi

()= PO FE=DAMFO(=-1Y) o

fo(1) = (z =) fo(1) + O((z = 1)?)

de donde

1—2(z = )EE +0((z = 1)2), fo(1) #0
S(z) = (3.18)

—1+0((z - 1)?), fo(1) =0

de este modo, S(1) =1si fo(1) #0y S(—1) = —1si fo(1) = 0.
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Por otro lado, de la expresion en (3.18) se tiene que D =0 en z = 1siy
s6lo si fo(1) = 0. Por lo tanto, en z = 1 se tiene que S =1y D = 0 si y sdlo
si fo(1) # 0y fo(1) =0.

d) Se sigue un procedimiento andlogo para demostrar que en z = —1 se
tiene que S =1y D =0siysdlosi fo(=1) #0y fo(—1)=0. O

En el siguiente teorema se muestran varias formas de caracterizar el caso
inusual.

Teorema 3.6. Sea el potencial V de clase A, con Vi, # 0, ademds sea b > 2.
Entonces, el caso inusual para el problema de eigenvalores de transmision
de (3.1) ocurre si y sdlo si una de las siguientes condiciones equivalentes se
satisface:

a) Los eigenvalores de transmision cumplen (3.10).

b) El potencial V satisface

o

-1
V; = 0. (3.19)

1

J

¢) El coeficiente Ko, correspondiente a z en la expresion dada en (1.31) es
wqual a V.

2b—2

d) El coeficiente Koap—2) correspondiente a z en la expresion (1.31) es

CEeTo0.

e) Los coeficientes de z y 22~ en la expansion polinomial en z de (fo—1)/V;
son tquales a 1.

f) El coeficiente de 2**=2 en la expansion polinomial en z de fo — 1/Vj es
cero.

g) El coeficiente Doy,_3 correspondiente a N3 es —4(b — 1)V,
h) El coeficiente de \**=3 en la expresion para la cantidad E definida en (5.9)
es —4(b—1).

Demostracion.
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a) — b) De (3.12) para el caso inusual y de (3.15) se tiene que

b—1
Ko,
02(15_1) > v

i=1

b) — ¢) Usando (3.10) en segunda igualdad dada en (1.32)

b b—1
R SRS
j=1 j=1

¢) — d) Se reescribe la primera igualdad en (1.33) para obtener

b—1 b
Koo =V ) _V; =V, (Zv; - Vb> = Vy(Kor — Vi),

j=1 j=1

usando el resultado anterior se tiene Ko2—2) = 0.

d) — €) De (1.31) se tiene

Jo—1 Ko Ko@b-2)\ 252 Ko@b—1)\ 951
- Y L) Z20@b-1) . (3.20
v v) i\ ) Ty )7 (3.20)

Por lo tanto, los coeficientes correspondientes a z y 22°~! son % y %

respectivamente. De la segunda igualdad en (1.33) se tiene que

Ko@b-1) = Vb,
por consiguiente
M =1 siempre
v o
Por otro lado, de (3.14), se tiene
K, 1 Kogap2)
01 0(2b—2
— =1+ Vi=1+—/——=1
Vi Vi ; : Vi

e) — f) De la expresién (3.20), se tiene que el coeficiente correspondiente a

52b—2 Ko(2v-2)

es ——, asi, usando la primera igualdad en (1.33) se obtiene

K, L K, K,
0(2b2 ZVJ 0(2b—1) ( 01_1)%:
7=1
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b—1

f) — g) En (3.5) se ha establecido que Dqg,_3 = -V}, (4(1) -1+ > V}), lo
j=1

cual se puede reescribir como

Koop—
Dasca = Vi (400~ 1)+ 222 ) — i a(o - ).

g) — h) De (3.7) se obtiene de manera directa que el coeficiente de A\*~3 es

Dy
B 4 (b —1).
2l = —a(b-1)

h) — a) Usando (3.4) se tiene que

Dop—o 26—2 Day—3 2b—3
E=——=X\ — ...+ Dyg.
v + v + + Dy

Por otro lado, de (3.7) la expresién para E es la siguiente
252 22

E=)\24 (Z Aj> St | B
j=1 j=1

Al comparar los coeficientes correspondientes al término A2~ se tiene

2b—2

D2b—3
= —Ab—1) =Y\,

Jj=1




Capitulo 4

Ejemplos

El objetivo principal de este capitulo es mostrar cémo recuperar el potencial
dados los eigenvalores de transmisién, mediante el método de Marchenko y
el método de Gel’fand-Levitan e ilustrar el caso inusual. Adicionalmente,
se muestra como determinar los valores del potencial usando el método
algebraico.

En el problema inverso, los datos conocidos son los eigenvalores de trans-
misién. En los préximos ejemplos veremos como recuperar los valores del
potencial a partir de los eigenvalores de transmisién, mediante el método de
Marchenko y el método de Gel'fand-Levitan.

4.1. Ejemplo 1, b=2, f)(z) con un estado liga-
do.

En este ejemplo se obtiene la expresién para fy en términos de los eigen-
valores de transmision. Se ilustra como recuperar los valores del potencial
para el caso b = 2.

Sea b = 2. Sean dados A1 y Ag, eigenvalores de transmisién. Determinar
ViyVa

25
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Primero veremos en general, cémo obtener fy(z) en el caso b = 2 dados
los eigenvalores de transmision.

Dados A; y Ag, se construye E en términos de z usando la relacion (1.7)

E:<)\—)\1)(/\—/\2):(Q—Z—Z_l—/\1>(2—Z—Z_1—/\2)
=22+ MA+A—4)z+(6—2X\ =22+ MAg) + (M + A —4)27 4272

se multiplica por (z — 27!) para obtener
(Z — Z_l)E :Z3 + ()\1 + )\2 — 4)2’2 + (5 — 2)\1 — 2)\2 + /\1)\2)2

- (5 - 2)\1 — 2)\2 + /\1/\2)2_1 — ()\1 + )\2 - 4)2_2 — 2_3

fo—1 go—1
Va Vo o

De manera que

fo—1
Vo

_ 23 + (/\1 + /\2 _ 4)22 —+ (5 — 2/\1 — 2)\2 + )\1)\2)Za

entonces

fo=Va[2> + (A1 + Ay —4)2% + (5 — 201 — 29 + A A9)2] + 1. (4.1)

Ahora veremos un caso particular. Sean

M= d= g (4.2)

Sustituyendo los valores de A\; y Ay en (4.1) se obtiene fy. Asi

5
ﬁf:%(f+2%ﬁf>+L

Para obtener V; se usa la relacién en (3.12), entonces

5
—44 (21
5 +(4 )%

al resolver se tiene que V5, = 4. Por lo tanto

fo(z) =42° +42° + 52 + 1. (4.3)
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Método de Marchenko

Dado fy(z) como en (4.3) y los eigenvalores de transmisién (4.2), se usa
el método de Marchenko para determinar V; y V5.

Siguiendo el algoritmo del método, el primer paso es obtener go(z) reem-
plazando z por 27! en (4.3), de esta forma

go(2) =423 + 4272 + 5271+ 1. (4.4)

Usamos (4.3) y (4.4) para construir la matriz S(z) mediante (1.35), asi

4z 44272 45271+ 1 _ 444z + 522+ 23

S(z) = = .
(2) 423 + 4224+ 5z +1 23(1 4 5z + 422 + 423)

Se calculan los ceros de fy(z), los cuales son

2 A —0.233412, 2y A~ —0.383294 + 0.96133i,
23 A~ —0.383294 — 0.96133;.

Para los siguientes calculos, sélo nos interesan los ceros de fo(z) en |z] = 1,
por lo que trabajaremos tinicamente con z;. Una observacién importante es
que z; corresponde a un estado ligado ya que z; € (—1,0).

En general para b = 2, el sistema de Marchenko esta dado de la siguiente
forma
Koy + My + Koy M + Koo M3 + KozMy =0
Koy + My + Koi M3 + KooMy + KogMs = 0
Ko3 + My + Koy My + Koo M5 + KogMg = 0
Ko + M3+ KoM, = 0.

El préximo paso es construir el nicleo de Marchenko, donde

1
Mn = 2_7]'7/ (1 — S)Zn_l + C%Zﬂf,
observe que, la contribucién de la integral correspondiente al polo z; se anu-
la con el término de la suma, por lo tanto M, = 0 para n > 3. Asi, la
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contribucion a M,, depende solamente del residuo en el polo z = 0, entonces
M, = —Res[S, 0] = —69
M, = —Res[25,0] = 16
M3 = —Res[z%5,0] = —4.

Asi, el sistema de Marchenko a resolver es
K()l - 69 + ].6K01 - KQQ - 0,
K02 + 16 - 4K01 = 0,
Ko3 —4 =0,
Ky —4=0.

De la tercera y tltima ecuacién del sistema se obtienen Koz = 4y K15 = 4.
De la segunda ecuacion, se tiene Koy = 4Ky, — 16, se sustituye en la primera
ecuacion, entonces

KOl - 69 + 16K01 - 16K01 + 64 - 0

Resolviendo, Ky, = 5, por lo tanto Ky, = 4.

Finalmente, de (1.30) y (1.28), se tiene

Vi=Kog—Kp=5-4=1,
Vo=Kip— Ky3=4+0=4.

Método de Gel’fand-Levitan.

Dado fy(z) como en (4.3) y los eigenvalores de transmisién (4.2), se usa
el método de Gel’fand-Levitan para determinar V; y V5.

Siguiendo el algoritmo del método, los primeros dos puntos los hemos
calculado anteriormente.

En general, el sistema de Gel’fand-Levitan para b = 2 estd dado por
Ao + Ga1 + As1 Gy =0,
Az + G + A31Ghi + Ag2Go = 0, (4.6)
Asy + Gso + A31Grg + Az2Gae = 0.
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Procedemos a calcular los coeficientes G,,,,, donde

0 4
Gmn=:/° ¢n¢mc%ﬂx——undx+:/ uom(dp — dp)
0

—0o0

+/ GrnPmCTO(N — pp)dA.
4

Para esto se han usado las medidas espectrales dp y dop dadas en (2.18) y
(2.10) respectivamente.

Ya que z; € (—1,0), o de forma equivalente, 11; se encuentra en el intervalo
(4, 00), se tiene

4
Gom = CEon(e)m(20) + | utmldp = i),
0

al reescribir la integral en la expresién anterior en términos del parametro 6
usando (2.20) y (2.12), se obtiene

Grm = C’fgpn(zl)gom(zl) + g/ sin(nd) sin(mb) (L — 1) do,
™ Jo fogo

donde fy y go como en (4.3) y (4.4) respectivamente.

Usando la relacién en (2.17) obtenemos el valor de la constante de norma
de Gel'fand-Levitan C? = 0.070990.

Por otro lado, en (1.17) se expresa la forma de los elementos de la solucién
regular de (1.4) en términos del pardmetro z. Asi,

Go = —4.51768, Gy = 19.4094.

Por lo tanto los valores de los coeficientes G,,,,, son

G =0, G2 = —1, G = 0.999995,
G = 0.999995, G390 = —5.99997.

Se sustituyen estos valores en (4.6) y se resuelve el sistema. De ahi se
obtiene que
A21 = 17
Asp = 4.000005,
A32 = 5.
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Finalmente, usamos los valores de A,,, para obtener los valores del po-
tencial. Siguiendo la igualdad (1.75) obtenemos

‘/1:1421_1410217
‘/2:1432—/121:5—1:4.

4.2. Ejemplo 2, b=2, f;(z) sin estados ligados.

En este ejemplo se ilustra como recuperar los valores del potencial para
el caso b = 2, mediante el método de Marchenko y el método de Gel'fand-
Levitan, cuando ningiin cero de la funciéon de Jost corresponde a un estado
ligado.

Sea b = 2. Sean dados \; y Ao, eigenvalores de transmisién. Determinar
Viy Va.

Sean

:—9+\/1_7 Azz—g_\/ﬁ. (4.7)

M 4 4

La funcién de Jost para este problema es
1

fo(z) = —523 — iz2 + 1. (4.8)

Método de Marchenko

Dada la funcién de Jost (4.8) y los eigenvalores de transmisién (4.7), se
usa el método de Marchenko para determinar los valores del potencial.

Siguiendo el algoritmo del método, construimos go(z) al reemplazar z por
z7en (4.8)

1 1
go(z) = —52_3 — 12_2 + 1. (4.9)
Con la ayuda de (1.35) se obtiene la expresion para la matriz S(z)
R Ve NN IS SR
S(z) = 24 e

—l 121 B 22228
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Calculamos los ceros de fy(z), los cuales son

21 ~ 1.11339, 2, = —0.806693 + 1.07031¢,
23 ~ —0.806693 — 1.07031z.

Ninguno de ellos corrresponde a un estado ligado ni se encuentra en el
circulo unitario |z| = 1. Por lo tanto el nicleo de Marchenko no contendrd
términos que se sumen. En este caso esta dado por

1
M, =— ¢(1— n—1q
n=g5— ¢(1-5)"dz,

donde M, = 0 para n > 4, ya que la tnica contribucién es la del residuo en
el polo z = 0. Asi,

1

M, = —Res[S,0] = 3
1
M, = —Res[25,0] = 2

1
M3z = —Res[2%S,0] = 3

Entonces, el sistema de Marchenko tiene la siguiente forma

1 1 1
K —+ - K, — Ky =
01+8+4 01—1—2 02 =0,
K, —i—l—l—lK =0
02 4 2 01 — Y,
1
K03+§:0,
1
K12+§:O7
cuya solucion es
1 1 1
Ky = Ky = —- Ky = —= Kig=—.
o1 =0, 02 1 03 5 12 5

El dltimo punto del algoritmo es calcular los valores del potencial utili-
zando los K,,,. De (1.30) y (1.28), se tiene

1 1

Vi 01 12=20 (2) %
1 1
V2:K12—K23:——+O:—§-

2
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Método de Gel’fand-Levitan

Ahora se usa el método de Gel’fand-Levitan para encontrar el potencial.
Suguiendo el algoritmo del método, la funcién de Jost y su relativa estan
dadas como en (4.8) y (4.9), respectivamente.

Usando las medidas espectrales (2.11) y (2.19), los coeficientes G, se
determinaran mediante

11 1 dz
G _ 1 - n —n\(.,m —m\ <
297 ( fogo) (2" =2 &) 2’

o usando las medidas espectrales (2.20) y (2.12)

Gmn:E?AwﬁnUW)QMWW)(—L——1>d&

T fog0

Asi,
1 1
Gll - 07 G12 - _57 G22 -
1 1
Gy =~ Gap——=
31 47 32 ]

1
A21 - 57
9
Ay = ——
31 167
A32 =0

De manera que los valores del potencial son

1
Vi=Ay —Ap=-+0,

2
1 1
Vo= Aoy — Aoy = 0 — — — — =
2 32 21 2 2
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4.3. Ejemplo 3, b=3, fy(z) con un estado liga-
do.

En este ejemplo se encuentra una expresion para fj, con sus coeficientes
en términos de los eigenvalores de transmision, para b=3. Ademas ilustra
como recuperar el potencial mediante el método de Marchenko y el método
de Gel’fand-Levitan.

Sea b = 3. Sean dados A1, Aa, A3 y A4, eigenvalores de transmisién. De-
terminar Vi, Vo y Vs.

Primero nos interesa encontrar una expresion para la funcién de Jost
fo, donde sus coeficientes dependan de los datos dados, en este caso, los

eigenvalores de transmision.

Entonces, usando los eigenvalores de transmisién, i, Ao, A3 v Ay se cons-
truye E mediante la relacién (3.9), de esta forma

E=A=M) (A=) (A=A3) (A= Ag)
—<2Ai> >\3+< > )W\j> >\2+< > Ai)\jAk>)\+H>\i.

1<i<j<4 1<i<j<k<4 i=1

Reescribimos en términos del parametro z para obtener

E:z4+<ZA—8>z +<28 6ZA+ > )\)\>

1<’L<]<4
e D P O P Ve R P DI 15ZAi —56> P
1<i<j<k<4 1<i<j<4 i=1
4
- 70—202)\ +60> NN = Y Aimﬁﬂxi)
1<i<j<4 1<i<j<k<4 i=1
4
Y A =4 D) AN+ 152&—56) z7
1<i<j<k<4 1<i<j<4 i=1
4
+ |28 - 6ZA+ > /\>\> <ZA1—8)23
=1

1<i<j<4
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De manera que, al multiplicar por (z — z7!) obtenemos

(z— 2z Y)E =2 +<ZA —8>z +(27 62/\—1— > AA)

1<i<j<4

4
DD AMna—4 ) /\i/\j+142)\i—48) 2

1<i<j<k<4 1<i<j<4 i=1

1<i<j<4 1<i<j<k<4 i=1

4
- 0—2OZA+6 PR YEEED PP VO | BY

1<i<j<4 1<i<j<k<4 i=1

4
+ 70—202)\ +60> AN Y )\i)\j)\k—l—HAi)z

4
- PRI )\i)\j+142)\i—48) 272

1<i<j<k<4 1<i<j<4 i=1

— 27~ 6ZA+ > )\)\) <i)\i—8>2_4—z_5.

1<i<j<4 i=1

Finalmente, la expresiéon para fy en términos de los eigenvalores de trans-
mision es

fo=V3

1<i<j<4

z+<z/\—8>z+(27 6ZA+ > )\)\)
+( Y- 4 > AiAj+14z4:/\i—48)z2

1<i<j<k<4 1<i<j<4 i=1

+1. (4.10)

1<i<j<4 1<i<j<k<4 i=1

4
+(7o 202/\ +6 > AN - Y AiAj/\k+Hx\i)z

Veamos un ejemplo particular. Sean

1 -1
)\1 = 0, )\2 - 3, )\3 = %, )\4 == QT\/_’Y (411)

Primero obtenemos V3 mediante la relacién (3.12)

4
2N =8 15
= 3 =8
V=S =i, (4.12)
V3
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Sustituyendo (4.11) en (4.10) se tiene

1

1 1
fo(2) =V3 (25 — §z4 - §z3 — 224 §z> +1.

Al reemplazar el valor de V3 obtenido en (4.12), obtenemos fy(z)

1 1 1
fo(z) = 2° — 524 — 523 — 22+ 5% + 1. (4.13)

Dada la funcién de Jost como en (4.13) y los eigenvalores de transmisién
(4.11), se determinan los valores del potencial.

Método de Marchenko

Siguiendo el algoritmo del método, se determina go(z) al reemplazar =z
por 27! en la funcién de Jost.

1 1 1
go(2) = 27° — 52_4 - 52_3 — 224 52_1 + 1. (4.14)

Asi, con (4.13) y (4.14), obtenemos la matriz S(z) mediante (1.35). Des-
pués de simplificar, se tiene

225 424 =223 — 22— 2+ 2
25(225 — 24 — 23 — 222+ 2+ 2)

S(z) =

Se calculan los ceros de fy(z), los cuales son

21 ~ —0.713904, 29 ~ —0.466528 4 0.9538961,

zg3 ~ —0.466528 — 0.9538961, 2y =~ 1.07348 + 0.2998641,
25 ~ 1.07348 — 0.2998641,

ya que se requiere que los ceros se encuentren en |z| = 1, sélo se trabajara
con z;. Se observa que z; corresponde a un estado ligado ya que z; € (—1,0).
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En general, sistema de Marchenko a resolver para b = 3 es:

Ko1 + My + Kot Ma + Koo M3 + KogMy + KosMs + Kos Mg = 0

Koz + My + Kon Mz + Koo My + Koz Ms + KoaMe + Kos M7 = 0

Koz + M3 + Kot My + Koo Ms + KozMe + KosM7 + Kos Mg = 0

Koy + My + Ko1 Ms + KoaMeg + KosMy7 + KosMg + Kos My = 0

Kos + M5 + Koy Mg + KooM7 + Koz Mg + KosMg + Kos Mg =0 (4.15)
Ko + M3 + KoMy + K13Ms + K14Mg =0

K3+ My + K12Ms + Ki3Mg + K14M7 =0

Ky + M5 + Ki19Mg + Ki3M7 + K14Mg =0

Koz + My + KosMg = 0.

Se calcula el nicleo de Marchenko usando (2.8). Observe que el valor de
la integral se obtiene al calcular los residuos en los polos z = 0y z = 2,
entonces de (2.8) y (2.2) se concluye que el término de la suma se anula con
la contribucién del residuo en el polo z = 2; por lo que el valor de M, se
tiene al calcular el residuo en el polo z = 0.

)
= —Res[5,0] = 2
= —Res[z5,0] =
= —Res[2?S,0] =
= —Res[2*S,0] =
= —Res[z5,0] = 1

ano, n > 6.

De esta forma el sistema de Marchenko (4.15) se reduce a

5
K01—§+2K01—K02+K03—K04:0

Koo +2 — Ko + Koa — Ko3 =0
Koz — 14 Ko — Ko2 =0
Kos+1—Kop =0
Kis—1=0
Kig—1+Kjp—Ki3=0
Kiz+1—-K;p=0
Ki,s—1=0

Ko —1=0,
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de donde se obtiene que

1 1 1
Ko = 57 Koy = -1, Koz = —57 Koy =
Kos =1, K3 =0, K3 =—1, Ky =1, Koy =1.

Finalmente, usando la igualdad en (1.30) se recuperan los valores del
potencial

1
V1=Ko1—K12=§>
Vo= Kip — K3 = —1,
Vi = Ky — K34 = 1.

Método de Gel’fand-Levitan

Sean fy(2) y go(z) como en (4.13) y (4.14), respectivamente. Seguimos

los pasos restantes del algoritmo del método para determinar los valores del
potencial.

En general, el sistema de Gel’fand-Levitan a resolver para b = 3 es
Agi + Goy + AyGiy =0
Az + G + A31Gry + AzpGoy =0
Azg + G + A31Gra + AzeGae = 0
Ap 4+ Gy + A G + ApGar + AzGsr =0
Ao+ Gaa + AnGra + AgpGa + AyzGsr = 0
Az + Guz + AnGiz + AgppGaz + AgzGsz = 0.

De manera anéloga a lo establecido en el ejemplo 1, se calculan los coefi-
cientes G, usando las medidas espectrales (2.18) y (2.10), asi tenemos

4
G = C2én(21) (1) + / npmldp — dp)
0

Se reescribe la integral en la expresién anterior en términos del parametro
0 usando (2.20) y (2.12), entonces

Grm = Cion(21)Pm(21) + 2/ sin(nf) sin(mb) <L - 1) de.
T Jo 090
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Usando la relacién (2.17) se obtiene el valor de la constante de norma de
Gel'fand-Levitan CF = 0.0272378.

Los valores de las soluciones regulares en el estado ligado z; son ¢y =
—2.114653, @3 = 3.471756 y ¢35 = —5.226905.

Asi

Gy =0, Gia = —0.499999, G5 = 0.249999,
Gar = —0.499999, Goy = 0.249999, G = 0.249999,
Gap = 0.375000,  Gs3 = 0.312499,  Ga1 = 0.875000,
G = 0.312499,  Gy3 = 0.093751.

Al resolver el sistema se obtiene

A21 — 05, A31 — —05, A32 — —05
A41 == —15, A42 = —1, A43 - 05

Finalmente, los valores del potencial son

Vi = A — Ay = 0.5,
Vo = Azg — Ag1 = —1,
Vi = Ay — Asp = 1.

4.4. Ejemplo 4. Caso inusual b=3.

En este ejemplo se ilustra el caso inusual para b = 3. Veremos que no es
posible determinar de forma tnica el valor de V3.

Sea b = 3. Sean dados Ai, Ao, A3 ¥ A4, eigenvalores de transmisién. De-
terminar Vi, V5 v V3.

Sean
)\1 == 1, )\2 == 1, )\3 == 3, )\4 == 3 (416)

Ya que los eigenvalores de transmision son los ceros de E, obtenemos

E=\—12%A=3)2 =" —8)\3 4+ 22\ — 24\ + 9.
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Reescribimos F, en términos de z
E=2 422434224274
y multiplicamos por (z — z71)

(z—2DWE=2"+2+2—271— 23— 275 (4.17)

Asi, usando la relacién (3.13) obtenemos

fo—1

5 3
=z +Z +Z,
{3

por lo que
fo=Ws[2° + 22+ 2] + 1. (4.18)

De la definicién (3.2) se observa que para este ejemplo nos encontramos
en el caso inusual, ya que se cumple que

4

>N =8=4(b-1).

J=1

Lo cual no nos permite resolver (3.12) para determinar V3 y por consiguiente
no podemos determinar los valores del potencial de forma tnica.

Sin embargo, si la informacién dada es fy(z), se puede usar el método de
Marchenko o el método de Gel’fand-Levitan para determinar el potencial.

Por ejemplo, sea
folz) =22+ 2+ 2+ 1 (4.19)

Método de Marchenko

Seguimos el algoritmo del método y calculamos go(z), asi

g(z) =2+ 272+ 27 1. (4.20)

Usando (4.19) y (4.20) se determina S(z) mediante (1.35)

R A o R B e s
BB+ z4+1 BB+ Br+1)

S(z) =
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Calculamos los ceros de la funcién de Jost (4.19), los cuales son

21 =~ —0.636883, 2y = 0.707729 — 0.8419551,
~ —0.389287 — 1.070668%, z5 ~ 0.707729 + 0.841955¢,
~ —0.389287 + 1.070668:.

Recuérdese que so6lo nos interesa trabajar con los ceros dentro del circulo
unitario |z| = 1, por lo que para futuros célculos inicamente se trabajard con
z1. Ademads, nétese que en este caso sélo z; corresponde a un estado ligado.

Procedemos a calcular el nucleo de Marchenko. En este caso
1

=5 (1—8)z""1 + 32t

n

La contribucién de la integral correspondiente al polo z; se anula con el
término de la suma, por lo tanto M, = 0 para n > 6. Asi, M, depende
solamente del residuo en el polo z = 0, entonces

= —Res[S5, 0] =
= —Res[zS, 0] =3
= —Res[2%5,0] =
[ =1
2

-2
= —Res z3S 0] =
15,0] =

= —Res
Luego de resolver el sistema de Marchenko se obtiene que

Koy =1, Kgp=0, Kyp=1,
K04 - 07 K05 - 17 K12 - 17
Ki3=0, Ku=1, Ky=1

Por lo tanto los valores del potencial son
Vi=Kop—Kip=1-1=0,
Vo=Ki—Ky3=1—-1=0,
Va=Kyp—Kgyy=1=1-0=1.

En el problema directo se conocen los valores del potencial {V;,...,V}},
por consiguiente podemos calcular las cantidades que estén dadas en términos
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de estos valores. Por ejemplo, la funcion de Jost fj, elementos de la solucién
de Jost, elementos de la solucién regular, la cantidad D y por lo tanto los
eigenvalores de transmision, entre otras. Todo esto con la ayuda de la teoria
estudiada en el primer y tercer capitulo.

En los siguientes tres ejemplos veremos como obtener algunas de las can-
tidades mencionadas usando el método algebraico.

4.5. Ejemplo 5, b=1.

En este ejemplo obtendremos fj y los eigenvalores de transmisién. Vere-
mos con un ejemplo particular, lo establecido en el teorema 1.4f): 7 fo puede
anularse en ambos valores z =1y z = —1".

Sea b = 1. Obtener fy(z) y los eigenvalores de transmision.
Ya que b =1, V,, = 0 para n > 2. Usando (1.31) se obtiene la funcién de

Jost
fo(z) =Viz+ 1. (4.21)

Dado Vi se pueden obtener los elementos de la solucién regular del pro-
blema perturbado y no perturbado. De esta forma

QOOZO QOO():O
(101:1 @01:1
p2=—-A+2+V P = —A+2

03 =M = ANA+V) +34+2V -1 @3=XA —4\+3

Entonces obtenemos D, mediante (3.2)

4,51 ©1

D ="
Y2 P2

=A+2—(=A+2+V)=W.

Los eigenvalores de transmision son los ceros de D. Si V} # 0, para b =1
no hay eigenvalores de transmision y si Vi = 0, entonces D = 0 por lo que
cualquier A\ es eigenvalor de transmision.
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Finalmente, si V; = —1 se tiene que fo(1) =0y fo(—1) = 2, en cambio
siVi=1, fo(=1) =0y fo(1) = 2. Con este sencillo ejemplo, se ha verificado
que fo puede anularse en z = 1 pero no en z = —1 o viceversa.

4.6. Ejemplo 6. Método algebraico b=2.

En este ejemplo se ilustra que los eigenvalores de transmision pueden ser
de multiplicidad mayor a uno, reales o complejos. Veremos, con un ejemplo
particular lo establecido en el teorema 1.4f): 7 fy puede anularse en ambos
valores z = 1 y z = —17. Tlustramos también coémo obtener los valores del
potencial para el caso b = 2 usando el método algebraico.

I) Sea b = 2. Dados V; y V4, obtener la funcién de Jost y los eigenvalores
de transmision.

Dados Vi y V, se pueden calcular fo(z) y fi(1) usando (1.31) y (1.26),
respectivamente, entonces

fo(2) =1+ (Vi + Va)z + (ViVa) 2% + Vaz?, fi(z) = 2+ Vo2?,  (4.22)
ast, de fy(z) se puede obtener go(z) al sustituir z por z~!. Entonces

go(2) =14+ (Vi +Va)z=t 4+ (ViVa)z 2 + Vaz 2,

Usando fo(2) v go(2) se construye D, como en (3.11)

:Z_Z—l [1+(%+‘/2)Z+(‘/1%)22+%z3_ 1 — (‘/i+‘/2)2_1
— (ViVa)z ™2 — Va2
1
= [z = =) + (V)% = =7) + (Vi + Vo) (2 — 27)]

=Va(2? + 14272+ (ViVa)(z — 271) + (Vi + Va).

Se expresa D en términos de A usando la igualdad en (1.7)

D =Vo(AN =4\ +3)+ (ML) (2 =N+ (Vi + 13)
=VoA? — (4Vo + VIV))A + (3Va + 2Vi Vo + Vi + V3)
=22V, — A\Va(4 4+ Vi) + (Vi 4 4V4 + 2V V3),

o podemos usar (3.2). En este caso
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wo =0 Yo =10
()01:1 Q001:].
P2 =—-A+2+V Yo =—A+2

P53 =N = A4+ Vi+ )+ B+2Vi+2Va+ ViVa) @3 =X —4X+3

entonces

D =py03 — a3
==X+ X6+ Vi + Vo) — AM11 +4V; + 4V,y + V%)
+ (6 +4V1 +4Vo + ViVo) — [ = X* + X*(6 4+ V1) — A(11 + 41))
+ (64 3W)]
=VoA? = AVo(4+ V1) + (Vi + 4Va + 2V4 V3).

De manera que

E:AQ—A(4+V1)+(4+2V1+%). (4.23)

Ya que los eigenvalores de transmisién corresponden a los ceros de E, se
tiene

A4+ V1) £/(4+Vi)2 —4(4 + 2V, + Vi /)
2
(4+ V1) £ /16 +8Vy + V2 — 16 — 8V, — 4V, /V4)
2 )

A:

por lo tanto los eigenvalores de transmisién en relacion con los valores del
potencial estan dados por

Vi, V2 W
A=24+ —+4|/— — —. 4.24
+5 T (4.24)

Por consiguiente, dependiendo del potencial V' = {V;,V,}, se tendran
dos eigenvalores de transmision reales distintos, un eigenvalor de transmision
real de multiplicidad dos o un par de eigenvalores de transmisiéon complejos
conjugados.
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Por ejemplo, si Vi =1y V5, =4

1 1 1 5
=24+ -4/ =2
A=2+5 4 42

se tiene un eigenvalor de transmisién de multiplicidad dos.

SiVi=2yVo=3

4 2
A=24+1=% =3+
+ 1/2 V34,

se tienen dos eigenvalores de transmisién complejos.

SiVi=—3yVa=1

N SN

se tienen dos eigenvalores de transmisién reales distintos, A = 3 vy A=0.

Por otro lado, siVlz\/QyVQ:—\/Li
1 1
fo=——F%=2" -2+ —=+1,

V2 V2

de donde fy(1) = 0y fo(—1) = 0. Se observa que fy(z) puede anularse en
ambos valores z = £1.

IT) Sea b = 2. Usar el método algebraico para determinar V; y V5.

En el método algebraico se comparan los coeficientes de la funcion de Jost
en términos de los valores del potencial y en términos de los eigenvalores de
transmision, para encontrar una relacion entre ellos, que ayude a determinar
los valores del potencial.

Para el caso b = 2, la funcién de Jost, con coeficientes en términos de
los eigenvalores de transmisién estd dada mediante (4.1) y de la primera
igualdad en (4.22) obtenemos fy(z) con coeficientes en términos de los valores
del potencial. Al comparar los coeficientes de ambas expresiones obtenemos
el siguiente sistema

Vi=A+ X —
A+ A—4 (4.25)
4 —2X1 — 2X9 + A1 s

‘/2:
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Veamos un ejemplo particular. Sean \; y As como en (4.2), entonces

5 9
Vi=5+3 5 :
1 1

-2ty 6 d

Vo = =4.

4.7. Ejemplo 7. Método algebraico b=3.

En este ejemplo ilustramos como obtener los valores del potencial para el
caso b = 3 usando el método algebraico.

I) Sea b = 3. Dados V;, Vo y V3, obtener la funcién de Jost.

Dados Vi, V5 v V3, se pueden obtener los elementos 3, ¢4 de la soluciones
regular del problema perturbado (1.1) y los elementos @3 y ¢4 de la solucién
regular del problema no perturbado (1.4). De esta forma usando (1.63) y
(1.67) se tiene

3 =N = A4+ (Vi+ Vo) + [34+2(Vi + Va) + V1 V3],
pa=— N+ X6+ (Vi + Vo + V3)] — A[10 + 4(V; + Vo + V3)
+ (ViVa + ViVs + VaV)] + [A(Vi + Vo + V3) + 2(ViVa + ViV; + Vo V3)
+4— (Vi + V3) + ViV,
G3 =A% — 4\ + 3,
Gy = — N>+ 617 — 10\ + 4,
Dados estos valores, se obtiene D mediante (3.2)
D =304 — P34
=VaX' — V5 [8 + (Vi + Vo)l A* + [V3(22 + 6(V3 + Vo) + ViVa) + Vo] A
— [V (V1 + Vi) 4 4(Va + 6V3) + ViV 4 4V1 Vo V3] A
(Vi 4 AVs + 9V + 6(ViVs + VaVa) + 2Vi Vs + 3V VaVs) .

Usando (3.9), se calcula E en términos de z

1%
E=*+ (Vi + W)+ [2+V1V2+2} 2+ [2(V1+V2)+

V3
Vi | 2V ViV V;
+ [3+V1V2+1+2} + [2(V1+V2)+ ;Q]ZW [2+v1v2+v2] 22

ViVa ;
V3

Vs V3 3 3
+ (Vi +Vo)z 3 + 274
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Se multiplica por (z — z~!) para obtener la relacién (3.13)

V A%
(Z_Z_l)E:ZS"‘(Vl‘FVﬂZA_’_[1+V1V2+V123+[V1+V2+ 11/2],22
3 3
i Ve i Vol iVal
I+ —+ |z |1+t |2 — VitV
+[+V3+VJ2 [+V'3+V3]Z [1+ 2+V3}

——P+Vﬂé+tﬂz3—%m+wwz4—z5.
3

De manera que

Jo—1 V; A%
bl sy 1)t (1 2) 2 4 (Vs 14 22 2
i W,
1 — _Z
+<+%+%)4
entonces
V ViV
fo(2) =Va|2° + (Vi + Vo) 2t + (1—|—V1V2+72) 234 (‘/1+‘/2+ ‘1/2) 2
3 3
i W,
1+t 2 1
+(+%+%)Z+’
Jo(z) =Vs2® + (ViVs + Vali)2* + (Vo o Vs + ViaVs) 2°
+ (ViVa + ViVa + VoVs) 22 + (Vi + Vo + V3) 2 + 1. (4.26)

Al comparar los coeficientes en (4.26) y (4.10), se obtiene el método al-
gebraico para calcular V; y V5

Vi+ Ve =a,
Vs
73 +WVo=p-1, (4'27)
V, V-
2+ (Vi +Va) =7,

Vs
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donde Vj se obtiene de (3.12) y
4
o = Z )\1 — 8) N
i=1
4
B=(271-6> N+ > Ai)\j> ,
i=1

1<i<j<4

4
y=1 D AN -4 E:Agf+m§:&—4g.
1

1<i<j<k<4 1<i<j<4 i=

IT) Sea b = 3. Dados A1, Ag, A3 y A4, eigenvalores de transmisién, usar el
método algebraico para determinar los valores del potencial.

Sean A1, A2, A3 y Ay como en (4.11). Entonces

_1
a—2,

1
/8_57
v=-1

Con estos valores, se resuelve (4.27)

1
Vit V=3

1 1

:——1:—_

Vot Vilh = 2 5

ViVo+ (Vi + Vo) = —1,

de donde )
Vi= 27 Vo =—1. (4.28)
Si bien el método algebraico es aparentemente mas directo, para b sufi-
cientemente grande, las ecuaciones equivalentes a (4.27) se complican consi-
derablemente. Por esta razon es preferible usar el método de Marchenko o el

método de Gel’fand-Levitan, que pretenden reducir el problema inverso a un
sistema lineal de ecuaciones.



Apéndice A

Citamos algunos conceptos y teoremas importantes.
Definicién 4.1. [17]

a) Una sucesion {x,} en un espacio normado X es una sucesion de Cauchy
st para todo € > 0 existe un entero N, tal que

||Tm — zn|| <€, para todo m,n > N..

b) El espacio X es completo si cada sucesion de Cauchy en X converge.

c) Sea X un espacio vectorial y K un campo. Se define el producto interno
el mapeo (, ) : X x X — K que cumple las siguientes condiciones para
todo z,y,z € X ya e K

1) {z,z) >0, (x,x) =0 siy sélo six =0
2) (w+y,2) = (2,2) + (y,2)

3) (ax,y) = alz,y)

1) (x,y) = (x,y)

d) Un espacio con producto interno X, es un espacio vectorial X con un
producto interno definido en X.

e) El producto interno en X, define una norma en X dada por
|zl] = /(z, z). (4.29)
y una métrica en X dada por

Por consiguiente, los espacios con producto interno son espacios norma-
dos.

78
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f) Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno completo con
respecto a la norma (4.29).

Definicién 4.2. [15] Un operador L, que mapea un espacio de Hilbert en
otro espacio de Hilbert, L : I — H, es lineal si para todo u,v € K y todo
a,beC si

L(au + bv) = aLlu+ bLw.

Definicién 4.3. [15] Sean K, H espacios de Hilbert. Un operador L es aco-
tado si existe una constante M > 0, tal que

[ Lullie < M{Jull

Definicién 4.4. [17] Sean K, H espacios de Hilbert. Un operador lineal aco-
tado L : K — H, se dice que es autoadjunto si L = L*, es decir, si

(L, y) = (x, Ly)
para todo x € IC, y € H

Definicién 4.5. [22] Sea L un operador lineal en un espacio de Hilbert H.
El plano complejo C se descompone en dos partes, el espectro de L que de-
notamos como o(L) y el conjunto resolvente.

El espectro de L se descompone en el espectro discreto, espectro continuo
y espectro residual.

El espectro discreto, es el conjunto de eigenvalores de L, esto es, los
A para los cuales Lo = Az para © # 0. De forma equivalente, el espectro
discreto son los A para los cuales L — NI no tiene inversa.

El espectro continuo es el conjunto de valores A para los cuales £ — NI
tiene 1nversa pero no acotada con un dominio denso en H.

El espectro residual es el conjunto de valores A para los cuales £ — NI
tiene inversa con un dominio no denso en H.

Teorema 4.1. [17] El espectro residual de un operador lineal autoadjunto L
en un espacio de Hilbert, es vacio.

Teorema 4.2. [17] El espectro o (L) de un operador autoadjunto L : H — H,
en un espacio complejo de Hilbert H, es real.
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Definicién 4.6. [8) La rama principal de la funcién bivaluada 2, se
obtiene tomando el valor principal de log z, es decir

VZ = Jre®, (r>0, —w<0<m).

Definicién 4.7. [19] Si f es andlitica en una region A que contiene una €-
vecindad agujerada de zy, entonces zy es llamada singularidad aislada y f(z)
admite la expansion en serie de Laurent

flz) =) (z_b—”ZO)n + ) an(z — 2)". (4.30)

1

z—z0 "

El residuo de f(z) en z = zy es el coeficiente del término
Res[f(2), zo] = by.
St 2o es una singularidad aislada de fy si todos los b, excepto un nimero
finito, en (4.30) son cero, entonces zy es llamado polo de f.

Si k es el mayor entero tal que by # 0, 2y es llamado polo de orden k. Si
zo es un polo de primer orden, también decimos que es un polo simple.



Bibliografia

1]

[10]

N. I. Akhiezer. The classical moment problem and some related questions
in analysis, volume 1. Oliver & Boyd, 1965.

T. Aktosun. Inverse scattering to determine the shape of a vocal tract.
Birkhauser, 2005.

T. Aktosun, A. E. Choque, and V. G. Papanicolaou. Inverse pro-
blem with transmission eigenvalues for the general jacobi system.
http://www.ifm.umich.mx/Matematicas/Academicos/ACPjacobi2017.pdf.

T. Aktosun and V. G. Papanicolaou. Inverse problem with transmis-
sion eigenvalues for the discrete Schrodinger equation. J. Math Phys.,
56:082101, 2015.

J. An and J. Shen. Spectral approximation to a transmission eigenvalue
problem and its applications to an inverse problem. Computers and
Mathematics with Applications, 69:1132—-1143, 2015.

F. V. Atkinson. Mathematics in science and engineering VIII: Discrete
and continuos boundary problems. Academic Press, Inc., 1964.

K. M. Case and M. Kac. A discrete version of the inverse scattering
problem. J. Math Phys., 14:594-603, 1973.

R. V. Churchill and J. W. Brown. Variable compleja y aplicaciones.
McGraw-Hill, 1992.

[. M. Gel'fand and B. M. Levitan. On the determination of a differential
equation from its spectral function. Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat.,
15:309360, 1951.

C. Gordon, D. L. Webb, and S. Wolpert. One cannot hear the shape of
a drum. Bull. Amer. Math. Soc., 27:134-138, 1992.

81



82

Bibliografia

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

C. W. Groetsch. Inverse problems in the mathematical sciences. Friedr.
Vieweg & Sohn, Braunschweig/Wiesbaden, 1993.

C. W. Groetsch. Inverse problems: the other two-thirds of the story.
Quaestiones Mathematicae, Suppl. 1:89-93, 2001.

M. Kac. Can one hear the shape of a drum? Amer. Math. Monthly,
73:1-23, 1966.

A. Kirsch. On the existence of transmission eigenvalues. Inverse Pro-
blems and Imaging, 3:155 — 172, 20009.

E. Koelink. Spectral theory and special functions. Laredo Lectures on
Orthogonal Polynomaials and Special Functions, Nova Sci. Publ., pages
45-84, 2004.

A. N. Kolmogorov and S. V. Fomin. Introductory real analysis. Dover
puublications, Inc., 1970.

E. Kreyszig. Introductory functional analysis with applications. John
Wiley & Sons, 1978.

V. A. Marchenko. Sturm-Liouville operators and applications. Ams
Chelsea publications, 1986.

J. E. Marsden and M. J. Hoffman. Andlisis bdsico de variable compleja.
Trillas, 1996.

A. G. Ramm. Inverse problems : mathematical and analytical techniques
with applications to engineering. New York : Springer, 2004.

M. Reed and B. Simon. Methods of modern mathematical physics I:
functional analysis. Academic Press, Inc., 1972.

R. D. Richtmyer. Principles of advanced mathematical physics. Springer-
Verlag, 1978.

B. Simon. Szego’s Theorem and Its Descendants: Spectral Theory for L2
Perturbations of Orthogonal Polynomials. Princeton University Press,
2011.

T. Takahashi. FEcuaciones en diferencias con aplicaciones. Grupo edi-
torial iberoamérica, 1990.



