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Resumen

Este trabajo estd enfocado en cuatro teoremas importantes, los cuales
tienen como protagonista principal a R, el campo de los niimeros reales, ya
sea implicita o explicitamente. La motivacion es entonces mostrar cémo los
numeros reales tienen un papel relevante en donde podria pensarse que no los
encontraria. Para cada uno de los teoremas importantes, se desarrolla primero
la teoria necesaria para presentar las demostraiones de los mismos. Dichos
teoremas corresponden respectivamente a cuatro areas: Algebra, Topologia,
Teoria de la Medida y Anélisis Funcional.

Palabras clave: Campo ordenado completo, completamente regular, Es-
pacio polaco, Espacio estandar de Borel, Espacio de Hilbert.






Abstract

This work is focused in four important theorems in which the set of real
numbers, R, are the principal character in a explicit or implicit way. The
motivation is to show how the real numbers have a protagonic rolll where
one can think we will not find them. For each one of the four important
theorems we present, we first develop necessary theory for their proofs. The
four diferent branches in wich those theorems take place are respectively
Algebra, Topology, Measure Theory and Functional Analysis.
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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es resaltar la importacia que tiene el
conjunto de los nimeros reales, R, al comparar los objetos que se estudian
en la misma. A manera de adelanto, R nos servird cuando dos objetos (por
supuesto del “mismo tipo”) pueden considerarse en esencia idénticos. Aunque
el titulo sugiere aspectos de la unicidad de R, la cual pudiera considerarse
un tanto laxa.

En el Capitulo 1 se estudia un poco lo relacionado con campos ordenados
y la forma en la que éstos se comparan, introducimos después la nociéon de
completez la cual dice que un campo ordenado se considerard completo si el
Axioma del Supremo vale. Luego, se presenta una construccéon de R usando
las llamadas cortaduras de Dedekind y por iltimo se establece la relacion que
existe entre los campos ordenados completos y los niimeros reales.

Por otra parte, en el Capitulo 2, se trabaja con los llamados espacios
completamente regulares, es decir, aquellos en los que los cerrados y los pun-
tos “fuera” de éstos ultimos se pueden “separar completamente” mediante
funciones continuas. El objetivo del Capitulo es hacer notar que los espacios
completamente regulares son aquellos subespacios de “productos de rectas
reales”.

Para el Capitulo 3 primero se introduce la nocién de espacios polacos y se
estudian de manera somera algunas de sus propiedades. Ademads se recuerdan
los conceptos de o-dlgebra, funcion medible y se hace énfasis en la o-dlgebra de
Borel. Por tltimo se habla acerca de los espacios estandar de Borel los cuales
en esencia son los subconjuntos de Borel de espacios polacos, concluyendo
después con una herramienta que sirve para alistar todos los espacios de este
tipo.

Por 1ltimo en el Capitulo 4, se recuerdan la nocién de espacios de Hil-
bert y los llamados subconjuntos ortogonales y ortonormales. Presentamos
también una serie de resultados que cumplen dichos subconjuntos todo esto
con la finalidad de ver la relacion entre los espacio de Hilbert y un espacio
de sucesiones muy particular y por supuesto conocido.

IX






Capitulo 1

Campos ordenados completos

Introduccién

En este capitulo se presentan las definiciones bésicas sobre los objetos a
estudiar, los campos ordenados completos, (ver la Definicion 1.3).

Se presenta después una construccion de los nimeros reales, usando la
técnica denominada cortaduras de Dedekind, la cual consiste de manera so-
mera en partir de los racionales y de ahi extenderlos a un conjunto que cumpla
con los axiomas de campo ordenado completo. Dicha construccién esta hecha
con la finalidad de responder las preguntas ; Existen campos ordenados com-
pletos? y ;Cuéntos hay de ellos?

Después se presenta el teorema principal del capitulo, que en esencia es-
tablece la unicidad de R como campo ordenado completo. La razén principal
por la cual se da la unicidad de dichos campos, es que si se tienen cuales-
quiera dos de ellos, éstos deben de contener una copia de los racionales y
ademas “actia” como lo hacen los racionales dentro de R ; es decir, existe
un isomorfismo que respeta tanto la estructura algebraica como el orden de
Q. Y ademas, que cada elemento de los campos en cuestiéon “corta”’ a la res-
pectiva copia de Q en dos partes, donde “la parte inferior” tiene una minima
cota superior. Esto da la pauta para establecer una correspondencia con R y
dichos campos.

1.1. Campos

Presentamos solamente las definiciones necesarias para estar en contex-
to, no se profundiza debido a que nos alejarfamos de la labor principal del
capitulo.



2 1. CAMPOS ORDENADOS COMPLETOS

DEFINICION 1.1. Un campo es un conjunto F junto con dos operaciones bi-
narias denotadas por 4+, -; tal que para cualesquiera a, b, c € F se cumple

Asociatividad) a + (b+¢) = (a + b) + c.
Neutro aditivo) Existe un 0 € F tal que a + 0 = a.
Inverso aditivo) Dado a € F existe un tnico b € F tal que a +b = 0.

Conmutatividad) a + b = b + a.

Neutro aditivo) Existe un 1 € F tal que a- 1 = a.

St (

S2 (

S8 (

84 (

P1 (Asociatividad) a- (b-¢) = (a-b) - c.

P2 (

P3 (Inverso aditivo) Dado a € F existe un tinico b € FF tal que a - b = 1.
Py (

Conmutatividad) a-b =10 a.
D (Distributividad) a - (b+¢) =a-b+b-c.

En adelante denotaremos el producto a - b solamente por ab. Ademas,
para a € F se denota su inverso aditivo como —a; si @ # 0, a~! denotara su
inverso multiplicativo.

EJEMPLO 1.2. Los siguientes son ejemplos de algunos campos conocidos.

1. El campo de los nimeros racionales Q. Este campo nos ayudara para
la construccién de un objeto interesante.

2. El conjunto Q [\/5} = {a+bv2 €R:a,bc Q}. Tendremos entonces

que dados (a + bv/2), (c + dv2) € Q[V2] se efectda su suma y el
producto de la siguiente manera

(a+bV2) + (c+dV2) = (a+¢) + (b+ d)V2,
(a+0V2) - (c+ dV2) = (ac) + (bd) V2.

3. Zy ={0,1,---,k} (los enteros médulo k) forman un campo cuando k
es primo.

4. El campo de las funciones racionales, R(x), donde cada r(z) € R(x) es
el cociente de dos polinomios 7(z) = %, con coeficientes racionales.

La suma y el producto en R(x) se realiza de la manera usual.

DEFINICION 1.3. Un campo ordenado, es un campo F el cual contiene un
subconjunto distinguido P con las siguientes propiedades.

01 Para cada a € T se satisface una y sélo una de las siguientes
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(1) a=0, (11) a € P, (111) —a € P.

02 Sia,b € P entonces a + b € P.
03 Sia,b € P entonces ab € P.

a los elementos de P se les acostumbra llamar elementos positivos de F.

En base al conjunto P se define una relacion de orden < sobre F de la
siguiente manera, dados a,b € F, se dice a < b < b —a € P. Se define
también la relacién < en F como; a < b< b—a € P o a = b. La relacion
< resulta ser reflexiva, antisimétrica y transitiva. Ademaés define un orden
total (o lineal) en F; es decir dados cualesquiera dos elementos de F éstos
son < —comparables.

EJEMPLO 1.4. Algunos ejemplos conocidos de campos ordenados son.

(1) El campo Q con P = Q™ donde la relacién < es la usual.

(11) Q [V2]; en este caso, con P = {a+bv/2 € Q [vV2] : a+bv/2 > 0}.

(111) El campo Z, con p nimero primo, no es campo ordenado. En efecto ya
que si 1 € Zj, entonces 1 +1 € Z,, 1 + 1+ 1 € Z, asi sucesivamente
hasta tener 1 +1+---+1=1+p—-1 = 0 € Z,, contradiciendo la
tricotomia.

(1v) Un elemento de R(z), r(z) = % es positivo si el producto de los
coeficientes principales de f(z) y g(z) es mayor que cero. De aqui que

R(x) resulte ser un campo ordenado.
DEFINICION 1.5. Sea < un orden en Ay B C A, decimos que

(a) b € B es el elemento minimo de B respecto al orden <, si para todo
r€B,b< .

(b) a € A esuna cota superior de B en el conjunto ordenado (A, <) si para
cadabe B, b < a.

(¢) a € A se llama supremo de B en (A, <) si es el minimo elemento del
conjunto de todas las cotas superiores de B en (A, <). A dicho elemento
también se le llama minima cota superior.

DEFINICION 1.6. Dado un campo F, se dice que es campo ordenado completo
si para cualquier A C [F no vacio y acotado superiormente tiene supremo.
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Para presentar un ejemplo de uno de dichos campos, trabajaremos un
poco en la siguiente seccién. Y mas adelante nos haremos preguntas sobre
cuales y quiénes son dichos campos.

DEFINICION 1.7. Dados Iy, Fy campos ordenados. Un homomorfismo de cam-
pos es una aplicacién f : F; — Fy que para x,y € Fy, satisface las siguientes
propiedades:

CO 1. f(Op,) = Og,,

CO 2. f(1f,) = 1p,,

CO 3. f(x+y y) = [(2) 44, [(),
CO 4. (- y) = f(x) 4, f(y),
CO 5. Six<p y= f(z) <p f(y)

Un homomorfismo de campos (a secas) serd un homomorfismo f que
cumpla las propiedades CO1 a C'O4. Un homomorfismo de campos ordenados
que sea biyectivo, se le llama isomorfismo de campos ordenados. De aqui en
adelante nos referiremos por por isomorfismo a un isomorfismo de campos
ordenados a menos que se especifique lo contrario.

1.2. Dos conjuntos ordenados

Los siguientes dos teoremas son caracterizaciones de los enteros Z y los ra-
cionales QQ vistos como conjuntos ordenados. La finalidad de presentar dichos
teoremas es tener de cierta manera un punto de partida para la construccién
que se hard en la siguiente seccion.

DEFINICION 1.8. Un isomorfismo entre dos conjuntos ordenados (A,<) y
(B, <) es una funcién biyectiva h : A — B tal que para todo a,a’ € A se
cumple,

a < a' siy sélosih(a) < h(d)

Si existe un isomorfismo entre (A, <) y (B, =), entonces se dice que son
isomorfos lo cual se denota como A ~ B. Ademas, a la funcion h se le llama
isomorfismo ente (A, <)y (B, <X).

Otro cosa que hay que tener presente, es el Teorema de Recursién el cual
enunciamos a continuacion.

Teorema 1.9 (de Recursion). Para cualquier conjunto A, cualquier a € A
y cualquier funcion g : A x N — A, existe una unica funcion f : N — A tal
que
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(a) f(0) = a,
(b) f(s(n)) =g(f(n),n), para todo n € N.

La demostracion del Teorema de Recursion no la presentamos aqui, pero
puede consultarse en el Capitulo 5 de [1].

Teorema 1.10. Sea (X, <) un conjunto linealmete ordenado tal que:
(a) X no tiene elemento mdximo ni minimo.
(b) Cualquier subconjunto acotado es finito.

Entonces, (X, <) es isomorfo a (Z,<).

Lema 1.11. Sea (X, <) conjunto linealmente ordenado y A C X finito en-
tonces, A tiene elemento mdzximo y minimo.

DEMOSTRACION:  Para la demostracién de este lema, solamente conside-
raremos el caso del minimo, ya que el otro caso es analogo.

Tome ag € A si pasa que para toda y € A, ag < y entonces, ag = min A si
no, hay un a; € A tal que a; < aq si para este a; pasa que para toda y € A,
a1 < y entonces a; = min A si no, es porque hay as € A tal que ay < a;.
Repitiendo ese proceso sucesivamente debemos de terminar con algin a,, € A
y n € N esto por la finitud de A y asi, tenemos que a,, = min A. 0

Lema 1.12. Sean (X, <) un conjunto linealmente ordenado y f : N — X
entonces, [ es estrictamente creciente, (respectivamente decreciente) si y solo
si para toda n € N, f(n) < f(n+ 1), (respectivamente f(n) > f(n+1)).

DEMOSTRACION:  Veamos el caso en que f es estrictamente decreciente,
para el caso en que f es estrictamente creciente la idea es anédloga.

=| Es claro, ya que para cada natural n, ocurre que n < n+ 1y asi, f(n) <
f(n+1).

«<| Hay que ver que dados n,m € N digamos con n < m entonces, f(n) <
f(m). Como n < m, existe p € N tal que n+p = m asi, tenemos las siguientes
relaciones:

fn)< fln+1) < fln+1+1) <--- < fln+1+---+1)= f(n+p) = f(m)

con las cuales se concluye la demostracién. U
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DEMOSTRACION:  (Del Teorema 1.10) Fijemos xo € X y consideremos los
siguientes subconjuntos.

At={yeX:zy=2y} v A ={yeX:y=ux}

Es claro que A", A~ # (). Vamos a ver que AT, A~ ~ N.

Para ver que AT ~ N, considere una funcién, h* : X — X tal que
ht(x) = x ysea gt : At x N — AT tal que g*(z,n) = min(x, h*(z)). Por el
Teorema de Recursion, existe una tnica f*: N — AT tal que

(1) f7(0) = o,
() f*(s(n)) =g (f*(n),n).

Asi, ft(s(n)) = min(z,, h*(z,)), para cada n € N. Adem4s, es claro que el
rango de fT estd contenido en A™.

Hay que ver que f* es biyectiva y que ademés respeta el orden. Veamos
que fT respeta el orden, para ello primero notemos que f*(n) <X f*(n+1)
esto se sigue de que, para todo n € N, z,,1 = min{y € A" : z, < y};
por tanto, x, < x,.1, para cada n € N. Ahora sean m,n € N digamos con
m < n, hay que ver que f*(m) < f*(n). Como m < n hay p € N tal que
n=m+ py asi, tenemos

frm) 2 ffm+1) 22 ffm+1+--+1)=f(m+p) = f(n).
p veces

Por lo tanto, f*(m) =< f7(n) de donde se sigue que f* respeta el orden. Esto
ultimo implica la inyectividad de f.

Veamos ahora que f* es suprayectiva; es decir, dado z € A" hay que
encontrar n € N tal que f*(n) = z. Consideremos el intervalo [xg,x) éste
es finito por tanto, tiene elemento méximo digamos x,, = méax(xg,x), con
m € N. Podemos suponer que el intervalo [z, z) estd contenido en el rango
de la funcién; sino, al ser un subconjunto finito de un linealmente ordenado
es por lo tanto bien ordenado y podemos escoger el minimo elemento de él
que no esté en el rango de la funcién. La argumentacién sera similar a la que
se presenta a continuacion.

Observe que fT(s(m)) = x, fT(s(m)) = min(z,,, h*(z,,) asi, basta con
tomar n = s(m). Esto concluye la demostraciéon de que f* es biyectiva.
Analogamente se demuestra que f~ : N — A~ es biyectiva y que preserve el
orden. Defina ahora f : Z — X de la siguiente manera

_f ff(n) sin>0
fin) = { f~(n) sin<O0,
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para cada n € Z. Note que f estd bien definida ya que f*(0) = 2o = f~(0),
también es claro que f es biyectiva y que respeta el orden. Asi, f es el iso-
morfismo buscado. Q

DEFINICION 1.13. Un subconjunto D de un conjunto ordenado (A4, <) se
llama denso si para cualesquiera x,y € A existe z € D tal que x < z < y.

Teorema 1.14 (Cantor). Cualesquiera dos conjuntos numerables, linealmen-
te ordenados, sin elemento maximo ni minimo y densos en Si mismos son
1somorfos.

DEMOSTRACION:  Sin pérdida de la generalidad, suponga que uno de dichos
conjuntos son los racionales. Sea X un conjunto que cumpla con todas la
propiedades enunciadas. Enumere a Q y a X, Q = {¢, : n € N}, X =
{z, : n € N}. Recursivamente se va a definir f : Q@ — X cumpliendo las
siguientes propiedades f(qo) = xo; la idea es como sigue, suponga que f ya
se ha definido en {qo,q1,...,q.} v en {xg,21,...,2,} (donde los indices de
cada elemento tanto de Q como de X no necesariamente coinciden con los
de la enumeracién que se dio al principio); hay que tomar un elemento “no
usado” digamos de Q que denotaremos por ¢,,; de tal manera que sea el de
indice menor; entonces, hay varios casos en como se relaciona (respecto al
orden) ¢,41 con los primeros n elementos “ya usados”, a saber

(1) Que ¢, 41 sea menor (o mayor) que todos los {qo, q1, - .., ¢,} entonces,
sea k el minimo indice tal que z; es menor (o mayor respectivamente)
que todos los f(gq;), para i < n y definase f(gn+1) = k.

(11) Que existan “Gnicos” 7,7 < n tales que ¢; < g,41 < ¢; entonces, se
define f(gu41) = xx, donde k = min{n € N: f(¢;) < x, < f(¢;)}. Por
“lnicos” queremos decir que no hay 7', j' tales que ¢; < ¢ < Gny1 <
45 < 4j-

En caso de tomar un elemento “no usado” de X, se tienen casos andlogos a
los anteriores. De la construcciéon de f, tenemos que es inyectiva, sobreyectiva
y que preserva el orden, por tanto f es isomorfismo como se deseaba. U

1.3. Una construccion de R

En lo que sigue consideraremos al campo QQ junto con sus propiedades
campo ordenado. También daremos por hechos resultados como el principio
del buen orden de los naturales.
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Mas que una construccion rigurosa, se hara un bozquejo de la construc-
cién. La idea es sin embargo muy sencilla y facil de imaginar. Si uno se detiene
a pensar un poco en los racionales en términos del orden usual, no tardara en
convencerse de que los racionales son como una recta “con muchos hoyos”.
La idea que presentamos a continuacion es una mas de las tantas maneras
de “llenar esos hoyos”.

Si alguno de los lectores esta interesado en conocer una construccién
distinta de los ntimeros reales, puede consultar el Capitulo 6 de [1].

DEFINICION 1.15. Una cortadura de niimeros racionales es una pareja (A, B)
de subconjuntos de Q, tales que se cumple

1 AB£0.
2. AUB=Q.
3. Para cada a € Ay cada b € B se tiene a < b.

4. Para cada a € A existe v € A tal que a < x es decir, A no tiene
elemento maximo.

De aqui en adelante nos referiremos simplemente por cortadura a una
cortadura de nimeros racionales a menos que se especifique lo contrario. Al
conjunto de todas las cortaduras lo denotaremos como Cuts(Q).

OBSERVACION 1.16. Ya que estamos trabajando sobre Q resultard que habrd
algunas cortaduras para las cuales inf B exista (en Q) y para las que no.
Asi entonces, tendremos que para cada r € Q, la pareja (A,, B,) donde
A, ={qeQ:q<r}y B,={q€Q:q>r} constituye una cortadura para
la cual resulta que inf B existe. A las cortaduras de este tipo las llamaremos
cortaduras ractonales. Por otro lado, a las cortaduras en las que inf B no
exista (en Q) las llamaremos cortaduras irracionales.

El siguiente es un ejemplo de una cortadura (A, B) para la cual inf B ¢ Q,
es decir, (A4, B) es una cortadura irracional. No se sorprenda el lector si
adivina a que cortadura nos referiremos.

EJeEmMpPLO 1.17. Considere la pareja (A, B) donde

A={qeQ:q<00¢° <2} v B={qeQ:0<qyq¢ >2}

Esta resulta ser una cortadura ya que se cumplen todas las propiedades de la
definicion de cortadura las cuales se pueden verificar con un poco de calma.

Falta ver que en efecto inf B ¢ Q. Note que B # () ya que 2 € B; por
otro lado también se tiene que B esta acotado inferiormente por 1. Para la
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parte restante, daremos un argumento recursivo es decir daremos una cota
inferior de B y construiremos otra de manera que esta ultima sea mayor que
la primera.

Sea u € Q cota inferior de B, es claro que u? < 2. Considere v = %
no es muy complicado ver que v es como deseamos. En efecto, solamente es
cuestion de paciencia para calcular dos cosas; primero 0 < v — u y segundo,
v? < 2. Por lo que concluimos que B no tienen una minima cota inferior en
Q.

También veremos que A no tiene elemento maximo; esto es equivalenete
a preguntarse si sup A existe en Q. La argumentacién es completamente
analoga a la de la parte anterior. Sea entonces u € Q tal que u > 0y u? > 2,

2 .
entonces v = /% eg tal que 0 < v < u, y ademas, se tiene

2
2
2 U=y
= 2
v {2 }—i—

es decir, v2 > 2 por lo que A no tiene supremo en Q.

OBSERVACION 1.18. Para cualquier (A, B) € Cuts(Q) se cumple también
que,sia € Ay xz < aentonces x € A;sia ¢ Ay a < xentonces x ¢ A; si
a€ Ay x ¢ Aentonces a < z. Las propiedades andlogas se cumplen para B
a saber,sib € By b<yentoncesy € B;sib¢ Byy <bentonces y ¢ B;
sib€ Byy ¢ B entonces y < b. Las demostraciones de estos hechos las
omitimos.

Es posible definir un orden en C'uts(Q) como sigue, dadas (A, B) y (C, D)
cortaduras, se define (A, B) < (C, D) si A C C. Decimos que dos cortaduras
(A, B), (C, D) son iguales si son iguales como conjuntos es decir, ocurre A =
C'y B = D. De lo anterior, defina (A, B) < (C, D) si (A, B) < (C, D) y ellas

son diferentes.
Proposicién 1.19. La relacion < define un orden total sobre Cuts(Q); es
decir, < cumple con las siguientes propiedades. Para cualesquiera (A, B),
(C,D) y (E,F) € Cuts(Q),

1. (A,B) < (A,B).

2. Si(A,B) < (C,D) y (C,D) < (A, B) entonces, (A, B) = (C, D).

3. 81 (A,B) < (C,D) y(C,D) < (E,F) entonces, (A, B) < (E, F).

4. Siempre ocurre que (A, B) < (C, D) o bien (C,D) < (A, B).
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DEMOSTRACION:  Las demostraciones de (1), (2) y (3) se omiten dado que
son consecuencia inmediata de la definicién de <.

Para la demostracién de (4), suponga (A, B) % (C, D) entonces, se tiene
A ¢ C asi, hay al menos un a € A tal que a ¢ C; tome ahora un ¢ € C
cualquiera, de lo anterior tenemos que ¢ < a; dado que (A, B) es cortadura
tenemos que ¢ € A y asi C' C A como se queria. U

Proposicién 1.20. Para cualesquiera (A, B), (C, D) € Cuts(Q) se tiene que
(A,B)=(C,D) siysdlosiACCyBCD.

DEMOSTRACION:  La ida es clara. Para el regreso, suponga que A ¢ C'y
B ¢ D entonces hay racionales p, g talesquepe Cyp ¢ A; g€ Dy q ¢ B,
como la pareja (C, D) es cortadura, se tiene que p < ¢q. Ahora como p ¢ A
entonces ¢ ¢ A pues p < ¢ de manera analoga se tiene ¢ ¢ By ¢ ¢ D. Asi,
tenemos AU B = Q \ {p, ¢} lo cual es una contradiccién ya que (A, B) es
cortadura y por ende AU B = Q. 4

En lo siguiente dotaremos a Cuts(Q) de estructura algebraica es decir,
definieremos operaciones binarias a saber una suma y un producto de corta-
duras.

Proposicién 1.21. Para cualesquiera (A, B), (C, D) € Cuts(Q) se define su
suma como la pareja (E, F) donde E = {a+c:a€ AyceC}, F={b+d:
be B yde D}. Ademds, resulta que la pareja (E, F) es una cortadura.

DEMOSTRACION:  Dado que A, B,C, D # () entonces hay a € A,b € B,c €
C,de Dyasi,a+ce Eyb+d e F por tanto E, F # (). Considere-
mos ahora e € F'y f € F entonces, e = a + ¢, f = b+ d para ciertas
a € Ab e B,ce C,de D; como las parejas (A, B), (C, D) son cortaduras
se tiene que a < by c<dyasi,a+c<b+c<b+d Veamos por ultimo
que E no tiene elemento maximo. Sea e € F se tiene que e = a + ¢ para
ciertas a € Ay ¢ € C; como tanto A como C no tienen elemento maxi-
mo entonces existen z € A, y € C de tal suerte que a < = y ¢ < y. Note
que z+y € E y ademéas a+c¢ < x+y; tome entonces ¢ = x+yyasie <e'.Q

Asi que la suma de cortaduras es una operacién binaria y cerrada en
Cuts(Q). Una consecuencia importante de la definicién de la suma de corta-
duras es que ésta se realiza coordenada a coordenada es decir, para cuales-
quiera cortaduras (A, B), (C, D) se tiene que (A, B)+(C, D) = (A+C, B+D).

Mas aun, la suma de cortaduras cumple las propiedades SI a S de la
Definicién 1.1, las cuales enunciamos a continuacion.
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Proposicién 1.22. Para cualesquiera (A, B), (C, D), (E, F) € Cuts(Q), se
cumplen las siguientes:

St (A,B)+[(C,D)+ (E,F)]=[(A,B)+ (C,D)|+ (E, F).

S2 FEziste una cortadura (Q—,QTU{0}) tal que (A, B)+(Q~,QTU{0}) =
(4, B).

S8 Para (A, B) existe una unica cortadura (C, D) tal que (A, B)+(C, D) =
(Q~,QT U{0}). Resulta que (C,D) = (—B,—A).

S} (A,B)+ (C,D)=(C,D)+ (A, B).

A la pareja (Q7,Q1 UO0) de la propiedad S2, la llamaremos cortadura
cero. Para cualquier conjunto S C Q, se define —S = {—s:s € S}.

DEMOSTRACION:  Las demostraciones de S2 y S4 son inmediatas.

Para 52, basta con probar que A+ Q™ C Ay B+ Q" U {0}. Para la
primer contencion, tome z € A+ Q7 asi z = a + ¢, como ¢ < 0 tenemos
0 < —¢ sumando a y ¢ al mismo tiempo en la desigualdad anterior obtenemos
a+q < ayaque (A, B) es cortadura concluimos que z = a + ¢ € A. Ahora
la segundad contencién considere y € B+ Q1T U {0}, asi y = b+ p con 0 < p;
sumando b en esta ultima desigualdad, tenemos que b < b + p, de nueva
cuenta ya que la pareja (A, B) es cortadura tenemos que b + p € B.

Antes de la demostracién de la propiedad S8, veamos primero que para
cualquier cortadura (A, B), la pareja (—B,—A) también es cortadura. Es
claro que —B, —A # () ya que A, B # (). Ahora verifiquemos que —BU —A =
Q, la contencién (C) es clara; para la otra tome ¢ € Q ya que Q = AU B,
tenemos ¢ € A o bien g € B asi, —q € —A 0 —q € —B respectivamente para
cada uno de los casos y ya que todo nimero racional tiene a su negativo,
—q € Q C —BU —A. Por tltimo verifiquemos que —B no tienen elemento
maximo para ello, sea b € —B entonces V' € B tal que —b = b, ya que B
no tiene elemento minimo, es posible encontrar y € B tal que y < V' y de
aqui —b' < —y esto es b < —y, note que —y € —B por lo tanto, —B no tiene
elemento maximo. La denostracién de que —A no tiene elemento minimo es
analoga. Ahora no queda duda de que la pareja (—B, —A) es una cortadura.

Ahora, veamos que se cumple la propiedad S3 es decir, (A, B)+(—B, —A) =
(Q,QuU{0}) estoes (A—B,B—A) = (Q—,QuU{0}) gracias a la Proposicién
1.20 serd suficiente con ver que A — B C Q- y B— A C Q" U{0}. Para
la primer contencién tome x € A — B entonces x = a — b. Ya que a < b
tenemos —b < —a sumando a en ambas partes de la desigualdad obtenemos
a—b < a—a= 0 por tanto la contencion se da. Para la segunda conten-
cion, tome y € B — A de donde y = b — a. Como a < b, tenemos —b < —a
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sumando b en la desigualdad anterior obtenemos 0 = b — b < b — a es decir,
b—a € QtU{0} como se queria.
Note que en la demostracion anterior 0 ¢ B — A. 1

Continuando con la labor de dotar de estructura algebraica a Cuts(Q),
definiremos un “producto” el cual resultard ser una operacion binaria en
C'uts(Q) pero para ello, introduciremos varios conceptos; el primero de ellos,
la nocién de “signo” y el segundo el de “cortadura positiva” (cortadura sobre
Q™) y veremos después que toda cortadura a excepcion de la cortadura cero,
puede de cierta forma ser “representada” por una “cortadura positiva”. Dicha
idea es algo parecido a la de valor absoluto.

DEFINICION 1.23. Dada una cortadura (A, B), diremos que su signo es
(1) positivo st ANQT 0.
(11) negativo si BN Q™ # ().

Observe que el signo de la cortadura cero no esté definido, es decir no es
ni positivo ni negativo.
DEFINICION 1.24. Una cortadura positiva de niimeros racionales es un par
(A, B) de subconjuntos A, B C QT de tal suerte que:

1. A,B#0.

2. AUB=Q".

3. Para cada a € Ay cada b € B, se cumple que a < b.

4. Para cada a € A existe x € A tal que a < x.

Note que la definicién anterior es muy similar igual a la Definicién 1.15
esto de cierta manera nos hace intuir que la idea de cortadura puede definirse
en cualquier conjunto sobre el cual esté definido un orden. Mas adelante
inclusive, veremos que la idea de cortadura se extiende de Q a un conjunto
conocido.

OBSERVACION 1.25. Si (A, B) es una cortadura (positiva), son equivalentes
las siguientes propiedades:

1. Para toda a € Ay toda b € B, se cumple a < b.

2. Para toda a € Ay toda ¢ € Q(Q7) tal que ¢ < a se cumple g € A.
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DEMOSTRACION: (1 = 2) Sean a € Ay ¢ € @ tales que ¢ < a entonces,
si ocurriera que ¢ ¢ A se tendria ¢ € B de donde a < ¢ pero eso es una
contradiccion.

(2 < 1) Considere a € Ay b € B. Suponga que no ocurre a < b, entonces
tenemos dos casos b = a 0 b < a, note que el caso b # a es imposible; asi se
tiene que b < a esto implica b € A y por ende tendriamos b € A, de nuevo
una contradiccion. U

De la observacién anterior, y la deficién de cortadura (positiva), obtene-
mos la siguiente.

OBSERVACION 1.26. Para probar que una pareja (A, B) es una cortadura
(positiva), bastara con ver que se cumplen las siguientes condiciones:

1. A.B 40,
2. Para cada a € A, y todo x € Q tales que = < a, se tiene que = € A.

3. Para cada a € A, existe x € A tal que a < .

El siguiente lema es una propiedad interesante que tienen las cortaduras
positivas. Sera de utilidad mas adelante para una de las pruebas del “pro-
ducto de cortaduras positivas”.

Lema 1.27. Dados cualesquiera q € QT y (A, B) cortadura positiva, existen
ag € A, by € B tales que ¢ = by — ay.

DEMOSTRACION:  Tomemos a € A cualquiera y consideremos el conjunto
C ={a+ng:n € N}, note que C C QF. Se afirma que BN C # (J; en
efecto ya que para b € B se cumple que a < b esto es, 0 < b — a entonces,
por la propiedad arquimediana (en Q) existe un m € N de tal suerte que
mq > b — a, de esta ultima obtenemos mq + a > b de aqui que mq + a € B.
Consideremos ahora M = {m € N : mqg+ a € B}, asi que M C Ny por
lo dicho anteriormente M # () entonces, por el principio del buen orden, M
tiene un elemento minimo, digamos mg. Luego, tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Si my = 1; entonces, bastard con tomar ayg = a y by = a+ q. Note
que en efecto se cumple ag € A, by € By q = by — ao.

Caso 2: Si mg > 1; aqui bastard con tomar ay = a + (my — 1)g y
by = a + moq. De nueva cuenta se cumple que ag € A, by € By ¢ = by — ay.
a

Se puede definir una suma para cortaduras positivas de manera com-
pletamente andloga a como se hizo anteriormente sobre Cuts(Q). Esto lo
establecemos en la siguiente definicién.
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DEFINICION 1.28. Dadas (A4, B), (C, D) cortaduras positivas, se define la su-
ma (A, B)® (C, D) como la pareja (E, F) donde F = {a+c: A€ A,c € C}.

La suma de cortaduras positivas cumple con las propiedades SI a 5/ de
la Definicion 1.1. Procure tener muy presentes la asociatividad y la conmu-
tatividad.

El siguiente lema servird para poder simplificar la labor cuando se defina
el “producto de cortaduras”. Es lo analogo a la idea del valor absoluto.

Lema 1.29. Dada (A, B) € Cuts(Q) distinta a la cortadura cero, ésta puede
representarse por una cortadura positiva (A', B').

DEMOSTRACION: ~ Caso 1: Si (A, B) tiene signo positivo. Basta con tomar
A'=ANQ" y B’ = B; asi, la pareja (A’, B’) resulta ser cortadura positiva.
En efecto, dado que AN Q™ # ) se tiene A’ # 0; B’ # () pues B # (). Dados
a € Ayl € B setienea € Ay como B’ = B, se tiene a’ < b'. Por tltimo,
verifiquemos que A’ no tiene elemento maximo. Sea a’ € A’, entonces 0 < a’
y ademés a’ € A entonces es posible encontrar x € A tal que 0 < a’ < x asi,
0 < x y por tanto, z € ANQ*T = A'.

Caso 2: Si (A, B) tiene signo negativo. Considere la pareja (A’, B') donde
A= —BNQ"y B = —A. Asi entonces, (A’, B') resulta ser cortadura
positiva. En efecto, A" es no vacio ya que (A, B) tiene signo negativo es
decir, BN Q™ # 0 luego, existe r € BN Q™ el cudl resulta ser negativo y por
tanto, —r € Q' note ademés que —r € —B de donde se concluye B’ # ().

Veamos que para cada o’ € A"y b € B’, ' < V. Es posible encontrar
racionales a € By b € A tales que —a = a/, —b = U/, pues (A, B) es cortadura
se tiene que b < a y asi —a < —b es decir, a’ < V.

Por 1ltimo verifiquemos que A’ no tienen elemento maximo. Sea a' €
A" = —B N QT, entonces hay b € B tal que —b = /. Como B no tiene
elemento minimo, es posible encontrar x tal que x < by asi d’ = —b < —ux;
note que —x € —B. Falta ver que z € QT pero esto se sigue de que 0 < a’ y
de lo anterior 0 < @’ = —b < —x por lo tanto, —z € A’ yestal quea’ < —z. Q1

Para cualesquiera A, B C Q se define AB = {ab:a € A,b € B} es decir,
todos los posibles productos de elementos de A con elementos de B. También
para cualquier A C Q" se define A = {1 :a € A}.

Proposicién 1.30. Dadas (A, B), (C, D) cortaduras positivas, se define su
producto como (E,F) = (A, B)® (C, D), donde E = AC y mds ain, ningin
elemento de E se puede escribir como producto de elementos de B y D.
Ademds, la pareja (E, F) es una cortadura positiva.
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DEMOSTRACION:  Es claro que E,F # (). Sean e € E y q € QV tales que
q < e debemos probar que ¢ € F. Tenemos e = ac para ciertosa € Ay c e C
fijos, dado que ¢ < ac se tiene %a < %Lac = ¢ y dado que la pareja (C, D)
es cortadura se debe cumplir 9/,€ C. Luego entonces ¢ = (9/,)a y por ende
qe E.

Por ultimo, veremos que E no tienen elemento méaximo. Considere e € F,
con e = ac, para ciertos a € Ay ¢ € C fijos. Dado que A no tiene elemento
maximo es posible encontrar z, € A tal que a < x,, y asi multiplicando la
ultima desigualdad por ¢ obtenemos e = ac < x,c. Es claro que z,c € F'y
asi, se concluye que £ no tiene elemento méximo. U

Resulta que asi definido el producto de cortaduras positivas, este cumple
con las propiedades P1 a P/ y D de la Definicién 1.1, las cuales enunciamos
a continuacion.

Proposicién 1.31. Para cuales quiera cortaduras positivas (A, B), (C, D) y
(E,F), se cumplen las siguientes:

P1 (A,B)®[(C,D)® (£, F)]

(A, B) @ (C, D)] @ (E, F)].

P2 Eziste una unica cortadura positiva (Ay, By) tal que (A1, B1)®(C, D) =
(C, D).

P3 FEziste una unica cortadura positiva (Cx, Dx) tal que (Cx, Dx)®(C, D) =
(Aq, By).

P/ (A, B)® (C,D) = (C,D) ® (A, B).
D (A,B)®[(C,D) @ (E,F) = (A, B) @ (C,D) & (A, B) @ (E, F).

DEMOSTRACION:  Las propiedades PI y P/ son consecuencia inmediata
de la definicion.

Para la propiedad P2, veremos solamente que A = {az : a € A,z < 1}.
Primero (2). Note que para cada a € A, ax < a y como (A, B) es cortadura
positiva se tiene que ax € A. Ahora para (C), tome a,a’ € A tales que a < @,
entonces eligiendo x = %/, se tiene £ = /< “/y= 1y asi a = a'x.

Para la propiedad P3, se propone (Cx, Dx) con Cx = {!/,: b € B,b #
inf B} y Dx = A~'. Para fines précticos denotaremos a la pareja (Cx, Dx)
como (B™!, A7!). Note que el simbolo B~! representa un conjunto diferente
al establecido en la definicién que previamente se dio a dicho simbolo. Veamos
ahora que la pareja (B~', A™!) es en efecto una cortadura positiva.

Es claro que B™1, A7t £ () ya que A,B # 0. Sean v € Bty ¢ € QF
tales que ¢ < x veremos que ¢ € B~!. Como = € B~! entonces hay b € B
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(b # inf B en caso de existir) tal que x = 1/;; teniendo asf que ¢ < % esto
implica b < é y % € B, note que en caso de existir inf B, é # inf B ya que
infB<b< é; por lo cual, '/ y=¢q € B™".

Por tltimo veremos que B~! no tiene elemento maximo. Sea x € B!
entonces hay b € B tal que x = 1/, y aqui b # inf B por la densidad de Q%
se puede tomar g € Q7 tal que ¢ < by de nueva cuenta debido a la densidad
se puede encontrar ¢ € QT tal que inf B < ¢ < ¢ < b, multiplicando

la ultima parte de la desigualdad anterior por %, tenemos ¢ % < b% =dq &

obteniendo z = § < %. Note que é € B~! con lo que se conluye que B~! no
tiene elemento maximo.

Ahora veamos que (B!, A7) ®(A, B) = (Ay, By) para ello, sera suficiente
probra que B~1A = A;.

(C) Considere x € B™'A, entonces hay a € A, b € B con b # inf B en
caso de existir, tales que x = ¢, ya que la pareja (A, B) es cortadura positiva,
se tiene a < b, multiplicando por % tenemos a% < %b =lyasi,x <l

(2) Considere ahora ¢ € QT tal que g < 1, hay que ver que ¢ se puede
escribir como producto de un @ € A y un x € B~!. Considere a € A fijo,
entonces para el racional (1 —¢)a € Q7 es posible encontrar ag € Ay by € B
tales que by — ag = (1 — q)a (esto gracias a el Lema 1.27) por otro lado, ya
que a < by, bg —ag < (1 — q)by de esta ultima desigualdad se deduce que
by < %/, esto implica */,€ B (note que en caso de existir inf B, se tendria
inf B # */, ya que inf B < b < %/,) luego entonces, /o). Por tltimo,

notemos que ¢ = ag <(ao—1/)>, esto concluye la demostracion.
q

Para la propiedad D bastard con ver que
(A(Ce E),B(D@ E)) = (AC® AE,BD @ BF).

(C) Seaz € A(C® E), entonces z es de la forma x = a(c+e¢) con a € A,
c € Cye € E. Deladistributividad en Q, tenemos que z = a(c+e) = ac+ae,
notemos que ac € AC, ae € AE asi entonces, ac + ae € AC ® AFE.

(D) Sea y € AC @ AE, entonces y = ac + d'e, con a,a’ € A, c € C'y
e € E. Sin pérdida de la generalidad, suponga que a < d'; ya que (A, B)
es cortadura positiva existe a” € A de tal manera que a < o’ < a”. De lo
anterior, se sigue que

" / "
ac < a c y ae<ae

sumando estas desigualdades, obtenemos ac + ae’ < a”’c+ a"e = a”’(c + e);
note que a’(c+e) € A(CHE) y asi, dado que la pareja (A(CHE), B(DGE))
es cortadura positiva, se cumple que ac + ad'e € A(C @ F). Q



1.3. UNA CONSTRUCCION DE R 17

De manera analoga al Lema 1.29, podemos de cierta manera “extender”
las cortaduras positivas (aquellas sobre Q) a cortaduras sobre todo Q de la
siguiente manera.

Lema 1.32. Toda cortadura positiva (A, B) puede llevarse a una cortadura
(A, B") € Cuts(Q) donde A’ =A"UQ~ U0 y B'=B.
Dicho lo anterior, definamos el producto de cortaduras (sobre Q).

DEFINICION 1.33. Dadas cortaduras (A, B), (C, D) sean (A’, B"), (C',D")
sus representaciones como cortaduras positivas respectivamente. Se define su
producto (A, B)(C, D) de la siguiente manera.

Caso 1: (Ag, Bp) si alguna de ellas es la cortadura (Ao, By).

Caso 2: (A’C', B'D’) si ambas tienen signo positivo o bien negativo.

Caso 3: (—B'D’, —A'C") si tienen signos diferentes.

Resulta que el producto de cortaduras es una operacién binaria en C'uts(Q)
que asi definido, también cumple las propiedades P1 a P/ y D de la Defi-
nicion 1.1. Las demostraciones de las propiedades P1 a P/ las omitiremos,
pero si presentaremos un bozquejo de la demostracion de la distributividad

en Cuts(Q).
Proposicién 1.34. Dadas cualesquiera (A, B), (C,D) y (E,F) € Cuts(Q)
se cumple que

(4, B)[(C, D) + (E, F)] = (A, B)(C, D) + (A, B)(E, F).

Para la demostracién de la proposicién primero presentaremos varios le-
mas que seran de utilidad para la misma.

Lema 1.35. Dada (C, D) € Cuts(Q), resulta que el inverso aditivo de (C, D)
es igual a (A_1, B_1)(C, D).

DEMOSTRACION:  Dependiendo del signo de (C, D) tenemos los siguientes
casos.

Caso 1: Si (C, D) = (Ay, By) es inmediato de la definicién del producto.

Caso 2: Si (C, D) tiene signo positivo. Sea (C’, D') la representacién po-
sitiva de (C, D).

(A*b Bfl)(ca D) = (A,—la Bl—l)(cla D,) =
(=C",=D")=(-D,-C)=—(C,D).

Caso 3: Si (C, D) tiene signo negativo, la prueba es andloga a la del Caso 2. 1
Lema 1.36. Para cualquier (C,D) € Cuts(Q) se cumple la siguiente rela-

cion.

_(C>D) = (Athfl)(C:D)'
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DEMOSTRACION:  Observe que del lema anterior y de las propiedades del
producto, obtenemos las siguientes relaciones.

_(Cv D) = _(CaD) + (A—la B—l)(Cv D) + (Ala Bl)(ca D)
- —(O, D) + (A_l, B_l)(C’, D) + (C, D) - (A_17B_1>(C, D)
Q

Lema 1.37. Cualquier cortadura (C, D) puede representarse como diferencia
de dos cortaduras positivas.

DEMOSTRACION:  De acuerdo a la relaciéon que puede haber entre (C, D)
y (Ao, By), tenemos los siguientes casos.

Caso 1: Si (Ao, Bo) < (C, D), entonces se cumple [(C, D) + (Ay, B1)] —
(Ah Bl)

Caso 2: Si (C, D) = (A, Bo), entonces (C, D) = (A1, By) — (A1, By).

Caso 3: Si (C, D) < (Ap, By). Note que —(C, D) = (C",D") > (Ao, By).
Entonces por Caso 1 tenemos
(C",D') = [(C", D) + (A1, B1)] — (A1, By).
Esta tltima relacion implica
(C,D) = (A1, By) — [(C",D') + (A1, By)] .

Lo que concluye con la demostracion del lema. A

Lema 1.38. Dadas (C, D), (E, F) cualesquiera cortaduras y suponga que sus
representaciones como diferencias de cortaduras positivas estd dada por

entonces la siguiente relacion se cumple
(C, D)+ (B, F) = |(C.D) + (E.F)| = |(C. D)+ (. F)] .

La demostracion del ultimo lema se omite debido a la diversa cantidad de
casos existentes entre las cortaduras (C, D), (E, F) y la cortadura (A, By).
Para aquellos lectores interesados en leer la demostracion, ésta pueden en-
contrarla en [4] (ver Teorema 185).

Lema 1.39. Para cualesquiera (A, B), (C, D), (E,F) cortaduras sobre Q*
(positivas), se cumple la relacion

(A’ B) [(C>D) - (E7F>] = <A7 B)(C? D) - (A7B)<E7F)'
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DEMOSTRACION:  Para la demostracién consideraremos los distintos casos
que puede haber en cuanto al orden entre (C, D) y (E, F).

Caso 1: Si (E,F) < (C,D), notemos que (C,D) — (E,F) > (A, By)
mientras que por otro lado, [(C, D) — (E, F)]+(E, F) = (C, D) multiplicando
esta ultima igualdad por (A, B) y por la distributividad del porducto sobre
la suma de las cortaduras sobre Q' obtenemos

(A, B)(C,D) = (A, B)[(C,D) — (E,F) + (E, F)]
= (AaB) [(C7D) - (E7F)] + (A>B)(EaF)a

asi entonces, (A, B)[(C,D) — (E,F)| = (A,B)(C,D) — (A, B)(E, F).
Caso 2: Si (B, F) = (C’ D) es directo, no hay nada por hacer.
Caso 3: Si (C, D) < (FE, F), notemos que del Caso 1 se tiene que

(A’B)[(E> ) (O D)]:(A>B)(E’F)_(A>B)(C>D)

Ademas, por el Lema 1.36 (C,D) — (E,F) = (A_1,B_1) [(E,F) — (C, D)].
Haciendo uso de las igualdades anteriores obtenemos

(AvB) [(CvD) - (E7 F)] = (Av B) [(A—I;B—l) ((Ea F) - (C, D))] =
(A1, B) [(A, B)[(E, F) = (C, D)]} =
(A—laB—l) [(Aa B)(E7 F) - (Aa B)(C’ D)] = (A7B)(O7 D) - (A7 B)(E’ F)

Completando de esta forma la demostracién. 4

Equipados con nuestro arsenal de lemas estamos listos para demostrar la
propiedad de distributividad para cortaduras.

DEMOSTRACION:  (Distributividad) Recordemos, para cualesquiera corta-
duras (A, B), (C,D) y (E, F) € Cuts(Q), se cumple

(A,B)[(C,D)+ (E,F)] = (A,B)(C,D)+ (A,B)(E, F)

Tenemos diferentes casos de acuerdo a la relacién entre (A, B) y (Ao, By).
Caso 1: Si (A, B) = (Ao, By). Tanto el lado izquierdo como los sumandos
del lado derecho son iguales a (Ag, By) entonces no hay nada por hacer ya
que la conclusion es directa.
Caso 2: Si (A, B) > (Ao, By). Por el Lema 1.37 podemos escribir tanto a
(C, D) como a (E, F') como diferencia de cortaduras positivas.

(C.D)=(C.D)=(C.D) y (E,F)=(EF)~(EF);
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asi, por el Lema 1.38 tenemos la siguiente igualdad

(A, B)[(C,D) + (E, F)] = (A, B) { [(é, D)+ (B, F)] _ [(é, D)+ (E, ﬁ)] }

dado que cada una de las cortaduras de la igualdad anterior son positivas,
podemos hacer uso del Lema 1.39 obteniendo asi

(A, B)[(C, D)+ (B, F)] =
(4,B) (€, D) + (E,F)| - [(4,B) |(C, D) + (B, F)|

luego, por la distributividad de las cortaduras positivas (aquellas sobre QT),
la igualdad anterior de convierte en

(A7B) [<O7D) + (E7 F)] =
(4, B)(C. D) + (A, B)(E, F)| - [(4, B)(C, D) + (4, B)(E, F)

asociando los términos adecuados de la parte derecha de la igualda anterior,
y de nueva cuenta, por la distributividad de cortaduras positivas

(4, B)[(C, D)+ (B, F)] =
(4, B)(@ D) - ( B)(C, D) + (A, B)(E, F) — (A, B)(E, F) =
A,B) (€, D) = (C,D)] + (A, B) [ (B, F) — (
(A, B)(C, D) + (A, B)(E. F).

Caso 3: SiSi (4, B) < (Ao, Bo). Tenemos entonces que —(A, B) > (A, By);

asi entonces del Caso 2, obtenemos
[_(A>B)] [(C’ D) + (Ev F)] = [_(Av B)] (Ov D) + [_(A>B)] (EaF)

haciendo uso de las propiedades de la suma de cortaduras, obtenemos de la
igualdad anterior

(A,B)[(C,D)+ (E,F)]=(A,B)(C,D)+ (A,B)(E, F)

Concluyendo asi la demostracién de la proposicién. 4
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Recapitulemos lo que tenemos construido hasta este punto. Hemos dotado
de estructura algebraica al conjunto Cuts(Q) de manera que resulta cumplir
con los axiomas de campo (ver Definicién 1.1). Pero para nuestros fines,
esto no estd terminado dado que nos gustaria ver que el orden denfinido en
Cuts(Q) sea “compatible” con las operaciones algebraicas es decir, queremos
que Cuts(Q) sea un campo ordenado (ver Definicién 1.3). Tenemos asi la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.40. El conjunto Cuts(Q) es un campo ordenado.

DEMOSTRACION:  Sea P = {(A, B) € Cuts(Q) : AN Q" # 0} es decir, P
es el conjunto de todas las cortaduras con signo positivo. Vamos a verificar
que P satisface las propiedades de la Definicion 1.3.

(01). Sea (A, B) € Cuts(Q), si (A, B) = (Ag, By) (es decir, igual a la
cortadura cero), entonces terminamos. Ahora bien, si (4, B) es tal que AN
QT # 0 entonces (A, B) € P y también terminamos. Por ultimo, supongamos
que ninguno de los anteriores es el caso, es decir (A, B) # (Ag, By) y ANQ™T =
() esta ultima igualdad implica que A C Q™ asi, BN Q™ # () esto a su vez
quiere decir que —B N Q" # 0 por lo tanto —(A, B) = (—B,—A) € P.

(02). Sean (A, B),(C,D) € P tomea € ANQt yce CNQT es claro
que a+c€ Q" yquea+ce A+ C por lo tanto, (A+ C,B+ D) € P.

(03). Sean (A, B),(C,D) € Py (A, B’), (C",D’) sus representaciones
como cortaduras positivas respectivamente; sean a € ANQT yce CNQ*
note que a € A"y ¢ € (', luego, ac € A'C’. Luego, de la Definicién 1.33,
tenemos que ac € A’/C" y ya que 0 < ac, (A, B)(C,D) € P.Q

Asi, entonces en base a P, se define un “nuevo” orden sobre Cuts(Q) de
la siguiente manera. Dadas (A, B), (C, D) € Cuts(Q), diremos que (A, C) es
menor que (C, D) ((A,B) < (C, D)) siy sélosi (C,D)— (A, B) € P, es decir
si (C—B)NnQ* #0.

Maés nos vale que este nuevo orden sobre Cuts(Q) sea compatible con el
que se estableci6é en la Proposicién 1.19, recordemos que dicho orden es el
determinado por la contencién; es decir, para (A, B) (C,D) € Cuts(Q) se
dice que (A, B) < (C, D) siy solosi A C C. La equivalencia entre estds dos
maneras de definir un orden “bueno” sobre Cuts(Q) se estable en la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.41. Para cualesquiera (A, B), (C, D) € Cuts(Q) las siguien-
tes son equivalentes

(1) ACC.
() (C—B)nQ* # 0.
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DEMOSTRACION: =] Note que A C C implica que C'N B # (; sea entonces
g € CNB, dado que C no tiene elemento maximo, existe ¢ € C tal que ¢ < ¢
de aqui, tenemos 0 < ¢’ — ¢; ademas, es claro que ¢’ — g € C' — B por lo tanto,
(C—B)NQ* # 0.

<] Seana € Ay g € (C— B)NQT". Recuerde que ¢ = ¢, — b,, ademas
dado que (A, B) es cortadura se tiene que toda elemento de A es menor que
cualquier elemento de B, en particular se cumple a < b, de aqui, —b, < —a
sumando ¢, tenemos 0 < ¢, — by < ¢; — a y asi, a < ¢, entonces por la parte
(2) de la Observacién 1.25 se tiene a € C por lo tanto A C C. Q

DEFINICION 1.42. Se define al conjunto de los niimeros reales
R={z:z e Cuts(Q)}.

Asi entonces, cuando se piense en un numero real x, deberd de tenerse
muy en cuenta que éste se identifica con una pareja de subconjuntos de Q
a saber (A, B,) de tal manera que dicha pareja resulta ser un elemento de
Cuts(Q).

Ademas, si z,y € R con v = (A;, B,), y = (A, By) la suma y el pro-
ducto se efectiian en términos de las cortaduras que los determinan; diremos
también que x < y si ocurre A, C A,.

Aclarada la forma en la que se operan y comparan elementos de R, dicho
conjunto es entonces un campo ordenado, es decir cumple las propiedades de
la Definicion 1.3. Todo esto se esablecié en la Proposicién 1.40.

Por ltimo, para ver que en realidad el objeto que hemos construido real-
mente son los nimeros reales, solamente falta ver que R tiene la propiedad
del supremo es decir, dado A C R, no vacio y acotado superiormente admite
una minima cota superior. Para ello probaremos primero una serie de resul-

tados los cuales haran un poco mas sencilla la prueba de la completez de
R.

Teorema 1.43 (Teorema Fundamental de Dedekind). Dados A, B C R de
manera que A, B # 0, para cada a € A, y cada b € B se tiene a < b. entonces
existe un unico numero real x de tal suerte que

(1) Para cada a € R tal que a < x entonces, a € A.
(11) Para cada b € R tal que x < b entonces, b € B.

Observe que de la condiciéon para cada a € Ay cada b € B se debe
cumplir a < b implica AN B = 0.



1.3. UNA CONSTRUCCION DE R 23

DEMOSTRACION:  Verifiquemos primero la unicidad. Si ocurriera que exis-
ten dos nimeros reales x1, r9 de manera que ambos cumplen las propiedades
enunciadas en el teorema, entonces el nimero real m = % es tal que
pertenece tanto a A como a B; en efecto, ya que

1 < T9
T1+T1 <21+ T < To+ To

T+ T2
T <

< T9;

en la tdltima relacion, una desigualdad dice que m € B mientras que la otra
dice m € A contradiciendo que dichos conjuntos son ajenos.

Para probar la existencia de un z adecuado, procedemos de la siguiente
manera. Considere los conjuntos UaE AAay UbeB By. Denotaremos como m
a el elemento méximo de (J,. 4 Aq en caso de existir. Sean los subconjuntos
de racionales

E=J4A\{m} vy F=JBuU{m}

acA beB

Vamos a probar que la pareja (E, F) forma una cortadura en Q. Notemos
que £ # 0, F # () ya que tanto A y B son no vacios.

Tome ahora ¢ € E'y ¢’ € F entonces existen a € Ay b € B tales que
qg € A,y ¢ € By. Debe ocurrir A, C A, pues de lo contrario, podrian
encontrarse b € By a € A tal que b < a lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto, ¢ < ¢'.

Veamos ahora que Q = E'U F. Una de las contenciones es clara. Para la
otra, sea ¢ € QQ note que ¢ se identifica con la cortadura (A4,, B,) entonces,
para ¢ visto como numero real puede ocurrir que ¢ € Ao bieng € B.Siqg € B
es claro que ¢ € F'; supéngase entonces que q ¢ B. Si ocurriera q € |J,c 4 Aa
también terminamos; si no, no existe a € E tal que ¢ < a ya que de otro
modo, ¢ € |J,c4Aq- En particular, para cada a € (|J,c4A4s) N Q ocurriria
g<ayyaqueq¢Bentonces q=ay asi, g€ F.

Por tanto, (E, F) € Cuts(Q). Sea ahora x € R tal que z = (E, F); ve-
remos que x cumple con las condiciones del teorema. Sea a € A es claro
que A, C FE asi, a < z; por otro lado, si b € B se tiene B, C F o bien
E=Q\FCQ\By,=A,yasi,z<b.Q

Ahora si estamos listos para probar la completez de R, la cual resultard
ser corolario del Teorema Fundamental de Dedekind.

Corolario 1.44. Dado A C R no vacio y acotado superiormente, entonces
A tiene supremo en R.
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DEMOSTRACION:  Considere los subconjuntos de R
A={zeR:(JacA)(z<a)} y B={reR:(VacA)(a<)}

Es claro que tanto A como B son no vacios, en efecto ya que en el primer caso
ocurre A C A mientras que el segundo caso se da porque A esta acotado su-
periormente. Note también que dados cualesquiera z € Ay y € B, se cumple
x < y. Asi entonces, se cumplen las condiciones del Teorema anterior. Por lo
tanto, existe un tnico z € R de tal suerte que para cada a € A, resulta a < z
y para cada b € B, z < b. De lo anterior, se tiene que z es cota superior de
Ay ademas, z es menor que cualquier otra cota superior de A, asi entonces
tome sup A = z. 4

1.4. Un tnico campo ordenado completo

Veremos ahora que R es el inico campo ordenado salvo isomorfismo. Esto
quiere decir que no importa que tan extrana o exigente sea la manera en la
que se puedan construir campos ordenados completos al final resultan ser en
esencia el campo de los ntimero reales.

Teorema 1.45. St F es un campo ordenado completo, entonces F y R son
isomorfos.

DEMOSTRACION:  Construiremos f : R — F isomorfismo, por pasos, pri-
mero sobre N después lo extenderemos a Z, después a Q y finalmente a todo
R. Denotaremos como 0, 1, etcétera a los elementos de F. Ademas, se deno-
tardn por 4, - y < a la suma, el producto y el orden respectivamente tanto
de R como de F.

Primero defina f; sobre N y ya que debemos de tener un isomorfismo, es
claro que f1(0) = 0. Ahora para m € N, defina fi(s(m)) = fi(m) + 1, donde
s(m) denota al sucesor de m. Veamos que F cumple con las propiedades 3, 4
y 5 de la definicién 1.7.

Probemos que C'O 3 se cumple mediante induccién sobre m. Si m = 0,
entonces para cualquier n € N,

film+n) = f1(0+n) = fi(n) = 0+ fi(n) = f1(0) + fi(n).
Suponga que para cierta m € N, con m > 0 y para todan € N, f(m +n) =
f(im) + f(n). Hay que ver que para s(m), f abre sumas,
fils(m) +n) =film + 14 n) = film+ s(n)) = fi(m) + f(s(n))
= film) + fi(n) + 1 = fi(s(m)) + fi(m).
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De manera analoga veamos que f; cumple CO 4. Param = 0 y para cualquier
n € N,

film-n) = f1(0-n) = f1(0) = 0=0- fi(n) = f1(0) - fi(n).

Suponga que para cierta m € N, con m > 0 y para toda n € N,

film-n) = fr(m) - fi(n).

Hay que ver que para s(m), fi también abre productos.

fils(m) -n) = fi((m+1)n) = film-n+n) = fi(m-n) + fi(n)

y ya que f; abre sumas tenemos que

film-n)+ fi(n) = fu(m)- fi(n)+ fi(n) = (f(m)+1)- fi(n) = fi(s(m))- fi(n).

Veamos que f; cumple CO 5. Para ello sean m,n € N, y suponga que m < n
entonces, hay un k£ € N, con k£ > 1 y tal que n = m + k entonces,

filn) = film + k) = fi(m) + fi(k)
como k # 0, fi(k) #0
film) < fi(m) + f1(k) = fi(n).

OBSERVACION 1.46. El conjunto Ny = {n € F : n € N} es no acotado
superiormente en [F es decir, el campo F es arquimediano. Para demostrar
este hecho suponga que Np es acotado, dado que N # () y por la completes
de F se tiene que hay a € F tal que a = sup Ny, note que o — 1 no es cota
superior, sea entonces m € Ny testigo de ello, esto es, « — 1 < m < « pero
esto implica que @« < m+ 1y como m+ 1 € Ny y asi a no es cota superior
de N]F

Extendamos ahora f; a Z de la siguiente manera. Para n € Z, definase

l+1+---+1) ,sin>0

n veces

fa(n) =
—@Q+1+---+1) ,sin<O.

[n| veces

Veamos ahora que esta nueva forma de definir a f; conincide con la que se
dio definida solamente sobre N para ello, utilizaremos induccion.
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Para n =1 es claro ya que,
fa(n) = f2(1) =1 =041 = f5(s(0)) = f(1).
Supdngase que para cierta n € N, con n > 1, se cumple que

(n):(\1—1—1—1;'-—1-1/):]”2(3(71—1)).

n veces

Hay que ver, que para n+ 1, f(n +1) = f(s(n)).

fon+1)=Q4+1+---+1)=14+1+---+1)+1=fo(s(n—1))+1=
n+1 veces n veces

fo(s(n=1)+1) = fo(n =1+ 1+ 1) = fo(n+ 1) = fo(s(n)).

Veamos que fy, también cumple con CO 3, CO 4 y CO 5 de la definicion
1.7.

Para CO 3. Sean m,n € Z, tenemos varios casos, pero solamente proba-
remos el caso cuando m,n > 0 ya que los otros casos pueden llevarse (con
mucho cuidado) a este caso.

Suponga m,n > 0 entonces,

folm+n) = L4+ 14-+ 1) = fo(n) + fo(m).

n-+m veces

Para ver que fy; también cumple con CO/, tenemos de nueva cuenta varios
casos, pero solamente provaremos el caso en que m,n > 0. Suponga que
m,n > 0 entonces,

f2<m.n):(\1—'—-..—’—1):(\1—'—--.-’-]}).(\1-’—...-’—1):f2<m>.f2(n)
|m-n| veces m veces n veces

Por 1ltimo veamos que f; cumple con CO 5, para ello sean m,n € Z y
suponga m < n entonces, hay k € Z con k > 0 tal que m + k = n, de ahi
que fo(n) = fa(m + k) = foa(m) + fa(k) > fo(m) pues f>(k) # 0y mds atin,
f2(k) > 0 dado que k € N y ya vimos que fy y fi coinciden en N entonces,
f2(k) > 0 implica que fi(k) > 0 y por tanto la desigualdad se sigue.

Recuerde que a los elementos de FF los denotamos como 0, asi para cada
n € Z, denotaremos su imagen bajo fo como n = fy(n). Ahora extendamos
f2 a Q, de la siguiente manera. Dado r € Q, con r = 2, donde m,n € Z
y n # 0, defina f3 : Q = F como f3(r) = f3(2) = m-n~', donde n™'
representa al inverso de n bajo el producto de F.
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Veremos ahora que f3 cumple con las propiedades CO 3, CO 4 y CO 5.
Pero primero verifiquemos f3 [ Z = f; para ello, tome n € Z y note que
n =2 visto en Q luego, f3(n) = f3(%)=n-1""=n-1=n= fo(n).

También hay que ver que f3 esté bien definida, pero esto se sigue de que
f3 coincide con f5 en los enteros y ademas ésta respeta la estructura.

Verifiquemos que f3 cumple con CO 3, CO 4 y CO &; para ello sean rq,
12 €Qconry =" yry="2

Para C'O 3, tenemos las siguientes igualdades.

) = o (2 2) = o (PR — fong + ()

= fa(mq)(fo(ng)) ™" + fa(np)(fo(nq)) ™" = mq(ng)~" +np(nqg) ™"
=mgn 'q ' +npn 'q' =mqq 'n"' +pnn 'q

=mn '+ pq_1 =f3 (%) + f3 <§) = f3(r1) + f3(ra).

Verifiquemos ahora la propiedad CO 4 para fs,

m p

) — g (22 = Rt (fang))

=mpn 'q' =mn 'pq- f3(%)f3(§) = f3(r1) f3(r2).

fs(rirs) = fs <

Para ver que f3 cumple con CO 5, suponga que r; < 19, entonces hay r € Q,
conr > 0 tal que ry +r =1y asi, f3(r2) = fa(ri+7r) = fa(r1) + fs(r) > fa(r1)
pues f3(r) # 0y f3(r) >0

OBSERVACION 1.47. Los raciones de [F son densos, es decir para a,b € F con
a < b hay r € Q tal que a < f3(r) < b. Sin pérdida de generalidad suponga
que 0 < a < b. Entonces, b —a € F", mas ain, (b —a)—1 € F™.

Sean A={neN:(a—b)"!' < f3(n)}, B={m e N:npa < f3(m)}.
Note que ambos son no vacios, sean entonces ng = min A y mg = min B. Las
siguientes desigualdades se siguen de la eleccion de ng y my.

fa(mo —1) = fs(mg) — 1 < fz(no)a < fs(mo),
(b — a)*l < fg(no) =1+ afg(no) < bfg(no)

Se cumple f3(ng)a < f3(mg) < f3(ng)b, por lo cual a < f3(mqg) f3(ng) ' < b;
y asir = % hace que la observacién se siga.

Por 1ultimo extendamos f3 a todo R de la siguiente manera. Sea x € R y
considere el conjunto A, = {f3(r) : 7 € Q y r < z}, se sigue de la propiedad
arquimediana que A, es no vacio. Ademas estd acotado superiormente dado
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que si rg es un racional tal que 1o > z entonces, f3(rg) > f3(r) para cada
fs(r) € A,. Dado que F es un campo ordenado completo, A, tiene cota
superior minima; asi pues, defina

f(z) = sup A,.

De nueva cuenta, debemos demostrar que la funcién f [ Q coincide con
J3; para ello, sea r € Q, con r = ™ y veamos que en efecto ocurre que

f3(r) = fs (%) =mn~' =sup 4, = f(r).

Veamos que f3(r) es cota superior de A,, para ello, tome x € A,, enton-
ces existe un sy € Q tal que f3(sx) = x y ademds, sy < 7 por tanto,
f3(sx) < f3(r) por tanto, f3(r) es una cota superior para A,. Veamos aho-
ra que sup A, > f3(r), dado que r < r, entonces f3(r) € A, y por tanto,
fa(r) <sup A,.

Por 1ltimo verifiquemos que f satisface todas las propiedades de homo-
morfismo de campos y que ademaés es biyectiva.

Primero CO 5, sean x,y € R y suponga x < y de esto se sigue que
A, C A, y consecuentemente f(z) < f(y); para ver que la igualdad no se
da, note que existen r, s € QQ tales que r < r < s < y y dado que f respeta
el orden en Q, f(x) < f(r) < f(s) < f(y). Una consecuencia de lo anterior
es la inyectividad de f.

Para ver que f es suprayectiva; seana € Fy B={r € Q: f(r) <a}. Se
afirma que B # () ya que N no estd acotado superiormente en [F. También
se tiene que B esta acotado superiormente, pues existe un racional s tal que
a < f(s), asi parar € B, f(r) < f(s) en consecuencia r < s. Sea z = sup B.

Afirmacién f(x) = a. Si ocurriera que f(x) < a, seria posible encontrar
r € Q tal que f(z) < f(r) < a esto implicaria que r € B y que ademas
sup B = x < r, lo cual contradiria la eleccion de x. Por otro lado, si ocurriera
que a < f(x), entonces serfa posible encontrar r € Q tal que a < f(r) < f(x)
luego, r < x y asi existiria un s € Q con r < s y tal que s € B esto a su vez
implicaria que f(r) < f(s) < a contradiciendo la eleccién de 7.

Verifiquemos que f cumple CO 3; para ello sean x,y € R y suponga
ademéds que 0 < z < y (para el caso = 0 la propiedad es obvia). Supéngase
que la igualdad no fuese cierta, luego se tendrian los siguientes casos.

fle+y) < flx)+fly) o [flo)+ fly) < flx+y).

Para el caso f(x +y) < f(x) + f(y) es posible encontrar r € Q tal que
flx+y) < f(r) < f(x) + f(y) esto implica x + y < r. Se afirma que es
posible hallar 71,7, € Q tales que x < r1, y < ro y r1+7ry = r. En efecto como
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0 < z+y < rimplica que z < r —y tome entonces 7 tal que x < r; < r—y,
luego y < r — ry; considere entonces o, =1r —1r; € Q y asi, r1, 72 son como se
deseaba. Dada la forma en que se escogieron ry y ry, tenemos que

flr) = fr) + f(r2) > f(2) + [(y),

contradiciendo la eleccion de r. El segundo caso es analogo.

Por 1ltimo verifiquemos que f cumple con CO 4; para ello, al igual que
se hizo para la suma, suponga que 0 < x < y (el caso x = 0 es consecuencia
de la definicién de f). Supdéngase que la igualdad no fuese cierta, luego se
tendrian los siguientes casos.

flzy) < f(@)f(y) o flx)f(y) < flzy).

Para el primer caso, es posible encontrar r € Q tal que f(xy) < f(r) < f(y)
esto implica zy < r. Existen ri, 7y € Q tales que x < 71, y < ro y ademés
riry = 1. En efecto, ya que f(xy) < f(r) se tiene zy < r, luego z < 7/,
tomando r; tal que z < r; <"/, de aqui, y < "/,, tome entonces ry ="/, € Q;
es claro que ryry = 1. Por como se eligieron ry y ro, implica que f(x) < f(ry)
y f(y) < f(rz) y asf

f(r) = f(rire =)f(r1) f(r2) > f(x)f(y),

lo cual contradice la eleccién de r. El otro caso es analogo.

Con todo, f determina isomorfismo de campos ordenados completos entre
Ry F. 4

1.5. Algunas propiedades sobre nimeros reales.

Bien conocida es la forma de representar ntimeros reales mediante expre-
siones decimales (que bien sabido no son las tnicas), el siguiente teorema
establece con precisién cémo hacer la representaciéon decimal (y en cualquier
“base”) de cualquier nimero real.

DEFINICION 1.48. Para cada real no negativo z, se define el mayor entero
menor o igual a x, (que denotaremos por |z|) como

|z] = max{n € N:n < z}.

DEFINICION 1.49. Una sucesién de nimeros reales (1, )nen, se llama de Cauchy
si para todo € > 0, existe un ng € N tal que para todo m,n > ng, |z, —z,|< €.
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Teorema 1.50. Sear € Z, conr > 2. A cada nimero real no negativo x, le
corresponde una sucesion (d,)%, de enteros, los cuales estan univocamente
determinado por x (relativo a r), tales que:

(a) do = [x],
(b) 0<d, <r, paran > 1,

(c) la sucesiion (y,)22, definida recursivamente por

Yo = do
dn+1
Yn+1 = Yn + Tl

es una sucesion de Cauchy y lim,, oy, = x

DEMOSTRACION:  Sean 7 un entero mayor o igual que 2 y sea x un nimero
real no negativo y defina dy = |x] entonces,

xr = rdy + 21

donde x; es un ntimero real tal que 0 < z; < r, esto dltimo ya que x —dy < 1.
Aplicando la misma idea a xy, defina d; = |x1] y asi

r1r =rdy + 2

donde x5 es tal que 0 < z9 < 7.
En general, definase para n € N,

Tpo1T = 1dp_1 + Ty,

donde zg =z, dy = |x] y adeds para n > 1, se tiene 0 < z,, < r. Es facil ver
que conocidos los primeros z, 1 reales, se cumple que

d d dy
r=do+—+ 24—+
r T r r

o d d s . . ., 00
Sea yn = do+ L+ -+ 2 el n-ésimo termino de la sucesion (y,)n2, entonces

1

TTL

r
rn+1

Tn+1
Tn+1

|z — yn| =

Note que el paso de la desigualdad se da por construccion, ya que 0 < x,,11 <
r.
Asi, lim,, 00 Yn = x, por tanto (y,)>, es sucesién de Cauchy.
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Para la unicidad suponga que hay dos sucesiones como las del enuncia-
do del teorema, (d,)5,, (d,)°,, distintas. Sea ng el menor natural tal que

n=0" n=0
dyn, # d,,, entonces, por construccién tendriamos que d,,—1 # d,,_; lo cual

no’
es una contradicciéon. 4

Incluimos el siguiente resultado porque ademéas de presentar un hecho
curioso también pone de manifiesto que todas las propiedades obtenidas para
R tienen poderosas consecuencias si son utilizadas de manera conveniente.

Recuerde que una serie se llama convergente si existe el limite de sus
sumas parciales. Una serie es absolutamente convergente si la serie formada
por los valores absolutos de sus términos es convergente. El ejemplo tipico
de una serie convergente pero no absolutamente convergente es

1— 1/2+1/3_1/4+1/5_ -

El que esta serie sea convergente se deduce, por ejemplo, del Teorema de
Leibniz que afirma que si se tiene una sucesion decreciente de términos posi-
tivos, entonces la serie formada al alternar los signos de sus términos es una
serie convergente. Ver [6].

Teorema 1.51. ZneN a, es una serie convergente pero no absolutamente
convergente; entonces, dado r € R, hay un reordenamiento de la sucesion
original {a, : n € N), digamos (b, : n € N), tal que Y b, = .

DEMOSTRACION:  Primero sea ky = min{n € N : a,, > 0} y defina py = ax,;
en general, si p, ha sido definido, defina &k, ; = min{n e N:qa, >0y n >
kn} ¥ Pny1 = ak,,,. En otras palabras, (p, : n € N) es la sucesién de
términos no negativos de (a,, : n € N), conservando el orden en que aparecen.
Del mismo modo defina (g, : n € N) la sucesién de términos negativos de
{(a, :n € N).

Observe que

j{:l%f:'+co y j{:qn::-—oo.

neN neN

Sea x € R, podemos suponer que x > 0, de otro modo se procede de manera
muy similar. Puesto que ) _p, = 00, es posible tomar k(0) = min{n €
N: Y "  pi > x}. Observe que

k(0)—1 k(0)

Z pi <x < szw
=0 i=0



32 1. CAMPOS ORDENADOS COMPLETOS

Del mismo modo, es posible tomar
[(0) = min{n € N : ZQi <x— sz}
i=0 i=0

También se debe notar que

k(0)—1
0<z-— Z Pi < Dr(0);
i=0
1(0)—1 k(0)
0< Z 4 — (w - Z]%) < —qu0)-
i=0 i=0
Defina by = po, by = p1,..., bk(O) = Pk(0), bk(0)+1 = {qo;, bk(0)+2 =q1,...

bk(0)+1(0)+1 = Qu0)- En general, suponga que ya se han definido k(n), {(n) y b;
para i < k(n) +I(n) + 1 de modo que

3

(n)

>

—~
3

=

b1<$§ )

Il
o
-.
Il
=)

donde m(n) = k(n) + I(n) + 1. Se definen

m(n) J

k:(n—i—l):min{j eN: sz“i‘ Z Di >x},
i=0 i=k(n)+1
m(n) k(n+1) J
l(n+1)=m1’n{j€N: Zbr" Z pi + Z qi},
i=0 i=k(n)+1 i=l(n)
y defina bm(n)+1 = Pk(n)+1, bm(n)+2 = Pk(n)+25 -+ > bm(n)+k(n+1) = Pk(n+1);
bm(n)+k(n+1)+1 = qi(n)+1, bm(n)+k(n)+2 = qin)+2) -+ bm(n)+k(n+1)+l(n+l) =
Qi(nt+1)- Observe que
m(n)+k(n+1)—1
O<z — Z bz < bm(n)+k(n+1) = Pk(n+1),
=0
y que
m(n)+m(n+1)—1
Q(nr1) = b < — Z bi <0,

i=0
donde r = m(n) + k(n + 1) + {(n + 1) + 1. Esto termina con la definicién del
reordenamiento.
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Puesto que k(n) y I(n) definen sucesiones crecientes, para cada n € N, se
tiene que m(n) = k(n) +I(n) + 1 > n; esto implica que si b; = p, y n > k;
entonces i > k. Obsévese que, para cada n € N, si ¢ < j < [(n), entonces

m(n)+k(n)—1 m(n)+k(n)+j m(n)+k(n)
=0 =0 =0

porque si i = m(n) + k(n) + j, para algin j, entonces b; < 0. Del mismo
modo,

m(n)+k(n)+i(n) m(n)+k(n)+l(n)+j m(n)+k(n)+l(n)+k(n+1)
Yo bi< > b << > b (1.2)
=0 =0 1=0

para cuando i < j < k(n +1).

Sea ¢ > 0, kg € N tal que para cualquier n > ng, —¢ < ¢, < p, < €.
Como (k(n) : n € N) y (I(n) : n € N) son sucesiones crecientes, si n > ng asi
también son k(n) l(n); o sea k(n), l(n) > ny.

Sea s > k(ng) + l(ng). Si es posible, escoja n € N tal que

m(n) + k(n) < s <m(n)+ k(n) +1(n);
si no, escoja n € N tal que
m(n) + k(n) +1(n) <s<m(n)+k(n)+1(n)+kn)+ 1.

En el primer caso, debido a la desigualdad (1.3) se sigue que

s m(n)+k(n) m(n)+k(n)—1
T — sz’ < Z by — Z bi = brm(n)+k(n) = Pr(nt1) < €. (1.3)
=0 =0 =0

y en el segundo caso, se sigue de la desigualdad (2)

|z — Z bi| < m(m)+k(n)+i(m)+1 = Qn+1) < €.
=0

Esto concluye la demostracién. 4






Capitulo 2

Espacios T 51 Y productos de
2

rectas

Introduccién

La clase de los espacios completamente regulares es la mas importante
de los espacios topoldgicos ya que ella contiene a la clase de los espacios
métricos que son de vital importancia para el Analisis Real, al igual que una
amplia gama de espacios con caracteristicas peculiares para el estudio de la
topologia. Algo que es importante notar es que los espacios completamente
regulares tienen muchas propiedades deseadas; como por ejemplo, este tipo
de espacios son precisamente los subespacios de los espacios compactos. Mas
aun, por el Teorema del Encaje de Tychonoff, todo espacio completamente
regular se puede encajar en algin cubo.

Dicha clase también se puede considerar como aquella en la que los espa-
cios cuentan con “muchas” funciones continuas. Ya que en lo que compete
al estudio de Anillos de Funciones Continuas, ésta es una clase lo suficien-
temente amplia para incluir todos los espacios “interesantes” y ademas es lo
suficientemente restrictiva como para desarrollar dicha teoria.

El objetivo del capitulo, es el siguiente teorema el cual establece que todo
espacio completamente reqular es subespacio de un producto de rectas reales.

Teorema 2.1 (Del encaje). Un espacio topoldgico X es completamente re-
qular si y solo si es un subespacio de algin producto de rectas, R”.

Para la demostracion del teorema anterior, haremos uso de algunos lemas
preliminares los cuales facilitaran nuestra labor. Pero antes de ello, recor-
demos algunas propiedades elementales sobre los espacios completamente
regulares y algunos hechos basicos de la topologia producto. Para aquellos

35
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lectores que quieran profundizar en el estudio de los mismos, puede consultar

).

2.1. Recordando la topologia producto

Sea {X; : s € S} una familia de conjuntos. El producto cartesiano de los
conjuntos Xy, es el conjunto de todas las funciones

HXs: {x:S—) UXS: para cada s € S, z(s) EXS}

seS seSs

Generalmente se escribe x(s) = x5 y se denota a x mediante (zy).

Un hecho que aceptaremos (ya que de otro modo nos alejariamos de nues-
tro propésito) es que si X, # 0, para cada s € S, entonces [[,.¢ Xs # 0.
La afirmacion anterior aunque aparentemente inofensiva resulta ser de hecho
equivalente al Azioma de Eleccion.

En el caso en que los conjuntos X sean un mismo conjunto X, el producto
[I,cs X, es simplemente el conjunto de todas las funciones de S en X, el
cual se denota por X°; nos referiremos a ese conjunto como el producto de
S copias de X.

La funcion 7 : [[,.¢ Xs — X, definida por m(z) = z, es llamada [a
funcion proyeccion de [[,.q X en X;.

DEFINICION 2.2. Sea S un conjunto y X, un espacio topoldgico para cada
s € S. La topologia producto (o topologia de Tychonoff) sobre [[,.q X, es la
que tiene por base a la familia de todos los conjuntos de la forma

e
s€S

donde cada Us es un subconjunto abierto de X, para s € Sy Us # X
Unicamente para una cantidad finita de elementos de S.

Haciendo uso de las proyecciones podemos representar los subconjuntos
abiertos basicos para la topologia producto en la forma

H Us = ﬂ-;)l[USO] N 7Ts_11[U81] NN U,

Sn

donde para cada i < n, U,, es un subconjunto abierto (propio) de Xj,. Asi
resulta que la topologia producto es de hecho la topologia que tiene por
subbase la coleccién

{W’l[US] : S €Sy Us es abierto en XS} )

s
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De aqui en adelante si para cada s € S con S una familia de indices, X
es un espacio topoldgico (no necesariamente el mismo), [, X, se supondrd
siempre dotado con la topologia producto.

Teorema 2.3. Sean S # 0, {X, : s € S} una familia de espacios. Entonces,
1. Para cada t € S, la funcion m; : HSGS X, — X, es continua.
2. También, resulta que m; es una funcion abierta.

3. Una funcion f:Y —[]
m 0 f es continua.

ses Xs €s continua siy sélo si para cada t € S,

4. La topologia producto es la C-minima topologia sobre [ ] .o Xs que hace
continua a cada una de las proyecciones.

DEMOSTRACION: (1) Esta demostracién es clara por como se ha definido
la topologia producto.

(2) Tome A C J], 4 X, abierto y considere y € m[V] entonces existe
x € V tal que m(z) = x; = y. Por otro lado, como V' es abierto, puede
encontrarse vecindad bésica W = n'[U, | N o (U] N - N l[U,] de
manera que W C V. Sin pérdida de la generalidad puede suponerse que
t = s; para cierta j € {0,1,...,n}; luego entonces U,, = m[W] C m[V]y
como ,(v) = m,,(x) = x,, entonces y es punto interior de m;[V].

(3) El regreso es claro ya que la composiciéon de funciones continuas es
continua.

Para la otra implicacion, observe que para cada s € S'y Uy, C X, abier-
to se tiene que 7, (U] es abierto subbdsico de [],. ¢ X,. Entonces por la
continuidad de 7; o f se tiene que (m; o f)7![U,] es abierto en Y, pero
(my o [) U] = f7'r 7 [UJ]] por lo cual las imdgenes inversas bajo f de
abiertos subbasicos del producto son abiertos en Y y asi f es continua.

(4) Denotemos como 7, a la topologia producto. Sea 7 una topologia so-
bre [[,cq Xs de manera que para cada ¢t € S, la funcién proyecciéon 7, sea
continua. Considere n € Ny para cada i € {1,...,n} escoja Us, C X, abier-
to y definase U = (,,, 7, '[Us,] note que U resulta ser abierto bésico en 7.
Por otro lado ya que cada 7; es continua respecto a 7, se tiene que para cada
i <n, 7, '[Us,] es abierto en [] .4 X, por lo cual para cada i < n se cumple
que 7 '[U,,] € 7 consecuentemente U € 7 y asi, 7, € 7. Q

%
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2.2. Espacios completamente regulares

DEFINICION 2.4. Un espacio topoldgico X es completamente reqular si para
cada F' C X cerrado y # € X\F, hay una funcién continua f : X — [0, 1]
de manera que f[F] =0y f(z) = 1. Un espacio que sea T} y completamente
regular se dice que es un espacio Tychonoff.

Recuerde que un espacio topoldgico X se llama espacio T} o simplemente
Ty, si para cualquier par de puntos distintos de x,y € X existe un abierto
UcC X talquex € Uyy ¢ U. Recuerde también que la propiedad de ser
espacio 17 es equivalente a que para cada x € X, {z} sea cerrado en X. En
ocasiones los espacios Tychonoff son denotados como espacios T. 3L-

Lema 2.5. Sean X un espacio topologico, y fi, fa, ..., fn funciones de X en
R de manera que para cada f; sea continua entonces, la funcion h : X — R
definida por h(x) = min{ fi(z), fo(x),..., fo(x)} es también continua.

DEMOSTRACION:  Probaremos el resultado solamente para dos funciones.
Considérense f,g : X — R funciones continuas. Veamos primero que los
conjuntos

A={reX:flx)<gl@)} v B={reX:g) < f(r)}

son subconjuntos cerrados en X. Para A, bastard con ver que X\A = {x €
X : g(x) < f(x)} es abierto; sea entonces zy € X\A, es posible encontrar
a,b,c € R de manera que a < g(zg) < b < f(x9) < c¢. Recuerde que los
intervalos de la forma (a,b) son abiertos en la topologia usual de R, luego
de la continuidad de f y g, f~!(a,b)],g7'[(b,c)] € X son abiertos, mds
aln su interseccién no es vacia y ademdas es una vecindad abierta de xq
que estd completamente contenida en X\ A por lo tanto X'\ A es abierto. La
demostracion de que B es cerrado es analoga.

Noétese que X = AUB yademas, h [ A=f [ A h| B=g ]| By mas
aun para cada x € AN B, h(z) = f(z) = g(z). Luego, para un subconjunto
cerrado F,

RUF) = (f 1A F] U (g | B) ' [F)

de donde se sigue que h es continua. U

Habiendo hablado ya sobre la topologia producto podemos establecer la
siguiente propiedad que cumplen los espacios completamente regulares (res-
pectivamente Tychonoff). En esencia lo que estable el teorema es que la pro-
piedad de ser espacio completamente regular (respectivamente Tychonoff),
se preserva para subespacios y bajo productos arbitrarios.
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Teorema 2.6. (a) Todo subespacio de un espacio completamente regular
(o Tychonoff) es completamente reqular (respectivamente Tychonoff).

(b) El producto de una familia de espacios completamente requlares (o Ty-
chonoff) es también completamente reqular (respectivamente Tycho-

noff).

DEMOSTRACION:  (a) Sea A C X subespacio de X, y tome F C A cerrado
en A, entonces se tiene que F' = ANC con C cerrado en X. Tome x € A\F,
es claro que X ¢ C; entonces para el punto x y el cerrado C' hay una funcién
continua f : X — [0,1] tal que f[C] =0y f[z] = 0. Entonces es claro que
f I A es continua y ademas separa a x de F'.

(b) Sea [[,.q Xs donde para cada s € S, X, es completamente regu-
lar. Tome un F' C ], ¢ X cerrado y = € J[,. ¢ X,\F. Entonces hay una
vecindad bésica de z, digamos U = [[,.q U, donde U, = X, excepto pa-
ra una cantidad finita {sg,s1,...,s,} de elementos de S. Por otro lado,
note que para cada s; con i < n, x,, ¢ X, \Us, entonces hay funciones
fsi : XSi — [07 1] de manera que fS/L[XSl\USle =0 Yy fsi[sz‘] =L Ademés7
observe que f,, o m,, se anula fuera de 7 '[U,,] y también se cumple que
(fs; oms;)(x) = 1. Definase g : [[,.¢ Xs — [0,1] de manera que para cada
Y € [leesXs, 9(y) = min{f,, o7, (y) : © < n}; entonces gracias a el Lema
anterior g es continua y ademds, g(z) =1y g[F]=0.Q

2.3. El Teorema del Encaje

OBSERVACION 2.7.Si f : X — Y es una funcién inyectiva, continua y ce-
rrada entonces, define un homeomorfismo sobre su imagen. En efecto, vea-
mos que toda funcién continua y cerrada es también abierta; para ello sea
A C X abierto entonces, X\ A es cerrado y asi, f[X\A] también es cerrado,
pero de la inyectividad de f se tiene que f[X\A] = f[X]\f[A] ndtese que
FIXIN(FIXI\f[A]) = f[A] el es un abierto por tanto f es abierta.

Solo falta ver que f~! continua. Para ello, sea A C X abierto, hay que
ver que f![A] es abierto, pero (f~1)"'[A] = f[A] el cual es abierto.

DEFINICION 2.8. Sea .%# una familia de funciones de un espacio topolégico
X en espacios Y posiblemente distintos. Diremos que

1. La familia .% separa puntos si para cualesquiera x, ' € X, con x #
existe una funcién f € # tal que f(z) # f(2').
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2. La familia .# separa puntos de conjuntos cerrados si para cualesquiera

F C X cerrado y z € X\ F existe una f € % tal que f(x) ¢ f[F].

Teorema 2.9 (Encaje en Productos). Sea .# = {fs : s € S} una familia
de funciones continuas fs : X — Y. Considere la funcion f: X — [[,cqYs
dada por f(x) = {fs(x) : s € S}. Entonces, si ¥ separa puntos se tiene que
f es inyectiva y si ademds % separa puntos de conjuntos cerrados se tiene
que f es un encaje.

DEMOSTRACION:  Para la demostracién de la primera parte, tome x,y €
X distintos entonces como % separa puntos, hay s; € S de manera que
fso(@) # fso(y)-

Para la segunda parte, hay que ver que X es homeomorfo a f[X]. La
funcién f es inyectiva por la primera parte del teorema y por supuesto que
es sobreyectiva sobre su imagen. Por ltimo veamos que f es cerrada. Pa-
ra ello sea F' C X cerrado y considere y € f[X]\f[F]. Existe z € X de
manera que f(x) = y; mas aun, x ¢ F. Como la familia .# separa pun-
tos de cerrados entonces, para = y F hay sg € S tal que fq () ¢ fq [F]
luego, hay una vecindad U de fy, () de manera que U N fy [F] = 0; asi
el abierto W = 7 '[U] C [[,cqYs es vecindad de y = f(x) y ademds,
(fIX] N W) N f[F] = 0. Por tanto, f[X]\f[F] es abierto y asi, f[F] re-
sulta cerrado por lo cual f en efecto determina un encaje. 1

Ahora, gracias al teorema anterior, es posible establecer la demostracion
del Teorema principal de la seccién. Antes, recuerde que C(X) representa el
conjunto de todas las funciones continuas de X a R.

Teorema 2.10 (Del encaje). Un espacio topolégico X es completamente
reqular si y solo si es un subespacio de algun producto de rectas R”.

DEMOSTRACION:  Sea X espacio completamente regular y considérese C'(X)
entonces resulta que dicha familia separa puntos de cerrados ya que en parti-
cular contiene a todas las funciones continuas de X en el intervalo [0, 1]. Asi,
por el teorema anterior se tiene que X se encaja en RE(),

La otra parte se deduce del Teorema 2.6 ya que si X es subespacio de R”
para cierto conjunto x se tiene que X es completamente regular. 4

Para cualquier conjunto de indices S, el espacio [, ¢[0, 1] dotado con la
topologia producto, es decir, el producto de S copias del intervalo [0, 1] se le
llama cubo y se denota como [0, 1]%.

Observe que si se tiene un espacio completamente regular X y se con-
sidera la familia .%# de todas las funciones continuas de X en el intervalo
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[0, 1] entonces, .Z satisface las hipdtesis del Teorema 2.9. Se sigue entonces
que un espacio completamente regular X es homeomorfo a un subespacio
del cubo [0,1]7. Por otro lado, si X es subespacio de algtin cubo (el cual
es completamente regular), entonces X debe de ser completamente regular
ya que dicha propiedad se hereda a subespacios. Lo anterior demuestra el
siguiente resultado.

Teorema 2.11 (Teorema del Encaje de Tychonoff). Un espacio topoldgico
X es completamente regqular si y solo si es homeomorfo a un subespacio de
algun cubo.






Capitulo 3

El Teorema de Kuratowski

Introduccién

La clase de espacios con la o-dlgebra de Borel la cual es la C-minima
de las o-dlgebras que contienen a los subconjuntos abiertos de un espacio
topoldgico es quiza la clase de espacios més importante ya que dicha o-dlge-
bra se relaciona de manera intima con las funciones continuas. Los espacios
estandar de Borel son la parte central de lo anterior y aunque aparentemente
dichos espacios pueden llegar a ser demasiado abstractos y complicados, al
final de cuentas resultan ser subconjuntos de reales.

3.1. Espacios polacos

Comenzamos esta seccion presentando una serie de resultados basicos de
topologia. Recuerde que un espacio topoldgico X se dice de Hausdorff si pa-
ra cualesquiera x,y € X hay vecindades abiertas ajenas que los contengan
respectivamente. También recuerde que un subconjunto A de un espacio to-
poldgico X se dice subconjunto Gy si es interseccién numerable de conjuntos
abiertos.

Un espacio métrico es una pareja (X, d) donde d es una métrica sobre X.
Si (X, d) es un espacio métrico y Y C X, entonces la funcién d restringida a
Y denotada como d [ Y es una métrica sobre Y; a la pareja (Y,d [ V) se le
llama subespacio de (X,d). Si (X, d) es un espacio métrico, z € X y r € R
con r > 0, entonces al conjunto B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r} la llamamos
la bola abierta con centro en x y radio r.

Dado un espacio métrico (X, d), es posible definir una métrica d’ sobre X
de manera que d’ sea acotada y que ademads genere la misma topologia que d
genera. Dos de las maneras méas comunes de hacer lo anterior es considerando

43



44 3. EL TEOREMA DE KURATOWSKI

d'(z,y) = min{d(z,y),1} o bien d'(z,y) = ¥¥/ 4, ,)+1. Recuérdese que un
espacio topologico X se dice metrizable si existe una métrica d que induzca
la misma topologia.

Teorema 3.1. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X subespacio cerrado,
entonces A es un subconjunto Gs de X.

DEMOSTRACION:  Para cadan € Ny z € X, sea B, = J,.x B(z, ), note
que para cada n, B, es abierto y ademas A C B, asi A C [),,cy Bn. Veamos
que (),en Bn € A.

Considere b € [,y Bn v un € > 0 entonces pueden encontrarse un a € A
yunn € N tales que 0 < = < ey b € B(a, 2) esto implica d(a,b) < = < € es
decir, b es un punto limite de A entonces b € A. Por lo tanto, A = [,y Bn- 9

OBSERVACION 3.2. Sean A, B C X subconjuntos G, entonces AN B es Gj.
Es decir la interseccién finita de conjuntos Gs es Gs. Esto es consecuencia
directa de la distributividad de la interseccién.

DEFINICION 3.3. Un espacio polaco es un espacio topolégico X que es sepa-
rable y completamente metrizable.

Recuerde que un espacio métrico (X, d) se llama métrico completo si to-
da sucesion de Cauchy tiene limite en X. Recuerde también que un espacio
topoldgico X es completamente metrizable si su topologia puede ser induci-
da por una métrica d y de modo que (X, d) resulte ser un espacio métrico
completo.

Otro hecho que hay que recordar es que un espacio topologico es separable
si contiene un subconjunto denso numerable. Esta propiedad, en el caso de
los espacios métricos es equivalente a tener una base numerable para su
topologia.

Algunas de las propiedades de los espacios polacos son las siguientes.
Los subsespacios abiertos, los que sean Gs y los que sean cerrados resultan
heredar la propiedad de ser polaco. Otro hecho importante es que el produc-
to de una cantidad numerable de espacios polacos es también polaco. Las
demostraciones de estas propiedades los omitimos.

EJEMPLO 3.4. Algunos ejemplos de espacios polacos clésicos son R, RY.
También cualquier conjunto finito dotado con la topologia discreta. Uno
que cabe resaltar y que nos serd de mucha ayuda en lo sucesivo es 2V conocido
como el Conjunto de Cantor.
Dado que la propiedad de ser polaco se hereda a los subespacios abiertos,
a los cerrados y a los subconjuntos G, tenemos que todos los subespacios de
R de alguno de los tipos mencionados, son también espacios polacos.
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DEFINICION 3.5. Sean (X, d) un espacio métricoy A C X definimos el didme-
tro de A como

diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

DEFINICION 3.6. Sean X un espacio topoldgico, (Y, d) un espacio métrico,
AC Xy f:A—Y.Sedefine la oscilacion de f en x como:

osc(f,x) = inf{diam(f[U]) : U es vecindad abierta de z}.

OBSERVACION 3.7. Si x € A entonces x es punto de continuidad de f siy
sélo si ose(f,x) = 0.

En efecto; para la implicacién de ida sea € > 0 y considere B(f(x), )
de la continuidad de f es posible encontrar un § > 0 tal que f[B(z,0)] C
B(f(x),5) asi, diam(f[B(z,0)) < diam(B(f(x), 5)) = € y dado que la elec-
ci6én de € fue arbitraria se sigue que osc(f,z) = 0. Para el regreso, sea ¢ > 0
y considere B(f(z),€) como osc(f,z) = 0 puede encontrarse una vecindad
(bola) abierta B(x,r) con r > 0 tal que diam(f[B(z,r)]) < €, esto implica
que para cualesquiera y,z € f[B(x,r)] se cumple d(y,z) < € en particular

para y = f(z), por tanto f[B(x,r)] C B(f(x),e€).

Lema 3.8 (Kuratowski). Sean X un espacio metrizable, Y un espacio com-
pletamente metrizable, A C X y f : A = Y una funcion continua entonces
f puede extenderse continuamente a un subconjunto Gs que contiene a A.

DEMOSTRACION:  Sean d’, d métricas compatibles con las topologfas de X
y Y respectivamente. Para cada a € A, considere la oscilacién de f en a.
Para cada n € N definase B, = {x € A:osc(f,x) < %ﬂ} . Notese que para

cada, B, es abierto en A ya que dado z € B,, puede encontrarse una vecindad
abierta V' tal que diam(f[V]) < A5 entonces, si se toma 2’ € V con z # 2/
se tiene que V' también es vecindad de 2’ y asi 2/ € B, y V C B.

Defina B = (0o Bn; note que A C B y ademds, B = {z € A :
osc(f,r) = 0} el cual es G5 en A que también es G5 (pero en X) y da-
do que interseccion finita de conjuntos Gs es de nuevo Gy se tiene que B es
G(; en X.

Para extender f a B, tome x € B y una sucesién {a, f,eny C A tal que
converja a x. Observe que osc(f, z) = 0, implica que la sucesién { f(a,)}nen
sea una sucesiéon de Cauchy en Y’; ya que dado cualquier € > 0 para 5 existe
vecindad abierta V' de x tal que diam(f[V]) < 5. Por otro lado, para §
existe ng € N tal que para cada n > ny, d'(a,z) < § luego, si se toman n,m
con n,m > ng se tiene f(ay), f(am) € fIV]y asi, d(f(an), f(am)) < § < e
Entonces por la completez de Y, la sucesién {f(a,)}nen converge en Y.
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De lo anterior, defina la extension de f, como g : B — Y dada por
g(x) = lim f(ay).
n—oo

Veamos que ¢ estd bien definida; para ello considere x € B y {an}nen,
{bn }nen sucesiones de elementos de A que converjan a x. Entonces ocurre
que lim, o d(an,b,) = 0 ya que si se toma ¢ > 0 entonces para B(z, §)
existen M, N € N de manera que para cada m > M y n > N ocu-
ITe G, b, € B(x,5). Si se toma n > max{M, N} entonces, d(zn,yn) <
d(xy, z)+d(z,y,) < 5+5 = €. Por otro lado, de la continuidad de f se cumple
que limy,_o0od(f(ay), f(by)) = 0 por lo tanto, lim, o f(a,) = lim, o f(by)
y asi g estd bien definida.

Para la continuidad de g, basta ver que para = € B, osc(g,z) = 0. Sea
U C X abierto entonces g[U] C f[U] y asi, diam(g[U]) < diam(f[U]) lo que
implica osc(g, x) < osc(f,xz) = 0.

Por 1ltimo, es claro que la funcién g extiende continuamente a f pues si
se toma x € A entonces existe {x, }nen sucesion de elementos de A de mane-
ra que converja a . Como f es continua, se tiene que lim,, o f(z,) = f(x)
luego entonces g(z) = f(x) por lo que g extiende a f. Q

OBSERVACION 3.9. Si f : X — Y es una funcién continua tal que Y es un
espacio Hausdorff entonces, la grdfica de f, Gy = {(z, f(z)) : v € X} es un
cerrado en X x Y.

En efecto, veamos que el complemento de G es abierto. Para ello, sean
(z,y) € (X xY)\Gyy (2, f(2)) € Gy y proyecte ambos puntos a Y. En-
tonces, existen vecindades abiertas U,V de y y f(2') respectivamente y tales
que U NV # (. Por otro lado, por la continuidad de f es posible encontrar
una vecindad abierta W de 2’ de manera que f[W] C V. Note que U x W
es una vecindad abierta de (x,y) que no intersecta a G.

Recuerde que dados un espacio métrico (X,d), H C X y z € X, la
distancia de = a H esta dada por

d(z,H) = inf{d(z,y) :y € H}.

Lema 3.10. Sea (X,d) un espacio métrico si A es un subespacio Gs de X,
entonces A es homeomorfo a un subespacio cerrado de X x RY.

DEMOSTRACION: ~ Sea A subespacio G5 de X, se tiene que A = (), An
donde A,, C X es abierto para cada n. Para cada natural, F,, = X\A4, es
cerrado y ademas,

X\A=X\(NA4, = [ Jx\A4,) = | F. #0.

neN neN neN
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Considere ahora para cada natural la funcion f, : X — R dada por
fulz) = d(x, Fy).

Es claro que las f, son continuas y ademds cumplen que f,(z) = 0 siy
sélo si x € F,. En efecto, supéngase primero que f,(z) = d(z,F,) = 0
entonces, para € > 0 existe un y. € F, tal que d(x,y.) < € esto implica que
B(z,e) N F, # 0, pero para cada bola abierta B(x,r) puede encontrarse un
¢ de manera que B(z,€¢') C B(xz,r) por lo tanto B(z,r) N F, # 0 lo que
implica x es punto limite de F,, y como Fj, es cerrado se tiene x € F;,. Para
la segunda parte, considere x € F;,. Dado que F;, es cerrado se cumple que
para cada € > 0 F,, N B(x,€) # () sea y. un elemento de dicha interseccién
y note que d(z, F,,) < d(z,y.) < € pero como ¢ fue arbitrario se tiene que
d(z, F,) = 0.

Sea G = {(x, fo(z), fi(x),---) : * € X} C X x RN. Observe que G
es la grafica una funcién continua a saber ¢ : X — RY donde ¢(z) =
(fo(x), fi(x), ). Dado que X x RN es Hausdorff se tiene que G es cerrado
en X x RN,

Observe que X es homeomorfo a G; en efecto, la funcién g : X — X x RN
tal que g(z) = (x,¢(x)) es continua y biyectiva y su inversa resulta ser la
proyeccién wy (en el factor X) que claramente es continua.

Definase Ry = {z € RY : (Vn € N)(x, > 0)} y observe que g[A] =
g[X] N (X x Ry) ya que dado @ € A = [,y An entonces a € A, para
cada n € N, ademds se cumple que f,(a) > 0 pues si resultara f,(a) = 0
tendriamos a € F,, pero A, y F, son ajenos.

Observe también que g[A] es cerrado en X X Ry ya que g[X| es cerrado en
X X Ry por ser g[X] homeomorfo a G el cual es cerrado en X x RY. Adem4s
X x Ry es homeomorfo a X x RY por tanto g[A] es cerrado en X x RN. O

Lema 3.11. Considere X un espacio completamente metrizable y FF C X un
subespacio cerrado de X entonces, F' es completamente metrizable.

DEMOSTRACION:  Sea d una métrica compatible con la topologia de X.
Dado que la topologia que hereda I’ de X es la generada por las bolas abiertas
que intersectan a F', bastara entonces con ver que I es completo con la
métrica d.

Tome {a, }neny C F sucesién de Cauchy, {a, }nen s también de Cauchy en
X .Luego, por la completez de X, {a, },en es convergente a algiin x € Xesto
implica x es punto de acumulacion de F'y como F' es cerrado, x € F. U
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Teorema 3.12. Sea X un espacio completamente metrizable y Y un subes-
pacio no vacio de X, entonces Y es completamente metrizable st y solo si'Y
es un subconjunto Gs de X.

DEMOSTRACION:  Para la implicacién de ida, sea d una métrica compa-
tible con la topologia de X y considere Y C X completamente metrizable
entonces por el Lema de Kuratowski 3.8, para la funcién id : Y — Y hay B
subconjunto de X tal que es Gs y Y C B ademas de una funcién g : B - Y
que es extension continua de id.

Sin pérdida de la generalidad puede suponerse que B C Y ya que Y
es cerrado en X por tanto es Gy: luego B NY es también G5 y ademds,
ACBNY.

Veamos que B C Y. Para ello, sean b € B y {y, }nen una sucesién de
elementos de Y que converja a x. De la continuidad de g se obtiene que
{9(yn) }nen es convergente y ademéds por la propiedad de extensién para cada
n € N, g(yn) = yn; entonces como {yn}tnen — = vV {9(Yn) }nen — g(z) se
cumple que g(z) =z y por ende g(z) € Y.

Para el regreso, considere Y C X un Gy, por el Lema 3.10 se tiene que
Y es un subespacio cerrado de X x RN que es completamente metrizable
(recuerde que el producto numerable de espacios completamente metrizables
es completamente metrizable) por tanto Y es completamente metrizable. 1O

El cubo de Hilbert, [0, 1]N resulta tener la siguiente propiedad. Los espa-
cios polacos son salvo homeomorfismo los subespacios G del cubo de Hilbert;
esto se establece en el siguiente corolario.

Corolario 3.13. Todo espacio polaco es homeomorfo a un subconjunto Gg
de [0, 1]N.

DEMOSTRACION:  Sean X un espacio polaco y d una métrica compatible
con su topologia. Sean también A = {a,, : n € N} un subconjunto denso nu-
merable de X y d'(z,y) = min{d(z,y),1} (o bien d'(x,y) = ¥441). Definase
f: X = [0,1]N mediante f(x) = (d'(z,a,) : n € N).

Se afirma que f define homeomorfismo sobre su imagen. En efecto, es
claro que f es continua; también que es inyectiva, ya que si se consideran
z,y € X distintos entonces para r = d'(z,y) > 0, B(z,§) N By, ;) = 0;
pues por la densidad de A puede tomarse un a, € B(z,}) y es claro que
d(z,a,) # d(x,a,).

Veamos ahora que f es cerrada. Sea C' C X cerrado; vamos a probar que
FIXI\f[C] es abierto. Tome z € f[X]\f[C] y considere z € X de manera
que f(z) = z; es claro que = ¢ C ahora tome € > 0 tal que B(z,3¢) NC = 0.
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Para B(z,€) hay a), € A tal que d'(z,a;) < e. Sea W = 7, '[(2 — €, 2, + €]
veremos que

(fIXInW) N f[C] = 0.

Siy € C entonces, 3¢ < d'(z,y) < d'(x,a) + d(ax,y) asi, 2¢ < d'(ax, y); por
otro lado, ¢’ € X tal que f(y') € W entonces, |d' (v, ar) — zx|< €; observe que
2, = d'(x, ai). De la desigualdad anterior, d'(y/, ax) < 2€ y como 2¢ < d'(ax,y)
se tiene y # ' por lo que W N f[C] = 0.

Por la Observacién 2.7, X y f[X] son homeomorfos, y del teorema ante-
rior se tiene que f[X] es subespacio G5 de [0,1]N. O

Teorema 3.14 (Encaje de Cantor). Si (X, d) es un espacio métrico completo
Y {Ch}nen una sucesion decreciente de cerrados de X y tales que la sucesion
{diam(Cy)}nen converge a cero entonces, [,y Cn consta de un solo punto.
DEMOSTRACION:  Para cadan € Nescéjase z,, € C,,. Como {diam(C,,) }nen
converge, para cualquier € > 0 existe ny € N tal que paran > ng, diam(C,,) <
e. Considere n,m > ng con m > n entonces para los respectivos x,, ,, se
cumple d(z,, ;) < diam(C,) < € ya que la sucesién de cerrado es decre-
ciente. Asi, {2, }nen es sucesién Cauchy y por tanto converge a algin z € X.

Veamos que x € [),cy Cn- Supéngase por un momento que no fuera asi
entonces, hay un m € N tal que x ¢ C,,; definase r = d(z, C,,) > 0. Entonces
B(z,%) N Cp, = 0; luego si se toma n > m deberfa de ocurrir que z, € Cp, lo
cual implicaria ,, ¢ B(z, 5) lo que contradice la convergencia de {zy }nen.

Por 1ltimo suponga que x no fuera el tinico elemento de (1, .y Cn. To-
me y € (C, distinto de z. Note que para cada n € N, debe ocurrir
d(z,y) < diam(C,,), pero {diam(C,)}neny — 0 teniéndose que d(z,y) < 0
y dado que d es distancia, d(z,y) =0y asi z =y. Q

Del siguiente resultado se deduce que los espacios polacos son o bien
finitos, numerables o tienen cardinalidad el continuo c.
Algo que se usara en el siguiente es la llamada concatenacion de sucesio-

nes. Si s,t € A<N con A cualquier conjunto; digamos que s = {sg, 51,...,5,}
y t ={to,t1,...,tm}, se define la concatenacion de s con t como la sucesién
st = {80,81, ce ,Sn7t0,t1, ce ,tm}

En particular para s € AN y a € A, s~ {a} representard a la sucesién
{50, 51,--.,5n,a} que simplemente escribiremos como s~ a.

Teorema 3.15. Sea X un espacio polaco no numerable entonces, X contiene
un subconjunto homeomorfo al conjunto de Cantor.
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DEMOSTRACION:  Sea A el conjunto de todos los x € X de manera que
todas las vecindades de x son no numerables. Se afirma que A es cerrado y
perfecto.

Sea x € X\ Ay V, vecindad abierta de x entonces V,, es numerable luego,
si se toma y € V,, con y # x se tiene que V, es también vecindad abierta de
y lo que implica y ¢ Ay asi V, C X\ A.

Para ver que A es perfecto, tome a € A y V, vecindad abierta de a. Si
resultara que A N (V,\{a}) = 0 se tendria que V, es numerable y asi, a ¢ A.

Como consecuencia de la forma en que se vio que X\ A era abierto, se
tiene que si se considera una base numerable {U,, : n € N} para la topologia
de X. Es posible encontrar para cada x € X\A un U,, donde n, € N de
manera que U, sea numerable. Entonces,

X\AC| J{U., 1z € X\A}

esta ultima unién es numerable ya que es unién numerable de conjuntos
numerables; por lo cual X\ A es a lo mds numerable y asi, sin pérdida de la
generalidad se puede considerar X = A.

Ahora, para cada s € 2<V escoja una bola abierta B, de manera que

(I) By = X.

(11) Para n > 1, diam(Bs) <

S

(111) Para s € 2<N y i € {0,1} By~; C B;.
(IV) Para s € 2<N, By~9gN Bs~1 = 0.

Para cada = € 2N considere la sucesion de cerrados {Ban}nen. Luego,
dado que X es completamente metrizable se tiene por el Teorema del Encaje
de Cantor, (,cy{ Bz} consta de un tinico punto. Asi entonces,

c=J ({Bim:neN}

ze2N neN

es homeomorfo a 2. En efecto, deffnase f : 2% — C donde a cada x € 2N se

le asocia
f(z) = ﬂ{mn € N}.
neN
La propiedad (iv) de la construccién garantiza la inyectividad de f.
Para ver la continuidad de f, considere x € 2Y y € > 0; para B(f(z), €) por
como se hizo la construccion es posible encontrar un natural n de manera que
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diam(Bgp,) < §. Considere y € 2<V extensién de | n entonces, de nuevo
por la construccion se tiene que

By[nJrl g Bx[n

N

B:v[n

lo cual implica que diam(Byjpt1) < diam(Byp,) < § <e. Q

3.2. Espacios estandar de Borel

DEFINICION 3.16. Si X es cualquier conjunto, a una coleccién A de subcon-
juntos de X se le llama o-dlgebra si cumple con las siguientes propiedades:

(1) 0 € A.
(11) Si A € A entonces X\A € A.
(111) Para cualquier coleccion {A, : n € N} C A, se tiene que |J,, .y An € A.

Al par (X, A) se le llama espacio medible.

EJeEMPLO 3.17. 1. Para cualquier conjunto, la pareja (X, ()) se conoce co-
mo o-algebra trivial.

2. Si A es una o-algebra sobre un conjunto X y Y C X, entonces la
o-algebra restringidaa Y es A[Y ={Y NA: Aec A}

3. P(X) el conjunto potencia de X, es la llamada o-dlgebra discreta.

4. Si X es un conjunto y ¢4 C P(X), entonces la o-algebra generada por
9 es

A(9) = ﬂ{A CP(X): Aes o-dlgebray ¥4 C A}

Observe que A(¥) es la C-minima o-algebra sobre X que contiene a

9.

Por ultimo presentamos un ejemplo de una o-algebra de relevante impor-
tancia.

EJEMPLO 3.18. Sea X un espacio topoldgico. La o-dlgebra de Borel sobre X,
denotada por B(X) es la o-algebra generada por los subconjuntos abiertos
de X. A los elementos de B(X) se les llama subconjuntos de Borel de X.
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OBSERVACION 3.19. En la seccién anterior solamente hemos trabajado ex-
clusivamente con tres tipos de subconjuntos de un espacio polaco a saber, los
abiertos, los cerrados y los conjuntos Gs. Implicitamente hemos trabajado
también con conjuntos F, es decir, aquellos que son uniones numerables de
cerrados. Todos estos conjuntos son casos particulares de subconjuntos de
Borel.

EJEMPLO 3.20. Sea X un espacio topoldgico que sea Hausdorff y numerable,
entonces todo subconjunto de X es un conjunto F,. En efecto si A C X
entonces A es igual a la unién de los puntos que lo conforman los cuales son
cerrados. Se deduce entonces que B(X) = P(X).

DEFINICION 3.21. Si (X, A) y (Y, B) son espacios medibles, decimos que una
funcién f: X — Y es medible si f~1[B] € A para toda B € B. Decimos que
(X, A) vy (Y, B) son medible isomorofs (o simplemente isomorfos) siy sélo si
hay una biyecciéon medible con inversa medible entre ellos.

En particular, en la definicién anterior cuando Y es un espacio polaco,
se considera que B = B(Y). Y a las funciones medibles de este ttimo tipo
también se les conoce como funciones de Borel.

DEFINICION 3.22. Un isomorfismo de Borel entre dos espacios X, Y es una
funcién biyectiva f : X — Y tal que

(1) Para todo B € B(Y'), f~[B] € [B](X).
(11) Para todo B € B(X), f[B] € [B](Y).

En tal caso, los espacios se llaman isomorfos de Borel o bien Borel iso-
morfos.

EJEMPLO 3.23. El intervalo cerrado [0,1] y el conjunto de Cantor 2% son
isomorfos de Borel.

En efecto, denotemos por D C [0,1] los racionales diddicos y £ C 2N
el conjunto de todas las sucesiones que son eventualmente constantes. La
funcién f : 2§\ E — [0, 1]\ D definida mediante

f(w):Z%

neN

determina un homeomorfismo. La biyectividad de f se sigue de la forma como
se construye la expansién binaria de los reales en [0, 1]. Para la continuidad,
sean g € 2Y\E y € > 0, existe ny € N tal que > o gﬁ)l < € y ademss,

D o s < €. Sl € [xo | ng| (el cono determinado por los primeros ng
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términos de xg), entonces

Flao) — fla)= |3 P2 o g fol) o)l o 52 L

por lo que la continuidad se sigue. Ademas, si se define

1 ] 4
5:51111’11{‘]“(1:)—%‘:ignoyj<21}.

Se afirma que para t € (f(z) — 0, f(z) + J) existe z; € [xo | no| tal que

f(z¢) = t. Obsérvese que si 5; < f(r) < ’;1 para alguna i <ngy j < 2,y

si ademds se toma t € (f(z) — 4, f(x) + J) entonces debe de ocurrir

J+1
2t

2%<f(x)—5<t<f(m)+6<

es decir, los primeros ng digitos de las expansiones binarias de f(z) y de ¢ son
iguales y ellos son exactamente x [ ng; luego, si t = 0.t1¢5 ... es la expansion
binaria de ¢, definase z;, € 2% como z; = = | Ny thot1bngra "+ Por lo tanto es
claro que f(z;) =t.

Observe que D y E son numerables por lo cual existe biyeccién entre ellos
digamos g : E — D. Entonces, la funcién h = f U g : 2Y¥ — [0, 1] determina
un isomorfismo de Borel ya que es biyectiva pues tanto f como ¢ lo son y
ademads, si se toma B C 2 abierto entonces, B = (B\FE) U (B N E) note
que ambos uniendos de la igualdad anterior son subconjuntos de Borel y asi,
h|B] = f[B\E]|Ug[BN E] es un subconjunto de Borel de [0, 1]. Para ver que
la inversa de h sea medible segiin Borel se hace algo analogo.

Teorema 3.24. Sean (X, A), (Y,B) espacios medibles. Considere f : X —
Y, g:Y — X funciones medibles e inyectivas, tales que para cada A € A y
cada B € B, f[A] € B y g[B] € A entonces, (X, A) y (Y,B) son isomorfos.

DEMOSTRACION:  Probaremos que hay un subconjunto £ C X que sea
medible y tal que

g ' X\E] =Y \[[E]. (3.1)

Para ello, sea ¢ : A — A de manera que p[A] = X\g[Y'\ f[A]] para A € A.
La funcién ¢ cumple las siguientes propiedades:

1. Si A C B entonces, ¢[A] C ¢[B].

2. plUnen An] = Unen p1An].
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Construyamos ahora una familia adecuada de la siguiente manera.
1. Definase Ay = 0.
2. Para cadan € N, sea A,11 = ¢[A,].

Obsérvese que para cada natural n, A, C A, ;1. Sea entonces E =, _n 4n,

note que £ € Ay

neN

plE] =9

U 4.

neN

= el =JAn=JA =E

neN neN neN

Por otro lado, ¢[E] = X\g[Y\f[E]] = E, lo que implica g[Y'\f[E]] = X\E
entonces, por la inyectividad de g, se tiene Y\ f[F] = ¢ '[X\E] y asi, F
cumple con la relacion 3.1.

Ahora, defina la funcién A : X — Y como

f(z) sizx € K
Mz) = { g (z) sizgF,

Verifiquemos que h determina el isomorfismo buscado. Para ver que h es
inyectiva, hay varios casos, si se toman elementos distintos x,y € E o bien
x,y € X\E es clara la inyectividad. Si ocurriera que x € E'y y € X\F en-
tonces, h(z) # h(y) ya que E cumple con la relacién 3.1. La suprayectividad
de h es también clara ya que si se toma y € f[E] entonces hay f~'[y] C F
consta de un sélo punto por la inyectividad de f, por otro lado siy € Y\ f[E]
entonces ¢(y) es un tinico elemento de X de donde se sigue la suprayectividad
de h.

Sea ahora B € By considere el caso general es decir, que B intersecte a
f[E] como a su complemento, entonces BN f[E] y BNY\ f[F] son medibles
ya que f[E] lo es entonces,

BB = ' [B A FIE]UBNY\fIE] = £~'[B N f[E]| UglB N Y\fIE]

y dado que f es medible y ¢ manda medibles en medibles, se tiene que A~ [B]
es medible. De manera analoga se verifica que la inversa de h es medible. U

OBSERVACION 3.25. Si se tiene una sucesiéon {7, : n € N} de topologias
polacas sobre un espacio X de manera que (), .y 7» sea topologia Hausdorf,
entonces la topologia generada por |J,, .y 7 también es polaca.

En efecto, definiendo la funcién h : X — XY de manera que h(z)(n) =z
para cada n € N, entonces h define un homeomorfismo. En efecto, claramente
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h es biyectiva. Verifiquemos la continuidad de manera puntual. Sean = €
X y A C h[X] vecindad abierta de h(z), sean Uy, Uy, ---,U, los abiertos
propios “asociados” a A. Note que (;_,U; # 0 ya que z pertenece a dicha
interseccién, ademds ();_, U; es abierto por lo que hay V' C X abierto tal que
reVyV CN,U y asies claro que h[V] C A.

Para ver que h[X] es cerrado, tome y € X™\h[X] entonces, hay almenos
dos naturales m y n de manera que y,, # y, por otro lado, hay abiertos U,,,
U, ajenos que continen a ¥, y a y, respectivamente asi, 7,.'[U,,] N7, [U,]
define un abierto en el porducto que contiene a y y ademas, no intersecta a
h[X].

Recuerde que a un subconjunto de un espacio topoldgico que sea tanto
abierto como cerrado, se le conoce como conjunto clopen.

Teorema 3.26. Si (X, 1) es un espacio polaco y A un conjunto de Borel
de X, entonces hay una topologia T4 mads fina que T (T C T4) con la que A
es un subconjunto clopen y de modo que ambas topologias generan la misma
o-dlgebra de Borel.

DEMOSTRACION:  Considere A la familia de todos los conjuntos de Borel
que cumplen con el teorema. Veremos que A es una o-algebra tal que 7 C A.

Si A € 7 entonces A € A en efecto, como A es abierto entonces hay
topologia 74 completamente metrizable ya que A es Gy. Por otro lado, 7 |
X\A es también completamente metrizable. Definase 7 =7 U714 &7 [ X\ A
(es decir 7 es la topologia de la unién ajena de TU7Ts y 7 [ X\A), nétese
que A es clopen en 7.

También note que 7 es metrizable ya que es regular y segundo numerable.
Considere ahora la métrica d = min{d,,d,®d X\ 4}; donde d, es una métrica
compatible con 7y d-,, d-,, , son métricas acotadas por 1 y compatibles con
TA Y Tx\a respectivamente. Ademds da @ dx\ 4 estd dada por

dA(xay> si x?Z/EA

da @ dx\a(z,y) = dx\a(z,y) siz,y¢ A
2 sl no.

La funcién d es métrica para 7 y ademds es completa.

Veamos por ultimo que A es o-dlgebra. Es claro que tanto @), X € A ya
que T testifica. Tome A € A entonces X\A € A ya que la misma 74 que
testificaba para A también testifica para X\ A.

Considere ahora {4, : n € N} C Ay para cada A,, sea (X,7,) el
respectivo testigo de que A, € A. Note que 7 C ﬂneN Tn y asi, ﬂneN Tn €S
Hausdorft; luego, 7 = (|J,,cy ) €s topologia polaca ademés, A = |J, .y An
es abierto en 7’ entonces de lo anterior, hay topologia 7" que hace que A € A.
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Por dltimo, B(X,7) = B(X) ya que 7 C B(X,7) y como la o-dlgebra de
Borel es la minima que contiene a los abiertos lo deseado se sigue. 4

Consecuencia del teorema anterior es que los subconjuntos de Borel de un
espacio polaco son también espacios polacos dichos espacios se denominan de
la siguiente manera.

DEFINICION 3.27. Un espacio estandar de Borel es un espacio que es medible
isomorfo a un subconjunto de Borel de un espacio polaco.

En particular, un espacio X que es metrizable es estandar de Borel si
(X, B(X)) es un espacio estandar de Borel.

Corolario 3.28. Si (X, .A) es un espacio estindar de Borel y si Y C X es
no vacio y tal que’ Y € A entonces (Y, A |'Y) también es un espacio estandar
de Borel.

DEMOSTRACION:  Primeramente, ndtese que como Y € A se cumple que
ATY ={Ac A:Y CA}={A e A: ACY} Puede suponerse que X
es polaco y ademds A = B(X) entonces por ser Y subconjunto Borel de X
por el teorema anterior puede suponerse sin pérdida de la generalidad que Y
es clopen y por ende polaco y como B [ (Y) = B(Y') se cumple la conclusién
del enunciado. 4

3.3. El Teorema de Kuratowski

Con la ayuda del siguiente lema podremos establecer que 2" y [0, 1]N son
ismorofos de Borel.

Lema 3.29. Si {X,, : n € N} es una familia de espacios metrizables y
sequndo numerables y X = [[,cy Xn con su topologia producto entonces la
o-dlgebra de Borel de X es igual a la o-dlgebra producto de las o-dlgebra de
Borel de los espacios X,,.

OBSERVACION 3.30. En el ejemplo 3.23 se establecié que los espacios [0, 1] y
2N son ismorfos de Borel. Luego, gracias a el lema anterior, se puede obtener
que [0,1]N y (2¥)N son espacios ismoformos de Borel, pero por otro lado

recuerde que (2Y)N es homeomorfo a 2V; por lo tanto [0, 1]N es isomorfo de
Borel a 2V.

Teorema 3.31 (Kuratowski). Cualesquiera dos espacios estindar de Borel
no numerables son ismorfos de Borel.
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DEMOSTRACION:  Es claro que la pareja (25, B(2V)) es un espacio estandar
de Borel. Asi entonces, es suficiente con demostrar que cualquier espacio
estandar de Borel no numerable (X, A) es isomorfo a (2V, B(2Y)). Gracias al
Teorema 3.24 bastara con mostrar que existen funciones inyectivas f : 28 —
X yg: X — 2V tales que cada una establece un ismorfismo de espacios
medibles sobe su respectiva imagen.

De el Teorema 3.26 se tiene que puede fijarse una topologia 7 sobre X la
cual resulte ser polaca y ademés se cumpla que A = B(X, 7). Por el Teorema
3.15 hay un homeomorfismo digamos f de 2" sobre un subespacio cerrado A
de (X, 7); asf f define un isomorfismo de Borel entre (2V, B(2Y)) y (A, A | A).

Considere ahora una funcién ¢ : X — [0,1]N la cual defina un encaje y
ademds resulte que su imagen sea un subconjunto G de [0, 1]V dicha funcién
existe gracias al Corolario 3.13. Resulta entonces que ¢ define un isomorfismo
de Borel entre (z,.A) y ¢[X]. Por la observacién hecha antes del enunciado
del teorema, existe también un isomorfismo de Borel ¢ entre [0, 1]N y 2N,
Asi entonces, considere la funcién g como g = 1 o p la cual claramente es
inyectiva y define ismorfismo de Borel en su imagen.

Entonces, por el Teorema 3.24 se tiene que (2, B(2Y)) y (X, .A) son es-
pacios isomorfos de Borel. U

Corolario 3.32. Dos espacios estandar de Borel son isomorfos st y solo si
tienen la misma cardinalidad.

La demostracion se sigue del Teorema de Kuratowski en caso de que los
espacios sean no numerables. En caso de ser espacios numerables, se sigue
del Ejemplo 3.20.

Un resultado realmente interesante pero que no se demostraré aqui pero
que se puede consultar en [7] es que cualquier espacio polaco es imagen
continua del conjunto de los irracionales R\Q, dotados con su topologia usual.
Y por el teorema de Kuratowski se puede concluir que todo subconjunto de
Borel en un espacio polaco es también imagen continua de los irracionales.






Capitulo 4

Espacios de Hilbert y /5(X)

Introducion

El anélisis funcional es una rama de las matematicas que usa la intuicién y
el lenguaje de la geometria en el estudio de las funciones. La clase de funciones
con la estructurara mas amplia es la definida sobre los espacios de Hilbert. El
estudio de dichos espacios es el nicleo alrededor del cual el analisis funcional
se ha desarrollado. Ya que su teoria es muy amplia y ademés conservan
muchas caracteristicas de los espacios Euclidianos, por ejemplo un concepto
central como lo es la ortogonalidad. Los espacios con producto interno son la
manera mas natural de generalizar los espacios Euclidianos.

Por otro lado, ¢5(N) es el prototipo de un espacio de Hilbert. Introducido
y estudiado por vez primera por David Hilbert en su estudio de ecuaciones
integrales. Una de las tendencias matematicas de la época era la de axioma-
tizar los objetos de estudio. Para el caso de los espacios de Hilbert no fue sino
hasta que J. von Neumann junto con M. H. Stone quienes introdujeron una
definicion axiomatica de los espacios de Hilbert, pero ella incluia la nocién
de separabilidad la cual fue eventualmente excluida por algunos matematicos
de la época entre ellos F. Riesz quienes mostraron que para la mayor parte
de la teoria la separabilidad era una condicién innecesaria.

4.1. El espacio /5(X)

Recuerde que un espacio de Banach X es un espacio vectorial normado
que es completo con la métrica inducida por la norma; es decir, que toda
sucesion de Cauchy converge y tiene limite en X

EJEMPLO 4.1. Para todo p € [1,+00), el espacio £,(N) C R" es el conjunto
de todas las sucesiones de reales {z(n) : n € N} tales que |xo|P+]|zi[P+- -

29
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converge; esto es
oo
g |T,|P < +o0.
n=0

Al espacio ¢,(N) lo denotaremos simplemente por ¢,. El espacio £, es un
espacio de Banach con la norma dada por

o0 1/17
l]l,= (Zw)

n=0
El caso en que p = 2, sin lugar a dudas es el mas importante, de ello habla-
remos mas adelante.

Dados X un espacio de Banach y {z, : n € N} una sucesién de elementos
de X. Entonces, la serie ) s, es convergente si la sucesién de sumas
parciales {s, : n € N} converge y si ese es el caso su limite es el valor de la
serie. Recuerde que la sucesion de sumas parciales {s, : n € N} es tal que
para cada n € N,

Sp =Tog+ T+ -+ Ty

Recuerde que en un espacio de Banach si ), _||#x|| es convergente, entonces
la serie ) @y se dice absolutamente convergente.

Una generalizacién més profunda de todo lo anterior es la siguiente. Si
{zs: s € S} CR entonces,

sz = sup {Z s F € [SFN\{@}} : (4.1)

ses seF

Observe que en caso de que S = N la definicién anterior coincide con la
estandar y que si ) oy < 400, entonces debe ocurrir que el conjunto
So={s €5 :xs# 0} es a lo mds numerable. Mds atn en este tltimo caso
se tiene que para cualquier enumeracion de Sy se cumple

S =Y u

seS s€Sp

Por ello, si X es un espacio de Banach y {z, : s € S} C X se dice que la
serie ) | ¢ T, converge en X si a lo mas una cantidad numerable de los , no
son nulos y dada cualquier enumeracién de ellos la serie ) s, Ts converge
en el sentido estandar.

Con todo lo anterior presentamos la definicion general del espacio £5(X)
para cualquier conjunto de indices X,

lo(X) = {a X > R: Z|a(x)|2< —l—oo}.

zeX
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En donde Y |a(x)|? se calcula como en la Ecuacién 4.1.

4.2. Espacios de Hilbert

DEFINICION 4.2. Sea X un espacio vectorial sobre R. Un producto interno
sobre X es una funcién (-,-) : X x X — R de manera que para cualesquiera
x,y,2 € X y A €R, se cumple

(x,z) > 0.
(x,z) =0siysélosiz=0.
{

AT+, 2) = Mz, 2) + (y, 2).

A un R espacio vectorial dotado de un producto interno (-, -) lo llamaremos
espacio con producto interno.

Para nuestros fines solamente trataremos con espacios vectoriales sobre
R. Ademas, por como se considera en la definicién anterior, los productos
internos en los que nos enfocaremos son aquellos llamados definidos positivos.
Dado un espacio con producto interno X, se define la norma de un ele-

mento z € X mediante
|zl|= V/(z, z);

asi entonces, es posible definir una métrica d sobre X de la siguiente manera,
para x,y € X,

d(z,y) = |lz —yll= V{z —y){z —y).
Por lo tanto, los espacios con producto interno son espacios normados.

DEFINICION 4.3. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno
que es completo con la métrica inducida.

Note que los espacios de Hilbert son espacios de Banach.

DEFINICION 4.4. Para 2,y € X con X un espacio con producto interno,
diremos que son ortogonales si (x,y) = 0.

Las siguientes dos identidades se siguen directo de la definicion de la
norma. En un espacio con producto interno X, la norma inducida siempre
satisface dichas igualdades. Para cualesquiera x,y € X,

(a) Teorema de Pitdgoras. Si x,y son ortogonales, ||z + y||*= ||z|*+]y|*

(b) Igualdad del paralelogramo. ||z + y||*+ ||z — y||*= 2(||z||*+]|y[|?)-



62 4. ESPACIOS DE HILBERT Y l5(X)

Teorema 4.5 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean X wun espacio con
producto interno y x,y € X entonces, se cumple

[z, < [l Iyl

DEMOSTRACION:  Si ocurriera que x = 0 o bien y = 0, la desigualdad
claramente se cumple. Suponga entonces que z,y # 0, para o = —gg; se
cumple

0 < {azx+y,az+y).

Y asi, solamente es cuestion de hacer los célculos necesarios para obtener lo
deseado. U

Una de las consecuencias importantes de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
es que en un espacio con producto interno X, dicha funcién es continua res-
pecto de la norma inducida. Esto lo establecemos en el siguiente teorema.

Teorema 4.6. Sea X un espacio con producto interno, y sean {x,}nen,
{Yn}nen sucesiones convergentes en X, con lim, o T =« y My, oo Y = Y

entonces,
lim (z,, y,) = (x,y).

n—oo

DEMOSTRACION:

(T Yo — (@, )= Ty Yn) — (@ns y) + (20, y) — (2, )|
|<xmyn> - <$my>|+|<xmy> - (x,y>|
[(Zns (Y — YN+ {(2n — 2), 1)
znlllyn — yll+lzn — 2|yl

IN

IN

entonces dado que {z, },en €s convergente, entonces ||z, || es acotada asi que
el lado derecho de la igualdad anterior tiende a cero cuando n — oco. Y asi,

EJEMPLO 4.7. El espacio /5, es un espacio de Hilbert con producto interno
definido por,

o0

(x,y) =Y z(n)y(n).

i=0
La convergencia de la serie del lado derecho esta garantizada gracias a la
desigualdad de Cauchy-Schwarz. La completez la tomamos por cierta.
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EJEMPLO 4.8. Para p # 2, el espacio £, no es un espacio con producto
interno, y por ende no es espacio de Hilbert. Bastara con ver que la norma
no satisface la igualdad del paralelogramo. Considere x = (1,1,0,...) € {, y
y=(1,-1,0,...) € £,, entonces

1 .
lzll,= llyll,= 27 mientras que ||z + yll,= [l - yll,= 2.

4.3. Conjuntos ortogonales y ortonormales

DEFINICION 4.9. Sea X un espacio con producto interno, £ C X se llama
conjunto ortogonal si sus elementos son ortogonales dos a dos, es decir para
cualesquiera x,y € FE distintos, (x,y) = 0. Si ademads, para cada x € E
ocurre que ||z||= 1, E se llama conjunto ortonormal.

OBSERVACION 4.10. Cualquier conjunto ortonormal {ey, ..., e,} en un espa-
cio con producto interno X, es linealmente independiente.

En efecto, si se toman Ay, ..., \, escalares y suponga que > . \e; = 0.
Entonces para m € {1,...,n} se tiene que

i=1

<Z Aiei’ €m> = Z(Aiez} em) = tm<6m7 em) = )\m“@mHQ: )\m,
=1

la igualdad anterior es igual a cero si y sélo si A\,, = 0, pero como m fue
arbitrario la observacién se sigue.

El siguiente lema en esencia determina la distancia de cualquier elemen-
to x de un espacio con producto interno X a el espacio generado por un
subconjunto ortonormal {ey, ..., e,} C X.

Lema 4.11. Sean X un espacio con producto interno, {e1,...,e,} un con-
jgunto ortonormal en X . Entonces la funcion f : R™ — R definida mediante

FOL ) =z = Nedll,
=1

para x fijo, alcanza un tinico valor minimo a saber en ({x,e1),...,(x,e,)) €
R™. Ademds, se cumple la siguiente desigualdad

n
> Mz edP< |zl
1=1
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DEMOSTRACION:  Solamente es cuestion de cdlculos directos, en efecto

0< o =) Neal’= [l2P=2> " Az, en) + >[N
=1 =1 =1

= eI+ ) e e) = AP Dl e,
i=1 i=1

Asi que para que f alcance su valor minimo es necesario y suficiente que
Ai = (z,¢;) parai € {1,...,n}. Por otro lado se deduce que

n
0 < [P~ I e
=1

por lo que la segunda parte también se cumple. U

Teorema 4.12 (Desigualdad de Bessel). Sean X un espacio con producto
interno y £ C X un conjunto ortonormal no vacio. Entonces, para cualquier

xz € X se tiene
> )< ||z,

ecE

consecuentemente Ey = {e € E: (x,e) # 0} es a lo mds numerable.

DEMOSTRACION:  Para cualquier F' C F finito, se tiene de la desigualdad
del lema anterior, Y p|(z,€)|*< ||z]|*; por lo que para cualquier FF C E
finito, ||z||* es cota superior para la suma en cuestén. Por lo tanto,

> M e)P=sup {Z vl e [E]<N\{@}} < [l=]I*.

eckE seF

Para ver que Ej es numerable, sean para x € X fijoy n € N,
E,={ecE:{r,e)#0} v E,,={ecE:|{ze)l>".}.

Para F' C E,, finito se cumple que ]F|(%)2 < Yeerl{@ e)P< 2] esto
implica que |F|< ||z]|*n* < +00. Entonces E, ,, es finito y ademés, su cardi-
nalidad es menor o igual a ||z]|*n?; ya que de lo contrario existiria F C F, ,
finito cuya cardinalidad serfa mayor a ||z||*n?. Por otro lado, obsérvese que
Ey = UneN E, , y asi, Ey es uniéon numerable de conjuntos finitos por lo tanto
numerable. Notese que Ey depende del x € X escogido. U
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OBSERVACION 4.13. Una generalizacién del Teorema de Pitdgoras es la si-
guiente. Para cualquier conjunto ortogonal finito {ey,...,e,} se cumple que

||Z?=1 6i||2: Z?:l”ei”Q'

Teorema 4.14. Sean X un espacio de Hilbert y E = {e,, : n € N} un subcon-
junto ortogonal en X entonces, Y €, converge si y sélo si Yy _yllea|*<
+00.

DEMOSTRACION:  Para la suficiencia, denotemos por {s, }n,en la sucesion
de sumas parciales de la serie ) _ e,. Bastard con demostrar que {s, }nen
es sucesion de Cauchy en X. Tome n, m con n > m entonces,

sn = swllP=11D_ei =D elP=1 Y el’= ) lle?

i<n i<m m<i<n m<i<n

de donde se obtiene que ||s, — sm||= />, icnll€ill?; entonces dado que la

serie > _llen||* es de Cauchy en R tenemos que dado € > 0, para € es

posible encontrar N € N tal que para n,m > N digamos con n > m, ocurra
Y meicnlleil|?< €. Por lo tanto, {s,}nen es sucesién de Cauchy en X y asf,
Y nen En CODVerge.

Para la necesidad, denotemos por {z, }nen a la sucesion de sumas parciales
de la serie Y, yllen||*. Bastard con ver que la sucesion {z,}nen C R es de
Cauchy. Consideremos n, m € N y sin pérdida de la generalidad suponga que
n > m, hay que acotar |z, — zp]|.

20— zml= D NelP=1 Y el®=llsn — sull®,

m<i<n m<i<n

entonces como {s, }nen es de Cauchy en X por lo tanto converge; asi, dado
e > 0, para y/e hay N € N de manera que si n,m > N supongamos adem4s
que n > m entonces (||, —sm||)* < (v/€)? = €. De donde se sigue que {2, }nen
es de Cauchy. U

DEFINICION 4.15. Dado un espacio con producto interno X, un conjunto
total en X es un subconjunto £ de manera que para cualquier x € X, si x
es ortogonal a todos los elementos de E entonces, z = 0. Un conjunto total
ortonormal es un subconjunto total que es ortonormal.

Una observacion que se debe resaltar, es que todo espacio de Hilbert
siempre tiene un subconjunto total ortonormal. Para el caso de espacios de
dimension finita el resultado es claro, ya que toda base (lineal) puede llevarse
a una base ortonormal. Para el caso general, puede hacerse uso del Lema de
Kuratowski-Zorn.
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OBSERVACION 4.16. Sea X un espacio de Hilbert y sea # = {A C X :
A es ortonormal} es claro que .# # () ya que para z € X no nulo, {I/HIII} €
% . Es claro también que la inclusion de conjuntos define un orden parcial en
#; ademds para cada cadena ¥ en .#, ésta tiene una cota superior a saber
Ucey C- Es claro que dicha unién estd en .% pues si se toman x,y en ella,
hay Cy, Cy € € tal que z € Cy y y € Cf; sin pérdida de la generalidad puede
suponerse Cy C (4 y como (] es conjunto ortonormal se tiene lo deseado.
Luego, por el Lema de Kuratowski-Zorn, .# tiene un elemento maximal M.
Se afirma que M es un conjunto total ortonormal en X; si no fuese asi existiria
un y € X no nulo de manera que y seria ortogonal a todo elemento de M
entonces My = M U {y/ ||y||} serfa conjunto ortonormal y ademas M C M,
contradiciendo la maximalidad de M.

El siguiente teorema es una caracterizacién de los conjuntos totales orto-
normales en los espacios de Hilbert.

Teorema 4.17. Sea X un espacio de Hilbert. Para cualquier conjunto orto-
normal E en X, las siguientes propiedades son equivalentes.

(a) El conjunto E es total,

(b) Para cada x € X se tiene que v = ) _p(x, e)e, la cual se conoce como
la serie de Fourier,

(¢) Para todo x € X se tiene que ||z||*= >, z(z,€)?,

(d) Para cualesquiera x,y € X, se tiene que (r,y) = Y cp(r,e)(y,e),
conocida como la identidad de Parseval,

(e) El C-minimo subespacio de X que contiene a E es denso.

DEMOSTRACION:  (a)=-(b) Observe primero que para x € X, el conjunto
{e € E: (z,e) # 0} es a lo mas numerable, fijemos una enumeracién para di-
chos elementos, {e, : n € N}. Por otro lado, observe también que el conjunto
Eo = {(z,e,) : n € N} es también ortogonal, ya que el producto interno saca
escalares.

Defina y = > y(z,en)en; se afirma que y € X y que ademds y =
Y ecr(z,e)e. Que la tltima igualdad sea cierta es claro, pues los elementos
de E cuyo producto interno con x es nulo no aportan nada a la serie. Para
ver que y € X hagamos uso del Teorema 4.14 es decir, bastard ver que
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> nen{®, €n)e, converge, lo que es equivalente a Y, y|l{z, en)en||*< +oo.

D @ eel’=> Iz, en)en|*=

ecFEy neN
SN endllleal?= SN, eI flzll2< +oc.
neN neN

La ultima desigualdad en la relacién anterior se da gracias a la Desigualdad
de Bessel y por ende y € X.

Veamos que para cada e € F, ((z —y),e) = 0.

Caso 1, que e sea ortogonal a = entonces ((x —y),e) = (x,e) — (y,e) =0,
note que la dltima igualdad se da gracias a que e ¢ {e,, : n € N} por lo tanto
yva que E es total, se tiene que x —y =0y asi x = y.

Caso 2, si e € {e, : n € N}, haremos uso del Teorema 4.6 entonces

(x,e) — <nll_>Holo Z(m,ei>ei,e>

i<n

[{(z = y), )= [(z,e) = {y,e)|=

<Z(x,ei)ei,e>

= [z, e)[=|(z,¢)|= 0
por lo tanto z — y es ortogonal a todo elemento de E y asi z = y.
(b)=(d) Considere x,y € X y enumere los elementos de E cuyo producto
interno con x o bien y sea no nulo, digamos {e, : n € N}. Considere ademas
las siguientes aproximaciones a x y a y respectivamente, es decir, para n € N

sean
Tp = Z<x7 ei>ei y Yn = Z<y7 ei>6i

i<n i<n

— |z, )|~ lim
n—oo

= Iz, )~ lim S"I(a, el (ei. )|

i<n

Note que (25, yn) = i<, (7, €:)(y, €;). Entonces,

(2,y) = D (x ey, en)| = [, 9) — (@, ya)l

i<n

<.’L’, > <xn7y> + <xm y> - <xnvyn>|
(z,y) = (zn, |+ {20, y) = (20, yn)|
(@ = 2n), Y[+ (2, (y — )]

< lz = zallllyl+llzallly = ynll= 0,

IN

ya que cuando n — oo entonces ||z — z,||— 0 por lo cual ||z,||— |z, ¥y
ademds ||y — yn||— 0. Obteniendo asi que

(w.y) =Y (wea){y,en) = Y (z,€){y.e).

neN ecE
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(c)=-(a) Si se cumple que para todo e € E, (x,e) = 0 entonces es claro

que
lzll= > [z, e)? =0,
eceE

por lo cual se deduce z = 0 lo que implica que E sea total.

(e)=(a) Sea S el C-minimo subespacio conteniendo E. Considere z € X
y suponga que para cada e € I ocurre (x,e) = 0. Seay € S,cony = > .. \ie;
entonces, y es ortogonal a = pues (z,y) = (x,>,c Aie;) = 0 esto tltimo por
la linealidad y la continuidad del producto interno. Por otro lado, ya que
S es denso, escoja una sucesion {y,}neny € S de manera que ||z — y,||— 0.
Entonces para cada n € N se cumple

("= (z, %) — (2, yn) = (@, (& = ya)) < [2]ll|lz = yall

y ya que ||z — y,||— 0 cuando n — oo. Por lo cual ||z||*?= 0y asi z = 0 por
lo tanto E' es total.

(b)=(e) Es claro ya que para z € X, x = ) ___p(z,e)e pero dicha suma
es un limite de sumas de elementos de el C-minimo subespacio que continen
a k.

(d)=(c) Esta implicacién es completamente clara. Q

Teorema 4.18. Cualesquiera dos conjunto totales ortonormales en un espa-
cto de Hilbert tienen la misma cardinalidad.

DEMOSTRACION:  Considere A, B C X conjuntos totales ortonormales cua-
les quiera.

Para el caso finito, demostremos que todo conjunto total ortonormal de-
termina una base (lineal). Sea A C X total ortonormal con n elementos y
suponga por un momento que A no fuese base. Extiéndase A a una base,
digamos Ag = AU {ant1,...,ay,} con m > n. Es posible llevar a Ay a una
base que sea ortonormal (ver [5] Corolario 2.2, pp. 104-105) Aj, de manera
que los elementos de A no se vean afectados es decir lo tinico que se ortonor-
malizé fueron los elementos que se agregaron a A. Entonces, para a; € Aj
con j > n+ 1, se tiene que a; es ortogonal a todo elemento de A por lo cual
a; = 0 por ser A total es decir, solamente se agregaron elemento nulos para
que A fuera base.

Para el caso en que ambos A y B sean infinitos, observe que para cada
a € A, el conjunto B, = {b € B : (a,b) # 0} es a lo mds numerable.
Por otro lado, para b € B tenemos por la parte (c¢) del Teorema 4.17 que
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16]17= >",calb, al?, pero ||b]|*= 1, por lo cual existe al menos un a € A tal

que (b,a) # 0 lo que implica b € B,. Asi, B = J,., Ba y por ende

|B|< [Bq x Al= Ry - |A]= |A].

Para ver que |A|< |B| solamente se deben de cambiar los papeles de A y B
en lo anterior. U

DEFINICION 4.19. Para cualquier espacio de Hilbert X no trivial, se define
la dimension ortogonal de X como la cardinalidad de cualquier subconjunto
total ortonormal. En particular, la dimensién ortogonal del espacio {0} es
cero.

Recuerde que un espacio de Hilbert se dice separable si contiene un sub-
conjunto denso numerable.

EJEMPLO 4.20. Para p € [1,400), el espacio ¢, es separable. En particular,
{5 es separable.

En efecto, sea D el conjunto de todas las sucesiones no nulas que sean
finalmente cero. Es claro que D es numerable.

Sean x € £, y € > 0 dado que ) _y|z,[P< +0o puede encontrarse N € N
tal que >y, |TnlP< /2. Para cada k € {0,1,..., N} tome r, € Q tal que

|z, — rilP< /an. Defina y = (rg,71,...,7,,0,...) es claro que y € D. Y
ademas,
—yll"= — Yul= - oyl A DI,
lz = ylP=") lon = yal’= D |wn =y + D |20 — vl gN(2N>+2_e.
neN n<N n>N

Teorema 4.21. Sea X un espacio Hilbert separable, entonces todo subcon-
junto ortonormal es numerable. En particular, todo espacio Hilbert separable
tiene dimension ortogonal Xg.

DEMOSTRACION:  Sean X espacio de Hilbert separable, D C X denso
numerable y E cualquier subconjunto ortonormal de X.
Obsérvese que para cualesquiera e, e’ € E distintos, se cumple que

le—€||= (e —€,e —€') = V2.

Entonces, si se consideran las bolas abiertas B(e, ‘/TE) y B(€, \/Ti) éstas son
ajenas y mas aun, por la densidad de D, es posible encontrar elementos de
D tal que d € B(e, ‘/Tﬁ) y d € B(¢, ‘/Ti) Luego, si £ no fuera numerable,
tendriamos tantas bolas ajenas centradas en elementos de E como parejas
de elementos distintos de E, es decir, una cantidad no numerable de ellas.
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Asi tendriamos una cantidad no numerable de elementos de D esto quiere
decir que X no contendria un subconjunto denso numerable ya que D era
arbitrario, contradiciendo asi la separabilidad. Q

DEFINICION 4.22. Un isomorfismo T de un espacio con producto interno
X sobre un espacio con producto interno X sobre el mismo campo, es un
operador lineal biyectivo T": X — X, el cual preserva el producto interno,
esto es, para todo z,y € X,

(T'(x), T(y)) = (. ),

por simplicidad denotamos el producto interno de X y X con el mismo
simbolo. En tal caso X y X son llamados espacios con producto interno
isomorfos.

Por otro lado, note que la biyectividad y la linealidad de T' garantizan
que T sea isomorfismo de espacios vectoriales de X en X preservéandose
asi toda la estructura del producto interno. T' es también una ismometria
(es decir, preserva distancias) entre X y X pues las respectivas distancias
estan determinadas por las normas, las cuales a su vez estan definidas por
los productos internos de X v X.

Contamos ya con lo necesario para presentar el Teorema principal de esta
seccién. Dicho teorema establece la universalidad del espacio ¢5(X) para los
espacios de Hilbert. Cabe aclarar que para cada espacio de Hilbert existe una
relacion intrinseca entre el conjunto X y el espacio en cuestion.

Teorema 4.23. Sea X un espacio de Hilbert no trivial. Entonces existe un
conjunto E y una transformacion lineal biyectiva T : X — (5(E) que preserva
productos internos (y por lo tanto la norma) y tal que |E| coincide con la
dimension ortogonal de X.

DEMOSTRACION:  Tome un E un subconjunto ortonormal de X. Para cada
x € X fijo, defina T, : E — R de manera que para todo e € E, T,(e) = (x,€)
defina ahora 7 : X — R¥ dada por

es decir, a cada x se le asocia una sucesién de reales de longitud |E|. Observe
que en realidad 7" asocia a cada x un elemento de ¢5(F) ya que gracias a la
desigualdad de Bessel, se sigue

IT@)1P= Yz, e)P< ||zl < +oo.

eceFE
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Se afirma que T es lineal; en efecto ya que para x,y € X y A € R, tenemos

T(x+y) =Topy(e) = ((x +y),e) = (z,€) + {y,€) =
T(z)(e)+Tyle) =T(x) +T(y);
T(A\z) = Th.(e) = (Az,e) = XNz, e) = NT(e) = AT (z).

Ademsds, T respeta el producto interno, es decir, se cumple que (x,y) =
(T'(x),T(y)); en efecto esto se deduce de la identidad de Parseval.

(T(2), T(y)) = Y Tu(e)Ty(e) = Y _(w.e){y,¢) = {w,y).

ecE ecE
por lo cual T también preserva la norma, es decir || T(x)||= ||z||.
Es claro que T es inyectiva pues ker(T) = {0} ya que para cualquier

x € X que sea ortogonal a todos los elementos de E debe ocurrir que z =0
por ser F total.

Por ultimo veamos que T' es suprayectiva. Sea f € (5(FE) entonces, || f||*=
Yerlf(e)P< +ooyseax =Y, 5 f(e)e se sigue del Teorema 4.14 que z € X
Fije una enumeracion de los elementos de e € D tal que (z,e) # 0 digamos
{en : n € N}. Entonces para k € N fijo y m > k, estimemos

T, ep) Zf ei)ei, ex)| = ‘<x—2f(ei)<ei,ek>,ek>|
x—Zfe, x—z:feZ

i<m 1<m

|{z, ek) — flex)|= [

7

lex]| =

note que la 1utlima igualdad tiende a cero cuando m — oo. Por lo tanto,
f(e) = (x,e), para todo e € E ya que || f||*< 4o0; entonces, f(e) = T(x).
Con todo, se cumple que T" es un isomorfismo.U
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