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Resumen

Este trabajo se dedica a la justificacién del proceso de la obtencién de las so-
luciones de la ecuacion de Helmholtz ramificadas, las cuales fueron obtenidas por
A.Sommerfeld [5] para resolver el problema de difraccién sobre el semiplano. Antes
este proceso nunca fue descrito de manera estricta en la forma matemaética.

Palabras Clave Justificacion, Obtencion, Estricta, Soluciones, Helmholtz.
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Abstract

This work is dedicated to the justification of the process of obtaining the solutions
of the branched Helmholtz equation, which was obteined by A.Sommerfeld [5] to solve
the problem of diffraction on the half plane. Before this process was never described
strictly in the mathematical form.



Introduccion

Este trabajo esta dedicado a la exposicion de un método del gran fisico-matemati-
co A. Sommerfeld, elaborado por él en 1896 para resolver el problema de difraccién de
una onda plana sobre una pantalla semiplana. A. Sommerfeld fue el primero que re-
solvio el problema de forma completa usando métodos matematicos no tipicos para la
fisica. Estos métodos incluyen la teoria de las funciones esféricas elaborada por Max-
well, la teoria de las superficies de Riemann y los métodos asintoticos para integrales,
etc.

La teoria de A. Sommerfeld ha sido establecida en su famoso articulo [1] y en el
libro [2]. Sin embargo todavia no existe una exposicién de esta teoria en una forma
matematica y la cual pudiera ser entendida a una clase amplia de los estudiantes
ocupados de la Fisica-Matemadtica. Podemos sin embargo indicar el libro [5] en el cual
la intencién de exponer la teoria fue realizada. Nosotros proponemos otra version de
dicha exposiciéon que segin nosotros es mas adecuada, por que demostramos todas
las afirmaciones que son “evidentes”desde el punto de vista fisico y no son asi desde
el punto de vista matematico.

El plan de trabajo es el siguiente. Investigamos el texto original [5] (traducido
del inglés) y analizamos cada afirmacion que frecuentemente tiene un caracter des-
criptivo. Ademas muchos céalculos estdan omitidos por el autor. Nosotros realizamos
estos calculos y justificamos matematicamente las afirmaciones que no tienen caracter
exacto, presentando demostraciones en el sentido matematico, convirtiendo de esta
manera las afirmaciones descriptivas en afirmaciones matematicas, es decir, lemas,
teoremas etc. Ademas recuperamos todos los calculos necesarios, los cuales a veces
son bastante largos.

La tesis se organizé de la siguiente manera

1. En el Capitulo 1 exponemos una construcciéon de Sommerfeld de las funciones
esféricas que satisfacen la parte esférica del operador de Laplace y que tienen
orden m = —1,0, ... estas funciones se definen por medio de la composicién de
una funciéon holomorfa f y la proyeccién estereogréfica.

2. En el Capitulo 2 exponemos como A. Sommerfeld lleva la parte esférica del
operador de Laplace a la ecuacion de Helmholtz, utilizando cambios de variables
y un proceso limite, el cual conduce a obtener una familia de soluciones para la
ecuacién de Helmholtz.

3. En el Capitulo 3 damos dos soluciones a la ecuacién de Helmholtz escogiendo
funciones espaciales f. La primera funcion es univaluada y se convierte en la
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Introduccion VII

onda incidente expresada a través de la integral de Sommerfeld. Esta funcién
tiene periodo 27 con respecto de ¢, pero ain no resuelve el problema de difrac-
cién sobre el semiplano. La segunda funcién tiene periodo 47 con respecto de ¢
y esta cerca de resolver el problema de difraccién.

4. En el Capitulo 4 exponemos la soluciéon de Sommerfeld del problema de difrac-
cion sobre el semiplano.



Capitulo 1

Potenciales esféricos generados por
funciones analiticas

El método de A. Sommerfeld para resolver el problema de difraccién de una onda
plana sobre el semiplano esta basado a las soluciones ramificadas de la ecuacién de
Helmholtz Au+ k?u = 0 sobre una superficie de Riemman. Estas soluciones se pueden
obtener usando el método de series de potencias de la teoria de funciones analiticas,
que sigue siendo vélido para la ecuacién de Helmholtz. Sin embargo el método del
calculo algebraico de soluciones ramificadas falla completamente desde el comienzo.
Sommerfeld propuso un método indirecto y dio un procedimiento por el cual uno
puede derivar con ciertas propiedades de una soluciéon de la ecuacién Au = 0 a una
solucién de la ecuacién de Helmholtz con las propiedades necesarias.
Consecuentemente pudo obtener soluciones ramificadas a la ecuaciéon de Helmholtz
apartir de las soluciones univaluadas por operaciones algebraicas.

En este capitulo nosotros obtenemos tales soluciones de la ecuacion de Laplace
Awu = 0. Primero necesitamos algunos hechos de la teoria de las funciones esféricas.
Tomaremos un desvio dentro de la teoria de funciones esféricas.

1.1. Las funciones esféricas

Consideremos la ecuacién de Laplace en R, Ay = a%g—i-aiﬁ%—a%g en las coordenadas
esféricas (p, 0, )

£ =psinfcosp, n=psinfsiny, (=pcosl, 0O¢€ [—g,g], v €10,2x]. (1.1)

Entonces

10/ ,0u 1 9( . ou 1 O
AU = A3u == ;a—p(p a—p> + —p2 sin@% (sm Q%) + —p2 SiHQQa_QOZ = 0. (12)

En el siguiente Lema analizamos soluciones de la ecuacion de Laplace en el caso
cuando las variables se separan en radial y esféricas.
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Lema 1.1.1. Sea
u(p, 8, ) :== R(p)Y (0, 9), (1.3)

entonces u satisface (1.2) sii R y'Y satisfacen el siguiente sistema

p*R" +2pR' — AR(p) =0 (1.4)
1 9/ . 0Y(0 ) 1 0%V (0, ¢)
Ny Y Y = — Y =0.
oY FAY = 50 (Sme 90 ) Tate oz ) (6:¢) =0
(1.5)

Demostracién. Sustituimos u(p, 6, ) en la ecuacién (1.2) y obtenemos

Y(0,p) 0 ( 233(/))) R(p) 0 (Sinan(H,so))+ R(p) 0*Y(0,)

p? a_p dp p?sind o0 00 p2sin?f  0p?

— 0, (1.6)

lo que es equivalente a la siguiente ecuacion

2pR (p) + /)2R”(p)} __R(p) { 1 Q(Sinan(9,¢)> L1 oY)
p?  p? |sinfod 00 sin?@  Op?
(1.7)
Usando el método de separacién de variables en (1.7), obtenemos que (1.7) es equi-
valente al sistema

v6.0)|

( R 1
Rl _ 1 (1.8)
2R + p*R" A
) A#0
Y (6 1
(¢, %) = (1.9)
| oy (sm022 ) + Ty

el cual es equivalente al sistema de las ecuaciones (1.4) y (1.5). B
Vamos a suponer que la funcién Y estd definida sobre la esfera unitaria en las
coordenadas (6, ¢). Esto implica que Y es la funcién periédica con respecto de ¢ con

el periodo 27
Y(0,p+2m) =Y (0, p). (1.10)

Definicién 1.1.2. Las soluciones de la ecuacién (1.5) que tienen las segundas deri-
vadas continuas y que satisfacen (1.10) se llaman las funciones esféricas.

Vamos a buscar las soluciones de la ecuacién (1.5) con el método de separacién
de variables. Suponiendo que

Y (0,0) =0(0)2(p), (1.11)

obtenemos

o (. 0Y d/. ,dO
g7 (SmQE) = @(gp)@<sm9ﬁ) (1.12)
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5 OO)2(2) = 00)'(7) (113)
De (1.11), (1.12) y (1.13) se sigue
"
P =H
(1.14)
sii@%(Sin9§> +(a- snige)@ =0
De la primera ecuacién de (1.14) obtenemos
"+ pd = 0. (1.15)
Ademads (1.10) y (1.11) nos da que
O(p +2m) = O(p). (1.16)
Resolviendo (1.15) tenemos
® = ¢ cos \/1p + cosin /L1, (1.17)

donde ¢, ¢y € C. Tomando en cuenta (1.16), obtenemos que p puede ser solamente
k* k € Z, ya que

O(p+2m) =P(p) & 2n\/u=2kn o \J/u=k, kel
Por lo tanto el sistema (1.15), (1.16) admite las soluciones linealmente independientes
coskp, ke NU{0}, sinkp, keN. (1.18)

Vamos a encontrar la funcién ©(€) en (1.14). Introducimos la variable

t:=cost (1.19)
y denotando
X(t)]eoso = x(cos ) = O(6), (1.20)
obtenemos de la segunda ecuacién en (1.14), la siguiente ecuacién
d dx 0
—la=-e2 + (r- Jx=0, ~1<t<l, 1.21
dt[( Vo) T i) =0 Sl (121)
d d dt d
En efecto tenemos que ATy sin 0%. Esto implica que
1 d (. dO 1 d dx
(502 ) = == (VT=2) o VT2 (VT =27) X
sind do (Sln d@) —e at [\/ v dt

= % {(1 — tZ)C;—ﬂ .
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Sustituyendo la expresién obtenida en la segunda ecuacién de (1.14) y usando (1.20),
obtenemos (1.21).

De la forma general de las ecuaciones del tipo (1.21), la condicién de acotacion de
la solucion x en los extremos t = £1 es posible solamente si

A=m(m+1), meLZ. (1.22)
(véase la referencia [3], parrafo 2 de la parte 2, complemento 2 : funciones especiales).

Definicién 1.1.3. Las soluciones Y (6, ) de la ecuacién (1.5) para A de la forma
(1.22) se llaman las funciones esféricas superficiales de orden m.

Nota 1. Las funciones esféricas superficiales de orden m son también las funciones
esféricas superficiales de orden (—m—1), ya que m(m+1) = (—=m—1) (-=m — 1) + 1).

1.2. “Levantamiento”de las funciones analiticas de
una variable a la esfera unitaria.

En esta seccién consideramos una clase especial de funciones esféricas de orden
cero que estan generadas por una funcién analitica de una variable.
Consideremos el espacio R? con las coordenadas cartesianas (£,7, () y el plano

7 ={(&n,¢) €R*: ¢ =0} (1.23)

Vamos a considerar Z como el plano complejo, con la coordenada compleja Z = £+in.
Consideremos ademaés la esfera unitaria S C R3 con el centro en el origen (Véase
Figura 1.1), y la proyeccién P estereografica de S a Z con el centro en el polo “sur”.

s=(0,0,—1). (1.24)

¢
Pl&.7.C) =8, v)
2 = (6,1)

(6nm.G) = p(on

4

Figura 1.1: Esfera de Riemann
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Lema 1.2.1. La proyeccion estereografica P se determina por la siguiente formula

2600 =20 @noes, (129

Demostracién. Sea p = (£,1,() € S, entonces £ + n? + (% = 1. La ecuacién
paramétrica con el parametro A de la recta que une a p y s tiene la ecuacion

(A Aoy Ag) = (0,0, —1) + A(p—s), AR
Sustituyendo (1.24) tenemos
(Ao A) = (AE ML —1+A(C+ 1)), AeR. (1.26)
Ya que la recta (1.26) intersecta al plano Z cuando A3 = 0, obtenemos

1

Sustituyendo esta A en (1.26) obtenemos (1.25). B
En las coordenadas (1.1) la funcién Z sobre la esfera unitaria, dada por (1.25), tiene

la forma ,
e’ sin 6 0 [ T T

Z(0,p) = ——— -, = 2m|. 1.2
(0.0) = —o7 >3] welo2n] (1.27)

En efecto, utilizando las coordenadas (1.1) con p =1 en (1.25), tenemos que

sinflcosp +isinfsing  e¥sinf
cosf + 1 S cosf 1

La identidad (1.27) se demostro.

Z(&,n,¢) =

=27(0,p).

Definicién 1.2.2. Sea f una funcién arbitraria compleja, entonces

sz - (S ) < (E) - rzeney. a)

donde Z(0, ), Z(&,n, () estan dadas en (1.27) y (1.25) respectivamente.

Lema 1.2.3. Sea f(Z), Z € C una funcién arbitraria compleja y analitica. Entonces
f(Z(0,9)) es una funcion esférica con X =0, en el sentido de la Definicion 1.1.2 (es
decir satisface la ecuacion (1.5) con A = 0) y tiene orden cero en el sentido de la Def.
1.1.5.

Demostracién. De (1.27) y (1.28) tenemos

0Z(0,0) v Z(O,9) 0Z(0,¢)
90 cos@+1  sinf ’ oo Z(0, ). (1.29)
ofoZ 0Z(0 Z(0, ,
= éfmf@Ww»:—éﬁ?fwwM» (1.30)
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De aqui, tenemos

0 (smeaf OZ) O (200,0)1(2(6, )

a0 09 ) o0
= 12000282y 200.0)17(200.0) 22002
=209 (a0, 4 200200 0B
similarmente, usando (1.29) v (1.30), obtenemos
2oL 2D p(200,) = 210.)1'(206.9)
T pa. o)+ 0.0 2 D ey

= —2(0,0)(f'(Z(0,9)) + Z(0,0)["(Z(0, ¢))).
Sustituyendo (1.30), (1.31) y (1.32) en (1.5) con A = 0, obtenemos

1 0 (. ,0f(Z(8,¢) 1 *f(Z(0,9))
sin 6 00 (sm@ o0 ) T Op?

281(191,2? (F'(Z(0,9) + Z(0, ) f"(Z(0,¢))) (1.33)

202 1(200,0)) + 2060, 0)"(Z(6,0))) = 0.

sin’ 4

A@,gof @] Z =

De aqui f es solucién de (1.5), y (1.10) se cumple por (1.28). B

1.3. Extensiéon de las funciones esféricas a R?

La funcién f dada por (1.28) es conocida como el potencial de dimensién dos,
sobre la esfera unitaria.

Definicién 1.3.1. f : R® — C se llama la funcién homogénea de grado p € R si
Va > 0, Vr € R", f(ax) = o f(x).

Obviamente f es homogénea de grado p sii
flax) =a’f(x), z€S,={xeR":|z|=1} (1.34)

o en otras palabras;

f(:c)z\x]%(é—‘), r€R", |z|= /22 +... +a2. (1.35)



CAPITULO 1. POTENCIALES ESFERICOS 7

1.3.1. Extension a las funciones homogéneas de grado cero
(orden cero)

£+
¢+1
el espacio R?® tomando los valores en el rayo {p(&,n,() | p > 0, (§,1,() € S} ¥
definiendo el valor de f en el punto de interseccion del rayo con la esfera S, i.e en el

punto (£,7,(¢) € S.
Sea (£,7,¢) € R3, entonces

&4l §+in 5
R 4 4 _ _

Vamos a extender la funcion f ( ) definida sobre la esfera unitaria a todo

La funcién fj se llama el potencial espacial.

Lema 1.3.2. fy es una funcion homdgenea de grado cero, es decir

Va € R+7 (ga 7, C) € RS fO(aga ay, O{C) = f0(€7777 C) (137)
Demostracién. Sea p; = 1/a2£2 + a2n? + a2(2 entonces p; = ap, por (1.36)

B af +ian\ af +iam\ L (§+in\
fO(CYg?an?aC)f(OéC‘i‘pl)f(aC‘i‘Oép)f(C‘i‘p)fO(f’n?C)-

Teorema 1.3.3. La funcién f, dada por (1.36), satisface la ecuacién de Laplace
espacial, i.e es la funciéon armoénica
Pfo  Pfo | PPfo
Asfo = = 0. 1.38
Demostracién. Utilizando las coordenadas (1.1) en fy dada por (1.36), y usando
(1.27), obtenemos

folé,n.0) = f(““ﬁ

C+p
Derivando Z, dada en (1.27) con respecto de 6 y ¢, tenemos

0Z(0,0) Z(0,0)  0Z(0,)

—(Smt) =), )

= ol =i70:9) (1.40)
Derivando (1.39) con respecto de 6, ¢ y usando (1.40), tenemos
O _020) piz(6,00) = 28 700, )
o 02D 00, 0)) = iz10.0)11(2(0.)
02;2 ’ 0Z(0,¢) 0Z(0,¢) (.41
S = 120,97 P (200, ) +i P f(206.)

= 20.9)(F20,0) + 200.0)1"(210.5))
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Sustituyendo (1.36) y (1.41) en (1.2), y usando (1.40), obtenemos

Bafo = s s (ZO.0F(206,0)) - Zo2y (£(20.0)) + 20,0 (206.9)
= 20D (p(210.00) + 2000820, 4)))
p?sin
- 28D (1(200,0) + 20.0)7(2(6.))) = 0. @
p? sin

(1.42)

Nota 2. Nosotros hemos dado la demostracion del Teorema 1.5.3 directa. Podemos
demostrar este Teorema usando el Lema 1.1.1. En efecto por (1.39) fo(¢,n,() =

f(Z(0,¢)), donde (§,1,C) y (p,0,p) se conectan por (1.1). Ya que f (Z(0,¢)) satis-
face (1.5) por Lema 1.2.3, entonces fo(&,n, () satisface la ecuacion de Laplace (1.38)

por Lema 1.1.1 con R(p) =1, y R(p) = 1 satisface (1.4).

1.3.2. Extensién a las funciones homogéneas de grado —1 (or-
den cero)

Ahora vamos a obtener la funcién f_;(&, n, () homogénea de grado —1, extendiendo

§+m), (&,n,¢) € S, definida por (1.28). Por la Definicién

¢+1
1.3.1 la funciéon homogénea de grado —1 satisface

otra vez la funcién f <

falag an,aQ) = = f1(6m,Q). (1.43)
Definamos L feti
_ = ‘n 3
Fatend =210, €no e, (149

donde p estd dado en (1.36) y p # 0.

Lema 1.3.4. f_; dada por (1.44) es la funcién homogénea de grado —1.

Demostracién. Es suficiente demostrar (1.43).

De (1.44) tenemos

1 af +1an
foi(ag, an,af) = R a2§2f (OéC e et oﬂ(?) (1.45)

Transformando aqui la parte derecha y otra vez usando (1.44), obtenemos

f—l(agvanvag) = aipf(i»—:_zg) = éf—l(é-vn)C)‘ u
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Teorema 1.3.5. La funcién f_; dada en (1.44), satisface la ecuacién de Laplace
espacial, i.e es la funciéon armonica

_Pfa Pfa | Pfa
Mofr=Za T 5+ 5a =0 (1.46)

Demostracién. Consideremos el cambio de variables (£,7,() € R? por las coor-
denadas dadas en (1.1).
Primero, vamos a demostrar que Z dada por (1.27), satisface la ecuacién de Laplace

AsZ(8, ) = 0, (1.47)

donde A, es la parte esférica del operador de Laplace en R3

.0 ([ . Ou 0%u
Agu :SIHQ%<SIH9%> +0_¢2 (148)
Por (1.27), tenemos
0Z(0,0) Z(0,0) 0Z(0,0) 70, ¢)
— — R S . 1.49
56 ey R iZ(0, ), 9,2 Z(0,¢) (1.49)

Sustituyendo (1.49) en la ecuacién de Laplace (1.47), obtenemos

w0 (L 0Z(0,0)\ | P*Z(0,¢)
Ay Z (0, ) = sin 8% <81n6’ 50 ) + 0,2
0Z(0, ¢)

00

(1.50)
—Z(Q,gp) :Z(evgp) _2(6790> =0.

= sin 6

De aqui (1.48) se demostro.
Ahora vamos a continuar la demostracion de el Teorema 1.3.5.
Utilizando las coordenadas (1.1) en f_; dada por (1.44), y usando (1.27), obtenemos

E+in\ 1 ,[ e¥sinf
C+p cosf + 1
Derivando (1.51) con respecto de p, 0, ¢ y usando (1.49), tenemos

ofs _ 1
)

8f_1_182(6’,g0) ! _1Z(Q’QO) l
55 =g (20.9) = =R (2(6,))

0f1  10Z(6,) iZ(0, )

1
f—l(faﬁaC)_;f( P

) _ /%ﬂzw,so)). (151)

dp  p Op F(2(0.¢)) = F'(Z(0,¢)) (1.52)
Pf iZ(0,9)0Z(8,9) . i0Z(0,¢) .,
a7 =, o, 1 200D+ —5 (200, 9))

Z(0,¢)

= - Z0E (11(20.9) + Z0.0)f"(206.9))).
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Sustituyendo (1.51) y (1.52) en (1.2), y usando (1.49), obtenemos

1 9f(Z(0, 1 9 ,

Bafr == LI 4 o (206.0)1(20.9))
0, ¢
20 )Q(f( (6.)) + 20, 2)'(20.) )
p3 sin?
Z2(0,)"(2(0,9)))

( F1(Z(0,9)) + Z(6, sO)f”(Z(H,cp))>=0. n

(1.53)

psm9(
Z(0, ¢)

p81n9

El Teorema 1.3.5 dice que la funcién f_;(&,n,¢) dada en (1.44) es por un lado la
funcién espacial, es decir definida en R3, por otro lado es la funcién arménica, es
decir satisface la ecuacién (1.46). Tales funciones se llaman armoénicas esféricas su-
perficiales.

Nota 3. Similarmente a la Nota 2 se puede demostrar el Teorema 1.3.5 usando el
Lema 1.1.1. Para esto es suficiente demostrar que % satisface (1.4) con A = 0. Pero
esto es evidente. Entonces f_1 es la funcion esférica de orden cero.

1.3.3. Extension a las funciones homogéneas de grado —m —1

Introducimos las funciones para (£,7,¢) € R como

_(pmttom (£+@'n)
1(&m,Q) m!  AC™ p / C+p (1.54)
ey |

mlac 1(&n,¢), m=1,2 ..
Observaciéon histérica
FEsta idea llega en una forma mas especial de Mazwell (Mazwell, Treatise on Electricity
and Magnetism Chap ix) quien obtuvo una funcion esférica comin racional, iniciando
de la funcion compleja f =1 y usando la disposicion apropiada de las direcciones de
la diferenciacion.
Una generalizacion para una funcion f arbitraria, que se uso aqui fue propuesta por
F. Klein en una serie de lecciones sobre las funciones de Lamé en 1889 — 90.

En lo que sigue nosotros siempre fijamos la direccién de diferenciacién como el
eje (, el cual es distinguido por su posicién con respecto del plano Z. Asi nosotros
construimos (con un factor apropiado) la funcién

) L TSl
(En.Q) = agm[pf(cﬂtp)}

( 1)m+1 om 5
= — — ,1,¢) € R°.
oy acmf 1(6:m,6), (€m,¢)
Para hacer el proceso de diferenciacién mas conveniente, transformamos esta expre-
sion por el Teorema de Cauchy.

(1.55)
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Lema 1.3.6. Las funciones f* _(£,1,0), (&,1,¢) € R? se representan en la forma

1 &+ 1 dz
eno=s [ () ey

1.56
_L f—l(f?ﬁaz)dz ( )
2mi J,, (¢ — z)ymt1777
donde p = p(&,m,C) es tal que
PP =+t + 2 (1.57)
Y ve es un contorno cerrado alrededor del punto C.
Demostracién. Sea g € H(D), entonces por la férmula de Cauchy
mi(—1)"* 9(2)
mC) = d 1.58
(0 = / L e (1.58)

donde 7. C D es un contorno cerrado alrededor de (. Apliquemos esta férmula a la
funcién f_; dada por (1.44) como

B 1 E+1n
‘ﬂ“&”‘)‘p@nﬁof(<+p@nﬁo)’ (1.59)

(aqui (&,7n) son fijos y p depende de (). Fijamos las variables &,n y consideramos
f-1(&,m,¢) como la funcién de una variable . Obtenemos (aplicando (1.58) a la

funcién ¢(¢) == f-1(&¢,1,C))
om Coml(=1)mH £ +1n 1 e
aé.mf (57777<)7 21 ch(z+p)(c—2)m+l p

Aqui p es como en (1.57). De aqui (1.56) se sigue por (1.55). B

Lema 1.3.7. La funcién f* | es la funcion homogénea de grado —m — 1.

Demostracién. Usando la ecuacién (1.56) y tomando el argumento (af, an, a()
n (1.56), tenemos

1 af +ian 1 dz
Tn-i(ag, an, a€) = 271 /74 f(z + /0282 + a2n? + 22) (a€ = 2)™ | /a2€2 - a2 + 22
1 af +iam adz
2mi Jc <azl + /0262 + a2n? + a2212> (a€ — az)™ 1y /a2€2 + a2n? + o222

o« (m+1)/ f( E+1in ) 1 dz
2mi )T\ + V2 + 2+ 22/ (C—20)™ /€2 2+ 2,2
=a "V (€. (). | (1.60)
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Observacién 1. Notemos que en la integral (1.56) podemos escoger otro contorno
arbitrario de integracion que es cerrado y que pude no contraer al punto (. Aun asi
obtenemos una funcion esférica de grado —m — 1(no necesariamente coincidente con
la funcion (1.55)). Esto se demuestra en el siguiente lema.

Lema 1.3.8. La funcién =, 1(£,1,¢) dada por (1.56) satisface la ecuacion de La-
place

Asfr, 1(&m.¢) =0. (1.61)

Demostracién. El Teorema 1.3.5 implica que Az f_1(£,7n,¢) = 0, entonces

bT 92 52 o2 d
/(; |:a_§2f1(677772) +8_T]2f*1(£77772) + @f1(£7n72):|(<_—5)m+1 :()7 (162)

ya que solamente cambiamos ¢ por z en f_1(£,n,(). Ahora, integrando por partes,
tenemos

/ba2f_1<s,n,z> d: 0falgmz) 1
. 02 (- 0z (-2, (1.63)

’ af—1(§7777z) m+1 .
e

de aqui
b@f_(f,n,z) m—+1 m+1 |
[ et = St |
+1)(m +2
/f (& n,2) m(g_)z(;i% .

Pero para la integral en la parte derecha podemos escribir

a@/f (€7, 2) _ )m—i—l

Si el camino de integracién es cerrado (@ = b), las expresiones en los paréntesis
desaparecen. Entonces

baf—l(ganvz) m+1 _ § dz .
/a RE <<—z>m+2dz"a_@/f‘l(f’”’z)W’

de aqui y por (1.63), tenemos

b82f—1(5777az) dz - 0? dz
/a 02 (C— 2" o / fa&n e gam (164
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Sustituyendo (1.64) en la ecuacién (1.62), obtenemos

b1 o2 o? o2
- /a {a_gf_l(g’ n,2) + 8_772f_1(§’ n,z) + @f—ﬂfﬂ% Z)]
62

b1 92 o?
= /a |:a—£2f_1(577],z) + a—nzf_l(g,n,z) + a_ggf—l(£7n7z):|

’ d
:Ag/a f71<£77772)W7 (1.65)

ya que se supone que f_; es tal que la diferenciacién en el parametro es valida. B

Observacion 2. La ecuacion (1.65) se cumple también para un camino no cerrado
st las expresiones en paréntesis desaparecen para los limites a y b de la integral. Esto
sucede por ejemplo cuando a = o0.

Observacion 3. Ademds podemos tomar m como un numero negativo ¢ como un
numero arbitrario. En el ultimo caso tenemos que tener en cuenta la ramificacion del
factor (¢ — 2)™™ en 2z = ( a 2 = 00 y escoger como un camino de integracion un
lazo doble que rodea a los puntos z = ( y z = 0o en sentido opuesto. En tal manera
podemos definir la funcion esférica de grado arbitrario, que tiene una relacion sencilla
continua.

1.3.4. Simetrizacién de la funcién f* | dada por (1.56)

Consideremos (1.56). Notemos que la integral aqui no estéd definida cuando p = 0.
Ya que después f* | serd la base para la solucién del problema de difraccién, serd
necesario tener una funcién del tipo (1.56) que no tendré la singularidad en p = 0.

Para esto A.Sommerfeld introduce la funcién simétrica a f= tomando en lugar de

m—1

p=VE+N+ 22 —p=—/E P+ (1.66)
Precisamente él define la funcion

f—_m—l(5777’ C) = L f<£ i in) (C _ : m+1 %7 (5777’() < Rg' (167)

2mi ), " \z—p z)

Poco después nosotros eliminaremos el punto de singularidad p = 0 agregando
a la integral (1.56) la integral (1.67). Geométricamente esto significa que reflejamos
primero el plano Z con respecto del origen (es decir reemplazamos Z' = —Z), y en el
segundo proyectamos estereograficamente del polo norte de la esfera unitaria a este
§+in
1-¢
los cuales han estado descritos anteriormente sobre la funcién f. Si nosotros denota-
mos por z; tal punto que de tal manera ha estado mapeado sobre el punto (§,7,()
§+in
(—1

plano Z’ (es decir, ponemos 2’ = ) y en el resto aplicamos todos los procesos

de la esfera, entonces tenemos similarmente a (1.25) la expresién z; =
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En la seccién 2.3 usaremos la representacion (1.67), tomando la suma

F—m—l(ga 7, g) = jm—1(€7 7, C) + f—_m—l(f7 7, C)
1 f<£+i77) 1 dz 1 f(§+m) 1 d:
- 2mi v \zt+p)((—2)" p 2mi ), "\ z—p ) (C—2)" p
_ 1 E+in\ (&t 1 dz
- 2mi ), {f<2+p> f(Z—p)}(C—Z)m“p’ (1.68)

donde p estd dada en (1.66). Ahora el integrando en (1.68) no tiene la ramificacién
para p = 0. Notese ademas que para cada z = & + in fijo, la funcion

L (&+in\ _ 1 £+1in e
F(z)'_pf<z+p)_\/mf<z+ |a|2+z2>’ a=gtin,  (169)

se ramifica para p = 0, ya que
p=0& z=1z,=2i/+n? = ti]al.

De manera precisa en los puntos 21, 22, la funcién F(2) tiene los puntos de ramificacion

Z = 21, %2, Pues 4/ ja> + 22, = 0.

Lema 1.3.9. Sea

-3l (2]

— 1 f ¢ —f a a=¢&41
VT2 | e Ve T 2 s VlaPr )| T
(1.70)

entonces g(z) estd bien definida cuando z = ~+ilal|, es decir g(+i|a|) existe.

Demostracién. Veamos que la funcién (1.70) no se ramifica en z; = i/&2 +n? =
ilal. Sea zy = z; +1in, n > 0, como se muestra en la Figura 1.2, entonces

1 a a
—0) = —
W00 =mra ! <ZO+\/|a|2+za) / <ZO—\/|a|2+z3>
G0t 0)= ——— |y a iy ‘ .

De aqui g(z1 — 0) = g(z1 +0).

1. Por lo tanto z; = i\/&? + n? = i]a|] no es un punto de ramificacién para (1.70);
andlogamente para zo = —i\/&2 + n? = —ilal.
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2. z = z1 9 = *i]al son puntos singulares evitables. B

S(z)
Corte de
A

:</ ramificacion

> <0=Zl+iT]

Figura 1.2: Cortes de ramificacién

1.4. Las funciones [, m = —1,0,... son las fun-
ciones esféricas superficiales de orden m

Consideremos la funcién f* ,(£,n,¢), (&,1,¢) € S dada por (1.55). En el siguien-
te Lema mostramos que f* | es la funcién esférica superficial de grado —m — 1.

Lema 1.4.1. La funcién %, (&,n,C), (§,n,¢) € S satisface la ecuacidn (1.5) con
A=m(m+1), es decir es la funcion esférica superficial de orden —m — 1, o equiva-
lentemente de orden m.

m—1
(1.61) en R® o equivalentemente la ecuacién (1.2). Por otro lado

Tne1(&m,¢) = R(p)Y (0, ), (1.71)

Demostracién. Por Lema (1.3.8) f*, (&, n, () satisface la ecuacién de Laplace
1

donde
R(p)=p """ Y(0,¢) = fm_l(%(é,naé)), p=\VE+n+ (2 (1.72)

En efecto, por Lema (1.3.7) f* | esla funcién homogénea de grado —m — 1, lo que
significa que

j—m—l(gana g) = p—m—l j_m—l( (577770)7 pP=V 52 + 772 + €2' (173)

1
p
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De aqui (1.71), (1.73) se cumplen por la definicién 1.3.1.
Por lo tanto % (&,1,C), (§,1,¢) € S satisface la ecuacién (1.5), ya que Y (0, ¢)
satisface (1.5).

Vamos a encontrar A. Para eso es suficiente encontrar A en la ecuacién (1.4), para

R(p)=p~" . (1.74)
Sustituyendo (1.74) en (1.4) encontramos que
A=m(m+1) = (—m—1)(—m). (1.75)

Usando la Definicién 1.1.3 obtenemos que f*, ,(£,1,¢), (§,7,¢) € S es la funcién
esférica superficial de orden —m — 1. Il



Capitulo 2

Proceso limite: de Laplace a
Helmbholtz

2.1. El operador de Helmholtz como “limite”de la
parte esférica del operador de Laplace

Todavia las funciones esféricas superficiales juegan un papel intermedio. Pero lle-
gamos a soluciones de la ecuacion de Helmholtz a partir de funciones esféricas super-
ficiales a través de un apropiado proceso limite.

Sea (§,m,¢) € S, donde S es la esfera unitaria (véase la Figura 1.1), y supongamos
que

szk—x, n:@, 4P+ =1, meN, k>0, (2.1)
m m

donde z,y son constantes reales. Ahora vamos a aumentar m tal que m — oo.
Mostraremos que la parte esférica de la ecuaciéon de Laplace (1.5) se convierta a la
ecuacién de Helmholtz A, ,u + k*u = 0 en el siguiente sentido. Cuando m tiende a
infinito, los puntos (&, 7, () dados por (2.1) se aproximan al polo norte a lo largo de
un meridiano de la esfera unitaria S, si tomamos ¢ positivo (si ¢ es negativo (&, 7, ()

tiende al polo sur).

Sea u;,(0,¢) una funcién superficial esférica de orden m (véase la Def.1.1.3 y

(1.22)). Entonces por (1.5)

1 0%u,, 1 0

L b0 gQum
sin?@ Op?  sinf 0

00

<sin9 >+m(m+1)um:O, ee[—g,g], o € [0,2q],

(2.2)

1 0%uy, 1 o) Oy
info—% Dy, =0. (2
sin? 0 Op? T ing J(sin ) (sm ea(sin 0) o 0) cosf +m(m+ Lju, =0.  (2.3)

(La equivalencia de (2.2) a (2.3) se demuestra en Anexo 2.1, Lema (A.0.1)).
Cambiamos las variables esféricas independientes de (6, ) por (r,¢) vy

ro=/z2+y% (2.4)

17
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De donde por (2.1), (2.4) y (1.1), tenemos

L 1272
sin&z—r, cosf = 1——7;. (2.5)
m m
Vamos a considerar (z,y) como las coordenadas rectangulares del plano Z dado en
(1.23). Entonces, resulta que (7, ¢) son las coordenadas polares de (z,y).
Lema 2.1.1. Las coordenadas (1, ) son las coordenadas polares de (x,y).

Demostracién. Despejando x, y en (2.1) y usando las coordenadas (1.1) para
(&,m), tenemos

m m

x:—:%sinecosgo, y= :EsinQSimp. (2.6)

k
Utilizando de (2.5) que el sin @ = kr/m, tenemos que
r=rcosp, y=rsinp. A (2.7)

Notemos que este plano ya tiene coordenadas (&,7). Las coordenadas (x,y) en
(2.1) se conectan con (£,n) a través de (2.1) y el factor k/m. Obviamente

T +y
r

et¥

. (2.8)
Introducimos una nueva variable a € C en lugar de la variable de integraciéon z € C

z=1i\E& +n?cosa, aeC. (2.9)

Tomando (£,n) como en (2.1) y r como en (2.4), tenemos de (2.9) que

por la féormula

k
z:ucosa, meN, k>0. (2.10)
m

Entonces la ecuacién (2.3) se convierte en la ecuacién

1 2 1 2.2 2.2 1 2
0 tm 2( GUm\/l—k—r>\/1—kr LR o e

—_— — /r‘_
r2 0p? ror or m2 m2 m2

(véase Apéndice A, Proposicién A.0.2).
Hacemos que m — oo en (2.11). Supongamos que u,,(r, ¢) tiene un limite uq (7, ¢).
Entonces obtenemos
1 0%u 10/ ou
S - (r—) + kU =0 2.12
r2 Jyp? +r87’(r 87’)+ Y ’ ( )
la cual es la ecuacién de Helmholtz Aue + k%t = 0 de dimensién dos en coordenadas
polares (r, ).
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2.2. Obtencidon de las soluciones de la ecuacion de
Helmholtz

De (2.1) se tiene la siguiente expresion para (

k2 2 2 3 k22
C:(l—M> :1——Tz+--- = (=1+o0(m?) cuando m — oo

m? 2m

(2.13)
(véase Apéndice B).
Nuestro plan y de A.Sommerfeld es el siguiente. La funcién f* (£,1,¢), (§,17,() €S
dada por (1.56) satisface la ecuacién (1.5), por Lema 1.4.1, con A = m(m + 1).
Queremos pasar al limite cuando m — oo y obtener la coleccién de las funciones (con
f dadas como en (1.28)), cada una de la cual satisfaga la ecuacién de Helmholtz en
virtud del proceso limite descrito en la Seccién 2.1.

Lema 2.2.1. Sea p definida por (1.57), x, y, r, a se definen por (2.1), (2.4) y (2.9); z
se define por (2.10), ¢ satisface (2.13). Entonces se cumplen las siguientes identidades

k
p=""sina, p>0. (2.14)
m
k . i
vt p= —eFOtE (2.15)
m
d
) (2.16)
P
M _ ip-52a) (2.17)
zEp
‘ 1 ikr cos
lfm ———— = ¢ibreose, (2.18)

m—o0 (g — Z)m-‘,—l

Demostracién. Primero demostramos (2.14). Sustituyendo (2.1) y (2.10) en
(1.57), tenemos que

k21‘2 k2y2 k27’2 2
P’ = + — COSQQZW(ZL‘Q—I—Z/Q—TQ

— — — cos? a). (2.19)

Para r dada como en (2.4) tenemos que (2.19) es equivalente a

k? k?
2= —r*(1 —cos*a) = —r*sin®

ro.
p 5 a & p=—sinao.
m m

om?
Entonces, (2.14) se demostro.
Demostremos (2.15). De (2.10) y (2.14), tenemos que

ikr kr . tkr . kr in —i kv
2+ p=—cosat —sina=—(cosaFisina)=—e2e" = —
m m m m m

pFiotig

de la cual (2.15) se sigue.
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Demostremos (2.16). De (2.10), tenemos que
dz ikr

— = ——sina
da m ’

de donde por (2.14), se sigue (2.16).

Demostremos (2.17). Sustituyendo (2.1) y (2.15) en (2.17), tenemos que

E4in  w Aty
z:l:p - reIia+i%'

Por (2.8), (2.21) se transforma en

5 + ”7 _ ?itp B ei(tpfgia).
z+p eFiotiy

(2.17) se demostro.
Demostremos (2.18). Utilizando (2.13) y (2.10) en (2.18), tenemos

1 1
lim —— = lim .
m—oo (¢ — 2)™*tL  m—oo (14 o(m?) — ’% cos o)l
1
= lim donde t:=ikr cosa.

m—o0 (1 —+ 0(m2) — %)erl
Continuamos la demostracion del Lema 2.2.1.

Lema 2.2.2. (1 — L + o(m?))™*! ~ (1 — L)y™ s decir

lo cual es equivalente

-t 2
n%ii{l)o(m+1)1n< ’fjjm )) = 0.

Demostracién.

lim (m+1)In
m—0o0

1— 4

m

(1 — L 4+ o(m?)

Utilizando en (2.25) que In(1 + x) ~ z, tenemos

lim (m +1)In (1 — Tlin hi (mZ)) = lim (m + 1)o(m?) = 0.

(0]
m—00 L m—00
m

Lema 2.2.2 se demostro.

) = lim — oo(m + 1) In(1 + o(m?)).

20

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Utilizando el Lema 2.2.2 en (2.22), se sigue

1 1
ilm ———=llm —m . 2.27
e (C — z)miL ot (1 — t/m)m+t (2.27)

Ahora usando la siguiente identidad en (2.27)

i ! ¢
im —-——F——F =€
m—oo (1 —t/m)m+! ’

obtenemos (2.18) (véase Apéndice B, Lema B.0.1).
Lema 2.2.1 se demostrs. B

Regresamos a las ecuaciones (1.56), (1.67). Ahora vamos a representar
My o0 f5,1(£,1,¢) en los términos 7, ¢.

Teorema 2.2.3. Sea 7(r,¢) un contorno en el plano a que corresponde al contorno
7 bajo el cambio de variables z = i4/&? + n? cos . Entonces

s 1 i a—Z2 ikr cos o
U (r, @) = nll_r};o S (&n.Q) = ?g ( )f(e (et 2))6 k da; (2.28)
y\"r,P

donde f* |, f=,._; estdn dadas por (1.56) y (1.67) respectivamente.

Demostracién. Por (1.56), (1.67) y para p dada como en (1.57), tenemos

) , 1 E+1 1 dz

m—oo 21 z 4+ — y)m+l e
T NEEP e (2.29)
1 E+in\ 1 dz
211 Ye z+ p ) m—oo (C — 2) p
Sustituyendo (2.17), (2.18) y (2.16) en (2.29), obtenemos
1 . e
Ui (r,¢) = F5- / flelrrama)yeitreosadq, (2.30)
27 Js(re)

Teorema 2.2.3 se demostréd.

2.3. Comprobacion de la ecuacién de Helmholtz
para U,

En las secciones anteriores presentamos la familia apropiada de las soluciones de
la ecuacién de Helmholtz, las cuales tienen la forma (2.28), con f analitica arbitraria,
pero los razonamientos ingeniosos de Sommerfeld que nos llevan a (2.28) no son
estrictos, por tanto necesitamos revisar formalmente que las funciones del tipo (2.28)
realmente satisfacen la ecuaciéon de Helmholtz.
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Teorema 2.3.1. Sea v un contorno en el plano o € C tal que
[]1 r, 90 /f i(pta— 7r/2) zkrcosozda (231)

converge y se queda convergente después de la diferenciacién hasta n-veces del inte-
grando

f(ez(goia—ﬂ/Q))ezkr cos
con respecto de ¢ y r. Ademads, supongamos en el caso de v no cerrado con extremos
T-¥Y 7+

Y+ ) ) Y+
= f(e'PFm/2)) (sin a)e eS| = . (2.32)

= =

f(ei(zp:ta—w/2) )eikr cos

Entonces
(A + E)UE(r, ) = 0. (2.33)

Demostracién. Diferenciando bajo el signo de la integral en (2.31), obtenemos

+
8U /f z(cpia w/2) )Zk(COSOé) zkrcosad&
(2.34)
2
0 U21 _ _k2/f<ei(4p:|:a—7r/2))(c()82 a)eikrcosada'
or .

0 )
Observando que —f( ilora=m/2)) — :l:a—f(e’(”io‘_“/z)) e integrando por partes, ob-
o

tenemos

+
8U1 :/:Ei |:f(€i(<pia77r/2))i|eikrcosad&
2l

dp (oo’
Y+
_ Zl:f( i(pta— 7r/2)) ikr cos o

:I:/f(ei(‘pia_”/z))ikr(sinoz)e“"cosada
v
= j:/f(ei(“’ia”/2))z'kr(sina)eimosada,
v
por (2.32). Similarmente

277+

—88;]21 = :I:/:I:—aaa [f(ei(“’ia’”m)] ikr(sin o)e™ S da
) ) T+

_ f(ez(go:ta—ﬂ/Q)),L'kr(Sina)ezk’rcosa

”- (2.35)
- / f(eileEam/Dygikreosa ik cos o 4 k2r? sin? o) dox

- / fefetamm/Dygikreosapr cos o 4 k2% sin’ o) da.
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Entonces de (2.31)—(2.35), tenemos

QU 19UF 1 9*UF
2\r7+ _ 1 LYY - 1
(A + E5UT(r,p) = 5,2 + o + 2 o2

::l:k2/f(6i(<p:l:a—7r/2))(COSQ a)eikrcosada
Y

+ KU

1 , )
F - / f(e ™2k (cos o) e*T e doy (2.36)
'y
1 . ,
+ — / f(eteFamm/ygikreosabr cos o + k22 sin? o) dox
T
Y
¥ k2 / f(ei(apiafﬂ’/Q))eikrcosada.
v
Desarrollando, tenemos
A + ]{32 U:I: r _ :l:k’2 6i(cp:l:oz—7r/2) C082 o eikr cosa 1.
( 1\ ¥
y
1 . ,
T - /f(ez(<p:ta—7r/2))l-k(cos a)ezkrcosada
T
Y
1 , .
+ - /f(e’(@ia”m)z'k(cos a)etr s do (2.37)
ol
+ k2 / f(ei(goiafﬂ/Q)xsinZ Od)eikrcosadoé
v
¥ k’2 / f(ei(goia—ﬂ/Q))eikr cosa J,
Y
Asociando de manera conveniente, tenemos

(A + EHUE(r, p) = k2 / felpramm/Dygikreosa(coq? o 4 sin® a)do

7 (2.38)

¥ kQ/f(ei(gaia7T/2))eikrcosadoé —0. H
v

Consideremos

1
o

Un(r0) i= Uy (1) + U 1) = - [ (leitrmemsio — gttty ctresseg,
v

(2.39)

Corolario 2.3.2. Sea Uj dada por (2.39). Entonces

(A + k) Up(r, ) = 0. (2.40)



Capitulo 3

Ejemplos espaciales de funciones
generadas por potenciales
analiticos

3.1. Soluciones finitas univaluadas en todas partes
(la onda plana)

Primero consideramos la funcién f(Z) fraccional lineal en Z € C tal que f = oo
en Z'y |Z' =1, f(0) =1y f(co) = 0. Tal funcién se escribe como

£(2) = - ZeC. (3.1)

Definiendo esta funcién y analizando el procedimiento dado en los Capitulos 1 y 2
obtenemos una funcion finita en todas partes y univaluada en el plano. Para esto
necesitamos solamente insertar la funcién especial f dada por (3.1) en la ecuacién
(2.39). Denotaremos la funcién resultante por Up. Finalmente elegimos

7' = WD o eR. (3.2)

Lema 3.1.1. Sea Uy(r, ) definida por (2.39). Entonces para f y Z' dadas como en
(3.1) y (3.2), obtenemos la siguiente expresion para Uy

1 sin aeik’r cos

up(r, ) == — dov. (3.3)

2mi ., cosa — cos(p — ¢')

Demostracién. Insertando f dada por (3.1) en (2.39), tenemos

_ 1 1 1 ikrcosad
Y= or (1 — eile—¢'—a) 1 — ei(soﬂp’m))e @
K A (3.4)
1 sin Oéezkr cos

_ d
2mi )., cosa — cos(p — ¢') @

24
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ya que
1 1 B sin o (3.5)
1 —eile—v—a) T —eileta)  j(cosa— cos(p — @) .
En efecto
1 1 ei((p—ap’—a) _ ei(SD—‘P,‘f'a)

1 — eile—¢'—a) 1 — cile—¢'+a) - (1-— @i(w*w’*a))u — ei(sofw’m))
e'i(gafgp’) (eia _ efia)

] — eilp—¢'+a) _ gile—¢'—a) + (ei(w—so’+a))(ei(<p—sz>’—a))
ei(g@—cp’) (eia _ e—ioc)

N 1— ei(W*S@/)(eia + e*ia) 4 e2i(p—¢’)"

(3.6)

Utilizando que 2isiny = e —e ™ y 2cosy = e + e 7, v € C en (3.6), tenemos

1 1 _ 24 sin cet(P=¢")
1— ei(ﬂf’*‘{’/*a) 1 — ei(SO*@/Jra) - 1 — 2cos aei(ﬂf’*‘ﬁ/) + eQi(SD*Sol)
;s i(p—¢")
_ .22 sin ae | (3.7)
eile—¢) (e*l(‘P*S@') —2cosa + 62(50*90'))
21 sin o

e—i(p—¢’) + elle—¢') — 9cosa

Nuevamente utilizando que 2cosy = €7 + e, v € C y que —i = 1/i, tenemos

1 1 B 21 sin «
1 —eilp=¢'=a) 1 —eile=¢"+a) — 2cos(p — ¢') — 2cos 38
sin o ( ’ )

- _z'(cosa —cos(p —¢')) u

3.2. Contorno de integracién

A.Sommerfeld sugiere el siguiente contorno de integracién en (3.3), v = A, donde
A se presenta en la Figura 3.1. Se supone que Jde > 0 tal que para o € A,

—7m+¢€ < Re(a) <21 —e (3.9)

Vamos a mostrar que uy dada por (3.3) con v = A estd bien definida y satisface la
ecuacién de Helmholtz.
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%9
>3

—>R(a)

Figura 3.1: Contorno A
Proposicién 3.2.1. La integral en la siguiente expresion
1 sin aeikr cos

up(r, ) = —— do (3.10)

270 J 4 cosa — cos(p — ¢')

converge.

Como veremos en adelante la integral y la funcién (3.10) se convierte en la funcion
elemental (3.23), la cual obviamente satisface la ecuacién de Helmholtz, lo que se
demuestra directamente (véase Lema 3.2.4, 3.2.5). Sin embargo nosotros damos aqui
una investigacién completa de convergencia de la integral (3.10), porque necesitaremos
aplicar razonamientos similares a la integral del tipo (3.30), la cual no se reduce a
una funcién elemental como (3.10). Por lo tanto en el lugar correspondiente vamos a
usar este razonamiento sin detalles (véase la siguiente seccion 3.3).

Primero demostremos los siguientes Lemas.

Lema 3.2.2. Sea a € A tal que o = o + ica, entonces 3 ¢ > 1 tal que

. _ 5.0
|eikreosal < cpe™0™ 1§ > 0. (3.11)
Demostracion. Tenemos
|€ik‘r cosa| — |6ikr cos(a1+ia)| _ |eikr(cos o cosh avg —i sin aq sinh a2)|
— ‘eikr cos a1 cosh ag+kr sin avq sinh ae ’ — ekr sin a1 sinh aa (3]‘2)

1). Sea a € A, donde
A ={a=ai+ticn€A:a1 < —€ V TH+e<ay, ay>as>0}  (3.13)

Entonces, para o € Ay, —1 <sina; < —d1, 91 > 0. De aqui

k
krsin aq sinh ap < —0e®?, § = Irél, (3.14)

y usando (3.12), obtenemos

|eik7"c°s°‘| <e % ae Ay, (3.15)
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2). Sea v € A} := A\ Aw. Ya que A; es un conjunto cerrado, acotado y la funcién
(3.12) es continua, entonces dc¢ > 0 tal que

|6ikrcosa| S c. (316)
Consideremos la funcién e=%¢"*, o € A;. Existe

_ . —de*2
m = CrtreuAri{e >0,

ya que e °¢"* £ 0 Va € A;. Entonces por (3.16)
|etkreose| < mix(1, ¢/m)e %, a € A (3.17)

La misma cota cumple para o € A,, lo que se sigue de (3.15), ya que el
méx(1,¢/m) > 1. Tomando ¢y = max(1,c/m) terminamos la demostraciéon del
Lema 3.2.2. W

Lema 3.2.3. Sean ¢, ¢’ € R y a = a; +ias € A, donde A es el contorno dado en la
Figura 3.1, entonces la funcion

sin «

M(a) = (3.18)

cos v — cos(p — ¢')
es continua y acotada sobre A.

Demostracién. Primero demostremos que M («) es continua en A, es decir
cosa — cos(p — ¢') # 0. (3.19)

Dado que, cos o = cos aq cosh ag — 2sin aq sinh oy € R sii o = 0 0 a; = 7, entonces
Va € A tal que o # 0, 7, tenemos que (3.19) se cumple. Si a; = 0 0 a3 = 7, entonces
cosa; = %1, ademds para o € A coshas > 1, de donde (3.19) se cumple Vo € A. Por
lo tanto (3.18) es continua sobre A.

Ahora demostremos la acotacién de (3.18) sobre A. Tenemos

eiaie—ia
M(a)| = |7 2
eia _ efia

i(el 4 e~i) — 2icos(p — ¢')

B (et — 1) ‘
e~io((e2ie + 1) — 2e' cos(p — ¢'))

1 _ plia

1 + e — 2ei cos(p — ¢')

(3.20)
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Sustituyendo oo = g + iz en (3.20), tenemos

1 — e2z’(a1+ia2)

|M(OZ)| - ‘ 1 _|_ €2i(a1+ia2) _ 2€i(a1+ia2) COS(SO _ (10/) 21

1— 62@'(1172(12 (3 )
- ‘ 1 + 62i041—2042 _ 2€i041—a2 COS(QO _ S0/) '
Cuando as — 00, tenemos
1 — e2ia1—2a2
; ; — 1. 3.22
1 + 622041—2012 _ 2€za1—a2 COS(QO _ (;0/) ( )

De aqui y de la continuidad de (3.18), tenemos que (3.18) es acotada sobre A.
Lema 3.2.3 se demostré. B

Finalmente, la Proposicién 3.2.1 se sigue del Lema 3.2.2 y del Lema 3.2.3. B
Vamos a transformar la funcion wuy.

Lema 3.2.4. La funcion uy se representa como

UO(T, SO) _ eikrcos(ap—go/)

(3.23)
Demostracién. Por el Teorema de Cauchy, la cota (3.11) y el Lema 3.2.3 podemos
transformar A a A;

S(a)
N
Ay
\4 N
g .
0 S U S s U9

Figura 3.2: Contorno A,

con la direccién como en la Figura 3. Haciendo cambio de la variable « — 7, 7 = cos «
Obtenemos de (3.10) que

1 eikm—
= — d 3.24
UO(T7 QO) 27i /A2 T — COS(QD _ g0,) T, ( )

donde As es la imagen de A; bajo la transformacién 7 = cos «, dada por la Figura3.3.
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@
2

—>
—

—cosh(1) cogh(1)

Fisinh(1)

Figura 3.3: Contorno A,

Dado que la funcién (3.24) tiene un polo simple para 7 = cos(p — ¢’) y tomando
g(7) := €7 tenemos de la Férmula Integral de Cauchy que (3.24) es equivalente a
(3.23), ya que las integrales por los contornos {i(7s +sinh(1)), 7 > 0} convergen y se
anulan. l

Lema 3.2.5. La funcion ug dada por (3.23), satisface la ecuacion de Helmholtz
(A + E*)ug(r, ) = 0. (3.25)

Demostracién. Diferenciando (3.23), con respecto de r, ¢, respectivamente, te-
nemos

8U0 . ’
_— = k‘ — / ikr COS(SD_SO )
5, = cos(p — ¢')e

o2 | ,
8:20 _ —/{32 COSQ(QO . SOl)ezkrcos(go—cp)

) | , (3.26)
81900 = —ikrsin(p — ¢ )ethreose=¢)
82’&0
Op?
Entonces de (3.26) y (3.23), tenemos
62U0 1 8u0 1 82u0 ; /
A k2 — - - k2 — —k'2 2 N pikrcos(e—¢')
(At kuwlre) =55+ 5. T age TFuw cos™(p — ¢)e
.k ; / ; /
+ Z_ COS((p . SDl)ezkr cos(p—¢’) k2 sin2(<p . gDl)ezkr cos(p—¢’)
r
i ﬁ COS(QO . g0/>eikr cos(p—¢) + k2eikrcos(apf¢’)
r
_ _kQQikrcos(gofcp’) (COS2(QD o S0/) + sin2(go . S0/)) + k2€ikrcos(tpf¢’) —0.
(3.27)

ikr cos(p—¢')

ikr cos(p—¢') _ ikr COS(C,O - 90/>e ’

= —Kk*r?sin?(p — ¢')e

(3.25) se demostro.
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La funcién simple ug dada por (3.23), es la solucién de la ecuacién de Helmholtz,
la cual opera casi exclusivamente en la 6ptica ordinaria, y posee las siguientes propie-
dades; es univaluada en el plano suave, continua y finita para todos los valores finitos
de z, y. En lugar del punto singular Z = Z’ en el plano complejo, tenemos solamente
un corte ramal ¢ = ¢’ (“direccién de la onda incidente”). La funcién ug representa la
distribucion invariante de la luz paralela en el plano infinito.

3.3. Solucién ramificada (dos-valuada)

Ahora buscamos otra solucién a la ecuaciéon Helmholtz andloga a uq en la superficie
de Riemann descrita anteriormente con un polo de orden 1. Para ello no partimos de
la funcién (3.1), que es univaluada en el plano suave, méas bien de la funcién andloga
sobre nuestra superficie de Riemann. Esta funcién resulta muy simple mediante un
mapeo conforme, solamente necesitamos remplazar Z por Z2 en (3.1). Como veremos
esta funcion da solucién al problema de difraccion sobre el semiplano. Por conveniencia
podemos escribir Z’ 3 en lugar de Z’ e introducir el factor % Insertando la siguiente
funcion

17t 1
175 1
[2)=—t——=—""7, (3.28)
721 (g)!
en la ecuacién (2.39), con Z’ dada como en (3.2), obtenemos
1 1 1 ,
U(](T’, 90) — 2_/ 2 — 2 . ezkrcosada
TJA cile—a—%)\ 2 cileta—5) 2
1 (w——;>> 1 - (T—Q) (3.29)
1 1 1 ,
_ . . . ezk’rcosada‘
A J4 1 — ezlv—¢'—2) 1 — ezlp—¢'+a)
Mediante un procedimiento similar a la demostracién del Lema 3.1.1, tenemos
1 sin geikr cos «
Up(r,p) = —— 2 —da. 3.30
olr ) Ami J4 cos § — cos (£52) (3:30)
En efecto
1 1 es(p—v'—a) _ o5(p—¢'+a)

| — eslo—v'—a) | _ pilp—v'+a) (1— e%(w@/*a))(l _ e%(sofso”ra))

i

6%(90_4101) (e% — 6_7>

] _ etle—¢ta) _ pip—¢/—a) + (eé(sofeo’Jra))(e%(sa*eo’*a))
6%(3@—(}0’)(@% —_ 6_%)

1— e%(‘p_@,)(e%a + e_%a) + eile—¢) ’

(3.31)
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Utilizando que 2isiny = e —e ™ y 2cosy =€ + e, v € C en (3.31), tenemos

1 1 B 2isin %eé(w—w’)
1 —eslee=0) ] _ealemeFe) ] 9cos 2ealee) 4 eile—)
i sin Qes(e—9)
o '22 sin Gez | (3.32)
e2P=¥) (em2le=¥) 2 cos § + e2 (=)
2isin §

e_%(‘:p_‘)@/) —+ 6%(‘:0_90/) _ 2 CcOS % '

Nuevamente utilizando que 2cosy = ¢ +e 7, v € Cy que —i = 1/i en (3.32),
tenemos

1 1 B 2isin §
1—eale—e'=a) 1 _ eale—e/+a) 2 cos @ —2cos §
. (3.33)
_ S111 3
i(cos § — cos @) '

Notemos que los puntos @ = +(p — ¢’) quedan fuera de la regién encerrada por el
contorno de integracién. Se ve inmediatamente que la funcién Uy satisface la ecuacion
de Helmholtz bajo ciertas condiciones (al igual que todas las funciones que resultan
de la ecuacién (2.39), a través de la sustituciéon de una funcién compleja arbitraria
f ) Mas adelante revisaremos estas condiciones.

Proposicién 3.3.1. La integral (3.30) admite la diferenciacién con respecto de r
hasta n-veces.

Demostracién. Diferenciando formalmente Uy(r, ) con respecto de r, obtenemos

0"Uy(r, ) (ik)" / sin § cos™ a
A

= — - —
orn 41 cos § — cos (¢ 2“’ )

ekreosadn,  n e N. (3.34)

Del Lema 3.2.2 se sigue que para demostrar que (3.34) converge, es suficiente demos-
trar un lema similar al Lema 3.2.3.

Lema 3.3.2. Sea a € A, donde A es el contorno dado en la Figura 3.1, y sea

sin &

M (a, ) == Mi(a) := z__ (3.35)

entonces existe ¢ > 0 tal que |M;(a)| < c.
Demostracién. La demostraciéon es andloga al Lema 3.2.3.

Lema 3.3.3. Sea a = a; +ias € A, n € N y My(«) dada en (3.35), entonces existe
c >0 tal que
| Mi(a) cos™ a| < ce™2. (3.36)
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Demostracién. Para o € A
|cos a| = |cos(ay + iag)| < e (3.37)

ya que ay > 0 para a € A. De aqui [cos” o] < €"*2. Ahora el Lema 3.3.2 implica
(3.36).
Lema 3.3.3 se demostro.

Finalmente del Lema 3.2.2 y del Lema 3.3.3, tenemos
sin § cos" «

a (p—¢')
COS D) COS 2

. 5602 _Se%2 — a2
ezk'rcoscx < Cenagcoe devz _ cle de*2+nag < koe doe , 0< (50 < 6.

(3.38)
(véase la prueba de la ultima desigualdad en Apéndice C). Por lo tanto, (3.34) con-
verge sobre A. W

Ahora analicemos la ——Uy, donde Uj estda dada por (3.30). Primero vamos a

O™

derivar n-veces el integrando en (3.30).

Lema 3.3.4. Sean ¢,¢' € R, n € N, entonces

() o 1
)= —
O cos § —COS%

$ ) e b € O
=0

(n+1)—1
— a (p—¢")
= (cos S — cos F5 )

(3.39)

Demostracion. Demostremos el Lemma 3.3.4 por induccién sobre n. Paran = 0
evidentemente (3.39) se cumple. Ahora supongamos que (3.39) se cumple V0 < r < n,
entonces para 7 = n, tenemos

r—1

otr—1 9] k
tr(@):%:? Z ) NG ki(p)e C=, 1=0,--- ,r—1.
Y L <cos% — oS @)
(3.40)
Derivando cada uno de los términos, tenemos
k/ k Si (p—¢")
1(9) (- 1) sin 7 s 1=0, 7 — 1. (341)
(cos S — cos —(‘P_2”1)> (COS S — cos —("9_2“0/)>

Agrupando y renombrando cada uno de estos, es facil ver que se cumple (3.39).

Proposicién 3.3.5. Sean r > 0y ¢, ¢’ € R, entonces

a ikr cos

O"Uy(r, p) _ _L/ i ki(¢) sin Ge o
agpn A7 P < )(nJrl)l )

a (p—¢')
COS 5 COS 2

(3.42)
neNU{0}, ko, -, k, € C™,

donde la integral en (3.42) converge.
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Demostracion. Sea o = a; + iay € A, definamos

1 1
kn(a) = s ot - ooy M€ NuU{0}. (3.43)
(COS % — COoS (50*2_90)) COS 3 COs S
Es suficiente demostrar que
k() sin %ei}”’ cosa) < e(n 4 1)e 0", (3.44)

Por una prueba similar al Lema 3.3.2, existe ¢, > 0, tal que

Lo
sz

a (=) \"
COS 3 = COS 5

< ¢, neNU{0}. (3.45)

Tomando k = méx{c, : n € NU{0}} y por el Lema 3.2.2, obtenemos (3.44).
Proposicién 3.3.5 se demostro. B

Las Proposiciones 3.3.1, 3.3.5, implican el siguiente teorema.

Teorema 3.3.6. La integral en la expresién para Uy dada por (3.30), se queda con-
vergente después de la diferenciacién n-veces con respecto de r, ¢, es decir la funcién
Up € C=(r,p), r>0,p€R.

Vamos a seguir revisando las hipétesis del Teorema 2.3.1. Teorema 3.3.6 signifi-
ca que se cumple la primera condicion. El siguiente Lema ensena que se cumple la
siguiente hipotesis.

Lema 3.3.7. Sean A=, A" los extremos del contorno A y Mi(«) dada en (3.35),
entonces

A* A+
My(a)e sl = My(a)sinae® s =0, (3.46)
A- A-
Demostracion.
1)
M, (a)ekreose) = lfim M (v + dag)e®reosteatioo) — o (3.47)
A+ (a1,02)—(2m—€,00)
por el Lema 3.3.2 y (3.11). Similarmente M () s« = (.
-
2) Ya que [sina| < e*?, a € A, y por el Lema 3.3.2, se tiene
| M () sina] < ce*?, ¢ > 0. (3.48)
AT
Finalmente por (3.11) y (3.48) se tiene que M (a)sin ae? 5| = (.
-

Lema 3.3.7 se demostrd. B
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Finalmente formulemos el Teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.3.8. Sea A el contorno definido en la Figura 3.1 con las condiciones (3.9).
Entonces, la funcién Uy(r, ¢) dada por (3.30) satisface la ecuaciéon de Helmholtz

(A + E)Uy(r, ) =0, V¢ €R. (3.49)

Demostracién. Del teorema 3.3.6 se tiene que existe una funcién Uy(r, p) € C*,
r > 0y ¢ € R. Por otro lado (3.49) se cumple por el Teorema 2.3.1, ya que el contorno
A tiene todas las propiedades del Teorema 2.3.1, donde Uy es igual a (2.39) con f
dada por (3.28). H



Capitulo 4

Aplicaciéon de la teoria de
Sommerfeld al problema de
difraccion sobre el semiplano

La funcién ug dada por (3.23) se puede considerar como una onda incidente en
ausencia del obstdculo que es la pantalla (semiplano Ry = {2, = 0,27 > O})

Introducimos la onda incidente u; (en presencia del obstaculo no transparente), tal que
wi(r, ) = ug(r, ), para ¢ € (0,7 + ¢') y 0 < ¢’ < 7 (véase Fig. 4.1). Consideremos
el siguiente problema de difracciéon. Sea

eihreste=e) >0, e (0,7 +¢)
wilw) = { 0, p € (m+ ¢, 2] (4.)

la onda incidente que cae a la pantalla {25 = 0,21 > 0}, donde suponemos que k > 0.
Sea

(4.2)

{ —etkreoslete) >0, e (0,71 —¢)

Oa 906(77'—90/,271']

Figura 4.1: Optica geométrica
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Las funciones u; y u, son ondas incidentes y reflejadas, es facil verificar que ellas
satisfacen la ecuacién de Helmholtz, (A + k?)u = 0 en sus dominios dados por (4.1)
y (4.2) respectivamente. Estas ondas corresponden la parte déptica del problema de
difraccién, ya que

(uw; + u,) () (4.3)

{ eikrcos(O—cp’) _ eikrcos(O-‘,—go’) =0 o e (0 T — SOI>
= Lo p e (m+¢, 2m]
Pero la solucién optica u; + u, es una funciéon discontinua en ¢ = 7 + ¢, que no
satisface la ecuacién de Helmholtz en R? \ R, ya que las soluciones de la ecuacién
de Helmholtz son necesariamente continuas dado que A + w? es el operador eliptico
[4]. Por lo tanto u; + u, no resuelve el problema de difraccién de Sommerfeld.

La meta es construir una solucién del problema de difraccion

{ (A + E)u(zy,25) =0, v € R?\ R,
w(xy, 22 +0) =u(z1, 20 — 0) =0, 21 >0,
tal que -
u(y, 22) = i) + up () + ug(z) € C(R* \ Ry), (4.6)

donde u(x) se llama la solucién total del problema y
ug(r,p) =0, r—o00, p#rty. (4.7)

La base para tal solucién es la funcién U, dada por (3.30). Esta funcién satisface
la ecuacién (4.4) lo cual se sigue del Teorema 3.3.8, pero esta funcién no satisface
las condiciones de frontera (4.5). Para modificar U, a la funcién que satisfaga (4.5)
A.Sommerfeld usa el método de simetrizacion, de manera precisa el define la funcion

u(l‘h 'IQ) - U(T, 90) = U0<T7 2 Spl) - UO(TJ 2 _¢/)7 p e (07 27T] \ {ﬂ- + 80/}7 SO/ S (07 7T)7

(4.8)
donde Uy(r, ¢, ¢") = Uy(r,¢) v Us(r, ) se define en (3.30). Obviamente u satisface
(4.4) y nos falta ahora revisar que u satisface (4.5).

Lema 4.0.1. u(r, ) dada por (4.8) satisface (4.5).

Demostracién. De (4.8) y (3.30), tenemos

1 sin %eikr cos 1 sin %eikr cos
u(r, @) —do — — —do
A

T 4mi cos § — cos (%‘P—) 4mi ) 4 cos § — cos (50—_2‘&)

1 . ; 1 1
— o <in Eezkr cos - — — - — dov
T J A COs 5 — COS (S"_‘&Q ) COs 5 — COS (50_‘10_2 )

pt+¢’ =g

1 . ikr cos a o’ 2 — o : pTe
= — = d '
yo As1n26 ((cos%—COS (50_—2<&’)) (cos%—COS( 5 /))> i
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Entonces, tenemos u(r, @) =0,y
=0

1 o Cos (7r+%)—cos (77—%)

u(r, = — [ sin —e"" "¢ : ; do.
(r:) oo Ami 4 2 (COS% — oS (7T — %)) (COS% — COS (7r + %))
(4.10)

De aqui u(r, ¢) =0.1

p=2m

Nos falta describir uq(x). Para esto representemos u(r, ¢) dada en (4.8) usando
la representacién para Uy dada en (3.30). Primero transformamos Uy. Hacemos el
cambio de variable & — —a en (3.30). Obtenemos

1 —sin geikr cos & 1 sin geikr cos
UO(T7 @) - 2 =) (—dOé) = T : =) da
ami J_4 cos § — cos S5 A J_ 4 cos § — cos S5
(4.11)
donde —A es el reflejo simétrico de A con respecto de 0, véase la Fig. 4.2
S(lar)
A
—or =T T 21 Ra)
A

Figura 4.2: Contorno C

Sumando (3.30) con (4.11) y dividiendo entre dos, obtenemos

1 sin %6ikr cos a

Uo(r, @) = —=— ;
ol ) i Ccos%—cos(‘p;—‘p)

da, (4.12)

donde C' = AU (—A), con las direcciones indicadas. Ahora escribimos u(r, ) dada
por (4.8) usando el contorno C. Obtenemos

cos € —cos =% cos

1 , 1 1
u(r,p) = ——— [ sin 2 gikr cosa [ — da, (4.13)
2 2 2

A — 7 7
811 c 2 PP Q—cos—@;“a

donde ¢ € (0,27 \ {m £ ¢'}, ¢ € (0, 7). Esta funcién como veremos mds adelante
contiene a u; y u,. Para encontrarlas usaremos el contorno D (véase la Fig. 4.3).
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S{a)

Figura 4.3: Contorno D

Usando el Teorema de residuos de Cauchy, podemos escribir

1 . X ik cosa 1 1
u(r,p) =— — [ sin—e — — — | da
8mi Jp 2 cos § —cos £5% cos § — cos EHE
(4.14)
1 , 1 1
~ 3 sin 56”‘"“)” [ = T " <P+§0'] do,
Ux; Dy COS 3 = COS s COS 5 = COS s
donde D; es el contorno representado en la Fig. 4.4.
S(a)
D,
-2 —T, 0 s s 3?%(1)
Figura 4.4: Contorno D,
La integral sobre D; en (4.14) se calcula por residuos.
Lema 4.0.2. Sea
1 ) 1 1
up,(r, ) i= —— sin & gikreosa — — — | da,
8w Jp, 2 cos § —cos £5% cos § — cos L%
(4.15)
donde ¢ € (0,27] \{m £ ¢'}, ¢' € (0,7) y
i @ ikrcosa i a ikrcosa
sin e sin e
fla):= fila) + fola) :== ~ 2 i ~ 2 T (4.16)
COSi—COST COSE—COST
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entonces
ez‘k:r cos(p—¢') __ eikrcos(cp—l—(p’)’ y= (()7 T — 90/)
up, (1, @) = eikTCOS(so—W)7 p€(m—¢,m+¢) (4.17)
0, @ € (T + ¢, 2n].
Demostracién.

1. Supongamos ¢ > ¢'. Sip € (0, 7—¢'), tenemos que a; = (p—¢'), ag = (¢’ — )
y as = (p+¢), ay = (—p — ¢') son polos simples de fi, fo respectivamente
dentro de el area acotada por D;. En efecto

pe(0,m—¢)el<p<nr—y¢ =>-n1<—¢ <p—¢ <7—2¢ <7 (4.18)

De aqui |p — ¢'| < 7. Anédlogamente 0 < |p + ¢'| < 7. Ademds

up, (r,9) :_W

2
<2m' Z Resa—ay f1(a) + Resa—ay,, f2 (a))
k=1

2

= _i (Z hi(ag) . h,2(04k+2)) (4.19)

~ gi(w)  gylanso)

— _1 (_46’L’]€T‘COS(@7Q0/) + 46ikrcos(<p+gp’)>
4

. o . ’
_ ezkr cos(p—¢’) ezkr cos(p+¢ )’

_ i @ ikrcosa _ a o=y o ot
donde hy(a) = hy(a) = sin Fe ¥ g12(a) = cos §—cos £5%, cos § —cos L2,
respectivamente.

2. Sipe(r—y¢,m+¢), entonces a; = (¢ — ¢'), as = (' — ) son polos simples
de f; dentro de el area acotada por D;. En efecto

pe(r—¢ m+y)en—¢ <p<nrt+y = T <720 < p—¢ <7 (4.20)

De aqui | — ¢'| <7y |p+ ¢| > 7. Ademds

2
up, (r,p) = —% (27m' Restl(ozk)>
k=1

1 ) /
— (-4 ikr cos(p—p ))
1 < c

_ eikr cos(p—¢’) )

(4.21)

3. Siy € (¢ +m, 27, entonces up, (1, ¢) = 0, ya que f(«) no tiene polos. En efecto
peW+m2ne+r<e<2n=>n<ep—¢ <2mr—¢ <2m. (4.22)

De aqui m < ¢ — ¢’ < 27. Por tanto f(a) no tiene polos en D;.
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4.1. Analisis de la onda difractada

La onda difractada es una onda que convierte la solucién éptica u;+u,. a la solucion
total del problema de Sommerfeld.
Segun nuestras exposiciones ella es

1 sin %ezkr cos sin %ezkr cos «
ug(r, p) =

— | da, 4.23
“ﬂ) (1.23)

Cos § — COS (“”*T“"l) a Ccos § — €08 (—

8T Jp .

que se sigue de (4.14) y del Lema (4.0.2), donde ¢ € (0,27, ¢’ € (0,7) . Nuestra
ultima meta en este trabajo es demostrar que

ug(r,p) =0, r—o0, p#n+y. (4.24)
Lema 4.1.1. 4.2} se cumple.

Demostracion. Es suficiente demostrar que

ikr cos «

sin e
wi= [ : —da, ¢ (0,20]\{r 4}, e, (42)
D, cos 2 — cos (£2£)

satisface (4.24), donde D es el contorno derecho de la Fig. 4.3 (otros casos se consi-
deran similarmente). Vamos a cambiar D por v, (véase Fig 4.5).

()
N

N
ol
3
ol
%
°

Figura 4.5: Contorno 7y,

Es suficiente demostrar (4.24) para ug y ug , donde

a ikr cos a ikr cos a

sin <e sin <e
ul =ul +ul = 2 ~da + 2 —~da (4.26)
d & d + cos 2 — cos (u) + cos & — cos (u)
"1 2 2 Y2 2 2

7, 75 estdn dados en la Fig. 4.6. El caso u; se considera similarmente. Primero
veamos que existe ¢(¢) > 0 tal que Yo € v,

[My(e, )| < ), (4.27)
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donde M;(a, ¢) se define en (3.35) (ahora nos importa la dependencia con respecto
de ¢).

Sea a € 74 v ¢, ¢ dadas como en (4.25) respectivamente, entonces M (v, ) es
continua, ya que cos g = cos G cosh ¢ — isin §tsinh ¢ € R sii ap = 0, entonces
Vay # 0 € 74, tenemos que cos § — COS(W_T“"/) # 0. Si ap = 0 entonces oy = 7y
cos 5 = 0. Por lo tanto COS(“D_T@/) =0sii (p—¢') = (2k+ )7 para k =0,1,..., lo
cual no es posible por definicién de ¢, ¢’ ya que ¢ # 7 + ¢'.

1. Ahora veamos que M (q, ¢) es acotada en vi 1, donde 7{ 1 es el contorno dado
en la Fig. 4.6. Sea o € 'yffl, por un procedimiento similar al del Lema 3.2.3,
tenemos que

1 — eia

1 + ei™ — 2¢'3 cos (@—Tw’) '

| M (e, )| =

(4.28)

Sustituyendo o = a1 + i y tomando el limite de M (a, ) cuando as — 00,

tenemos ]
1 _ ezal—ag

T — — L. 4.29
1 4 eimi—az — 2¢73 —F cos (£52) (4.29)

De aqui y de la continuidad sobre v, tenemos que

Jeg > 0:Va e~y [Mi(o, )] < .

2. Ahora analizando M;(«, ) sobre 77, dado en la Fig. 4.6 y factorizando €’ en
(4.28), tenemos que

1 — efia

1+ e~io — 2¢71% cos (£52)

[ My(e, )| =

(4.30)

y el limg, o Mi(a, ) = 1. Por lo tanto 3¢, > 0 tal que Yo € 7, [My(a, )| <
¢o. Tomando ¢(¢) = méx{cy, ez}, se tiene que Ya € vi, [Mi(a, )| < c(y),

p#FTEY.

3. Sea uy definida como en (4.26) y veamos que uj — 0 cuando r — oo. Si

M (o, ) es como en (3.35) y 77, 71 son los contornos mostrados en la Fig.
4.6, entonces

g, (@)] < +

/ M, (ar, @)e™™ 52 da / M (o, p)e*reseda| . (4.31)
'Yit1 ’Yfr,z

Por (4.27), (3.12) y para 7, = 3 +ias, 71, = 5 — iay, donde oy € [3, 00),
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tenemos que

+ * krsinh T3 rsinh
—kr sinh as 7 sinh oo
lut ()| < ¢ e doy + ¢ e dag
5 —00
— C/ e—krsmhagd&2 + C/ ekrsmh(—az)da2 — 26/ e—krsmhagda2
3 3 3
o o0 oo
_kr o _kr 8¢ _kr 8C _krx
< 2c e 1% day < 2¢ e 1dag = ——e 4| = —¢ s
us us kr e kr
2
(4.32)
De aqui tenemos que ujl — 0 cuando r — oo.
S(a) S(a)
N
“/il
7
o o % N
™ 3 ™ 3
2 T R(a) 3 Tz R(a)
Viz
. Y

Figura 4.6: Contorno 7;", Contorno -,

Ahora veamos que uj — 0, cuando r — oo. Por (4.27), (3.12) y para 5 =
(g 4 ) + icry, donde oy € [—F, 7], tenemos que Vo # m + ¢, 3e(yp) tal que

Jua, (e, 0)] =

/ M1<Oé, SO)Q'ilm"coscudoé
o

< C((,O) /2 ekrsin(ag—i—ﬂ') SinhanOég

2
_ C((p) /2 6_krsina2 sinhagda2
o (4.33)
— C(go)/ e*k?“smaz Smha?d&g + 0(90)/ efkrsmag smhagda2
_r 0
2

™

0 o2 o2
< c(go)/ e " do + c(p) /2 e F 2 doy

-z 0

2 krgn kg2
= 2¢(p) e 1 %2day < 2¢(p) e 12 dag.
0 0
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. o0 _p2
¥ a2 y teniendo en cuenta que [;° e dx = ‘/TE, tenemos que

> _kr,2 4c > _ 52 T
‘u;;(a,gp)‘ gZC(go)/O "1 2oy = \/<k_i)/0 e 5d5:20(gp>‘/g. (4.34)

De aqui tenemos que u;; — 0 cuando r — oo. Por lo tanto Lema 4.1.1 se demostro.l

Tomando §% =

Nota 4. c¢(p) = oo cuando ¢ — 7+ ¢'.



Conclusion

En este trabajo hemos descrito el método de Sommerfeld para la obtencion de las
soluciones ramificadas de la ecuacion de Helmholtz. Esto se hace en los capitulos del
1 al 3.

En el capitulo 4 ensenamos como se aplica este método para solucién del problema
de difraccién sobre una pantalla no transparente. Ademas mostramos que la solucion
obtenida realmente satisface este problema.
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Apéndice A

Demostraciones de algunas
afirmaciones de la seccion 2.1

Lema A.0.1. (2.2) & (2.3).

Demostracién. Definamos

U1 (8100, @) 1= u,, (0, ). (A1)

Aqui w,; estd bien definida pues u,, es funcién, definida sobre [5F, 7] por (2.2).
Ademas
8uml 8um1 a2uml a2um1 2 auml .
— 0 - 20 — 0 A2
00 asing 7 "o J(sin 0)? cos dsing (A.2)

sin’ @

(A.3)

(sinf cosf) = cos —

Osinf cosf

1. Sustituyendo (A.1) en (2.2) tenemos la siguiente ecuacién equivalente a (2.2)

1 0%upy, 1 3(.

sin20 052 | sinfo0 20

2 2 (A4)
__1 Ot + L cos 6% + sin «9% +m(m + 1)u
T sin?0 0p® | sinf o0 062 m

2. Sustituyendo (A.2) en la parte derecha de (A.4), tenemos la siguiente ecuacién
equivalente a (2.2)

1 82um1 1 0 (

. (?uml 1 62uml
il Z8ml 1 —
sin?6 Op? sin 6 00 sin 0 ) m(m Jum

sin?f Op?

1 8um1 2 : 2 aQUml . 8um1
sin 0 {8 sin 6 cos” + sin§ (COS ea(sin )2 B Slne@sin@ +m(m+ Lt
1 0up 1 O ) oy _ ) U1
- - 1)t .
sin?f Op? sin 6 (8sin9(cos f —sin”6) + sin g cos ea(sin 9)2) + m(m + 1)t

(A.5)
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3. Factorizando el cosé en (A.5), obtenemos la ecuacién equivalente a (2.2)

L 0Pt 1 U sin? 6 0% U1
0— 6 cos 0 0 1)Uy
sin? @ Jp? +sin0(8sin6’(cos COSQ)+8(S1I16) sin 6 cos ¢ | cos O+m(m+1)um

(A.6)
4. Teniendo en cuenta (A.3) se obtiene que (A.6) < (2.3). Entonces (2.2) < (2.3). R
Proposicién A.0.2. (2.3) & (2.11).

La demostracién se sigue de los Lemas (A.0.3) y (A.0.4), que se demuestran a conti-
nuacion

Lema A.0.3. (2.11) es equivalente a (A.7), donde (A.7) es la siguiente ecuacion

1 Pupy 1| O%upy K2 k272
— — _/r' _— —
r2 Op? r 8(%)2 m?2 m?2
Oy k k?r? L k22 m(m + 1)k?
-+ —aﬁ E ( 1 - m2 — : o >] 1— m2 + m2 Um1 = 0 (A?)
m — T

Y um1 se define por (A.1).
Demostracion.

1. De (2.5) tenemos la siguiente ecuacién, y diferenciando dicha ecuacién tenemos

. kr
U (SIN 0, ©) = Uy <E’ gp), (A.8)
2 2 2
or 8% m Or? 8(%)2 m2
2. Ademas 22
0 k:27"2 k:27“2 o
ar( ) m? —. (A.10)
V V' L
3. Derivando el producto de ‘9“’”"1 yra/l— k;f tenemos
1 0 QUi . k2r2 1 U - k2r2 N Oy O 1 k2r2
ror\" or m? )] "\ o | m?2 ar or\ m?2 ’
(A.11)
4. Sustituyendo (A.9) y (A.10) en la parte derecha de (A.11), obtenemos
10 T@uml - K2y 1 0% U1 k—zr k22
ror or m2 ) 7 6(ﬁ)2 m2 m2

2,2 k%r?
auml k / k r p— . (A12)
,/1 — B
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5. Sustituyendo la parte derecha de (A.12) en (2.11) obtenemos (A.7). Por lo tanto
(A7) < (2.11). 1

Lema A.0.4. (2.3) & (A.7).
Demostracion.

1. Sustituyendo (2.5) y

(
m? ®uy,y; m 0 kr auml\/ k2r2 \/ k2r2
R m o AN YA 1ty = 0.
k2r2 6902 +kra(%)<m8(%) mQ m2 +m(m+ )u 1 0

(A.13)

0 kr k2r2 k2r2 k2 ’
/1 /1 (A.14)
8(%) (m ) [1 _ k22

3. Derivando el siguiente producto contenido en (A.13) y utilizando (A.14), obtene-
mos

m 0 (kr QU ] k2r2> _m [f}’zuml kr k2r?
" kr

b ) = oV e

ma(kr) m2
I VN AT
a(kr) a(kr) m m2 (A.15)

—om | OPupy kr /1 k2r2 auml /1 k?27“2 k;qf
ke |0(k)2m 1_ k2
m -

4. Multiplicando el primer término de la parte derecha de (A.15) por 7' y dividiendo

el segundo término de la parte derecha de (A.15) por %! obtenemos que (A.15) es
equivalente a la siguiente ecuacion

m_0 (k_@ 1_@>

A.8) en (2.3), obtenemos la ecuacién equivalente a (2.3)

2. Adems3s

b o) \mogy) V' e
m? | 0%uy,; k? k202 Ouyn k k272 K

_ AP I Il 2 S 1— — m Al
L2y [a(%)zmgr 2 8(%)?71( m2 e (A.16)

5. Sustituyendo la parte derecha de (A.16) en el segundo sumando de (A.13), obte-
nemos la ecuacion equivalente a (A.13) dada como sigue
m?2 aQUml a2um k2 . k2p2
k2r2 92 k2

a(zm? T T

3 k; kQ 2 k2 2 272
Uml 7; 1-— —7; +m(m + 1)um = 0.
m W m
m2

(A.17)
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6. Dividiendo entre f—; (A.17), obtenemos (A.7), la cual es equivalente a (A.13). Ya

que (A.13) < (2.3), entonces (A.7) < (2.3). K



Apéndice B

Demostraciones de algunas
afirmaciones de la seccion 2.2

Demostracién. de la expansion (2.13).
Aplicando la serie de Taylor a la funcién (1 — x)%, obtenemos

-1 -(m-1)

T—-— z"+o(x") cuando x — 0. (B.1)

Tomando = = k;’f en (B.1), obtenemos (2.13). W

Lema B.0.1. !
T’%%W:t teC (B.2)
Demostracién de Lema B.0.1
lfm (1 + i)m —¢!, teC. (B.3)
m—00 m
Utilizando (B.3), tenemos que
1 1 1,

A T )y o A (= im) et ™ (B4)
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Apéndice C

Completitud de la demostracion
del Lema 3.3.3

Lema C.0.1. Sean 6,a > 0 y n € N, entonces existen c,dy > 0, tal que

fla) i= 70 < em%0 () < §y < 4. (C.1)

Demostracién.

. Primero demostremos que dagy > 0 tal que

e et < om0y > g > 0. (C.2)

Es suficiente demostrar

—de* +na < —6pe® <0, a>ay >0, (C.3)
equivalentemente
< > n > >0
— e )
a5 —d 0

60[
Dado que — — o0, cuando @ — 00, existe o tal que (C.3) se cumple. Por lo

«
tanto (C.2) se cumple ¥V a > ag > 0.

. Ahora veamos que (C.1) se satisface Vao > 0. Sean g(«), f(«), sobre [0, oy], donde

dpe™

gla) == e y f dada como en (C.1), ya que las funciones son continuas y

cumplen que
fla),g(a) >0, Va € [0, ).
Entonces dec > 0 tal que
max f(a) < cg(a) Va € [0, agl. (C4)
Finalmente de aqui y de 1), tenemos
fla) < cg(a) Ya €0, 00). (C.5)

Lema C.0.1 se demostro. B
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