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Resumen

En uno de los primeros resultados concernientes a la estructura abstracta de 6rdenes
lineales, G. Cantor demuestra que cualesquiera dos 6rdenes lineales densos numerables
son isomorfos. Una pregunta natural es si la misma conclusién permanece vélida para
ordenes lineales densos no numerables. Para los propodsitos del presente trabajo, cen-
traremos nuestra atencion en los 6rdenes lineales separables que son k-densos.

B. D. Dushnik y E. W. Miller en [3] y [4] muestran que hay mas de dos dérdenes
lineales 2%0-densos. Por otra parte J. E. Baumgartner en [1] demuestra que es rela-
tivamente consistente con ZF'C' que cualesquiera dos subdérdenes N;-densos de R son
isomorfos. En el mismo articulo, Baumgartner pregunta si es consistente con ZF'C que
2% > N, v que cualesquiera dos subdérdenes N,-densos de R son isomorfos. Se denota
por BA, el enunciado: 2% > k y cualesquiera dos subdrdenes x-densos de R son iso-
morfos.

El objetivo principal de este trabajo es presentar una prueba razonablemente com-
pleta del resultado de Baumgartner, asi como también mencionar la estrategia pro-

puesta en [10] para lograr un modelo donde BAy, y BAy, son ambos ciertos.

Palabras clave: Ordenes lineales, Teoria de Conjuntos, Isomorfismo de Baumgartner,
forcing, érdenes k-densos.
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Abstract

In one of the first results concerning the abstract structure of linear orders, G. Can-
tor shows that any two countable dense linear orders are isomorphic. A natural question
is whether the same conclusion remains valid for uncountable dense linear orders. For
the purposes of this paper, we will focus on the separable linear orders that are xk-dense.

B. D. Dushnik and E. W. Miller in [3] and [4] show that there are more than two
linear orders 2%0-dense. Moreover J.E. Baumgartner in [1] proves to be relatively consis-
tent with ZF'C' that any two suborders N;-dense R are isomorphic. In the same article,
Baumgartner asked whether it was consistent that ZFC and 2% > R, and any two
suborders Ny-dense of R are isomorphic. It is denoted by BA, the statement: 2% > k
and any two suborders k-dense of R are isomorphic.

The main objective of this paper is to present a reasonably complete test results

Baumgartner and also mention a strategy proposed in [10] for a model where BAy,
and BAy, are both true.

v



Introduccion

En uno de los primeros resultados concernientes a la estructura abstracta de 6rdenes
lineales, G. Cantor demuestra que cualesquiera dos 6rdenes lineales densos numerables
son isomorfos (a Q). Aqui, un orden lineal es denso si no tiene un primer y un iltimo
elemento (i.e., sin extremos), y entre cualesquiera dos elementos hay un tercero. Una
pregunta natural, motivada por este resultado clasico, es si la misma conclusiéon per-
manece valida para ordenes lineales densos no numerables. La situacién en este caso,
sin embargo, es mucho méas complicada. En primer lugar, podemos tener dos 6rdenes
lineales densos no numerables con la misma cardinalidad tal que uno de ellos contenga
un intervalo numerable y el otro no. Por tal razén, por lo general se centra la atencién
sobre érdenes lineales k-densos, para algin cardinal k—ordenes lineales sin extremos
con la propiedad de cada intervalo no vacio contiene exactamente x elementos. Sin
embargo, incluso en la clase de los érdenes lineales N;-densos, hay muchas diferencias
cualitativas, siendo la separabilidad la mas notable de estas. Aqui, un orden lineal es
separable si contiene un suborden numerable denso respecto a la topologia inducida
por el orden. Para los propoésitos del presente trabajo, centraremos nuestra atencién en
los érdenes lineales separables que son x-densos.

B. D. Dushnik y E. W. Miller en [3] y [4] muestran que la clase de los dérdenes
lineales 2%°-densos es realmente complicada, prueban que hay 2° érdenes lineales ¢-
densos no isomorfos, donde ¢ = 2. Por tanto, si 2% = N, (i.e., CH), la conclusién del
Teorema de Cantor falla totalmente para 6rdenes lineales N;-densos. Sin embargo, J.
E. Baumgartner en [1] demuestra (via una extensién de forcing) que es relativamente
consistente con ZFC que cualesquiera dos subdrdenes N;-densos de R son isomorfos.
En el mismo articulo, Baumgartner pregunta si es consistente con ZFC' que 2% > R,
y que cualesquiera dos subdrdenes No-densos de R son isomorfos. Para facilitar la es-
critura, en la literatura del tema es comtn denotar por BA, al enunciado: 2% > k y
cualesquiera dos subdrdenes x-densos de R son isomorfos. Note que, por el resultado
de Dushnik y Miller, cualquier modelo de BAjy, necesariamente debe satisfacer que
2% > N,.

El objetivo principal de este trabajo es presentar una prueba razonablemente com-
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pleta del resultado de Baumgartner, asi como también mencionar la estrategia pro-
puesta en [10] para lograr un modelo donde BAy, y BAy, son ambos ciertos. Aunque
el problema de Baumgartner ha sido popularizado por S. Shelah y otros ([12, Pg. 20]),
poco progreso se ha hecho hasta la aparicién de [10], debido a que los métodos para
construir modelos de 2% > N, son relativamente limitados.

El presente trabajo esta dividido en tres capitulos. En el Capitulo 1 ademas de
algunas definiciones bésicas se dard una demostracién del Teorema de Cantor y del re-
sultado de Dushnik y Miller que hemos mencionado méas arriba. El Teorema de Cantor
originalmente se demuestra usando el método conocido como Back and forth, sin em-
bargo, con el fin de mostrar cémo generalizar una prueba para el caso de los X;-densos,
se dard un prueba basada en el Lema de Rasiowa-Sikorski el cual usa argumentos de
forcing. En el Capitulo 2 se expondra un poco acerca de elementos necesarios para la
técnica de forcing, acerca de clubs rapidos y el objetivo principal que es la construccion
de un modelo donde B Ay, es cierto, dicha construccién esta basada en la construccion
original de Baumgartner. Esta variacién es posible encontrarla en [11]. Finalmente en
el Capitulo 3 se expondra brevemente los avances que hay al problema de Baumgartner
los cuales podemos encontrar en [10].

En el caso de no definir algiin objeto en este trabajo, o si se desea consultar alguna
prueba adicional, en todos los casos se incluye una referencia para ello. Sin embargo, se
recuerda que en [5], [6], [7] y [8], puede ser encontrado précticamente cualquier objeto
mencionado en este trabajo.

José Antonio Corona Garcia
Junio de 2015



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definiciones

En este capitulo se expondran algunas convenciones y definiciones béasicas necesa-
rias para el desarrollo del tema. Las letras «, 3,7... denotan ordinales, las letras x, A
cardinales y % el minimo cardinal més grande que . [A]* es la coleccién de subcon-
juntos de A de tamano x, P(X) el conjunto potencia, R el conjunto de los niimeros
reales y ¢ denota la cardinalidad de los reales. Se definen los siguientes enunciados:

e C'H que es la Hipétesis del Continuo: 280 = R,
o CH, quees2M =Ny, v
e GGCH la Hipétesis generalizada del Continuo: V(2" = k™).

Definicién 1.1.1. Un orden < sobre X es una relacién antisimétrica, transitiva y
reflexiva; adicionalmente es lineal si para cada z,y € X v <yox < y.

Definicién 1.1.2. Sea Y C R y < el orden usual sobre R. Y es un conjunto denso si
para cualquier intervalo abierto I, Y N1 # ().

Definicién 1.1.3. Un orden (X, <) es separable, si existe D C X que es denso y a lo
mas numerable.

Las definiciones anteriores son las necesarias para entender el lenguaje de los érdenes
lineales. Las siguientes definiciones seran ttiles para poder mostrar el Teorema de
Cantor y en general su uso en el resto de este trabajo.

Definicién 1.1.4. Un orden parcial es una tripleta P = (P, <p, 1p) tal que:

(i) P#0,
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(17) <p es un orden parcial sobre P,
(731) 1p es el elemento maximo de P bajo <p.

(iv) <p es un orden separativo, es decir para p € P existen ¢, ¢ tales que ¢; es
incompatible con ¢» (no existe p € P tal que esté por debajo de ambos), ¢; <p p

Y G2 <p p.

Generalmente sélo se hace mencién de P y se omite esta tripleta, también cuando
es claro se omiten los subindices en <p y 1p y se entiende p € P por p € P.

Definicién 1.1.5. Un filtro sobre un orden parcial P es un conjunto G C P(P) tal
que:

1. 1p € G,
2.sipeGyp<gqgentonces g € Gy
3. 8l pg,p1 € G hay un g € G tal que ¢ < pyy ¢ < ps1.

Definicién 1.1.6. Sea P un orden parcial y D C P, decimos que D es denso si para
todo p € P hay g € D tal que q < p.

Definicién 1.1.7. Sea P un orden parcial, 2 = {D; C P : D es denso Ai € I} una
familia de densos en P y GG un filtro. Decimos que G es Z-genérico si para todo D € &

GND#Q.

Para terminar esta seccion se enuncia un teorema que se usard para probar el
Teorema de Cantor y puede consultarse en [7, Pg. 87].

Teorema 1.1.8 (Rasiowa-Sikorski). Sea P un parcial y 2 una familia numerable de
densos de P, entonces existe un filtro -genérico sobre P.

Demostracion. Sea 9 = {D, : i < w}. Vamos a construir recursivamente una sucesion
{pi}i<w de elementos de P con las siguientes propiedades:

e p; < p; paratodai < j <w,
e para cada ¢ < w hay ¢; € D; con p; < g;.

Tomamos py como un elemento arbitrario en Dy. Supongamos que para n > i < (
los p; han sido construidos. Como D,, es denso en P, existe p € D,, tal que p < p,_1,
tomamos tal p como p,. Por lo tanto {p € P : (In)(p, < p)} es el filtro genérico
requerido.

m
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1.2 Teorema de Cantor

Esta seccién tiene como objetivo mostrar una prueba para el Teorema de Cantor.
Ademas se explicaran las definiciones necesarias y la generalizacion de este teorema.

Teorema 1.2.1 (Cantor). Para cualquier (X, <) conjunto linealmente ordenado, nu-
merable, denso en si mismo y sin extremos existe un isomorfismo de orden 1 entre X
y Q (el espacio de los nimeros racionales).

Demostracion. Definimos Fn(Q,X) = {f : f es funcién A dom(f) C QA |dom(f)| <
wAran(f) C X}y P ={f € Fn(Q,X) : f es estrictamente creciente}. Considere
(P,2), 2 ={D,:q€Q}U{D, :z € X} tal que D,, D, son como sigue:

D,={fe€P:qedom(f)}

D,={feP:xecran(f)}
Afirmacién 1. Paraq e Q yx € X D, y D, son densos.

Demostracion. En efecto, sean ¢ € Q y p € P. Queremos encontrar un p’ € D, tal
que p' < p. Si ¢ € dom(p) el mismo p funciona; suponga q ¢ dom(p). Sea dom(p) =
{q0,q1 - qn} tal que g < 1 < ... < qny x; = p(q;), entonces o < 1 < ... < T, ya
que p es estrictamente creciente. De esta forma hay un ¢« < n tal que ¢; < ¢ < gi11 0 ¢
es mayor o menor que cualquier elemento ¢;. Tome z € X tal que si hay un ¢ < n con
¢ < q < @i+1, por lo tanto z; < g < x;41, 0 bien si ¢ es mayor o menor que cualquier
elemento ¢; tome x de la misma forma. Si p’ = pU (¢, z), entonces p' < py p' € D,.
Para mostrar que D, es denso para cualquier x la prueba es analoga. O

Por las observaciones anteriores y por Lema de Rasiowa-Sikorski existe un filtro G
P-genérico sobre P. Asi, | JG =1 : Q — X es un isomorfismo de orden entre Q y X.
]

En el interés de tratar de encontrar alguna manera de generalizar el anterior teo-
rema, los ordenes lineales se restringieron a subconjuntos de niimeros reales, es decir
ya son érdenes separables, después, se traté de homogeneizar la propiedad de densidad
pidiendo que estos sean “igual”de densos en todos los reales. Esta propiedad esta dada
por la siguiente definicion.

Definicién 1.2.2. Sea A C R, decimos que A es k-denso si no tiene extremos y cada
intervalo abierto no vacio en los reales tiene s elementos de A.
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De la anterior definicién se concluye que los racionales son Nyp-densos en los reales
y que en este sentido al aumentar la cardinalidad de el orden lineal, éste conserva una
propiedad de densidad como en el caso de los racionales. Para considerar que tenga
sentido la anterior definicién, se considera x < 2%. M4s atin, los conjuntos k-densos en
los reales cumplen la siguiente propiedad:

Teorema 1.2.3. Si A C R es k-denso entonces |A| = k.

Demostracion. Sea % el conjunto de intervalos abiertos con extremos racionales. %
es numerable, pues Q lo es. Considere Z = {B,, : n € w}; entonces como R = J 4,
A=U,e. Bn N Ay por lo tanto

Al =1 Ba N Al < Saeul AN Bo| = Toeuk = w x £ = k.

new

]

Para finalizar esta seccion se enuncia BA, la cual es una generalizacién a la pregunta
de Baumgartner que aparece en [1].

Definicién 1.2.4. BA, es la siguiente Afirmacion:

“R0 > 1 v cualesquiera dos subconjuntos de nimeros reales x-densos son isomorfos”.

De la definicién anterior, es claro que el Teorema de Cantor implica BA,,. De aqui al
final de este capitulo se dardn los elementos necesarios para mostrar que B A, es falso,
de esto se sigue que para que BA, sea cierto en algin modelo de Z F'C' necesariamente
K < C.

1.3 Familias de Conjuntos

Esta seccion la agregamos para poder hablar un poco sobre subérdenes de los reales
de tamano ¢, sin embargo teoremas como el A-sistema también seran tutiles para cons-
trucciones posteriores.

Una familia A es llamada A-sistema si hay un conjunto r tal que para cualquiera
elementos distintos a,b € A se tiene que aNb = r. Si |A| > 2, r estd determinado
por Ay es llamado raiz. Una demostracion del Lema del A-sistema puede encontrarse
en varios textos de teorfa de conjuntos, sin embargo, particularmente en [7, Pg. 67]
aparece una prueba muy detallada.

Teorema 1.3.1 (A-sistema). Cualquier familia no numerable de conjuntos finitos con-
tiene una subfamilia no numerable que es un A-sistema.
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Definicién 1.3.2. Sea o/ una familia de subconjuntos de un X fijo. Decimos que <7
es una familia casi ajena, si |[A| = |X |y |AN B| < |X| para cualesquiera A, B € /.

Los siguientes dos teoremas seran ttiles para contar 6rdenes no isomorfos, su prueba
aparece en [7, Pg. 83].

Teorema 1.3.3. Sea x reqular. Entonces existe una familia casi ajena <7 de subcon-
Juntos de k tal que || = k.

Teorema 1.3.4 (CH). Existe o C wy familia casi ajena de tamano 2%.

1.4 Subodrdenes c-densos

En esta ultima seccion se analizara subdrdenes lineales del tamano del continuo. Pri-
mero, se construye un ejemplo de un suborden ¢—denso F tal que cualquier suborden
de E no es isomorfo a E. De esta forma, BA, es falso. El segundo teorema deja de lado
un poco la cuestién de ser ¢-denso y calcula la cantidad de subérdenes de tamano ¢ que
existen.

Teorema 1.4.1 (Dushnik-Miller [3]). Eziste E un subconjunto denso en R de cardi-
nalidad ¢ que no es isomorfo como orden (lineal) a ningin suborden propio de E.

Demostracion. Como todo automorfismo de orden de R es en particular una funcién
continua, se tiene que:

T ={T : T es un automorfismo de R distinto de la identidad}

es de tamano c.

Sea T = {T,, : @ < ¢} una enumeracién de T". Note que para todo a < ¢, F,, = {r €
R : T,(r) = r} es un conjunto cerrado no denso, luego U, = R\ F, es un abierto no
vacio y por tanto de tamano c. Asi, podemos construir por recursion dos c-sucesiones
(Do s v <€) ¥ {qo : @ < ¢) tales que para cada o

1. Ta(pa) = (Gua 7& Pa
2. Pay 4o € Ua \ U5<a{pﬂaQB}'

Hagamos E = {p, : o < ¢} y verifiquemos que E es el conjunto deseado. Para mos-
trar que E es denso, sea (a,b) C R con a < b. Note que existe un « < ¢ tal que Ty, es la
identidad fuera de (a,b) y T,(z) # « para cada = € (a,b). Por lo tanto necesariamente

Do € (a,b).
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Ahora sélo resta ver que E no es isomorfo a un suborden propio E’. En efecto,
suponga que hay f : F — E’ un isomorfismo de orden. Como f # id y E es denso,
se sigue que existe o < c tal que T, [ E = f. Asi, f(pa) = To(Pa) = Ga ¢ E, lo cual es
una contradiccion.

]

Antes de enunciar el siguiente teorema, es necesario recalcar que la hipdtesis add(M)
= ¢ que aparecera en el teorema es un debilitamiento de C'H. Para explicar esta hipote-
sis primero es necesario hablar un poco acerca de conjuntos nunca densos. Un conjunto
X C R es nunca denso si para cualquier abierto U de los reales hay un abierto U’ C U
tal que U'NX = .

Un conjunto es magro si es unién numerable de conjuntos nunca densos y
add(M) = min{|Z| : UI no es magro A (VI € Z)I es magro}.

De la definicién no es complicado convencerse que add(M) es mayor o igual a w; y que
este es un cardinal regular. Entonces add(M) = ¢ dice que la unién de menos que ¢
magros es un conjunto magro.

Teorema 1.4.2 (Dushnik-Miller [4]). (add(M) = ¢) Existe un subconjunto N C R
de tamano ¢ tal que si Ny, Ny son dos subconjuntos ajenos de N de tamano ¢ y ¢ es
cualquier funcién creciente o decreciente definida en Ny, entonces ¢p[N1] # Na.

Demostracion. Sea (f, : a < ¢) una enumeracién de todas las funciones mondtonas
en R y tales que £, = {z € R : f,(x) = =} es nunca denso en R. Para cada a < ¢
denotamos por D, al conjunto de valores donde f, es constante en un intervalo con
interior no vacfo. Note que D, es a lo més numerable, ya que f~![D,] es una unién
disjunta de intervalos en R con interior no vacio.

Por recursién se construye N = {x, : a < ¢} tal que:
(i) x4 # x5 para todo f < a,
(it) xq # fu(xp) paratodo p < ay f < a,

(173) fu(zq) # o para todo p < a'y

(iv) fu(za) # xg 0 fu(xs) € D, paratodo p < ay f < a.

Sea x( un numero real cualquiera y suponga que para todo 5 < a, x3 ha sido defini-
do. Mostremos que es posible elegir un x,, que satisface las condiciones anteriores. Las
primeras dos condiciones se pueden cumplir esquivando un conjunto de tamano me-
nor que ¢. Para asegurar la tercera condicién, dado que a < ¢ = add(M) se tiene que



1.4 Subdrdenes c-densos 7

U, <o £ es magro, entonces cualquier z € R\{J,_,, £}, cumple (i77). Finalmente para la

<o
cuarta condicién, mostremos que cualquier x € ﬁ\uu<a{f;1(:c5) B <an|fHzp)| <
1} satisface (iv). En efecto, fije p < o y suponga que f,(z) = xg para algin § < «,
entonces necesariamente |f~'(zg)| > 2. Sea 2/ € f~!(xg) con 2/ # x y supongamos
sin pérdida de generalidad que z < 2’. Como f,, es monétona, f[(z,2")] = x5 y por lo
tanto f,(z) =z € D,. Con todo lo anterior hay un conjunto comagro que cumple (i),
(13), (i) y (iv). Por lo tanto basta elegir un z, de tal forma que sea un elemento de

este conjunto comagro.

Resta ver que N es el conjunto deseado. Sea v : N; — N, una funcién mondtona
tal que [N7| = |[No| = ¢y NyN Ny = (. Sea ¥ : R — N; mondétona tal que W [ Ny = ).
Entonces ¥ = f, para algin p < ¢, luego ¥[Nq] = f,[N1] C f,[N]. Por (ii), para o >
si fu(xa) € N, entonces f,(xg) # Zq, es decir f[{zg: < a}] NN\ {xg: 08 <a}=0.
Por (ii1), fu(xa) # xa y por (iv) si f(z,) = xp, entonces f(z,) € D,. Por lo tanto
JuNINN C {f(xp) : B < p}UD,,. Asi9)[N1] # Ns, ya que de lo contrario si 1)[N1] = Ny,
se tendria que |N3| < ¢, lo cual seria una contradiccion.

[

Corolario 1.4.3. Sean Ny, Ny subconjuntos de tamano ¢ de N tal que [Ny N Ny| = ¢,
entonces no existe una funcion mondtona tal que f(Ny) = Ns.

Demostracion. Sea v : N — Ny y suponga que ¥(N7) = Na, como |N; N Ny| < ¢ es
de tamarno ¢ se tiene que [Ny \ No| = ¢, 0 [ A: A — Ny \ Ny con A = ¢ 1[Ny \ V]
es una funcién mondétona, entonces AN Ny \ Ny =0y ¢ | A(A) = Ny \ Ny, Lo cual es
una contradiccién al teorema anterior. De esta forma, tal 1) no existe. O

Como cualquier isomorfismo es una funcién monotona, calcular cudntos subérdenes
lineales no isomorfos de tamano ¢ es equivalente a crear familias casi ajenas sobre el
conjunto N del Teorema 1.4.2.

Corolario 1.4.4. Sea & = {A, C N : |As| = ¢ A < Kk} una familia casi ajena,
entonces A, no es isomorfo como orden lineal a Ag, para cualquier o, 3 menor que K.

Del corolario anterior, si es el caso que ¢ = add(M) o se cumpla C'H se tienen los
siguientes corolarios.

Corolario 1.4.5. Sic¢ es reqular y add(M) = ¢, entonces hay por lo menos ¢t conjuntos
no isomorfos de tamano c.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.3 como add(M) es regular, hay una familia casi
ajena de subconjuntos de N de tamano ¢t y por el Corolario 1.4.4 hay ¢ conjuntos
no isomorfos de tamano c.

Corolario 1.4.6. Suponga CH entonces hay 28! conjuntos no isomorfos de nimeros
reales de tamano c.



1.4 Subdrdenes c-densos 8

Por el Teorema 1.3.4 para N, hay una familia casi ajena de subconjuntos de N de
tamano ¢ casi ajenos cuya cardinalidad es 28 y por el Corolario 1.4.4 hay 2% conjuntos
no isomorfos de ntimeros reales.

]

Este ultimo corolario maximiza la cantidad de subdérdenes no isomorfos, ya que por
CH hay 2% = |P(R)| subérdenes no ismomorfos, es decir la cantidad méxima posible.



Capitulo 2

Isomorfismo de Baumgartner

Probablemente el resultado mas relevante sobre ordenes lineales N;-densos lo hizo
Baumgartner en [1], donde se demostré que existia un modelo donde cualquier par
de N;-densos es isomorfo. En este capitulo se trabajara hacia un modelo donde todos
los Ni-densos son isomorfos. Para ello se hablara de algunos elementos basicos para
la técnica de forcing y después se hablara acerca de clubs rapidos. En las tltimas dos
secciones se mostrara que para A, B C R N;-densos es posible construir un forcing c.c.c.
el cual agrega una funcion de isomorfismo entre A y B. Una vez creado este paso, se va
a iterar hasta concluir con un modelo donde cualquier par de N;-densos de los reales
son isomorfos.

2.1 Elementos de forcing

En el capitulo anterior se definié lo que es un orden parcial, sin embargo es muy
comun también llamarlos a estos un forcing. Varios de los elementos para conjuntos
parcialmente ordenados antes vistos tienen una version en forcing. Un filtro G sobre P
es P-genérico si para cualquier D conjunto denso en P GN D # (), la diferencia entre un
filtro P-genérico y un filtro Z-genérico es que en el primer caso si tienen que intersectar
todos los densos. p y ¢ son compatibles si hay unr € Ptal que r < pyr < qy p,qson
llamados incompatibles, si no son compatibles.

Estrictamente hablando V[G] consiste de todos los conjuntos que pueden ser cons-
truidos a partir de G por procesos definibles en V. De hecho cada conjunto tendra un
nombre en V. Informalmente un P-nombre 7 se define de manera recursiva a partir de
sus elementos, es decir, (o,p) € 7, donde o es un P-nombre y p € P. V¥ es la clase
de todos los P-nombres. También por recursion, se define la valuacién de los nombres
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segin GG de la siguiente forma:
val(t,G) = 17¢ = {wal(o,G) : Ip € G({o,p) € 7)}

vy V[G] = {rg : 7 € VF}.

Entonces, si se toma un conjunto = en V|[G] éste tiene un nombre en V y se denota
por Z y si es el caso de que x € V existe un nombre candnico {(y,1) : y € z} que se
denota por &, es muy comun en el caso de & omitir el simbolo cuando es claro que x € V.

El simbolo I denota la relacién de forzar. Asi, para p € P p IF ¢ quiere decir que
es cierta en V[G] para cualquier filtro genérico tal que p € G y se denota 1 IF ¢ como
IFp 1. Esta relacién inicialmente esta definida en la extensién pero es posible definir
una equivalente en el modelo base. Un método para esto es expuesto en [8, Cap. IV].
VI[G] es un modelo para ZFC.

Detras de esta técnica hay varios detalles que se omiten en cada argumento. La
intencion de esta seccion es mencionar lo necesario para poder recordar los ingredientes
necesarios para la obtenciéon de modelos que cumplan ciertos enunciados de la Teoria de
Conjuntos. Se omitiran muchos detalles y definiciones que pueden encontrarse en varios
textos introductorios. Para finalizar esta seccién se enunciaran algunas propiedades que
tienen que ver con el forcing, los nombres y la preservacién de ciertos objetos en la
extension.

Definicién 2.1.1. Si P es un forcing, entonces A C P es llamada anticadena en P si y
solo si Vp,q € A p y q son incompatibles.

Definicién 2.1.2. Sea P un forcing. Decimos que P cumple la condicion de la cadena
contable (c.c.c.) si para cualquier anticadena A en IP se tiene que |A| < Ny.

La importancia de destacar esta propiedad, es primordialmente contar el numero de
P-nombres para algin conjunto. Por otra parte las anticadenas maximales intersectan
siempre al genérico GG. Esto permite crear nombres méas manejables para conjuntos en
V[G]. Ademads esta condicién c.c.c. también es 1til para preservar cardinales, ya que
un forcing c.c.c. preserva cardinales.

Definicién 2.1.3. Para 7 € V¥ un buen nombre para un subconjunto de 7 es de la
forma (J{{o} x A, : 0 € dom(7)}, con A, una anticadena de P.

Lema 2.1.4. Fije 7 € V¥, X\ = |dom(7)|. Supongamos que k = |P| y P un forcing c.c.c.
entonces no hay mds de kK buenos nombres para subconjuntos de T.

Demostracién. Como P es c.c.c. hay a lo mas x™ anticadenas y por lo tanto no hay
més de (kM) = kM = k* buenos nombres. O
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Los siguientes lemas enuncian la importancia de los buenos nombres ya que al contar
cuantos buenos nombres hay para algin subconjunto de un conjunto 7 se cuenta en
realidad cudntos subconjuntos de 7 habra en la extensién. Las demostraciones pueden
consultarse en [8, Pg. 275,276].

Teorema 2.1.5. Si P es un forcing y 7, € V¥ hay un buen nombre 9 € V¥ tal que
Fepu C7— pn="1.

Lema 2.1.6. Fije P un forcing, suponga que en V Kk, \,0 son cardinales tales que
k= |P| y & =r*. Entonces en V[G] 2* < 4.

Corolario 2.1.7. Sea P un forcing c.c.c. de tamano wy y tal que en 'V es cierto CH y
CH;, entonces, hay a lo mads Ny buenos nombres para subconjuntos de Ny.

Demostracion. se define A como la coleccion de todas las anticadenas en P y sea GG un
filtro P-genérico. Por hipétesis P cumple c.c.c. entonces cada anticadena es a lo mas
numerable y por lo tanto |A] < [R;]R0 = R, Como V es un modelo de CH R}* = ¥,
por Teorema 2.1.5 si 0 C w; o estd determinado por una funcién f : w; — A. V
también es modelo de C'Hy, se tiene que la cantidad de funciones de este tipo son a lo

mas [AN] = R" = R, y por lo tanto hay a lo mas w, nombres para subconjuntos de
W1. ]

Los anteriores resultados muestran que hay a lo més wy P-nombres para subconjun-
tos de wy, como V es un modelo de C'H se puede pensar que un suborden de los reales
N;-denso es un subconjunto de wq, de esta forma para contar los posibles subérdenes
de los reales Ni-densos es suficiente con contar los buenos nombres para subconjuntos
de wy.

2.2 Iteracion

Una vez disenado un forcing que agregue un isomorfismo entre dos subdrdenes Ny-
densos, se va a trabajar en un método para poder hacer lo mismo con cualquier par de
subdrdenes Ni-densos de los reales. Para ello se amplia la nocién de forcing conocida
como iteracién, la iteracién es un método que en nuestro caso ayudara a agregar un
isomorfismo por cada par de N;-densos. En esta seccion se va a hacer mencién de los
elementos basicos para poder entender la iteracién.

Definicién 2.2.1. Sea « un ordinal. Una a-iteracion de soporte finito es un par de
sucesiones (Pe : & < a) y (Q¢ : £ < a) tal que:

e Cada IP¢ es un forcing.

e Todas las condiciones en P¢ son sucesiones de longitud &.
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e Cada Q¢ es un Pe-nombre tal que es forzado a ser un forcing.
o Py = {0} (el forcing trivial).
e Las condiciones en P¢;; son sucesiones p = (p(u) : pp < & + 1) tal que
(i) pIEEP,
(i) p(§) € dom(Q)e y p [ € IFp, p(§) € Q¢
Las condiciones del orden son p* < psiysélosip* [ £ <p [ yp* [ &Ik p*(zi) <
p(§)-
e Si 7 es limite, P, consiste de las sucesiones p = (p(p) : 1 < n) de tal forma que:

(i) (V¢ <n)p I & ePe,

(#1) Paratodo p < 7 excepto una cantidad finita p(y) = 1,,. El orden se extiende
de forma natural, p* < psiy sélosi (V& <n)p* [£<p]¢&.

Note que la iteracién esta completamente determinada por <Q§ : & < ). El siguiente

teorema es la version c.c.c. en el caso de iteraciones y una demostracion de este aparece
en [8, Pg. 334].

Teorema 2.2.2. Sea (Pe:{ <)y <Q§ : & < «) una a-iteracion de soporte finito en
V, suponga que para cada § < o l-p, "Qg¢ es c.c.c.”. Entonces P, es c.c.c.

Para finalizar esta seccidn, se enunciaran tres resultados que seran particularmente
utiles para la iteracion que se desarrollarda mas adelante, estos tienen que ver con
preservacion de hipétesis en la iteracion y para contar buenos nombres.

Lema 2.2.3. Sea P un forcing c.c.c. tal que |P| = wi, silkp |Q = wi, entonces
IP*Q| = wy
Demostracion. Como IFp |Q] = wi, sin pérdida de generalidad IFp Q C wy. Asi,

QC Ugcw, 1{a} x Ay © A, es una anticadena}, entonces Q| < | Uacw, 110} x Aq
A, es una anticadena}| y como [P| = w; y es c.c.c. se tiene que Q| < Sgew,w = w1 y
por lo tanto |P* Q| = wy. O

Corolario 2.2.4 (CH, CH,). Sea una iteracion (P, : a < ws), (Qqa 1 o < wo) tal que
(Va < wg) |Py| = wy IFp, Qn es c.cc. y P, es c.c.c. entonces Va < woV[G | a es un
modelo de CH y CH;.

Corolario 2.2.5 (CH, CH,). Sea una iteracion (P, : a < ws), (Qq : o < wo) tal que
(Vo < wy) |Py| = wr, IFp, Qu es c.cc. y P, es c.c.c. entonces si A C wy hay a lo mas
wy Py -nombres para subconjuntos de wy .
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2.3 Clubs rapidos

Definicién 2.3.1. Sean A, B € [w|*", se dice que A C* B si existe un Y C A tal que
V| <w yA\Y C B.

Observe que de la definicién anterior si A, B € [wi|*" y A C* B existe un ordinal «
tal que A\ o C B.

Definicién 2.3.2. Suponga que F es una coleccién de cerrados y no acotados (clubs)
de wy. Un club C se llama rdpido con respecto a F si para todo F € F, C C* F. Si
existe un club rapido para F se dice que F puede ser diagonalizado.

Proposicién 2.3.3. Sea F una familia de clubs en wy tal que | F| = Ry, entonces existe
C Cwy club tal que C' es rapido con respecto a F.

Demostracion. Tome F = {F, : @ < wy}. Se define la interseccién diagonal para F
como:
PocnFo={§<wi: &€ () Fa}

a<é

de la definicién, usando C' = A, F, se tiene que C'\ a C F,. Una prueba para ver
que C es club se encuentra en [5, Pg. 92]. O

Para la construccion de un forcing que que necesitard, va a ser necesario un club que
diagonalice a una familia de clubs F, esta familia estara construida a partir conjuntos
de A, B y w; y se probard que con una cantidad w; de clubs se puede construir este
forcing, es decir la interseccién diagonal de la familia serd el club rapido.

2.4 Isomorfismo de Baumgartner

Para comenzar el trabajo hacia un modelo donde todo par de ordenes N;-denso de
los reales sean isomorfos, en esta seccién se explicard el paso bésico. Dados A, B C R
conjuntos Ni-densos se va a forzar la existencia de un isomorfismo de orden entre A y
B, sin colapsar w.

Como A y B tienen tamano w; existen @4 :w; — Ay pp : w; — B enumeracio-
nes de A y B respectivamente, sea § un cardinal regular mas grande que el continuo.
Note que

Z={a<w : (M V) (|M| =R0),R,0oa, 05 € M N M Nw =a}



2.4 Isomorfismo de Baumgartner 14

es un club en wy .

Para mostrar la existencia de este forcing, es necesario la construccién de una familia
F de clubs y para construir esta familia se considera los siguientes conjuntos

Fn(A,B) ={f: f es funcién Adom(f) C AN |dom(f)| <w Aran(f)C B}

y F(A,B) = {f € Fn(A,B) : f es estrictamente creciente}. Entonces se de definen
S={SCFAB):|S=w}yR={RC [w]*¥:|R| =w}. La familia S colecciona
una cantidad numerable de funciones finitas de A a B, y la familia # colecciona una
cantidad numerable de sucesiones a lo mas numerable de ordinales, entonces se definen
los siguientes clubs:

C(S,R)={a<w;:(IM <Vy)(|M| =), S, R, R, pa, 05 € M N M Nw;, = a},

entonces F = {C(S,R) : s € SAR € R}U{Z}. De la definicién y si suponemos CH y
C'H; se tiene que |F| =Yy y por lo tanto C' su interseccién diagonal es un club rapido
para F.

Si tomamos C' un club rapido para la familia F, C' estard casi contenido en Z.
Cortando un segmento inicial, se puede decir que C' C Z. De aqui al final de este
capitulo se va considerar a C' el club rapido para la familia F definida anteriormente,
también sin pérdida de generalidad como C' C* Z, se considera que C' C Z.

Definicién 2.4.1. Sea a € C' y o* el siguiente punto de C arriba de . Se define el
[, a*)-segmento de A (denotado por segala, a*)) como el conjunto {p4(§) : a <€ <
a*}. También nos referimos al segafa, a*) como el a-segmento (pues a* estd determi-
nado por «). Similarmente se define segp[a, a*) usando ¢p.

Note que de cada segmento es numerable y que la uniéon de todos ellos es igual a
A (respectivamente a B). Estos segmentos serdn importantes en la definicién de un
forcing que haga isomorfos a A y B.

Proposicion 2.4.2. El a-segmento de A es denso en R, similarmente el a-segmento
de B es denso en R.

Demostracion. Probaremos que el [o, o*)-segmento de A es denso, el caso para un
segmento de B es similar. Fijemos (x,y) C R intervalo con extremos racionales. Sea
M < Vj testigo de que a* € Z, es decir que |[M| =Rg, R, pa, pp € My M Nw; = a*,
como x y ¥y son racionales pertenecen a M, ademas a < o implica que o € M. Como
A es Ny-denso y « es numerable, hay £ > «a tal que pa(§) € (z,y); esta afirmacién
es cierta en Vy, entonces « € My M < Vo, M = (3 > a)pa(§) € (x,y). Sea &
testigo de esto, entonces £ > a y como a* = M Nw; se tiene que £ < o*. Por lo tanto
€ € segala, a®) y como pa(§) € (x,y) segala, ) es denso en R. O
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Definicién 2.4.3. Sean a y 3 elementos de C, con C el club rapido. Decimos que «
y [ son vecinos, si entre estos dos ordinales sélo hay una cantidad finita de elementos

de C'y a # .

Definicién 2.4.4. Sea Q el siguiente forcing. Las condiciones de Q son conjuntos
finitos de pares (a;,b;) € A x B tal que:

(7) La funcién que asocia a; — b; preserva el orden de A a B,

(1) Sea [, o) tal que a; € segala, a*) y [5, 8%) tal que b; € segp|f, 5*). Entonces «
y [ son vecinos,

(17i) Para cualquier segmento [y,7*) , hay a lo méds un ¢ de tal manera que:

e a; € segaly,7*) y b; pertenece a un segmento anterior de B, o

e b, € segp|y,7") v a; pertenece a un segmento anterior de A.

El orden en Q es la contencion inversa, es decir dado p,q € Q se tiene que si p C g,
entonces q < p.

Este forcing posee un parecido al visto en el Teorema 1.2.1, sin embargo la genera-
lizacién natural no funciona, pues no seria c.c.c., entonces la condicién (ii) cortard el
nimero de opciones que tienen a y b, es decir dado a € A, {b € B : (a,b) € Q} es
numerable ya que para que (a, b) € Q, los segmentos a los que pertenecen tienen que ser
vecinos, igualmente en el caso para b, {a € A : (a,b) € Q} también es numerable. La
condicién (i) asegura que el filtro Q-genérico producird un isomorfismo de orden entre
Ay B. La condicién (iii) establece que en cada segmento hay a lo méds un punto que
es emparejado con un elemento de un segmento anterior, por consiguiente el resto de
puntos del segmento (si los tiene) estan emparejados con un elemento de un segmento
arriba.

Dadop € Q, p = {{ao, bo), (a1,b1) ..., {an_1,bn_1)} y tal que la enumeracién cumpla
que ap < a; < ... < a,_1; como p es una funcién que respeta el orden también se tiene
que by < by < ... < b,_1. Dada una condicién p y un par (a, b), se entiende por pU{(a, b)
que p U {{a,b)}, similarmente para p \ (a,b). Por el maximo segmento de dom(p) se
entiende el mayor « tal que hay un a € dom(p) tal que a € sega[a, a*). Similarmente
se define el maximo segmento de ran(p). Finalmente se define el maximo segmento de
p por el mayor « tal que hay = € dom(p) Uran(p) y x € segala, a*) U seggla, a*). Al
igual que las definicién de maximo segmento, también andlogamente se puede definir
el minimo segmento.

Antes de mostrar que es c.c.c., veamos que si G es Q-genérico, f = J{p:p € G} es
un isomorfismo de orden entre A y B, de esta forma en V[G] A y B serfan isomorfos.
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Note que por construccion es inyectiva en su dominio y preserva el orden gracias a la
definicién de Q. Asi, sélo basta mostrar que es una biyeccion entre A y B.

Proposicién 2.4.5. Para cada a € A y para cada b € B los conjuntos D, = {p €
Q:a€dom(p)}t yDy={p € Q:0beran(p)} son densos en Q (De esta forma
f=U{p:pe€ H} es suprayectiva y con dominio en todo A).

Demostracion. Se probara que D, es denso, para D es similar. Fijemosa € Ay p € Q.
Se desea encontrar ¢ < p tal que ¢ € D.

Sea [ar, o*) tal que a € segala, a*) y ag = «, a,1 el siguiente elemento de C' més
grande que «,,. Asi, para n € w con n > 1 «, es vecino de a. Como p es finito, sélo
hay una cantidad finita de elementos que aparecen en los segmentos [a,, av,+1), fija n
suficientemente grande tal que los puntos en p no aparezcan en [ay,, Qy41).

Por la Proposicién 2.4.2 el [, a*)-segmento de B es denso; entonces hay un b €
segpla, a*) tal que pU (a,b) preserva orden, de esta forma pU(a, b) cumple (i) de 2.4.4.
Por la eleccién de n, a y b pertenecen a segmentos vecinos, es decir (ii) es cierto. La
condicién (iii) se satisface porque a estd emparejado con un elemento de un segmento
méas grande y este es el Unico elemento en este segmento que esta emparejado con un
elemento de un segmento anterior. Por lo tanto ¢ = p U (a, b) es una condicién, ¢ < p
yqgeD.

O

Ahora falta mostrar que (w;) "¢ = (w;)". Como Q es c.c.c., entonces w; se habra pre-
servado. De aqui hasta terminar esta seccion se trabajara para mostrar que Q es c.c.c.

Suponga que T = {p¢ : £ < w;} es una anticadena de Q. De esta suposicién se
derivara una contradiccion.

Proposicién 2.4.6. Suponga que Q no es c.c.c., entonces es posible obtener una an-
ticadena T = {p¢ : £ € w1} de tamano wy con las siguientes propiedades:

(i) Hay n € w tal que todas las condiciones de T tienen el mismo tamarno n.

(ii) n es minimo, es decir no hay anticadenas no numerables tal que todos sus ele-
mentos tengan tamano menor que n.

(iii) {dom(p) : p € T} forma un A-sistema con raiz r = ).

(iv) Los elementos de T estan tomados en orden, es decir dado &1,& € wy y & < &,
se tiene que el mdzimo elemento de pe, es menor que el minimo segmento de pe.
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Demostracion. Al suponer que QQ no es c.c.c. existe una anticadena no numerable T”.
Sabemos que para 7" existe un natural m tal que 7" = {p € 7" : |p| = m} es una anti-
cadena no numerable. Por otra parte, existe un natural n tal que si S es una coleccién
no numerable de elementos con tamano menor que n, entonces S no es una anticadena.
Es importante mostrar que n > 1 ya que la condicion vacia es tinica. Como n es minimo
hay un testigo de que existe una anticadena no numerable 7" con elementos de tamano
n. Con todo lo anterior existe una anticadena no numerable que cumple (i) y (7).

Para (7i7) si T" es una anticadena que cumpla (i) y (i7) esta se puede reducir a una
anticadena 7" no numerable tal que {dom(p) : p € T'} formen un A-sistema con raiz r
(Teorema 1.3.1) , se mostrard que r = .

Suponga a € 1y sea o, a*) el segmento de a. Para cada pe € T', p¢(a) pertenece a un
segmento [3, 5*) tal que av y B son vecinos, entonces, sélo hay una cantidad numerable
de ellos y cada segmento tiene una cantidad numerable de elementos en B. De esta for-
ma s6lo hay una cantidad numerable de opciones para pe(a). Reduciendo a T si es nece-
sario es posible suponer que p¢(a) es un punto fijo, es decir (3b € B)(VE < wy)pe(a) = b.
Por minimalidad de n, las condiciones p¢ \ (a,b), £ < w; no son una anticadena. Tome
& # & tales que pg, — (a,b) y pe, — (a,b) son compatibles, entonces pg, U pg, \ (a,b)
es una condicion y entonces pe, U pg, es una condicion, lo cual es una contradiccion ya
que T es una anticadena. Asi existe una anticadena T que cumple (i), (i) y (i7i).

Finalmente para el dltimo punto, tome 7" = {g, : < w;} anticadena que cumpla
los primeros tres incisos. Como 7" forma un A-sistema con raiz vacia en los dominios de
los elementos de T”, para a < w; hay a lo més una cantidad numerable de condiciones
cuyos dominios estén en algin segmento anterior a «. Por recursion, definimos T =
{pe : £ < w1} tal que po = qo, y pe = py, donde g, es tal que el minimo segmento de g,
es mas grande que el supremo de los maximos segmentos de p, para A < £, més aun, se
pide un ¢, tal que ningin elemento de p, sea vecino de algin elemento de g,. Entonces
existe una anticadena 7' numerable que cumple todas las clausulas del teorema. O

Definicién 2.4.7. Para p,q € Q decimos que son orden compatible si p U q preserva
orden y orden incompatible en caso contrario.

Proposicién 2.4.8. Para toda p,q € T p y q son orden incompatible.

Demostracion. Fije pe,pe € T con & < &', como el dominio de ps y pe son ajenos
pe Upg es una funcién. Note que pe U pe cumplen (i4) y (¢4i) de la definicién 2.4.4. Sin
embargo como pg y pe estdn en T, estos son incompatibles por lo tanto pe y pe son
orden incompatible. O

Definicién 2.4.9. Una buena vecindad U C R? de longitud n es un conjunto finito de
cuadrados de la forma (2!, 27) x (3¢, yr), con i < n tal que:

7
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La? 4yl yr son todos racionales,

[RRad?

1. Los extremos x

2. los intervalos (x},2]) y (#},2}) son disjuntos para i # j, respectivamente los

(Wi, v7) v (45, 95),
3. la funcién que manda (!, 27) — (y!,y!') preserva orden.

Definicién 2.4.10. Una condicién p = {{(a;,b;) : ¢ < n} pertenece a U si para todo
I

i<n <xlvyl> € (.IZ,.CC:) X (%y:)

Una buena vecindad es una aproximacion a la condicion p usando intervalos abiertos
en lugar de usar elementos de A y B.
Proposiciéon 2.4.11. Sea p = {{a;,b;) : i < n} yp* = {{af,b}) : i < n} tales que
pertenecen a la misma buena vecindad U. Suponga que p y p* son orden incompatible,

entonces hay i < n tal que (a;, b;) y (af,bf) son orden incompatible.

Demostracion. Como (zk,27) — (yl,y7) preserva orden, a;,a; € (z%,z) v b;,bf €
(yl,y7), se sigue que para i # j, los pares (a; b;) y (a},b}) son orden compatible.
Entonces cualquier incompatibilidad entre p y p* aparece en los pares (a;, b;) y (aj, b})
para i = j. O

Para una condicién pe = {(a$,b%) : i < n} € T, pe—i denota la condicién pe\ (a%, b5),
esta es nuevamente una condicion de Q tal que tiene tamano n — 1. Para cada buena
vecindad U, sea Ty = {pe € T : pe pertenece a U}, Ty; = {pe —1 : pe € Ty} y
By; C wy tal que {pe : € € By} € Ty y {pe —i : £ € By} es una anticadena
maximal en 7y;. Dado que Ti7; es un conjunto de condiciones de tamano n — 1 por la
Proposicién 2.4.6 cualquier anticadena en 7Ty; es a lo més numerable. Por lo anterior
du; = supBy,; < wy y tome 0 = sup{dy; : i < n AU es buena vecindad}; como sélo
hay una cantidad numerable de buenas vecindades (pues estas estan determinadas por
extremos racionales), 0 < wy. Sea T' [ 6 = {pe : £ < J}. Entonces el siguiente conjunto
pertenece a F

Z'={a<wi: (M <V){A,B,pa,¢5,T [ 0,{Bvitv.} CM N |M|=
w A MNw = al,

En efecto, T | § € S y {Bu.i}ui € R y entonces C esta casi contenido en todo club
que vive en F, si Z' € F entonces hay oy < wy tal que C'\ ag C 7.

Una vez construido hasta aqui los elementos necesarios, se va a trabajar en una
contradiccion a partir de la existencia de la anticadena T'. Sea £ < w; suficientemente
grande tal que el minimo segmento usado en pe = {(a;,b;) : i < n} € T es mayor que
ap. Sea [, a*) el méximo segmento usado en pe. Por la condicién (iii) de la definicién
2.4.4 y como los puntos usados en pe en el segmento [a, a*) pueden ser emparejados con
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puntos de segmentos anteriores sélo hay un punto de pe¢ en el segmento [, a*) (note
que ser vecinos implica que (a;, b;) son tales que a; y b; estan en diferente segmento).
Suponga, sin pérdida de generalidad que ese punto es by (en el caso b; o a; para cual-
quier 7 es similar). Por definicién de Q, « pertenece al club rapido C. Por eleccién de
&, a > ap, entonces a € Z'. Tome M < Vj testigo de esto. Entonces M Nw; = a'y
A B,oa, 5, T 19y {Buv;}u: pertenecen a M.

Sea p =pe vy D = pe \ (@, bo). Entonces ag y todos los puntos de p son elementos
de M, pues estan en segmentos anteriores a [a, ag). Por otra parte, by no pertenece a M.

Sea X el conjunto de b € B tales que:

(I) pU {ao,b) es incompatible con todas las condiciones de 7" [ 4.

(II) Para cada buena vecindad U tal que pU (ag, b) pertenezca a U, hay un ¢ € By
tal que p es orden compatible con p, \ 0.

Todos los parametros en la definicién de X pertenecen a M, y como la definicién
puede hacerse en Vg, X € M ya que M < V. Esta parte final va a mostrar que X tiene
a lo més dos elementos y por lo tanto X C M, sin embargo también se mostrard que
bo € X lo cual serd una contradiccién, pues by ¢ M.

Proposicién 2.4.12. by pertenece a X.

Demostracion. p U (ag,b) = pe. Como T' es una anticadena, pe es incompatible con
cualquier elemento de 7', en particular con cualquier condicién de T' | 6§, entonces (/)
es cierto para by. Fije una buena vecindad tal que pe € U, entonces p¢ pertenece a Ty
ademds p = pe \ 0y p € Ty entonces hay un ¢ € By tal que p es compatible con
pe \ 0y por lo tanto by cumple (I1) y by € X. O

Proposicion 2.4.13. X tiene a lo mds dos elementos.

Demostracion. Suponga por contradiccién que X tiene al menos tres elementos b, <
by < bp. Sea pr, = P U (ag,bx) y se define p; y p,, similarmente. Sea U; una buena
vecindad de U; de p; tal que pr v p. no pertenezcan a esta. Sea U* una vecindad
suficientemente grande tal que estos tres elementos pertenezcan a U* y U C U*.

Por condicién (I1) para p;, hay un ¢ € By, tal que p, \ 0 es orden compatible con
p\0 =D, pc = {{(c;,d;) : i < n}. Entonces p; pertenece a U; y pe \ 0 es orden compatible
con p. Como d es més grande que supBy,, o también se sabe que p. € T' [ 6.

Por condicién (I) para p,,, pc es orden incompatible con p,,. Como U; C U*, p¢
pertenece a U*, como p,, pertenece a U* por la Proposicion 2.4.11 hay un ¢ < n tal
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que en la i-ésima coordenada p,, y p¢ con incompatibles. Como p¢ \ 0 es compatible
con p,, \ 07 =0. De la misma forma para p, también se puede mostrar que (ag, by) es
incompatible con (cy, dp).

Por otra parte, note que como ps € U; y pi, pm no pertenecen a esta dy estd entre
be ¥ b, es decir by < by < by,. ¢o puede ser mayor o menor que ag (no pueden ser el
mismo ya que el maximo segmento usado en p¢ es anterior al minimo segmento usado
en pe). Si ¢y < ap, entonces como dy < by, se sigue que (o, dp) es orden compatible con
(ag, by). Si ¢y > ag entonces como dy > by, (co,dp) es orden compatible con (ag, by). Sin
embargo usando cldusula () en la definicién de X para p,, y para py se ve que {(ag, by)
es orden compatible con alguno de estos dos, lo cual es una contradiccion. O

De lo anterior se concluye que X C M, pues es un conjunto finito que es un
elemento de M. Sin embargo esto es una contradiccién, pues by es un elemento del
[, a*)-segmento de B, lo cual quiere decir que estd entre o y a* y entonces by & M.
Esta contradiccion viene originalmente de suponer la existencia de una anticadena no
numerable, por lo tanto QQ es c.c.c.

2.5 Iteracién de Q

En la seccion anterior se explico el forcing que agrega un isomorfismo para A y B
subdrdenes Ni-densos. En esta seccion se explicard una iteracion tal que en la extension
BA,, un enunciado cierto. La mayoria de los resultados de esta seccién estan inspirados
en la prueba de consistencia de M A que aparece en [8] y [9].

El paso base para la iteracién es mostrar que si Q4 p es el forcing que agrega un
isomorfismo entre A y B, entonces es posible iterar con otro forcing para otro par de
conjuntos Ni-densos tal que la iteracion tiene lo necesario para poder anticipar todos
los N;-densos que aparezcan en cada instancia, para ello, si Q es Q4 g-nombre para
un forcing que agrega un isomorfismo entre A’ y B’ entonces lFq, ,“Q es c.c.c.” y

a5 Q= w”.

Una vez visto lo anterior, es necesario contar cuantos érdenes X;-densos hay en los
reales. Para poder realizar los calculos necesarios también se van a usar las hipdtesis
CH y C'H,. Como se mencioné anteriormente, un orden N;-denso puede ser visto como
{(wy, <') tal que este orden <’ hace isomorfo al suborden N1 denso de los reales. De esta
forma dado A, B C w; P-nombres, existe un P-nombre Q tal que IFp“Q es el forcing
que agrega un isomorfismo entre A y B”.
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Primero, para cada { < ws, una vez que tengamos decidido P¢ consideremos el
conjunto {(A B): A+ BANABC w1} que enumera todos los posibles Pe-buenos
nombres para parejas de subconjuntos de w;. Por el Teorema 2.2.5, {(A,B) : A #
BAA,BC wi }| = wa, donde (A, B) son P¢-nombres para una pareja de subconjuntos
de wy, entonces <@n 1M € wy) es tal que Qn es el Pe-buen nombre para un forcing que
agrega un isomorfismo para la pareja 1 o es el forcing trivial. Note que cofinalmente
siempre existiran parejas de Ni-densos que es necesario agregar su isomorfismo, es decir
cofinalmente Q ser el respectivo nombre para un forcing no trivial.

Teorema 2.5.1 (CH, CH,). Eziste una iteracion de forcing (Po : o < ws), (Qq : o0 <
wa) tal que si G es Py,-genérico, V|G| |= “Cualesquiera A y B subconjuntos Ny -densos
de los reales son isomorfos.”

Demostracion. Para obtener P,,, se procedera por recursion en o para determinar Py, y
Q, de tal manera que Ik, “ |Qa| = wi, Q, es c.c.c. y hay A, B nombres para conjuntos
de wy”. Entonces por Teorema 2.2.2 Vo < wy P, es c.c.c. y por el Lema 2.2.3 |P,| = w;.

Sea h : wy — ws X wy tal que h es biyectiva y que h(a) = (19, ), para todo
a € wy. Entonces a > max{noy,n1}. Una funcién que cumple esto es conocida como la
funcién de paridad de Godel y su exacta definicion puede consultarse en [2, Pg. 90].

Entonces por definicién de iteracién y como h(0,0) = 0, Py = {0} y Qo es el primer
Py-nombre de <Qn N € wsy) de tal forma que @n es el Pe-buen nombre para un forcing
que agrega un isomorfismo para la pareja 0 o es el forcing trivial.

Suponga construido Pg y Qg para todo f < «. Como h es biyectiva entonces
h(a) = (no,m) y definimos a Q. como el P, -nombre para un forcing de tal forma que
(A, B) es el n; P,,-nombre para una pareja, A, B C w; y (A, B) son R;-densos; o en
caso contrario, Q, es el forcing trivial.

Afirmacién 1. Sea G es P,,-genérico, entonces V[G] es un modelo para BA,,.

Demostracion. En V[G] sean A, B C wl, entonces hay 79 < wy de tal forma que (A, B)
es el 7;-ésimo P, -nombre, sea a = h™'(ng,m) y por lo tanto I-p, ¢ Q, es un forcing
que agrega un isomorfismo de A y B”. Por lo tanto en VI[G | a + 1] se conoce una
funcién que hace isomorfo a A 'y By entonces en V[G] A y B son isomorfos.

O

O

En la iteracion anterior, en cada paso el modelo resultante era un modelo de C'H,
sin embargo en el modelo de la iteracién completa 2% = X, lo cual debiese de pasar, ya
que C'H implica que hay al menos X;-densos no isomorfos y en V[G] cualquier par de
N;-densos es isomorfo. Por lo anterior, BA,, es un enunciado independiente de ZF'C'.



Capitulo 3

Estrategias para la consistencia de
BA,

Finalmente en este capitulo se van a mencionar algunos elementos que pueden ser
ttiles en algunas estrategias para la consistencias de BA,, si Ry < k < 2%, Como se
mostré en el capitulo anterior es posible un modelo donde BAy, es cierto. Por otra
parte, tratar de demostrar la independencia de BAy, es méas complicado, mas aun,
no ha sido demostrado. En la primera seccién se explicara un poco acera de cémo
podria ser posible un resultado de consistencia. En la segunda seccion se hablard un
poco acerca de la pregunta en general. Practicamente todo lo explicado a continuacién
aparece en [10] y se enunciardn solamente los teoremas, citando las demostraciones
para consultarse en este mismo articulo.

3.1 Sobre Ny,-densos

En esta seccion se enunciard un principio combinatorio el cual implica que BAy,
y BAy, es cierto. Este principio también implica algunas instancias del Axioma de
Martin, para ello se recuerda algunos elementos de este axioma.

Definicién 3.1.1. M A, es el siguiente enunciado:

Sea P = (P, <) un orden parcial que satisface c.c.c. y D una familia de subconjuntos
densos de P con |D| < k. Entonces existe un filtro D-genérico sobre P.

Definicién 3.1.2. Sea P un orden parcial y B C P. B es ligado, si cualesquiera dos
elementos de B son compatibles en P. P es o-ligado si P = |J,_ . B,, con B, ligado
para cada n.

new
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De esta forma, M A, (o-ligado) refiere a que P debe ser un orden parcial o-ligado,
en lugar de cualquiera c.c.c. Los principios combinatorios que se aislan en [10] para
encontrar un modelo de BA,, son los siguientes:

Definicién 3.1.3. () es la siguiente afirmacién: Si F es una coleccién de funciones
inyectivas de we en wy y | F| < Ry, entonces existe una funcién g : wy — wy inyectiva
tal que para cada f € F

{o € wsy o fa) = g(a)] <R

(#%) es la siguiente afirmacién: Si F es una coleccién de funciones inyectivas de wy
en wy y |F| < Ny, entonces existe una funcién g : wy — wy inyectiva tal que:

1. paracada f € F [{a € wy: f(a) =g(a)}| <Ny y

2. para cada f € F, hay un conjunto numerable D C ws tal que si @ # € wy \ D,
entonces f(g(a)) # B.

De (x) y (%*) se enuncian los siguientes dos resultados.

Teorema 3.1.4. Si M A, (0-ligado) es cierto y (x) falso. Hay dos Ro-densos subdrde-
nes de R no isomorfos.

Teorema 3.1.5. Suponga (¥x), 2% < W, y 282 = N3. Eriste un forcing c.c.c. tal que
fuerza BA,,, BA,, y M A, (c-ligado).

La hipdtesis 282 = N3 es necesaria solamente para obtener un forcing c.c.c. y siempre
es posible colapsar 2% = N3 mientras no agregamos subconjuntos de wy (preservando
(xx) y 280 < Ny).

Entonces la consistencia de BA,, v M A,,(o-ligado) se encuentra en algin lugar
entre obtener la consistencia de (x) y la consistencia de (%) y 2% < Ny, (%) es mas
fuerte que (x), sin embargo los autores afirman que no es claro que la relacién hay entre
ellos.

Los dos anteriores teoremas son los resultados principales en [10]. El aislar el prin-
cipio (#x), suponer que hay un modelo donde es cierto y que en este modelo también
sea cierto 2% < N, implica que hay un forcing c.c.c. en cuya extensién cualesquiera
para de No-densos son isomorfos. No es claro que tan proximo esta la version final de
estos resultados, sin embargo son muy importantes en el interés de tratar de probar

BAy,.
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3.2 BA,

En el caso de BA,, si N3 < k < ¢ hasta ahora no hay avances claros para poder
encontrar un modelo de BA,. En el sentido de encontrar un modelo de =B A,., se sabe
que si k = ¢, entonces BA, siempre es falso. Sin embargo, es posible encontrar modelos
de la negacién de BA, con el siguiente resultado también mencionado en [10].

Teorema 3.2.1. Si hay una cadena no acotada en (w*, <*) de cofinalidad r, BA, es
falso.

Donde <* es el orden de la eventual dominancia para funciones. Entonces para
obtener un modelo de =BA,, es suficiente que existan estas cadenas no acotadas de
cardinalidad k.

Por otra parte, todo lo anterior son esfuerzos para casos de BA, con un « fijo y no
para varios otros cardinales al mismo tiempo, es decir, por ejemplo suponga que B Ay,
es cierto, esto no implica que BAy, sea cierto o que BAy, sea cierto. Entonces, luce
aun lejana la posibilidad de encontrar modelos donde BA, sea cierto y mas complicado
atin encontrar modelos donde para varios k, BA, sean ciertos.
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