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Resumen

S denotard una superficie ponchada (i.e. una superficie cerrada menos un punto) do-
tada de una métrica Riemanniana completa de curvatura constante —1 y area finita. El
objetivo de esta tesina es entender sus geodésicas cuspidales (i.e. que se escapan de cual-
quier subconjunto compacto de S), y presentar un bosquejo de la prueba de la Identidad
de McShane.

Las geodésicas cuspidales de S son de dos tipos: si los dos extremos se escapan de
todo subconjunto compacto decimos que la geodésica es bicuspidal, y si solamente uno de
sus extremos es el que se escapa entonces la llamamos unicuspidal. El conjunto de todas
las geodésicas cuspidales (orientadas) estd parametrizado de manera natural por un circulo
S'. McShane describié las geodésicas cuspidales simples de S como subconjunto de tal
S!, probando que las geodésicas unicuspidales simples corresponden a un conjunto de
Cantor K ¢ S' y que en cada componente conexa de S' \ K existe exactamente un punto
correspondiente a una geodésica bicuspidal simple. Ademads, cada punto que es frontera
de una componente conexa de S! \ K corresponde a una geodésica unicuspidal simple
que se aproxima espiraleando a una geodésica cerrada simple. En el segundo capitulo
presentamos una prueba de todos estos resultados.

En el apéndice que anexamos, haciendo uso de trigonometria hiperbdlica, del caso
especial para el toro ponchado del Teorema de McShane y de que el anterior conjunto de
Cantor K tiene medida nula en S' (por un resultado de Birman y Series [3] que usamos
aqui sin prueba) se presenta un bosquejo de la demostracién de la Identidad de McShane

1 1
2T =3
@
donde la suma es sobre todas las @ que son geodésicas cerradas simples en el toro pon-
chado, y ¢(@) denota la longitud de a. La convergencia de esta serie a la constante 1/2 es
independiente de la métrica Riemanniana (completa, de curvatura constante —1, con drea
finita) en el toro ponchado.

Palabras claves: Identidad de McShane, geodésicas simples, superficies hiperbdlicas
ponchadas, geodésicas cuspidales, toro ponchado.



Abstract

Let S be a punctured surface (i.e a closed surface minus one point) with a complete
Riemannian metric of constant curvature and finite area. In this thesis we study the cus-
pidal geodesics in S (i.e. it comes out of any compact subset in S) and show a sketch of
the proof about the McShane Identity.

The cuspidal geodesics in S are of two types: if both ands comes out of any compact
subset, we say that the geodesic is bicuspidal, and if only one of its ends comes out, then it
is called unicuspidal. The set of all cuspidal geodesics (oriented) is parametrized naturally
for a circle S'. McShane described the simple unicuspidal geodesics of S like subset
of this S!. He showed that the simple unicuspidal geodesics correspond to a Cantor set
K c S' and each connected component of S' \ K contains exactly one point corresponding
to a simple bicuspidal geodesic. Further, each endpoint of connected component in ! \ K
correspond to one simple unicuspidal geodesic and this geodesic spiral onto a simple
closed curves. In the second chapter we showed all previous results.

In the appendix, using hyperbolic trigonometry, the special case for the punctured
torus in the McShane theorem and a result (without proof) to say that the previous cantor
set K has zero measure in S, we show a sketch of the proof about the McShane Identity

1
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where the sum is over all simple closed geodesics « in the punctured torus, and £(a) is
the length of @. The convergence of this series to the constant 1/2 is independent of the
Riemannian metric (complete, constant curvature —1, with finite area) in the punctured
torus.



Introduccion

S denotard una superficie ponchada (i.e. una superficie cerrada menos un punto) do-
tada de una métrica Riemanniana completa de curvatura constante —1 y area finita. El
objetivo de esta tesina es entender sus geodésicas cuspidales (i.e. que se escapan de cual-
quier subconjunto compacto de S), y presentar un bosquejo de la prueba de una identidad
sorprendente desde mi punto de vista: la Identidad de McShane.

Las geodésicas cuspidales de S son de dos tipos: si los dos extremos se escapan de
todo subconjunto compacto decimos que la geodésica es bicuspidal, y si solamente uno de
sus extremos es el que se escapa entonces la llamamos unicuspidal. El conjunto de todas
las geodésicas cuspidales (orientadas) estd parametrizado de manera natural por un circulo
S!'. McShane [1] describié las geodésicas cuspidales simples de S como subconjunto de
tal S!, probando que las geodésicas unicuspidales simples corresponden a un conjunto de
Cantor K ¢ S' y que en cada componente conexa de S' \ K existe exactamente un punto
correspondiente a una geodésica bicuspidal simple. Ademads, cada punto que es frontera
de una componente conexa de S! \ K corresponde a una geodésica unicuspidal simple
que se aproxima espiraleando a una geodésica cerrada simple. En el segundo capitulo
probamos todos estos resultados basandonos en [2].

En el apéndice que anexamos, haciendo uso de trigonometria hiperbdlica, del caso
especial para el toro ponchado del Teorema de McShane (Teorema 32) y de que el anterior
conjunto de Cantor K tiene medida nula en S' (por un resultado de Birman y Series [3]
que usamos aqui sin prueba) se presenta un bosquejo de la demostracion de la Identidad

de McShane
1 1
Z 1+el@ 2

a

donde la suma es sobre todas las @ que son geodésicas cerradas simples en el toro pon-
chado, y ¢(a) denota la longitud de a. La convergencia de esta serie a la constante 1/2 es
independiente de la métrica Riemanniana (completa, de curvatura constante —1, con area
finita) en el toro ponchado.

Al final de la tesina se incluye una pagina de notacién para el beneficio del lector.

No hay resultados nuevos en esta tesina. Nos limitamos a llenar detalles en las referen-
cias originales para brindar argumentos que esperamos se puedan seguir con conocimien-
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tos generales de geometria hiperbdlica. Como referencia para tal fin escogimos el libro de
Thurston [4]: si un resultado estd en él entonces nos sentimos con libertad de usarlo.

0.1. Unas palabras sobre la importancia del trabajo de McS-
hane

La Identidad de McShane ha sido generalizada por varios autores y ha resultado tener
aplicaciones interesantes. Por ejemplo, Mirzakhani (medallista Fields recientemente) la
generaliz6 a superficies con frontera y la aplicé de manera sorprendente en tres trabajos:
dio una férmula recursiva para el volumen del espacio moduli de superficies con frontera
(dotado de la geometria de Weil-Petersson) [5], dio una férmula para el comportamiento
asintético del nimero de geodésicas cerradas simples de longitud menor que L > 0 en una
superficie hiperbdlica cerrada [6] y la us6 como herramienta para estudiar la férmula de
Kontsevich-Witten sobre el ndmero de interseccion en el espacio moduli de curvas [7].

Por otro lado, la férmula de McShane también ha sido generalizada a 3-variedades
hiperbélicas de volumen finito, dando informacion sobre la geometria de sus cuspides [8,
9].



Capitulo 1

Repaso de resultados generales

1.1. Superficies hiperbdlicas

Denotamos por H = {x + iy € C : y > 0} al semiplano superior provisto de la métrica
(dx* + dy*)/y* de curvatura constante —1. El grupo de isometrfas de H que preservan
orientacion es

az+b

Isom+(H):{f(z): ta,b,c,deR, ad—bc = 1}. (1.1

cz+d
Una superficie hiperbolica es una superficie Riemanniana isométrica a un cociente H/G
en el cual G es un subgrupo discreto de Isom* (H) que actua libremente en H. Toda superfi-
cie conexa orientable dotada de una métrica Riemanniana completa de curvatura constante
—1 es una superficie hiperbélica. Pueden consultarse detalles de todos estos resultados en
[Secciones 2.2, 3.4 y 3.5 en 4]. Una referencia un poco mas Riemanniana puede ser [Sec-
ciones 2.4y 2.5en9].

1.2. Trompetas
Una horobola basada en xy € R es de la forma
(x+iyeH : (x—x0) > +(y—-r?<r?}

para algin r > 0. Una horobola basada en ~ es de la forma {x + iy € H : y > r} para
algin r > 0. Una transformacién f € Isom™(H) que manda xy en co manda horobolas
basadas en x en horobolas basadas en oo, y también conjuga el subgrupo de Isom™ (H) de
las transformaciones que dejan invariante cada horobola basada en xp en el subgrupo de
las isometrias que dejan invariante cada horobola basada en co. El subgrupo de Isom™ (H)



que estd conformado por las transformaciones que dejan invariante cada horobola basada
en o es {f(z) = z+a : a € R}. Una trompeta es una superficie Riemanniana isométrica
al cociente de una horobola {x + iy € H : y > r > 0} por un grupo ciclico generado por
una translacién f(z) = z+a cona € R \ {0}.

Ahora, supongamos que S = H/G es una superficie hiperbdlica conexa de volumen
finito. Entonces S admite una descomposiciéon § = SoU S| U---U S, donde

1. S es una superficie compacta con frontera, cuya frontera consiste de n componen-
tes, cada una homeomorfa a un circulo;

2. §jeshomeomorfaaf{z € C : 0 < |z <1}, j = 1,...,n, con su circulo frontera
identificado con una componente de la frontera de S¢;

3. geométricamente S ; es una trompeta. Mas precisamente, sin : H — § es la proyec-
cién al cociente, entonces 7~ (S ;) tiene componentes conexas que son horobolas.
Al fijarnos en una de tales horobolas, resulta que cada elemento de G preserva tal
horobola H; o la manda en otra horobola, y por lo tanto se puede hablar del subgru-
po G, de G que preserva H;. Tal subgrupo resulta ser ciclico, y por lo tanto H;/G
es una trompeta.

Ver [Seccién 4.5 en 4] para detalles de esta descomposicion cuspidal en dimension arbi-
traria, o la discusidn en [Seccién 4.4 en 11] para el caso bidimensional.

1.3. Toro ponchado

El toro ponchado es la superficie cerrada de género 1 menos un punto. A dicha su-
perficie la denotaremos por F' a partir de ahora. Es sencillo construir en F' una métrica
Riemanniana completa, de curvatura constante —1 y 4rea finita de la siguiente manera:
partiendo del modelo del disco D del plano hiperbdlico, podemos pegar los lados opues-
tos del cuadrado ideal hiperbdlico con vértices en los puntos +1, +i € dD. En particu-
lar, si identificamos los lados opuestos usando isometrias hiperbdlicas cuyos ejes sean
(x+iy : x=y}NnDy{x+iy : x = =y} ND, podemos conseguir que la geometria
de curvatura constante —1 y drea finita sea ademds completa (ver [Seccién 3.4] en 4). En
efecto, existe una infinidad de estructuras hiperbdlicas en el toro ponchado. Por ejemplo,
uno puede considerar pantalones hiperbdlicos tales que la cintura mide O (es una ciispide)
y ambas piernas tengan la misma longitud, para luego identificar las piernas. Variando la
longitud de las piernas y la torcedura al identificarlas se tienen distintas estructuras en F
(ver [Seccion 4.6 en 4] o [Seccién 3.4 en 11)).



1.4. Clasificacion de isometrias

Ahora, de la ecuacién (1.1), tenemos que cualquier elemento en Isom™(H) que no es
la identidad tiene a lo mas dos puntos fijos en C ya que los puntos fijos son las soluciones
de la ecuacién cuadritica ¢z + (d —a)z — b = 0.

Definicion 1. Dada f € Isom™ (H) diremos que f es una isometria

eliptica: si tiene un punto fijo en el interior de H.

parabdlica: si tiene exactamente un punto fijo y ademds este punto fijo esta en SL = d(H) U{co}.

hiperbélica: si tiene exactamente dos puntos fijos y ademds éstos estan en S!, = (H) U {co}.

Algunas observaciones:

elipticas: °

[}

parabdlicas: .
[}

[}

hiperbdlicas: °

Esto ocurre cuando a + d € (-2, 2).

No son elementos de G, pues las transformaciones de cubierta no triviales no
fijan puntos. Por lo tanto, no trabajaremos con este tipo de isometrias.

Esto ocurre cuando a + d = £2.

Son conjugadas a traslaciones reales z + A, ya que las traslaciones reales son
las isometrias que fijan a oco.

Localmente su punto fijo es atractor por un lado y repulsor por el otro. Aqui,
decimos que por un lado es repulsor (o atractor) si las imagenes f”(x) de
cualquier elemento x se alejan (o se acercan) del punto fijo cuando n se acerca
a co.

Esto ocurre cuando a + d € C \ [-2,2].

Son conjugadas a dilataciones Az, ya que las dilataciones son las isometrias
hiperbdlicas que fijan al origen y a oo.

La geodésica que conecta los puntos fijos de una isometria f es llamada el eje
de f,y lo denotaremos como Ay.

Localmente uno de los puntos fijos es atractor y el otro es repulsor.

Lema 2. Dada S = H/G una superficie hiperbdlica, los ejes de isometrias hiperbdlicas
en G se corresponden con geodésicas cerradas en S.

Demostracion. Consideremos un eje Ay de una isometria f € G, cuyos puntos fijos son
a 'y b. Salvo conjugacién podemos suponer que a es el origen y b es 0. Si f fijaa 0 e oo,
entonces f(z) = rz para algtin r € R. Por lo tanto el cociente de dicha geodésica con el
subgrupo G debe ser una geodésica cerrada en S. Para probar lo anterior, basta observar



que al hacer el cociente por el subgrupo (f) ya es una geodésica cerrada en S. Ademads
no puede haber otro ' con g(z) = 'z € G pues G es discreto, y finalmente el resto de los
elementos de G podrian pegar puntos de Ay pero esto s6lo ocasionaria que la geodésica
cerrada no fuera simple.

Ahora, dada «, una geodésica cerrada en S, consideremos un levantamiento de « en
H y denotémosla por @. Sea x € «a tal que en x no hay autointersecciones de a (pues
podria ser que « sea una geodésica no simple). Notemos que en & hay una infinidad de
levantamientos del punto x pues la longitud de « es finita, mientras que la de & es infinita
al ser una geodésica en H. Denotemos por X; y %, a dos de dichos levantamientos. Como
ambos son levantamientos de x, existe f € G tal que f(X;) = X». Entonces la geodésica
& va a dar mediante f a otra geodésica @, que pasa por X,. Como elegimos a x de modo
que @ no se autointersectara en x, concluimos que &; debe ser @. Entonces f fija a los
extremos de @ y por lo tanto @ es el eje de la isometria f. O

Lema 3. Si f, g € G son dos isometrias hiperbdlicas que comparten un punto fijo entonces
también comparten el otro punto fijo.

Demostracion. Procedamos por contradiccién suponiendo que existen dos isometrias hi-
perbdlica f,g € G que comparten solo un punto fijo. Entonces Ay y A, son geodésicas
arbitrariamente cercanas cuyas proyecciones son geodésicas cerradas en S las cuales de-
ben estar a distancia positiva. Esto es una contradiccion, pues la proyeccion del espacio
cubriente es una isometria. Por lo tanto f y g comparten ambos puntos fijos o no compar-
ten ninguno. O

1.5. Lema de Shimizu

Una forma explicita de uniformizar las trompetas es mediante el siguiente lema.

Lema 4 (Shimizu). Si G es un grupo Fuchsiano que contiene a la traslacion go(z) = z+1,
entonces cualquier g € G que tiene una representacion matricial

a b
( e d )e SL(2,R), (1.2)

satisface que [c| > 16 ¢ = 0.

Demostracion. Procedamos por contradiccién suponiendo que existe un elemento g € G
con representacién matricial A como en (1.2) pero 0 < |c| < 1. Denotamos por

Ay = ( (1) i )ESL(Z,R), (1.3)



a la representacion matricial de gg. Después definimos por recursion A} = Ay Apyg =
A, Ag A,! para cualquier natural n > 1. Entonces si

a, b
A, = neon 1.4
n Cn (1n 9 ( )
tenemos que
Qp+1 bn+1 -1 1- anCp aﬁ
d = Ay = A Ap4, = ) 1 . (1.5)
Cn+l n+1 —Cy T anCn
—1 .
Ahora, como ¢4 = —c,%, afirmamos que ¢, = e para cualquier n > 2, pues
2 . ., . n—1
probandolo por induccién tenemos que ¢; = —c? ysic, = -, entonces ¢4 = —c,zl =

-1 7 L
—(=c?" )2 = =¥ . De aqui, ¢, — 0 cuando n — oo.
Afirmacion: Para todo n € N se tiene que |a,| < M, donde M = max {Ial, 1+M}
En efecto, |a|| < M, y si |a,| < M, entonces hay dos casos que verificar:

1

a,| < —— 0 <lay,| <lal.

|a] 1 1 lan| < lal
En el primer caso,

2n—1
C 1—lc|=|c 1
et = 11— aneal < 1+ laglleal < 14 0 2 L2zl 1y
1 —|c| 1 —|c| 1 —|c|

Y en el segundo caso tenemos 1 + |a| |c| < |a| y por lo tanto,
lans1l = [1 —apcnl < 1+ lanllenl < 1+ lallc]l < la|l = M,

lo cual concluye la prueba de la afirmacion.
Finalmente, puesto que ¢, — 0 cuando n — oo y |a,| estd acotada, tenemos que
anc, — 0cuando n — oo. Asi, igualando entrada a entrada de las matrices en 1.5, tenemos

a1 =1—-aye, = lima,=1- lima,c, =1,
n—oo n—o00

by =a> = limb,=lima® =1,

n—-oo0 n—-o0
dyy1 =1+a,c, = limd,.; =1+ lima,c, = 1.
n—oo n—oo

Por lo tanto ¢, — 0y ay, b,, d, — 1 cuando n — oo. Entonces concluimos que
A, — Ap cuando n — oo, pero esto contradice el hecho de que G es un grupo discreto. O
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Lema 5. Dada S = H/G una superficie hiperbdlica, se tiene que los puntos fijos de
isometrias parabdlicas en G se proyectan en cuspides de S .

Demostracion. Consideremos f € G isometria parabdlica y sin pérdida de generalidad
podemos suponer que oo es su punto fijo. Entonces por el Lema 4 cualquier g € G se ve
de la forma

az+b
) = >1 6c=0.
8(2) P con |c] 6c¢
Entonces,
- Im Im Im 1 1
Img(z):g(z) .g(z): zz_ z R z oL
2i lcz + d| (Im(cz + d)) lc|*(Im z) lc) Imz ~ Imz

donde la tltima desigualdad se da porque |c|> > 1.

Entonces si Imz > 1, tenemos que Im g(z) < 1 para cualquier g € G hiperbdlico, o en
otras palabras, las isometrias hiperbdlicas no actianen U = {z € H: Imz > 1}, y por lo
tanto U/G = U/{z + 1), es decir U/G es una trompeta.

m|

Lema 6. Un punto en d(H)U{oo} no puede ser punto fijo de una transformacion hiperboli-
ca y de una transformacion parabdlica simultdneamente.

Demostracion. Procedamos por contradiccion. Supongamos que p es un punto fijo de una
isometria parabdlica g y también lo es de una isometria hiperbdlica f . Por ser punto fijo
de una isometria parabdlica, el Lema 5 nos dice que cualquier geodésica que tenga a p
como uno de sus extremos se proyecta en una geodésica no compacta en S. En particular
esto le sucede al eje Ay, el cual se proyecta en una geodésica cerrada en S (ver Lema
2). O
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Capitulo 2

El Teorema de McShane

A lo largo de este capitulo reuniremos las herramientas necesarias para finalmente
probar el Teorema de McShane (Seccion 2.7). A partir de ahora, S denotard una super-
ficie ponchada (i.e. una superficie cerrada menos un punto al que llamaremos ctspide y
denotaremos por ¢) dotada de una métrica Riemanniana completa de curvatura constante
—1 y érea finita, la cual por ser superficie hiperbdlica tenemos que S = H/G, donde G es
un subgrupo discreto de Isom*(H) que actda libremente en H.

La primer seccion estd dedicada a probar la densidad de los levantamientos de la
cuspide en A(H?) U {0} (a partir de ahora denotaremos por Sl a d(H?) U {oo)). Luego, en
la segunda seccién introducimos formalmente la definicién de una geodésica simple S 'y
de una geodésica simple en H; y con ello probamos algunas caracteristicas de las mismas.

En la tercera seccidén probamos la existencia de vecindades cuspidales, las cuales son
vecindades de la cispide que atrapan geodésicas simples, es decir, dichas vecindades cum-
plen la propiedad de que si una geodésica simple entra a ella, entonces ya no sale.

Después, consideraremos n : H — H/G = S la proyeccién natural (aplicacién cu-
briente) y sin pérdida de generalidad supondremos que oo es levantamiento de c.

Una notacién importante durante este capitulo es la de ¥,, la cual se refiere a la
geodésica vertical en H (orientada hacia abajo) cuyos extremos son co y x. En el caso
de que x sea también levantamiento de ¢ diremos que ¥, es una geodésica bicuspidal y de
lo contrario es una geodésica unicuspidal. Y finalmente, una vecindad de una geodésica
¥ serd un conjunto de geodésicas ¥, cony € (a,b), donde a < x < b.

En la Seccién 2.4 hacemos una construcciéon muy importante: para cada geodésica bi-
cuspidal simple ¥, construimos una vecindad alrededor de ella a la cual llamaremos zona
aislada. Le dimos este nombre, pues es una vecindad que aisla a una geodésica bicuspidal
simple de las demds geodésicas cuspidales simples (es decir, para toda ¥, en dicha vecin-
dad, con y # x se tiene que ¥, es una geodésica no simple). Y finalmente en la Seccion
2.6 entenderemos los extremos de las zonas aisladas: probaremos que estos extremos son
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geodésicas verticales que se proyectan en geodésicas simples que se aproximan espira-
leando a geodésicas cerradas simples.

2.1. Densidad de G,

Proposicién 7. Supongamos que G es un grupo Fuchsiano' de codrea finita y Go, denota
la 6rbita de oo. Si existe x € G \ {00}, entonces Go, es un conjunto denso en SL..

Demostracion. Para probar dicha densidad probaremos que G« = S, donde G, denota
la cerradura de Go. En efecto, procedamos por contradiccion suponiendo que existe x €
SL N\ G y por lo tanto un intervalo I = (a, b) € S, \ G (el intervalo existe pues Goo €8
un conjunto cerrado). Podemos suponer / maximal en el sentido de que a,b € G (esto
pues x # oo). Después, denotemos por U a la regién abierta acotada por I y a,p, donde
agp es la geodésica hiperbdlica que une los puntos a y b.

Ahora, H,;, serd el conjunto de elementos y € G tales que y(U)NU # (. Notemos que

Hyp={yeG: yl@=ay yD) =b}

pues si y(U) N U # 0, entonces y(I) N I # 0. Asi, afirmamos que y(I) = I pues de lo
contrario un extremo de y(I) estd en el interior de / o un extremo de I estd en el interior
de y(I). Lo anterior no puede pasar pues los extremos de ambos intervalos son elementos
de G y cualquier elemento en el interior de dichos intervalos son elementos de S, \ Ge..

Ahora, como H,y, es un subgrupo discreto, debe ser un grupo ciclico generado por un
elemento hiperbdlico y y por lo tanto

U/G = U/Ha, = U/(y).

Pero U/(y) tiene area infinita lo cual contradice que G tenga codrea finita. O

2.2. Geodésicas simples

Definicion 8. Una geodésica en S es simple si cualesquiera dos de sus levantamientos en
H son disjuntos. Una geodésica ¥ en H es simple si ¥ N g(¥) = O paratodo g € G.

Lema 9. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) vy €S essimple.

b) Algiin levantamiento de y en H es simple.

'Un grupo Fuchsiano es un subgrupo discreto de PSL(2, R)
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c) Todos los levantamientos de 'y en H son simples.

Demostracion. Latnica implicacién que hace falta verificar es b) = c¢). Supongamos que
algin levantamiento de y es simple, y denotemos por ¥ a dicho levantamiento. Entonces
¥ N g(¥) = 0 para todo g € G. Pero {g(¥) : g € G} coincide con el conjunto de todos los
levantamientos de 7y, lo cual implica que todos estos son simples. O

Lema 10. Si ¥, no es simple, entonces ¥, tiene una vecindad de geodésicas no simples.

Demostracion. Como ¥, no es simple, existe p = ¥, N g(¥,) con g € G. Consideremos
|x —g(e) |x — gl

2 ’ 2 '

Elegimos ¢ en el segmento geodésico que une a p con g(x) de manera que g no in-
tersecte a la cerradura de la vecindad de radio ¢; alrededor de ¥, . Consideremos € > 0
suficientemente pequefio, para que BZ(g) no intersecte dicha vecindad de ¥,. Por la con-
tinuidad de g, existe 05 tal que si dy(s, g7 (g)) < 6 entonces dy(g(s),q) < &.

Asi, afirmamos que si ¥y, estd en una vecindad de radio 6 = min{dy, 6>} alrededor de
¥x» entonces g(¥,) Ny, # 0. En efecto, puesto que g(¥,) es la geodésica que une a g(y) con
g(0), solo necesitamos ver que g(y) > y, lo cual sucede por la eleccion de 6 < 6». O

01 = min

Lema 11. Si @ es una curva simple en H que es homotdpica (mediante una homotopia
que fija extremos) a una geodésica y,, entonces y, también es simple.

Demostracion. Procedemos por contradiccion suponiendo que @ es una curva simple en
H, ¥, una geodésica no simple y H : I X I — H es una homotopia propia entre ¥, y
& mediante curvas con extremos o y x. Como ¥, no es simple, existe g € G tal que
Y N g(¥y) # 0. Entonces g o H : I X I — H serd una homotopia propia entre g(y,) y g(@)
mediante curvas con extremos g(oo) y g(x), los cuales estan separados por x. Por lo tanto
g(@)Nna # 0, es decir, @ es una curva no simple, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
¥, también es simple. O

2.3. Vecindades cuspidales

Llamaremos vecindad cuspidal a una vecindad U C S de ¢ de manera que si una
geodésica simple entra a U entonces ya no sale. Salvo homeomorfismo, tendremos que
la frontera de dicha vecindad es S'. La existencia de dichas vecindades se prueba en el
siguiente resultado.

Lema 12. Existen vecindades cuspidales en S .

Demostracion. Afirmamos que R = {z € H : Imz > 1} cubre una vecindad cuspidal
en S. En efecto, sin pérdida de generalidad, f(z) = z+ 1 € G. Entonces, si y es una
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geodésica vertical que entra a R, entonces ya no sale. De otro modo, si y es una geodésica
que visualizamos como un semicirculo euclideano y y entra a R, entonces el didmetro de
dicho semicirculo debe ser mayor que 1. Pero lo anterior implica que yN f(y) # 0, lo cual
contradice la simplicidad de 7. O

2.4. Construccion de zonas aisladas

Lema 13. El estabilizador de oo es un grupo ciclico generado por un elemento f € G el
cual es parabdlico. Este subgrupo lo denotaremos por G=.

Demostracion. Si g € G*, entonces g(z) es de la forma az + 5 con a y S reales. Como
f(z) = z+ 1 € G es una isometria parabdlica y fija a co, el Lema 6 nos dice que no hay
isometria hiperbdlica en G que fija a co. De aqui tenemos que @ = 1. Entonces G™ es
subgrupo de {z + 8 : B € R}. Finalmente como G* es discreto, concluimos que G™ es
ciclico. O

Construccion de zonas aisladas: Consideremos ¥, una geodésica bicuspidal simple
y F = {g(¥x) : g € G,} un conjunto de geodésicas que van hacia adentro, es decir
geodésicas con extremo final en x. Como x e oo pertenecen a la misma 6rbita (pues ¥, es
geodésica biscispidal), existe i € G tal que h(oco0) = x y por lo tanto h(¥,) es una geodésica
cuyo extremo inicial es x.

Afirmacion: h(¥,) no coincide (sin importar orientacién) con ningin elemento de F.

En efecto, procedamos por contradiccién suponiendo que existe g(¥y) € F que coin-
cide con h(¥,). Entonces h‘l(g()”/x)) coincide con ¥, y por lo tanto h‘l(g(O)) = o0y
h~'(g(c0)) = 0. Pero esto tltimo implica que h(g(2)) = A/z para algiin 4 < 0, lo cual es
una contradiccién pues £ o g es una isometria eliptica y no hay isometrias elipticas en G
(ver observaciones de la Definicion 1).

Ahora, denotamos por 4 o F al conjunto {h(g(¥,)) : g € G} que consta de geodésicas
hacia afuera, es decir geodésicas con extremo inicial en x. Entonces tenemos que las
geodésicas de F estdn intercaladas con las geodésicas de ho F.

Luego, como a ¥, la elegimos hacia adentro, tenemos que la geodésica mas cercana
a ¥,, debe ser una geodésica hacia afuera. A dicha geodésica la llamaremos y; y por
cuestion de notacién ¥y := ¥,. Ademas, dado que f(¥,) = ¥; para algin f € G, definimos

Yn = fn(:)d’x) Yy Xn:= fn(x)’
para cada natural n > 2. Notemos que x;, es el final de ¥, y el principio de ¥, (ver Figura

2.1). Sea b = lim x,. De manera anéloga, construimos a a la izquierda de x.

n—oo

Lema 14. Consideremos ¥y, geodésica bicuspidal simple y para cada n € N, ¥, como la
construccion anterior. Entonces,
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N

i

z=f{x) [H(0) Flix)
Figura 2.1

a) No existe g € G tal que g(y,) comience o termine en x, y esté entre ¥, y y,+1 para
algiinn € N.

b) Para cualesquieran,m € N, ¥, Ny, = 0.
c) Todas las geodésicas v, estdn orientadas hacia la derecha.

Demostracion. a) Procedamos por contradiccién. Si existiera una geodésica g(y,) que
pasa por x, y estd entre ¥, y ¥,+1, entonces f"(g(¥y)) estd entre ¥ y ¥1, lo cual
contradice la eleccién de ;.

b) Dados n,m € N, tenemos que ¥,, y ¥, son imagenes de ¥, bajo elementos de G y
ademads ¥, es una geodésica simple. Entonces, usando el Lema 9 concluimos que
Yo N Ym = 0.

¢) Procedamos nuevamente por contradiccidn. Sea ¥, la primer geodésica orientada

hacia la izquierda. Sabemos que n > 1 pues construimos ¥; orientada hacia la

derecha. Por el inciso b) tenemos que ¥, N¥; = @) para todo j € N, entonces el otro

extremo de ¥, debe acabar en algiin x; con j < n, lo cual no puede suceder por el
Inciso a).

O

Definicién 15. Dada ¥, geodésica bicuspidal simple, construimos a y b como arriba. El
conjunto de geodésicas verticales asociadas a puntos en el intervalo (a, b) serd llamado la
zona aislada de ¥, y su centro sera .
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Proposicion 16. En una zona aislada, el centro es la iinica geodésica simple.

Demostracion. Debemos probar que para todo y € (a, x) U (x,b), ¥, no es simple. Sin
pérdida de generalidad consideremos y € (x, b). En particular, y € (x;_1, x;] para algtin
i € Ny porlo tanto f(y) € (x;, xi+1]. Puesto que f(c0) = x, tenemos que f(¥,) es la
geodésica que une x con f(y). De aqui, ¥, N f(¥,) # 0y por lo tanto ¥, no es simple. O

Proposicion 17. Las geodésicas que corresponden a los extremos de una zona aislada
son geodésicas unicuspidales.

Demostracion. Dada ¥, geodésica bicuspidal simple, consideremos (a, b) el intervalo co-
rrespondiente a su zona aislada. Queremos verificar que a y b no son levantamientos de la
cuspide. Procedamos por contradiccién suponiendo que b si lo es (el caso de a es andlo-
g0). Consideremos g € G tal que g(¥,) es una geodésica que sale de b y se dirige a su
izquierda. Sabemos que existe dicha geodésica pues existia en x y estamos suponiendo
que x estd en la misma Orbita que b. Por el primer inciso del Lema 14, tenemos que g(¥,)
no puede terminar en ninguno de los puntos x; de nuestra construccion, y por otro lado ¥,
no puede intersectar a ningun ¥,, pues es simple. De aqui, b no es levantamiento de c. O

Lema 18. Dada ¥, geodésica bicuspidal simple, no existe g € G tal que g(y,) intersecte
ayq 0avyp.

Demostracion. Nuevamente, procedamos por contradiccién. Supongamos que existe g €
G tal que g(¥,) Ny, # 0. Algun extremo de g(y,) debe estar a la izquierda de b. Una vez
mds por el Lema 14, dicho extremo no puede ser algtn x, de la construccién. Entonces
g(¥,) debe intersectar a algun ¥,, lo cual no puede suceder pues ¥, es simple. O

Proposicion 19. Los extremos de las zonas aisladas v, y ¥p, son geodésicas simples.

Demostracion. Supongamos que ¥, no es simple. Entonces existe g € G tal que g(¥,) N
¥p # 0. Si g(¥p) estd orientada hacia la izquierda, entonces como g preserva orientacion,
g ') NFp # 0y g7'(3,) esta orientado hacia la derecha. Por lo tanto, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que g(¥;) estd orientada hacia la derecha y asi, g(oo) estd a
la izquierda de b mientras que g(b) estd a su derecha. Puesto que ¥, era una cadena de
geodésicas cuyos extremos comenzaban en oo, seguia el centro x y convergian a b, enton-
ces al aplicar la isometria g, tendremos una nueva cadena de geodésicas, cuyos extremos
comienzan en g(oo) y convergen a g(b), es decir serd una cadena por debajo de g(¥;) (ver
Figura 2.2). Por la proposicién 17 sabemos que b no es levantamiento de c y por lo tanto,
no es extremo de ninguna geodésica g(¥,) con n € N. De aqui, g(¥,) N ¥, # 0 para algin
n € N, lo cual contradice el Lema 18, ya que ¥, es una geodésica bicuspidal simple al ser
imagen bajo un elemento de G, de una geodésica bicuspidal simple. O
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— a(F)

x glx) b glx) b g(b)

Figura 2.2

2.5. Puntos de regreso

Definicion 20. Dada ¥, una geodésica vertical no simple, decimos que p es un punto de
regreso si existe g € G tal que {p} = ¥, N g(¥,) y ademds Im(p) < Im(g~'(p)).

Observacion 21. Toda geodésica vertical no simple tiene al menos un punto de regreso.

En efecto, si 7, es una geodésica no simple, entonces existe p tal que {p} = ¥, N g(¥,)
para alguna g € G. Notemos que g~'(p) # p pues en G no hay isometrias elipticas (ver
observaciones en la Definicién 1). Ahora, si Im(p) < Im(g~!(p)) entonces p es punto de
regreso. De lo contrario, g~!(p) lo serd, puesto que {g™'(p)} = 7. N ¢ '(¥,) y ademds

Im(g~'(p)) < Im(p) = Im(g(g""(p))).

Definicion 22. Dada una geodésica no simple ¥,, decimos que ¢ es un punto de regreso
mds alto si para cualquier otro punto de regreso p se tiene que Im(g) > Im(p).

Lema 23. Cada geodésica vertical bicuspidal no simple tiene punto de regreso mds alto.

Demostracion. Consideremos ¥, geodésica bicuspidal no simple. Como
V={zeH:Im>1,0<Re<1}

es una region fundamental de una vecindad cuspidal (ver demostracién del Lema 5 al
considerar sin pérdida de generalidad que g(z) = z + 1 es generador de G,), tenemos que
aqui no hay puntos de regreso de ¥y, ya que en V no puede haber dos puntos de la misma
oOrbita.

Si sélo existe un punto de regreso en ¥,, hemos acabado pues por definicion €l es el
punto de regreso més alto. De lo contrario, consideremos p; y p» puntos de regreso y sin
pérdida de generalidad supongamos que 0 < Im(p;) < Im(p,) < 1. Entonces, para elegir
un punto de regreso mds alto, basta probar que sélo hay una cantidad finita de ellos con
parte imaginaria en [Im(p;), 1] y para ésto probaremos que si y es la proyeccion en S del

18



segmento ¥, N {z € H : Im(p;) < Im(z) < 1}, entonces y se autointersecta una cantidad
finita de veces.

En efecto, sea {x; : i € I} el conjunto de puntos donde ¥, se autointersecta. Para cada
uno de estos x; existe un &; > 0 tal que la funcion exponencial exp,. : Ty,S — S restringida
a la bola B, de radio ¢; es difeomorfismo. Observemos que en una vecindad exp,.(B,)
no puede haber dos autointrsecciones de ¥, pues rectas por el origen en B, van a dar a
geodésicas en exp,. (Be;) mediante la funcion exp,.. Ahora, para caday € y\{U{exp,. (Bs,)
i € I}, sea V, una vecindad de y en S de manera que V, N {x; : i € I} = (. Como estas
nuevas vecindades unién {exp, (Bg;) : i € I} forman una cubierta de y y y es una curva
compacta, tenemos que existe una subcubierta finita, la cual debe contener al conjunto
{Bg, : i € I} pues los abiertos B,, eran los tinicos elementos de la cubierta que contenian
a las autointersecciones x;. De lo anterior, concluimos que I debe ser un conjunto finito y
por lo tanto hemos terminado la prueba.

O

Lema 24. Siy, es una geodésica no simple con punto de regreso mds alto {p} = 7,Ng(¥y),
donde g € G, entonces ¥4 €s una geodésica simple bicuspidal.

Demostracion. Sabemos que ¥,(c0) €8 bicuspidal, pues co y g(oo) son levantamientos de la
cuspide. Resta probar la simplicidad. Denotaremos por §; a la parte de ¥, que estd arriba
de g~'(p), y por B> la parte entre g~'(p) y p. Entonces notemos que g(8;) es la parte de
g(¥x) que estd entre g(c0) y p; y finalmente « serd la curva obtenida de 5; U B> U g(B1)
después de hacer una pequeiia perturbacion para evitar pasar por p.

Afirmacion: a es simple.

En efecto, B1, B2 v g(81) son curvas simples. Entonces para probar que « es simple,
basta verificar que no existe 2 € G tal que h(g(B1) NP1 =0, k(B NP2 =0 6 h(g(B1))N
B2 # 0. Veamos que no puede pasar cada uno de ellos por separado:

= Como S; es simple y h o g € G, tenemos que h(g(B1)) N B1 = 0. h(B1) N g(By) = 0.

= Los dltimos dos casos son andlogos. En general, supongamos que /i;(,Bl) N B = {q}
para algin /2 € G. Entonces g es punto de regreso de ¥, y ademas Im(g) > Im(p), lo
cual contradice que p es punto de regreso més alto de ¥,.

Ahora, como «a es simple y propiamente homotodpica a la geodésica ¥4(w), por €l Lema 11
concluimos que ¥, es simple. O

Proposicion 25. Supongamos que ¥, es una geodésica no simple con punto de regreso
mds alto p, donde {p} = ¥, N g(¥x) para algiin g € G. Entonces para cualquier c entre x
y g(00), la geodésica ¥, no es simple.
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Demostracion. Como c estd entre x y g(oo), existe g tal que {g} = . N g(¥x).

Afirmacion: Tm(g™'(¢)) > Im(q).

En efecto, si consideramos un circulo hiperbdlico con centro p y radio r = dgy(p, q),
notemos que es un circulo euclideano cuyo centro es algtin punto en ¥, y por lo tanto el
elemento del circulo con parte imaginaria mas grande también se encuentra en ¥, . A dicho
punto denotémoslo por s. En particular Im(s) > Im(g). Ahora, notemos que p, g ' (p), s,
y g7 '(¢) estdn en ¥,, y como g es isometria hiperbélica, dy(p,q) = du(g~'(p),g7'(@)).
Ademds, como p es punto de regreso, Im(g~'(p)) > Im(p). Por lo tanto, Im(g~'(¢)) >
Im(s) > Im(qg).

Abhora, consideremos las configuraciones

A=Fe, gF0 qd y &' A =1g"'Go), 7o £ @),

las cuales consisten de dos geodésicas (una de ellas vertical) y su punto de interseccion.
Puesto que g es isometria, ambas configuraciones se intersectan en el mismo angulo, y por
lo tanto son semejantes en el sentido euclideano. Asi, como Im(g~!(¢g)) > Im(g), tenemos
que de(g~' (), x) > dr(g, c) y entonces,

dp(g™'(0), %) > dp(g(x),c) > de(x,c),

donde la primer desigualdad se da por la semejanza y la dltima se da por la eleccién de c.
De aqui, c estd entre g~!(c) y x, y por lo tanto g~ (7.) N ¥, # 0, es decir, 7. no es simple.
O

Corolario 26. Las zonas aisladas son disjuntas.

Demostracion. Procedamos por contradiccion. En efecto, si dos zonas aisladas se inter-
sectaran, tendriamos que un extremo de una estaria en el interior de la otra. Puesto que
los extremos son simples y las tinicas geodésicas simples de una zona aislada son centros,
tenemos que el extremo de una zona aislada debe ser el centro de la otra, pero esto es una
contradiccién pues los extremos corresponden a geodésicas unicuspidales y los centros a
geodésicas bicuspidales. O

Proposicion 27. Toda geodésica no simple pertenece a una zona aislada.

Demostracion. Haremos esta prueba en dos casos, cuando ¥, es bicuspidal y cuando es
unicuspidal.

Caso 1: Consideremos ¥, geodésica bicuspidal no simple, y g € G tal que {p} = ¥, N g(¥x)
es el punto de regreso mds alto. Por el Lema 24, ¥4 €s simple y bicuspidal, y por
lo tanto es centro de una zona aislada con intervalo asociado U = (a, b), en donde
sus extremos ¥, y ¥p son geodésicas simples (Proposicién 19) y para cualquier
y € U\ {x}, ¥, no es simple (Proposicion 25).
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Abhora, el Lema 25 nos dice que para todo y entre g(c0) y x, ¥, no es simple. Enton-
ces ni a ni b pueden estar entre g(c0) y x. Ademds, como ¥, no es simple, sabemos
que x es distinto de a y b. Por lo tanto, ¥, estd en la zona aislada con intervalo
asociado U.

Caso 2: Ahora supongamos que ¥, es geodésica unicuspidal no simple. Por el Lema 10,
existe un intervalo abierto V' que contiene a x, y que para cualquier y € V, ¥, no
es simple. Ahora, por la Proposicion 7 existe y € V levantamiento de la cispide, es
decir ¥y es bicuspidal no simple. Por el caso 1, ¥, estd en la zona aislada (asociada
a un intervalo U = (a, b)) de alguna geodésica bicuspidal simple. Los extremos de
esta zona aislada ¥, y ¥, son geodésicas simples (Proposicién 19) y por lo tanto a
y b no pueden estar en V. De aqui, x € V C U.

Corolario 28. Toda geodésica bicuspidal pertenece a una zona aislada.

Demostracion. Consideremos ¥, geodésica bicuspidal. Si ¥, es simple, entonces es cen-
tro de una zona aislada y en caso de no ser simple, la Proposiciéon 27 nos asegura que
pertenece a alguna zona aislada. O

Lema 29. Dado ¥, extremo derecho de una zona aislada, se tiene que para todo € > 0,
existe x € (b,b + €) tal que v, es simple y bicuspidal.

Demostracién. Como el conjunto de los levantamientos de la cdspide es denso en S.,
(Lema 7), sabemos que dado & > 0 existe y; € (b, b+¢) tal que ¥y, es bicuspidal. Entonces
por el Corolario 28, ¥,, pertenece a una zona aislada (a;, b1). Como las zonas aisladas
son disjuntas, a; > b. Ahora, hacemos lo mismo con el intervalo (b, a;). Consideramos
y2 € (b,ay) tal que ¥y, es geodésica bicuspidal, y (a2, b>) es la zona aislada a la cual
pertenece. Nuevamente, como las zonas aisladas son disjuntas, b < a, < by <a; <b+e.
Por lo tanto x, el centro de la zona aislada (ay, b2), es un elemento de (b,b + €) y ¥, es
geodésica bicuspidal simple.

]

2.6. Extremos de zonas aisladas

Decimos que una geodésica y en S espiralea en una geodésica cerrada @ en S si para
todo £ > 0 existe fy tal que para todo ¢ > 1y,

d(y(n), @) = imf{dy(y(®), a(s)} <&, 2.1
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es decir, si y se acerca mds a @ conforme transcurre el tiempo. En esta seccion probaremos
que los extremos de las zonas aisladas construidas en la Seccién 2.3 son geodésicas que
espiralean en geodésicas cerradas simples.

Lema 30. Una geodésica ¥, se proyecta en una geodésica que espiralea en una curva
cerrada si 'y solo si x es un punto fijo de una isometria hiperbolica en G.

Demostracion.

<] Consideremos x € Hy f € G isometria hiperbdlica tal que f(x) = x. Entonces x es
un extremo del eje de f al cual llamamos A . Como A s se proyecta en una geodésica
cerrada en S (Lema 2) y ¥, se aproxima asint6ticamente al eje A ¢, concluimos que
¥x se proyecta en una geodésica que espiralea en Ay.

=] Consideremos ¥, la cual se proyecta en una geodésica que espiralea en una geodési-
ca cerrada . Entonces ¥, se aproxima asintéticamente a algin levantamiento de «
al cual denotaremos por @. Nuevamente por el Lema 2 concluimos que @ es eje de
una isometria hiperbdlica de la cual x es punto fijo.

O

Proposicion 31. Una geodésica cuspidal simple ¥, se proyecta en una geodésica que
espiralea en una geodésica cerrada simple si y solo si ¥, es un extremo de una zona
aislada.

Demostracion.

<] Supongamos que ¥, es un extremo derecho de una zona aislada (el caso izquierdo se
hace de manera andloga). Por construccion de zonas aisladas (ver Seccidn 2.4), b es
punto fijo de una isometria hiperbdlica f que cumple que f"*(c0) — b cuando n —
o0, Por el Lema anterior tenemos que ¥, se proyecta en una geodésica que espiralea
en la proyeccion de A y dicha proyeccion es una geodésica cerrada. Entonces, para
concluir la prueba, s6lo resta probar que dicha A es simple.

En efecto, como b es el extremo derecho de una zona aislada, Ay tiene su otro
extremo a la derecha de b pues de lo contrario y. N f(Af) = f(7. NAy) = 0 lo cual
es una contradiccién. Al otro extremo de Ay lo denotaremos por y.

Ahora, como b es atractor y y es repulsor de f, tenemos que b es repulsor y y es
atractor de f~!. Entonces f™"(co) — y cuando n — oo y por lo tanto f () — A f
cuando n — oco. Como cada f™"(¥;) es una geodésica simple, por el Lema 10
concluimos que Ay es simple.
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=] Ahora consideremos una geodésica cuspidal simple ¥, que se proyecta en una
geodésica que espiralea en una geodésica cerrada simple @. Entonces algin levan-
tamiento de « es arbitrariamente cercano a ¥, y por lo tanto tiene como extremo a x.
A dicho levantamiento lo denotaremos @ y a su otro extremo por y. Sin pérdida de
generalidad supongamos que y estd a la derecha de x (observemos que y no puede
estar en la 6rbita de co pues y no es levantamiento c). Por el Lema 4 la coleccién
de isometrias hiperbdlicas que fijan a x también fijan a y, y en consecuencia dejan
invariante a la geodésica que una a x con y.

Ahora, si Fyy, = {f; € G} es la coleccion de dichas isometrias y p es un punto
en S., entonces los tinicos puntos de acumulacién de F, = {fi(p) : f; € F )
son x y y. En particular, como oo no es punto de acumulacién de F,, entonces
F estd contenido en un conjunto acotado de R y como tampoco hay puntos de
acumulacion en (—oo, x) tenemos que existe f € F,, tal que Vg € F, se tiene que

f(0) < g(e0).

Afirmacion: ¥ () €s una geodésica simple.
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Para probar esto procedamos por contradiccién suponiendo que no es simple. En-
tonces existe g1 € G tal que g1(¥f(w)) N ¥f(w) # O y como x no es levantamiento
de c y ¥« es una geodésica bicuspidal, sabemos que x no puede ser un extremo de
Y. Por otro lado, f(¥,) tiene un extremo en x y el otro f(c0) ya que ¥, tiene un
extremo en x y el otro en co y ademds f(x) = x. Entonces g1(¥ f(-)) debe intersectar
a f(¥y) 6 ay,. Es decir,

81(Vfe) NYx # 0 0 81(Vfe)) N f(Fx) # 0. (2.2)
Pero lo anterior nos dice que alguna imagen de ¥, intersecta a ¥ («) (ya sea g ' (vo)
o (g‘1 o f)(yx))- A dicha imagen la llamaremos g»(y,) (ver Figura 2.3).

Abhora, como ¥, es simple, tenemos que

&F) Ny =0 y &) N fF) = 0. (2.3)

Pero esto implica que x es un extremo de g»(¥,) (ver Figura 2.3). Como ¥, es una
geodésica unicuspidal, concluimos que g>(x) = x. Pero entonces g(c0) < f(o0) y
&2 € F,y, lo cual contradice la eleccion de f. Por lo tanto ¥ f(c0) €s simple.

Abhora, la coleccion {f"(¥(«))} permanece dentro de la zona aislada de ¥ 7w (esto
por construccion de las zonas aisladas) y tiene como extremo derecho a x. Como ¥,
es simple, concluimos que es extremo izquierdo de la zona aislada de la geodésica
simple bicuspidal ¥ ¢(co).

2.7. El Teorema de McShane

Teorema 32 (McShane). Consideremos S superficie hiperbolica ponchada con drea fini-
ta. Entonces el conjunto E = {x € SL, 1 . es simple } consiste de un conjunto de Cantor
(al cual le llamaremos K) union un conjunto de puntos aislados. Ademds, dado x € E
tenemos las siguientes afirmaciones:

a) x es aislado siy solo si vy, es bicuspidal.
b) x € K siy sélo si yx converge en espirales a una curva cerrada simple.

Mds aiin, toda componente conexa de S, \ K contiene exactamente un punto aislado de
E.

Demostracion. La demostracion de este teorema serd una recapitulacion de todo lo que
hemos probado a lo largo de este capitulo. En efecto, en los resultados anteriores probamos
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que para cada geodésica simple bicuspidal ¥y, existe un intervalo llamado zona aislada
(a, b). Ademas nombramos a ¥, el centro de dicha zona aislada el cual resulté ser la tinica
geodésica simple, es decir, ¥, es una geodésica no simple para todo y € (a,x) U (x, b).
También probamos que los extremos de estas zonas aisladas corresponden a geodésicas
simples y unicuspidales. Lo anterior probé que las zonas aisladas son disjuntas (Corolario
26).

Por otro lado, tenemos que el conjunto formado por la unién de los intervalos asocia-
dos a las zonas aisladas, al cual denotaremos por Z, es un conjunto denso en S',, pues el
conjunto de los levantamientos de la cispide ya lo era, y cada geodésica bicuspidal estd en
alguna zona aislada.

Ahora, denotemos por K € S!, al conjunto correspondiente a las geodésicas simples
unicuspidales. Entonces K es el complemento de Z y el propdsito es probar que es un
conjunto de Cantor. Es decir, probaremos que K es un conjunto no vacio, compacto, to-
talmente disconexo, metrizable y perfecto [Seccién 30 en 12].

Compacto. K es un conjunto cerrado pues su complemento es abierto y al ser subcon-
junto de SX, concluimos que K es compacto.

Totalmente disconexo. Sus componentes conexas son singuletes, ya que su complemen-
to es denso.

Metrizable. Es subespacio de S., el cual es metrizable.

Perfecto. Consideremos x € K y veamos que es punto limite de K \ {x}. Por el Lema 29,
s6lo hace falta que lo verifiquemos para x € K tal que x no es extremo de una zona
aislada. Consideremos (z, w) vecindad arbitraria de dicho x. Por la Proposicién 7
existe y € (z, w) levantamiento de c¢. Como ¥, es geodésica bicuspidal, se encuentra
en una zona aislada V = (a, b) (Corolario 28 ) y puesto que K NV = 0, en particular
x ¢ V. Como supusimos que x no es extremo de zonas aisladas, tenemos que un
extremo de V debe estar entre x y y, y ese extremo de V es un elemento de K. Al
haber considerado V arbitraria, concluimos que x es punto limite de K \ {x}.

Finalmente, todo intervalo de Z (es decir toda zona aislada) contiene exactamente un
punto de E (el centro de la zona aislada).

Entonces hemos probado hasta ahora que el conjunto de geodésicas simples consta de
un conjunto de Cantor unién un conjunto de puntos aislados y que ademds los puntos ais-
lados se corresponden con las geodésicas bicuspidales simples y los puntos en el conjunto
de Cantor con las geodésicas unicuspidales simples. Para terminar la prueba del teorema,
basta verificar que estas geodésicas unicuspidales espiralean en curvas cerradas simples,
pero esto sucede por la Proposicién 31. O
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Apéndice A

Identidad de McShane

Decidimos agregar este apéndice porque nos parecié interesante como de un resultado
cualitativo como lo es el Teorema de McShane se puede extraer informacién cuantitativa.
En efecto, el objetivo de este apéndice serd bosquejar una prueba de la Identidad de

McShane
1 1
Z 1+el@ ~ 27

a

donde la suma es sobre todas las geodésicas cerradas simples « en el toro ponchado (al
cual denotaremos por F) y {(a) es la longitud de a.

Es sorprendente cémo una serie que involucra las longitudes de las geodésicas simples
en el toro ponchado se deduce de un teorema que aporta informacién sélo de la topologia
del espacio de dichas geodésicas.

Para el bosquejo de esta prueba, seremos mucho mds informales en el sentido de que
nos permitiremos usar los siguientes hechos bien conocidos sin dar referencias:

Resultado 1. En la Proposicion 31 probamos que dada una zona aislada (relacionada al
intervalo (a, b)), sus extremos ¥, y ¥, se proyectan en geodésicas que espiralean
en geodésicas cerradas simples @ y 8. Cuando la superficie hiperbdlica es el toro
ponchado F resulta que a y 8 coinciden.

Bosquejo de la prueba: a es una geodésica cerrada simple en F'y vy es una geodésica
bicuspidal simple en F' de manera que @ Ny = @ (Lema 18). Entonces, si ¢ es la curva
compactificada en el toro F€ (el cual resulta de agregarle el punto al toro ponchado),
tenemos que « y y¢ son curvas cerradas simples en F°¢ tales que @ Ny = 0. Pero dos
curvas cerradas simples que no se intersectan en el toro cerrado deben ser homotdpicas
(topoldégicamente son las tapas de los cilindros que resultan al cortar F© por estas curvas).
De manera andloga, tenemos que y¢ es homotdpica a 5 en F° y por lo tanto @ y S son
homotdpicas en F¢. Como a y 8 son geodésicas que no pasan por la ciispide, concluimos
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que a 'y 8 son homotdpicas en F (pues podemos conseguir una homotopia entre ellas que
evite la cispide, ya que son frontera de dos cilindros topolégicos, uno que tiene la ctipside
y otro que no). Finalmente, en variedades hiperbodlicas, las geodésicas en cada clase de
homotopia son dnicas y por lo tanto a = .

Resultado 2. A cada geodésica cerrada simple a en F le corresponde una tinica geodésica
bicuspidal simple vy de manera que y y @ no se intersectan.

Bosquejo de la prueba: Consideremos a geodésica cerrada simple en F y 1° una
curva homotdpica a a en el toro compactificado F¢ que ademds pasa por la cispide y
no intersecta a a. Ahora, n denota a la curva que resulta de quitarle la cispide a n°.
Nuevamente, esta curva 7 tiene una Unica geodésica en su clase de homotopia en F y
esta geodésica no intersecta a a pues 1 no lo hacia.

A.1. Una prueba de la Identidad de McShane

En el capitulo anterior probamos que E = {x € SL : #,es simple} es un conjunto
de Cantor unién una cantidad numerable de puntos aislados. Luego, E se identifica de
manera natural con un subconjunto de H; = {z € H : Imz = 1} mediante la aplicacién
X — ¥, N Hy, y al hacer el cociente H/G relacionamos E con un subconjunto de la
frontera de una vecindad cuspidal U. Asi, en este capitulo diremos que E es el conjunto
{x € 0(U) C F : x pertenece a una geodésica simple cuspidal en F}.

Abhora, consideremos x € E en una geodésica simple bicuspidal y. Por el Teorema 32,
tenemos que x es un punto aislado de E pues existe un intervalo (a, b) asociado a su zona
aislada en la cual ninguna otra geodésica es simple. Ademds, probamos que estos interva-
los son maximales, en el sentido de que las geodésicas que pasan por a y b son geodésicas
simples unicuspidales que convergen en espirales a una geodésica cerrada simple a (ver
Resultado 1).

Luego, al cortar F mediante la proyeccion de « en F, tenemos un pantalén hiperbdlico
P cuya cintura es una cuispide y cuyas piernas (las otras dos componentes conexas de la
frontera) tienen la misma longitud £(a).

Afirmacion: Este pantalon lo podemos descomponer en dos pentdgonos con cuatro
angulos rectos. Para la prueba de esta afirmacién ver Figura A.1.

m 7y es una geodésica simple bicuspidal que divide a P en dos componentes conexas.
En efecto, por el Lema 18 tenemos que y no intersecta a n(y,) y como n(y,) es-
piralea en a, concluimos que vy no intersecta a @ y por lo tanto divide a P en dos
componentes conexas.

» Existe una uinica geodésica simple n que une las piernas del pantalon y ademds las
intersecta de manera ortogonal. Para una prueba de ello ver [4].
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Asi, podemos cortar el pantalon mediante las curvas y y n para descomponerlo en
dos pentdgonos A y B con dngulos suplementarios #; y 6. Finalmente, resta observar que
6, = n/2 = 6,. En efecto, asociemos a « el segmento de geodésica en H contenido en el
semicirculo euclideano con centro en el origen y radio 1 de tal manera que el punto medio
de la geodésica es i (ver Figura A.2). Entonces como 773 y 14 tienen la misma longitud (ya
que vienen de hacer un corte en el toro ponchado) y la cintura es cispide, concluimos que
) = 6,, y al ser angulos suplementarios, ambos deben ser /2. Esto concluye la prueba
de la afirmacion.

La magia de la prueba de la Identidad de McShane radica en el calculo de las 4reas de
las regiones correspondientes a las zonas aisladas. Asi que vamos a construir un pentigono
A’ en H isométrico al pentdgono A, para calcular su drea. Para la construccién de este
pentdgono A’, notemos que dos de sus lados 71 y 77, tienen longitud infinita pues se esca-
pan por la cispide y ademads €(«) ya estd dada. Asi que sélo falta determinar €(13) = €(174).

En efecto, denotemos por 77 a la geodésica vertical que parte del centro de @ hacia la
cuspide y la asociamos con la geodésica vertical en el origen a la cual denotamos por 7’
(asumiendo que la cispide se corresponde con co). Para lo que sigue ver la Figura A.3.
Consideremos la geodésica que es el semicirculo euclideano con centro en el origen y
radio r = tanh({(a)/2) (el radio es elegido de esta forma por el beneficio de las cuentas).
En esta geodésica estara o’ la cual se corresponde con «. Asi, queremos encontrar el punto

28



n |/ m 2 m

Figura A.2

sobre dicho semicirculo al recorrer £(«)/2 hacia la derecha y el punto al recorrer £(a)/2
hacia la izquierda. Para esto, queremos encontrar el dngulo 8. Entonces tenemos

G = ey < [ < () < )
3 = dy(ir,re”) = . st —lntan4 lntan2 = lntanz,

lo cual implica que e {@/2 = tan(#/2). Entonces,

and sin 0 2 sin(6/2) cos(6/2) 2 tan(6/2) e l@)/2
anf = = -

cosf  cos2(0/2) —sin®@/2) 1 —tan2(6/2) 1—e @’ (A.1)

Ahora, buscamos encontrar el radio euclideano R del segmento de geodésica corres-
pondiente a 773 y a 174. Por ser angulos rectos, tenemos que

R
tanf = m (A2)

Y por lo tanto, uniendo las ecuaciones (A.1) y (A.2), tenemos

27 UD2 tan((a)/2)

k= 1 —el@
Finalmente, usando que
L @/2 _ @) )
tanh(¢(a)/2) = @ 5 g LN y sech(f(@)/2) =

el @2 4 o—la)/2’

concluimos que R = sech({(@)/2).
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De manera simétrica, construimos B’ asociado a B. Entonces podemos suponer que
U se corresponde con laregion R = {z € H : Imz > 1} N (A" U B’). Y por lo tanto la
frontera de U se corresponde con la recta euclideana L = {z€e H : Imz=1}N(A" UB’).

Ahora, como las geodésicas que pasan por a y b son curvas que convergen en espirales
a y B respectivamente, entonces a’ (el elemento en H que se corresponde con a) debe
ser la interseccion de L con la geodésica vertical cuyo otro extremo es tanh({(a)/2). De
manera analoga en B’ tendremos que &’ (el elemento en H que se corresponde con b) es
la interseccion de L con la geodésica vertical cuyo otro extremo es 2 — tanh({(a)/2).

A la regién en R que estd delimitada por las rectas {z € H : Rez = tanh({(@)/2)} y
{ze H : Rez =2 — tanh({(a)/2)} 1a denotaremos por Z y la llamaremos region aislada.

Ahora, puesto que
XD 00 1 X2
f f —Zdydx = f dx = x» — xq,
X1 1 y X1

AZ) = 2 -2tanh(l(@)/2) y AR) = 4,

tenemos que

donde A(Z) denota el drea hiperbdlica de Z y A(R) denota el drea hiperbdlica de R.
Entonces al hacer el cociente

T @2 g l@]2 T ] 4 el

AZ)  2-2tanh(l(a)/2) 1( e{@2 _ g t@)2 et
AR) 4 2\ T g @

Finalmente, el Resultado 2 nos dice que a cada geodésica cerrada simple @ en F le co-
rresponde una tnica geodésica bicuspidal simple y de manera que y y @ no se intersectan.
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Pero en nuestra construccion dada una geodésica bicuspidal simple, tenemos dos zonas
aisladas (mediante sus dos orientaciones). Por lo tanto concluimos que

1 +el@ ~

Z 1 1 Area total de las regiones aisladas
3 .

p Area de la regi6n cuspidal

Un resultado de Birman y Series [3] afirma que el area total de las regiones aisladas
es igual al drea de la regién cuspidal y por lo tanto

11
Zuet’(a)‘i'

a
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Notacion

F el toro ponchado

F¢ el toro cerrado

c la cispide en el toro ponchado
U una vecindad cuspidal

sy el conjunto d(H) U {co}

C el plano complejo

H el semiplano superior

Isom*(H) el conjunto de las isometrias en H que preservan orientacién

S una superficie hiperbdlica ponchada conexa de volumen finito
D el conjunto {z € C: |z| > 1}

G un grupo Fuchsiano tal que S = H/G

G, la 6rbita de x

G* el estabilizador de x

Yy la geodésica vertical en H con extremos co y x

dg es la distancia euclideana

dy es la distancia hiperbdlica

la unidén de los intervalos asociados a las zonas aisladas

un pantalén con cintura cero (topoldgicamente una esfera menos dos discos y un punto).
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